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Tema 1

Modelo de Valoracion de Activos con
Cartera de Mercado

1.1. Introduccion

Bajo el supuesto de imposibilidad de arbitraje sabemos que todos los activos que prometen
ofrecer los mismos pagos futuros deben tener hoy el mismo precio. Debe satisfacerse la
ecuacién fundamental de valoracion, que en forma general se escribe:

E(My 1 Ry)=1 j=1,...,N (1.1)

y donde los supuestos alternativos sobre la variable agregada (o factor de descuento)
M, permiten obtener modelos diferentes de valoracién como el CAPM o el APT. Lo
que nos interesa en este punto es la forma, que tienen estos dos modelos, de explicar la
compensacion por el riesgo soportado por los agentes econémicos al tomar sus decisiones
de cartera. El modelo general de la expresién (1.1) puede resumirse como:

E(R;) = tipo de interés libre de riesgo + compensacién por riesgo (1.2)

siendo la forma explicita que adopta la compensacién por riesgo lo que distingue a los
diferentes modelos de valoraciéon. La importancia de un modelo u otro dependera, por
tanto, de su habilidad para predecir los rendimientos observados en los mercados, lo méas
ajustadamente posible. Nos centraremos en estimar y contrastar el CAPM. El mensaje
mas importante del CAPM es que existe una relacién lineal y positiva entre el rendimiento
esperado de cualquier activo financiero 5 y su riesgo beta. Dependiendo de la existencia
o no de un activo libre de riesgo en la economia estaremos en una version u otra y por
tanto, en una modelizacion u otra con sus correspondientes implicaciones.

1.2. CAPM, versiones e implicaciones

1.2.1. CAPM de Sharpe-Lintner

A partir de un trabajo de Markowitz (1959), Sharpe (1964) y Lintner (1965b) muestran
que si los inversores tienen expectativas homogéneas y construyen carteras eficientes en
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el sentido media-varianza, en ausencia de fricciones, la cartera de mercado es una cartera
eficiente en el sentido media-varianza. La version del CAPM de Sharpe-Lintner supone la
existencia de un activo libre de riesgo al que prestar y tomar prestado. Bajo esta version
el rendimiento esperado de un activo j, E(R;) se especifica como':

E(Rj) :T—i—ﬂjm [E(Rm)—T] j = 1,,N (13)
_ Cou(Rj, Ry,)
Bjm = “Var(Ry) (1.4)

donde:

- 1 es el tipo de interés libre de riesgo.

- [E(R,,) — r] es la prima de riesgo de la cartera de mercado compuesta por todos los
activos de la economia ponderados segin su valor de mercado.

Podemos escribir la versiéon de Sharpe-Lintner de forma mas compacta expresandola en
términos de rendimientos en exceso del tipo de interés libre de riesgo o exceso de rendi-
miento como:

E(rj) = BjmE(rm) (1.5)

B Cov(rj,rm)

Bim = Var(ry) (1.6)

donde
TJERJ_T7 TmERm_T

Notar que las ecuaciones (1.4) y (1.6) coinciden dado que tratamos al tipo de interés libre
de riesgo como una variable no estocéstica. En las aplicaciones empiricas el tipo de in-
terés libre de riesgo es estocastico y por tanto, las betas pueden diferir. En las aplicaciones
empiricas es habitual usar rendimientos en exceso de un activo seguro y por tanto usar la
ecuacion (1.5).

A partir de la ecuacién (1.5) obtenemos las siguientes implicaciones contrastables:

a) El valor esperado del exceso de rendimiento de cada activo j es proporcional a su
beta. Por tanto el término independiente del correspondiente modelo econométrico
debe ser cero.

b) Las betas capturan completamente la variacién de seccién cruzada de los excesos de
rendimiento esperados.

c¢) La prima por riesgo del mercado es positiva E(r,,) > 0.

'Por el momento trabajaremos con momentos incondicionales.
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1.2.2. CAPM de Black

Black (1972) deriva una versién mds general ya que no supone la existencia del activo
seguro, es decir, no exige que existan oportunidades de pedir prestado y prestar a la tasa
libre de riesgo. Admitiendo ventas al descubierto, existe una cartera que tiene beta igual
a cero respecto a la cartera de mercado que es, a su vez, una cartera eficiente en el sentido
media-varianza:

E(R]) = E(Rﬂm) +5jm [E(Rm) _E(ROm)] ] = 1a"'7N (17)
. COU(Rj,Rm)
Bim = “Var(R,) (1.8)

donde:

e E(R,,) es el rendimiento esperado en la cartera de mercado.

e FE(Ry,) es el rendimiento esperado de la cartera con beta igual a cero respecto
de la cartera de mercado, m. Esta cartera se define como la cartera que tiene la
varianza mas pequena dentro de la clase de carteras incorrelacionadas con la cartera
de mercado, m. Puede haber otra cartera incorrelacionada con m y con el mismo
rendimiento esperado, pero tendra varianza mayor.

e [E(R,,)—E(Ryy)] es la prima por riesgo del mercado cuando no existe activo seguro.

Dado que en el modelo de Black la riqueza en téminos reales es relevante, en la ecuacion
(1.8), Bjm se define en términos de rendimientos reales.
Las implicaciones de este modelo son:

a) La relacién establecida estd en términos de rendimientos reales.

b) Las betas capturan completamente la variacién de seccién cruzada de los rendimien-
tos.

El analisis econométrico de la versién de Black del CAPM trata el rendimiento de la
cartera cero-beta como una cantidad no observable, haciendo el andlisis mas complicado
que en la version de Sharpe-Lintner.

La version de Black puede contrastarse como una restriccién en el modelo de mercado
con rendimientos reales. El modelo de mercado para rendimientos reales, en términos
esperados es 2:

E(R;) = ajm + BjmE(Rm) (1.9)

2El subindice m en los pardmetros o y 3 sirve para enfatizar que la relacién a estudiar es la existente
entre el rendimiento esperado de cada activo y el rendimiento esperado del mercado.
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y la implicacion de la versién de Black seria:
Qjm = E(Rom)(l - ﬁjm) \4)

Es decir, el modelo de Black restringe al término constante del modelo de mercado con
rendimientos reales a ser igual al producto entre el rendimiento esperado de la cartera
cero-beta y la diferencia entre la unidad y la beta del activo. Mas adelante volveremos
sobre esta relacion.

Trabajando en (1.7) como en (1.3) podemos escribir el CAPM en su forma maés general
posible en términos de exceso de rendimiento sobre el tipo de interés libre de riesgo.
Obtenemos:

E(R;) —r = [E(Rom) = 1] + Bjm [[E(Rm) — 7] = [E(Rom) — 7]l j=1,...,N (1.10)
Asi en su versién mas general el CAPM puede escribirse como:
E(r;) = E(rom) + Bjm [E(rm) — E(rom)] j=1,....N (1.11)
En este caso las implicaciones del CAPM para los rendimientos de los activos son:

[E(rm) — E(rom)] >0y E(rom) >0

Resumiendo, las implicaciones del CAPM para los rendimientos de los activos que vamos
a contrastar a partir de la ecuacién (1.11) son:

1. Para el modelo de Sharpe y Lintner en el que existen ilimitadas oportunidades de
prestar y pedir prestado a la tasa libre de riesgo, las implicaciones a contrastar son:

E(rom) =0 y E(ry,) >0

de forma que las primas de riesgo de los activos sean proporcionales a sus betas, es
decir, E(r;) = E(7m)Bjm.

2. Para la versiéon cero-beta de Black donde se restringe la posibilidad de pedir prestado
a la tasa libre de riesgo las implicaciones del modelo a contrastar son menos precisas:

E(rom) >0 y [E(rm) — E(rom)] >0

Para éste caso el modelo viene dado por la expresién (1.7).

En definitiva, el modelo implica una relacién lineal y positiva entre el rendimiento espe-
rado y riesgo beta de cada activo.
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forma més habitual de denotar el cero-beta CAPM de la ecuacién (1.7) es:
E(Rj) =~ +%Bm j=1...N (1.12)

donde 7 y 71 son el rendimiento esperado de la cartera cero-beta respecto al mercado y la
prima por riesgo del mercado respectivamente. Notar que dado que el CAPM se cumple
periodo a periodo, esto implica que en t, 7y ¥ 1 son comunes a todos los activos.

Nuestro cometido es estimar y contrastar las relaciones (1.3) y (1.7). Estimar la prima por
riesgo del mercado y las betas de los activos y contrastar si el CAPM es un buen modelo.
Para ello necesitamos proponer estimadores consistentes de los parametros del modelo y
disenar un contraste para verificar estadisticamente si se cumplen o no las implicaciones
derivadas de ambas relaciones. Veamos en primer lugar los problemas que aparecen a
simple vista:

a) Las relaciones se han establecido en términos de rendimientos esperados que no
son observados en la practica. Por ello debemos justificar la realizacién de los con-
trastes en términos de realizaciones de rendimientos (rendimientos observados) de
un modelo con expectativas. En los contrastes que se presentaran existe, de hecho,
un supuesto sobre la racionalidad de las expectativas. Si suponemos que éstas en
promedio son correctas, sobre periodos de tiempo suficientemente largos, podemos
utilizar a los rendimientos observados como una aproximacién a los rendimientos
esperados.

También se puede justificar haciendo uso del modelo de mercado donde suponemos
que la distribucién conjunta de rendimientos de los activos y del mercado es Normal,
estacionaria y serialmente independiente?:

Rji = aj + Bjm Bt + €t (1.13)

donde E(ejr) = 0, var(e;) = a?j y € es independiente de R,,. El rendimiento
esperado incondicional del activo j es:

E[R;] = aj + Bjm B[R]
de forma que
E[R)] — aj — Bim B[R] = 0 (1.14)
Restando las expresiones (1.13) y (1.14) obtenemos:
Rjy = E[R;| + Bjm Rt — E[Ry]] + €5 (1.15)
bajo la hipdtesis de que el CAPM se satisface, es decir,
E[R)] =7+ Bjm[E(Bm) — 7]
por lo que operando obtenemos:
Rjr =1+ Bjm(Be — 1) + €0 (1.16)

de forma que el modelo con datos observados ex-post parece razonable y apropiado.

3Se siguen suponiendo expectativas racionales.
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b) El CAPM es un modelo para un tnico periodo, por tanto, las expresiones (1.5)
y (1.7) no tienen dimensién temporal. Para el andlisis econométrico es necesario
anadir un supuesto en relacién a la conducta de las series temporales de rentabili-
dades y estimar el modelo sobre el tiempo. Suponemos que los rendimientos siguen
una distribucién conjunta normal multivariante, son independientes e idénticamente
distribuidos (IID). Los supuestos son muy fuertes pero nos permiten mantener una
coherencia tedrica con el modelo CAPM que se cumple periodo a periodo. Ademas
son una buena aproximacion empirica para observaciones muestrales mensuales. Los
supuestos se aplican a los excesos de rendimiento de la versiéon de Sharpe-Lintner y
a los rendimientos reales de la versién de Black. Por otro lado, al suponer que el mo-
delo se satisface periodo a periodo anadimos un supuesto de estacionariedad sobre
las primas de riesgo y sobre las betas. Por ello, en los contrastes parece apropiado
la utilizacion de carteras en vez de rendimientos individuales.

c¢) Por dltimo, necesitamos observar la verdadera cartera de mercado, lo cual resulta
imposible pués numerosos activos no se negocian en mercados organizados.

La utilizaciéon de una proxy para la verdadera cartera de mercado implica que el CAPM
como modelo tedrico no es contrastable en la practica. Los contrastes habituales suponen
que el rendimiento de la verdadera cartera de mercado es una funcion lineal exacta del
rendimiento de una cartera de activos cuyos precios son observables. El uso de dichas
aproximaciones no aporta evidencia directa sobre si los contrastes aceptan o rechazan el
modelo.

Dado que contrastar el CAPM es equivalente a contrastar que la verdadera cartera de
mercado es eficiente, la no observabilidad de la cartera de mercado hace imposible reali-
zar dicho contraste. Cuando utilizamos una proxy para el mercado lo que contrastamos es
si la cartera elegida es eficiente en el sentido media-varianza y nunca podremos establecer
conclusiones sobre la validez del modelo tedrico ya que todas las conclusiones obtenidas
han de pasar por la validez de la cartera elegida.

Por tanto, el CAPM como modelo tedrico podria ser incorrecto pero la cartera empleada
como aproximacién podria ser eficiente en media-varianza. De igual forma la cartera usa-
da como proxy podria no ser eficiente y sin embargo la verdadera cartera podria serlo y
el CAPM seria un modelo correcto.

La estimacion del modelo requiere que tengamos disponibles tres tipos de variables: las
betas de los activos, la prima por riesgo del mercado y el rendimiento del activo libre
de riesgo. La forma habitual de obtener la beta del activo es mediante una regresién de
MCO. Asi, el estimador de la pendiente en el modelo de mercado en términos de excesos
de rendimiento, es un estimador habitual de la beta. El modelo a estimar es:

rjt:ajm—i_ﬁjm'rmt"i_%‘t t21,7T
donde
5 >t (Tt — 7?m)(rjt - 77j)

Bim.mco = —
I Zt(rmt - Tm)Q

6
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El subindice j denota el activo para el cual estimamos su beta mediante el modelo de
mercado con rendimientos en exceso. 7;; ¥ 7 son los rendimientos en exceso, observables
en el momento ¢, para el activo j y la cartera de mercado respectivamente. Habitualmente
como cartera de mercado se utiliza un indice de mercado y como rendimiento del activo
sin riesgo se utiliza el rendimiento de las Letras del Tesoro. El periodo muestral para el
que se estima la relacién anterior es, habitualmente, cinco anos (7' = 60). Este tipo de
aplicacion sélo es util si el CAPM es una buena descripcién de los datos.

Todos los contrastes del CAPM propuestos se derivan de regresiones de serie temporal o
regresiones de seccion cruzada. Vamos a ver los mas relevantes en la literatura.

1.3. Estimacién y contrastes de seccién cruzada

1.3.1. Método de Fama y MacBeth (1973)

El CAPM implica una relacion lineal entre los rendimientos esperados y la beta del mer-
cado que explica completamente la seccion cruzada de los rendimientos esperados. Fama
y MacBeth (1973) desarrollaron una estimacién de seccién cruzada, para contrastar esta
implicacion, que ha tenido gran influencia histérica.

El método de Fama y MacBeth es un método en etapas. En la primera se estima la
relacién de seccion cruzada. En la segunda etapa se utilizan las estimaciones obtenidas
para contrastar las implicaciones del modelo. Veamos como.

Queremos contrastar el modelo tedrico recogido por la expresion (1.12):

donde vy es el rendimiento esperado de la cartera cero-beta respecto al mercado, v, es la
prima por riesgo del mercado y 3; = Cov(R;, Ry,)/Var(R,,). Prescindimos del subindice
m de la beta para reconocer que el contraste se lleva a cabo con una cartera que no es la
verdadera cartera de mercado.

Recordemos que el CAPM es un modelo estatico. Asi, periodo a periodo, se cumple la
expresion (1.12). Para estimar el correspondiente modelo econométrico y verificar las
implicaciones derivadas del modelo recogido por la ecuacién (1.12)

dispondremos de N activos (j = 1,...,N) con T observaciones para cada activo (t =
L...,7).

Dado que la beta del mercado explica completamente la seccién cruzada de los rendimien-
tos esperados, la beta serd el inico regresor del modelo. Ademés, necesitamos una variable
que aproxime el exceso de rendimiento de cada activo en t. Asi, el modelo econométrico
a estimar se corresponde con el familiar Modelo Lineal Simple, que en nuestra notacion
correspondiente podemos escribir para el momento ¢ como:

Rj:70+715j+7]j j=1...,N

donde R; es el rendimiento de cada activo j en el periodo t, (habitualmente un mes).
Esta es una variable observable que utilizamos para aproximar la no observable E(R;).

7
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Los pardametros a estimar son vo y 71. 5; j =1,..., N es el valor del regresor (la beta)
para cada activo en t. Matricialmente el modelo a estimar, en el momento t, es:

Ry 1 5 T
Ry | |1 [ Yo

: Do [ M
Ry 1 fBn UhY

R = X r + Ui
(N x 1) (N x2) (2x1) (N x 1)

Up)
]+.<:>

Si suponemos que las betas son conocidas podemos obtener estimaciones para vy y 71
mediante la regresion de seccién cruzada anterior aplicada en cada momento t. Tendremos
asi estimaciones del término independiente o intercepto y de la prima por riesgo del
mercado en t (recordar que ambos son comunes para todos los activos en el momento t).
El estimador MCO de los pardmetros del modelo, en el momento ¢, es I' = (X'X) "' (X'R).
En realidad, como disponemos de T" observaciones para cada uno de los N activos podemos
realizar la regresion anterior en cada t, es decir, no tendremos una tnica regresion sino T
regresiones de seccién cruzada con N activos cada una. De esta forma y para remarcar la
importancia del tiempo en el proceso escribiremos la secciéon cruzada anterior como:

Rjt = vYor + 7185t + njie j=1...,N (1.17)

Donde el subindice ¢ indica que corremos la regresién de seccién cruzada en cada t. 4

Estimamos cada vez por MCO y obtenemos estimaciones de los parametros en cada t, en
total tendremos T estimaciones de cada parametro. Es decir, dispondremos de una serie
temporal, de tamano T, de estimaciones para cada parametro, que podemos escribir como
Aoy, v {A1}L . Posteriormente, con las estimaciones obtenidas podemos disefiar un
contraste para las implicaciones que deseemos contrastar.

El problema es que en la regresion propuesta en la ecuacién (1.17) las betas son descono-
cidas y habremos de estimarlas.

Como conseguir estimadores de las betas

Nuestro objetivo es estimar en cada momento ¢ la ecuacion de seccién cruzada (1.17):

Rji = ~yor + 7185 + nje j=1...,N

Los parametros a estimar son 7y y 1. Bajo el supuesto de rendimientos temporales I1D y
normalmente distribuidos el modelo anterior puede ser estimado por MCO y los estima-
dores obtenidos seran a su vez normales. El problema maés evidente de la ecuacién (1.17)

4Por ejemplo si t = 1, matricialmente:

R 1 Bu 711
1?21 _ 1 5?1 [ Yot } N 77.21
: : : 711 :
R 1 Bn N1
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es que las betas, 3}, que seran los regresores del modelo, son desconocidas. Para poder
estimar la ecuacién (1.17) hemos de conocer el valor de estas betas. Asi, hemos de estimar
estas betas previamente a la estimacién de la ecuacién (1.17).

La manera habitual de hacerlo es utilizar el modelo de mercado donde suponemos que
la distribucion conjunta de los rendimientos de los activos y del mercado es normal, es-
tacionaria y serialmente independiente. El modelo de mercado para el activo j podemos
escribirlo como:

Rjt:aj"i_ﬁijmt"_ejt t:t—l,t—2,,t—60 (118)

donde E(ejr) = 0y €;; es independiente de R,,. Habitualmente R, es un indice de
mercado que utilizamos para aproximar la verdadera cartera de mercado. Suprimiremos
el subindice m de la beta para remarcar que la cartera de mercado utilizada es una
aproximacién a la verdadera cartera de mercado.

La estimacién por MCO de este modelo® nos proporciona para cada activo j su beta corres-
pondiente en cada t. Es decir, tenemos una serie {3;;}7_, para cada j=1, ..., N. Vedmoslo.

El modelo a estimar, en forma matricial es ahora para cada j:

Rj 1 le Ejl

Rj . 1 ng &% €2 R = X* ﬁ + €

DO Bl U [gj*’. = (Tx1)  (Tx2) 2x1) (Tx1)
Rj 1 RmT €T

El estimador MCO de la beta correspondiente al activo j lo encontramos en la segunda fila
del estimador 3 = (X* X*)"1(X* R*). Si corremos esta regresién de serie temporal para
cada uno de los N activos tendremos la betas estimadas correspondientes al momento t.
Sin embargo, la regresién (1.17) se corre en una muestra de seccién cruzada en ¢ cuan-
dot =1,...,T. Por tanto, para cada activo j necesitamos una serie temporal de betas
estimadas, que seran utilizadas en seccién cruzada. Por ello, para conseguir esa serie tem-
poral de betas estimadas necesitamos que la regresiéon (3.10) se realice para cada activo
en t cuando t = 1,...,T, en total N x T regresiones de serie temporal con una mues-
tra de tamano 60. Dispondremos, por tanto, de N series tipo {Bjt}thl 7=1,...,N que
habremos de reordenar en seccién cruzada para estimar a continuacién la regresion (1.17).

Como utilizar la estimaciones de las betas

Una vez estimadas las betas podemos estimar la ecuacién (1.17) donde sustituimos las
betas originales por su correspondiente estimacion. Asi, en cada t estimamos por MCO
la siguiente regresion con datos de seccion cruzada.

R :70t+'71t3jt+77jt j=1...,N (1.19)

En la literatura, dados los estudios empiricos realizados, es habitual utilizar las 60 observaciones
previas a la observacion ¢t como periodo muestral que permite un mejor ajuste a las verdaderas betas, de
las que no disponemos.
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obteniendo 4y y 41 en t. Si repetimos el ejercicio de regresion T veces es decir desde
t =1,...,T obtenemos, para cada uno de los coeficientes, una serie temporal de tamano
T, {Aoi i, v {A1¢}E,, que nos seran ttiles para realizar inferencia.

Contrastes
Definimos 79 = E(yo:) ¥y 71 = F(71:). Las implicaciones del cero-beta CAPM son que:
>0y m>0

Es decir esperamos que el rendimiento esperado de la cartera cero-beta y la prima por
riesgo del mercado sean, en promedio, estrictamente positivas.

Dado que hemos supuesto que los rendimientos son normalmente distribuidos y temporal-
mente 11D los parametros estimados también seran normalmente distribuidos. Por tanto,
dadas las series temporales de estimaciones de los pardmetros vo, v v1¢ 17T = 1,...,T,
podemos contrastar estas implicaciones usando el estadistico-t habitual para contrastes
sobre la media de una poblacién.

Las hipétesis de contraste podemos escribirlas como:
Hy:7v =0 donde ¢=0,1

Hai’}/i>0

dadas las propiedades temporales que hemos supuesto para los rendimientos de los activos,
para contrastar estas hipdtesis podemos utilizar un estadistico ¢ habitual definido:
_ §z Hy

t ~ tr—
c 5_% (T-1)

donde

1 —\2
~2 ~ =
Or — ————— Sy — .
Y T(T — 1) ; <%t %)

las cuales calculamos utilizando {4 }L ;. Asintéticamente este estadistico tiende a una
N(0,1).
Si lo que analizamos es la versién de Sharpe-Lintner estariamos mirando a la ecuacion
(1.17) en términos de excesos de rendimiento y las implicaciones a contrastar serian vy = 0

y 71 > 0. El proceso serfa exactamente igual al anterior .

6Si la hipétesis alternativa es a dos colas, como es el caso para Hy : 79 = 0, debemos comparar el
estadistico t-calculado con el valor en tablas para «/2, mientras que si la hip6tesis alternativa es a una
cola, como en el resto de casos, comparamos con el valor en tablas para «, siendo « el valor de significacién
de la prueba.

10
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Notar que dado que las varianzas de los activos en la ecuacién de seccién cruzada (1.19)
son heterocedésticas el estimador MCO es ineficiente. Este resultado es irrelevante ya que
el estadistico de contraste no depende de la forma explicita de la matriz de varianzas y
covarianzas de las perturbaciones en t.

Problemas econométricos

El primer problema que encontramos en relacion a la estimacion es el hecho de que las
betas son desconocidas y nos vemos obligados a estimarlas previamente. La utilizacién de
estimaciones de las betas en (1.19) en vez de las betas verdaderas introduce un problema
de errores en variables en la regresién que produce sesgo e inconsistencia en los estimado-
res MCO de vy v 1. Vedmos como:

Nosotros no observamos (3;; y disponemos de Bjt, es decir, la beta verdadera mas un
error de medida tal que (;; = Bj; + wj; donde” E(wy) = 0, E(wj,) = o, y ademds
Cov(njt,w;r) = 0, es decir, no hay correlacién entre el error de medida y las perturba-
ciones de la regresién, y tampoco con las verdaderas betas, Cov(f;;,w;;) = 0. El modelo
estimable en estas circunstancias, en cada momento ¢, es:

Rj; :’YOt‘i"Ylt(Bjt—wjt)‘i‘th j=1.....N

es decir, )
Rjt = o + v1eBje + (Mje — Yuwsi) j=1...,N
donde recordemos que hemos supuesto:

nje ~ 14d(0, 0727],) Cov(nji, wjr) =0
wj ~ iid(0,0, ) Cov(Bje, wir) =0

Si llamamos a la perturbacion del modelo estimable &;; = (1;: —y1:wj:) y buscamos sus
propiedades tenemos que:

E(ﬁjt) =0
E( JQt) = 072” + '7121501%;]-

Cov(&je, Bir) = Cov(nje — Yuwse, Bje + wir) = —Y1:04,, # 0

Con lo que el estimador de MCO es sesgado. Si buscamos el limite en probabilidad cuando

N — o0 )
’ylto-wj

plimAre = vyt — m
J J

y el estimador MCO es inconsistente.

El problema de errores en variables puede ser abordado de diferentes formas dependiendo

de nuestro objetivo. Habitualmente el objetivo es realizar contraste de hipdtesis sobre

“El subindice ¢ indica que la beta corresponde a la regresién de seccién cruzada realizada en el mo-
mento ¢, por tanto, es un subindice fijo, no indica aleatoriedad y desde ese punto de vista es totalmente
prescindible para el andlisis de errores en variables. Se incluye por consistencia notacional.

11
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un parametro del modelo, empleando la distribucién de dicho parametro. En este caso
se suele proponer utilizar el estimador de Variables Instrumentales que proporciona un
estimador consistente con el que podemos hacer inferencia asintética. Sin embargo, no
es el caso aqui, ya que nosotros queremos estimar las betas para luego poder estimar los
parametros y;; y basamos el estadistico de contraste en la serie temporal de estimadores 4;;.
El estimador de VI s6lo proporciona propiedades en muestras grandes, concretamente nos
proporciona una matriz de varianzas y covarianzas consistente del estimador de las betas,
que no interviene en el estadistico, pero no nos garantiza la insesgadez del estimador. Por
ello, estaremos interesados en corregir el sesgo producido por el problema de errores en
variables més que en la consistencia del estimador de las betas. En la literatura hay dos
formas de enfocar el problema.

e La solucién propuesta por Fama y MacBeth (1973) es utilizar carteras en la estima-
cion de las betas lo que incrementa la precision de los estimadores. Estas carteras han
de estar bien definidas. En concreto deben tener maxima dispersion entre las betas
de las carteras, ya que si la dispersién es minima la relacién (1.17) no tiene contenido
como relacién de secciéon cruzada. Hay varias formas correctas de construirlas, por
betas, por capitalizacion bursatil, por sector industrial, etc. El problema es que esta
medida en general no elimina totalmente el problema de errores en variables ya que
habitualmente los errores de medida entre las betas de los activos de una misma
cartera estan correlacionados.

e Litzenberger y Ramaswamy (1979) propusieron una solucién en términos de ajustar
el estimador de o3, por el sesgo introducido por los errores en variables. El proce-
dimiento fue refinado por Shanken (1992b, 1996). Shanken propuso multiplicar el
estimador 6%1, por el siguiente factor de ajuste:

(14 - 2o0)

52
Om

donde 4, = %ZtT:l’yOt, R,, = %Zthl R y 62 es el estimador de la varianza
muestral, para t = 1,...,T, del indice bursatil utilizado como aproximacion a la
verdadera cartera de mercado. Este procedimiento elimina el sesgo producido en el
estadistico ¢ por el problema de errores en variables.

Otro problema anadido es el ya mencionado al inicio del tema sobre la cartera de mercado,
la utilizacién de una aproximacién a esta verdadera cartera de mercado. Roll y Ross (1994)
muestran cémo si la verdadera cartera de mercado es eficiente, la relaciéon de seccion
cruzada entre los rendimientos esperados y betas es muy sensible a pequenas desviaciones
de la proxy del mercado con respecto a la verdadera cartera. En un trabajo de Kandel
y Stambaugh (1995) se muestra que el efecto se reduce en parte utilizando el estimador
de Minimos Cuadrados Generalizados en vez de MCO, pero en este caso hay que conocer
la verdadera matriz de varianzas y covarianzas de los rendimientos ya que su estimacion
implica nuevos problemas.

12
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1.3.2. Ventajas o extensiones

Cuando decimos que las betas explican toda la seccién cruzada de los rendimientos es-
perados lo que queremos decir es que ninguna otra variable debe explicar a éstos. La
aproximacién de Fama y MacBeth (1973) permite facilmente contrastar ésta implicacién,
basta con introducir estas variables en el modelo de seccién cruzada y contrastar la signifi-
catividad del parametro asociado con el estadistico de contraste propuesto anteriormente.
En este caso el modelo a estimar seria:

Rj = vor + 185t + v2:.Xje + mjie j=1...,N

donde la variable X; es la variable que creemos que explica la seccion cruzada de los
rendimientos medios. Una vez estimado por el método propuesto por Fama y MacBeth
contrastariamos Hj : 72 = 0 con el estadistico t. propuesto anteriormente donde ¢ = 2.

Fama y MacBeth en su trabajo propusieron varias variables candidatas para esta regresion:

e La variable ]Zt permite contrastar la linealidad del modelo.

e La desviacién estandar de los residuos del modelo de mercado para cada activo j
permite estudiar si el mercado valora el riesgo idiosincrasico.

e El tamano de la empresa (medido como el logaritmo del valor de mercado) también
es una variable candidata a explicar las rentabilidades.

El ajuste propuesto por Shanken para solucionar el problema de errores en variables
soluciona el sesgo por este error pero no impide que entren nuevas variables en la relacion
por el hecho de no observar las verdaderos betas. Por lo que este tipo de extensiones
tienen sentido incluso cuando aplicamos la correcciéon de Shanken.

1.4. Contrastes de eficiencia en media varianza de
una determinada cartera. Seccion cruzada

Cuando decimos que el CAPM se satisface en realidad decimos que la cartera de mercado
es eficiente en el sentido media-varianza. Asi podemos pensar en contrastar si la cartera de
mercado es eficiente o no. Como la verdadera cartera de mercado no es observable lo que
contrastariamos es si el indice bursatil que utilizamos para aproximar la verdadera cartera
de mercado es eficiente o no. La forma mé&s habitual de denotar el cero-beta CAPM se
recogia en la ecuacién (1.12):

E(R;) = v + M1 Bjm j=1...N

donde 7y v 1 son el rendimiento esperado de la cartera cero-beta respecto al mercado y
la prima por riesgo del mercado respectivamente. Dado que el CAPM se cumple periodo
a periodo implica que en t, 75 y 71 son comunes a todos los activos.

En (1.12) contrastamos si el modelo se satisface respecto a una beta (estimada) con
relacién al indice bursatil cuya eficiencia se quiere contrastar.

13
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1.4.1. Coémo contrastar cuando suponemos que conocemos las
verdaderas betas y la verdadera matriz de varianzas y
covarianzas de los rendimientos

En este caso los supuestos son muy fuertes pero es el marco mas sencillo de abordar por lo
que es un buen principio para lograr el objetivo final de contrastar la eficiencia en media
y varianza relajando ambos supuestos.

Al igual que en las secciones anteriores vamos a disponer de una muestra de N activos
(j=1,...,N) y para cada uno de ellos dispondremos de una serie temporal de tamanio
T de observaciones de rendimientos.

La ecuacién (1.12) en notacién matricial podemos escribirla como:

E=XT (1.20)
donde
E(Ry) 1 B
ER) | |1 B | [ E = X r
2 [%]‘:*uvxl) (Nx2) (2x1)
E(Ry) 1 By

Siendo E el vector de rendimientos esperados incondicionales.

Sea R; el vector de rendimientos observados de los activos en el momento ¢, de orden
(N x 1). Definimos 7, = R; — E tal que bajo la hipétesis nula dada por (1.20) pode-
mos escribir las regresiones de seccion cruzada vistas anteriormente en notacién matricial
periodo a periodo (es decir, en el momento t) como:

donde el subindice ¢ indica que la regresion (1.21) se corre T veces, t = 1,...,7. En
realidad hay T regresiones de secciéon cruzada del tipo:
Ry L B Uil
Bl ()]
: Do M :
Ry L By NN

Supondremos que las perturbaciones de estas regresiones de seccién cruzada tienen media
cero pero son heterocedasticas, dado que las varianzas de los rendimientos de los activos
son distintas. Vamos a suponer que la verdadera matriz de varianzas y covarianzas de
los rendimientos, a la que llamaremos V', (matriz de orden N x N), es conocida. Ademads
supondremos que las verdaderas betas son conocidas. También supondremos que la distri-
bucion conjunta de los rendimientos de los activos es normal, estacionaria y serialmente
independiente. En este contexto donde las betas son conocidas y por tanto X es una ma-
trix conocida y dadas las propiedades recogidas en la matriz de varianzas y covarianzas de
la perturbacion, V', deberiamos estimar los parametros de la relacion en ¢, Ry = X1+,
por Minimos Cuadrados Generalizados (MCG) de tal forma que en cada momento ¢ el
vector de estimadores es:

I, = (X'V'X)'X'V 'R, (1.22)

14
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Estimador lineal, insesgado, eficiente, con matriz de varianzas y covarianzas Va’r’(ft) =
(X'V1X)~! y consistente. El estimador tiene distribucién normal dados los supuestos
sobre la distribucién conjunta de los rendimientos.

Dado el supuesto de estacionariedad e independencia el estimador mas eficiente de I
utilizando todos los datos del periodo muestral en una tinica regresién de seccion cruzada
con N observaciones sera:

= (X'VX) X'V IR (1.23)

donde R es el vector N x 1 de rendimientos medios muestrales de los N activos. La matriz
de varianzas y covarianzas de I' es®:

1
Var(T) = T(X’V—IX)—I

Una vez estimado el modelo estamos en disposicién de contrastar. Queremos contrastar la
eficiencia en media-varianza del mercado. Esta hipotesis esta recogida en la ecuacién (1.20)
e implica que los residuos de la regresién han de ser cero. Por tanto si la hipétesis nula no se
rechaza observaremos que los residuos de la regresion oscilan alrededor de cero y si es falsa
se desviaran sistematicamente de cero, esta desviacion puede surgir por ejemplo porque
estamos intentando ajustar una relacién lineal cuando la verdadera relacion no lo es, o
porque deberiamos incorporar otras variables que expliquen los rendimientos esperados
ademas de su beta. Para contrastar esta hipdtesis nula podemos basarnos en la magnitud
de los residuos al cuadrado y utilizar el siguiente estadistico:

[V - -1, Ho =2
e [T} e=TeV e~ xy_a (1.24)

donde e = R — XT son los residos de la regresiéon MCG en (1.23).
Observaciones:

e Intuiciéon del contraste: Una suma de residuos al cuadrado baja indica que los re-
siduos no se separan significativamente de cero. Por tanto, valores pequenos del
estadistico nos llevan a no rechazar la hipétesis nula y valores altos del mismo nos
llevarian a rechazarla.

e Para pensar en la distribucién, pensemos en el modelo lineal general Y = X 3+u con
E(uu') = 0% donde Q es conocida y 0 es un pardmetro desconocido. El estimador
de o2

~ —1~
~9 _ Uyeett umce
UMCG - N . k

es insesgado y tal que

(N = Bohea s
0_2 XN—k

8Notar que dado X; ~ iid(y,02), E(X) =py Var(X) = ”—TZ Entonces para el estimador de la media

de I'y, T', tendremos Var(f) = Vaggft) = (X/V;Xrl

15
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~/ —1~
Unrea$) Unca o2
o2 XN—k

si
2 ~ —1~ 2
0" =1, Uycef Unmca ~ Xn_k

En el modelo con una tnica regresion de seccion cruzada la matriz de varianzas y
covarianzas de la perturbacién es V/T. Si los residuos se denotan por e obtenemos:

4 - =1, Ho 2
G[T] e=TeV e~ Xy_o

e Otra manera de pensar en el estadistico y su distribucién: Sea e; el vector de orden
N x 1 de residuos de la regresién cruzada que corremos en cada t e, = Ry — XT'y =
Mn, donde M =(I-XX'VIX)'X'V1) ytal que

E(et) =0 E(ete;) =V — X(X/V_lX)_lX,

en t. Pensemos en los residuos de la regresion unica de seccién cruzada e = ETet,
tendremos:
E(eqe, 1
E(ee’) = (;fet) = Z[V-X(X'V'X)7'X']  matriz de orden (N x N)

Podriamos utilizar esta matriz de varianzas y covarianzas para construir el estadisti-
co pero podemos utilizar una forma mas sencilla para hacerlo. Utilizando la des-
composicién de Choleski, definimos una matriz C' tal que CC’ = V1. La matriz de
covarianzas de la forma TC'e  es:

Cov(VTC'e) = C' ((CC") ! = X(X'CC'X) ' X') C =T = 6(5'0) "¢

donde 0 = C'X. Al ser los rendimientos normales, también lo seréan los residuos
y la forma /TC’e  serd asintéticamente normal, Cov(v/T'C’e) serd una matriz

idempotente con rango N — 2 y por lo tanto T¢/CC’e = Te'V e o X% o

e Los grados de libertad son N — 2 ya que estimamos dos parametros 7o y ;.

1.4.2. ;Qué ocurre cuando reconocemos que V' es desconocida?

En la préctica la matriz de varianzas y covarianzas V no es conocida y por tanto el es-
timador MCG propuesto en la seccién anterior no es factible. El estimador que debemos
aplicar seria el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles (MCGF') donde
estimamos previamente la matriz V' para a continuacién estimar los parametros del mo-
delo. Ademas el estimador de V' que buscamos debe ser consistente para que a su vez el
estimador MCGF lo sea y podamos realizar inferencia en el limite.

Notar que seguimos manteniendo el supuesto de que las betas verdaderas son conocidas
y reconocemos que la matriz V' es desconocida.
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Para encontrar el estimador de V empezaremos analizando la relacion condicional entre
rendimiento esperado y riesgo bajo la hipdtesis nula de que el CAPM se satisface, es decir
se cumple la relacién incondicional dada por la ecuacion (1.20):

E=XT

El modelo de mercado en notacién matricial para el momento t se escribe:

Rt = O{"_ﬂRmt—’—Et (125)

donde « es el vector de orden (N x 1) de ordenadas en el origen, 3 es el vector (N x 1)
de betas y € es el vector (N x 1) de perturbaciones (condicionales dado R,,;) del modelo
de mercado o componente idiosincrésico del rendimiento (dado R,,;). Tal que:

E(Et) = E(6t|Rmt) =0 V(€t€2|Rmt) =
Siendo ¥ la matriz de varianzas y covarianzas de las perturbaciones condicionales de la

ecuacién (1.25) en t. La matriz es de orden N x N.

Si estimamos el modelo de mercado para cada activo en la muestra usando las observa-
ciones temporales, obtenemos una serie temporal de residuos {é;}._, para cada activo j
que puede ser 1til para estimar la matriz poblacional.

e Llamamos E(R,,) al rendimiento esperado del mercado y tomamos valores esperados
incondicionales en (1.25)

E=a+(0E(R,) (1.26)
Bajo el supuesto de que el CAPM se satisface, es decir F = XT', podemos escribir:
E=XT =9ly +mB+BE(Ry) — BE(Ry) =Y0ln + [n — E(Rn)] 8+ BE(Ry)
si tenemos en cuenta (1.26) F = XT se satisface si y sélo si:
a=ly+[n — E(R,)] B (1.27)

que dada la definicién de la prima de mercado, es equivalente a la expresién (1.44).

e Ahora tomamos valores esperados condicionales en el modelo de mercado recogido en
la ecuacién (1.25):

sustituyendo el valor de av dado por (1.27) en (1.28) obtenemos:

E(Ri|Roni) = voly + (71 + Rt — E(Rn)] B (1.29)

La ecuacién (1.29) implica que bajo la hipdtesis de que el CAPM se satisface, es decir,
E = XT, la relacién condicional (dado R,,;) entre rendimiento esperado y riesgo beta es
también lineal. Trabajando en la expresién (1.25) tenemos:

Ri=a+ BRn + e =Yln+ [ — E(Rn)] B+ BRuu + €
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Ry = vln + 1B+ [Rmt — E(Ry)| B+ €

Llamamos

rtzr+[3mt—E(Rm)]l(”

con lo que podemos denotar la expresion de la relacién rendimiento-riesgo ez-post anterior
de la siguiente forma matricial:

Rt:XFt+€t tzl,,T (130)

Lo fundamental de esta nueva relacion lineal rendimiento-riesgo condicional es que el
parametro de la pendiente, 7y, es aleatorio al ser funcién del rendimiento de mercado en
t, R.

En resumen, tenemos dos formas alternativas de representar el mismo proceso:

R, = XT + 1, (1.31)

Rt == XFt -+ €t (132)

Las perturbaciones de ambos modelos tienen la siguiente relacién: dado que 7, = Ry —
XI'=R,— F

m =€+ 0 [Rmt — E(Ry)] (1.33)
por tanto
V=X+p800,, (1.34)
donde o2 es la varianza de la cartera de mercado. Shanken (1985) demostré que:
(X'VIX)' XV = (X2 X)) XS !
Esto implica que el estimador MCG de T es:
= (X' ' X)1X'v R (1.35)

donde Y puede ser estimada previamente. En realidad al tener que estimar X previa-
mente nuestro estimador es Minimos Cuadrados Generalizados Factibles y en el resto de
ecuaciones X debe ser sustituida por X para reconocer este hecho.
El estimador de la varianza de I’ cuando suponiamos que V' era conocida era:
R ( X/V—l X)—l
Var(l') = 7

ahora esta expresion debe de tener en cuenta la relacién entre la matriz de varianzas y
covarianzas incondicional, V', y la condicional >

V=X+p00,
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A

y no podemos intercambiar una por otra en la expresion de Var(I'). Si pensamos en
la relacién rendimiento-riesgo condicional, ecuacién (1.30), vemos que el pardmetro 7y,
depende ahora del rendimiento de mercado en t, R,,;. Es decir el rendimiento de mercado
introduce variabilidad en el parametro v; que debe ser tenida en cuenta. Por ello el
estimador de la varianza de I' en el contexto de una tnica regresion de seccion cruzada
es:

vty = BB 0 0]

T 01T (1.36)

donde la variabilidad del rendimiento de mercado afecta tinicamente al pardmetro v, y
no al parametro ~q

Notar que este estimador es equivalente al propuesto por Fama y MacBeth. Por tanto
podemos realizar T' regresiones de seccién cruzada y utilizar el estadistico t. propuesto
por Fama y MacBeth o una tnica regresion de seccion cruzada con los rendimientos medios
de los activos y las betas de todo el periodo muestral y emplear (1.35) y (1.36).

Para llevar a cabo el contraste de eficiencia media-varianza podemos emplear el estadistico:

Te'ste 210 X9 (1.37)

con distribucién asintética ya que usamos un estimador Factible cuya tnica propiedad es
la consistencia. Ademas estamos suponiendo que conocemos las verdaderas betas.

1.4.3. ;Qué ocurre si reconocemos que las verdaderas betas no
son conocidas?

En este caso las betas deben ser estimadas previamente y como ya vimos en secciones
anteriores esto introduce un problema de errores en variables en el modelo. Vamos a
estudiar ahora los efectos de estos errores de estimacién en los estadisticos anteriores. Sea
la relacion:

Rt = XT + s
tomamos valores medios muestrales y

R=XT+17 (1.38)

la ecuacién (1.33) nos dice que 1 = ¢; + B[Ry — E(R,,)] de donde:

il = €+ B[Ry — E(Ry)]

Cuando tratamos las consecuencias del error de estimacién en las betas definfamos 3;, =
B+ + wj; de donde el error de estimacién en las betas en forma matricial es: w = 8 — (.
Asi trabajando con la expresion (1.38) obtenemos:

R:’}/olN‘{"Ylﬁ‘i‘E‘i'ﬁ[Rm_E(Rm)]
R =ly +70—nw+ e+ B[Ry — E(R,,)]
R = XT + {(¢ = mw) + B[R — E(Ry)]}
donde

19



SARRIKO-ON 2/08

X denota el hecho de que ahora las betas son estimadas.
(€ — y1w) es el cambio en la perturbacién dado el error de medida en las betas.

B[Ry — E(R,,)] es el cambio en la perturbacién debido a la innovacién en el rendi-
miento de mercado como consecuencia de la aleatoriedad de la prima por riesgo del
propio mercado.

Definimos la matriz A de orden (2 x N) tal que AX = I

A= (X£x) xs

AR=(X'S7'X) ' X'SR

Por tanto ['yyoe = AR. Asi dado A tenemos:
AR = AXT + A{(¢ — mw) + B[Ry, — E(R)]}

dado que AX =1,

AR —T = A{(e — vyw) + B[R — E(R,)]}
Cuando T' — oo se satisface:

E(f) =0 E(w)=0 E[R,— E(R,)]=0
por tanto B

plim{ (€ — yyw) + B[R — E(Ry)]} =0
plim(AR —T) =0
plim(AR) =T

por tanto el estimador AR es un estimador consistente de I' cuando 7' — co. Sin embargo
sigue siendo inconsistente cuando N — oo dado que el problema de errores en variables
no desaparece. Recordar que estamos trabajando simultaneamente con dos dimensiones,

T y N y el problema de errores en variables estd asociado a la inconsistencia del estimador
cuando N — oo.

Necesitamos analizar la varianza asintotica de I cuando 7" — oco. En el modelo de mercado

Rji = o + Bjm Bt + €5t t=1,...,T la varianza del estimador de la beta es:
. o? o?
Var - ) = 2 = & — = i
(BJ) 0,8]- ZtT:l(Rmt _ Rm>2 TUTQ,L

y se puede demostrar que la varianza del error de estimacion de las betas es:

1
2
"w‘(&)z
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Ademas bajo los supuestos realizados de normalidad e independencia de los rendimientos,
€, R,, v w son independientes. Por tanto, usando esta propiedad de independencia y la
expresion de o2 tenemos la siguiente convergencia en distibucién:

m

VT{(€ — yw) + B]Rm — E(Rn)]} -5 N (0, )y (1 + 2212) + w’a?n) (1.39)

o2 0 1

m

VTA{(€ = yyw) + B[R — E(Rp)]} = N (0, AL A (1 + i ) + l 00 ] agﬂ)

dado que:

-

A{(e = 11w) + BB — E(Rp)]} = AR - T

2
VT(AR-T) -4 N <0, AS A’ <1 + Z;) 4 [ - ] afn> (1.40)

alser AR =Ty A = (X’S71X)"1X’S!, 1a distribucién asintética del estimador de T
podemos escribirla como:

2
VT(T -T) i>N<0,X’2—1X <1+g;> + [8 (1) ]@)

m

donde (1 + %) es el término de ajuste que proviene de la varianza del error de estimacién
de las betas y que al ser positivo incrementa la varianza. Tenemos una estimacion menos
precisa de I'. Notar que cuanto mayor sea la variabilididad del mercado en relacién a ~?
(si la volatilidad del mercado es grande con relacién a la prima de riesgo) este término
serd menor. Este término de ajuste es el propuesto por Shanken (1996).

Para este caso en el que las betas verdaderas no son conocidas el estadistico de contraste
para la hipotesis de que la cartera de mercado utilizada es eficiente en media y varianza
es:

1.5. Estimacién y Contrastes de series temporales

1.5.1. El alfa de Jensen

Vamos a relacionar dos modelos distintos como son el modelo de valoracion CAPM y
el modelo de mercado. El modelo de mercado es el resultado de imponer una serie de
supuestos estadisticos sobre los rendimientos bivariantes de los activos y el mercado.
Se supone que la distribucion conjunta de rendimientos de los activos y del mercado
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es normal, estacionaria y serialmente independiente. Este modelo no tiene relacién con el
CAPM pero podemos relacionar ambos planteamientos. El modelo de mercado en términos
esperados es:

E(Ry) = ajm + BjmE(Ryn) (1.41)
Imponiendo el CAPM en la expresién (1.41), (E(R;) = Yo + 718m), obtenemos:
Yo + fYIﬁjm = Qjm + ﬂij(Rm) (142>

Bajo el CAPM, E(R,,) = v + 7 dado que (,,,, = 1, por lo que podemos escribir la
ecuacion (1.42) como:

Yo + Y18im = Qjm + Bim (Y0 + M) (1.43)

Por tanto, bajo la hip6tesis nula de que el CAPM se satisface, la ordenada en el origen
del modelo de mercado debe ser igual a:

Ajm = 70(1 - 5jm) (1-44)

Este planteamiento sirve de base para un contraste de seccién cruzada donde se regresa la
ordenada en el origen del modelo de mercado en (1 — f3;,,) . As{ pensemos en el siguiente
modelo de regresion

ajm:51+52(1_ﬁjm)+gj j:]_,,N
donde
5y 11 — L0V = Bim), @)
> M Var(l— Bjm)
si contrastamos Hy : 9o = 0 y no rechazamos la hipdtesis nula para un nivel de significacion

dado, la variable (1—f;,,) no explica nada de a;,, y no existe la relacién o, = vo(1—5jm)
propuesta por el modelo.

Sin embargo, lo que queremos introducir son los contrastes de serie temporal. Para ello
veamos una version distinta del modelo de mercado. Regresamos los excesos de rendimien-
to de los activos sobre el exceso de rendimiento del mercado. Para cada activo j tendremos
el modelo siguiente:

Rjt—rt :a,j+bjm(Rmt—7“t)+€jt t= 1,...,T (145)
donde r; es el rendimiento del activo seguro en el periodo ¢.

i)' _ COU((Rjt - ’I"t), (R’mt — Tt))
gm,MCO Var(Ry — )
dado que la variabilidad del tipo de interés del activo libre de riesgo a lo largo del tiempo
en relaciéon a la variabilidad de los rendimientos de los activos y del mercado es irrelevante
se cumple que:
~ CO’U((R't — Tt) (R t — Tt)) OO'U(R't R t) ~
Dim - J o = I = B 1.46
I MCEO Var(Ry — ) Var(Ru.) bi (1.46)

9Esta es la especificacién empleada por Black, Jensen y Scholes (1972) en un contraste que ha tenido
gran influencia historica.
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Es decir, el coeficiente b de la regresion (1.45) sers igual (a todos los efectos) al coeficiente
beta estimado. Ademés se cumple:

aj = (Rj = 7) = Bjm(Rpn — T)

donde R; es el rendimiento medio del activo j durante el periodo muestral en el que se
ha llevado a cabo la regresién y 7 es el rendimiento medio del activo seguro durante el
mismo periodo. A este coeficiente se le denomina alfa de Jensen.

e ;Cudl es el alfa de Jensen, para cualquier activo j, si el CAPM fuera el modelo
correcto?
Si el CAPM se cumple, para cada periodo tenemos que:

E(R;) =1 = Bjm[E(Ru) — 1]

Si la media muestral refleja, en promedio, lo que se esperaba en el mercado se
satisface que E(R,,) = R, y FE(R;)= R; de donde:

(Rj =7) = Bjm (B —7)
(Rj = 7) = Bjm(Rm —7) =0
y por tanto el CAPM predice que el alfa de Jensen debe ser cero para todos los

activos.
El correspondiente contraste se llevara a cabo en la seccién 6.

e ;Coémo interpretamos el alfa de Jensen? Dado lo anterior, podemos interpretar éste
coeficiente como la diferencia entre el rendimiento medio de un activo sobre el perio-
do muestral y el rendimiento que predice el CAPM dado el riesgo del activo. Puede
ser visto como una medida del rendimiento ajustado por el riesgo beta. Si el alfa
estimado por la regresién (1.45) es estadisticamente mayor que cero, el activo tiene
un rendimiento superior al sugerido por su riesgo beta. Si el alfa estimado por la
regresion (1.45) es estadisticamente menor que cero, el activo tiene un rendimiento
inferior al sugerido por su riesgo beta. Por tanto, bajo la hipdtesis nula de que el
CAPM se satisface, el coeficiente alfa de Jensen permite determinar si un activo,
inversion o cartera es en general positiva o negativa, dado su riesgo. El alfa de Jensen
es util como una medida del rendimiento ajustado por el riesgo beta.

1.5.2. Contrastes de series temporales para la eficiencia en me-
dia varianza de una determinada cartera. Estadisticos al-
ternativos

Hemos visto que si el CAPM se cumple el alfa de Jensen debe ser cero para todos los

activos. Ahora queremos disenar un contraste conjunto para contrastar que el término

independiente en la regresién (1.45) es cero para todos los activos a la vez!'®:

10E] subindice m de jm Y Bjm indica que el valor de las estimaciones de los parametros am y Bjm
dependen de la variable utilizada para aproximar la verdadera cartera de mercado.
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Rjt — re = Qjim + Bjm (Rt — 1¢) + €51
Gibbons, Ross y Shanken (1989) propusieron el siguiente estadistico de eficiencia de una
cartera:

W = 2. Am . (1.47)

donde

&, es un vector NV x 1 de estimadores de la constante.

> es el estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de los residuos de la
regresion en el modelo de mercado con 7" en el denominador de cada uno de sus
componentes.

0,, = g—m siendo 7, = R,, — T el exceso de rendimiento medio muestral de la cartera

de mercado y S, su desviacién estdndar con T en el denominador (en lugar de T-1).

Puede demostrarse que bajo normalidad de los rendimientos podemos contrastar:
Hy : oy, =0 j=1,...,N

con el estadistico .
NT (1+62) ~ TN

La utilizacién de este procedimiento evita el problema de errores en variables que aparece
en el contexto de seccion cruzada.

Existen estadisticos alternativos al anterior que son transformaciones mondétonas del es-
tadistico W con distribucién asintética X%N) COMO SON:

Estadistico de Wald Wald =TW
Razén de verosimilitudes LRT =Tin(1+ W)
W

Contraste de multiplicador de Lagrange LMT = i)

La utilizacién alternativa de estos estadisticos implica tener cuidado con los p-value de
los mismos, por ejemplo para Wald el p-value es siempre menor mientras que para LRT
es siempre mayor.

1.6. Contrastes de series temporales para la eficiencia
en media varianza de una determinada cartera.
Formalizacion

A continuacion vamos a formalizar los estadisticos de contraste anteriores, para ello rea-
lizamos los siguientes supuestos que definen el marco de trabajo:
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Disponemos de series de rendimientos para N activos (o carteras) y para la cartera de
mercado y los denotamos respectivamente {Rj;};, j=1,...,N, {Rmu},. Considera-
mos que cada serie es un proceso estocastico de forma que las variables aleatorias que
lo componen son iid. En cada periodo t la distribucién de la variable de dimension N
para R;; y de dimensién 1 para R,,; es normal multivariante. Ademds admitimos que los
rendimientos de los activos estén correlados y sean heterocedésticos. Por tanto la matriz
de covarianzas de la normal multivariante es del tipo general.

1.6.1. Contrastes en la versiéon de Sharpe y Lintner

En este caso se puede prestar y pedir prestado a la tasa de interés de un activo libre de
riesgo. Por tanto hemos de anadir el supuesto de que existe un activo libre de riesgo cuya
tasa de rendimiento esta disponible y denotamos por: Rs. Vamos a trabajar con excesos
de rendimiento sobre el activo libre de riesgo, asi que definimos:

Zjy = Rj1 — Rp
th = Rmt - th
El CAPM de Sharpe y Lintner es:
E<Zj) = ﬂij(Zm) (148)

_ Cov(Zj,Zm)
donde ﬁ]m = szm)

Definimos Z; como un vector de tamano (N x 1) de excesos de rendimiento para los N
activos. El exceso de rendimiento para estos N activos queda descrito con el modelo de
mercado en términos de excesos de rendimiento.

Recordemos que Vj el modelo de mercado en términos de excesos de rendimiento lo
definimos como (suprimimos el subindice m, por conveniencia, en a y [3):

Rjt—th:OZj—f-ﬁj[Rmt—th]—f—Ejt tzl,...7T
en la notacién actual:
VJ th:Oéj—i-ﬂjth—i‘Gjt tzl,...,T

En forma matricial:

Zt =+ ,Bth —+ €; (149)
y se cumple:
E(Et) =0
E(e€)) =X

E(th) = Um, E[(th - ,um)Q] = O-Zm
Cov(Zyp,€) =0

donde definimos
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B es el vector de orden (N x 1) de betas.
a es el vector de orden (N x 1) de términos independientes.
Zmt €s el exceso de rendimiento de la cartera de mercado en el periodo t.

€; es el vector de orden (N x 1) de perturbaciones.

Ademas por conveniencia vamos a denotar o redefinir como g al rendimiento en exceso
esperado.

Objetivo: Queremos contrastar la implicacién del CAPM en la versiéon de Sharpe y
Lintner, la implicacion es que los términos independientes de todos los activos son cero,
Hy : a = 0. Si esta hipdtesis se acepta la cartera de mercado es eficiente en el senti-
do media y varianza. Para contrastar primero debemos estimar el modelo. Supondremos
normalidad. En primer lugar vamos a estimar por Maxima Verosimilitud el modelo no
restringido, es decir sin imponer la hipétesis nula. Los estimadores maximoverosimiles son
consistentes, asintéticamente eficientes y asintoticamente normales, por lo que podemos
construir estadisticos de contraste vélidos a partir de sus distribuciones. Notar que bajo
los supuestos que trabajamos estos estimadores son equivalentes a los obtenidos por MCO
en el modelo periodo a periodo.

Dado que asumimos normalidad conjunta de los rendimientos en exceso en cada periodo,
la funcién de densidad conjunta de los excesos de rendimiento condicionada a la muestra
es decir, condicionada a los excesos de rendimientos del mercado, es:

f(Z)Zm) = (2m) 2 |Z] 72 x
1 _
exp —§(Zt —a—B2)E N2, — a— BZm) (1.50)
Nosotros lo que tenemos son series temporales de excesos de rendimientos para N activos,

(Z1,2Zs,...,Zr), y para el mercado, (Z1, Zm2, - - -, Zmr) por ello necesitamos la funcién
de densidad conjunta f(Zy, Zs, ..., Z1|Zm1s Zm2, - - s LT )-

Suponemos a los excesos de rendimiento temporalmente 11D, independientes y normales,
por lo que la funcién de densidad conjunta condicionada es el producto de las marginales
condicionadas, y por tanto:

f(Zh Z27 ey ZT|Zm17 Zm?a SR ZmT)

= 1:[ f(Z| Z) (1.51)
I GO
ep {—;(zt = BZn) SN Zs —  — BZma) (1.52)

Tomamos logaritmos en la funcién de verosimilitud y la funcién a maximizar es:
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T
—; Y(Zi—a—B2m)EX (2 — o — BZm) (1.53)

Para encontrar los estimadores de «, 3,3 debemos diferenciar la funcién con respecto a
estos parametros e igualar a cero estas ecuaciones. Las derivadas parciales son:

oL I
OL _ >t [i(Zt —o— ﬁth)th] (1.55)
9B i=
oL T_._
ox - o
T
+;2_1 [Z(Zt - — ﬁth)(Zt - — ﬂth)/‘| 2_1 (156)
t=1

Y los estimadores maximoverosimiles son:

~

& = fo — Bjim (1.57)
o 2ii(Zi = ) (Zont — fim)
_ 1.58
B = ST Gt — (1.58)
. 1L . .
¥ =52 (%~ &= BZu)(Zi = & — BZum) (1.59)

t=1

donde
o1 XT: X 1 XT: p
H == Zt Hm = mt
it T3

Las distribuciones condicionadas (en el exceso de rendimiento de mercado) que siguen
estos estimadores son:

ann (a1 ] 5) a0
. 1[1

B~N (B, T ng 2) (1.61)

TS ~ Wy (T —2,%) (1.62)

donde
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6’21 = %E?=1<th - ,&m)Q

Wy (T — 2,%) indica distribuciéon de Whishart con (7" — 2) grados de libertad y
matriz de covarianzas 3. Esta distribucién es una generalizaciéon multivariante de

la x2. (Ver Anderson (1984) y Muirhead (1983) para sus propiedades).

La covarianza entre & y 3 es:

A Al 1 A72n
Cov(a,B) = ~7 [52 ] b

m

y 3 es independiente de & y B

Contrastes

Vamos a contrastar:
HO X = O

H,:a#0

Hay diferentes estadisticos de contraste, derivaremos sélo alguno de ellos.

e Contraste de Wald
Podemos contrastar la hipdtesis anterior con el estadistico de Wald:

W = &[Var(a)] " é

-1
=T [1+ “ml &S a2

Observaciones:

(1.63)

(1.64)

1. Un test de tipo Wald utiliza el hecho que si X es v.a n-variante tal que X ~ N(0,1),

entonces X'X ~ Y3

2. En la expresion del estadistico W la matriz 3 es desconocida y debe ser sustituida
por su estimador consistente. Para ello podemos utilizar su estimador maximove-
rosimil que es consistente y viene dado por la ecuacién (1.59). La utilizacién de
un estimador para X hace que la distribucién del estadistico sea una distribucion

asintOtica. Asi
d7H0 2

W — xn

e Contraste de Gibbons, Ross y Shanken (1989)

En (1989) Gibbons, Ross y Shanken derivaron un estadistico de contraste alternativo al
test de Wald sin necesidad de utilizar la teoria asintotica. Este estadistico se basaba en el

siguiente resultado de Muirhead (1983):
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Teorema: Sea x un vector de dimensiéon m con distribucién N(0,€2), sea A una matriz
de orden (m x m) que sigue una distribucién de Wishart W,,(n,€2), (con n > m). Si A
y @ son independientes se cumple que

(n—m+1)

rA—1
m TA T~ F(m,n—m+1)

Aplicando este resultado a:

2 =VT[1+%] "a

A=TY%
m=N
n=(T-2)

Tenemos el siguiente estadistico:

T-N-1 217
GRS = (N) [ Nm] Ay 'a” Fivr-n-1) (1.65)

m

e Contraste de Razén de Verosimilitudes

Para formar el estadistico de Razén de Verosimilitudes debemos obtener los estimadores
en el modelo restringido. Es decir debemos estimar (1.49) imponiendo la restriccion a = 0.
El modelo a estimar en este caso es:

Zy = BZm + €&
con lo que
A Z?:l Ztht
Br== 1.66
T A
Z /3* mt ( t _IB*th)/ (167)
T
Bajo la H, las distribuciones de estos estimadores son:
B N’Bl ! by (1.68)
T fg, + o7, '
TS ~ Wy(T —1,%) (1.69)

El test de razén de verosimilitudes se define:

RV = —-2LR
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donde LR es la razon del logaritmo de verosimilitudes y ésta es igual a la diferencia entre
el valor del logaritmo de la funcién de verosimilitud en el modelo restringido y el valor
del logaritmo de la funcién de verosimilitud en el modelo no restringido, LR = L* — L,
evaluado en los estimadores maximo verosimiles. Ast:

T ~ ~
LR=L"-L=~ |log|E*| — log| S]]
Asi el estadistico de Razon de Verosimilitudes es:

RV = —2LR =T [log|3*| — log| 2] % 3 (1.70)

Ademas se puede demostrar que los estadisticos de contraste GRS y RV se relacionan de
la siguiente manera:

T—-—N-1 RV
s = TN =1 (1 AV] ) )
con lo cual no es necesario recurrir a la teoria asintotica para poder aplicar el test RV.

En (1982) Jobson y Korkie refinan el estadistico RV para mejorar las propiedades en
muestras finitas. Este estadistico es:

(r-4-2)

K = +——2 %
J 2RV
N . < a2
= T-5-2 [log|=*| — log|33|| & X3 (1.72)

1.6.2. Version de Black

La versién del CAPM de Black no permite la existencia del activo libre de riesgo. El ren-
dimiento esperado de la cartera cero-beta E(Ry,,) se trata como una variable inobservable
y por lo tanto es un parametro desconocido en el modelo. Se denota por . El modelo se
especifica:

E(R;) = v+ B(E(Rm) —7)
= (¢=B)y+BE(Rmn) (1.73)

En el modelo de Black el modelo no restringido es el modelo de mercado en términos de
rendimientos reales. Definimos R; como un vector de tamano (N x 1) de rendimientos
reales para los N activos. El modelo de mercado en términos de rendimientos reales para
los N activos en forma matricial es:

Rt = a—i—,@Rmt—i—et (174)
y se cumple:
E(Gt) =0
E(e€;) =X

E(Rot) = fim,  E[(Rps — pim)?] = 02,
COU(Rmt, Et) =0

donde definimos
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B es el vector de orden (N x 1) de betas de los activos.
a es el vector de orden (N x 1) de términos independientes.

€; es el vector de orden (N x 1) de perturbaciones.

La implicacion a contrastar en la version de Black es:

a=(t—B)y (1.75)

Contrastar esta implicacién es complicado dada la relacién no lineal ente 3 y ~.

Dado el supuesto de rendimientos IID y conjuntamente normales la version de Black puede
ser estimada y contrastada mediante el estimador Maximo Verosimil. Los estimadores
maximoverosimiles del modelo no restringido, el dado por la ecuacién (1.74) son idénticos
a los estimadores en el modelo de mercado en términos de excesos de rendimientos excepto
porque sustituimos el exceso de rendimiento por el rendimiento real. Ahora g es el vector
de medias muestrales de los rendimientos reales. Y los estimadores maximoverosimiles
son:

a = ft = Biim (1.76)
2 EtT:1<Rt - ﬂ)(Rmt - ﬂm)
_ 1.77
IB Z?:l(Rmt - ,&m)2 ( )
. 1 Z . .

donde .
- oL
p=z> R Mm_T;RW

Las distribuciones condicionadas en el rendimiento real del mercado que siguen estos
estimadores son:

&~ N (o~ 1+%2 (1.79)
T 62, '
B~N|(p 1illy (1.80)
T |62, ‘
TS ~ Wx(T — 2, %) (1.81)
donde
. 1 & . \2
07271 = T Z(Rmt - :um)

t=1
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La covarianza entre & y 3 es:

N ﬂZ
~ / m
Cov(a,B') = [&%j X (1.82)
para el modelo restringido el logaritmo de la funcién de verosimilitud es:
NT T
L(77/6> E) = —7l0g(2ﬂ'> - 7l0g‘2‘
1 d 51
52 (Ri —v(t = B) — BRu)'S
X (R — (e — B) — BRuu) (1.83)
Las derivadas parciales respecto de v, 3 y X son:
8[’ 51 d
i (t=B)Z"" D (R — (¢ = B) — BRu) (1.84)
t=1
oL L&
= =27 D (R = (e = B) = BRut) (Rt — ) (1.85)
9B =
oL T 1
i _72—1 72—1
% 2

lZ(Rt =7 —B) = BRu)(R: — (¢ — B) — ﬁRmt)’] >t (1.86)

t=1
Y los estimadores restringidos son:
2 /2*71 N A*Am
(L _ ,3*)/2*_1(1, _ I@*)
Y1 (R = 30 (Rt — 77)
S (R = 34)?

B = (1.88)

T PN A A
Z (¢ — /3*) B Ryt)(Ry — 7 (¢ — B%) — B* Ryt (1.89)

t=1

La solucién de las ecuaciones (1.87), (1.88) y (1.89) se obtiene mediante un procedimiento
iterativo que puede iniciarse en los estimadores bajo el modelo no restringido y que finaliza
cuando alcanzamos un grado de convergencia, prefijado de antemano, en los estimadores.

Debemos contrastar la siguiente hipotesis:
Hy:a=(c—=B)y
Ho:a# (v—B)y

Como estadistico de contraste se puede construir el contraste de Razon de Verosimilitudes
tal que:

RV =T {log|f§*| - log|f]|} XA (1.90)

Observaciones:
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1. Los grados de libertad son ahora N — 1 ya que estimamos el parametro .
2. Con respecto a los parametros a estimar en el modelo tenemos:

- N(N —1)/2 pardmetros en la matriz de covarianzas de los residuos.

- En el modelo no restringido tenemos N parametros en o y N parametros en 3
més los correspondientes N (N — 1)/2 pardmetros en la matriz de covarianzas
de los residuos.

- En el modelo restringido tenemos N parametros en 3 més el parametro ~v y
mas los N(N — 1)/2 pardmetros en la matriz de covarianzas de los residuos.

- En el modelo no restringido hay N — 1 parametros mas que en el modelo
restringido.

3. Si ajustamos el estadistico para mejorar las propiedades en muestras finitas podemos
definirle como:

N Sk C a
JE = (T = ~2) [log|=*| = log|S3|| & X34 (1.91)

4. El test de contraste propuesto estd basado en el comportamiento del estadistico
en muestras grandes pero tiene pobres propiedades en muestras finitas. Trabajos
de Kandel (1984) y Shanken (1986) muestran como refinar este estadistico para
mejorar sus propiedades en muestras finitas.

1.6.3. Propiedades empiricas de los contrastes

Un contraste esta sujeto a dos tipos de error:

a) Error Tipo I: En este caso el contraste nos lleva a rechazar la hipdtesis nula cuando
es clerta.

b) Error Tipo II: En este caso el contraste nos lleva a no rechazar la hipétesis nula
siendo ésta falsa.

Definicién: Tamano del contraste

Llamamos tamano del contraste a la probabilidad de incurrir en el error tipo I. general-
mente se designa por « y se le llama nivel de significacién.

Definicién: Potencia del contraste

La potencia del contraste es la probabilidad de que el contraste nos conduzca correcta-

mente a rechazar la hipdtesis nula cuando es falsa. Por tanto Potencia =1-Prob(error tipo
I1).

e Tamano del contraste:
Con respecto a los estadisticos de contraste anteriores hay que hacer una seria
advertencia con respecto al tamano muestral para el cual se estan aplicando. El
contraste de Gibbons, Ross y Shanken tiene una distribucion exacta en muestras
finitas mientras que el contraste de Wald o la razén de verosimilitudes son test
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asintéticos. Cuando el tamano muestral no es suficientemente grande los resultados
obtenidos con estadisticos asintéticos pueden no ser los adecuados y hay que tener
cuidado con ello. Es necesario que comprobemos para un nivel de significacién o(a =
5%) el porcentaje de veces que se rechaza la hipdtesis nula, cuando es cierta.

e Potencia del contraste:

La potencia de un estadistico de contraste es la probabilidad (porcentaje de veces) de
rechazar la hipdtesis nula dado que la alternativa es cierta. Un test con baja potencia
sugiere que no es capaz de distinguir entre la hipdtesis nula y la alternativa. El punto
contrario, un test con mucha potencia, implica tener un estadistico de contraste
muy informativo pero que puede rechazar la hipdtesis nula contra alternativas muy
cercanas a la misma desde el punto de vista econémico. Podemos pensar en rechazos
de la nula cuando se producen desviaciones de la nula que no son importantes
econémicamente.

Los estudios realizados muestran que la potencia de los estadisticos dependen tanto
de la dimension de seccién cruzada N como de la dimension de serie temporal T
Aumenta cuando aumenta 7'y también aumenta cuando se reduce N, con respecto
a esta dimensién parece que lo ideal es mantener N alrededor del valor 10.

1.7. Rendimientos no IID y no normales

Las secciones anteriores se han desarrollado bajo el supuesto de rendimientos temporal-
mente IID y normalidad conjunta. Sin el supuesto de normalidad es dificil demostrar las
propiedades de los contrastes del modelo de valoracién. En la literatura hay suficiente
evidencia sobre la no normalidad de los rendimientos mensuales, ver Fama (1965, 1976),
Blattberg y Gonedes (1974), Affleck-Graves y MacDonald (1989). Ademéds numerosos es-
tudios muestran que los rendimientos son heterocedasticos y temporalmente dependientes.
Por tanto, es importante considerar los efectos de relajar estos supuestos. Para derivar
estadisticos de contraste del CAPM robustos a estos supuestos podemos trabajar en el
marco del Método Generalizado de Momentos.

Vamos a desarrollar el estimador GMM para los pardametros del modelo CAPM de Shar-
pe vy Lintner. Vamos a suponer que disponemos de una muestra de serie temporal de
tamano T para N activos. Dentro del marco del método GMM la distribucion de los ren-
dimientos condicionada al rendimiento de mercado puede ser serialmente dependiente y
condicionalmente heterocedéstica. Sélo es necesario asumir que el rendimiento en exceso
es estacionario y ergbédico con momentos de orden cuarto finitos. El conjunto de condicio-
nes de ortogonalidad es de orden (2N x 1), lo formamos con las N condiciones del vector
de residuos. F(e;) = 0y las N condiciones del producto del exceso de rendimiento de
mercado por los residuos, F(Z,,¢;) = 0. Tenemos por tanto la funcion:

ht(e) =20 €

tal que:
z, = [ 1 th} 0 =P e&=2Z,—a— B2,
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y por tanto podemos leer la condicién anterior en forma matricial como:

€1t th — 0y = ﬁlth
_ _ ENt _ Znt — an — BNZm
u(6) =z ® e = Zmgerr | | Zmi(Zie — 1 — B1Z)
L Zmt€Nt ] L th(ZNt — QN — ﬁNth) |

La condicién de los momentos es la siguiente:

donde 6 es el vector de verdaderos parametros. Definimos:
1 T
gr(0) = > hi(0)
Ti=
1 T
= S 20
Ti=

El estimador GMM de 6 es aquel que minimiza la siguiente forma cuadratica:

Qr(0) = gr(0)W 'gr(0)

donde W es una matriz de pesos definida positiva de orden (2N x 2N).

Dado que tenemos 2N parametros desconocidos y 2N restricciones de momentos el sistema
estd exactamente identificado y 0 se elige de forma que las medias de los momentos
muestrales de gr(0) sean cero. Ademds en este caso el estimador GMM no depende de
la matriz W. Los estimadores GMM de los parametros coinciden con los estimadores
maximo verosimiles dados por (1.57) y (1.58) y que recordemos son.

& = ft = Biim

Y1 (Zy — ) (Zyt — fim)
ZtT:1<th - ,&m)z

La importancia del método GMM consiste en que podemos encontrar una matriz de
varianzas y covarianzas de los parametros robusta a los supuestos del modelo. La matriz
de varianzas y covarianzas asintotica de los parametros estimados por el método GMM
es:

B =

v=[as, G (1.92)
donde:
. |99r(0)
GO_El . ] (1.93)
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So = +ZOO Elh,(0)h,_,(0)] (1.94)

t=—00

La distribucién asintética del estimador es:

A~

VT (6 —6) L N(0,V) (1.95)

Para estimar consistentemente V' necesitamos estimadores consistentes de Gy y de S.

e En este caso G es:

1 Hm
= — I
Go [ Hm (01271 /ﬁn) 1 @ N

Podemos obtener un estimador consistente de G, Gr(0) utilizando los estimadores
de méxima verosimilitud de p,, y 02, ya que son consistentes.

e Para obtener un estimador consistente de Sy necesitamos reducir el sumatorio a un
sumatorio finito. Un estimador consistente de Sy podemos obtenerlo estimando W
consistentemente por Newey West (1987). El estimador consistente de V' serfa:

V = (UT) [Gr(6)W;'Cr(8)]

Una vez obtenidos los estimadores consistentes S; = Wy y Gr(6), V es un estimador
consistente de V.

Para contrastar

H() ca=10
podemos utilizar el estadistico.
~/ AN/ Tr7—1 AL o -1 ~ a,Ho o
Jr = Té [R (G (6)W;'Gr(6)] R] & 2 (1.96)

R=[10]aly

y +R {GT(é)’I//V\T_lGT(é)} "' R’ es un estimador robusto de Var(a)
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Tema 2

Modelos de Valoracion
Multifactoriales. APT

2.1. Introduccion

Bajo el supuesto de ausencia de arbitraje los precios de los activos financieros deben ser
tales que satisfagan la expresién:

Et<Mt+1Rt+1) =1 Jj=1...,N (2-1)

es decir, el rendimiento esperado ponderado por la variable agregada o factor de descuento,
M es constante e igual a 1 para todos los activos financieros. La ecuacién (3.1) dice que
todos los activos que prometen ofrecer los mismos pagos futuros deben tener hoy el mismo
precio.

Esta expresion nos permite obtener una férmula de valoracién en términos de la prima de
riesgo esperada de cualquier activo incierto j:

ER;—r)= [_E(lj\/j)] Cov(M, R)) (2.2)

Supuestos alternativos sobre la variable agregada M permiten obtener diferentes modelos
de valoracién. En el CAPM se supone que solo existe un factor de riesgo que es la cartera
de mercado y se supone que la variable M es lineal en ella. Sin embargo la evidencia
empirica sugiere que para caracterizar el comportamiento de los rendimientos en exceso es
necesario mas de un factor. En esta linea podemos distinguir dos aproximaciones tedricas,
la teoria de valoracién, APT de Ross (1976) basado en argumentos de arbitraje y el CAPM
Intertemporal, ICAPM, de Merton (1973) basado en argumentos de equilibrio.

2.1.1. APT de Ross (1976)

El APT es un modelo mas general que el CAPM ya que permite miltiples factores de
riesgo. Ademads no requiere la identificacién de la cartera de mercado. Supongamos que
existen multiples factores de riesgo sistematico que no puedan ser recogidos exclusivamente
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mediante la cartera de mercado. Suponiendo que existan K factores de riesgo sistematico
podemos representar la variable agregada M como:

donde fi, fa, ..., fx son los factores de riesgo sistematico de la economia tal que
ER;(0o+ 61 fri+ ... +0xfx) =1, j=1,....,N (2.4)

Dado que podemos escribir el proceso generador de los rendimientos como

R; = E(R;) + innovacién sistematica + € (2.5)
~—~
innovacién idiosincrasica
en términos de los K-factores de riesgo podemos escribirlo como:

R; = E(R;) +bj1fi +bjofo+ ...+ bjx [ + € (2.6)

En definitiva podemos escribir el proceso generador de rendimientos que suponemos que
existe en los mercados como

Rj = Gy + bjlfl + bjgfg + ...+ ijfK + €; (27)
donde:

e f1,fa,..., fK, son los factores sistematicos o agregados comunes a todos los activos
existentes expresados como innovaciones por lo que tienen valor esperado cero y sus
covarianzas entre dos factores cualesquiera también son cero. E(fx) =0 Vj, K

® bj1,bj2,...,bjk, son las sensibilidades de los rendimientos del activo j a los factores.

o E(ejfx) =0 Vj, K, los factores de riesgo sistematico son considerados innovaciones
y no estan correlacionados con el componente idiosincrasico.

e El componente idiosincrasico es también una innovacion. No estan correlacionados
entre si para las diferentes empresas,

E(e;) = E(ejen) =0 Vj,j #h

e a; = E(R;) Vj ya que los factores sistematicos de riesgo y el componente idiosin-
crasico son innovaciones cuyo valor esperado es igual a cero.

Matricialmente podemos escribir la ecuacién anterior en forma matricial para el activo ¢
como:

donde
E(€i|f) =0
E(e}) =0} <0’ <0

)
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donde R; es el rendimiento del activo 7, a; es el término independiente del modelo de
factores, b; es el vector (K x 1) de sensibilidades para el activo i, f es el vector (K x 1)
de realizaciones de los factores comunes, €; son las perturbaciones. Para los N activos de
la economia, podemos escribir el siguiente modelo matricial:

R=a+Bf+e (2.9)
Ele|f] =0 (2.10)
E(e€|f] =% (2.11)

Siendo

R es un vector (N x 1) con R=[R; Ry...Ry|

a es un vector (N x 1) con a = [aj ay...ay]

B es un vector (N x K) con B = [b; by...by]|

€ es un vector (N x 1) con € = [¢; €;...€n]

El APT exacto viene dado por la siguiente expresion:

K
E([Rj)) =X+ Y bpre j=1,...,N (2.12)
k=1
donde Ap son las primas por riesgo esperadas de los factores de riesgo sistemdtico y

representan los incrementos en el rendimiento esperado de los activos para cada unidad
adicional de riesgo beta como sensibilidad al factor k.

Las implicaciones empiricas del APT son.

a) El rendimiento esperado de la cartera que tiene betas igual a cero con respecto a
todos los factores de riesgo sistemédtico representa al activo que juega el papel del
activo libre de riesgo como tal o simplemente como una cartera de cero-betas.

b) El rendimiento esperado de los activos aumenta linealmente con incrementos en una
beta cualquiera dada, bjy.

c¢) El rendimiento esperado de los activos no esta determinado por ninguna otra carac-
teristica de los activos que no sea una de las betas asociadas a alguno de los factores
de riesgo sistematico.

2.1.2. ICAMP
El Modelo Intertemporal de Valoracién de Activos con Cartera de Mercado, ICAPM, de

Merton (1973) junto con supuestos en la distribucién condicionada de los rendimientos
desarrolla un modelo factorial. En este modelo la cartera de mercado sirve como factor
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y variables estado sirven como factores adicionales. Desde el punto de vista econométrico
podemos estudiar ambos modelos donde tenemos factores de valoracién exactos. Podemos
escribir la expresion (2.12) en términos matriciales como:

donde p es el vector (N x 1) de rendimientos esperados, A\ es el pardametro del modelo
cero-beta y que coincide con el rendimiento del activo sin riesgo, si este existe. Ag es el
vector (K x 1) de premios al riesgo de los factores. Esta estructura lineal es comin a todos
los modelos.

2.2. Estimacién y contraste

Para poder estimar y contrastar necesitamos hacer supuestos sobre la conducta de los
rendimientos a lo largo del tiempo. Suponemos que los rendimientos condicionados en los
factores son IID a través del tiempo y conjuntamente siguen una normal multivariante.
Estos supuestos pueden ser relajados estimando por el Método Generalizado de Momentos.
Vamos a distinguir cuatro versiones del modelo de valoracién:

e Los factores son carteras de activos comercializadas y existe un activo libre de riesgo.

e Los factores son carteras de activos comercializadas y no existe un activo libre de
riesgo.

e variables econdmicas como factores.

e Los factores son carteras de activos y estas carteras generan la frontera media-
varianza de los activos.

Estimaremos por Maximaverosimilitud, dado el supuesto de normalidad conjunta para los
rendimientos condicionados en los factores podemos construir test de contraste para cada
uno de los casos anteriores. El mecanismo de contraste conlleva los siguientes pasos:

a) Estimar el modelo no restringido y estimar 3, la matriz de varianzas y covarianzas
residual.

b) Estimar el modelo no restringido y estimar 3*, la matriz de varianzas y covarianzas
residual del modelo restringido.

c¢) Contrastar la hip6tesis nula correspondiente con el siguiente estadistico general:
N S k|| a2
J=—(T-5-K-1 [log|=| = log|=*|] & xiwy (2.14)
donde N es el niimero de activos, T" el nimero de observaciones de serie temporal y K
el nimero de factores. El estadistico esta reescalado por el término [T — % - K- 1}

en vez de la habitual T" para mejorar la convergencia de la distribuciéon en muestras
finitas, bajo la nula, a la distribucién en muestras grandes.
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2.2.1. Los factores son carteras de activos comercializadas y
existe un activo libre de riesgo

En este caso el modelo no restringido para K-factores se expresa en exceso de rendimientos.
Sea Z; un vector de tamano (N x 1) de excesos de rendimiento para los N activos (o car-
teras de activos). Escribimos el modelo lineal de K-factores en forma matricial compacta
como:

Zt:a+BZKt+€t (2].5)
E(Et) =0
E(e€) =X

E(Zt) = pk, El(Zkt — pr)(Zki — pr)'] = Qe
Cov(Zky,€,) =0
donde definimos
B es el vector de orden (N x K) de sensibilidades a los factores.
a es el vector de orden (N x 1) de términos independientes.

Z .y es vector de orden (K x 1) de excesos de rendimiento de las carteras que hacen
de factores y Qi su matriz de varianzas y covarianzas.

€; es el vector de orden (N x 1) de perturbaciones y 3 su matriz de varianzas y
covarianzas.

0 es una matriz de ceros (K x N)

La valoracion exacta de los factores implica que a es cero.

Los estimadores maximoverosimiles del modelo no restringido coinciden con los MCO y
son:

a=p— Bpg (2.16)
. T T -1
t=1 t=1
. 1L . .
=52 (% —a—BZx)(Z —a— BZy) (2.18)

donde

El modelo restringido se obtiene imponiendo en (2.15) la restriccién a = 0. El modelo a

estimar en este caso es:
Z,=BZy, + ¢
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con lo que los correspondientes estimadores maximoverosimiles son:

- [ZT: ZtZ}ﬁ] LXT; ZKtZ}ﬁ]_l (2.19)

t=1

N

1 N N
= 2%~ B'Zw)(Z — B'Zi.) (2.20)

t=1

Para contrastar Hy : @ = 0 podemos utilizar el estadistico

N : 1.
J=— (T -~ K- 1) [logI 8] — log|S*]] & 2, (2.21)

donde y 32* son los estimadores maximoverosimiles de la matriz de varianzas y cova-
rianzas de los residuos bajo el modelo no restringido y el restringido respectivamente. T’
es el niimero de observaciones de serie temporal, N es el niimero de activos y K el nimero
de factores. Dado que estamos contrastando N restricciones en la hipdtesis nula los grados
de libertad de la distribucién x? son N.

e En este caso podemos construir un estadistico con distribucién exacta en muestras
finitas:

A~

T-N-K ;o -
T=-N-K) 1+ A" fa'Sla (2.22)

J) = N

donde €2 es el estimador maximoverosimil de €2,

’ﬂ

Q= (Zxi — ) (Zcy — i)’

t=1

H
Ji ~ Finr—n—k))

Este test dado que tienen distribucién exacta en muestras finitas puede evitar los proble-
mas que acompanan a la utilizacion de distribuciones asintoticas.

2.2.2. Los factores son carteras de activos comercializadas y no
existe un activo libre de riesgo

En ausencia de un activo libre de riesgo hay un modelo cero-beta que es un modelo
multifactorial equivalente al CAPM de Black.

En un contexto multifactorial la cartera cero-beta es una cartera con sensibilidad nula a los
factores y el rendimiento esperado en exceso del rendimiento cero-beta estan linealmente
relacionados con las columnas de la matriz de sensibilidades a los factores. Los factores
se suponen que son rendimientos de carteras en exceso del rendimiento cero-beta.

Definimos el vector (N x 1) de rendimientos reales para N activos o carteras de activos,
R;. Para el modelo no restringido tenemos:

Rt =a+ BRKt + € (223)
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E(e:) =0
E(e€) =X
E(Rgi) = pr,  E[(Rxe— pr)(Rie — pi)'] = Qi
Cov(Rky, €;) =0
donde definimos

B es el vector de orden (N x K) de sensibilidades a los factores.

Ry, es vector de orden (K X 1) de rendimientos reales de las carteras que actian
de factores y 2 su matriz de varianzas y covarianzas.

a es el vector de orden (N x 1) de términos independientes.

€; es el vector de orden (N x 1) de perturbaciones y ¥ su matriz de varianzas y
covarianzas.

0 es una matriz de ceros (K x N)

Los estimadores maximoverosimiles del modelo no restringido coinciden con los MCO y
son:

a = o — Bk (2.24)
. T T —1
B = [0 )R | | YR~ ) R~ ) (225)
t=1 t=1

S ch . X

S =53 (R —a— BRy)(R —a— BRy.) (2.26)
t=1
donde
1 & 1T

En el modelo restringido los rendimientos reales entran en forma de excesos respecto del
rendimiento esperado de la cartera cero-beta, 7. Por tanto cumplen:

R, =1y + B(Rki — ) + € (2.27)
=(t—Bt)y+ BRk; + €

Los estimadores del modelo restringido son:

-1

T T
B = Z(R — Y0)(Rkt — o 1 X [Z (Rit — th0)(Rit — o) (2.28)
t=1 t=1
S x RS Y % 2 A % 2\
X = T Y[R — tho — B*(Ri: — th0)] X [R; — t5 — B* (Rt — t40)] (2.29)

t=1
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~

Yo = [t — B*)'S o — B*)] ! x [(0 — B*)'S (o — B*fug)] (2.30)

El estimador maximoverosimil no se puede obtener directamente. Debemos aplicar un
proceso iterativo de (2.28) a (2.30). B en (2.25) y 3 en (2.26) pueden ser utilizados como
valores iniciales para B y ¥ en (2.30). Contrastamos la hipétesis nula Hy : @ = (¢ —Bt)¥
utilizando el estadistico de ratio de verosimilitudes definido en (2.14) siendo los grados
de libertad N — 1, perdemos un grado de libertad ya es necesario estimar el rendimiento
cero-beta esperado, es decir el parametro 7.

N . il o
J=— (T —5 = K — 1) {log|2| —log|X ” ~ X?N—l) (2.31)

2.2.3. Variables economicas como factores

No es necesario que los factores sean activos comercializados, en algunos casos como
factores se incluyen variables econémicas como innovaciones en el PNB, cambios en la
curva de los tipos de interés de los bonos, o inflacién no anticipada. Sea el siguiente
modelo no restringido para K-factores:

R, =a+ Bfk: + ¢ (2.32)
E(Gt) =0
E(e€,) =X

E(fri) = prx,  El(fxe — pyr)(Fre — prx)] = Qk
Cov(fxi,€,) =0
donde definimos

B es el vector de orden (N x K) de sensibilidades a los factores.

Kt es vector de orden (K x 1) de realizaciones de los factores y Q su matriz de
varianzas y covarianzas.

a es el vector de orden (N x 1) de términos independientes.

€; es el vector de orden (N x 1) de perturbaciones y ¥ su matriz de varianzas y
covarianzas.

0 es una matriz de ceros (K x N)
Los estimadores maximoverosimiles del modelo no restringido son:
a=fp(— Bl (2.33)

-1

T T
=D (R — p)(fxt — fiyx) ] [Z fre — bpr)(Fre — Pryx) (2.34)
=1 par
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T
S (R —a— Bfx,) (R, —a— Bfx:) (2.35)

donde
ﬂ:TZRt HfK—TZfKt

Para construir el modelo restringido vamos a comparar la esperanza no condicionada de
(2.32) con (2.13). La esperanza no condicionada de (2.32) es:

,u:a—i-BufK (236)
donde pyrx = E[fr]. Igualando el lado derecho de (2.13) y (2.36) tenemos
a=t\+B(Ax — pysk) (2.37)

Llamamos 79 = Ao ¥y 71 = (Ax — i) donde Ak es el vector (K x 1) de premios al riesgo
de los factores, tenemos el siguiente modelo restringido:

R, =1ty + By + Bfk: + € (2.38)

Los estimadores del modelo restringido son:

-1

T T
B* =[S (R — o) (Ffre + 1 X [Z Frce +5) (Frce +51) (2.39)
t=1 t=1
T
= ;Z[(Rt — 40) — B*(fxe + )] x [(Re — t40) — B*(fxe + 1)) (2.40)

t=1

= (X2 X XIS (- Bige)] (2.41)

donde X =[¢ B*lyy=ho

El estimador maximoverosimil no se puede obtener directamente. Debemos aplicar un
proceso iterativo de (2.39) a (2.41). B en (2.34) y ¥ en (2.35) pueden ser utilizados como
valores iniciales para B y X en (2.41).

Contrastamos la hip6tesis nula Hy : @ = (¢ + B7;) utilizando el estadistico de ratio de
verosimilitudes definido en (2.14) siendo los grados de libertad N — K — 1, perdemos un
grado de libertad estimando 7y y K estimado los K elementos de k.

N : .
J=— (T T 1) [10g15] — log =] & y_sey (2.42)

2.2.4. Los factores son carteras de activos y estas carteras ge-
neran la frontera media-varianza de los activos

Cuando los factores generan la frontera media-varianza el término independiente de la
relacién de valoracion exacta, \g, es cero sin necesidad de un activo libre de riesgo. En
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el contexto del APT, generacién ocurre cuando dos carteras bien diversificadas son de
varianza minima en el limite.

El modelo no restringido se debe expresar en rendimientos reales. Sea R; el vector de
rendimientos reales de orden (N X 1), definimos el modelo de K-factores como:

Rt =a + BRKt —+ € (243)
E(Gt) =0
E(e€,) =X

E(Rk:) = px, E[(Rg: — pr) (R — pr)'] = Qk
Cov(Rky,€;) =0
donde definimos
B es el vector de orden (N x K) de sensibilidades a los factores.

Ry, es vector de orden (K x 1) de rendimientos reales de las carteras y Qx su
matriz de varianzas y covarianzas.

a es el vector de orden (N x 1) de términos independientes.

€; es el vector de orden (N x 1) de perturbaciones y ¥ su matriz de varianzas y
covarianzas.

0 es una matriz de ceros (K x N)

Las restricciones incluidas en (2.43) impuestas por la inclusién de carteras de factores que
generan la frontera media-varianza son @ = 0 y Bt = t. Los estimadores maximove-
rosimiles del modelo no restringido son:

a=p— Bpg (2.44)
R T T -1
B = [0 ) (R )| % | SR ) R~ i) (2.45)
t=1 t=1
. 1 Z . R
S =53 (R —a— BRy)(R — a— BRy.) (2.46)

donde
1 T
1= — 'l = — R
n T Z R, 2.4 T ; Kt
Para escribir el modelo restringido consideremos B particionada en un vector columna
b; de orden (N x 1) y la matriz By de orden (N x (K — 1)). Igualmente particionamos

el vector de factores por filas, la primera fila es el vector Ry, y las (K — 1) restantes

46



SARRIKO-ON 2/08

las agrupamos en Ry+;. Con esta particion la restriccion Be = ¢ puede ser escrita como
b, + Byt = t. De esta forma hemos escrito el modelo no restringido como

R, =a+ bR+ B R+ + € (2.47)
Sustituyendo @ = 0 y by = ¢ — Byt en (2.47) obtenemos el siguiente modelo restringido:
R, —tR); = B;(Ry+; —tRy;) + & (2.48)
Los estimadores del modelo restringido son:
T T -1
(

B; = E:Gh—bRuﬂRKw—LRux]X[Z:RKT—LRuﬂRKw—LRHV (2.49)

t=1 t=1
b =1 — By (2.50)

1 Z R A
7 > (R, — B*Ry;)(R, — B*Ry)' (2.51)

t=1

5=

Contrastamos Hy: @ =0 y Bt =t con el estadistico (2.14) con 2N grados de libertad.
Adema&s podemos construir un estadistico de contraste con distribucién exacta:

Jy =

(I'-N - K) [Ifl*l

N 5] - 1] " Fonar-N-K)) (2.52)

2.3. Estimacién de la prima de riesgo y de los rendi-
mientos esperados

Los modelos de valoracién exactos nos permiten estimar el rendimiento esperado de un
activo, u = t\g+ By, para lo cual necesitamos estimadores de la matriz de sensibilidades
al riesgo B, la tasa de riesgo o rendimiento esperado cero-beta Ay y la prima por riesgo
de los factores Ag. Las dos primeras se estiman directamente y la prima por riesgo de los
factores se puede obtener para cada caso:

1. Caso 1: Podemos estimar la prima por riesgo directamente de las medias muestrales
de los excesos de rendimiento en las carteras:

Ak =ik = =Y. Zky (2.53)

un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de A es:

1. 1< . )
=0k = Z(ZKt — bx)(Zk: — px)

Var[Ak] T 2
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2. Caso 2: La prima por riesgo de los factores puede ser estimada usando la diferencia
entre la media muestral de las carteras-factores y el rendimiento cero-beta estimado:

XK = [I,K — L’s/o (254)

un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de Ag es:

— 1 - —
Var[Ag] = TQK + Var[Ao|ed

siendo
T 14 1 ~ N =1/ N % Sk — Px, \1—
Var[%o] = T (1 + (i — o) Qg (forc — Vob)) < [(e = B*)E (e~ By

3. Caso 3: En este caso, donde los factores no son carteras comercializadas, obtenemos
la prima por riesgo de los factores como:

Ak = fuk + 5 (2.55)
un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de Ak es:
1

ﬁr[j\K] = TQK = var([y]

4. Caso 4: Este caso es el mismo que el primero salvo porque los rendimientos reales
son sustituidos por excesos de rendimiento. Ak es el vector de medias muestrales de
los factores y A\ es cero.

El rendimiento esperado de un activo puede ser estimado sustituyendo los estimadores
de B, Mg, Ak en (2.13). Dado que (2.13) no es lineal en parametros, calcular las desvia-
ciones requiere usar aproximaciones lineales y estimar las covarianzas de los parametros
estimados.

2.3.1. Valoracion de los factores

e Podemos contrastar la significatividad conjunta de los factores (contrastamos si los
factores son valorados), Hy : Ax = 0, con el estadistico.

T—K){, =1 1118 dH
J3 = (Zﬂ[()A%VGT[AK] IAK =3 T(zK',TfK) (256)
En el caso en que el estimador de A esté basado unicamente en medias muestrales
de los factores, el estadistico anterior tiene distribucion exacta Fx r—x)

e Para contrastar la significatividad individual de un factor, Hy : A\jx = 0 podemos
utilizar el estadistico:

AjK

Jy = ~ N(0,1) (2.57)

v/ Ujj

siendo Aj; es el j-ésimo elemento de A y vj; es el elemento (j,j) de Var[Ag]. Notar que
en el caso de que los factores sean derivados estadisticamente no tienen una interpreta-
cién econdémica clara, solo una aproximacién basada en conjeturas. En esta situacion los
contrastes anteriores sobre estos factores no son de utilidad.
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2.3.2. Estimador alternativo de Shanken (1992b)

Shanken (1992b) muestra que las primas por riesgo de los factores pueden ser estimadas
mediante un procedimiento alternativo, en dos etapas. Este procedimiento sigue la misma
secuencia de estimacién y contraste que el de Fama y MacBeth (1973) para el CAPM.

1. En la primera etapa se estiman las sensibilidades a los factores activo por activo me-
diante MCO. Estas estimaciones sirven para obtener una aproximacion a la matrix
B, B. Este estimador de B es idéntico al estimador maximoverosimil del modelo
no restringido obtenido bajo el supuesto de normalidad conjunta y residuos IID.

2. En la segunda etapa se estima el modelo

ZKt = L)\Ot —+ B)\Kt —+ s (258)

Estimando por MCO en (2.58) en cada momento ¢ obtenemos una serie temporal de
estimadores consistentes, para la prima por riesgo de los factores Ag; y de la cartera
cero-beta \g. Esta serie temporal es utilizada para desarrollar las inferencias en términos
de las propiedades de la serie temporal. Shanken (1992b) derivé el ajuste necesario para
valorar el problema de errores en variables derivado de la estimacion de B.

Si se utiliza el estimador maximoverosimil este ajuste no es necesario ya que el estimador
lo incorpora en la derivacion.

2.4. Seleccion de factores

La estimaciéon desarrollada supone que los factores son conocidos. Podemos distinguir dos
tipos de factores: estadisticos y tedricos.

2.4.1. Aproximacion estadistica

La aproximacion estadistica implica construir factores a partir de un conjunto de activos
mucho mayor que el que se utiliza para estimar y contrastar el modelo, en general activos
individuales. Los datos muestrales de estas rentabilidades son utilizadas para construir
carteras que representan a los factores. Hay dos procedimientos alternativos con numerosas
variantes, el primero es el andlisis de factores y el segundo son las componentes principales.
Esta metodologia utiliza el exceso de rendimiento de una cartera de activos individuales
para obtener una proxy para cada factor de riesgo.

Este método fue desarrollado por Connor y Korajczyk (1986, 1988) y Ferson y Korajczyk
(1991). Mucha literatura esté dirigida a compararlos y bastante a determinar el nimero
de factores suficiente para explicar las rentabilidades.

Connor y Korajezyk (1986) muestran que la aproximacion deriva estimadores consistentes
de los factores de un APT si el nimero de activos es suficientemente grande. Prueban
ademas que los errores de estimacién para los factores pueden ser pequenos en muestras
finitas.
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Sea Z" la matriz de excesos de rendimiento de N activos (individuales) con T observacio-
nes cada uno. En una economia con N activos donde suponemos que las rentabilidades de
los titulos siguen un modelo factorial y existe un activo libre de riesgo, podemos escribir:

ZN = BV N 4 N (2.59)

donde ZV, fN vy ¢V tienen la interpretacién habitual. Ademas suponemos que E(eVeV')
V' no necesariamente diagonal.

Chamberlain y Rothschild (1983) demuestran que cuando el nimero de observaciones de
seccion cruzada crece, el analisis de los vectores propios es asintéticamente equivalente
al andlisis de factores. Connor y Korajczyk (1986) utilizaron la teoria de componentes
principales para identificar estadisticamente los factores de la matriz f . Demostraron
que los k primeros vectores propios de la matriz T x T, Q¥ = 1/N(ZN Z"N") se aproximan
a una transformacién no singular de f cuando N tiende a infinito. Por tanto si GV de
orden (k x T) es la matriz que recoge a los k primeros vectores propios de O, puede ser
utilizada en vez de f para estimar las sensibilidades a los factores en (2.59).

Connor y Korajczyk (1988) mostraron que una versién iterada del procedimiento ante-
rior mejora la eficiencia en la estimacién. En este caso no se utiliza GV como la matriz
de factores sino G* que serfa la matriz de orden (k x T') que recoge los k primeros
vectores propios de la matriz QV* = 1/N(ZN*ZN*). Siendo ZV* la matriz de excesos
de rendimiento escalada por la diagonal de la matriz de varianzas y covarianzas de los
rendimientos idiosincrasicos:

ZN* = diag(VN) 12z

y como estimador de los elementos de la diagonal de V' se utiliza la varianza residual de
la regresién:
ZVN =a+GN'B+1

siendo ( un vector de pardametros de orden (k x 1).

La principal ventaja de la version iterada es la mayor rapidez de convergencia. Sin em-
bargo, implica estimar V' lo que puede reducir la eficiencia del procedimiento cuando N
no sea muy grande.

Una cuestion inherente al andlisis empirico de un modelo de factores es la determinacion
del nimero de factores que se deben incluir. Connor y Korajezyk (1993) desarrollan un
procedimiento de contraste para la determinacion del niimero de factores en un modelo
factorial basado en la idea:

“Si k es el numero de factores necesario, la inclusién del factor k£ + 1 no debe reducir
significativamente la varianza residual del modelo con el nuevo factor”. Es decir la va-
riabilidad de los residuos explicada por el factor k + 1 debe ser asintéticamente igual a
cero. El procedimiento implica estimar el modelo con k£ y k + 1 factores y comparar su
capacidad explicativa.

La utilizacion de factores determinados por un analisis de componentes principales tiene
como ventaja que prescinde de la determinacién subjetiva de las variables econémicas
que actien como factores. Por contra carecen de contenido econémico e interpretacion
econdmica.
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2.4.2. Aproximacion tedrica

La aproximacién tedrica distingue entre dos practicas alternativas:

e Una aproximacion implica especificar factores como variables macroeconémicas y
del mercado financiero que se cree capturan riesgo sistematico de la economia. En

esta linea dos de los articulos mas relevantes son Chen, Roll y Ross (1986) o Fama
y French (1993).

e Una aproximacion alternativa determina los factores como caracteristicas especificas
de las empresas que probablemente explican diferenciales en sensibilidad al riesgo
sistematico, y forman carteras de activos basados en estas caracteristicas. Las ca-
racteristicas utilizadas son el valor de mercado, el ratio precio-ganancias, el ratio
valor contable-valor de mercado. La literatura muestra que modelos de factores que
incluyen la cartera de mercado equiponderada y factores construidos en base a es-
tas caracteristicas especificas de las empresas explican la seccién cruzada de las
rentabilidades.

eFactores de Chen, Roll y Ross (CRR) (1986)

Chen, N., Roll, R., y S. Ross (1986), “Economic Forces And the Stock Market”, Journal
of Business, 59, 383-403.

Estos autores utilizan variables macroeconémicas como factores de riesgo agregado. Par-
tiendo de la ecuacion fundamental de valoracién escrita en términos de los precios

Pjt = E[Mt+1X',t+1] Jj=1...,N (2-60)

determinan con argumentos intuitivos un conjunto de variables que influyen en la deter-
minacién de los precios de los activos.

Siendo X ;41 los flujos que genera la empresa j en el futuro y M,y el factor de descuento,
las variables macroecondmicas pueden afectar a los flujos futuros de la empresa o al factor
de descuento. Las variables que especifican son:

- El cambio mensual porcentual en el indice de produccion industrial.

- Una medida de inflaciéon no esperada.

- La variacion mensual en la inflacién esperada.

- La diferencia entre el tipo de interés de la deuda puiblica a largo plazo y a corto
plazo. Este factor estd asociado a cambios en la estructura temporal de los tipos de

interés.

- El diferencial de insolvencia financiera medido como la diferencia entre el tipo de
interés de la deuda empresarial a largo plazo y el tipo de interés de la deuda ptblica
a largo plazo.
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Estiman el siguiente modelo de seccion cruzada:

5
Rjt = Yot + Miebjme + D Yebjke + nje t=1,...,T (2.61)
k=1
donde l;jmt es estimada previamente en el modelo de mercado habitual y las I;jkt son
estimadas previamente en la apropiada versién del modelo de mercado para cada factor:

Rjt :ajt+bjtFkt+€jt t = ]_,...,T (262)

Los contrastes se realizan con la metodologia de Fama y MacBeth y la apropiada correccion
para el problema de errores en variables se corresponde con ajustar la varianza de la serie
temporal de estimadores para cada factor con el correspondiente término de ajuste:

22
<1+7‘;> k=1.. .. K

Ok
Siendo k el factor contrastado.

e Factores de Fama y French (1993, 1996)

Fama E., y K. French, (1993), “Common Risk Factors in the Returns on Stocks and
Bonds”, Journal of Financial Economics, 33, 3-54.

Fama E., y K. French, (1996), “Multifactor Explanations of Asset Pricing Anomalies”,
Journal of Finance, 51, 55-84.

Fama y French (1993) proponen un modelo de tres factores de riesgo que pueden replicarse
mediante unas determinadas carteras de los activos existentes en la economia. El modelo
que estiman es.

Rj — Ty =04 + bjm(Rmt - T’t) + bj,SMBSMBt + bj,HMLHMLt + 5jt ] == 1, ceey 25(263)
Siendo:

- El primer factor consiste en replicar el riesgo de mercado mediante una cartera de
coste cero con posicién larga en la propia cartera de mercado y corta (endeudamien-
to) en el activo libre de riesgo. La prima asociada a esta cartera es la prima por
riesgo del mercado.

- SM B es la cartera que replica al factor de riesgo asociado al tamano entendido como
capitalizacion bursatil. Esta cartera representa la diferencia entre el rendimiento de

las carteras mas pequenas y las mas grandes controlando por los efectos potenciales
del cociente VC/V M.

- HM L es la cartera que replica al factor de riesgo asociado al cociente VC/V M, esta
cartera representa la diferencia entre las carteras con mas alto y més bajo VC/V M
una vez controlado el efecto tamarno.

FF obtienen que el modelo con los tres factores aumenta la capacidad explicativa de un
77,9% a un 93,1 % con respecto a mantener como tunico factor de riesgo el asociado a la
cartera de mercado. Los resultados obtenidos por FF indican que sus dos carteras réplica
poseen betas que deberian explicar en seccién cruzada los rendimientos medios de los
activos.
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Tema 3

Modelo de Mercado

3.1. Introduccién

Bajo el supuesto de ausencia de arbitraje los precios de los activos financieros deben ser
tales que satisfagan la expresion:

Et(Mt—i—lRt—i—l) =1 j=1...,N (3.1)

es decir, el rendimiento esperado ponderado por la variable agregada o factor de descuento,
M, es constante e igual a 1 para todos los activos financieros !. La ecuacién (3.1) dice
que todos los activos que prometen ofrecer los mismos pagos futuros deben tener hoy el
mismo precio.

Esta expresion nos permite obtener una féormula de valoracién en términos de la prima de
riesgo esperada de cualquier activo incierto j:

E(R; —r) = [—ESM)] Cov(M, R,) (3.2)

Supuestos alternativos sobre la variable agregada M permiten obtener diferentes modelos
de valoracion.

e Sisuponemos que el factor de descuento o M es lineal en el rendimiento de la cartera
de mercado,

M = §Om + 51mRm

podemos contrastar la ecuacién anterior utilizando el modelo de valoracién de ac-
tivos con cartera de mercado, CAPM. En este caso los inversores al escoger como
cartera Optima a la cartera de mercado, estan soportando exclusivamente riesgo
sistematico (el riesgo global de la economia) pero no soportan ademads riesgos es-
pecificos asociados a los activos individuales que componen la cartera de mercado.

'En adelante prescindiremos de los subindices temporales.
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e Supongamos que existen multiples factores de riesgo sistematico que no puedan ser
recogidos exclusivamente mediante la cartera de mercado. Suponiendo que existan
K factores de riesgo sistematico podemos representar la variable agregada M como:

donde Fi, Fy, ..., Fi son los factores de riesgo sistematico de la economia tal que

En este caso podemos contrastar la ecuacion (3.2) anterior utilizando el modelo de
valoracién de activos bajo ausencia de arbitraje o APT.

Vamos a pensar en como se generan los rendimientos de los activos financieros inciertos:

El rendimiento observado de un activo j se puede descomponer en dos partes, la parte
esperada por el inversor E(R;) y la parte no esperada, componente sorpresa, error o
innovacion:

R; = E(R;) + innovacidn; (3.5)
El error o componente sorpresa se puede a su vez descomponer en dos partes:

a) Sorpresas en los rendimientos de los activos individuales debidas a la llegada de
nueva informacion de la economia en general que afectan a todas las empresas, por
supuesto en diferente grado. Le vamos a denominar innovacién sistematica ya que
afecta de manera sistematica a todas las empresas. Es un componente del riesgo no
diversificable.

b) Sorpresas debidas a la llegada de nueva informacién que afecta exclusivamente a
un activo. Le vamos a denominar innovacién idiosincrasica. Es un componente del
riesgo diversificable, una adecuada combinacién de activos individuales en carteras
puede eliminar en parte este componente de riesgo individual.

Por tanto, el rendimiento observado del activo j se genera como la siguiente suma

Rj = E(Rj) + Bl + BppFo + ... + B Fr + 5 (3.6)
innovacion sistemaéatica innovacién idiosincrasica

Asi podemos escribir el proceso generador de rendimientos que suponemos que existe en
los mercados como

Rj :Ozj—f-ﬁlel—f—ﬁjQFQ—i‘...—f-ﬂjKFK—i—Gj (37)

donde:
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o Fi, Iy, ..., Fk, son los factores sistematicos o agregados comunes a todos los activos
existentes expresados como innovaciones por lo que tienen valor esperado cero y sus
covarianzas entre dos factores cualesquiera también son cero. E(Fx) =0 Vj, K

e 31,082, ..., Bk, son las sensibilidades de los rendimientos del activo j a los factores.

o F(ejFg) =0 Vy, K, los factores de riesgo sistemédtico son considerados innovacio-
nes y no estan correlacionados con el componente idiosincrasico.

e El componente idiosincrasico es también una innovacion. No estan correlacionados
entre si para las diferentes empresas,

E(e;) = E(ejep) =0 V4,5 #h

e a; = E(R;) Vj ya que los factores sistemédticos de riesgo y el componente idiosin-
crasico son innovaciones cuyo valor esperado es igual a cero.

Al proceso generador de rendimientos recogido en (3.7) le llamamos modelo factorial. Si
le anadimos el supuesto de ausencia de arbitraje podemos derivar el modelo APT.

3.2. El modelo de mercado

3.2.1. El modelo de mercado como modelo factorial

El modelo de mercado es un caso particular de los modelos factoriales ya que considera
un unico factor (una unica fuente de riesgo sistematico) en el proceso de generacién del
rendimiento. Este factor es el rendimiento de la cartera de mercado. El modelo de mercado
se escribe:

Rj = Oy + ﬂijm + €; (38)
donde suponemos

E(ejlm) = E(ejen) = E(e;) =0 Vj y Vj#h
Dada la ecuacién (3.8) debemos notar:

e Puesto que el tnico factor de riesgo sistematico es el rendimiento de la cartera
de mercado estamos suponiendo que todas las noticias macroeconomicas quedan
recogidas en ésta.

e Dado que E(eje) = 0 la tnica razén por la que los rendimientos de los activos
tienden a moverse de forma conjunta es porque experimentan movimientos en comun
con la cartera de mercado como tunica fuente de riesgo.

e El modelo de mercado es un modelo factorial, no hay un razonamiento econémico
que justifique la cartera de mercado como tnico factor de riesgo sistematico ni se
puede interpretar la perturbaciéon del modelo como componente idiosincrasico del
rendimiento de un activo financiero. El verdadero componente idiosincrasico serd el
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correspondiente a un modelo que incluya todos los factores de riesgo existentes,
suponer que sélo hay uno y que éste es el rendimiento de la cartera de mercado es
demasiado exigente. Sin embargo es un modelo sencillo y til como luego se vera.

e Dado que la verdadera cartera de mercado es desconocida, en la practica, se aproxi-
ma por el rendimiento de un indice bursatil por lo cual el factor de riesgo sistematico
tiene interpretacién econémica.

3.2.2. El modelo de mercado bajo supuestos estadisticos

El modelo de mercado también puede ser justificado bajo supuestos estadisticos supo-
niendo que la distribucién conjunta entre el rendimiento del activo j y el de la cartera de
mercado es Normal Bivariante.

Recordemos que la media o valor esperado de la distribuciéon de R; condicionada en R,

es?

E(Rj|Ry) = /ij(Rj’Rm)de
Si la distribucién conjunta de R; y R,, es Normal bivariante tal que

(Rj, Rin) ~ No(E(R;), E(Rm), 07,03, pjm)

) j )
entonces tenemos los siguientes resultados

a) Las distribuciones marginales son normales

f(R;) = N(E(R;),073)

J

b) Las distribuciones condicionales son normales
F(Bo|Rm) = N(B(Ry| B, Ver (R | o)
siendo su media
E(Rj|Ry) = o + BjmBm

donde
B Cou(R;, R.)

Bim = Var(R,)
aj = E(R;) — BjmE(Ryp)

y su varianza

Var(By|Ry) = [ B = BB f(B|Rn)dR; = 031 = p2,)

J

2La media o valor esperado es una suma ponderada de todos los posibles valores de R;. Al tomar el
valor esperado condicional, la ponderacién asociada a R; es su funcién de densidad condicional, f(R;|R,),
en lugar de la funcién de densidad marginal f(R;).
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donde p;,, es el coeficiente de correlacién entre el rendimiento del activo j y el
rendimiento de la cartera de mercado y que viene dado por

Cov(Rj, Ry,)

Pim = ———=
0;0m

Ademds Var(R;|R,,) es constante y menor que < o7.

Podemos escribir:
f(R;|Rm) = N(aj + BjmBm, 07 (1 = p5,,))

La funcién de regresiéon de R; sobre R,,, que es la funcién de media condicional
E(R;|R,,) es lineal e igual a:

E(Rj|Ry) = o + BjmBm

Var(R;|R,,) es independiente de R, ya que su valor es el mismo para todos los
valores de R,,. Por tanto:

¢j = Rj — E(Rj|Ry) = Rj — aj — Bjm R ~ N(0,0¢,)

E(ej|Rm) = E(€;) =0
Var(ej|Rm) = Var(R;|R,,) = Var(R;)(1 — p?m = Var(e))
Por tanto la perturbacién ¢; tiene la misma distribuciéon condicional Normal para

todos los valores de R,,, es decir €; y R,, son independientes, (su covarianza es cero,
su correlacién es cero y ademés suponemos normalidad luego son independientes).

Si reescribimos

€j = R — E(Rj|R) = Rj — aj = Bjm B — Rj = aj = Bjm B + ¢;
obtenemos el modelo de mercado donde
E(e) =0, E(ef) = a?j, y E(¢|Ry) =0

El modelo de mercado como modelo factorial expresa el rendimiento Vj como la
suma de dos partes

Rj = Oéj + ﬁijm -+ Gj
— ~—~
comp. idiosincrasico constante sistematico comp. idios. aleatorio

innovacién
Como €; y R,, son independientes podemos escribir
2 _ g2 2 2
05 = PjmOm + 0,

donde o2, es la varianza del rendimiento de la cartera de mercado y U?j es la varianza
del componente del rendimiento que se debe a innovaciones o llegadas de nueva
informacion que afectan inicamente a la empresa j.
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3.3. Estimacion del modelo de mercado

Suponiendo que sélo existe un factor de riesgo agregado en la economia podemos
recurrir al modelo de mercado para estimar el riesgo beta de cualquier activo finan-
ciero. El modelo de mercado se define como:

Rt = aj + Bjm Bt + €5 t=1,...., T j=1,...,N (3.9)
donde suponemos que la distribucién conjunta de los rendimientos de los activos y
del mercado es normal, estacionaria y serialmente independiente:

E(€jt|Rmt) = E(eje) =0Vt

Var(Rji|Rmt) = Var(ej|Rme) = Var(ej) = 02]_ vt

€

COU(Ejt, Rmt) = CO’U(Ejt, Ejt,T) =0 t= 1, Ce ,T, T Z 1
El modelo de mercado para el activo 7 podemos escribirlo como:
Rjt :ozj—i—ﬁijmt—l—ejt t= 1,2,...,T (310)

donde E(ej;) = 0y €j; es independiente de R,,;. Habitualmente R,,; es un indice de
mercado que utilizamos para aproximar la verdadera cartera de mercado.

Estimamos el modelo por MCO. El modelo a estimar, para cada j en forma matricial

es:
R; 1 Ry €51
R; ! Rpno [ ; ]jL 2., R = X g+ €
: 2 Bi : (T'x1)  (T'x2) 2x1)  (Tx1)
R; 1 Ror €51

Los pardametros desconocidos de este modelos son ay, 3; y afj y su estimacién es la
siguiente: )
Buco = (X'X) N (X'R)

9 €€
T -2

siendo ¢ = R — X f3 )
VCLT(BMco) = 0'62()(/)()_1

Si nos fijamos en los pardmetros del modelo de mercado el riesgo beta de cualquier
activo j viene dado por la expresion:
g, = Cov(Rji, Rint)

T Var(Ro)
Asf el estudio del comportamiento del coeficiente beta como medida de riesgo rele-
vante es importante ya que es una medida de riesgo que va mas alla de la propia
validez del modelo tedrico que la sustenta como medida de riesgo relevante. El
coeficiente beta como medida de riesgo es utilizado en la gestiéon de carteras, en
estrategias de cobertura de riesgo con activos derivados, en evaluacion de la gestion
de carteras etc. También se emplea en modelos de valoracién que incorporan mas
de un factor de riesgo sistematico.
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Anexo: Algunas definiciones:

e Sea P, el precio de un activo en t, (sin pago de dividendos)
e El rendimiento neto entre ¢t y (t — 1) es

_PB-P. _ P

R, = = —1
! P,y P,y

e El rendimiento bruto se define: 1 + R,

e El rendimiento bruto sobre los 7 periodos més recientes, de (t — 7) a t, se denota
(1 + R]) y es igual al producto de los 7 rendimientos de un solo periodo desde
t—7+1hastat

1+ R, = (1+R)A+Ri1)...(1+ Re—rp1)
P, PPy P i1
PaPoPs P,
by
B+

e El rendimiento es una tasa de variacién en los precios asi que lo correcto es hablar
de tasa de rendimiento. Ademas son rendimientos compuestos.

e El rendimiento continuamente compuesto es el logaritmo natural de su rendimiento

bruto:
Py

By

re=In(1+ R) =In =Pt — Pi-1

siendo p; = InP;

e En general la evidencia empirica sobre los modelos de valoraciéon cuando se es-
tudian en un contexto de seccion cruzada, donde suele ser habitual el empleo de
carteras, se basa en rendimientos simples mientras que la evidencia sobre el compor-
tamiento temporal de los activos suele estar basada en rendimientos continuamente
compuestos.

e Il rendimento de una cartera se define:
N
Ry = ijcht
=1

es decir es la suma ponderada de los rendimientos de los activos que forman la
cartera.

Si las ponderaciones de todos los activos que forman la cartera son iguales se le
llama equiponderada. Si las ponderaciones se basan en su capitalizacion se le dice
indice construido por capitalizaciéon bursatil.

Un indice bursatil no es mas que una cartera donde participan todos los activos que
cotizan en el mercado, es por tanto una cartera de mercado.

Podemos distinguir por construccion dos:
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1) Indice equiponderado:

N
Zj:l Rj,t

N
REW,t = ijRj,t = N
j=1

por tanto w; = 1/N

11) Indice por capitalizacién bursatil
N
Ryw: = ijRj,t
j=1

donde )
P, x n° de acciones desembolsadas

w; =
’ Zfil capital de bolsa
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