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Preambulo

Las notas que se desarrollan a continuacion no tienen mds ambicién que servir como apoyo
al proceso de aprendizaje de los estudiantes de la asignatura FEconometria de la Licenciatura
en Economia y de la Licenciatura en Administracién y Direccién de Empresas. Estas notas se
estructuran en cinco capitulos a través de los cuales se van relajando las hipétesis basicas sobre
la perturbacion aleatoria y sobre la matriz de regresores. El primero de ellos revisa los conceptos
de Teoria Asintética que los alumnos ya han visto en las asignaturas de Estadistica. Muestra
los diferentes conceptos de convergencia y el Teorema de Mann y Wald adiestrando al alumno
en su utilidad para derivar las propiedades en muestras grandes y distribucion asintética de los
diferentes estimadores que veran en el curso.

El capitulo dos introduce el concepto de perturbaciones esféricas y muestra las consecuencias en
las propiedades del estimador Minimo Cuadrético Ordinario de que las perturbaciones no cum-
plan las hipdtesis béasicas. Asimismo deriva el estimador Minimo Cuadratico Generalizado. Los
capitulos tres y cuatro analizan los problemas de heterocedasticidad y autocorrelacién, respec-
tivamente. Muestran como detectar perturbaciones no esféricas y como contrastar la existencia
de heterocedasticidad y/o autocorrelacién. Aplican el estimador Minimo Cuadratico Generali-
zado en el caso de que sea necesario y ensenan cémo estimar cuando la matriz de varianzas y
covarianzas de la perturbacion es desconocida utilizando el estimador de Minimos Cuadrados
Generalizados Factibles.

En el quinto capitulo se relaja la hipétesis basica sobre la matriz de regresores. Se aborda el
escenario en que la matriz de datos es estocastica analizando los diferentes estadios de relacion
entre los regresores estocdsticos y la perturbacion aleatoria. Se deriva el estimador de Variables
Instrumentales y se muestra la utilidad del contraste de Hausman. El capitulo finaliza analizando
como actuar cuando ademas de tener regresores estocasticos la perturbacion esta autocorrelada
y/o es heterocedéstica.

En cada capitulo se muestran ejemplos que ilustran diferentes escenarios de trabajo. Al término
de las notas aparece la bibliografia completa.

Como decia anteriormente, estas notas sirven de apoyo al estudio. Analizan los problemas en
profundidad y permiten al alumno profundizar en los temas mads alld de lo visto en las clases
presenciales. En ningin caso deben utilizarse como sustituto de los libros incluidos en la bi-
bliografia. De igual manera recomiendo la realizacién de ejercicios tanto los recomendados en
clase como los que aparecen en la bibliografia. La unién del estudio de los conceptos y la utili-
zacién de los mismos en los ejercicios permite adquirir la agilidad necesaria para el dominio de
la asignatura.
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Tema 1

Teoria Asintotica

1.1. Introduccidon

Escribimos el modelo de regresién lineal en los parametros como:
Y=X0+u

bajo las hipdtesis:

(1) X es una matriz de regresores que no son realizaciones de variables aleatorias, es decir, son
regresores fijos, no estocasticos. Este supuesto puede ser valido en experimentos controlados
pero es bastante fuerte en econometria. Si consideramos X;1, X9, ... X;1 realizaciones de
una variable aleatoria X; diremos que el regresor X; es estocastico. Ademds, sobre los
regresores suponemos que la matriz X es de rango completo por columnas.

(2) E(u) =0, E(u)=0 WVt
(3) BE(uu') =c%Ir (E(u?) =02 VYVt y E(wus)=0 Vt,s t#s)

(4) u se distribuye con funcién de distribucién normal multivariante.
Los estimadores que proponemos para estimar los pardmetros 3 y o2 del modelo son:

Brrco = (X'X)"HX'Y)  (vector de variables aleatorias que depende del tamafio mues-
tral)

~2 i _ uwMu
oMCO = T—k = T—k

(vector de variables aleatorias que depende del tamano muestral)

Brrco es un estimador lineal, en el sentido de que dado (1) (X'X)'X’ es una matriz (k x T') de
constantes y

5 cil ... T Yy
= :>5i:Ci1}/1+...+CiTYT

Br Ckl .- CiT Yr

Las propiedades del estimador BMCO analizadas para un tamano de muestra dado, T, son:
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E(Buco) = B((X'X)7'X'Y) = E[f + (X'X) ' X"u]
= B+ B[(X'X) 7 X'u] = 5+ (X'X) " X'E(u) = §

E(BMCO) = (3, a esta propiedad la llamamos insesgadez, es decir, si calculamos BMCO para
cada muestra de (X,Y’) con el mismo tamano muestral T y repitiéramos este proceso para
todas las posibles muestras, obteniendo todas las posibles realizaciones de /@Mco, la media
de todas ellas serfa igual al verdadero valor del parametro 3. Para demostrar esta propiedad
hemos utilizado dos de las hipétesis bésicas, que X es una matriz de variables fijas y que

2. Por otro lado la matriz de varianzas y covarianzas de Syco (para un tamano de muestra
dado T) es

Var(Buco) = El(Buco — E(Buco))(Buco — E(Buco))']

bajo los supuestos (1) y (2) E(BMco) =f
y

V(Buco) = B(X'X) 71X (w)X (X' X))
= (X'X)"'X'Eu)X(X'X) ' =0?(X' X))}

Se demuestra que bajo estos supuestos (1), (2) y (3) el estimador Syco es un estimador
lineal, insesgado y eficiente. Es decir, cualquier otro estimador lineal, 1nsesgado de 3,
3* = ¢*Y tendrfa una matriz de varianzas y covarianzas V(3*) tal que V(3*) — V (Baco)
es una matriz semidefinida positiva. Insesgadez y eficiencia son propiedades deseables en
un estimador, y son propiedades llamadas para muestras finitas, es decir para un tamano
de muestra finito dado T (no variamos el tamano muestral).

3. Ademas, bajo el supuesto (4) de normalidad del término de perturbacién, como Sasco es
una combinacién lineal de variables aleatorias normales, es decir,

@MCO =0+ (X'X)leu =fF+cu

entonces podemos conocer la distribucién de BMCO para un tamano de muestra T finito
dado, X

(Brrco — B) ~ N(E(cu), E(cuu'c))
bajo (1) y (2) E(cu) = 0 y bajo (3) E(cuu'c) = o%cc = 0*(X'X)~! esto nos permite
hacer inferencia y contrastar hipétesis de restricciones lineales sobre 3, si 02 es conocida.

4. Cuando o2 es desconocida proponemos como estimador estimador a &]2\/100 tal que:

. E(u'Mu) 1
E(63co) = T % —T_ ktT(M)E(UUI)
Calcular E(u'Mu) bajo el supuesto (1) también es facil ya que M = [ — X (X'X)"1X']
es una matriz de constantes (no realizaciones de variables aleatorias) y por lo tanto esto
permite encontrar E(u'Mu) = tr(M)E(uu'). Bajo (3) obtenemos E(63,,,) = o>

Dado también que bajo estos supuestos (1), (2), (3) y (4)
(T — k)i'a 9
gz T X(a-k

esto nos permite construir estadisticos como la t o la F' habituales cuya distribucién para un
tamano de muestra finito T es conocida, es decir bajo Hy : R3 = r de g-restricciones lineales.

2



SARRIKO-ON 4/08

Fy se distribuye como una F' de Snedecor con (¢, T — k) grados de libertad.

to se distribuye como una ¢ de Student con (7" — k) grados de libertad (cuando q=1).

Las distibuciones tabuladas de estos estadisticos nos permiten, estadisticamente, distinguir a
un nivel de significacién elegido si aceptar o no la hipdtesis nula dado el valor del estadistico
obtenido en la muestra.

Hasta ahora, hemos derivado bajo los supuestos (1), (2), (3) y (4) las propiedades para estimado-
res y estadisticos y sus distribuciones para un tamanio de muestra dado T y finito. En principio
T puede ser cualquier tamano muestral, pero al analizar las propiedades este tamano muestral
estd dado y no cambia. Esto se conoce como propiedades para muestras finitas.

La teorfa asintética analiza el comportamiento y las propiedades de variables aleatorias (que,
por ejemplo, puede ser un estimador) cuando varia el tamano de la muestra y permitimos que T
aumente hasta infinito (aunque este infinito puede ser algo finito pero suficientemente grande).

Definiremos una serie de conceptos y propiedades deseables en un estimador que seran vélidos
asintéticamente, es decir, cuando el tamano muestral sea suficientemente grande (T' — 00).

.Por qué analizamos esto?

Es deseable poder obtener estimadores y estadisticos y que conozcamos sus propiedades, para
muestras finitas, de insesgadez, eficiencia y sus distribuciones; pero en muchas ocasiones estas
propiedades se conocen a costa de tener que hacer supuestos muy particulares y restrictivos que
pueden no satisfacerse y ser dificiles de contrastar.

Otras veces no es posible encontrar estimadores que tengan propiedades deseables para muestras
finitas pero que tienen propiedades deseables en muestras grandes, es decir cuando 7' — oo,
cuando el tamano muestral es suficientemente grande. A estas propiedades las llamaremos pro-
piedades asintéticas.

En este tema pretendemos relajar dos hipdtesis basicas:

a) Queremos relajar la hip6tesis de normalidad del término de perturbacién y no especificamos
una funcién de distribucién determinada para u, entonces:

I) no conocemos, para un tamano de muestra T dado, como se distribuye Byco 6 62 =

5! 7 . . .7 e . N 7’
75 Por lo tanto, no conocemos la distribucién de los estadisticos ¢ 6 F' para poder

contrastar hipétesis sobre 3 o o2.

11) veremos resultados de teoria asintética que nos permitiran bajo algin supuesto pero
relajando u ~ Normal, conocer la distribucién asintética de los estimadores y estos
estadisticos.

b) Sirelajamos el supuesto de que los regresores en X son fijos y ahora X1, Xj2, ..., X;r, son
T realizaciones de la variable aleatoria X, el estimador

B=(X'X)"'X'Y =3+ (X'X)" ' X'u

ahora es una combinacién no lineal de las variables aleatorias X y u. En este caso necesi-
taremos ver qué condiciones necesitamos ahora para que los estimadores sean insesgados.

En general vamos a buscar otro tipo de propiedades que llamaremos asintéticas, veremos con-
sistencia, insesgadez asintética y eficiencia asintdtica. Realizaremos supuestos bajo los cuales

. . . .7 3 A 0 7’ . .
podamos determinar cual es la distribucién de Syco v 62 = 7—% v asi poder conocer la distri-

bucién de los estadisticos t y F' que nos permitan realizar inferencia. Asi, veremos el concepto de

3
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distribucién asintdtica y bajo qué condiciones podemos derivar distribuciones asintéticas para
los estimadores y los estadisticos que nos permitan hacer inferencia aunque estas sean validas
sélo asintéticamente, es decir, cuando el tamano muestral sea suficientemente grande.

En resumen, queremos ver cémo se comportan las variables aleatorias en el limite, pero antes
necesitamos ciertos conceptos previos.

1.2. Convergencia en probabilidad. Operador plim, propieda-
des.

Sea Z una variable aleatoria y Z1,Z2,...Zr = {Z(1)} una sucesiéon de variables aleatorias
definidas en un espacio de probabilidad {2,V, Pr}

e Definicién de Convergencia en probabilidad o Convergencia en ley débil de una
sucesion de variables aleatorias.

Sea Zy,Zs,...Z7 una sucesién de variables aleatorias denotadas por {Z(T)}. Se dice que
esta sucesion de variables aleatorias converge en probabilidad a Z, donde Z puede ser una
variable aleatoria o una constante (no aleatoria) si:

Ve >0, im Pr{|Zqy—Z| <e} =1
T—oo
o lo que es lo mismo, mirando al suceso contrario:
Ve >0, lim Pr{|Z)— Z| > ¢} =0
T—o0

lo denotamos como :

Ziry = Z 6 plimZr =2

y se lee el limite en probabilidad de la sucesién de variables aleatorias {Z(1y} es Z 6 la
sucesién de variables aleatorias {Z(1y} converge en probabilidad a Z.

e ;Qué estamos diciendo?
Si definimos un entorno a Zy, Zo + ¢, indica que la probabilidad de que Z7) esté dentro
de un intervalo estrictamente pequeno en torno al valor Zj se puede hacer tan préxima a
1 como queramos, haciendo T suficientemente grande.

Si T'— oo la probabilidad de que Z(7) salga fuera del entorno (Zy — €, Zp + €) es cero,
las variables aleatorias tienen una distribucién mas ajustada al valor Zy, es decir, tienden
en probabilidad a Zy para cualquier valor de e.

> X,

e Ejemplo: Sea X; una v.a tal que X; ~ (u,0?), y definimos X = <, entonces:
E(Xr)=p .
V(IT’(XT = %

siT — oo Var(Xr) — 0y la distribucién de X7 estd mas concentrada entorno a .

e Comentarios:
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a) La convergencia en probabilidad equivale al limite numérico de una sucesién de pro-
babilidades, es decir, Ve > O:

Prob(|Zy — Z| <€)= Pi(e) es un numero
Prob(|Zy — Z| <€) = Py(e) es un numero

Prob(|Zry — Z| <€) = Pr(e) es un numero

Miramos si limp_,o Pi(€) =1
= la convergencia en probabilidad equivale al limite en los nimeros reales.

b) Si Z es una constante (no aleatoria) o es una variable aleatoria acotada (es decir sus
realizaciones estén dentro de un rango acotado) podemos escribir:

Zipy—2Z 250 6 plim(Zgy—Z) =0

es decir, si Z es una constante, {Z(T)} converge a la constante.

c¢) La convergencia en probabilidad no precisa de la existencia ni el conocimiento de los
momentos de la variable aleatoria de la sucesion.

d) Plim es un operador similar a lim y serd equivalente cuando {Z7)}%_; no sean
variables aleatorias.

e) Si{Z)}7, es una sucesion de vectores aleatorios de dimension (s x 1) fija entonces:

|Z(ry — Z| =norma euclidea del vector (Zy—2)=
= (X5 (Zrj — 2)2)'?

e Propiedades de los limites en probabilidad:
Sean {Z(1)}F_1 y {S(1)}F~, dos sucesiones de variables aleatorias:

plimS )

)
)
)
d) plim (Z(T)) — plimZ) siempre que plimS(y # 0
e) plim (Z(lT)) = (plimZ))~" si plimZiry # 0

)

En general, tenemos el siguiente resultado:

e Teorema de Slutsky:
Si plimZpy = Z y g(e) es una funcién continua entonces:

plimg(Z)) = gplimZ 1)) = 9(Z)
En base a este teorema tenemos los resultados 5 y 6.

plim(e) es un operador matemdatico més operativo que E(e), sin embargo este tultimo
requiere independencia E(XY) = E(X)E(Y) y plim(e) no.

5
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e Generalizacion de los resultados a vectores y matrices:
La definicion de convergencia en probabilidad se generaliza al caso de una sucesién de
vectores de variables aleatorias de dimension & fija.

a) Sea Aj, Ag,...,Ap,... una sucesién de matrices de orden constante (k x k) cuyos
elementos son variables aleatorias.
plimAr = A indica que {a;;7}7_, converge en probabilidad a a;; Vi, j donde a;; es
el elemento (i, j) de la matriz A y a;;(1) es el elemento (i, j) de la matriz A (). (Nota:
convergencia elemento a elemento).

b) SiplimAy = Ay plimB) = B

plz’mA(T) -plimB(T) = AB
plim Ay + plimBry = A+ B
plimB(_Tl) = (plimB(T))_l =B"! si B es no singular

¢ Ejemplo:
hgd plimX,, = p
donde X, = 21HXttXn ' B(X)) =y Viy Var(X;) =02 Vi

Solucién: Tenemos la siguiente sucesién de v.a.:
%=
XQ — X1-5X2
Y., — X1+Xo+X3
X3 = 5

% X1+ Xo+.. 4+ Xy
X, = 1+ 27;|—+

siendo X; realizaciones de una misma variable.

E(X\))+EXo)+...+E(X,) p+p+...+p  np
n n n

E(Xn) =

Var(X,) = Var (X1+X2+.‘.+Xn) _E (X1+X2+...+Xn _ g (X1t Xot. 4 X, )2
n n n

—F ((Xl—E(Xl)) + (XQ—E(XQ)) T+ (Xn—E(Xn)))2

n n n

— B (NEX) | p (RmBO)) |y p (XamE )

n n n

+Productos cruzados =
=LEX1 —p)?+ HEX, —p)?+...+ HE(X, —p)? =

X X Xn
= Va;(Q 1) + VC”T'L(2 2) 4+ ...+ Va:,I(Z ) —
_ 21:1 Var(Xs) _ po? _ a2
o n? T n?2 T on

Aplicando la desigualdad de Chebychev:

Pr [X _B(X)| > k,/Var(X)] < %

en nuestro caso tendremos:

_ 1
PTDX”—M>I€ "}< Wk >0

vnl k2
6
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llamamos € = \‘77’% — k= 6\(:5

—_

Pr(|X,—ul>¢<

N3

_ 0'2
Pr[| X, — p| > € <=

_ o2
lim Pr[|X, —p|l>€ < lim —

n—00 n—o00 €41,

asi
lim Pr(|X, —pul>e =0=plimX,=p 6 X, pu

n—oo

1.3. Convergencia casi segura o con probabilidad 1. Convergen-
cia en ley fuerte

Se dice que la sucesién {Z(7)}7°_; de variables aleatorias converge con probabilidad uno o casi
segura a la variable aleatoria Z si:

Pr lim ‘Z(T)—Z|§6 =1

T—o00 T—o00

o mirando al suceso contrario
Pr| lim |Zipy — Z =0
[f;ol (1) ‘>6}
Convergencia en probabilidad 1 = convergencia en probabilidad

Lo denotamos: Z1) — Z (nota a.s indica almost sure)

e Observaciones:

a) Si Z es acotada  Z(7) 25 7 equivale a Ziry—Z 250

b) Si Z es degenerada Z() — Z 250

c) El limite en convergencia casi segura no equivale al limite en los ntimeros reales.

1.4. Convergencia en media cuadratica

Definicién: Una sucesién de variables aleatorias {Z(7)}3_; se dice que converge a Z en media
cuadrética si limp_.o E(Z(1) — Z)? = 0. Se denota: Zpy — Z % Z (Z puede ser una v.a o
una constante (no aleatoria)).

e Comentarios:

a) Este concepto de convergencia exige la existencia del error cuadrédtico medio de cada
variable aleatoria en la sucesion.
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b) Convergencia en media cuadritica = convergencia en probabilidad.

Zpy— 25 7 = Zipy 5 Z
Demostracion:
Consideramos la v.a. (Z(T) — 7). Por la desigualdad de Chebychev podemos escribir:

1
llamamos € = ky/var(Zry)
Var(Zir) _ E(Zer) — Z)?

Pr||Z) — Z] > €| < =

€2 €2
E - 7)?
Pr []Z(T) —Z| > 6} < ( (T)2 ) Ve >0
€
tomamos limites cuando T — oo
, 1 2
Tlgréo [P’I"|Z(T) - Z| > 6} < —2T1£%OE(Z(T) —7)

€
si Zr) S 7 entonces limy_, o0 E(Zry — Z)?2 =0, por lo tanto:
TIEI;OPTDZ(T)—Z\>6}:O Ve >0
por lo tanto:
Zoy 2> Z 6 plimZy=2Z  cqd

c) Convergencia en media cuadratica es més fuerte que convergencia en probabilidad. Es
decir, convergencia en probabilidad no implica necesariamente convergencia en media
cuadratica.

Ziry-2252 = Ziogy->Z
4=

d) Si Z es una constante y

(1) Mmoo E(Z(1)) = ZO } lim E(Z(7) — Z)* =0

(2) h'mT_wo VCL’I“(Z(T)) = T—oo
= Zir) 5 Z = Zip) — Z
Demostracién:
E(Ziqy—2)* =E(Zq)— E(Zi) + E(Ziry) — Z2)* =
= E[(Z(T) E(Z1)))?] + [( (Zry) — Z)%]+
+2E[(Zr) — E(Z()))(E(Z(1)) — Z)]

El(Ziry — E(Za))E(Z(1)) — Z))]
= E[ZE(Z1)) — Z1)Z — (E(Z(1)))* + ZE(Z(1))]
= [E(Z1))* = ZE(Z1)) — (E(Z(1)))* + ZE(Z(1)) =
tenemos que:
EZy - Z)* = E[(Z1) — E(Z(1))] + [ElZ1)) - Z)?
= Var(Zry) + [E(Zry) - 21
si h/mTﬁoo E(Z(T)) =7 = 11/mT*>OO E(Z(T)) —Z =0
y limr o Var(Z)) = 0 entonces

im E(Zqy—2)>=0 cqd

T—o0

0



SARRIKO-ON 4/08

1.5. Insesgadez asintdtica y consistencia

e Consistencia de un estimador:
Supongamos que 0 es un estimador del pardmetro 6. 0 es una variable aleatoria que es
funcién de la muestra de un tamano T. Si consideramos la sucesién de variables aleatorias:
él estimador funcién de la muestra tamano T3
ég estimador funcién de la muestra tamano 15

On estimador funcién de la muestra tamano 7T
y asi sucesivamente a medida que consideramos muestras de mayor tamano (I' — o0)
obtendriamos una sucesion de variables aleatorias {07}

Si la sucesion {é(T)} converge en probabilidad al verdadero valor (desconocido) del pardme-

tro 0 se dice que el estimador € es un estimador consistente.

e Definicion formal:
Se dice que un estimador # es un estimador consistente del parametro desconocido 8 si la
sucesion {0(ry} = {01,02,...} converge en probabilidad a  y lo denotamos.

plimé =0
> lim Pr{lfg) — 0 <e} =1 Ye>0
= lim Prilf) — 0| > €t =0 Ye>0

e Comentarios:

a) Es una propiedad asintética deseable en un estimador ya que analizamos si la sucesién
de estimadores {0(7} converge en probabilidad al verdadero valor del pardmetro.

b) Para que un estimador sea consistente no necesitamos conocer los momentos de 6r,
es decir E(0r) 6 E(02), 6 E[0% — E(6;)] etc ... ni necesitamos que existan para cada
tamano muestral.

e Condiciones suficientes de consistencia:(no necesarias)
Sea {E(0(7))} una sucesién del momento de primer orden de 67 cuando el tamaiio muestral
T aumenta hasta infinito.

Sea {Var(é(T))} una sucesién del momento centrado de orden dos de 67 cuando el tamafio
muestral 7" aumenta hasta infinito. Entonces si:

(1) Um7— oo E(0)) = 0
(2) limr 0 Var(0(r)) =0

} é(T) 2, 0 = plimé(T) =40
e Demostracién: como hemos demostrado

(1) +(2) = lim E(lr) —0)* =0 = Oy ™5 0 = ) = 6 = plimd = 6
e Comentarios:

a) Estas dos condiciones son suficientes pero no necesarias.

b) Para verificar estas dos condiciones suficientes para que 6 sea consistente necesi-
tamos conocer y que existan:

Ebq) YT vy Eq —E@r))? vT
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cosa que en principio no es necesaria para covergencia en probabilidad. Esto es
debido a que estas dos condiciones son suficientes para convergencia en media
cuadrética de é(T) a 0 y que implica convergencia en probabilidad pero éste
dltimo es un concepto de convergencia mas débil.

1.5.1. Insesgadez Asintética

Definicion:
Diremos que el estimador 6 de 6 es un estimador insesgado asintéticamente si

lim E(H(T)) =0 <= Th—Igo[E(g(T) — 9] =0

T—o0

e Comentarios:

a) Insesgadez asintética no implica consistencia. Ademads se requiere como otra condicién
suficiente aunque no necesaria, que
lim Var(0q)) =0
T—o0

A~

b) Insesgadez asintética no requiere que el estimador sea insesgado, es decir que E (H(T)) =

~

¢ VT. Ahorasi E(0)) =60 VT

= lim E(f)) =0

T—oo

c¢) Consistencia no implica insesgadez asintética.

d) Insesgadez asintética requiere el conocer y la existencia del momento de primer orden
E(0y) VT.

1.5.2. Eficiencia Asintética

Si nos limitamos a la clase de estimadores consistentes, asintéticamente insesgados y asintética-
mente normales, diremos que un estimador de esa clase es eficiente asintéticamente si y sélo si
su varianza asintética es la menor de todas las varianzas asintéticas de los estimadores de esa
clase.

1.6. Convergencia en distribucién

e Definicién de Convergencia en Distribucion:
Sea Z1,75,7Z5...,Z1 una sucesion de variables aleatorias definidas conjuntamente con
sus respectivas funciones de distribucién Fi(Z1), Fo(Z2), F3(Z3) ..., Fr(Z7) diremos que
la sucesién {Z(7)}7, converge en distribucién a la variable aleatoria Z con funcién de
distribucién F' si y sélo si para todos los puntos de continuidad de F(Z) se cumple:

T—o00

y lo denotamos

Ziry -z 6 Zgy -5 F(2)

la distribucién F'(Z) se conoce como Distribucién Asintética o Distribucién Limite.

10
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e Ejemplo:
Si tenemos una v.a. Z(y) : Prla < Zp < b] = f; f(Zr)dZy = Fr(b) — Fr(a) la convergencia
en ley débil nos dice:

lim Pria < Zr < b = Fr(b) — Fr(a) = /b F(2)dZ = F(b) — F(a)

T—o0

A medida que aumenta el tamano muestral T, la funcién de distribucién tiende a identifi-
carse con F'(Z).

e Comentarios:

a)

La utilidad de este concepto estd en la posibilidad de aproximar una funcién de
distribucion Fr), que podemos no conocer, o tener que realizar supuestos que no sean
satisfactorios para conocerla, por una funcién de distribucién F' que sea conocida y
que si T' es suficientemente grande esa aproximacion sea vélida o buena para F(r).
En Econometria muchas veces la distribuciéon para un T dado de un estimador o
estadistico para la realizacién de un contraste no es conocida o es dificil de evaluar,
pero todavia es posible derivar la forma de la distribucién asintdtica de ese estimador
o estadistico. La distribucién asintética puede servirnos como una aproximacién a la
distribucion para un tamano muestral T dado o muestra finitas. Esta aproximacién
serd mejor cuanto mayor sea el tamano muestral T dado que es un resultado para
T — oo.

Convergencia en distribucion es una forma de convergencia més débil que convergencia
en probabilidad, esto es.

Z(T) LZ:>Z(T) LZ

pero la implicacién inversa no es necesariamente cierta. Zr) 2,7z implica que para
un T suficientemente grande la probabilidad de que Zp difiera de Z es muy pequena
y por lo tanto esperaremos que tengan aproximadamente la misma distribuciéon. En
cambio, es posible que una sucesién de variables aleatorias Z1, Zs, . .. independientes,
con la misma distribucién, por ejemplo N (0, 0?) si Z(T) 4, 7 entonces cualquier v.a.
de la sucesién {Z(T)}%’:l tendra aproximadamente la misma distribucién que Z, es
decir N(0,02). Pero cualquier realizacién de Z(1y puede que no tenga relacion con
una realizacién de la variable aleatoria Z.

Si Z no es una v.a. entonces si Z(7y converge en distribucién a la constante Z = Z 1
converge en probabilidad a Z.

El que Z(r) converja en distribuciéon a una constante implica que la distribucion
asintotica es una distribucién degenerada, es decir la varianza de la distribucién
asintética es cero y la media de la distribucién asintética es la constante Z.

En Econometria, lo habitual va a ser encontrarnos con distribuciones centradas en
una constante (3,02) a las que llamaremos degeneradas, en estos casos:

Z(T) i>Z:>Z(T) 2, A

Ejemplo:
Si X ~ N(u,0?) y tenemos X1, Xa, ..., X7, su media aritmética muestral es:
oI X
X —
4 T

11
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y sabemos que X7 ~ N (u, "—;) vt

Ademés la varianza Var(Xr) = %2 — 0 cuando T — oo, por tanto Fr(Xr)
estd concentrada entorno a u, es decir en el limite es degenerada. Para evitar este
problema hacemos transformaciones que nos dan distribuciones limite no degeneradas.
Asi formaremos:

Zp =T (X1 — )
E(Zr) = VTIE(Xr) — E(n)] = 0
V(ZT) = E[ﬁ(Xt — M)]2 = TO; = 0'2
por tanto

Zy ~ N(0,02) Wt

Los momentos de la distribucién asintética no son necesariamente igual a los limites
de los momentos de las distribuciones de la sucesiéon de variables aleatorias. Es decir
si

Zmy -5 Z
donde Z se distribuye con funcién de distribucién F'; E(Z) no tiene por qué ser igual
a limr_. E(Z(7)) 6 lo mismo para cualquier otro momento. Puede incluso ocurrir
que algunos de los momentos de las variables aleatorias en la sucesién {Z(1)}7; no
existan, (es decir, no sean finitos) y en cambio los de la distribucién asintética existan
y estén bien definidos (es decir sean finitos).
Es decir, en general:

E(Xr) = p # limy oo B(X7)
E(Xr — E(Xr))? = % # limg oo E(Xr — B(X7))?

Sin embargo, en algunos casos, bajo determinadas condiciones es posible que coinci-
dan.

Si la sucesién F1(Z1), Fo(Z3), ..., Fr(Zr) converge a la distribucién limite y si todos
los momentos de la sucesién existen y convergen a limites finitos se puede demostrar
que la distribucion limite tiene momentos finitos de todo orden y que son idénticos a
los momentos correspondientes a la sucesion.

Llamamos media asintética al momento no centrado de orden uno de la variable
aleatoria a la que converge en distribucion la sucesion. Llamamos varianza asintdtica
al momento centrado de segundo orden de la variable aleatoria a la que converge en
distribucion la sucesién.

e Teorema de Cramer
Si tenemos dos sucesiones de variables aleatorias {Z(7)} y {A(r)} donde: {Z(7)} es una
sucesion de vectores de v.a. de dimensién fija.

{Aqr

)} es una sucesién de matrices de v.a. de dimensién fija.

S Z(T)i>Z Z wvector de wv.a.
Aty 2, A A matriz de constantes.

Entonces:

d
AyZry — AZ

Este teorema serd de gran utilidad para derivar distribuciones asintéticas de estadisticos
para contrastes.

12



SARRIKO-ON 4/08

1.7. Teorema de Mann y Wald

Sea X una matriz (T x k) tal que:

1) Sean uy,uz,...,u; una sucesién de v.a. independientes tal que {u(r)} cumple:

i) BE(u?) =02 Wt
iii) E(uius) =0 Vt,s t#s

2) E(X/us)=0 Vi=1,2,...k donde X; es la columna i-ésima de la matriz X.

3) plim (%X’X) = (@ finita, simétrica y definida (+).
Entonces se cumple:

a) plim (%X’u) =0 b)%X’u <, N(0,0%Q)

En este teorema los elementos de la matriz X son variables aleatorias, asi en vez de X deberiamos
poner {X(7)}. Si los elementos de X no fueran v.a. entonces: 2) se satisface por i) y 3) serfa

equivalente a lim7_, 4 (%X 'X ) = @ pero se tendrian los mismos resultados a) y b).

Este teorema es condicién suficiente de consistencia y existencia de distribucién asintdtica.

1.7.1. Distribuciones asintéticas
Distribucién asintdtica normal

Diremos que una sucesién de variables aleatorias Zr es asintéticamente normal con media mr y
Zp—myp _d
ag

varianza 02 — AN (mr, 0?) si la funcién de distribucién de las variables tipificadas
N(0,1) cuando T' — oc.

Zr —mr

{Z10)}F1 ~ AN (mp,0%) 4, N(0,1)

g

< lim {Pr <ZT_mT < xﬂ = ®(x)

T—o00 g

Teorema Central del Limite. (Lindeberg y Levy)

e Caso A:
Sea Z1,Zs, ..., Zr v.a. distribuidas idéntica e independientemente tal que E(Z;) = p 'y
Var(Z;) = 0%, entonces:

T
Zr =Y Zi % N(Tp,To?)
=1
esto se puede expresar:

Zy —mr a4, N(0,1)
o

13
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donde llamamos m7 =T

ZT_mT:erzlzi_T,u:ZT_M: VT(Zt — 1)
o VTo a/\/f o

o sea, el Teorema Central del Limite en este caso nos dice:

VT(Zy—p) 1 L (Zi—p\
_ﬁz( >—>N(O,1)

o g

e Caso B:
Sean Zy, Zs, ..., Z v.a. independientes pero no idénticamente distribuidas, es decir: E(Z;) =
wiy Var(Z;) = o2, Z; ~ (ui,02). En este caso el Teorema Central del Limite nos dice:

T . T T
> Zi == NQ i) _of)
=1 =1 =1

o lo que es igual:

T T
i=1 Z; — 21:1 i d

T 2
i=10;

N(0,1)

Observaciones:
a) El Teorema Central del Limite nos da una distribucién limite normal para .7 | Z; = Zy

con independencia de la forma de f(Z;) (funcién de densidad de Z;). Sélo imponemos la
condicién de independencia.

VT(Zr — p) -5 N(0,02)

b) Si Z; es idéntica e independientemente distribuida pero no imponemos la distribucién
normal el Teorema Central del Limite nos dice:

2
= o
y por tanto

Zr = VT(Z7 — p) % N(0,02)

1.8. Propiedades Asintéticas del estimador MCO en el MRLG
En el Modelo de Regresiéon Lineal General:

Y=XB+u
bajo los supuestos:

a) X matriz de regresores no estocésticos tal que rg(X) =k <T

14
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b) limp 0 (%X 'X ) = @, donde QQ es una matriz simétrica, definida positiva, finita y no

singular.
B T T
, X , X
1 lim7p_ 72‘? 2 limp_ 72“7& bt
T T
X2 > Xt Xy
) 1 lim 2o X5 . lim Lat=1 26Nkt
lm (=X'X) = T=oo T T=o0 T
T—oo \ T
T
> Xk
z = k
i hmT_,oo%t |
c) E(u)=0

d) E(uv') = 0%Ir, 0% constante finita.
Se demuestra que muestras finitas:

i) bajo 1) y 3), E(Buco) = B

ii) bajo 1), 3) y 4), Barrco tiene menor varianza entre los estimadores lineales e insesgados en
muestras finitas. Var(Byco) = o(X'X) !

iii) el estimador de o definido como 62 = % es insesgado bajo 1), 3) y 4), E(62) = o2

Ademds vamos a demostrar los siguientes resultados asintéticos.

e RESULTADO 1:
Buco es un estimador consistente.
Bajo 1), 2), 3) y 4) Buco es un estimador consistente, es decir, plimByyco = B para

cada parametro estimado (;, plimﬂA(T)iy mco = Bi Yi=1,...,k podemos demostrarlo de
varias formas:
a) ver si se satisfacen las condiciones suficientes de consistencia, ya que bajo estos su-
puestos podemos conocer E(Byco) y V(Brvico)-
b) Ver si plimB(T)Mco = (3 bajo estos supuestos.

A) Demostracién de la consistencia del estimador MCO por las condiciones suficientes de
consistencia.

lim7 o0 E (ﬂ:Mco) =0
limy .o V(Buco) =0

condiciones suficientes a demostrar que se cumplen.

a1) E(B) = B(B+ (X'X)"1X") = B+ (X'X)"LX'E(u) = 3

~

— Jim B(3) = lim (8) = 5

luego bajo (1) y (3) Barco es un estimador asintéticamente insesgado.
2

. -1
a.2) Var(8) =o?(X'X)' =% (%X’X) y se satisface para cualquier T dado.

lim Var(3) = lim [02 (1X/X> 1]

T—o0 T—oo | T T

o [ 1
=i i (7)) =0x0 <o

15
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luego por las condiciones suficientes
plimBiryvco = B

v Bamco es un estimador consistente.

B) Demostracién de la consistengia de B Voo utilizando la deﬁnic}én de consiste{lcia.
Para demostrarlo aplicando plim3yco no necesitamos conocer E(B3(r)yco) ni V(Biryavco)-
A ! —1 v/ 1 / ! 1 I
Byuco =0+ (X'X)"" X'u=p5+ TXX TXU

A 1 1
plimBrrco = plimG + plim l(TX’X> (TXIU>]

1 -1 1
= 0+ plim (TX'X) plim (TX’U)
Sabemos que:
-1
o plim (%X’X) = Q = plim (%X’X) — Q!
e y necesitamos buscar:
plim% Z;le n
plimL ST X0 u
plim(%X’u): T 'tl atit | _,
plim% Zthl X,;tut
e Para buscar plim (%X ! u) aplicamos las condiciones suficientes:
E (1 X'u) = 1X'E(u) =0 WVt
T T B
(1) = limp oo B ($X'u) =0

1 o? X X
Var <TX’u) ( X' uu X>

(2)  lmp_ Var (%X’u) =lmr_o F hmTHOO XT =0xQ=0
por (1) + (2) plim <%X’u) =0
y por tanto plimﬁ(T)MCO =/+Q'x0=p

= Oypco es un estimador consistente.

Para buscar plim (%X ! u) también podriamos haber hecho:

pli'r?% ;?:1 Ut
pin (L) = | P Ko
T :
plim% Zthl X,;tut
y buscar cada uno de los limites en probabilidad de la matriz anterior.

16
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a) Por (3) y (4) tenemos que las variables aleatorias uj,us,...,ur son v.a. tal que
E(u) =0 Vt, E(u?) = 0> Vty E(wus) =0 VYt s, t# s luego aplicando las
condiciones suficientes de consistencia tenemos:

1 T

de donde

plim ( Z ut> = plim (u(T)> =0

t=1

b) para j =2,...,k plim( s ]tut):() ya que:
1) por (1), (3) y (4):

1 & 1 &
Var (TZthut> =F (TQ(Z thut)2> =
t=1 t=1
1 N 1
= ﬁE Zthut —i-ﬁE ZZthstutus =
g T 2
o) Z gt Z

2 T
Jm 5 (7 ZX)ZT@;OTTIEEO( > ) =0as =0

ya que hemos supuesto que limp_, (TX 'X ) = (Q finito.

1 T
(a) + (b) = plim (T Zthut> =0
t=1

luego bajo los supuestos (1), (2), (3) vy (4)

1
plim <TX'U> =0

y plimBeryvco =B+0x Q™ =3
° RESULTADO 2:

Sea 6300 = % donde @ = Y — XByc0o es un estimador consistente de o2 bajo (1),

(2), 3) y (4).
a) Demostracién aplicando la definicién de consistencia:

9 W'l u' Mu

MO0 =T T T T~k
siendo M = I — X(X'X)~1X’

Gtico = g (W = X(X'X) "' X']u]
= 77 [Wu— X (X'X) X )

%
4 (o) () ()

17
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plimé3,00 = plim {% (%u’u)} — plim

ot (pux) (F1) ™ (b -
= lim7r_ %plim (%u’u) —

lim7_ oo % {plz‘m (%u’X) plim (%X'X)ilplim (%X’u)}

o limy oo i = MMy oo 777 = 1

e plim (%U’X) = plim (%X’u) = 0 demostrado anteriormente.

. 1y -1 -1
o plim (TX X) = Q" por el supuesto (2).

. plim%u’ U = plim% S u? vamos a buscarlo utilizando el siguiente teorema o

ley débil de los grandes niimeros:

e Teorema de Khinchine:
Si Z; Vt son variables aleatorias independientes, distribuidas con media finita
11, entonces se cumple que:

1 T
lim=S" 2, =
pzmT;t 7

ya que si F(Z;) = p 'y Z son independientes:

1 & 1 &
>MzSpu 6 pim|(=> Z)=n
Tt:l Tt:l

En nuestro caso Z; = u?, E(u?) = 02 Vt. Dado que uj,us, ..., ur son indepen-
dientes:
1< 1<
TZU?LOQ = plzm(TZuf>:02
t=1 t=1
luego

plimé3co =0 —0x Q7' x 0 = o?

b) Demostracién por las condiciones suficientes de consistencia.
: 52 52 .
Necesitamos conocer E(67 yrc0) ¥ V(67 pc0):

Si u ~ N(0,02I) entonces % ~ X%T—k)

(T -k SL @/(T k) _ (T—Fokeo
o2 - 2 X(T—k)

ya que E(X%T_k)) =T —k:

62 _K\E(5
E[(T—k)T,;gCO} —T—k :%:T_k
(T—k)o? 2

= E(6}00) = 7y =0
va que V(x;) = 2n

1% ((T — k)JZQ‘;gO> =2(T — k)

(T — k)?

V(6300) = 2(T — k) = V(63s00) =
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~2 2

lim7 oo E(6%00) =0 Dlimé? .
1m0 V(6200) = limg oo 220 = 0 meo

2

¢ RESULTADO 3:

° B(T) My €s un estimador consistente.
Bary = (X'X)"1X'Y = Baco si u sigue una distribucién normal, luego plimByy =
B

° aMV es con51stente

0]2\4‘/ = T donde @ = Y XBMV

E(63,,) = LE(W'4) = +0%(T — k) # 02 sesgado en muestras finitas.

plimol,, = Lplim(v Mu)
=1 [plim (%u/u) — plim (%U’X) (plim (%X'X))_lplim (%X’u)}
=02-0xQ 1 x0=02

luego consistente plimé3,,, = o>

¢ RESULTADO 4:
Sea Y = X3 4 u en el modelo de regresién lineal bajo las hip6tesis:

(1) X matriz de regresores fijos rg(X) =k < T

(2) limp_ o <1X’X) =Q

(3) E(u) =

(4) E(uwu') = 02IT

(5) u se distribuye con funcién de distribucién normal multivariante.

bajo (1), (2), (3), (4) y (5) tenemos los siguientes resultados para muestras finitas (es decir
para un tamano de muestra dado):

(i) (Buco —B) ~ N(0,02(X'X)7)
.y (T—K)82,
(ii) ( ()72]”00‘ ~ X%T—k)
También bajo estos supuestos tenemos el siguiente resultado asintético:

(i) VT (Brco — B) % N(0,02Q )

Hemos visto que bajo (1), (2), (3) v (4) Baco —= 3 donde 8 es un vector de constantes
que son valores desconocidos de los parametros poblacionales.

Entonces (BMCO —5) L0= (BMCO ) BN y por tanto la distribucién asintética de
(ﬁMco — () es una distribucién degenerada, es decir, la matriz de varianzas y covarianzas
asintotica es cero y toda la masa de probabilidad estd concentrada en el punto cero. Dada
esta caracteristica podemos pensar que esta distribucién asintética no es muy interesante
por lo que realizaremos la transformacion \/T(BMCO — () para obtener una distribucién
no degenerada.

Si u ~ N(0,0°I) distribucién exacta para cualquier T dado.
(Brco — B) ~ N(0,02(X’X)~1) distribucién exacta para cualquier T dado.
. -1
VT (Byco — B) ~ N (0, o? (%X 'X ) ) distribucién exacta para cualquier T dado.

ya que:
E(VT(Buco - B)) = VTE|(Buco — #)] =0
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1
V(VT(Buco — 8)) = E[T(Buco — B)(Buco — B)) = o*T(X'X) ™ = o2 (;X’X>

Entonces si miramos a la sucesién de vectores de variables aleatorias con sus funciones de
distribucion asociadas:

~ 1 -1
VTi(Br, mco — B) ~ N (0,02 (X’X) )
~ 1 -1
VT2 (Brymco — B) ~ N <0,U2 (TX,X) ) T <Ts
P

3

R —1
VTs(Brastco — B) ~ N <07 o (;X’X) ) Ty < T

vemos que {\/T(BMCO — )} converge en distribucién a un vector de v.a. con funcién de

-1
distribucion N (0, o? (lfmT_,oo (%X 'X )) > y lo denotamos como:

VT(Brco — B) -5 N(0,0°Q )
Comentarios:

a) Dado que u ~ N(,) para cualquier T dado, podemos conocer la funcién de distribu-
cién exacta para cada uno de esos tamanos de muestra.

b) Si consideramos la sucesion:

2 -1
(Brymco — B) ~ N (0, 7 (1X’X> )
(Brymco — B) ~ N (0, =

(
(Brymco — B) ~ N (0, o (1X’X>1> Ty < Ty

cuando T'— oo (Barco — ) 40

e RESULTADO 5: (Relajacién del supuesto de normalidad)
Si relajamos el supuesto (5), bajo (1), (2), (3) y (4) sin el supuesto de que u se distribuye
como funcién de distribucién normal (no especificamos su funcién de distribucién) entonces
no podemos conocer la distribucién exacta para un tamano muestral dado T, de BMCO,
es decir, no tenemos el resultado (i). Tendremos el siguiente resultado asintético:

(i) VT(Bumco — B) - N(0,0°Q7")

siendo (i) (Buco — B) ~ N(0,02(X'X)™)

El vector de variables aleatorias vT(3yrco — 3) converge en distribucién a un vector de v.a
que se distribuye normal de media cero y matriz de varianzas y covarianzas ¢2Q~'. Luego
si el tamafio muestral es suficientemente grande podemos considerar esta distribucion
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asintética como una buena aproximacién a la distribucién exacta de ﬁ(BMCO — [3) para
ese tamano muestral T. Demostracién de (iii):
Bajo los supuestos (1), (2), (3) y (4):

VT (Brco — 8) -5 N(0,02Q7Y)
BMCO =06+ (X/X)le/u

Thuco - - (k) (31

Aplicando el Teorema de Mann y Wald y considerando X matriz de regresores fijos, tenemos
que:

(\}Txu> L N(0,02Q)

es decir, converge en distribucién a un vector de v.a. Z que se distribuye N(0,02Q) donde
Q = limp_ ., (%X’X).
Dado que:

’ 1 / 71_ -1 1 ! - -1
jlgI;O(TXX> =Q <:><TXX) = @

1
X'y % N(0,0%Q)

VT

Aplicando el Teorema de Cramer tenemos que la sucesion de vectores de variables aleato-

@X’X)l <\/1TXIU> 4 Q'z

donde Z ~ N(0,0%Q), luego Q' Z ~ N(0,02Q") ya que:

rias:

BQ™'2) = Q' E(Z) =0

V(Q'Z)=E(Q'2)(Q'2))=Q ' E(z2)Q7! =

= Q(*QQ ' =0’QQQ T = *Q!

luego podemos demostrar también que:
| — ! 1 / d 2,1

(TXX> (\/TXu>—>N(O,JQ )

y dado que:
A 1 / ! 1 /

VT (Bruco — B) = (TX X) (ﬁX U)

entonces

VT(Buco — B) ~- N(0,06°Q™Y)

Este resultado nos va a permitir hacer inferencia sobre § basandonos en esta distribucién
asintética de T (B vco — ) cuando no conozcamos la distribucién exacta para un tamano
de muestra dado (del que nosotros disponemos) y que serd una aproximacién mejor cuanto
mayor sea el tamano muestral.
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e RESULTADO 6:

V(63,00 — 0%) —5 N(O, g — o)

donde 4 es el cuarto momento finito de u. Si u es normal juy — 0* = 20* de donde si u es
normal

V(6% yico — 0%) 5 N(0,20%)
Demostracion:

6%,MCO T k 2
T( - )NX(T—k)

(T — k)&QT’O_AéCO L N((T = k),2(T — K))

. . 2 Tk A _
trabajamos con la transformacién ﬁTa k52 donde TUQk es una constante.

o2 T—k 9 d o? ot
—_— 574 — N T—-k),2(T-k)——
T—k o2 ° 75T =R 20 =R

. d 204
ormco — N <02> T—k)
T~ k(6% p1c0 — 0°) ~% N(0,20%)

en el limite, si T' — oo VT ~ /T — k por tanto

) 4
VT (67 00 —0°) == N(0,20%) <= 6% yco~N (UQ, ;)

1.9. Contraste de hipotesis

Contraste de hipétesis de la forma Hy : RG = r en el modelo de regresién lineal Y = X3 4+ u
bajo los supuestos: E(u) = 0; E(uu') = oI, limr_o (%X’X) = (Q finita, simétrica, definida
positiva y no singular, pero no especificamos la funcién de distribucién de u (en particular no
suponemos normalidad).

e Caso 1: Una restriccién lineal

e R es una matriz de constantes conocidas (g x k).

e 7 es un vector de constantes conocidas (g x 1).

Un caso particular de Hy : RG = r es Hy : 5; = 0. Si no suponemos normalidad, no
conocemos la distribucién exacta. Bajo la hipdétesis nula el estadistico:

RfByico —
6VRIX'X) R

en general no se distribuird como una t-Student, pero vamos a demostrar que la sucesion
de este estadistico cuando el tamano muestral tiende a infinito converge en distribucién a
una v.a. con distribucién N (0, 1).

Ll VRY
5 RX'X) 1R
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Luego para un tamano de muestra T dado si éste es suficientemente grande podemos
aproximar la distribucién exacta de este estadistico por la distribucién asintética N(0,1).

Por tanto, para un nivel de significacién elegido «, no aceptaremos la hipétesis nula Hy :
R = r si el valor obtenido dada nuestra muestra de este estadistico es mayor que el valor
critico mirando a las tablas de N(0,1). Para Hy : 5; = 0 el estadistico de contraste seria:

_ Bimco

le -
04/ Q44

donde a;; es el elemento i-ésimo de la matriz (X’ X)~! es decir &B_
1
Demostracién:

VT(Buco — B) - N(0,0°Q7Y)

como R es un vector de constantes de dimensién fija:
VI(RBuco — RB) < N(0,0°RQ™'R')

donde RQ~ 'R’ es un escalar. Dado que, R es un vector de constantes que no depende de
T

1 -1 oo
R(TX’X> R =% RQ7'R

Bajo estos supuestos 6]2\400 es un estimador consistente de o2, asf: 6]2\400 L, 52, Por las
propiedades del operador plim:

1 -1
6200R (TX’X> R 2 62RQ7'R

y por el teorema de Slustky:

1 -1
\/&%JCOR(TX’X> R 5 \/o2RQ™'R/

y dado que bajo Hy: RG =r \/T(BMCO —0) Az~ N(0,0%2Q~1) aplicando el teorema
de Cramer

1 . 1
VT (RBuyco —1) - =2
ool (FX'X) R @

donde 1Z se distribuye N(0,1), dado que a es una constante y Z ~ N(0,a?)

EEZ:lEZ:()
(32) - ;B

<

N

2|
N

N———
I

1 1 1
E (GQZZ’> = ;E(ZZ’) = a2¥(RQ_1R’)
— 2; —1p

—GJZ(RQAR/)(RQ R)=1

luego el estadistico:
VTéycoyR(XTX) IR ’

bajo Hy: RG =r.
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Por tanto si no especificamos la distribucién de u, en particular no especificamos que sea
normal, no conocemos la distribucion exacta de este estadistico para un tamano de muestra
dado, pero si la muestra es suficientemente grande podemos aproximarla por una N (0, 1).

Para un nivel de significacién « elegiremos el valor critico con el que comparar el valor
obtenido del estadistico, mirando las tablas de la normal N(0,1). Por ejemplo, a un nivel
a=5% a=0,05) §=0,025contraste a dos colas ®(1,96) =1 — 0,025 = 0,975.

No aceptamos H( al nivel de significacién del 5% si el valor absoluto del estadistico obte-
nido con la muestra utilizada es mayor que el valor critico 1.96.

e Caso 2: En general, q restricciones lineales. R es una matriz de constantes conocidas
(¢ X k). 7 es un vector de constantes conocidas (¢ x 1). Si no suponemos normalidad de u,
el estadistico bajo la Hy : RG = r es:

(RBuco — r)[R(X'X) 'R (RBuco —1)/q
6-12\400

F, =

no tiene porqué distribuirse como una F de Snedecor con (q,T — k) grados de libertad, ni
tampoco sabemos como se distribuye para un tamano de muestra dado T.

(RBuco — ) [R(X'X)" 'R (RBymco —7)/a4 4 -
F3rco Y@

~ ! 7 . . . A~
donde 62 = 7% es un estimador consistente de 0?2, es decir J%/ICO 2, o2, luego puedo

considerar, bajo estos supuestos

A~

A2 _a'a ) o U
oMco = T o oMV = T

>

Demostracion: Bajo Hy : R3 = r:
VT(RBymco — ) % N(0,0*(RQ™'R))

donde RQ 'R’ es una matriz (¢ x q). Por el teorema de Cramer:

~ 71 _1 A
VT(Rfymco =) [0’23 <;X'X) R'} (RBuco —1) X3,

. A~ 7l . .
sio? = 77 es un estimador consistente de o2 por el Teorema de Cramer:

-1

A N 1 -1 R
VI(Rpuco =)' |6hcoR (TX/X> R/] (RBarco — 1) - X{o)

o lo que es igual

(Rbyco =Y [R <%X,X)71 R/} B (RByco — 1)

~2
OMmco

a)
Por lo tanto si el tamano de muestra es suficientemente grande podemos utilizar este
estadistico y aproximar su distribucién por la distribucién asintética X%q)-

No aceptaremos la hipotesis nula si el valor del estadistico obtenido para la muestra utili-
zada es mayor que un valor critico, elegido un valor de significacién «; mirando a las tablas
de X%q), este valor critico Z sera aquel que.

Pr{Z<Z}=1—a  donde wa%q)
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Tema 2

Generalizacion del Modelo de
Regresion Lineal

2.1. Modelo de regresion con perturbaciones no esféricas

En el modelo de regresién lineal general
Y =XB+u (2.1)
donde X es no estocastica y sobre las perturbaciones suponemos:

a) Homocedasticidad: var(u;) = o2, V t.

b) No autocorrelacion: cov(ug, us) =0, V ¢ # s.

lo que se conoce como perturbaciones esféricas, podemos escribir la matriz de varianzas y cova-
rianzas de la perturbacién como:

a2 0 0

0 o2 0
BEu) = o?I = .

0 0 o?

En este tema relajamos estos supuestos permitiendo que exista heterocedasticidad:
_ 2
var(uy) = oj

y/o autocorrelacion:
cov(ug,ug) #0, Vit#s

Para el propdsito de estimacién distinguir entre heterocedasticidad y/o autocorrelacién no es
necesario ya que en ambos casos el modelo se estima de la misma manera por ello en este
tema presentaremos el estimador Minimo Cuadratico Generalizado y sus propiedades, comunes
a ambos casos. En los dos temas siguientes veremos los problemas de heterocedasticidad y
autocorrelacion por separado particularizando en cada uno de ellos.

En general permitimos que las perturbaciones tengan una matriz de varianzas y covarianzas no
escalar:
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2
o7 o2 -+ oI
2
, 021 05 -++ 09T
Euu')=% =
2
or1 or2 -+ O
wil Wiz Wi
w21 W22 - WorT
=c’Q) =o2
wr1 wr2 - WPT
donde
var(u)) = o2 =cwy, t=1,...,T
2
cov(ug, us) = O =0g = O W, tF#S

vamos a empezar viendo ejemplos en los que la hipdtesis de perturbaciones esféricas no se cumple:

e Ejemplo 1: Supongamos una muestra de observaciones relativas a gastos de consumo fa-
miliares, C;, y renta disponible, R;, de un colectivo de N familias. La perturbacién mide la
diferencia entre el consumo de una familia y el consumo medio de todas las familias que poseen
la misma renta, u; = C; — E(C;/R;), y o mide la dispersién de estas observaciones. En familias
con rentas bajas, las posibilidades de consumo estan restringidas por la renta. Sin embargo, a
medida que aumenta la renta se amplian las posibilidades y podrdan decidir cuanto consumir y
cuanto ahorrar. Asi, podemos encontrarnos con familias de rentas altas ahorrativas, con bajo
consumo, y otras con alto consumo y poco ahorro. En este caso hay una gran dispersién y o2
serd grande mientras que para las rentas bajas o2 serd pequeiia. En este supuesto la varianza
de la perturbacién cambia segin la renta de las familias, existe heterocedasticidad y podemos
escribirla:

E(u?) =0? seccién cruzada

E(u?) = ¢} serie temporal

La matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacion seria:

o 0 0

0 o3 0
Ew/)= Y= _

0 0 - o%

donde suponemos E(u;) =0Vi, E(u?) =02, E(uu;)=0 Vi,j i#j

e Ejemplo 2: Supongamos que investigamos la relaciéon entre la tasa de inflacién, m, y el
incremento en el nivel de salarios, Wi, para un conjunto de anos T'. La indiciacion salarial nos
indica que el nivel de salarios fijado para el periodo ¢t dependera del nivel de inflaciéon del periodo
anterior. Asi, lo que ocurre en un periodo actual depende de lo ocurrido en el periodo pasado
y serd dificil mantener E(usus) =0 Vi, s t# s. Ocurrird lo contrario, que las perturbaciones

estdn correladas, asi:
E(uus) #0 Vt,s t#s
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En este caso, y suponiendo que la varianza es constante, escribimos la matriz de varianzas y
covarianzas de la perturbacién como:

o° o012 - OIT
2
, o1 0% - 02T
Ew/')=% = }
2
or1 0r2 O

e Ejemplo 3: Supongamos que queremos estimar la demanda de automéviles ¥ como una
funcién de la renta X, utilizando datos microeconémicos sobre gastos de las familias en dos
nucleos geograficos distintos, ntcleo urbano y ntcleo rural. La funcién de demanda para las
familias del nicleo urbano es:

Yi=oa1+ 61X +u u; ~ N(0,011n,)
La funciéon de demanda para las familias del ntucleo rural es:
)/j:a2+,62Xj+Uj u]‘NN(O,O'%INQ)

Supongamos que la propensiéon marginal a consumir de ambos nicleos es la misma, 31 = §2 en
este caso deberiamos estimar la funcién de demanda en el siguiente modelo conjunto:

. a
Vol _ im0 X || 2,
Yj 0 in, Xj 8

Uy

J

]@Y:Xﬁ%—u

y la matriz de varianzas y covarianzas del sistema de ecuaciones a estimar es:

o?ly 0
B(uu’) = [ 10 1 031N, =
2

donde al ser 0% # o2 es heterocedéstica. Ademas estamos suponiendo que u; y u;j son indepen-
dientes, pero también podemos suponer que son dependientes.

2.2. Propiedades del estimador MCO
Sea el MRLG, Y = X[ + u, donde se mantienen las hipétesis basicas salvo que:
E(uu') = ¥ = 0%, donde Q # I (2.2)

Propiedades de Byco = (X' X)1X'Y:

a) Lineal: dado que X es no estocdstica el estimador MCO es lineal en u.

Buco = B+ (X'X) ' X'u
b) Insesgado: dado que X es no estocéstica y F(u) = 0 el estimador MCO es insesgado.
B(Buco) = B+ E[(X'X) 7 X"u] = §+ (X'X) "' X"B(u) =
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)

Matriz de varianzas y covarianzas:

V(Buco) = ElB~B)(B -5

E[(X' X)X uu' X (X' X) ™
(X' X) ' X'BE(ud) X (X' X)7!
(X'X)"IX'2X(X'X)™!

= SAX'X)IXox(x'x)!

tal que
AX'X)TIX'OX (X' X)L £ 02X X))

El estimador MCO no es el estimador con varianza minima entre los estimadores lineales
e insesgados.

Distribucién en muestras finitas:
Si las perturbaciones tienen una distribucién normal u ~ N (0, X)

Buco ~ N(B, (X'X) ' X'EX(X'X)™)
Si las perturbaciones tienen una distribucién normal u ~ N (0, 02Q)

Buco ~ N(B, o*(X'X) ' X'QX(X'X)™)

Consistente. Vamos a demostrar la consistencia del estimador por las condiciones suficien-
tes:

Sean
. X'X _ . . f .
lim = (@ finita, semidefinida positiva y no singular
T—oo T
X'QX
Th'm = Z finita, semidefinida positiva y no singular
—00
Entonces:
lim E(Buco) = B
T—o0
) X Lo (XX XX (X' X\ 7!
din Vioeo) = gim % (57) (F7) (57 ) =

y asi, por las condiciones suficientes de consistencia:

plimByco = A3

Resumiendo, el estimador de MCO bajo perturbaciones no esféricas es lineal en la perturbacion,
insesgado y consistente pero no es de varianza minima.
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2.2.1. Estimador de o2 e inferencia

N

2= % es sesgado:

En este caso el estimador de o2, &

_ B(ad)  o?tr(MQ)
T-K T-K

E(6%) # o2

Este estimador sesgado no es valido para hacer inferencia.

Consecuencias para la inferencia: Los estadisticos t y F habituales ahora no tienen las distribu-
ciones t-student y F-Snedecor habituales por lo tanto la inferencia en base a estos estadisticos
no es valida.

Por todo ello parece mas adecuado buscar un nuevo estimador que tuviera una matriz de varian-
zas y covarianzas menor que o2(X’'X) ' X’QX(X’X)~!. En particular podemos encontrar un
estimador que en circunstancias donde E(uu') = 0?Q (bien heterocedasticidad, bien autocorre-
lacién, bien ambos) sea lineal, insesgado, de varianza minima y consistente. Este estimador es
el de Minimos Cuadrados Generalizados, y a su vez permitiria proponer un estimador insesgado
para o y realizar inferencia valida.

2.3. Método de Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Supongamos que en el MRLG Y = X3+ u conocemos E(uu') = ¥ = 0%€2. Si lo que queremos
es estimar los coeficientes 3 desconocidos de forma que el estimador sea eficiente, una manera
sensata de proceder es transformar el modelo (2.1) en otro con perturbaciones esféricas, de forma
que podamos proceder como lo haciamos hasta ahora.

e Resultado 1: Dado que ¥ = o2 es simétrica y semidefinida positiva, existe una matriz no
singular P tal que Q = PP’.

La inversa de la matriz P se utiliza como matriz de transformacion del modelo original dado
que

Q = PP
Q! = (PPtr) ! = (Ptr)tP!
PIQ(Ptr)™t = PlPP/(P)t =1
Premultiplicando el modelo (2.1) por P~! obtenemos el siguiente modelo transformado:

Py =p'Xxp+P

——— ——— ——

Y. X, Us
Y. = X0 + ux (2.3)

Este modelo transformado tiene perturbaciones esféricas, u.:

E(u.) = EP'u)=P'Eu)=0
E(u.ul) = E(P luutr(P~Y)tr) = P E(uutr)(P~1)tr =
o?PIQP Yr = o2 P~ PPtr(Ptr) ! = 0?1
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Por lo tanto en el modelo transformado se cumplen las hipdtesis bésicas, y el estimador MCO
tendra las propiedades habituales de linealidad, insesgadez y varianza minima.
X)X, = (2.4)
((Ptr) T PTIX)TIX (Ptr) T P Y =
X0 ' x) ' x'aly =
X' X)X SY = Buce

Brco

(X,
(X
(
(

Si 2 (o ¥ ) es conocida el estimador es inmediatamente calculable. En resumen, tenemos dos
alternativas para estimar los coeficientes de un modelo por MCG:
e Aplicar el estimador MCG (ecuacioén (2.5) o (2.6)) al modelo original.

e Aplicar el estimador MCO al modelo transformado (ecuacién (2.4)).

2.3.1. Propiedades de los estimadores MCG

Las propiedades del estimador MCG podemos demostrarlas alternativamente en el modelo trans-
formado utilizando la expresién (2.4) o en el modelo original utilizando (2.5) o (2.6).

a) Lineal en la perturbacién v dado que X es no estocéstica:
Buco = (X Q7' X) X0y =g+ (X' QX)X 0

b) Insesgado: Dado que X es no estocdstica, 2 es conocida y E(u) = 0 el estimador MCG
es insesgado:

E(Byco) = B+E(XQ'X)'X'Q 1y =
= B+ (X' X)X Q' EwW) =4

c) Matriz de varianzas y covarianzas:

V(Buco) = El(B—B) (B~ 0)]

E(X' QX)X 0l 0 X (X' Q7T X) 7Y
(X' 0 X) ' X' Q' E(uw)Q T X (X Q7 X)) !
AX o' xX) X' oo i x(x'0 X)) !

= XXy =X x)!

El Teorema de Gauss-Markov aplicado en el modelo transformado, garantiza que el
estimador MCO es el estimador con varianza minima entre los estimadores lineales e
insesgados. Del mismo modo, por el Teorema de Aitken aplicado al modelo original,
garantiza que el estimador MCG es el estimador con varianza minima entre los estimadores
lineales e insesgados.

d) Distribucién en muestras finitas: Bajo el supuesto de normalidad de las perturbacio-
nes, u ~ N (0, 02Q), tenemos que

Buco ~ N(B, (X' Q7' X))
Siu~ N(0, ), tenemos que

Buco ~ N(B, (X'£71x)71)
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e) Consistencia:

Sea plimw = G finita, semidefinida positiva y no singular

Por las condiciones suficientes de consistencia: plimGy;cg = G, con lo que el estimador es
consistente.

Jim E(Buce) = 5

i Var(Bycg) = lim —

e Si buscamos las propiedades en el modelo transformado tenemos:

a) Linealidad en u,, dado que X, es no estocastica el estimador es lineal en wu,:
=0+ (XX) T (Xu)

b) Insesgado: Dado que X, es no estocastica y E(u,) = 0 el estimador es insesgado:

EB) = B+ B[(X.X.) 'Xlu,] =
= B+ (X.X) ' X[E(u) =8

¢) Matriz de varianzas y covarianzas:

V(B) = ElB-5)5-0)]
= Bl(X|X.) 'Xluau, X.(X[ X)) =
= (X;X*)_IXLE(U*UQ)X*(X;X*)_l:
= o2(X!x,)™t
= (X Q'x) ' =(X'v1x)!

El Teorema de Gauss-Markov aplicado en el modelo transformado, garantiza que el
estimador MCO es el estimador con varianza minima entre los estimadores lineales e
insesgados.

d) Bajo el supuesto de normalidad de las perturbaciones, u, ~ N (0, o2I), tenemos que
B~ N(B, o*(X, X))

e) Consistente: Sea plimX*TX* = @+ = G finita, semidefinida positiva y no singular por las

condiciones suficientes de consistencia: plimGy;cq = 0.

Jim E(Buce) = 5

, ~ , o? X»CX* -1 1
Jim Vertuce) = i T (S5) =0x67 =0
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2.3.2. Distribucién Asintotica

Dado que B . .

plimByce = B = Pruce — B = (Bucc —B) =0
el estimador tiene una distribucién degenerada en el limite, por lo que buscamos la distribucién
asintética para \/T(ﬂMCG — () tal que :

-1
. X'01X\ X0ty
VE(Brce - B) =
(Buca —B) T T
En el modelo original el teorema de Mann-Wald no se puede aplicar por lo que demostrar la
consistencia es un poco méas costoso que si lo hacemos en el modelo transformado. En el modelo

transformado las perturbaciones son esféricas y X, es no estocdstica por lo que podemos aplicar
Mann-Wald:

i) Sea u, ~ iid(0,021)
ii) Sea E(X,us) = X.E(usx) =0

X! X,

iii) Sea plim ( ) = Q. =G finita y no singular

Entonces se cumplen los dos resultados siguientes:
. Xlus\
1. plim (T) =0

Xlu. d
2. \/; %5 N(0, 02G)

por lo que de Mann-Wald, y utilizando el teorema de Cramer, tenemos

R X' X\ L X, X/ X\t X/ X\t
ﬁ(ﬂMco—ﬂ)Z( - > U d N<0,02plim< *T ) Gplim( *T )

T vT

4, N, 2GTr GG

4, N(0, 622G

por lo que

X’QlX> T xaty
T

VT (Brce — B) = (
2.3.3. Estimador de o2

Si E(uu') = 0% en general o2 serd desconocida y habremos de estimarla. Al igual que los
coeficientes del modelo podremos estimarla en el modelo original o en el transformado.

e En el modelo transformado, un estimador insesgado y consistente seria:

ikﬁ* (Kk - X*BMC’G’)/(Y* - X*BMC’G) _ }/*/Y; - B?\/[CGXLY;

0]
T-K T-K T-K
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e En el modelo original un estimador insesgado y consistente de o2 bajo el supuesto de que
Q) es conocida seria:

52 _ Uniee oG _
MCO T_K
(Y — XBumce)Q Y — XBuca)  Y'Q Y - BhoaX' Q7Y
T-K B T-K

e Funcién objetivo: Notar que para el estimador de MCG la funcién objetivo en un marco
donde Y = XB+u FE(u)=0 FE(u)=0?Q X fija serfa:

Mingt/Q ' = Ming (Y — XByca) Q@ (Y — X Buce)
= MingY'Q7Y — 28,66 X' Q7Y + BhyoaX' Q7 X Brca

w14
0Bmca
las ecuaciones normales son:

|=0; —2X'Q7y + 2X/Q_1XBMCG =0

(X'Q 1 X)Brcq = X'Q7LY
de donde }
f=(X'Q'x)'x'aly
y podemos estimar la varianza de la perturbaciéon como:

Q7 'a Y'QY - B X' Q7Y

~
52 U —
MCG = 1 K T-K

2.4. Meétodo de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles (MCGF)

Hasta ahora hemos supuesto que conociamos E(uu') = ¥ = 022 6 al menos €. El estimador de
MCG en este caso es lineal, insesgado y de varianza minima. Pero en la préctica la mayoria de
las veces €2 0 X son desconocidas. En este caso el estimador MCG no es directamente calculable.
La solucién habitual es sustituir © (o ¥) por una estimacién suya en la expresién del estimador
de MCG dando lugar al estimador MCGF:

Bucar = (X'Q71X)7'Xx'Q7ly
= (X'SX) 7' XSy (2.7)

2.4.1. Propiedades del estimador de MCGF

Bajo el supuesto de que las varianzas de las perturbaciones se han modelado correctamente,
tenemos las siguientes propiedades:

Propiedades en muestras finitas:

a) Byocr no es lineal en u.
Bucar = B+ (X'Q71X)"HX'Q )

donde u y € son variables aleatorias y por tanto Ga;cgr es una combinacion no lineal de
variables aleatorias.

33



SARRIKO-ON 4/08

b) En general BMCGF es sesgado:

E(Buccr) = B+ E[(X'Q71X)"H(X'Q )]

para determinar E[(X’Q1X)~1(X’Q1u)] necesitamos conocer la distribucién conjunta
de las variables aleatorias en €2 y en wu.

En general: E[-] #0 y por tanto E(Bucar) # B.

¢) Matriz de varianzas y covarianzas de Byogr:

V(Bucar) = ElBucer — E(Bucar)Bucer — E(Bucar))

expresion dificil de obtener.

Propiedades asintéticas: Dado que generalmente no podemos decir nada de las propiedades
en muestras finitas buscaremos propiedades en muestras grandes:

a) Consistencia. Necesitamos que:
plimBycar = plimByoe =

Tenemos que demostrar que plim[BMCGF - BMcg] =0

Dado que:
. 1~ -1 1~
plimBycar = [+ plim (TX’Q_IX) plim (TX/Q_1U>
3 1 1) 1 1
plimByce = [+ plim <TX'Q_ X) plim (TX'Q_ u>
entonces

plim[Byrcar — Buce] =
. 1 10-1 - . 1 0—1 . 1 ro—1 - . 1 ro—1
plim TXQ X plim TXQ u | — plim TXQ X plim TXQ U
Sumamos y restamos la expresion:
1A - 1
plim <TX’QlX) plim <TX’QIU)
de forma que:

plim[Bycar — Buce] =

—1 -1
1~ 1~ 1~ 1
= plim (TX’Q—1X> (TX’Q—1u> — plim (TX’Q—lx) plim (TX’Q—1u>
1~ 11 1 -t 1
+plim <TX’QIX> <TX’QIU> — plim <TX’91X> plim (TX’Qlu> =
1~ -t 1~ 1
= plim (TX’Q_1X> [plim (TX’Q_lu) — plim (TX’Q_lu)]

1 1~ -t 1 -1
+plim <TX’Qlu> lplim (TX’le) — plim <TX’91X> ]

plimBycar = plimByca = 6

Para que:

es suficiente (no necesario) que:
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1) plim (%X'ﬁ’lu) = plim (£ X'Q ')

) plim (%X’ﬁ*lx)_l = plim (L x'Q-1X) "

Las condiciones suficientes de consistencia podemos encontrarlas como:
i. plim ($X'Q7'u) =0
i, plim (2X'Q71X)" =g
iil. plimQ = Q

b) Distribucién asintética. Para obtener la distribucién asintética de BMCG r debemos hacer uso de
algunas propiedades asintéticas. Sabemos que:

Xr 2 X = Xp -5 X
por tanto si: ) )
VT (Bucer — B) = VT (Buce — B)
entonces: ~ ; }
VT (Buycer — B) = VT (Buce — B)

y en consecuencia ambos estimadores tendrian idéntica distribucion asintéticas:

VT (Brcar — B) — N(0, 62G1)

2.4.2. Estimador de o2

Si especificamos la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién E(uu') = 0?Q, con 02 y
Q desconocidas, estimamos o2 de forma habitual pero teniendo en cuenta que las perturbaciones
no son esféricas:

~ A—1~
52 _ Uproar$ UMoGE
MCGF T_K

Si Q es un estimador consistente de Q:

plim (;a’(ﬁ—l — Q—l)a> =0

Y 63;0cr €s un estimador consistente de o?:

~2 (Y = XBucer) QY — XBucer) YO = Bloqp X' Q7Y

2.5. Contrastes de restricciones lineales

Vamos a ver cémo realizar contrastes de restricciones lineales sobre el vector 5 en el MRLG con
perturbaciones no esféricas pero normales.

Sean las hipétesis nula y alternativa para el contraste de ¢ restricciones lineales:
H() : Rﬁ =T
H, : RB#r
donde R es una matriz (¢x K) y r es un vector de dimensién ¢, siendo ¢ el nimero de restricciones

lineales a contrastar. Podemos optar por realizar los contrastes en el modelo transformado para
lo cual podemos aplicar el estadistico de diferencias en las sumas de cuadrados.
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Suponiendo E(uu') = 02Q Q conocida 'y o? desconocida  tendrfamos:

P (RBucc — 1) [R(X, X)) 'R (RBuce —)/q 1y F
- 52 ~ (¢, T-K)

o equivalentemente

(SCR, — SCR)/q H,
~ Flq.r-K)
SCR/T — K ’
que implicaria estimar dos modelos el restringido y el no restringido bajo la hipdtesis de contraste
correspondiente. La regla de decision es la habitual.

Si optamos por trabajar en el modelo original podemos distinguir los siguientes casos:

>, ¥ conocida.

" =02Q, Qv o2 conocidas.

¥, ¥ desconocida.

/

) E(uu) =
) E(uv) =
c¢) E(uu') = o%Q, Q conocida pero o2 desconocida.
) E(uu’) =
) E(uu)

=020, Q y o2 desconocidas.

y aplicar el estadistico general o el correspondiente estadistico de diferencias en las sumas de
cuadrados.

Caso 1: E(uu’) = X, ¥ conocida.
SeaY = XfB+4+u con FE(uu')=3, Y conocida. En este caso estimamos por MCG

Buce = (X'271X) " 1x'sy

y si las perturbaciones tienen una distribucién Normal tenemos,

Buca ~ N(B, (X'S71Xx)™

de donde 3
RpBuce ~ N(RB, RIX'ST'X)7'R)) (2.8)

con lo que si la hipétesis nula es cierta
~ Ho Iv—1 —1
Rfyce ~ N(r, RX'ETX)7R)
y con lo que el estadistico de contraste y su distribucion bajo Hg son:
_ ) / Iv—1 —1 pn-—1 2 Hy 2
F = (RBuce —r)[RIX'ETX) "R (RBuca — 1) ~ X

2

(q) o Para un nivel

donde ¢ es el nimero de restricciones. Rechazamos la hipétesis nula si F' > x
de significacién a.
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Si g = 1 el estadistico anterior se puede escribir como:

_ RfByvice —
VRX'SIX) IR

% N(0,1)

por ejemplo si Hg : 3; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exégenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

_ Bimca 5 N(0.1)
des(Bimca) ’

Caso 2: E(uu’) = 029, Q y o2 conocidas.
SeaY = XB3+u con E(uu')=02Q, Qy o? conocidas. En este caso estimamos por MCG
Bueoe = (X'Q7 1) 1x'Q 7y
y si las perturbaciones tienen una distribuciéon Normal tenemos,
B~ N, o*(X'Q71X)
con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:
> 1 =1 pr— > H
(RBuce — ) [0*RX'QX) 'R (RByca — 1) ~ xi

Rechazaremos la hipétesis nula si F' > X%q) ., para un nivel de significacién a.

Si g =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

. RByce —
o /RX'Q X)) R

0 N(0,1)

por ejemplo si Hy : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

_ Bi,MCG’ %’N(O 1)
des(Binca) ’

Caso 3: E(uu’) = 029, Q conocida y 2 desconocida.

SeaY = Xf+u con FE(uu') = c%Q, Q conocida y o2 desconocida. En este caso estimamos
por MCG 3
Buce = (X'Q X)) Ix'0y

y si las perturbaciones tienen una distribuciéon Normal tenemos,
B~ N, o*(X'Q71X)
con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:

(RBuce — ) [R(X'Q ' X) 'R (RBuce — 1)/q Hy

F = —
Spmca

Flqr-K)
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Rechazaremos la hipétesis nula si F' > F(, 7_k)o para un nivel de significacién a.
Si ¢ =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

RBycg —

t=
5MCG\/R(X’Q_1X)_1R’

H,
~ tr-K)

por ejemplo si Hy : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

_ Bimca %t(T o
des(Bimca)

Rechazaremos la hipotesis nula si ¢ > t(7_ g g para un nivel de significacién a.

Caso 4: E(uu’) = X, ¥ desconocida.
SeaY =XfB+u con FE(uu')=23, Y desconocida. En este caso estimamos por MCGF
BMCGF = (X/i_lX)_lei_IY

El estimador de MCGF es no lineal, en general es sesgado y consistente si > es consistente,
ademas es eficiente asintéticamente y con distribucién asintdtica conocida. Por tanto podemos
hacer inferencia asintdtica con este estimador:

VT (Bucar - B) % N0, G

VT(R3ycar — RB) % N(0, RG™'R')
con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:

~ a— _ _ ~ d,H
F = (RBucar — ) [RX'ST'X) 'R (RBucar — 1) == &

2

donde ¢ es el nimero de restricciones. Rechazamos la hipétesis nula si F' > X{(q) a

de significacién a.

para un nivel

Si g = 1 el estadistico anterior se puede escribir como:

RBvcar — T d,Hy
-

t pu—
VR(X'S1X) 1R

N(0,1)

por ejemplo si Hg : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

_ _ Bimcer L1 (0, 1)
des(Bi mcar)

Caso 5: E(uu') = 02Q, Q y o2 desconocidas.
SeaY = Xf+u con E(uu')=02Q, Qy o? desconocidas. En este caso estimamos por MCGF

Brcer = (X'Q1 X)) 1X'Q7 Y
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El estimador de MCGF es no lineal, en general es sesgado y consistente si ¥ es consistente,
ademas es eficiente asintéticamente y con distribucién asintdtica conocida. Por tanto podemos
hacer inferencia asintdtica con este estimador:

VT(Bucar — B) % N0, G

VT(RBycoar — RB) % N(0, RG™'R')
con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:

- N PN d,H,
F = (RBucar — 1) [630arRX' QT X) 'R (RBycar — ) == X2

donde ¢ es el nimero de restricciones. Rechazamos la hipétesis nula si F' > X%q) ., para un nivel
de significacién .

Si ¢ =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

RS —
. Bucar —r LH9 (0, 1)

5MCGF\/R(X/Q_1X)_1R/

por ejemplo si Hy : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

__bumcar  dHy g
des(Bimcar)

2.6. Ejemplo: Sistemas de Ecuaciones

En ocasiones necesitamos estimar un sistema de ecuaciones. Nosotros vamos a ver diferentes po-
sibilidades de estimacién de un sistema como ilustracion del tema de perturbaciones no esféricas
y a la vez, mostraremos como realizar el contraste de cambio estructural o de Chow.

Supongamos que queremos estimar la demanda de automéviles Y como una funcién de la renta
X, utilizando datos microeconémicos sobre gastos de las familias en dos ntcleos geograficos
distintos, nticleo urbano y ntcleo rural.

La funciéon de demanda para las familias del ntcleo urbano es:
Yii=a1 +01 Xy +u; < Yi=X161+wu siendo Uy ~ N(O,O’%INI)
La funciéon de demanda para las familias del ntcleo rural es:

Yo; = ao +boXo; +u9; <<= Yo = X506, +us siendo ug ~ N (0, O'%INz)
Podemos escribir el siguiente sistema de ecuaciones:

i|_| X1 O B

Y2 0 X B2

Y = X 6+ U
((N1 + NQ) X 1) ((N1 +N2) X 4) (4 X 1) ((Nl + N2) X 1)

_l’_

ul] — Y=XB+u (2.9)
Uy

39



SARRIKO-ON 4/08

Sobre X suponemos que es no estocastica y

E(ul) 0
T :[Ew]:[o]

((N1+ N2) x 1)

B(ud) _ [ g(ulué) g(ulué) ]
((N1 + N2) x (N1 4+ N2))

Notar:

e En el sistema de ecuaciones anterior no hay relacién entre los coeficientes de las dos ecua-
ciones.

e En cuanto a la estructura de E(uu') podemos distinguir tres situaciones

a) E(uiu}) = o2y, E(uguh) = 031y, con 0? = o5 es decir homocedasticidad entre

ecuaciones y F(ujuy) = E(ugu}) = 0 lo que implica que no hay relacién entre las
perturbaciones de las dos ecuaciones.

b) E(uiuy) = o3ln,, E(uguh) = 03Iy, con 02 # o3 es decir heterocedasticidad entre
ecuaciones y E(ujub) = E(uguy) = 0.

¢) Ecuaciones aparentemente no relacionadas E(ujuy) = E(ugu}) # 0.

Notar que dado que X es no estocastica el método més adecuado para estimar un modelo
Y = X3+ u depende de la estructura de E(uu').

2.6.1. Ecuaciones no relacionadas con varianza comun

Sean las ecuaciones:

Y1 = X161 +u1 N obs.
Yo = X989 +ug Ny obs.

En principio (1 y B2 son distintos, como nada relaciona a las dos ecuaciones podriamos pensar
que ganamos en eficiencia utilizando toda la informacién conjuntamente y por ello deberiamos

estimar conjuntamente el modelo. Dado que 03 = 03 y E(uju)) = E(ugu}) = 0 tenemos que

/ oIy, 0 oIy, 0 9
Bu) = l 0 031y, 1 - [ 0 o?In, 1 = I,
El modelo puede ser estimado por MCO y que sera lineal, insesgado y de varianza minima. Se
puede probar que dado que no hay informacién comin entre las ecuaciones, es decir dado que X
es diagonal por bloques, la estimacion del modelo conjunto por MCO es equivalente a estimar
cada ecuacién por separado por MCO. La estimacién conjunta no gana en eficiencia, por tanto
estimaremos por separado que es mas sencillo.

Ademis

Al A

9 W'l g + Uhtin

TT-K  T-K

donde N=N1+Ny v K=K +K>

es insesgado y consistente.
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e Contraste de cambio estructural o de Chow: Se llama contraste de cambio estructural al
contraste de que todos o algunos de los parametros que corresponden a las mismas variables en
las dos ecuaciones son iguales. Supongamos que queremos contrastar la igualdad de ordenadas
y pendientes o lo que es igual cambio estructural total:

Hy: ai=axy b =b — Hy: (=0
Hy: a1 #azy/oby # by Hy: B1# 52

Hay dos formas alternativas de realizar el contraste:

e Alternativa 1: Con el estadistico:

(RByco —r)' [RIX'X) 'R (RBuco —1)/q 1y

52 ]:((LT_K)
donde
ai
f10 -1 0o]|n 0 B B
Rﬁ_r‘[o 1 0 —1] as _[0] ¢=2 K=4
by
2 187 W)ty + Uhtio

Regla de decision:

e Si Fi. < F{47—K)a 10 rechazamos la Hp para un nivel de significacién a y concluimos
que no existe cambio estructural.

e Si F. > Fl47-K)a Techazamos la Hp para un nivel de significacién a y concluimos
que existe cambio estructural.

e Alternativa 2: Con el estadistico

(ﬂ;ﬂr - ﬁ/ﬂ)/q Hy
Nty ZWW/G Ho g 7 _ K
v T—k 7 (g, )

donde 4’4 es la SCR del modelo no restringido (2.9) tal que @'t = a4y + this;

4,4, es la SCR del modelo restringido siguiente

Yi | | Xy
Yo | | Xo
Dado que hemos supuesto que E(uu') = 0?In,+n, el modelo restringido se estima por

MCO y no podemos hacerlo equivalentemente a MCO ecuacién por ecuacién ya que su
matriz de regresores no es diagonal por bloques.

B+

U
U2

! ] (2.10)

2.6.2. Ecuaciones no relacionadas con varianzas distintas

Sean las ecuaciones:
Y1 = X161 +u1r N7 obs.

Yo = X989 +uo Ny obs.
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Dado que 0} # 03 y E(ujub) = E(ugu}) = 0 tenemos que

2
E(uu’>=[(”ff“ 2 ]ZE
2

Suponiendo ¢?,03 conocidas, el modelo debe ser estimado por MCG que coincide con MCO
ecuacién por ecuaciéon ya que X es diagonal por bloques, E(uu’) también lo es y hay homoce-
dasticidad dentro de cada ecuacién.

> el y -l el | (X1X)TIXY | B
Brce = (X'S7LX) 71X Y‘l(xgxg)%)@ =15
MCO
2/ v -1
5 - Iv—1y\—1 _ 01(X1X1) 0
Var(Byea) = (X' X) —[ 0 U%(XéX2)‘1

En este caso la estimacién del modelo conjunto por MCG no mejora la eficiencia con respecto a
estimar cada ecuacion por separado por MCO, por tanto estimaremos por separado que es mas
sencillo. Ademés el resultado es independiente de que conozcamos o no o3, o3.

e Contraste de cambio estructural o de Chow:

Hy: ar=axy b =by — Hy: [(1=p
Hy: a1 #azy/oby # by Hy: B1# 5

Hay dos formas alternativas de realizar el contraste:

e Alternativa 1: Con el estadistico:
~ _ _ —1 ~ H
(RBuce =) [ROXSTX) 'R (RBuce — 1) X,
donde

ay
[10 -1 o] n 0
Rﬂr‘[01 0—1] as l
bo

con la regla de decisién habitual.

e Alternativa 2: Si queremos utilizar el estadistico de diferencias en las sumas residuales de
cuadrados debemos estimar el modelo restringido (2.10) por MCG, dado la estructura de
E(uu'), y no podemos hacerlo equivalentemente a MCO ecuacién por ecuacién ya que su
matriz de regresores no es diagonal por bloques.

Si 02 y 03 son desconocidas tendremos que estimarlas. El estimador de los pardmetros en el
modelo conjunto serfa el de MCGF tal que:

Brcer = (X'STIX)TIX'STY

Estimar ¥ implica estimar 0% y 03; un estimador consistente de o7 i = 1,2 serfa:

~2 uijul N / AMCO' 51
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/\/ A
UgU2 N / AMCO' 51
2

Notar que en cada ecuacién por separado hay homocedasticidad y no autocorrelacién. En este
caso el contraste de cambio estructural podriamos hacerlo alternativamente por el estadistico de

62 =

diferencias en las sumas de cuadrados o con el estadistico:
3 S—1y\—1p/l 7 (pA d, H
(Rbvcer —r) [ROX'STX) IR (RBucar —r) “= X,

con la regla de decisién habitual.

2.6.3. Ecuaciones aparentemente no relacionadas

Si un conjunto de ecuaciones se relacionan tnicamente por los términos de perturbacién reciben
el nombre de Ecuaciones Aparentemente no Relacionadas. Sea el sistema de ecuaciones

Yi =Xi161+ur Nobs
Yo = X902 +us Nobs

Un supuesto sencillo acerca de la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas seria:

o BE(wu}) = o}ln FE(ugub) = 02y, homocedasticidad y no autocorrelacién dentro de
cada ecuacion.

o E(ujub) = E(ugu)) = 012N, correlaciéon contempordnea entre las perturbaciones de las
ecuaciones.

0'11] 0'12[
o12] o092l

E(uu') = [

En este caso necesariamente debemos estimar el modelo conjunto (2.9) por MCG si 02,03, 012
son conocidas. Si son desconocidas el modelo conjunto debe estimarse por MCGF. Podemos
encontrar estimadores consistentes de estos pardametros utilizando los residuos MCO de estimar
cada ecuacién por separado:

Al A

N UU1 R ~ ’
611 = }v ayin = Y{Y, — M9 X v
/\/ A~
~ UyU2 NN / AMCO' -1
G2 = Ugliy = Yo Yo — 35 XoYo
/\/ A
U1UQ

=Y — X1 Gy = Yo — X3

2.7. Contrastes de restricciones lineales

Vamos a ver cémo realizar contrastes de restricciones lineales sobre el vector 3 en el MRLG con
perturbaciones no esféricas.

Sean las hipdtesis nula y alternativa para el contraste de ¢ restricciones lineales:

H() : Rﬁ:r
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donde R es una matriz (¢x K) y r es un vector de dimension ¢, siendo ¢ el niimero de restricciones
lineales a contrastar.

Vamos a distinguir los siguientes casos:

a) E(uwu') =X, ¥ conocida.

b) E(uv') = 0%, Q y 0? conocidas.

c¢) E(uu') = 029, Q conocida pero 0% desconocida.
d) E(uu') =%, ¥ desconocida.

Caso 1: E(uu’) = X, ¥ conocida.

SeaY = XfB+4+u con FE(uu') =3, Y conocida. En este caso estimamos por MCG
Buce = (X' 1X)1x'sly

y si las perturbaciones tienen una distribucién Normal tenemos,

Buca ~ N(B, (X'S71Xx)7
de donde
RByce ~ N(RB, RIX'S'X)7'R)) (2.11)

con lo que si la hipétesis nula es cierta
~ Ho Iv—1 —1
RBuce ~ N(r, RRX'E7X)R)
y con lo que el estadistico de contraste y su distribuciéon bajo Hy son:

F = (RByca —r)[RX'ST'X) 'R (RBycg — 1) X

2

(q) o Para un nivel

donde ¢ es el nimero de restricciones. Rechazamos la hipétesis nula si F' > x
de significacién .

Si g =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

RBycg —

Hy
= ~Y N 0, 1
VRX'STX) TR .1

por ejemplo si Hg : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

_ Bimcc N (0.1)
des(Bi mca) ’

Caso 2: E(uu’) = 029, Q y 02 conocidas.

SeaY = XB3+u con E(uu')=02Q, Qy o? conocidas. En este caso estimamos por MCG
Buce = (X'Q1X)7x'07y
y si las perturbaciones tienen una distribucién Normal tenemos,
B~ N, o*(X'Q71X)T
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con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:
> 1 > H
(RBmce — ) [0*RX'Q' X) 'R (RBmca — 1) ~ )
Rechazaremos la hipotesis nula si F' > X%q) ., para un nivel de significacién .

Si ¢ =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

RByce —r

_ Hy
T o/RXOIX)R N 1)

por ejemplo si Hg : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

- Pimee oy )
des(Bimca)
Caso 3: E(uu’) = 029, Q conocida y o2 desconocida.

SeaY = X3 +u con E(uu') = c%Q, Q conocida y 02 desconocida. En este caso estimamos
por MCG }
Buce = (X'Q1x)"1x'0"ty

y si las perturbaciones tienen una distribucién Normal tenemos,
B~ NG, o*(X'Q71X)T

con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:

(RBucc — 1) [R(X'Q1X) R~ (RBuce — 1) /4 Hy

F = —
BV ele:

f(QvT_K)

Rechazaremos la hipétesis nula si F' > F, 7_f), para un nivel de significacién a.
Si ¢ =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

RBycG — 1 Ho

t= ~ tp_
Frco/RXO Xm0

por ejemplo si Hg : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

Bivmca  H,

= ~ t(r-K)

 des(Bivcc)

Rechazaremos la hipétesis nula si ¢ > t(7_ g 2 para un nivel de significacién a.

Caso 4: E(uu’) = X, ¥ desconocida.

SeaY =XfB+u con E(uu') =3, Y desconocida. En este caso estimamos por MCGF
Bucer = (X'S71X)1X'S 1y

El estimador de MCGF es no lineal, en general es sesgado y consistente si . es consistente,
ademads es eficiente asintéticamente y con distribucion asintdtica conocida. Por tanto podemos
hacer inferencia asintdtica con este estimador:
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VT (Bucar — 8) % N0, G™)

VT (RBucar — RB) 5 N (0, RG'R))
con lo que el estadistico de contraste y su distribucién bajo Hy son:

F = (RBucar — ) [RIX'SX) 'R (Rycar — r) 28 X

2

(q) o Para un nivel

donde ¢ es el nimero de restricciones. Rechazamos la hipétesis nula si F' > y
de significacién a.

Si g =1 el estadistico anterior se puede escribir como:

_ RﬁMfGF —T M N0, 1)
VR(X'S1X)- 1R

t

por ejemplo si Hg : §; = 0, es decir, contrastamos la significatividad de una de las variables
exdgenas, podemos escribir el estadistico anterior de la manera habitual:

_ ﬂi,NMCGF @N(O,l)
des(Bi mcar)

2.7.1. Estadistico de diferencias en las sumas de cuadrados

Cuando un conjunto de hipdtesis lineales Hy : RG = r se acepta tras un contraste para un nivel
de significatividad dado deberiamos estimar sujeto a estas restricciones. El problema objetivo
ahora seria:

Min ;06 Mca

s.a. RB=r

de donde 3 . }
Buca, = Buce — (X'Q ' X)RIR(X'QIX) 'R (RByce — )

donde B Mo, es el estimador sujeto a restricciones. Por tanto el estadistico F' de contraste puede

escribirse como:
(SCR, — SCR)

/4 Hy
SCR/T — K @T=K)

o lo que es igual

(Uhrea, X Mavcea, — e Vivea)

/a4 u
fVO F(qufK)
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Tema 3

Heterocedasticidad

3.1. Definicién y causas

Hasta el momento uno de los supuestos bésicos del modelo de regresiéon lineal es que la varian-
za de cada término de perturbacién u; condicionada a los valores de las variables explicativas,
es constante e igual a ¢2. Llamdbamos a este supuesto homocedasticidad y lo denotdbamos:
E(u?) = 0® Vt. En este tema vamos a relajar este supuesto y consideraremos el modelo de
regresion lineal bajo heterocedasticidad.

Llamamos heterocedasticidad al caso en que la matriz de varianzas y covarianzas de la pertur-
bacién de un modelo econométrico sigue siendo diagonal, pero los elementos de ésta diagonal
ya no son todos iguales. Es decir, la varianza del término de error varia a través del tiempo
si miramos a series temporales, o cambia de un individuo a otro si miramos datos de seccion
cruzada, (familias, paises, etc.).

El caso mas sencillo de heterocedasticidad es aquel en que la matriz de varianzas y covarianzas
tiene la forma siguiente:

o7 0 0 0
0 o3 0 0
Ew/)y=] 0 0 o3 0
0 0 0 o2,

donde la varianza de la perturbacién, V(u;) = o2 , no es constante porque varia a lo largo del
tiempo. Seguimos suponiendo que no existe autocorrelacién entre perturbaciones de distinto mo-
mento del tiempo, es decir, E(usus) =0 Vt,s t# s por lo que s6lo consideramos la existencia
de heterocedasticidad.

Para entender la diferencia entre el concepto de homocedasticidad y el concepto de heterocedas-
ticidad podemos considerar el modelo de regresién simple en los dos gréaficos siguientes.

En la Figura 3.1 se puede observar que la varianza condicional de Y; a las X; permanece igual
sin importar los valores que tome la variable X. Recordar que la varianza condicional de Y;
es la misma que la de wu;, por tanto, en el grifico estamos observando cémo la varianza de la
perturbacién permanece constante independientemente del valor que tome el regresor. En la
Figura 3.2 se puede observar que la varianza de Y; aumenta a medida que X; aumenta y por

47



SARRIKO-ON 4/08

Gréfico 3.1: Perturbaciones homocedéasticas

flu)

X1 a+pX6
X2

X6 X

Grafico 3.2: Perturbaciones heterocedasticas

X1 a+pX6
X2

X6 X

tanto hay heterocedasticidad:
2 2
E(ui) = oy

Hay diversas razones por las cuales las varianzas de u; pueden no ser constantes:

- Modelos que tengan en cuenta expectativas: una expectativa no es mas que una medida
de lo que un agente espera que ocurra, la formacién de esa medida conlleva un proceso
de aprendizaje. Es de esperar que los agentes aprendan de sus errores y segun avance el
tiempo se confundan menos, en este caso 01-2 se reducira.

- Si estamos analizando la relaciéon entre consumo y renta podemos esperar que a medida
que aumente la renta aumente 2. Una familia con mayor renta tiene mayores posibilidades
de consumo, no sélo consumir mas variedad de productos, sino que aumentara el valor del
consumo real. Si la renta es suficientemente grande, podra diferir consumo entre periodos
y podra ahorrar.
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- Por razonamientos parecidos a los anteriores las empresas con mayores beneficios podran
presentar mayor variabilidad en sus politicas de dividendos. Si las ganancias son muy bajas
simplemente no podran repartir dividendos.

- Otra causa de heterocedasticidad puede encontrarse en la mala especificaciéon de un mo-
delo. Si en un modelo se ha omitido una variable relevante su exclusiéon puede llevar a
pensar que existe heterocedasticidad en las perturbaciones del modelo. Por ejemplo, si
consideramos la funciéon de demanda de un producto y excluimos los precios de los bienes
complementarios a él o de sus competidores, los estimadores MCO seran sesgados y el
estudio de los residuos minimocuadraticos del modelo puede dar la impresiéon de que la
varianza de la perturbacion no es constante. Si incluimos la variable o variables omitidas
la impresion puede desaparecer. En este caso la solucién al problema pasa por especificar
correctamente el modelo.

El problema de heterocedasticidad es més frecuente en datos de seccién cruzada. En datos de
seccion cruzada disponemos de datos sobre diferentes unidades econémicas en el mismo momen-
to del tiempo. Las unidades generalmente son consumidores individuales, familias, empresas,
industrias, paises, estados, provincias, etc., con diverso tamano dentro de la misma poblacion.
En estos casos es mas adecuado aplicar el subindice ¢ que es el habitual en datos de seccién
cruzada. En este caso denotamos la existencia de heterocedasticidad como:

Ew?) =0} i=12,...,N

o2 0 0 0

0 o3 0 0
Ew/)y=] 0 0 o3 0

0 0 0 o3

En presencia de heterocedasticidad el nimero de parametros a estimar en el modelo crece con
el nimero de observaciones ya que con cada observacién aparece un nuevo parametro UZZ (af).
Ademds hay que recordar que se deben estimar los K-betas desconocidos del modelo. Esta
coleccién de pardmetros desconocidos no es estimable con una muestra de tamano N (T) si lo
que queremos son estimaciones fiables. Es preciso, por tanto, establecer algiin supuesto acerca
del modo en que o? varfa a través de las distintas familias, individuos o pafses que integran la
muestra (Ui2 a lo largo del tiempo), de forma que consigamos reducir el nimero de pardmetros
desconocidos.

Esta es una restriccion importante porque tanto la deteccion de la heterocedasticidad como la
estimacién del modelo en presencia de ésta se ven condicionados por el supuesto especifico que se
haya establecido acerca del modo en que la varianza de la perturbacién varia entre observaciones

muestrales.

Cuando un modelo presenta una situacién de heterocedasticidad, hay varias cuestiones de im-
portancia:

a) {Como puede detectarse la presencia de heterocedasticidad?
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b) ;Cudles son las consecuencias de la heterocedasticidad sobre el estimador de MCO y su
matriz de varianzas y covarianzas? Sabemos que en presencia de heterocedasticidad el
estimador MCO es lineal, insesgado y consistente pero ineficiente. Su matriz de varianzas
y covarianzas se define:

V(Buco) = o(X'X)"HX'QX)(X'X) ™!

c¢) (Cémo debe estimarse un modelo que presenta heterocedasticidad? Si nuestro objetivo es
obtener estimadores lineales, insesgados, eficientes y consistentes estimaremos por MCG:
Byce = (X7 X)Xy
Este estimador puede obtenerse por dos vias alternativas:

1) Aplicando directamente el estimador MCG, definido en la expresién anterior, al mo-
delo.

11) Transformando el modelo hasta obtener perturbaciones esféricas y aplicando MCO
al modelo transformado.

d) ;Cudl es la forma correcta de hacer contraste de hipétesis lineales en un modelo con
heterocedasticidad?

e) ;Cémo se elaboran las predicciones del modelo econométrico en tal situacién?

A todas estas preguntas intentaremos contestar en los puntos siguientes.

3.2. Contrastes de heterocedasticidad

3.2.1. Deteccién

El hecho de que las perturbaciones de un modelo sean heterocedédsticas no es una razén para
rechazarlo. Lo importante es tenerlo en cuenta. Sabemos que en presencia de heterocedastici-
dad el estimador MCO es ineficiente, mientras que si conocemos {2 o lo que es lo mismo, la
forma funcional de la heterocedasticidad, el estimador de MCG es ELIO. El mensaje parece
claro, en presencia de heterocedasticidad con €2 conocida debemos estimar el modelo por MCG.
Sin embargo, solo estaremos dispuestos a estimar por MCG cuando verdaderamente exista he-
terocedasticidad. Asi que el primer paso para nosotros serd detectar la posible existencia de
heterocedasticidad.

La determinacién de la existencia de heterocedasticidad sélo podremos conseguirla aplicando
un test de heterocedasticidad, pero en ocasiones para aplicar este test necesitamos conocer la
forma funcional de la misma. Salvo en casos puntuales en los que la heterocedasticidad venga
provocada por una transformacién de los datos realizada por el investigador, en el resto de los
casos el investigador generalmente, no conocerd su existencia a priori. Si maneja datos de sec-
cién cruzada estard sobre aviso ya que, como ya hemos dicho anteriormente, la existencia de
heterocedasticidad en datos de seccién cruzada es mas una norma que una excepcion. Llegados
a este punto podemos pensar qué instrumento me va a proporcionar informacién sobre mi pro-
blema? muy facil si pensamos en cudl es el problema. Nuestro problema es que la varianza de la
perturbacién no es constante, la varianza poblacional es desconocida, a su vez la perturbacion
no es observable, jqué conocemos préximo a ella que nos sea de utilidad? el residuo, jcudl?
el de minimos cuadrados ordinarios ya que no conocemos otro. jPodemos utilizar el residuo
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como aproximacién a la perturbacién? si, es un estimador consistente aunque ineficiente de la
perturbacién. Por la misma razén usaremos el residuo al cuadrado como aproximacion al com-
portamiento de la varianza de la perturbacion.

Por ejemplo si en el modelo:
Yi=p+06Xi+B3Zi+u; i=1,2,...,N (3.1)

donde E(u;) =0 Vi y E(ujuj) =0 Vi,j i#]j
sospechamos que u; es heterocedéstica debido a la variable X;, por ejemplo, su varianza es
creciente con X;. La forma correcta de proceder para detectar la existencia de heterocedasticidad
en las perturbaciones del modelo seria estimar éste por MCO y estudiar el grafico de los residuos
MCO, (trco,i), y Xi. Si el grafico es como el de la Figura 3.3

Grafico 3.3: Perturbaciones heterocedasticas

[

Xi

pensaremos que los residuos @ y/co,; se incrementan con X; y que el incremento es proporcional.
Dado que el residuo es una estimacién de la perturbaciéon propondremos, por ejemplo:

V(u;) = B(u?) = 0% X;

Grafico 3.4: Perturbaciones heterocedasticas

~2

o1
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Si el grafico de los residuos tyrco,; y X; fuera como en la Figura 3.4 supondriamos que el
aumento en la varianza de u; es lineal a X; y propondriamos:

E(u?) = a+bX;

En el caso de que no conozcamos cudl de las variables exdgenas genera heterocedasticidad ten-
dremos que estudiar los gréaficos de los residuos de MCO, contraponiéndolos a cada una de las
variables exdégenas restantes. Asi, si la grafica entre tuyrco,; y X; resultara como la de la Figura
3.5, en la que no se aprecia ningin patrén de comportamiento y parece que hay una distribucion
aleatoria de los pares (X;,4?), procederiamos a analizar los residuos frente a Z;.

Grafico 3.5: Perturbaciones homocedasticas

c

Xj

En la Figura 3.6 podemos observar otros patrones de comportamiento en los residuos que pueden
indicar la existencia de heterocedasticidad en las perturbaciones.

Sin embargo el estudio grafico de los residuos no es determinativo. Para determinar si existe o
no heterocedasticidad tendremos que realizar un contraste de existencia de heterocedasticidad
con un estadistico adecuado. El andlisis grafico no es una pérdida de tiempo ya que la relacion
entre Xj; v Upco,; nos indicard una posible forma funcional (de heterocedasticidad) para la
varianza de la perturbacién y puede indicarnos cudl es el test de contraste mas adecuado.

3.2.2. Contrastes de heterocedasticidad

A continuacién veremos algunos de los test de contraste para heterocedasticidad més importan-
tes. Todos ellos contrastan la existencia de heterocedasticidad suponiendo:

Hj: ausencia de heterocedasticidad.

H,: existencia de heterocedasticidad.

Algunos de ellos necesitan conocer la forma funcional de heterocedasticidad y otros no. Algunos
de ellos sugieren la forma funcional de la heterocedasticidad cuando se rechaza la Hy, por lo que
la transformacién de variables necesaria para estimar por MCG es inmediata, otros en cambio
no.

Test de Goldfeld y Quandt

El test de Goldfeld y Quandt es un contraste paramétrico que depende de la forma de hetero-
cedasticidad supuesta. El contraste fue propuesto por Goldfeld y Quandt en 1965 y parte del

52



SARRIKO-ON 4/08

Gréfico 3.6: Perturbaciones heterocedasticas

X

supuesto de que la magnitud de o2 depende monétonamente de los valores de una variable Z;.
Por ejemplo, en el andlisis del gasto familiar podemos suponer que la varianza del gasto depende

del nivel de renta de cada familia y proponer ¢? = 0?g(R;), donde g(-) es una funcién creciente

2 =
con la renta familiar y o2 un factor de escala. La variable Z; generalmente suele ser una de las
variables explicativas del modelo, aunque no es preciso que lo sea para llevar a cabo el contras-
te. En todo caso, necesitamos disponer de informacién muestral acerca de dicha variable. Para

contrastar la hipétesis nula de ausencia de heterocedasticidad:
Hy:0?=02=...=0%
contra la alternativa de existencia de heterocedasticidad:
Hy : 0} = 0%9(Zi,)

donde g(-) es una funcién monétona creciente con Z; y v un pardametro desconocido. Se procede
de la siguiente manera:

a) Ordenar las observaciones de la muestra correspondiéndose con los valores de Z; de menor
a mayor.

b) Dividir la muestra en dos bloques de tamano muestral N; y No respectivamente, dejando
fuera p observaciones centrales para hacer mas independientes los dos grupos. El niimero
de observaciones de cada grupo ha de ser similar y mayor que el niimero de parametros a
estimar: NT_ =Ny =Ny

c¢) Estimar, por MCO, el modelo de regresién separadamente para cada grupo de observacio-
nes y calcular la Suma de Cuadrados Residual correspondiente.

d) Construir el siguiente estadistico de contraste, que bajo la hipétesis nula de ausencia de
heterocedasticidad y suponiendo que la perturbacién sigue una distribucién normal y no
estd serialmente correlacionada, sigue una distribucién F-Snedecor.

GO 6% dbta N1 — K Hy o
= N = N = —_— Y N_KN_K
62 iy Ny— K~ (WerKN—K)

donde:
Ut es la SCR de la regresiéon de Y sobre X en el segundo grupo de observaciones.
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@)1y es la SCR de la regresién de Y sobre X en el primer grupo de observaciones.

Al A~

Ui u
PPN 1%1 2
Y1 =X18+u — a1 — 2~ XNi-K
1
Al A
b
PPN 2 U2 2
3/2:X25+U2—>U2U2—>7NXN2—K
b

La idea del contraste es la siguiente: si existe homocedasticidad las varianzas han de ser
iguales, @)1y ~ thte y GQ ~ 1. Pero si existe heterocedasticidad del tipo propuesto, con
la ordenacién de la muestra de menor a mayor, la varianza del término de error serd mayor
al final de la muestra. Como el cuadrado de los residuos estd asociado a la varianza de u;,
entonces U412 deberfa ser sensiblemente mayor que @}4;. Cuanto més diverjan las sumas
de cuadrados, mayor serd el valor del estadistico y mayor sera la evidencia contra la Hy.
Rechazaremos Hy, a un nivel de significacion « si:

GQ > F(N,—K,Ny—K)a
Observaciones:

e Si se sospecha que la varianza del término de error depende inversamente de los valores que
toma una variable Z;, entonces se ordena la muestra de acuerdo a los valores decrecientes
de dicha variable y se procede del modo descrito anteriormente.

e ;Como elegir p?
Anteriormente se ha propuesto dividir la muestra en dos partes. Elegir el valor de p es rele-
vante ya que cuanto mayor sea p mas grados de libertad se pierden y por tanto, perdemos
potencia del contraste. Si p es demasiado pequeno no habra independencia entre grupos
y se prima la homocedasticidad frente a la posibilidad de heterocedasticidad. Harvey y
Phillips (1974) sugieren fijar p a un tercio de la muestra.

e En principio, el contraste se puede utilizar para detectar heterocedasticidad de forma
general, aunque estd pensado para alternativas especificas donde se supone un crecimiento
de las varianzas en funcién de una determinada variable. Si en realidad existe otra forma
de heterocedasticidad, el estadistico puede no detectarla.

e Por otro lado si no se rechaza la H{ también puede deberse a una mala especificacion
de o2, que puede depender de una variable diferente a la considerada. Por ello puede ser
necesario repetir el contraste para otras variables de las que podamos sospechar a priori.

Contraste de White

El contraste de heterocedasticidad propuesto por White en 1980 es un contraste paramétrico,
de caracter general, que no precisa especificar la forma que puede adoptar la heterocedasticidad.
En este sentido puede calificarse de robusto. Se procede de la forma siguiente:

a) Estimamos por MCO el modelo original y calculamos los residuos de MCO, tnco,i-

b) Estimamos la regresién auxiliar: el cuadrado de los residuos minimo-cuadréticos de la
regresién anterior, sobre una constante, los regresores del modelo original, sus cuadrados
y productos cruzados de segundo orden, evitando los redundantes:

K K K
a?\JC‘O,i:50+Z’Yij+ZzéﬂinXfi+vt i=1,2,...,N (3.2)
=1 J=1 0=
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Contrastar la hipdtesis nula de homocedasticidad es equivalente a contrastar que todos los
coeficientes de esta regresion, exceptuando el término independiente son cero. Es decir:

Hoiéjg:’}/jzo V],f

c) El estadistico de contraste es A = NR? donde R? es el coeficiente de determinacién de la
regresiéon auxiliar (3.2). Se puede demostrar que bajo la Hy:

- o Ho,d o

donde p es el nimero de regresores, sin incluir el intercepto, en la regresién auxiliar (3.2).

Rechazamos la Hj si el valor muestral del estadistico excede del valor critico de las tablas elegido
para un nivel de significatividad « dado.

Observaciones:

a) Este contraste es muy flexible ya que no especifica la forma funcional de heterocedasticidad,
pero por otro lado, si se rechaza la hipdtesis nula de homocedasticidad no indica cual puede
ser la direccion a seguir.

b) El contraste de White puede recoger otro tipo de problemas de mala especificacién de
la parte sistemaética, omisién de variables relevantes, mala forma funcional etc. Esto es
positivo si se identifica cudl es el problema, en caso contrario, la solucion que se tome
puede estar equivocada.

Contraste de Breusch y Pagan

Breusch y Pagan en 1979 derivan un contraste de heterocedasticidad donde la hipdtesis alterna-
tiva es bastante general:

Hy:0?=0% Vi
H,:0? =0%g(ap + a1Z1i + aaZoi + ... + apZpi) = a2g(Z]’-a) ji=1,...,p

donde las variables Z,; pueden ser variables explicativas del modelo y ¢(-) no se especifica. Si
todos los coeficientes de la combinacién lineal Z;-oz fuesen cero, excepto «p, la varianza seria
homocedéstica, o7 = 02g(ap). La hipétesis nula de homocedasticidad equivale a la siguiente
hipdtesis:

Hoioél:OQ:...:Oép:O

donde se contrastan p restricciones lineales. El proceso de contraste es el siguiente:

a) Estimar por MCO el modelo original obteniendo los residuos correspondientes, @yco.i-

b) Obtener la siguiente serie de residuos normalizados:

~2
2 Unrco,i
w'u/N

04 A~ . . .
donde: “f* = 012\/[‘, es un estimador consistente, aunque sesgado, de la varianza de la
perturbacién.
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c¢) Calcular la Suma de Cuadrados Explicada de la siguiente regresion realizada por MCO:

& =aot+arZii+aZoi+...+apZyi+n i=12,...,N

d) Se utiliza como estadistico de contraste el siguiente:

SCE Hyd
- =L\

siendo p los grados de libertad (el niimero de variables Z; en la regresién auxiliar). Re-
chazamos a un nivel de significatividad «, si el valor muestral del estadistico excede del
cuantil X%p)a'

Observaciones:

e Interpretacién del contraste: Si los residuos fuesen homocedasticos, las variables {Z; }§:1
no deberian tener poder explicativo acerca de los residuos transformados y por tanto la
SCE deberia ser pequena. Si SCE/2 es grande rechazaremos la Hy y existirfa heteroce-
dasticidad.

e En el caso de que el contraste rechace la Hy se podria dividir cada observacion por |, /Z]’-a
como una aproximacion a la desviacion tipica de cada periodo. La estimacién por MCO
de este modelo transformado es equivalente a hacer MCG en el original.

e Candidatos a formar parte del vector Z: las variables explicativas o sus cuadrados, variables
ficticias (grupos, estacionalidad, etc).

3.3. MCG: Minimos Cuadrados Ponderados

En este tema nos estamos ocupando de relajar el supuesto cldsico de homocedasticidad de la
varianza de las perturbaciones. Como ya hemos visto si E(uu’) = 0§ el estimador MCO ser4 li-
neal, insesgado y consistente pero no sera eficiente. El problema radica en que nuestra matriz
de varianzas y covarianzas de la perturbacién ya no es de la forma E(uu’) = o2I. Esta hipSte-
sis bésica (en realidad recoge dos hipétesis bésicas, homocedasticidad y no autocorrelacién en
las perturbaciones) es necesaria para obtener la siguiente matriz de varianzas y covarianzas del
estimador MCO: V(BMCO) = 0?(X'X)71, que bajo las hipétesis basicas proporciona varianzas
(Var(5 Mco,i)) minimas. Incumplida esta hipé6tesis basica no podremos obtener las propiedades
del estimador para las cuales esta hipdtesis es necesaria. En concreto no obtendremos la misma
matriz de varianzas y covarianzas para el estimador MCO y por lo tanto la obtenida no garantiza
que las varianzas sean minimas. El resto de propiedades se mantienen como ya vimos en el tema
anterior.

En el criterio de estimacion de Minimos Cuadrados Ordinarios la funcion objetivo es:
N
ming(4'd) = ming Z 0
=1

esta funcién objetivo trata a todas las observaciones por igual ya que supone que la varianza
de la perturbacién es constante. Minimiza la distancia de la Funcién de Regresion Poblacional
a los puntos de la muestra.
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En presencia de heterocedasticidad, las varianzas de las perturbaciones seran distintas. Cuanto
mayor sea la varianza de la perturbacién, mayor sera el peso de la misma dentro de la muestra.
Si en estas circunstancias aplicamos el criterio MCO, que concede a todas las observaciones el
mismo peso, el estimador que alcancemos no sera apropiado. Lo indicado seria ponderar cada
observacién inversamente a su peso. Esto es lo que hace el criterio de MCG, cuya funcién objetivo
es:

N
ming(4'Q14) = ming Z
i=1

ﬁl\,\ —

siendo E(uu') = 0?Q. Dada la funcién objetivo lo que hace el criterio MCG es reconocer que
es mas importante que la Funcion de Regresion Muestral esté mas cerca de los puntos con
menor varianza, aunque sea a costa de quedar mas alejada de otras observaciones, las de mayor
varianza.

Para el caso particular de heterocedasticidad, la matriz € es diagonal y por tanto la funciéon
objetivo es una suma ponderada de residuos al cuadrado, donde se pondera cada observacion
inversamente a su varianza. Por ello en la literatura econométrica el estimador de MCG bajo
heterocedasticidad aparece nombrado como estimador de Minimos Cuadrados Ponderados.

Por otro lado, vistas las dos funciones objetivo podemos decir que el estimador MCO es un caso
particular del estimador de MCG donde Q = I (07 = o?).

A continuacién veremos algunas situaciones donde la varianza de la perturbacién es hetero-
cedéstica. En esta situacién el estimador lineal, insesgado y éptimo es el estimador de Minimos
Cuadrados Generalizados que toma el nombre especial de Minimos Cuadrados Ponderados, dado
que consiste en ponderar la suma residual de cuadrados a minimizar.

3.3.1. Heterocedasticidad causada por una variable exégena del modelo

Sea el modelo:
Y =01+ foXoi + B3 X3 + ... + B X ki + i=12,...,N (3.3)

donde: E(u;) =0 Vi,
E(u?) = 0®Xy; i=1,2,..., N,
E(uzu]) = 0, Vi,j 1 7& j
En este caso la varianza de la perturbacién depende de la variable Xs;, por tanto es hetero-
cedéstica. La estructura de la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién es la siguiente:

Xo1 O 0O ... 0
0  Xoo 0 0
E(uu’) =2 0 0 Xoz ... 0 — 520
0 0 0 ... Xon

por lo que 2 es conocida. El hecho de que la varianza de la perturbaciéon del modelo a estimar
sea heterocedéstica, supone que el estimador de MCO en estas circunstancias aunque es lineal,
insesgado y consistente es ineficiente. El estimador lineal, insesgado y éptimo de los parametros
del modelo es el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados, que se define:

Puce = (X'Q71X) XY
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Para aplicar este estimador disponemos de dos alternativas:

e Alternativa 1: Aplicar el estimador de MCG directamente a los datos donde:

w 0 0 ... 0
0 w 0 ... 0
22 1
Q_l — 0 0 Xog 0
1
0 0 0 -+
1 Xo1 X3 Xkt XK1 Y
1 X9 X3 Xk2 Xk2 Y
X=1. . ) ) ) Y = )
1 Xony Xzn XpN XKkN Yy
Formamos ahora las matrices (X'Q7'X) y (X'Q71Y):
N Xa; N Xk
Y % ]\J[V Zl Sen Z}V er
N SV X SV X >0 Xki
N X3 N N X2, N X35 Xk
(X’Qle) = 2 X; >0 X3 > T; cee 2 ?}Z(QZK
N Xg; N N X3, Xk
21 XI; Zl XKi Z SXQZK Zl le
N Y;
El X;i
N
1Y
N X3,Y;
(X/Q—ly) — 1 ):2';11
N XY
I Xy
de donde:
N Xs N Xk -1 .
NS N DI o A
N N N i
N 21 Xoi Xn X 21 XkKi s Vy;
~ N Xs; N N X3, N X3 Xk N X3V
Buca = Zl X; Zl Xsi Zl X;i Zl 372:{ 1 §2i
N Xg; N N X3, Xk N X5
Zl XIS Zl XKi 1 3)(1725{ Zl X21 I Xy
La matriz de varianzas y covarianzas del estimador de MCG seria:
N N Xs; N Xk
Zl Xo; ]\‘;V Zl X; Z}V XIQ{i
N Y Xo XY X >0 Xki
~ N Xs; N N X3, N X3, Xk
V(/@MC’G) = 0'2(X/971X)71 =0’ 2 X; 21 Xsi 2 X;‘ 21 ?jXQiK
N X N N X3:Xfei N X3
21 ij 20 Xki 20 TG 1 X
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Un estimador insesgado de dicha matriz de varianzas y covarianzas es:

Var(Buce) = 6heq(X'Q1X) ™!

donde:

WhreaQ Yance (Y — XBuce)Q (Y — XBuce)

hvele

N —
Y'Q Y — Bh0aX' Q7Y

K N-K

. _ v?
siendo Y'Q 1y = 3 %

N-K

e Alternativa 2: Estimar por MCO el modelo transformado:

Py =P 'Xp+ P lu

= }/*:X*/B‘FU*

donde P es la matriz de transformacioén tal que PP’ = Q:

Xo1 0 0
0 Xoo 0

P = 0 0 ng
0 0 0

Buscamos ahora las matrices transformadas P~'X y P71V

1
5)1(21 VX2
VX2

X,=P X =| V=
Vo VXen

Podemos escribir el modelo transformado como:

i _
VX9

1
G ~

+ Bov/ Xoi + 3

1
0 o (1) 0 0
0 0 ~ 0 0
0 p-l— 0 0 T 0
Xon 0 0 0 )%QN
X31 XK1 Yy
VXa1 VXo1 Xo1
X32 XKk2 Yo
v)'<22 \/)‘(22 Y, = ply — )?22
X:;N XKN Y.N
vVXon vVXon Xon
X3 Xki U; )
—— 4+ ...+ 0 + 1=1,2,...,N (34
v Xoi Xoj Xoj (3:4)

Comprobamos que la nueva perturbacién, la perturbacién en el modelo transformado, es
homocedéstica, no autocorrelada y de media cero:

Var( ' ) =
Vv Xo;
w; W
Cov ) -
( Xo; X2j>

d

&

(u;)

=0 Vi
VX9

U U 2 up \?
22 (7)) -2 (%)
E(uf) _o*Xsi _ 5

Xoj Xoj
U; Uj E(uzuj)

99
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A la vista de las propiedades de la perturbaciéon del modelo transformado el estimador de MCO
es lineal, insesgado y eficiente. El estimador lo denotamos:

Buce = (X.X,) HXLY,) = (X'Q7 ' X)Xy

donde X, =P 'X y Y,=PlY.
En el modelo transformado debemos notar:

a) No existe término independiente ya que el término ( \/)1(7) es una variable cuyo valor
21
cambia con cada observacién ¢ y no una constante.

b) La correlacién entre la nueva variable endégena, \/%, y el regresor v/ Xo; es mayor que la
27
original y tiene cardcter esptreo.

3.3.2. Omision de una variable relevante

Veamos qué sucede cuando se omite una variable relevante en el modelo. Si el modelo realmente
se especifica como:

Yi = [+ BeXoi + B3X5i + uy 1=1,2,...,N
u; = Y;— B — BaXo — B3X3;
U, = Y;— 1 — BaXo — B3X3;

Pero estimamos:

Y, = pi+BeXoi+v; i=1,2,...,N

Yi — 81 — BoXoi = u; + B3 X3

b = Yi—p1— BoXo = b1+ BoXoi + B3 Xz + Ui — b1 — PaXni
= i — (B — B1) — (B2 — B2) Xoi + B3 X3

Vi

En este contexto de omision los estimadores MCO son sesgados en general:
B sesgado salvo que Cov(Xog;, X3;) =0y X3 =0, ademés (Bl — Bl) #0.
By serd sesgado salvo que Cov(Xy;, X3;) = 0, ademds (Bl — Bl) #0

En consecuencia, tras un anélisis de los residuos v; tanto grafico como mediante tests, es muy
probable que el investigador llegue a la conclusién de que

V(UZ) =a+ bX3i

o incluso, dependiendo de los sesgos, que V (v;) = a + bXo; + ¢ X3;.

En este caso el investigador no debe corregir la heterocedasticidad directamente, sino que debe
en primer lugar especificar correctamente el modelo y sélo corregir por heterocedasticidad si el
modelo estd correctamente especificado y su varianza es heterocedéstica.
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3.3.3. Datos agregados

Sea el modelo
ij:a—}—ﬂX]’—l-Uj 7=12...,N (35)

donde u; ~ NI1D(0, 02), es decir, la perturbacién del modelo tiene media cero, es homocedéstica
y no autocorrelada.

Supongamos que el nimero de observaciones N es tal que su manejabilidad aconseja agrupar
las observaciones en m-grupos de n; observaciones cada uno. Asi, utilizaremos datos agregados.
Como observacién del grupo i-ésimo tomamos la media aritmética dentro del grupo.

El modelo a estimar seria:

Yi=a+6X,+uw i=12,....m (3.6)
donde:
voozeh g ek L et

En este caso nos interesan las propiedades de la perturbacién en el modelo anterior:

_ jei Ui . :
ui:in‘ 1=1,2,....m i=12,...,n4
7

que son las siguientes:

Yt Bui)  nio® o

(> 2 om o e”
T ST
Cov(u;,uy) = FE(uu)=E (E”@ jet z) =0 Vil i#L
n; Ty

La varianza de la nueva perturbacion u; es heterocedastica porque depende de n;, el ntimero
de observaciones dentro de cada grupo. La matriz de varianzas y covarianzas tiene la forma
siguiente:

1
771 (1) 0 ... 0
0O = 0 ... 0
B(uu') = o° "o ) ] = o2Q
0O 0 0 ... Py

donde €2 es conocida siempre y cuando el niimero de observaciones de cada grupo sea conocido.
El hecho de que la varianza de la perturbacién del modelo a estimar sea heterocedastica, supone
que el estimador de MCO en estas circunstancias, aunque sea lineal, insesgado y consistente, es
ineficiente. El estimador lineal, insesgado y 6ptimo de los pardmetros del modelo es el estimador
de MCG. Para aplicar este estimador tenemos dos posibilidades:
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e Alternativa 1: Aplicar el estimador de MCG directamente a los datos. El estimador de

MCG se define:
Bvea = (X/Q_1X)_1X/Q_1Y
donde:

n 0 0 0
- 0 ng 0 0
0 0 0 ... ny

y las matrices X e Y del modelo a estimar son:

1 Yl Y1

1 X, Yo
X=1. . Y = :

1 X Yo

Formamos ahora las matrices (X’Q71X) y (X'Q71Y):

nq 0 0 0 1 Yl

X’Q_lX:<1 1 1 > 0 ny O 0 1 Xo
X1 Xo Xm oo .o D

o 0 0 ... ng, 1 X,

_ it T niyé
Xy YT X

ng 0 O 0 Y,

X’Q_lY:<l 1 1 ) 0 ny O 0 Yo _
X1 Xy Xm f Do . : :
0 0 0 ... npy Yom

'Yy
Y XY

de donde:

— \ -1 _
Mee Y X YT X > XY

La matriz de varianzas y covarianzas del estimador de MCG seria:

— —1
) m o, . m X
— 22X LX) = g2 L 2r X
Var(Buca) = o( ) g ST X ST nz’X?

Un estimador insesgado de dicha matriz de varianzas y covarianzas seria:
‘7\/ 2 =2 X/Q_lX -1
ar(Buca) = dxcal )
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donde:
5 e Yavce (Y — XBuca) QY — XBuce)
oMce = N-K N_-K
Y'Y - Blee X' Q7Y
N N-K

siendo Y'Q~1Y = S n, Y.
e Alternativa 2: Aplicar MCO al modelo transformado:

PlY=PXp+P v & Y,=X.0+u

donde P es la matriz de transformacién tal que PP’ = Q y:

L0 0 ... 0

N . /N1 0 0 ... 0
O I P I

0 0o 0 ... wlm 0 0 0 ... nm

Buscamos ahora las matrices transformadas P~'X y P~1Y:

Jim 0 0 ... 0 1 X NN ¢!
xoopoixo| 0o VR Ue Do eV
0 0 0 .. yim)\1 X, Vi X
Jaii 0 0 ... 0 Y, NV
vo—py=| oVl ) N ]
0 0 0 .. i)\ Y VT m

Podemos escribir el modelo transformado como:

Vi Y=o+ v X+ ymiw i=1,2,...,m. (3.7)

Este modelo puede ser estimado por MCO y los estimadores serdn lineales, insesgados y
eficientes si y sdlo si la nueva perturbacion es esférica, es decir, tiene media cero, varianza
constante y covarianzas nulas. Demostracién:

2

E(yni) = niE(w) =0 Vi
V(i) = E(yn - E(Jam))? = E(yu)? = mE@?) = n— = o Vi

n;

Cov(/agtis, /igiie) = B(y/Atia/ngie) = v/oy/meE(wig) =0 Vil i # 1

Por tanto en el modelo transformado la perturbacién tiene media cero, es homocedastica
y no autocorrelada, el estimador de MCO en el modelo transformado es ELIO y por tanto
el estimador MCG en el modelo original también es ELIO.
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e Un caso particular de este ejemplo seria el caso en que todos los grupos tuvieran igual
numero de observaciones, n; =n ¢ = 1,2,...,m. En este caso la varianza de la pertur-

bacién del modelo seria :

0.2

V(u;) = o

homodedastica con matriz de varianzas y covarianzas

100 0
o Lo ... 0 2
Buu)=o*| . " | : :iIm
. . . . . n
1
0 0 0 1

El modelo original seria estimable por MCO con propiedades adecuadas.

3.3.4. Coeficientes cambiantes

e Variacion determinista

Supongamos el modelo:
Y = B1 + BoXoi + B3i X3 +u; i=1,2,...,N (3.8)

donde (3; = B+ aZ; siendo 0 y «a dos constantes desconocidas y Z; una variable
determinista (grupo, estacionalidad, tendencia, etc). En este caso el modelo a estimar
seria:

Y = 01+ BoXoi + (B + aZ;) X3 + w4

Pero si debido a la mala especificacion de los coeficientes estimamos:
Yi = b1+ B Xoi + X35 + v

donde
v; =Y; — B1 — B2 X9 — BX3 = u; + aZ; X3

Podriamos llegar a la conclusion, a semejanza del caso de omisién, de que las perturbaciones
presentan heterocedasticidad. La solucién en este caso no es la estimacién por MCG sino
especificar correctamente el modelo.

e Variacion aleatoria

Otro caso de existencia de heterocedasticidad seria aquel en que alguno de los coeficientes
del modelo es una variable aleatoria. Supongamos el modelo:

Y: = 51 + PoXoi + [3i X3 + us 1=1,2,...,N (3.9)

donde f(3; = 8+ ¢ siendo 8 una constante desconocida y € un término de error. En
este caso el modelo a estimar seria:

Yi = b+ BeXoi+ (B+€)Xsi +ui (3.10)
Yi = [+ [eXoi + 8Xsi + v (3.11)

donde v; = u; + €; X3;. Si suponemos:
u; ~ id(0, 02) € ~ iid(0,02) Cov(ui,e;) =0 Vi
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podremos obtener la siguiente distribucién para v;:
E(w;) = E(ui+¢€X3)=FE(u)+ X3iE(e;) =0 Vi
V(v) = E(“i + fiX?’i)z = B(u}) + X5 E(e}) + Xz E(usei) =

U +X37, €
Cov(vi,vg) = E((u; + € X3i)(ug + € X30)) =0 Vil i#/4

La varianza de v; tiene media cero, es heteroceddstica ya que depende de X3; y no auto-
correlada siempre que Cov(u;, ;) =0 Vi:

v; ~ iid(0,02 + X3,02)

En estas circunstancias el estimador de MCO es lineal, insesgado, consistente pero inefi-
ciente.

El modelo debe ser estimado por MCG. La matriz de varianzas y covarianzas de la per-
turbacién es:

o2 + X2 02 , 0 L, 0
0 o2+ Xi02 ... 0
E(U'U/) _ ' u ' 32%¢ . ' _ Z
0 0 e O'Z + X??NU?

Si 02 y 02 fuesen conocidos, tenemos dos posibilidades para estimar el modelo. La primera
aplicar el estimador de MCG a los datos directamente utilizando Syce = (X' 7' X)"HX' 1Y)
con V(Buca) = (X' Y71 X)~! y la segunda estimar por MCO el siguiente modelo trans-
formado:

Py =P 'Xp+Plu & Y,.=X.[+u

\/ 02+ X2 02 0
0 2+ X202 ... 0
p_ ' Ve 32

donde:

)

1
0 0

Asi, podemos escribir el modelo transformado como:
Y i (&

— B + B2
\% 02 +X31 € 02 +X3z € 02 +X3Z € \/ +X31 € \/02 +X3z €
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y las propiedades de la perturbacién en este modelo transformado serian:

plo—w ) - B oy
\/ o2 + X302 \/ o2 + X302
Var | —2 | = E(u) =Tu +X?z’ ez =1 Vi
\/U%‘FX%Z-O'? +X32 € +X3z €
w; B E(ujug) B
Cov = =0
\/02+st o¢ \/J +X3€U \/03+X§i03\/03+X3240'3

es decir, media cero, homocedéstica y no autocorrelada. La estimacién por MCO del modelo
transformado proporciona estimadores ELIO.

Sin embargo, en este caso la matriz 3. es desconocida ya que depende de o2 y de o?
que son desconocidas por lo que para poder aplicar cualquiera de las dos alternativas de
estimacién, es necesario estimar estas varianzas previamente. Trataremos este caso en la

siguiente seccién.

3.4. MCGF: Minimos Cuadrados Generalizados Factibles

En el modelo de regresion lineal general
Y =XB+u u ~ N(0,0%Q)

donde 2 es desconocida. Nos preguntamos cémo estimar los parametros desconocidos 3. Debe-
mos responder que:

a) Si Q es conocida, el estimador  Byce = (X'Q7'X)"'X’Q7'Y  es un estimador lineal,
insesgado, eficiente y consistente de los coeficientes desconocidos, 3.

b) Si Q es desconocida, habitualmente lo es, lo tendremos que estimar para sustituirlo en
la expresién del estimador de MCG y obtener asi el estimador de Minimos Cuadrados

Generalizados Factible (MCGF):
Brrcar = (X'Q1X)1X'O Yy si B(uu') = 02Q
Bucar = (XY, X)7H(X'SY) st E(uu’) =32
3.4.1. Cémo estimar la matriz 2 (6 o)

Si © es desconocida, en el modelo nos enfrentamos a la estimacién de K-coeficientes y N-

varianzas:
Y, =01+ (o Xoi + ...+ B Xki +
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o2 0 0 0

0 02 0 0
E(uu') = :

0 0 0 ... 0%

La estimacién de K + N parametros con N observaciones no es posible si lo que deseamos es
estimar estos parametros de forma precisa. Es necesario establecer algin tipo de restriccién sobre
la forma funcional de los parametros desconocidos de 2. Habitualmente, se modela la varianza
de la perturbacién en funciéon de un conjunto de parametros # y un conjunto de observaciones
Zi, que pueden o no formar parte del conjunto de regresores del modelo, pero en todo caso
la informacién sobre las mismas es conocida. Este supuesto reduce el nimero de parametros a
estimar siempre que Z; sea un vector de orden (S x 1), # un vector de (S x 1) 6 ((S+1) x 1)
parametros, siendo K +.5 < N . De este modo los pardmetros del modelo serian estimables.
Asfi si proponemos:

o2 = f(Z;,0) Vi talque Q=Q(6)

donde la funcién f(-) es la que mejor se ajusta a la informacién disponible (lineal, cuadratica, ex-
ponencial, etc). Entonces, una vez obtenido el estimador de 6, 6, tendremos definido el estimador
de Q(0), Q = Q() y podremos estimar el vector de coeficientes Bycar = (X'Q1X)"1X'Q~1Y

3.4.2. ;Qué propiedades exigimos a 07

El estimador: . .

Bucar = (X'Q1X) X0y = (XY X)7IXY v
es una funcién no lineal de Y lo que dificulta la derivacion analitica de sus propiedades en
muestras finitas.

Por ello, nos interesaremos sélo por sus propiedades en muestras grandes o propiedades asintéti-
cas, es decir, consistencia y normalidad asintética, para lo que es necesario que Q) sea un esti-
mador consistente de €. Si ) es consistente se puede demostrar que bajo ciertas condiciones de
regularidad Bucar posee propiedades asintéticas deseables:

a) Bucar es consistente.

b) Bumcar es asintéticamente normal:

. xo-ix\ !
VN Bucar — B) % N [ 0,02 lim ()
N—oo N
donde: .
) X0 1x\ 1
Nlﬂréo <N> =G

El estimador de MCGF es un estimador de Minimos Cuadrados en dos etapas. En la primera
etapa se busca un estimador consistente de 6 para que O = Q(é) sea consistente. En la segunda
etapa se sustituye Q) en la funcién objetivo y ésta se minimiza con respecto a (3 para obtener el
estimador de MCGF.

ming(Y — XB8)Q 1Y — Xp)
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de donde: fyrcar = (X'Q 1 X)L X'O 1y

Como aproximacién a la estimacion de {2 generalmente se utiliza la relaciéon entre u; y 4; y se
propone:

W = f(9,7Z;)+ error
ﬂ? = 01+ 025 +03Z3; + ...+ 05Zg; + error (3'12)

donde: )
=Y — XBuco

El estimador MCO del modelo auxiliar (3.12) proporciona estimadores consistentes {6,}5_,
asi 2 = Q(0) es consistente y podemos obtener el estimador por MCGF de los pardmetros des-
conocidos del modelo.

Observaciones:

a) Si Q es conocida el estimador ELIO y consistente es:
Byvce = (X'Q7 1 X)Xy
b) Si €2 es desconocida y Q) es consistente el estimador consistente y asintOticamente eficiente
es: .
Bucar = (X'Q71 X)) IX'Q7 Y

pero nada garantiza que en muestras pequenas la varianza sea minima.

3.4.3. Ejercicios

e Ejercicio 1
En el modelo:
Yi= 01+ foXoi + ...+ B Xki + u i=12,...,.N&Y,=X/f+u

donde E(u;) =0 Vi y V(u;)=o0?=0>E(Y;)
., Cémo estimamos los pardmetros desconocidos del modelo anterior?

Solucion: . A )
Proponemos como estimador el estimador de MCGF: Bycar = (X'Q71X)~1X’Q~1Y dado que
() es desconocida.

V(u;) = 0*(B1 + B2 Xoi + ...+ BpXki) = 02(X.3)

donde X! = (1 Xo;...Xk;). Escribimos la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién.

E(uu') =
O+ BoXor + ...+ B Xk 0 0
) 0 Bi+ BaXoo+ ...+ B XK ... 0
g . . . .
0 0 coo P14 B Xon + .o+ Bk Xk N
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Xi3 0 0 Xi3 0 0
0 XipB 0 . 0 X 0
=0’ 2 ) de donde: Q= 2
0 0 ... Xyf 0 0 ... X\

donde B = BMCO se obtiene de aplicar MCO a la ecuacién original.

Y, =061+ (o Xoi + ...+ B Xki + i=1,2,... N,

Dado que Byco es un estimador consistente, ) serd consistente y también lo serd Byogr.
e Ejercicio 2

Supongamos el modelo:
Y = 1+ BoXo; + B3i X3 + vy i=1,2,...,N (3.13)

donde E(u;) =0 Vi y;V(u;) =a+bX2 siendo a y b constantes desconocidas. ;Cémo se
estiman los pardmetros desconocidos del modelo anterior?

Solucién:
En este caso debemos estimar el modelo por MCGF para lo cual podemos aplicar MCO en el
siguiente modelo transformado:

X3i uj

=5 + B2 + 03 + (3.14)
a+bX§i a+bX§i a+bX§i \/a—l—ngi \/a—i—ngi

Las propiedades de la perturbacion en este modelo transformado serian:

E = =0 Wz
(w/a—i-ngi) va+bX2

A 2 2.
ng( U )_ E(u;) :a+bX32:1 Vi

Va+ X3, a+ X5 a+bXj

Cov B = (i) —0 Vi i
Ja+bX3 \Ja+bX3 ) \Ja+ X3, Ja+bX3

homocedéstica y no autocorrelada. La estimacion por MCO del modelo transformado propor-
ciona estimadores ELIO.

En este caso en el modelo transformado tenemos dos constantes desconocidas a y b que deben ser
previamente estimadas para poder aplicar el estimador de MCO al modelo (3.14). Para obtener
estimadores consistentes de a y b podemos proceder de la forma siguiente:
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a) Aplicamos MCO en el modelo (3.13) sin tener en cuenta la existencia de heterocedasticidad.
Guardamos los residuos de minimos cuadrados ordinarios.

b) EStimamOS la Siguiente regresién auXiliar:
7 2 bX2 ] ) 1 2 N
uMC(),i a 3i € t y Ly ey

de esta regresién obtenemos ayrco y BMCO estimados consistentemente.
¢) Sustituimos @ = ayco y b= byco en el modelo:
Y; 1 Xo; X3 U;
—— =05 —— + [ L 2+ =
Ja+bxa  a+bxg  \Ja+bxg  \Ja+bxi  \Ja+bxE

y estimamos este modelo por MCO o lo que es lo mismo el modelo original por MCGF.
Los estimadores asi obtenidos seran consistentes dado que los estimadores de a y b a su

vez lo son.

3.5. Estimador de White de V(BMCO)

Si estimamos el MRLG por MCO:
Y=XB+u Elu)=3X

los estimadores son lineales, insesgados, consistentes pero ineficientes. La matriz de varianzas y
covarianzas del estimador MCO en presencia de heterocedasticidad es:

V(Buco) = (X' X)) HX'EX)(X'X)™!

para calcular estas varianzas y covarianzas es necesario conocer ., lo mismo que para evaluar el
estimador Byrcq, ELIO, en estas circunstancias.

Dada la dificultad que entrana el conocimiento de ¥, un estimador consistente de V(BMCO)
resulta util porque de esta forma se pueden derivar estadisticos validos, al menos asintéticamente,
para contrastar hipétesis sobre el vector de coeficientes (3. Sabemos que si:

Y=XF+u u~ N(0,%)

entonces: R
Auco ~ N(G, (X' X)H(X'EX)(X'X) ™)

White (1980) proporciona un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas de

BMCOi
(X'X)"HX'sSX)(X'X)!

White demuestra que:
— 1
X'YX = —-X'SX
N

donde § = diag(aiMCO ﬁ%’Mco ...Q%MCO) de forma que:
lim <1X’SX) = plim (1X’EX) =G
PPN —PAN -
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Por lo tanto, la distribucién asintdtica del estimador MCO teniendo en cuenta el estimador
consistente de White de su matriz de varianzas y covarianzas viene dado por:

o (o ()t (557) o (57) )
\/N(BMCO -p) 5N (O,Q_IGQ_1>

Esta matriz de varianzas y covarianzas es consistente y puede ser utilizada para hacer inferencia
en muestras grandes, sin tener que especificar a priori la estructura de heterocedasticidad.

3.6. Contraste de restricciones lineales con () desconocida

Vamos a empezar esta seccion recordando céomo hacer inferencia cuando €2 es conocida.
e Sea el modelo:
Y=X8+u u ~ N(0,02Q) Q conocida

en este caso ~
Buca ~ N(B,0*(X'Q7' X))

Un estimador insesgado y consistente de o2 es:

52 Y — XBuca) QY — XBuce)
MCG N - K .
Podemos contrastar restricciones lineales sobre los parametros (8 de la forma Hy : R3 =
r con el estadistico:
(RBuca —r)[RX'QX) 'R (RAuce — 1) /q H

=2 Flg,N-K)
SMmca
con las reglas de decision habituales.

Si queremos contrastar la significatividad individual de una de las variables exdgenas del
modelo, dado que ¢ = 1 podemos utilizar el estadistico:

Bimca Hoy oo
desv(Bimca) (N=K)

e Sea el modelo:
Y=X0G+u u~ N(0,X) Y conocida
en este caso

Buca ~ N(B, (X'S71X)7)

En este caso no tenemos una constante a estimar en la matriz de varianzas y covarianzas de
la perturbacion. Contrastamos restricciones lineales del tipo Hy : R = r con el estadistico:

(RBvce — ) [RX'S™X) R (RBuea — 1) % xg

El estadistico para el contraste de significatividad individual seria:

_ Pumce g gy
desv(B; mca)
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e Ahora supongamos que:

3.7.

Y=X03+u E(uu/)=0Q=3 con Y (o Q) desconocidas.
Debemos estimar el modelo por MCGF, Bycar = (X'Q71X)"HX'Q7LY), estimador

consistente de (3 si Q) es un estimador consistente de 2. Su distribucién asintética es:
~ 1
VN(Bucar — B) % N(0,0°G™) G = plim (NX’Q_lX)
Para contrastar hipdtesis nulas del tipo Hy : B3 = r podemos utilizar el estadistico:

(RBryrcar — ) [R(X'QX) 'R Y (RByvcar — 1) d,Hy N
52 (9)

con distribucién asintética x? con q grados de libertad.

Si queremos contrastar la significatividad individual de una de las variables ex6genas del
modelo, dado que ¢ = 1 podemos utilizar el estadistico:

Bimcar  d,Hy
-—

__PuMoGE _ dHo n 1)
desv(Bi mcar)

Si desconocemos como estimar 2 o ¥ podemos optar por realizar inferencia utilizando el
estimador de White, el contraste de hipdtesis se realiza con el estadistico:

3 - -1/ pA d,H
(Rbrrco — ) (R(X'X) ™ (X'SX)(X'X) " R) ™ (RBuco — ) = X,
La expresion del estadistico para el contraste de significatividad individual no varia:

_ Bico 21 N(0,1)
desv(B; pco)white

con las reglas de aceptacién y rechazo habituales.

Prediccion

Recordemos como hacer la prediccién por punto y por intervalo con el estimador MCO:

Y=XB+u u~ N(0,0%Iy)
YV, =X,B+w, p¢[LN]
E(Y,) =X,6 p¢I[1,N]

X, =01 Xop...Xkp)

E(up) =0 V(up) = o?

a) Prediccién por punto del valor y el valor esperado:

Y, =X,3 E(Y,) = X3

b) Prediccién por intervalo del valor, Y),:

Error de prediccion: e, =Y, —Y),
Distribucién: e, ~ N(0,0%(1 4+ X/ (X'X)7'X,))
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Si 02 es conocida:

e Ho
~ N(0,1
des(ep) (0.1)

Si 02 es desconocida:

p

o 4
des(e,)

A partir de estas distribuciones se obtienen los intervalos de confianza.

c¢) Prediccién por intervalo del valor esperado, E(Yn41):
Error de prediccion: €, = E(Y),) — Y,

Distribucion: e, ~ N(0,0(XA(X'X) 7 X,))

Si 02 es conocida:
€
p

Hy
~ N(0,1
des(ep) (0.1)

Si 02 es desconocida:
€
P

o
CT@TS(EP) o

A partir de estas distribuciones se obtienen los intervalos de confianza.

Ahora, bajo el supuesto de heterocedasticidad tenemos que

Y=XF+u u~ N(0,0%Q) V(u) = o?wi
YP:X;/)/B+UP p&I[1,N]

E(Y,) =X, p¢[lN]

X =(1 Xop.. Xip)

E(up) =0 V(up) = U2wpp

e Predicciéon por punto La predicciéon por punto del valor y el valor esperado de Y), vienen
dados por:

Y, = X} Buca E(Y,) = X,Buca
e Predicciéon por intervalo del valor, Y): Error de prediccion:

e = Yp— ?p .
= X, B+ up, — (X, Buca)
= —X,(Bmcc — B) +up

Distribucién:

E(ep) = E(- XZ/;(BMCG - B)+ Up) =0
V(ey) = El(e, — E(ep))®] = Elepey)
= E[(—X](Bucc — B) + up) (=X, (Buca — B) + up)']
= E(u})+ X,E(Buce — B)(Buce — B) Xp — 2X,E((Buca — B)up)
= V() + X, V(Broe) Xy — 0
= V(up) + 0’ X (X'Q” 1X) X,
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bajo normalidad de las perturbaciones, u ~ N (0, 02Q):

ep ~ N(0,V(up) + X;)V(BMCG)XP)
ep ~ N(0,V(up) + o* X (X'Q7'X)71X,)

de donde

IC1_a(Yy) = | Yy £ N(0,1)0y0\/V(up) + X4V (Brrce) X,

Posibilidades:

a)

Supongamos que V (u) = o2 conocida. En este caso podemos hacer inferencia con
la distribucién normal:

ep ~ N(0,0%(wyp + X (X'Q71X)71X,))
de donde
IC1o(Yp) = [V £ N(0, 1)aay/02(wp + 02X (X'Q271X) 71X,

Supongamos que V (u) = 02§ con Q conocida pero o desconocido. En este otro caso

tenemos:
€p

\/5-%/!06‘(1”1010 + X;G(X/QAX)*lXp)

~EN-K)

de donde
IC1-a(Yp) = [V tv— k)20 T30 (wpp + Xp(X'Q71X)71X,)|

Supongamos que V(u) = 0?Q con  y o2 desconocidos pero estimables. En este
contexto tenemos que estimar el modelo por MCGF por lo que el intervalo tiene
caracter asintético:

e B 2 N(0,1)
\/‘712\/[00F(wpp + XL(X/Qle)lep)

de donde

IC1-a(¥;) = ¥ £ N (0. Do/ Facior (i + Xy (X0 X)X,

e Prediccién por intervalo del valor esperado, E(Y))

Error de prediccién:

¢ = E(Y,) —E(Y,) = X.8— X!Buce = —X,(Buce — B)

Distribucién:

E(e) = E(-X,(Buce—8) =0
Vi) = Elley — E(6))’] = E(epey)
= E[(-X}(Bucc — B)) (=X} (Buce — B)]
= X,E(Bucc — B)(Buca — B) XX
= XV (Buce)Xp
= X, (X'Q7'X)7'X,
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bajo normalidad de las perturbaciones, u ~ N (0, 02Q):

ep ~ N(0,X)V(Buca)Xp) — 6 ~ N(0, 0’ X (X'Q71X) 71 X,)

de donde

IC1-a(Yy) = |V £ N(0, 1)a/o\/ X2V (Brrcc) X,

Se puede observar que la tnica diferencia con respecto a la prediccién del valor Y}, es que
el término V' (u,) desaparece en la varianza del error de prediccién. Por tanto los intervalos
de confianza correspondientes son los siguientes.

a) Cuando V(u) = %€ conocida.

IC1-a(Yy) = [V £ N(0,1)a)21/0? X (X071 X)X,

b) Cuando V(u) = %€ con Q conocida pero ¢ desconocido.

IC1-a (%) = [V = tv— k)2 FRi0a Xp(XQ1X) 71X, |

c¢) Cuando V(u) = 0?Q con Q y o2 desconocidos pero estimables.

IC)_o(Y,) = {Yp + N(0,1), /2\/6]2\400FX;)(X’521X)1X4

3.7.1. Ejercicio

Sea el modelo:
Yi=6X;+w i=12,...,N

donde 0?7 = 0% X?.
Dado el valor de la variable explicativa en el periodo de prediccién X, se quiere obtener una
prediccién por punto y por intervalo de Y.

Solucion:

e Prediccién por punto: Y, = farog X, donde Byroq = (X'Q1X)~1H(X'Q'Y) o equivalen-
temente, el estimador lo obtenemos aplicando MCO en el modelo:

L=0+ L — Y =0ty

siendo:
i ) o2X?2 2 .
V(u~):Var(71i) =52t =0 Vi
v

3
(#.%) = “F% =0 vige

Ew)=E(%)=0 Vi
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e Prediccién por intervalo de Y:
Y, = BX,+u
Y, = BucaXp
€p = Y}J_Ypf —Xp(Brca — B) + up
E(ep) = —Xp(E(Bmce) —B) + E(up) =0

Buscamos las propiedades de ﬂN MCOG:

5 > (¥ N y* N *
E(Buce) = E ( 1]5&)) _ E@;Vli ) _ Nﬁ+zN1 Bu) _
V(Buca) = E(Buce — E(Buca))* = E(Buca — B)?

E( ?uf)Q_z{VE(u:?)_Na? o
L)

2

Asi, si u; ~ N(0,02X?) entonces Bycq ~ N(B, <)
Varianza del error de prediccién:

V(ep) = E(ep)? = E(=Xp(Buce — B) +up)?
= E(up)® + ( 5( vea — B)?) — 2E(Xp(Bucoa — B)up)
— O,2X2 +o W
= a2X2(1 + %)

Como o2 es desconocida debemos estimarla:

52 . — _ Uy Mince
MCG = N_ K

Por tanto el intervalo de confianza se define como:

A - 1
ICl_a(Yp) =Y, £ t%(NfK)UMCG Xg <1 + N)

A lo largo del tema se ha estudiado la heterocedasticidad més simple que podemos encontrarnos.
Esta clase de heterocedasticidad, aunque pueda aparecer en series temporales, es muy frecuente
en datos de seccién cruzada. Sin embargo, en datos de series temporales, especialmente en datos
financieros, nos encontramos con otro tipo de heterocedasticidad (ARCH, GARCH,...) que deben
ser analizado de forma distinta.
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Tema 4

Autocorrelacion

4.1. Causas y modelizacién

En el modelo de regresién, el término de perturbacién engloba aquellos factores que determinan-
do la variable endégena, no estan recogidos en la parte sistematica del modelo. Estos factores
pueden ser innovaciones, errores de medida en la variable endégena, variables omitidas, etc.

Hasta el momento uno de los supuestos bésicos del modelo de regresiéon lineal es que la covarianza
entre perturbaciones de distintos periodos es cero. Sin embargo, si estos factores estan correla-
cionados en el tiempo o en el espacio, entonces no se satisface la hipotesis de NO autocorrelacion
que escribfamos como E(utus) = 0 Vt,s t # s. Este fendmeno se conoce con el nombre de
autocorrelacion: correlacion serial, en el caso de series temporales y correlacién espacial en el
caso de datos de seccion cruzada.

En los modelos que especifican relaciones en el tiempo entre variables, la propia inercia de las va-
riables econémicas, donde el impacto de una perturbacién en un periodo de tiempo puede tener
efectos en subsiguientes periodos, suele generar autocorrelacién en el término de perturbacion.
Esta dinamica, aunque no sea relevante en media, refleja un patron sistematico que tenemos de
considerar a la hora de estimar el modelo.

Concepto de autocorrelacion:

Existe autocorrelacién cuando el término de error de un modelo econométrico esta correlacionado
consigo mismo. Es decir, la covarianza entre las perturbaciones es distinta de cero para diferentes
momentos del tiempo (o entre distintos individuos):

E(uus) #0 Vt,s t#s

No es preciso que u; esté correlacionada consigo misma en cada dos instantes distintos del
tiempo, sino que basta que la correlacion se extienda a algunos periodos.

La presencia de autocorrelaciéon implica que la matriz de varianzas y covarianzas, F(uu') = ,
tiene elementos distintos de cero fuera de la diagonal principal. En este contexto el estimador
MCO es ineficiente y debemos estimar el modelo por MCG si ) es conocida para obtener
estimadores lineales, insesgados y de minima varianza. Si 2 es desconocida estimamos el modelo
por MCGPF siempre y cuando podamos estimarla de forma consistente.

e Estructura de la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacion.
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En presencia de autocorrelacién la matriz de varianzas y covarianzas tiene la forma siguiente:

011 012 013 ... O1IT
021 022 023 ... 09T
E(uu') = 031 032 033 ... 03T
or1 o0r2 OT3 ... OTT
. o _ _ _ 2 . . .,
Suponiendo que 011 = 092 = ... = opp = 0, es decir, existe autocorrelacién pero hay homoce-
dasticidad:
2
g Jg12 013 ... O1T
2
0921 oz 0923 ... 09T
2
E(’LL’LL/) — 031 032 o ... 03T
2
ory 012 OT3 ... O

donde evidentemente se cumple que cov(ug, us) = cov(us, ut) Vt, s. Por tanto, tenemos una matriz

de varianzas y covarianzas que tiene T(T — 1)/2 covarianzas méas una varianza, o>.

4.1.1. Causas de autocorrelacion

e Shocks aleatorios prolongados
Sea el modelo:
Ry =01+ B3RMy+u t=1,2,...,T

donde R; es la rentabilidad de un activo en el periodo t y RM; es la rentabilidad del
mercado en dicho periodo t. Si en un momento dado se produce una caida del mercado,
la rentabilidad del activo se verd afectada a la baja y como consecuencia la rentabilidad
obtenida serd menor que la esperada. Este efecto se prolongard en el tiempo hasta que
poco a poco los inversores recuperen la confianza y el mercado vuelva a estabilizarse. El
shock se recogera en el término de perturbacién. Si por ejemplo, la caida se produce en
(t-1), lo que estamos diciendo es que la perturbacién en t dependera de lo ocurrido en (t-1)
via ug_1.

e Existencia de ciclos y tendencias
Si estamos analizando un modelo econométrico cuya variable endégena presenta ciclos y/o
tendencias que no se explican a través de las variables exdgenas, la perturbacién recoge
dichas estructuras, presentando un comportamiento de autocorrelacién. En este caso, los
residuos presentan rachas de desviaciones por encima del promedio (en la parte alta del
ciclo) y rachas de desviaciones por debajo del promedio (parte baja del ciclo).

¢ Relaciones no lineales
Supongamos que la verdadera relacion entre los tipos de interés, r¢, y el stock de Deuda
Publica, Dy, es cuadratica:

1y =14 BoDi+ B3D? +uy t=1,2,....T B2>0,03<0

Este modelo implica que los tipos de interés aumentan al crecer el stock de deuda publica,
aunque menos que proporcionalmente, puesto que se tiene:

87“15

oD, = B2+ 283Dy < B2
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tanto menor cuanto mayor es D;. Pero sin embargo se especifica y se estima un modelo
lineal:
re=01+BDi+u t=1,2,....T

En este caso la curvatura de la parte sistemética pasa a ser recogida por la perturbacién.
Los residuos presentaran una racha de residuos negativos seguida de otra racha de residuos
positivos para seguir con otra negativa.

e Variables omitidas relevantes correlacionadas
Si el modelo realmente se especifica como:

Yi = b1+ BoXo + B3 X3 + s t=1,2,...,T
Uy Y — B1 — BoXor — B3X3;
= Yy — 1 — BaXo — B3 X3

Pero estimamos:

Y, = fi+Xutw t=1,2,...,T
Yi — 01— BeXot = ug + B3 X3
O Yy — B1 — BaXo

= U — (51 - Bl) - (52 - BZ)th + BSXSt

Ut

S
S
Il

En este contexto de omisién los estimadores MCO son sesgados en general:
Bl y Bg estan sesgados salvo que Cov(Xa;, X3;) = 0y X3 = 0, ademas (81 — (1) # 0 y
(B1—51) #0

En consecuencia, tras un analisis de los residuos v; tanto grafico como mediante tests,
es muy probable que el investigador llegue a la conclusion de que si la variable omitida
esta correlacionada, presenta ciclos o tendencias:

Cov(vg,vs) # 0

De todas formas hay que tener en cuenta que no siempre que se omite una variable relevante
se causa autocorrelacién, podria solamente causar heterocedastidad.

e Existencia de variables endégenas retardas
El comportamiento de muchas variables econdémicas en un periodo t depende no sélo de
otras variables sino también de cudl fue el comportamiento de esa variable en el periodo
anterior(t-1). En este sentido, a la hora de especificar el modelo econométrico debemos
incluirla como regresor de lo contrario esa inercia lo recoge la perturbacion. Esta situa-
cién se produce principalmente con observaciones mensuales o trimestrales. El modelo a
especificar serfa, por ejemplo:

Ct:B1+B2Y;+ﬁ3thl+ut t=1,2,...,T

la existencia de Cy—1 como variable explicativa provoca autocorrelacién, ya que depende
de uz—1 y estd a su vez influye en uy:

up = Cy — B — (oY — 33C—1 y Cio1 =1+ B2Yio1 + B3Ci—2 + up—1

e Datos manipulados
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4.1.2.

e Datos en diferencias:

En muchas ocasiones en lugar de presentar datos originales, se presentan datos sua-
vizados: diferencias, medias, etc. Si el modelo a especificar es

Yi=a+ 08X +uy ug ~ (0, 02) (4.1)

pero los datos disponibles estan en diferencias, Z; = Y; — Y;_1, entonces el modelo
resultante es:
Zy = B(Xy — Xi1) + e €t = Ut — Ut—1
cuya perturbacién tiene media cero, la varianza se duplica (var(e;) = 202) y las
covarianzas entre perturbaciones que distan en un periodo no es nulo (cov(es, e;—1) =
2
—0°).
Datos como media de observaciones pasadas.
Supongamos que el dato que se proporciona corresponde a la media de los tres iltimos

meses (Zt = %), entonces el modelo resultante es:
X1+ X o+ Xio Up_1 + Up_o + Up_
7, = a+ gatL ;2 =3 L, oy = Jt=1 t32 t—3

cuya perturbacién tiene media cero, la varianza es (var(e;) = 02/3) y las covarianzas
entre perturbaciones que distan entre un periodo y dos no son nulas:

20%/9  si |t—s|=1
cov(et,es) =< 0%/9 si [t—s|=2
0 si |t—s|>2

Tasas de crecimiento:

Generalmente las variables econémicas, que evolucionan continuamente, estan medi-
das a intervalos de tiempo regulares (por ejemplo trimestrales) y expresadas como
tasas de crecimiento sobre el periodo anterior. La utilizacién de datos econdmicos
medidos en tasas de crecimiento genera autocorrelaciéon en las perturbaciones. Por
ejemplo, supongamos la variable Y;, definimos su tasa de crecimiento como:

Yi —Yia
Y
donde si Y; = f(X;)+u; el numerador de la expresién anterior depende de (uy —us—1)

no independiente de lo que ocurre en t-1, donde (Y;—; — Y;—9) dependen de (u;—1 —
u¢—2), ambas dependen de us_1.

Modelizacion de la autocorrelacion

Sea el MRLG Y = X3 + u donde:

E?) =0 Vt; FE(ugus) #0 Vi,s t#s

g o112 013 ... O1T
2
021 ([ 023 ... 02T
E(uu/) = 031 032 033 ... 03T
2
or1 0712 OT3 ... O
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2 T(T-1)

En presencia de autocorrelacion tenemos que estimar o, —=5— covarianzas y K coeficientes con
sélo T observaciones. Evidentemente, esta estimacioén no es factible. Para simplificar el ntimero
de parametros a estimar tenemos que hacer supuestos sobre la estructura de autocorrelacion,
de forma que dependa de un conjunto de pardmetros menor. Habitualmente el supuesto que se
establece es el de estacionariedad débil, que entre otras cosas, implica que las covarianzas entre
dos perturbaciones no dependan de los tiempos a los que pertenecen, sino del retardo de tiempo

que hay entre ellas. Asi la covarianza de orden ”s”seria:

Cov(ug, up—s) = E(ugui—s) = s s+t1,£2,£3...

donde s indica el retardo. De esta forma el niimero de covarianzas a estimar se reduce porque
todas aquellas covarianzas que tengan el mismo retardo “s” son iguales:

E(ugus—1) = E(ug—1us—2) = E(ug—2us—3) = ... =M
E(ugui—2) = E(us—1ui—3) = E(us—oui—a) = ... =72

Asi, la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién se simplifica:

Yo et 72 73 cee T-1
il Y0 gt 72 cee YT-2
72 st o 71 cee YT-3

N o_
Bluw)=1 v 4 w0 ... Y1
Yr-1r Yr-2 Yr-3 Yr-4 --- Y0

donde vp = E(u;us) = 02 denota la varianza (retardo cero, s = 0).

Esta matriz de varianzas y covarianzas se puede expresar en funcidon de los coeficientes de
correlacién, para lo cual definimos el coeficiente de correlacién entre u; y uy—s como:

Cov(ut, utfs) Vs s Vs

Ps = VVar(u)/Var(ug_s) - oz o2 n UT% n %

de donde podemos deducir que 75 = pso2 = pgYo. De esta forma la matriz de varianzas y
covarianzas de la perturbacién se puede escribir como:

1 p1 P2 p3 .. PT-1
p1 1 P1 P2 ..o PT-2
P2 P1 1 P1 ... PT-3
n _ 2
Buw) =0y | p, P2 p1 I ... pra
pr—1 pr—2 pPr-3 Pr—4 .. 1

Bajo el supuesto de estacionariedad el nimero de parametros desconocidos en la matriz de
varianzas y covarianzas es T: (02, p1,p2,.-.,pr—1)- Pero todavia no es suficiente porque atn
tenemos K coeficientes, 02 y (T — 1) covarianzas a estimar con las T observaciones muestrales
disponibles. Tenemos que suponer algo adicional con objeto de reducir el nimero de parametros
desconocidos a estimar.

A continuacién se describen algunas de las estructuras mas empleadas para especificar la auto-
correlacion.
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Proceso autorregresivo de primer orden, AR(1)

Es el proceso de autocorrelacién mas sencillo y uno de los que mejor se suele ajustar a datos
econdmicos. Se especifica como:

U = pUs—1 + € t=12,...,T

de forma que la perturbacién en el periodo ¢ depende de la perturbacion del periodo anterior
(t — 1) méas un término aleatorio (o innovacién) €, cuyas caracteristicas son:

E(Et) =0 VWt
E(e) =02 Wt e ~ iid(0, 0?)
E(etes) =0 Vt,s t#s

y que habitualmente se le llama ruido blanco. La relaciéon entre la perturbacién y la innovacién
se recoge en el diagrama siguiente:

Ut—2 —  Ut—1 — Ut — U4l
i 7 T 7

€t—2 €1—1 €t €t+1

por lo que cada innovacién influye sobre la perturbacién en el mismo periodo o periodos poste-
riores, pero nunca sobre los valores anteriores, es decir:

E(etut_s) =0 s>0.

donde p mide la correlacién entre u; v us—1:

_ Cov(ug, ug—1) _m
VVar(u)/Var(ui—1) 02

p lp| <1

En un proceso AR(1) la condicién (necesaria y suficiente) de estacionariedad es que |p| < 1. Dado
que uy = Y;— E(Y;/ {Xit}{il) la perturbacién representa la diferencia entre el comportamiento
observado y el comportamiento promedio, tenemos que:

i) Si p > 0 entonces un valor elevado de u; genera un valor de Y; por encima del promedio y
tendrd mayor probabilidad de ir seguido por un valor elevado de w1 y asi sucesivamente.

ii) Si p < 0 un valor alto de u; ird seguido por un valor bajo de u;y; y éste por uno alto de
Urro v asi sucesivamente.

En la Figura 4.1 se observa un proceso autorregresivo de primer orden con pardmetro p positivo.
En ella podemos una racha de residuos positivos seguidos de una racha de residuos negativos y
asi sucesivamente. En cambio, cuando el parametro del proceso autorregresivo es negativo, los
signos de los residuos se alternan como podemos ver en la Figura 4.2.

e Para conocer la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién
bajo un AR(1) tenemos que hallar los primeros momentos de la perturbacién. Comenzamos
por obtener una expresién mas compacta del proceso:

Sit=1 wuy=pug+ e = e+ pug
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Gréfico 4.1: Perturbaciones AR(1) positivo

A~

Gréfico 4.2: Perturbaciones AR(1) negativo

A~
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TERTAY

Sit=2 wus=pui+e =€+ pler+ pug) = e + per + pPug
Sit=3 wus=puy+e3=e3+ plex+ per + p*ug) = €3+ pex + pe1 + pPug

Sit=T wup=pur_1+er=ep+per—1+piep—a+...+pl ter +plug
entonces de forma general:

Up = PUt—1 + € = € + pe—1 + p26t72 + .o+ p e + plug.

Suponiendo que el proceso comienza en un punto remoto, p’ 1y tomard un valor despreciable,
de forma general podemos escribir:

o0
Uy = ZPZGt—z‘ — ug = fle, €-1,60-2, ...) (4.2)
i=0

es decir, la perturbacién u; es una combinacion lineal de las innovaciones pasadas ¢;, ponderadas
por 1,p,p?... que decaen geométricamente ya que |p| < 1. Esto implica que las innovaciones
€;—; tienen menor influencia en u; cuanto mas alejadas estan en el tiempo.
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A continuacién, basandonos en la expresion (4.2) hallamos la media, la varianza y las covarianzas
del proceso:

E(u) = E(XZgp'ei) =220 Ele—i) =0 Vit
Var(uy) = o5 =" = E(Ut E(u))? = E(u}) =
= Elput-1 + &)’ = p*E(ui_y) + E(¢7) + 2pE(ut—1¢r) =
= p205 + 062
de donde obtenemos que
2 2 2 2 2 2 2 2 ol
0y = p o, +o; = O-u(lip):ae = Uu:ﬁzw

En cuanto a las covarianzas tenemos:
Cov(ug,up—1) = Eugus—1) = E((pug—1 + €)ug—1) = PE(Ut 1) + E(us_1€t) = po 3 =M

Cov(ug, up—2) = E(ugui—2) = E((pui—1 + €)ui—2) = pE(up—1ui—2) + E(ui—26;
Cov(ug, ut—3) = E(upus—3) = E((pus—1 + €)u—3) = pE(us—1us—3) + E(us—3€

\./\_/
b
=<2
)
Il

Cov(ug, us—s) = E(usui—s) = p°oy = s

Si obtenemos la correlacién entre dos perturbaciones que distan s retardos, tenemos

Cov(ug, ui—s) s _ P
VVar(u)/Var(u—s) o2 Yo
por lo que p mide la correlacién entre u; y us—1. Asi, si dibujamos la FAC (Funcién de Auto-

Correlacién) de un AR(1) positivo, vemos que los valores decaen exponencialmente (Figura 4.3)
hacia cero y si el proceso AR(1) es negativo los signos de estos valores se alternan (Figura 4.4).

Cor(ug, up—s) =

Gréfico 4.3: FAC: AR(1) positivo

0.8 7

0.6

0.4

0.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0.0

La matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién cuando ésta sigue un proceso autorre-
gresivo de orden uno es:
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Gréfico 4.4: FAC: AR(1) negativo
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E(u) =0, ) = 02Q.
pT—l ,OT_2 pT—3 1

La estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas se ha simplificado de tal modo que sélo

2
tenemos que estimar dos pardmetros: o2 y p. En realidad, dado que o2 = (1i7502)’ los parametros

desconocidos son p y 2. Conocido p, £ queda totalmente determinada, a excepcién del factor

2
de escala que depende de o?.
Proceso autorregresivo de cuarto orden, AR(4)
Un proceso autorregresivo frecuentemente utilizado para recoger efectos estacionales en la per-
turbacién con datos trimestrales es el llamado proceso autorregresivo de cuarto orden, AR(4).
Su especificacion es la siguiente:

. .. 2

Up = PUt—q4 + € lp| <1 e ~ 1id(0,07)

donde se supone que u; depende de la perturbacién de cuatro periodos atras mas una innovacién
con propiedades esféricas. Si estamos utilizando datos de series temporales este proceso autorre-

gresivo recoge el hecho de que cada periodo (trimestre) estd relacionado con el mismo trimestre
del ano anterior. Podriamos haberlo escrito como:

Ut = PrUt—1 + P2Ut—2 + P3Ut—3 + paUt—4 + €
con p; = p2 = p3 = 0. La expresiéon compacta para este caso es

Up = PUt—4 + € =
= p(put—s +€—4) + € =

€ + pet'_4 + p26t_8 +...=
=220 P €t-aj
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E(u)  =E(XCEgpeaj) = 220 Eesaj) =0Vt
Var(uy) = O‘Z = =
= E(us — E(w))* = E(u}) = E(pur—s + &) =
= pPE(uj_y) + E(€}) + 2pB(up-se1) =
= plog + ¢
de donde
2
0-6
Refolral o ofl-Pma? - oi= Ty
(1—p?)
En cuanto a las covarianzas:
Cov(ug,us—1) = E(ugup—1) = E((put—a + €)ug—1) =0
Cov(ug,ut—2) = E(upui—2) = E((pus—q + €t)us—2) =0
Cov(ug,u—3) = E(ugui—3) = E((pug—g + €)ug—3) =0
Cov(ug, ur—a) = E(ugug—y) = E((pur—a + e)us—g) = pE(ui_y) + E(ui—s€r) = po 3 = ’Y
Cov(ug, us—g) = E(ugus—g) = E((pui—a + €)ur—s) = pE(ur—gus—g) + E(ug—ser) = = p’ol =5

Por tanto la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién cuando ésta sigue un proceso

autorregresivo de cuarto orden es:

1 0 0 0 p 0 0 0 p
0O 1 0 0 0 p 0 0 0
Blud)y=o2| 0 0 1 0 0 0 p 0 0

en la que los tinicos pardmetros a estimar son o2 y p, en real

Proceso de medias méviles de orden uno, MA(1)

0
0> ..
0 p? = 02Q
1
idad o2 y p.

El proceso de medias méviles més sencillo es el MA(1) que se define como:

U = €¢ + 9615_1

donde || < 1 para que el proceso sea estacionario. En est

t=1,2,...

T

e caso, la perturbacién u; es una

combinacién lineal de sélo dos innovaciones €; y €;,—1, por lo que se dice que es un proceso de

memoria corta. Buscamos las propiedades de u;:

E(ug)
Var(u)

E(et+0ei—1) = E(er) +0E(ei—1) =0
E(U?) E(e + Oer-1)? = E(ef) +
02 +0%? = o%(1 +6?)

Cov(ug,up—1) = E(utut 1) = E((e; + 0er—1)(€1-1 + Qet_z)
= E(eer—1) + 0E(erer—2) + OE(e7_,) + 0*F
Cov(ug,us—2) = E(upur—o) = E((er + Oer—1)(et—o + Oer—3)
= FE(eier—2) + 0E(erer—3) + OE(ei—1€60—2) +
Cov(ug,ug—g) = 0 Vs>2 Vi
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de donde:

(1+6%) 0 0 0 0

0 (1+6% 0 0 0
, 0 0 (1+6%) 0 0 )
n o _
E(uu') = o 0 P (14 62) = 0.0

: : E ' - 0
0 0 0 0 (1+06%

la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbaciéon u queda totalmente determinada una
vez conocida 6, salvo por el factor de escala o2. En el caso de un proceso MA(1) el ntimero de

correlaciones se reduce a uno ya que:

Cov(ug,u—1) boe
Cor(ug, ur— I
or(ug, ur—1) \/Var(ut)\/Vaﬂ”(Ut—l) o2
Cov(uyg, ug—2) 0
C » Ut— Tl
or(ug, u—2) VVar(u)/Var(ui—2) 02
Cov(uy, ug—s) 0
C s Yt—s Tt -
or (ut, ut—s) VVar(u)yVar(u—s) o 8

por lo que # mide la correlacién entre u; y us—1. Asi, la FAC correspondiente a un MA(1) tiene
un unico valor distinto de cero: el parametro €. Como se puede observar en las Figuras 4.6 y 4.5,
si el proceso MA(1) es positivo la correlacién serd positiva y viceversa.

En algunas ocasiones se define el proceso MA(1) como u; = ¢, — ¢¢;—1 donde reparametrizamos

0 = —¢ y estamos en los mismos resultados que los obtenidos anteriormente:
(1+¢%) —¢ 0 0 0
¢ (1+¢*) ¢ 0 0
o, 0 -9 (14+¢%) —¢ 0 ,
E(uu') = ot 0 —¢ (14 ¢2) =00
: : : - L ¢
0 0 0 —¢ (1+¢7)

Otros procesos mas generales serian por ejemplo:

AR(2) Up = P1ut—1 + paus—o + €

AR(p) Up = P1Ut—1 + Pus—2 + ...+ PpUs—p + €
MA(2) up = € + 0161 + 02612

MA(q) up = € + 01641 + 240+ ...+ 6q6t_q

El modelo més general es un ARMA (p,q) donde u; depende de sus valores pasados, de la inno-
vacién € y de los valores pasados de ésta. El modelo se especifica:

Up = P1Ut—1 + P2aUs—2 + ... + ppUp—p + € + 0161 4+ O26so + ... + 04614
en el que se combina un proceso AR(p) con un proceso MA(q).
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Gréfico 4.5: FAC: MA(1) positivo
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Graéfico 4.6: FAC: MA(1) negativo
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4.2. Contrastes de autocorrelacion

En la practica no se conoce a priori si existe autocorrelacién ni cudl es el proceso méas adecuado
para modelarla. Para determinar su existencia es necesario contrastar dicha hipdtesis mediante
un estadistico de contraste.

Si embargo, ningin contraste de autocorrelacién debe excluir un examen riguroso de los residuos
generados en la estimacién del modelo. El gréifico de los mismos puede indicarnos la existencia
de autocorrelacién. Dado que los residuos son una aproximacién a la perturbacién, la existencia
de patrones o comportamientos sisteméticos indicaria la posible existencia de autocorrelacion.

Por ejemplo, si en el grafico de la evolucion temporal de 4; contra la de u;_s para s = 1
encontramos que la mayoria de los puntos en dicho grafico se hallan en el primer o tercer
cuadrante, Figura 4.7, ello es un indicio de autocorrelacién positiva. Si se hallan en el segundo
y cuarto cuadrante indicara autocorrelacién negativa.
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Gréfico 4.7: Perturbaciones AR(1) positivo

N

>

Gréfico 4.8: Perturbaciones AR(1) negativo

>

Cuando los residuos no se comportan aleatoriamente, si no que recogen una estructura, ello
puede indicar la existencia de autocorrelacion. Tras el andlisis grafico, debemos contrastarla.
Si el resultado del contraste es que existe autocorrelacion y ésta no es debida a una mala
especificacién del modelo el método se estima por MCG o MCGEF.

Si la autocorrelacion es originada por una mala especificacién del modelo primero se ha de
corregir esta especificacién y una vez el modelo esté correctamente especificado analizar las
propiedades de la perturbacion.

No obstante, a menudo y especialmente ante tamanos de muestra considerables, el andlisis grafico
puede no sugerir nada en especial. En las siguientes figuras se muestra un proceso AR(1) positivo
y negativo junto con su Funcién de Autocorrelaciéon (FAC) y también un proceso MA(1) positivo
vy negativo. En todas ellas resulta imposible divisar un comportamiento sistemético, por lo que
se hace necesario emplear un contraste.
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Grafico 4.9: Funciones de autocorrelacion y realizaciones de modelos
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4.2.1. Contraste de Durbin Watson

Durbin y Watson propusieron en 1951 un estadistico para contrastar la existencia de un proceso
AR(1) en el término de perturbacién. La hipdtesis nula es la no existencia de autocorrelacion:

Hy:p=0
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frente a la alternativa
Hy:p#0 en wu=pu_1+e €~ (0,062)
y se contrasta mediante el estadistico:

T (5 & \2 T 42 T 42 T Ao
thz(ut - Ut—l) . thg uy + Zt:2 Uy_1 — 2 thg UtUt—1
T ~2 - T »~2
D=1 Uf Dot Uf
donde 4; son los residuos minimo-cuadréticos ordinarios de estimar el modelo original sin tener
en cuenta la existencia de autocorrelacién en las perturbaciones.

DW =

Si el tamafnio muestral es suficientemente grande podemos emplear las aproximaciones

con lo que

L 28  f — 2N g iy, o i iy

= T - = T -
Y1 U Yi—p UFy

donde p es el estimador de p por MCO en el modelo u; = pu;—1 + €;, empleando como proxy de

uz el residuo MCO.

DW

~ (1~ )

e Interpretacién del estadistico DW:

Si existe autocorrelacién positiva de primer orden, valores positivos del término de error u;
tiendan a ir seguidos de valores positivos y asimismo, valores negativos tiendan a ir seguidos
de valores negativos. Dado que la aproximacién a la perturbacién es el residuo, los patrones
en la perturbacién serdn detectados en el residuo. Asi, observaremos rachas de residuos
positivos seguidas de rachas de residuos negativos. En estas circunstancias, generalmente
|Gy — tig—1| < |G| = (G — Gy—1)?® < 47 y el numerador del estadistico “serd pequefio” en
relacién al denominador, con lo que el estadistico “serd pequeno”. En consecuencia cuanto
mas cercano esté el parametro p a la unidad méas proximo a cero estard el DW. En el
extremo positivo tenemos que p — 1 = DW — Q.

Si existe autocorrelacion negativa de primer orden, valores positivos de 4; tienden a ir
seguidos de valores negativos, en este caso |Gy — G¢—1| > |G| = (G — Gz—1)? > 47 con lo
que el estadistico DW tenderd a tomar valores grandes. En el extremo negativo tenemos
que p — —1 = DW — 4.

A partir de la relacion DW ~ 2(1 — p) se puede establecer el rango de valores que puede
tomar el estadistico DW.
0<p<l DWEe(0,2)
p=0 DW ~2
-1<p<0 DWe(24)

la distribucién del estadistico DW bajo Hy depende de la matriz de regresores X ya que
= Mu=(I—X(X'X) ' X")u por lo que los valores criticos del contraste también serdn
diferentes para cada posible X. Durbin y Watson tabularon los valores maximo (dy) y
minimo (dr) que puede tomar el estadistico independientemente de cudl sea X, y tal que
dr, < DW < dy. La distribuciéon de dy, y dy depende del tamano de la muestra, T, y
de K’ que denota el ntimero de variables explicativas del modelo exceptuando el término
independiente.

Contraste de existencia de autocorrelaciéon positiva:
Hy:p=0
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Hy:p>0 en w=puy_1+e |p|<l e~ iid(0,02)

a) Si DW < d, se rechaza la Hj para un nivel de significatividad a dado, por tanto
existe autocorrelacién positiva.

b) Si DW > dy no se rechaza la Hy para un nivel de significatividad « dado, por tanto
no existe autocorrelacién positiva.

c) Sidp < DW < dy estamos en una zona de incertidumbre y no podemos concluir si
existe o no autocorrelacién positiva de primer orden.

Contraste de existencia de autocorrelacion negativa:
HO P = 0
Hy:p<0 en w=pu1+e |p|<1 e ~iid(0,02)

a) Si DW < 4 — dy no se rechaza la Hy para un nivel de significatividad « dado, por
tanto no existe autocorrelacién negativa.

b) Si DW > 4 —dj, se rechaza la Hy para un nivel de significatividad « dado, por tanto
existe autocorrelacion negativa.

c) Sid—dy < DW <4 —dj, estamos en una zona de incertidumbre y como en el caso
anterior, no podemos concluir si existe o no autocorrelacién negativa de primer orden.

Gréficamente:
H,:p=0
Autocorrelacién positiva Autocorrelaciéon negativa
——-———-H;:p>0-——--— — —————— — Hy:p<0————— —
| | | | |
Rechazar | | Aceptar p=20 ] | Rechazar
p=0 | Duda | | | Duda | p=0
| | | | |
0 dy, dy 2 4 —dy 4—dp, 4

El contraste de Durbin Watson también se puede considerar un contraste de mala especificacion
del modelo. La omisién de variables relevantes correlacionadas, una forma funcional inadecuada,
cambios estructurales no incluidos en el modelo, etc., pueden originar un estadistico DW signi-
ficativo. Esto nos puede llevar a errores si consideramos que hay evidencia de autocorrelacién y
se modela un proceso AR(1). Por otro lado, si u; sigue un proceso distinto de un AR(1), supon-
gamos un AR(2), es probable que el estadistico DW lo detecte. Por lo tanto, el estadistico de
Durbin Watson es 1til porque nos indica la existencia de problemas en el modelo, pero a veces no
nos ayuda a establecer cudl es la estructura real. En caso de no rechazar la H,, podemos afirmar
que no tenemos un AR(1), pero no sabemos si tenemos alguna otra estructura alternativa.

Por otro lado el estadistico DW sélo debe aplicarse cuando los regresores son fijos, en presencia
de regresores aleatorios como la variable enddégena retardada no tiene validez.

Cuando el estadistico DW cae en zona de duda, y si no podemos llevar a cabo un contraste
alternativo, no debemos concluir que no existe autocorrelaciéon. El procedimiento conservador
aconseja rechazar la hipétesis nula y estimar por MCGF ya que las consecuencias de ignorar su
existencia cuando si la hay son mas graves que las correspondientes al caso contrario.
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4.2.2. Contraste de Wallis

El estadistico de Durbin-Watson es adecuado para contrastar la existencia de autocorrelacion
de primer orden. Wallis modificé dicho estadistico con el objetivo de recoger esquemas de auto-
correlacién estacional muy presentes en datos trimestrales en los cuales la correlacién se produce
con cuatro periodos de desfase. Se supone que en este caso las perturbaciones siguen el esquema:

up=pusg+e t=12,....T ¢ ~iid(0,0%) |p| <1

donde se contrasta: Hy: p =10 con el estadistico:
T /A N
_ Yl — 4pa)?
DW = 3
D=1 U7

Wallis computé los valores criticos precisos para llevar a cabo el contraste bajo el supuesto
de X fijas y dependiendo de si el modelo incluye término independiente o no. Asi hay dos
tablas distintas, la primera para un modelo sin variables ficticias estacionales pero con término
independiente y la segunda cuando se incluyen variables ficticias estacionales. La regla de decision
es similar al anterior, lo tinico que varia son las tablas de referencia.

4.2.3. Contraste h de Durbin

El contraste de Durbin Watson se deriva bajo el supuesto de que los regresores son fijos, sin
embargo, éstos pueden ser estocdsticos. En muchos modelos econométricos se incluyen retardos
de la variable endégena como regresores:

Yi=01+ 02X+ ...+ B Xkt +71Yi1 + ..+ s Yi—s + ws. (4.3)

Recordar que en este caso, el estadistico de Durbin-Watson no tiene validez ya que la condicion
de que los regresores sean fijos no se cumple.

En estos casos, cuando los 1inicos regresores estocasticos del modelo son los retardos de la variable
endodgena aplicaremos el estadistico h de Durbin:

Hy: p=0 obien Hp:p=0

Hy: p>0 H,:p<0
T

h=p “M0 N (0,1)

1—TVar(5)

donde T es el tamano muestral, p la estimacién por MCO del coeficiente de autocorrelacion de
primer orden en el proceso AR(1), y @"(’}1) la varianza estimada de 41, el coeficiente estimado
correspondiente al primer retardo de Y; ( independientemente de que otros retardos de Y; apa-
rezcan como regresores.) Dado que la hipétesis alternativa es la existencia de autocorrelacién
positiva o negativa el contraste se realiza a una cola comparando el valor calculado para h con
el valor critico N(0,1),. La regla de decisién es:

a) Si h > N(0,1), rechazo la Hy y existe autocorrelacién positiva.

b) Si h < —N(0,1), rechazo la Hy y existe autocorrelacién negativa.

Observaciones:
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a) Si la muestra no es suficientemente grande no se pueden garantizar los resultados del
contraste.

b) El tnico coeficiente que influye en el estadistico es el del primer retardo de Y}, indepen-
dientemente del niimero de retardos incluidos en el modelo.

c) SiT ‘7a\r(’y1) > 1 el estadistico h de Durbin no es calculable y en este caso Durbin propone
calcular la regresion de 4y sobre ;1 mas los regresores del modelo original:

Uy =1 +ooXoy + ...+ Xt +01Yi1 + ...+ 0sYis + Aip_1 + €4

y ver si el coeficiente asociado a ;-1 (\) es significativamente distinto de cero, en cuyo
caso no se rechaza la existencia de autocorrelacion.

En caso de que sospechemos de un AR de mayor orden (AR(p)), se incluirfan dichos
retardos:

U =aoa) +aoXot+ ... +tag Xt +601Yio1 + ...+ 0sYi—s + NUi—q —|—...—i—/\put_p—i—et

y se analizaria la significatividad conjunta de las variables.

4.2.4. Contraste de Breusch y Godfrey

Este contraste de autocorrelacién, ademas de no imponer la condicién de que los regresores
sean fijos, permite que la hipdtesis alternativa incluya especificaciones mas generales que las del
AR(1):

Hp : no autocorrelacion de orden p

H. - AR(p): wt = prug—1+ paup—o2+ ...+ PplUt—p + €t
@ MA(p): ut =€+ 0161+ baes—a+ ...+ 0per_p

El contraste de Breusch y Godfrey sugiere:

a) Estimar el modelo original por MCO ignorando la existencia de posible autocorrelacién y
obtener la serie de residuos minimo cuadraticos, arco -

b) Estimar una regresién auxiliar de uyrco ¢ sobre los p retardos (el orden de autocorrelacion
de que sospechamos) 1, U2, ..., U—p ¥y las variables explicativas del modelo original:

Upcot = 00+01Upcot—1+- - A0plinicot—pt+r2Xot+- . AV XKt t=p+l,p+2,...,T
y obtener el R? de esta regresion.
c¢) Contrastamos la hipétesis nula de no autocorrelacién:

Hy : no autocorrelacion

H0:51:---:5p:72:---:'}/l(:0
con el siguiente estadistico asintdtico:
d,H
TR?=3 X?)

donde T es el tamano muestral a pesar de que la regresion incluye retardos y p el niimero
de residuos retardados incluidos en la regresién auxiliar. Rechazamos la Hy de no auto-
correlacion si el estadistico calculado es superior al valor de la distribucién en las tablas
para un nivel de significacién dado.
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Interpretacion del contraste. Si realmente no existe autocorrelacién, entonces en la regre-
sién auxiliar, hay dos tipos de variables explicativas:

1. Las variables explicativas de la regresién y los residuos son ortogonales, es decir
X't = 0 (propiedad de la recta de regresion).

2. Los retardos de los residuos MCO no tienen capacidad explicativa para los residuos.

Esto implica que el R? de la regresién auxiliar es muy pequeiio, no rechazariamos Hy.
En caso contrario los retardos de los residuos tienen poder explicativo sobre los residuos,
el R? es alto y rechazamos la Hy para un o dado. Existirfa autocorrelacién del orden
contrastado.

Desventajas:
a) El orden de la autocorrelacién (p) tiene que estar determinado para realizar el con-
traste, de lo contrario puede ser necesario hacer pruebas sobre el valor de p.

b) Si se rechaza Hy, no sabemos cudl de las dos especificaciones (AR(p) o MA(p)) es la
correcta, por lo que tenemos que comparar los resultados de emplear una u otra.

MCG: Modelo transformado para AR(1)

Sea el modelo:

Y;f:ﬁl"i'ﬁQXt_’_ut t=1,2,...,T

donde las perturbaciones siguen un proceso AR(1) tal que uy = pus_1 +¢; , € ~ #id(0,02) con
p conocido y |p| < 1. La matriz de varianzas y covarianzas viene dado por:

como

1 p 2 P L T
p2 1 p P> pi’i
2 1 -
N O¢ P P P P 9
E(uw') = =2 0 2 P 1 o= =0°(Q)
pl=1 pT=2 ,T=3 1

hemos supuesto que p es conocido la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacion

es conocida salvo por o2. En este contexto el estimador MCO es ineficiente y debemos estimar el
modelo por MCG. Tenemos dos procedimientos alternativos para estimar el modelo en presencia
de autocorrelacion:

)

Aplicar el estimador MCG directamente a la muestra, Byca = (X'Q 1 X)) 1x'Q- 1y,
obteniendo estimadores lineales, insesgados, de minima varianza y consistentes. En este
caso, y para el ejemplo elegido tenemos:

Yi 1 X; (51
Y, 1 X5 uz
y=1| Y3 x=|1 X3 w=| us

En cuanto a la matriz de varianzas y covarianzas, F(uu') = 022, se puede demostrar que:

95



SARRIKO-ON 4/08

1 —p 0 0 0 0

—p (1+p*)  —p 0 0 0

-1 1 0 —p (14 p?) 0 0 0
(1—-p%) : : o : :
0 0 0 coe —p (14+p?) —p

0 0 0 .. 0 —p 1

y el término o2 se puede estimar de forma insesgada y consistente como:

~ 71 ~
52 = Uyoqfd unmoa

¢ T-K

2) Estimar el modelo transformado por MCO. La matriz de transformacién P~! en el caso
de un AR(1) es tal que

I-2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 —p 1 0 0 0
-1 _
P = 0 0 —p 1 0 0
0 0 0 ... .. —p 1

siendo Q! = (1fp2) (P~1)’P~1. Asi, podemos escribir el modelo transformado como:

V1—p2Y1 = Biv1—p? + a1 — p? X1 + V1 — p?uy t=1

Yi = pYie1 = Bi(1 = p) + Bo(Xe — pXi1) + & t=2,3,...,T

dado que del proceso AR(1) obtenemos que ¢, = u; — puy—1. En el modelo transformado
observamos dos cosas, primero que estd formado por dos ecuaciones ya que a la primera
observacién le corresponde una transformacién distinta a las demads. Y segundo, que el
término independiente ahora ha cambiado.

De forma alternativa, ante un modelo con perturbaciones que siguen un proceso AR(1) y por
tanto no tiene propiedades esféricas, el propio proceso AR(1) nos puede indicar una solucién a
seguir, ya que € es un ruido blanco, es decir, una variable aleatoria con perturbaciones esféricas.
En consecuencia, si obtenemos un modelo transformado tal que su 1nica variable aleatoria sea
€, éste puede ser estimado por MCO obteniendo las propiedades habituales.

Dado us = puy—1 + € , y por tanto €, = u; — pu;—1 debemos tomar el modelo en el momento t y
(t-1), premultiplicar este tltimo por p y tomar diferencias para obtener perturbaciones esféricas.
Si lo hacemos asi tendremos la siguiente ecuacion:

i —pYi1 =611 —p) + Be(Xy —pXi—1)+e& t=2,3,....T

donde ¢; ~ iid(0,02) por lo que aplicar MCO en este modelo transformado es correcto.

Lo que hemos hecho en el modelo transformado es descontar la informacién que se tenia con
anterioridad ya que si uy = pu;—1 + € lo ocurrido en t se explica en parte por lo ocurrido en
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(t-1), al tener (Y; — pY;—1) nos queda unicamente la informacién nueva. En este caso las variables
transformadas se definen como:

Y= (Y — pYi-1) Xi = (Xp = pXi1).

Hay que notar que en este modelo hemos perdido la primera observacién pero si la muestra es
suficientemente grande es una pérdida de eficiencia irrelevante.

Si la muestra es pequena, es mejor estimar el modelo transformado utilizando las dos ecuaciones
(es decir incluyendo la ecuacién para t=1) ya que podriamos tener cambios significativos en las
estimaciones:

V1=p2Y1 = B1v1 = p? + Bo/1 = p2 X1 + /1 = p?uy t=1

Yi = pYi1 =11 —p) + Bo(Xt — pXi1) + & t=2,3,...,T

Las matrices correspondientes serian:

I—2 0 0 0 0 Y, Vi 2y
—p 1 0 0 0 Ys Yo —phi
v*— ply — 0 -p 1 0 0 i [=| Ya—p)2
0 0 A 4 1 YT YT—pYT_l
1-p2 0 0 0 ... 0 1 X V1—p2 J1-p? Xy
—p 1 0 ... 0 1 Xs (1-p) Xo—pXy
X*=plxy = 0 - 1 0 ... 0 1 X3 | = (1—p) X3—pXo
0 0O ... ... —p 1 1 Xrp (1—p) Xp—pXi

\/1—021&1

—
|
i)
M
o
o
o
es)
e
—

—p 1 0 0 0 U9 €9
ur = Pilu = 0 —p 1 0 0 us — €3
0 0 —p 1 Ut €r

Cuando el modelo transformado estd formado solamente por la segunda ecuacién, las matrices
correspondientes se obtienen de suprimir la primera fila de cada una de ellas.

4.4. MCGF: Aplicacién para un AR(1)

Sea el modelo:
Y;f:ﬁl"i'ﬁQXt_’_ut t=1,2,...,T

donde las perturbaciones siguen un proceso AR(1) tal que u; = pus_1+e¢; y € ~ iid(0,02) con p
desconocido y |p| < 1. En este caso la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacion sigue
teniendo la misma forma que en la seccién anterior, E(uu') = 1i§) >{2, pero al ser p desconocido,
Q) es desconocida. En este contexto el método de estimacion apropiado es el de MCGF.
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Para emplear el estimador por MCGF tenemos que estimar el pardmetro p consistentemente
porque asi logramos que ) sea consistente. El parametro p puede ser estimado a priori o bien
conjuntamente con los coeficientes del modelo.

A continuacién describimos algunas formas alternativas de estimar p:

e Metodo de Durbin en dos etapas:
Se basa en la estimacién del modelo transformado en el que las perturbaciones son esféricas:

Yi = pYie1 = Bi(1 = p) + B Xt + pfaXi—1 + €.

En este modelo la variable a explicar es desconocida dado que depende de p por lo que se
traslada este término a la parte sistematica:

Y = B1(1 = p) +52Xi + pfo Xi—1 +pYi1 + &
S—— ~~

ap aq

que estimado por MCO proporciona estimadores consistentes. Una vez obtenida la estima-
cion de p, se procede a estimar el modelo original por cualquiera de las dos alternativas.

e Proceso iterativo de Cochrane-Orcutt:

El proceso iterativo consta de los siguientes pasos:

1. Estimar por MCO el modelo original ignorando la existencia de un proceso AR(1) en
la perturbacion:

Vi=pi+MXi+u t=12,...T (4.4)

guardar los residuos MCO, ;.

2. Utilizar los residuos MCO de la regresién anterior para estimar el parametro p en la
regresion U pvyco = plt—1,mco +ve t=2,3,...,T":

S At
T »~2
Dt U g

3. Se utiliza p para transformar el modelo:

b=

Yi—pYie1 =511 = p) + Bo(Xy — pXom1) +&¢ £=2,3,....T (4.5)

que se estima por MCO, obteniendo las estimaciones MCGF de los coeficientes, By

Pa.

Este proceso se itera hasta que dos estimaciones consecutivas de ' alcancen un grado de
convergencia prefijado de antemano: | plith) — ﬁ(i)| < £, donde £ es una cantidad prefijada
de antemano. Para iterar basta con generar una nueva serie de residuos con las estimaciones
de ﬁl y Bg Dada la nueva serie de residuos, se repite el proceso desde el segundo paso.

Notar que:
1) El término independiente en el modelo transformado es 31(1 — 5?) por lo que ser4 ne-
cesario recuperar (.

2) Este procedimiento de estimacién puede presentar dos problemas: convergencia y
existencia de minimos locales en vez de minimos absolutos.
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3) Es preciso tener en cuenta que los dos métodos considerados minimizan la suma de
cuadrados sin tener en cuenta la primera observacion, por lo que sélo son aproximacio-
nes al estimador de MCGF. Asintéticamente ambos son equivalentes al estimador de
MCGF pero para muestras pequenias puede haber diferencias, a veces, importantes.

4) Si desde el tercer paso se tienen en cuenta las dos ecuaciones a la hora de estimar
el modelo transformado, mejoran los resultados en muestras pequenas. Este proceso
iterativo con informacién completa fue propuesto por Prais-Winsten (1957).

e Método de red de busqueda de Hildreth-Lu:

El procedimiento de estimacién de p de Hildreth-Lu (1960) es similar al procedimiento
anterior. La diferencia radica en que en lugar de hallar una primera aproximaciéon de p
mediante MCO, se propone recorrer el dominio de p, es decir, el intervalo (-1, 1):

a) Se particiona el intervalo (—1, 1) en n-puntos arbitrarios equidistantes entre si: p; i =
1,2,...,n.

b) Una vez prefijados estos puntos, para cada uno de los valores de p; fijados se trans-
forma el modelo de la forma usual:

Yi —piYi1 =01 —pi) + Bo( Xy —piXe1) +6¢ t=2,3,....T

se estima por MCO y se obtienen las correspondientes sumas de cuadrados de los
residuos.

¢) Como estimacién definitiva, tanto de p como de los pardmetros desconocidos del
modelo (en el ejemplo (1 y (32), se toma aquella que proporciona la menor SCR;.

Este método presenta la ventaja de que, utilizando una red suficientemente fina -n elevado-
queda pricticamente garantizada la aproximacion al minimo global. Por ello, con frecuencia
se utiliza este procedimiento inicialmente para detectar la regién donde estd el minimo
absoluto y proseguir, a continuacién, con el método de Cochrane-Orcutt.

4.5. MCO: Estimador de Newey-West de V(BMCO)

Al igual que en el caso de heterocedasticidad el estimador de White proporciona un estimador
consistente de la matriz de varianzas y covarianzas de By;co cuando se desconoce totalmente la
estructura de heterocedasticidad, para autocorrelacién tenemos un estimador en la misma linea.

Este estimador, de Newey-West (1987), propone utilizar como estimador de G = limp_, o, "QX#
la expresion:
1 I , 1L T
Sr == S aix X, + 7 SN wettyty— o[ X X]_g + Xi—e X
j=1 (=1 t=0+1
donde wy =1 — LL_Ll siendo L el orden maximo de la autocorrelacién del término de error, que

no siempre serd facil de determinar.

Newey-West demostraron que:
o2
plim (S7) = plim ?X'QX =G.
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Por lo tanto, la distribucién asintdtica del estimador MCO bajo autocorrelacién viene dado por:

!/

2 a , X X -1 . 3 X/X —1
\/N(ﬁMCO -B8)— N (O’Th—rgo (T) plimp_, o, (S7) Tlgrgo (T) >

VN(Buco — B) - N (0, M_IGM_I)

Esta matriz de varianzas y covarianzas es consistente y puede ser utilizada para hacer inferencia
en muestras grandes, sin tener que especificar a priori la estructura de autocorrelacion.

4.6. El estimador de la varianza de la perturbacién

El pardmetro desconocido o2 la estimamos mediante la expresién habitual

~/ ~ —1~
52 — UyroqrSt  UMCGF

¢ T-K

para lo cual habremos tenido que estimar el parametro p de antemano y obtener las estimaciones
MCGF de los coeficientes del modelo. Bajo las mismas condiciones que vimos en el primer tema,
este estimador sera consistente.

! ~
. . . u U N
Si optamos por aplicar MCO en el transformado podemos estimar o2 como: o2 = %fyco

en el caso de que ' sea desconocido debemos estimar o2 y ’ y estarfamos aplicando el estimador
de MCGF. En este caso hay varias formas correctas de estimar o2 por MCO:

® u; = puy_1 + € esta regresién permite obtener estimadores para ' y (762

e también podemos obtenerlo en: (Y; — 1 — 52Xy) = p(Yic1 — B1 — (2 Xi—1) + &

en cualquier caso tras obtener 62 tendremos

~2
_ %
(1-7%)

y asi el conocimiento de la matriz de varianzas y covarianzas es total.

~2
Oy =

4.7. Contraste de restricciones lineales con () desconocida

Los contrastes de restricciones lineales se llevan a cabo de la misma forma que vimos en el tema
anterior.

e Si var(u) = 0?Q conocida
Contrastamos restricciones lineales del tipo Hg : R = r con el estadistico:

(RBuce — ) [RX'Q'X) 'R (RByce — 1) n,
2 ~ X(q)

g

e Si var(u) = 0?Q con o2 desconocido
Contrastamos restricciones lineales del tipo Hy : R = r con el estadistico:

(RBumce — 1) [RIX'QTX) R Y (RBuce —1)/q Ho F
52 ~ JqT-K
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Si var(u) = 02Q desconocido pero estimable
Para contrastar hipotesis nulas del tipo Hy : B3 = r tendremos que aplicar el estadistico:

(RBucar — 1) [R(X'Q X)L R~ (RBucar — 1) dHy 2
&2 (2)

Si var(u) = 02Q totalmente desconocido
Aplicamos el estimador de Newey-West, el contraste de hipdtesis se realiza con el estadisti-
co:

T(RBuco — ) (RM'GM 'R (RByco — 1) “ 2,

donde lo que varia es como obtener G que ahora corresponderia a la expresién proporcio-
nada por Newey-West.

Prediccién bajo autocorrelacién de primer orden

Bajo el supuesto de autocorrelacion tenemos que

Y=XB+u u~ N(0,°Q)
up = pur—1+e€ €~ (0,07)

p €1 conocidos

por lo que en el modelo transformado esta dado por:

Y*=X"G+u* u*=¢ e~ N(0,0°1)
Y, —Yio1 = Bi(1—p) + fo(Xot — pXop1) + ...+ e e~ (0,02)

* */
Yy =XpB+erm

Si queremos predecir el valor Y7 ; tenemos que:

Vi = X718 +er
Yri — pYr = Xp 18— pXp0 + era
Yri1 = Xp 18+ p(Yr — Xp8) + erpa

Predicciéon por punto

La prediccién por punto en presencia de un proceso AR(1) en las perturbaciones se obtiene

CcOImo:

Vi1 = X1 Buce + p(Yr — X Bruce)

Yri1 = X1 Buce + plr

donde podemos observar que la diferencia es que se incorpora un término de correcciéon debido
a que parte del error nuevo ury1 puede ser predicho por ptr.

Prediccién por intervalo del valor, Y):
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Error de prediccién:
ers1 = Y — Yy =
= XpB+p(Yr — X70) + ery1 — Xr1Buce — p(Yr — XpBuca) =
—( X741 — pX7)(Bruca — B) + ery1 =

= _X;/-H(BMCG —B) +ers1

Distribucién:
E(ery1) = E(—=X5 1 (Buce — B) + er41) =0
Var(ert1) = El(lers1 — E(ers1))?] = E(eriiery)

= E[(—Xi1(Buce — B) + eri1) (= Xi1 (Buce — B) + ers1)']

= BE(hy) + X5 EBuce — B)(Buce — BY Xy — 2X5 1 E((Buce — Bert1)
= 242X (XTI X)X - 22X (XTI X)) TIXQ T B (u e gy)

= o! +02X;/+1(X/971X)71X;’+1

ya que la esperanza E(u er41) es cero:

E(uery1) = E(u(ur — pur)) =
E(uieryq) E(ui(urs1 — pur)) YT = pYT-1
E(uzery1) E(ug(urq1 — pur)) YT-1 — PYT—2
— E(uzery1) | = | E(us(uryr —pur)) | = | v7—2—p1r-3 | =
E(urery) E(ur(uri1 — pur)) Y1 = PY0
o2pT — g2ppT 1 o2pT — 52T 0
52pT=1 _ 52 5,2 o2pT=1 _ 2,71 0
_ o272 _ g2p,T=3 | _ | 272 _ 2,12 | _ | g
a’p—o?p o’p—a’p 0

Bajo normalidad de las perturbaciones, u ~ N (0, 0%€):
ery1 ~ N (0, Var(ery1) + X7y, Var(Buoe) Xi41)
eri1 ~ N (0,02 + 0? X5, (X'Q71X) 7 X5 )

2
O¢
1—

eryr ~ N (0,03 + pX}’H(X’Q—lX)—lX:’;H)

de donde

ICi_o(Yr41) =

N g ;
Fraa £ N(0, Doy s yJ1+ Xl (XY071X) 71X

G a(Yri1) = [(Xfpy1 Brca + pir) £ N(0,1)ajpo/1+ (Xhyy — pX0) (X'Q71X) (X — pX7)]
A partir de aqui, los ajustes necesarios no distan de los realizados para heterocedasticidad.
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Tema 5

Regresores Estocasticos

5.1. Introduccion

Durante buena parte de estos contenidos hemos mantenido el supuesto béasico sobre los regre-
sores, de que X era una matriz de variables explicativas fijas (no estocésticas). Este supuesto
es apropiado para experimentos de laboratorio o para variables como la tendencia o variables
ficticias, sin embargo, no se ajusta a la realidad. En este tema y siguientes relajaremos dicho
supuesto para adecuarnos a la realidad econémico-social. Por ejemplo, si analizamos la relacion
entre consumo y renta no podemos suponer que la variable explicativa renta sea fija ya que
tanto el consumo como la renta vienen determinados por el mismo sistema econémico-social y
son aleatorios.

En este tema analizaremos si los métodos de estimacién e inferencia vistos hasta ahora son vélidos
cuando X es estocastica. En caso de que no sea asi analizaremos qué métodos alternativos estan
disponibles.

Sea Y = XG+u donde X es estocdstica. En este entorno el estimador MCO de ( se
define como BMCO = [+ (X'X)"'X'u  es decir, es una funcién estocastica no lineal de X y u
y por tanto sus propiedades dependen de la distribucién conjunta de estas. Para analizar si el
estimador es insesgado buscamos su valor esperado:

E(Buco) = B+ E[(X'X) "' X'y]

para poder obtener
E[(X'X) 1 X'y

debemos suponer o conocer la distribucién conjunta de las variables aleatorias X y u . Bajo el
supuesto de regresores fijos, el problema se soluciona facilmente:

E[(X'X) ' X'u] = (X'X)'X'E(u) =0 yaque E(u)=0

pero bajo regresores estocasticos la igualdad no se cumple y es preciso contar con la distribu-
cién conjunta de X y u para poder derivar propiedades de los estimadores Syrco asi como las
distribuciones de los estadisticos de contraste habituales.

Una forma de enfocar el problema es utilizar la distribuciéon de Y condicionada a X. Podemos
escribir la distribucién conjunta f(Y, X; 3,02) como:

fYV,X;8,00) = f(Y/X:B,00) @ f(X;7)
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distribucién conjunta = distribucién condicionada e distribucién marginal

En términos de la perturbacion u :
flu, X508, 00) = f(u/X;08,00) e f(X;7)

o) = o)

Si nuestro interés se centra en los parametros de la distribucién condicionada (3,02) y estos no
estan relacionados con los parametros de la distribucién marginal v, podemos olvidarnos de ella
y considerar sélo la distribuciéon de Y condicionada a unos valores fijos de las variables
aleatorias X.

El modelo lineal general condicionado a X se puede escribir como:

Y=X0+u

donde:
Eu/X)=0
E(uw'/X) = o2Ir
rg(X)=k>T
U/X ~ N(O, Ui[T)
y podemos derivar los siguientes resultados condicionados:

EB/X) =B+ E(X'X)"'X'u/X] = B+ (X'X)"'X'E(u/X) = 8
Y = ElXX) T X uwd/ X(X'X)THX] =

= (X'X)"'X'E(uw//X)X(X'X)™! =

= (X'X) ' X'l I X(X'X) ™t =

— A (x0x)
E(6,/X) =o,
Xgx) = Go(X'X)™!

El estimador de BMCO no es un estimador lineal, sino una funcién estocdstica no lineal de X e
Y, por lo que estrictamente hablando no podemos aplicar el Teorema de Gauss Markov y decir
que tiene menor varianza entre todos los lineales e insesgados. Sin embargo, si consideramos
la varianza del estimador como condicionada a valores fijos de X, entonces, el estimador es
eficiente. La distribucion condicionada a los valores fijos de X es:

BIX ~N(B,a*(X'X)™)

y los estadisticos ¢ y F' condicionados a X siguen una distribucién t-student y F-snedecor respec-
tivamente. De esta forma, aunque en principio, las variables X son v.a. si condicionamos a unos
valores fijos de éstas, los resultados habituales se mantienen. Esta conclusién no es sorprendente,
porque trabajar condicionado a X es tratar a X como si fuera una matriz de variables fijas y
los resultados dependen de los valores concretos que toman estas variables en la muestra.

El problema se plantea cuando nos encontramos con situaciones en las que los regresores son
estocasticos y no tiene sentido realizar un analisis condicionado a unos valores fijos de X. Para
ilustrar en qué situaciones no podemos hacer este supuesto vamos a considerar tres ejemplos:

Ejemplo 1
Suponemos el siguiente modelo de regresion:

YVi=a+8Y 1 +u t=2,3,...,T  u~ N(0,02)
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en este modelo aparece como regresor la variable dependiente retardada un periodo. Dado que
Y; es una v.a. el regresor Y; 1 también lo es. En esta situacion la matriz de regresores X es
estocastica y se define como:

X = [1;Y;]

Por otro lado, no podemos realizar el analisis condicionado a unos valores fijos de Y;_1 ya que
no tendria sentido porque es el propio modelo estocastico el que indica cémo se generan.

Ejemplo 2
Dado el siguiente modelo de regresién:

Y, = a+ BX: 4+ v UtNN(O,U?}) t=1,2,...,T

siendo X; la habilidad de un trabajador, variable no observable ya que es dificil de medir. En
su lugar observamos la variable X} anos de experiencia del trabajador en el puesto de trabajo,
tal que:

X=X +e e ~ N(0,02) Cov(e,v) =0 Vt t=1,2,...,T

donde €; es una v.a. que recoge el error de medida en t. En esta situacién, X} es una v.a. aunque
consideremos a X; como fija. El modelo estimable seria:

Y;E:a‘i‘ﬁX;—F(Ut_,BEt)

llamamos u; = (vy — Bet), en este caso uy es una funcién de €; y X por ello no tendria sentido
realizar un anélisis condicionado a unos valores fijos de X.

Ejemplo 3
Supongamos que se quiere estimar los parametros de la siguiente ecuaciéon de demanda de un
bien:

Qi = a+ B8P+ t=12,...,T

donde @ es la cantidad demandada y P es el precio. Dado que en el momento t observamos la
cantidad y precio de equilibrio, ambas variables se determinan simultdneamente en el mercado.
Luego tanto () como P son variables enddgenas. Si en t se produce un shock en la demanda del
bien debido por ejemplo, a un cambio en los gustos de los consumidores. Al ser recogido por u
se genera un cambio tanto en la cantidad demandada como en el precio. En este contexto dado
que las variables se determinan simultdneamente ambas son aleatorias. Este es otro ejemplo
donde la matriz de regresores es estocastica y no tiene sentido realizar el andlisis condicionado
a valores fijos de P, t=1,2,...,T, dado que P; se determina simultaneamente a Q.

5.2. Propiedades de los MCO

Estudiaremos las propiedades del estimador MCO en las siguientes situaciones:

2.1 Independencia entre regresor y error.
2.2 Incorrelacién contemporanea entre regresor y error.

2.3 Correlacion entre regresor y error.
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5.2.1. Independencia entre regresor y error

Vamos a buscar las propiedades del estimador MCO cuando X y u son independientes. Sea
Y =XG+u donde:

1. X es una matriz estocéstica, (alguno de sus regresores es una v.a) con una determinada
funcién de densidad f(X), es decir X toma diferentes valores con diferentes probabilidades.

u~ N(0,021r)
X y u se distribuyen independientemente, es decir E(X'u) = E(X')E(u) = 0.

plim1X'X = @Q  simétrica, semidefinida (+) y no singular.

A el R

plim%X 'u=0 ya que se cumple el teorema de Mann y Wald.

La hipdtesis dos garantiza que la funcién de densidad marginal de (X14, Xor, ... ,Xkt) DO
depende de los pardmetros (3,02) Vt y por tanto:

fu/X) = f(u) yaque:

X)) Fa)fX)
T/ X =55y = 7 5)

lo que en términos de valores esperados significa:

E(u/X)=E(u)=0

E(u'/X) = E(u) = o2l
EY/X)=EXfB+u/X)=EXpB)+E(u/X)=Xp+E(u) =Xp
Var(Y/X) = Var(u/X) = Var(u) = o2l

Esto significa que podriamos estimar el modelo de forma condicionada, lo que implica tratar a
X como fija y por tanto tendriamos los resultados conocidos. Pero si las X son estocésticas lo
légico es hacer inferencia no condicionada.

e Resultados en muestras finitas para valores de X no condicionados:

a) Linealidad:
Brco = B+ (X’X)"'X'u  funcién no lineal de X y u.
El estimador B AMco ya no es una combinacién lineal de las perturbaciones, sino que
es una funcién estocastica no lineal de X y u, por lo que sus propiedades dependen
de la distribucién conjunta de éstas.

b) Insesgadez:
Dado que X y w son independientes y E(u) =0 por hipétesis bésica:

E(Brco) = EB) + E[(X'X) 1 X'u] =
=B+ E[(X'X) ' X'|E[u] = 3

por tanto Byco es insesgado si X y u son independientes y E[(X'X)1X'] existe y
es finito.
Para demostrar esta propiedad hemos utilizado el siguiente resultado estadistico:

E(a) = Ep[E,] vy Ewx = Ex[Ew/x]
ya que :

E(Buco) = Ex[E(Buco/X)) = Ex[f+ (X'X) ' X'E(u/X)] =
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¢) Matriz de varianzas y covarianzas:

Y heo = E(Brco = B)(Buco — B) = E[(X'X) "' X'uu/ X (X'X)7] =
Aplicando  Ewx = Ex|[Ey/x]
= Ex{E,/x[(X'X)"' X'w/X (X'X) "]} =
= Ex{(X'X)"'X'E,/x (wu/) X (X'X)"'} =
dado que FE(uv') = o2lr
B {(XX) XX (XX) ) =
=o2Ex{(X'X)"1}

Buco sigue siendo el estimador insesgado de minima varianza.
siendo:

Ex el valor esperado de la distribuciéon marginal de X.

E. x el valor esperado de la distribucion condicional de u dado X.

Ex(X'X)™! es la matriz de covarianzas poblacional de los regresores calculada
en la distribucién marginal de X.

Un estimador insesgadode > 5 = donde 02y Ex(X'X)~! son los dos elementos
desconocidos es:

—

Y (Buco) = 62{Ex(X'X)""}

E[S5,00] = Ex{Esx[62(X'X) 1]} = Bx{o2(X'X)"1} = 02 Ex(X'X) !

e Distribucion e inferencia:
El estimador ﬁ Aco €s una combinaciéon no lineal de X y u y por tanto no tiene porqué tener
una distribucién normal incluso aunque X e u la tengan. Como consecuencia no tenemos
garantizado que BMCO ~ N( , )y por tanto los estadisticos ¢ y F' no tienen una
distribucion exacta conocida, por ello la inferencia no es valida.

Conclusién: La eliminacion del supuesto de que X es fija sustituyéndolo por X estocésti-
ca pero independiente de u no altera las propiedades deseables ni la variabilidad de la
estimacién minimo cuadratica.

(Nota: Green tiene una referencia a Hamilton en que éste demuestra que los estadisticos ¢

y F son vélidos para este caso de independencia entre X y u.)

e Propiedades en muestras grandes:
Bajo los supuestos habituales, y si ademds se satisface que plim (%X 'X ) = (@ finita

y no singular es posible derivar las propiedades asintéticas para los estimadores MCO
utilizando el Teorema de Mann y Wald y el Teorema de Cramer.

a) Consistencia:
. o . . 1 ! -1 . ]- /
plimByrco = plimpB + plim TX X plim TX U

1) plim (%X’X)*1 Q!
1) plim (%X ! u) =0 ya que se cumple el Teorema de Mann y Wald. Veamos sus
condiciones:
i) ur,ug,...,ur v.atal que u; ~iid(0,02)
ii) E(X'u) = E(X')E(u) = 0 por independencia entre X y wu.
ii) plim (%X’X) = finita, simétrica y no singular
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i) + ii) 4+ iii) implican los resultados siguientes:

1. plim (%X’u) =0
d
2. ﬁX’u — N(0,02Q)
Asi,
plim(Byco) =B+Q~1-0=5
por tanto BMCO es un estimador consistente del parametro .

Distribucién asintética e inferencia asintdtica:
Aplicando el Teorema de Cramer:
SiYr=Ar-Zry:

plimAp = A

ZT N N(,U,, Z)
de donde podemos escribir:

(Brco — B) = <;X/X)_1 (;X%)

= ATZT ~ N(AAHAZA/)

VT(Byvco — B) = (;X'X>_l (\%X’u)

Dado que como acabamos de ver se cumple el Teorema de Mann y Wald, con los dos
resultados anteriores obtenemos:

A 1 -1 1 d _ _
ViBuco = 8) = (7X'X) (=X)L N0.07 0 Q-(Q7)
de donde R .

VT(Buco — B8) == N(0,02Q7")
Dado que se cumple el Teorema de Mann y Wald las propiedades asintoticas se
mantienen y tiene sentido la inferencia asintotica.

Bajo Hy : RS = r, los estadisticos ¢t y F' se distribuyen asintéticamente como N(0,1) y
X%q) respectivamente, si el tamano de la muestra es suficientemente grande. Por lo tanto,
podemos utilizar estas distribuciones asintéticas para aproximar la distribucién exacta de
los estadisticos. Asi, para contrastar q restricciones lineales de la forma: Ho: RG =r

Ha :

RB#r

utilizamos el siguiente estadistico:

(RBumco —r)[R(X'X) 'R (RBuco — ) 4,2
52 ()

u

Si q=1 podemos utilizar el estadistico:

M0 T 4, N(0,1)
s/ (RIXX) R

Si por ejemplo queremos contrastar la significatividad de una de las variables explicativas:

Ho:

B;i =0 Versus Ha : B; # 0 en este caso q=1 y podemos escribir el estadistico
a utilizar como: )
Pimco 4, g
des (4, o)
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Observacion: El supuesto de independencia entre regresores y perturbacién es muy restrictivo
en ciertas ocasiones. Por ejemplo, en los casos ilustrados anteriormente no se cumple.

Ejercicio:
En el modelo lineal simple:
YVi=a+ 68X, +u  up~iid(0,02) t=1,2,....T
donde X; es una variable estocdstica pero independiente de la perturbacién buscar el estimador
de MCO y sus propiedades en muestras finitas.

El estimador de MCO se define.

Brrco = szzy;? =p+ Zz::x;gt

t

Buscamos ahora sus propiedades en muestras finitas:

E(Buco) =E [5 + %x;gt] =

=B+ B |88 4 B 4

_61E f] E(u1)+E{ﬁig]E(uQ)—k...—i—E{f%} Blur) = 8

[ —

Y por lo tanto, dado que E(u;) =0 Vi, BMCO es insesgado si F [ftﬁ} existe y es finito Vi.

t

Var(Buco) = E(Buco — B)? =

[ ]?
= B| x| =

r 2
= B |+ 3 +IZT“5} —

X T T

I z%if tz%ug t x%uQT ZZthxsutuS

SR T T S T T e T T )
2

=5 |B | | B0t | =

T 2
=0, | B [(Zz;?)z}
y la esperanza debe existir.

5.2.2. Incorrelacion contemporanea entre regresores y error

X, u no son independientes pero son incorreladas contempordaneamente  Cov(X;, us) = 0, es
decir, mantenemos que E(Xuu;) =0 i=1,2,...,k, pero no la independencia entre X;; y uy.

En este caso no podemos derivar analiticamente las propiedades en muestras finitas del estima-
dor:

a) Valor medio:

E(Brico) = E(B) + E[(X'X) ™' X'y

y en general serd sesgado ya que E[(X'X)~!X'u] puede ser distinto de cero.
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b) Matriz de varianzas y covarianzas:
Su célculo es complicado dada la no linealidad del estimador en X y wu.

¢) No conocemos su distribucién exacta, no siguen una distribucién normal atn en el caso
de que Xz Vi Vit y u la sigan. Como consecuencia los estadisticos ¢t y F' no tienen
distribucién exacta conocida.

d) Las propiedades asintéticas de consistencia y distribucién asintética se mantienen ya que
podemos aplicar los Teoremas de Mann y Wald, Cramer y Slutsky.

Ejercicio 1:
En el modelo:
E/t:/BXt+ut t:1,2,...,T
donde:
uy ~ N(0,02)
X; esv.atalque E(Xyu) =0
pero X; e u; no son independientes.

Definimos el estimador MCO como :

3 _ZXth_ﬁ > Xyuy
MEO="SX7 > X7

Buscamos las propiedades en muestras finitas:

Z Xpuy
> X7

ZXtut
> X7

E(BMCO)ZE[ﬂJr }=5+E[ }7’55

E [%’;ﬁt} puede ser distinto de cero, por tanto el estimador MCO serd sesgado en general.
t

Dado que X; y us no son independientes:

disallddis-

| Bl

ademas no podemos hacer

B [Z Xtut] _ E[Z Xtut]
> X7 B[y X7]
con lo que no podemos derivar sus propiedades estadisticas en muestras pequenas analiticamente.
Sin embargo, si las propiedades habituales se cumplen podemos aplicar el Teorema de Mann y
Wald y el estimador MCO sera consistente, con distribucién asintética conocida y podremos
hacer inferencia en el limite.

s /1 o1
plimByrco = B + plim (T ZXE) plim <T Z Xtut>
Por el Teorema de Mann y Wald, aplicado sus condiciones al ejercicio:

i) ui,ug,...,ur v.a tal que u; ~ iid(0, 02)

ii) E(Xyu:) =0 ya que X; e u; son incorreladas.
. 1 2\
iii) plim (T ZXt) =qxx
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de i)+ii)+iii) obtenemos que:

1.plim (% ZXtUt> =0
d
Q‘ﬁ S Xpug = N(0,02qxx)

dei) = plimBMco = 3 por lo tanto es un estimador consistente de .

de i) = VT (Brpco — B) N N(0, qﬁ() y haremos inferencia del tipo Hy : R3 = r con el
siguiente estadistico asintodtico:

(RBuco — 1) [R(X'X) 'R YRByvco — 1) 4 o
52 — X

si s6lo hay una hipdtesis de contraste, es decir q=1 podemos realizar el contraste con el siguiente
estadistico:

MO0 T N (o, 1)
duV (R(X'X)~1R')

Ejercicio 2:
Sea el modelo:
Yi—a+fVii+u t=2....T |f<1

donde:

Eu?) =02 Wt
E(uus) =0 Vt,s t#s

dado que Y; es v.a. Y31 también lo es, luego la matriz de regresores es estocastica. Vamos a
tratar de determinar las propiedades del estimador MCO del parametro (. Para ello tenemos
que analizar las relaciones entre Y; 1 y uq.

Retardando el modelo obtenemos:

Y, =a+8Y 1 +u =
=a+ f(a+ Y2+ u-1) +u =
=a+af+ Yo+ Bu—1+u =
=a(l+8)+ A (a+ Y3+ w—2) + Bu—1 + u =
=a(l+ 6+ 6% + BYig+ w2 + Pus—1 +up =

=a(l+B8+6%+...+ 81+ B8Yy + ut + Bur—1 + BPur—o + ... + B uy =
=a) 2, B 4 B0 + 220 Bus—s

de donde:
Y; depende de Yy, ui,uo,us,...,us_1,u+ pero no depende de u; por lo tanto podemos
mantener que Y;_1 y u; estan incorreladas contemporaneamente Cov(Y;—1,u¢) = 0 ya que

Yio1 = Xy = Cov(Xt,ur) = 0 incorrelacién contemporanea. Ahora vamos a probar que no
son independientes:

1
yt—lIYt—l—YIYt—1—T(Y1+Yz+---+Yt+Yt+1+---)

Y; depende de u;, como Y;_1 incorpora a Y; y esta a su vez a u;, no son independientes.
En este caso:
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1) Y1,Ys,..., Yy no serfan v.a. independientes de u, ug, ..., ur.
2) Como E(uius) = 0 VYt # s entonces E(Y;_jus) = 0 Vi, el regresor y la perturbacién

estan contemporaneamente incorrelados.

e Propiedades de ﬁMco en muestras finitas:

T
5 o Yi—1U
o = 5+ Szttt
D=2 Yi1

5 thz ytlut>
E _ g4 B Zim2¥
(Bmco) =0 ( ST 2 # 3

Notar que:

E (ZtTQ ytlut> E [Zsz yt_lut]
T
Zt:Q yt2_1 E {Z?:Q 3/?—1]

ya que numerador y denominador no son independientes.

Sabemos que F (EtT:2 yt,lut> = 0 pero esto no implica que

Sloyiu |
El~7 5 |=0
=2 Yi1

por tanto no podemos mantener la insesgadez y tampoco podemos hablar de eficiencia.
De igual manera no conocemos su distribucién exacta en muestras finitas.

e Propiedades asintéticas. Consistencia: Podemos demostrar que el estimador es consistente
ya que se cumple el Teorema de Mann y Wald. Aplicamos las condiciones del teorema al
ejercicio:

1. u ~ iid(0, 02)
2. E(Xtut) = E(Yt_1ut) =0
3. Suponemos que plim (%X’X) = Q! tal que plim (% ny_l) =K, K esun escalar

de [1]+[2]+[3] obtenemos que plim (%X ! u) = 0 que aplicado al ejercicio, dado que X =
[f; Y;—1] implica:

1. plim (% Zut) =0
. 1 _ : 1 _
2. plim (T ZYt_lut) = 0= plim (T Zyt_lut) =0
Por tanto el limite en probabilidad del estimador MCO de la pendiente del modelo es:

T
plimByco = plimfB + plim {Zz?ytj“t} _
Zt:Z Yi—1

-1
= B+ plim |3 X0t |  plim |+ 2oy aw| =
=B+kK-0
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e Distribucion asintéticas:

El segundo resultado del Teorema de Mann y Wald es que ﬁ ST yr_1ug 4N (0,02k) por
tanto la distribucién asintética del estimador MCO de la pendiente del modelo es:

X 2
VT (Brco — B) -2 N <07 2)

y podemos hacer inferencia asintética.

Conclusién: Cuando u; cumple las hipdtesis basicas estd justificado el uso de los MCO en un
modelo donde entre los regresores aparece la variable endégena retardada, independientemente
del nimero de retardos, pero los resultados de MCO se cumplen sélo asintéticamente.

5.2.3.

Correlacién entre regresores y error

En muchas ocasiones la hipdtesis Cov(X;,u;) = 0 no es valida. En este caso los estimadores
MCO no son ni siquiera consistentes. Hay cuatro puntos a solucionar en relacién a este tema:

a)

b)

;,Coémo aparecen las correlaciones entre X y u 7

1) En modelos con variable enddgena retardada como regresor y perturbacién autocorre-
lada.

11) Cuando la variable exdgena estda medida con error.

111) En modelos de ecuaciones simultdneas, por ejemplo en el modelo de oferta y demanda
donde P y Q se determinan simultdneamente.

1v) Si el modelo tiene un problema de omisién de variable relevante y la variable omitida
esta correlada con los regresores. Esta correlacién aparecera via la perturbaciéon ya
que la perturbacién recoge las variables omitidas.

1, Qué importancia puede tener este problema? En realidad depende del caso concreto, pero
de forma general podemos decir que se pierden las propiedades en muestras pequenas y
grandes.

;,Cémo podemos detectar que existe el problema? Usando test de contraste que sean ca-
paces de detectar la correlacion entre X y u .

;,Como podemos solucionar el problema? Si la existencia de correlaciéon entre regresores y
perturbacién se debe a un problema de omisién de variable relevante debemos especificar
correctamente el modelo. En el resto de casos tendremos que buscar un método de esti-
macién alternativo a MCO que nos produzca buenas propiedades, aunque éstas se logren
sélo en muestras grandes.

Algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Omisién de variable relevante.
Sea el modelo correctamente especificado:

Y = 1 + BoXor + B3 X3 + vy t=1,2,...,T

donde
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pero el modelo que se estima es el siguiente:
Y = B1 + BoXor + 1w t=1,2,...,T
tal que uy = B3 X3 + v4
En el modelo que finalmente se estima tendremos:
E(Xorur) = E[Xot(B3 X3t + vt)] = 3B (X2t X3t) + E(Xorvr) = B3 (X2 Xst)

E(ut) = BsE(X3t) + E(vt) = B3 E(X3t)

luego:
BE(Xou) #0 si f3#0 y E(X2X3)#0

E(uy) #0 si B3#0 y E(Xs)#0

Por tanto X y u son independientes y E(u/X) = E(u) = 0 si Xo; y X3¢ son variables aleatorias
independientes y F(X3;) =0 Vt.

Ejemplo 2: Simultaneidad.
Sea el modelo formado por las siguientes dos ecuaciones:

Vi=5+6kXi+u t=12,....T (5.1)
Xi=m+mYi+vn t=12,....T (5.2)

() =ee((6) (5 %)

Es decir u; y v; son v.a normales e independientemente distribuidas en el tiempo. Estamos in-
teresados en estimar 31 y 2 en (5.1), para ello queremos saber si X y u son independientes y/o
incorreladas.

tal que:

E(Xwui) = E[(v1 + 72(81 + Bo Xt + up) + ve)ug] =
YE(u) + 281 E(ut) + 202 E(Xpur) + y2 E(u?) + E(viug) = v2B2E(Xgur) + 4202 + 0wy

resolviendo:

E(Xuy) = (Cuw + 7202)

1 — 720
con lo que F(Xyu) #0siya #0y/0 oy #0

5.3. Meétodo de Variables Instrumentales

En modelos donde existe correlacién entre regresores y error como por ejemplo:

Y, =01+ P2 X+ B3 X +up t=1,2,...,T
ug ~ id(0, 02)

X9 variable fija

Xs; variable aleatoria tal que FE(Xspuz) # 0
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O también:
Yi=05+32Ya+8BXi+u t=1,2,...,T
U = pUt—1 + €
e ~ iid(0, o2)
lpl <1

el estimador MCO es inconsistente y sesgado ya que E(X'u) # 0. El procedimiento para obtener
estimadores consistentes en un modelo de este tipo es el Método de Variables Instrumentales.
Una variable instrumental es una variable Z; que satisface tres condiciones:

1. No esta incluida en el modelo como variable explicativa.
2. Estd incorrelacionada con el término de error, E(Zzu:) = 0.
3. Esta correlacionada con la variable para la cual hace de instrumento.

Cualquiera de los dos modelos anteriores podemos escribirlos de la forma matricial habitual
Y =X(G+u y sus ecuaciones normales son:

X'y =X'X3

donde lo que hacemos es premultiplicar el modelo por X’. Si plim (%X ! u) =0 los estimadores
asi obtenidos son consistentes. Por tanto parece que sugiere que cuando plim (%X ! u) # 0 en

vez de premultiplicar por X’ lo hagamos por Z’ tal que plim (%Z’u) = 0 y llamamos a Z
matriz de instrumentos. Al estimador asi obtenido se le conoce por el estimador de Variables

Instrumentales y se define:

Bvr=(Z'X)"'2'Y
Demostracién:

Y=X0+u

'Y =7'XB+ Z'u

Denotamos por u, = Z'u

ue=Z'u=2'(Y — X33)
U, =2 =2'(Y — XP)
i, = [2/(Y - Xp)| [2/(Y - XB)| = (v - XBy2Z'(Y - XP))

La funcién objetivo podemos escribirla como:
Min il,i, = Min [Y’ZZ’Y B X'Z7'Y + B/X’ZZ/XB}
por las condiciones de primer orden obtenemos:

Moo — 2X'Z22'Y +2X'22'XB =0
=X'27'(Y - XB) =0
De donde las ecuaciones normales del modelo serfan: X' ZZ' X3 = X'ZZ'Y tal que:
Bvi = (X'ZZ'X)"N(X'Z2'Y)

Bvr = (Z2'X)"1(X'2)"1(X'2)(2'Y)
Bvr =(Z2'X)"1(Z'Y)
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5.3.1. Propiedades del estimador de Variables Instrumentales

1. Linealidad:
Byr =B+ (Z'X)"1(Z'u) no lineal
1. Insesgadez:
Byr = (Z2'X)"12'Y
E(Bvr) = 6+ BE[(Z/X) " (Z'w)] #0
en general el estimador serd sesgado ya que E[(Z'X)~!(Z'u)] # 0. El requisito impuesto

para obtener el estimador de Variables Instrumentales BV 1 es plim (%Z’ u) =0 ymnola
independencia entre Z y u necesaria para que el estimador sea insesgado.

2. Consistencia:
Suponiendo que plim (%Z’X ) = @zx y dado que buscamos los instrumentos tal que

plim (%Z’ u) =0, (E(Zyu) = 0), el estimador de Variables Instrumentales serd consis-

tente. En este contexto hay que tener cuidado con la aplicacién del Teorema de Mann y
Wald. El estimador de Variables Instrumentales es siempre consistente y su consistencia
proviene de la ausencia de correlacién entre los instrumentos y el término de error, con
independencia de que éste tenga o no autocorrelacién. Asi el limite en probabilidad del
estimador es:

N 1 -1 1
plimBy = B+ plim (TZ'X) plim (TZ'U) =0+ Qz_a:l 0=p

3. Distribucién asintética:
Con respecto a la distribucién asintética de By 1, sélo la podremos caracterizar si el término
de perturbacién no esta autocorrelado.

En ausencia de autocorrelacién en las perturbaciones y suponiendo:
i) BE(Z'u)=0
ii) plim (%Z’Z) = (Qzz finita, simétrica y definida positiva.
iii) plim (%Z’X) = Qzx finita, no singular
entonces el estimador @V 1 es consistente y se tiene que por el Teorema de Mann y Wald:
a) plim (%Z’u) =0
b) 2" % N(0,02Qz7)

de donde aplicando el Teorema de Cramer tendremos:
NGt 1, N1, d 2 -1 1y
T(Bvr —B) = 7l X ﬁz u) — N(0,0, - Qzx - Qzz  (Qzx))

El resultado anterior justifica que en muestras grandes se utilice como matriz de covarianzas
asintotica del estimador de variables instrumentales a:

2
u

v = F(QzxQ22(Q7%))
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. o1 . / / . 7 .
y si se utilizan las matrices de momentos muestrales % y Z—TZ para aproximar sus limites

respectivos Qzx y (Qzz entonces se tiene como matriz de covarianzas asintética a:

A _ a2 (zx\tzz|(xz\! '
Z(ﬁw) T ( T ) T ( T >

= A2 X) 2 2(ZX) Y

Un estimador consistente de la misma seria:
Soun = 002 X) 2 2(2X) Y

donde: . .
52— (Y = XBvr)'(Y — Xfvi)
VI T _ L
es un estimador consistente de 2. El resultado anterior no puede generalizarse facilmente al

caso en el que la perturbacién tiene autocorrelaciéon. Modelos de este tipo son estimados por
maximaverosimilitud.

5.3.2. Como buscar los instrumentos

Con respecto a los instrumentos sabemos que éstos tienen que cumplir tres condiciones:

1. No estar incluidos como regresores en el modelo de interés.
2. Estar incorrelacionados con la perturbacion del modelo de interés.

3. Estar correlacionados con la variable para la cual hacen de instrumento.
En la préactica existen dos situaciones diferentes en la bisqueda de instrumentos:

a) Que el nimero de instrumentos disponibles coincida con el niimero de variables que nece-
siten instrumento.

b) Que el nimero de instrumentos disponibles sea mayor que el nimero de variables que
necesiten instrumento.

Numero de instrumentos igual al nimero de variables explicativas que lo necesitan

Supongamos que el nimero de instrumentos de que se dispone es igual al nimero de variables
explicativas que necesitan instrumento. En este caso cada instrumento constituye una variable
instrumental para sustituir a su correspondiente variable exégena correlada con la perturba-
cion. En general en la matriz de regresores X  sélo habra unas variables que no satisfagan la
condicién E(X;u;) = 0y son estas variables las que necesitan de variables instrumentales. Es
decir, las matrices Z y X tendran en comun aquellas columnas correspondientes a las variables
incorrelacionadas con el término de error. Notar que necesariamente Z y X deben tener el mismo
nimero de columnas ya que en otro caso (Z'X) no serfa cuadrada.

Los instrumentos deben cumplir tres requisitos, mencionados anteriormente, no deben estar
incluidos como variables explicativas en el modelo original, no deben estar correlados con la
perturbacién y deben de estar correlados con la variable exdégena para la que actian de instru-
mento. En cuanto a esta correlacién, debe existir pero no puede ser muy importante pues en
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este caso, si lo fuera, E(Zyu;) # 0y Z; no servirfa de instrumento. A continuacién buscaremos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1:
Sea el modelo:
Y =a+ BX; +us ug ~iid(0,02) t=1,2,...,T

tal que X; =0,7X;1 +v; v ~ iid(0,02)
E(uvs) =5 si t=s
E(uvs) =0 si t#s
En este caso el regresor X; es un regresor estocdstico correlado con la perturbacién:

E(Xtut) = E((O, X1+ Ut)ut) =0, 7E(Xt_1ut) + E(vtut) =5

El estimador MCO de los parametros del modelo es inconsistente y debemos estimar por el
Método de Variables Instrumentales. Para ello buscamos un instrumento para X;, podemos
pensar en Z; = X;_1 ya que X;_1 no es un regresor del modelo, estd incorrelado con la pertur-
bacién, F(X;_ju;) = 0y correlado con X; ya que ésta se genera por un proceso autorregresivo,
E(X:X;—j)#0 Vj>0.

Aplicamos el estimador de Variables Instrumentales para Z; = X;_1:

Y2 1 X2 1 Xl
v_| ¥ o |1 X S| 1 X
YT ]_ XT ]- XT*l

Y el estimador By = (Z'X)"1(Z'Y) serfa el siguiente:

avi\_ (-1 six, [ siv
Bvi S0 Xim1 Y8 XX S5 XYy

Su matriz de varianzas y covarianzas estimada se define:

Yy = T2 (ZX) N2 2) (/X))

-1 -1
3 =5 (T-1) 5% (T—1) X5 X (T—-1) 5%
o WVIUST X S XX Y Xeer Y3 XP Y5 Xee1r Y5 XeXioy

VI

siendo:

o (Y= XBvp) (Y — XBvr)
Ouw,vI = T_k

Ejemplo 2:
Sea el modelo:
Y, =01+ Xt +B3Yi1+uw  t=1,2,...,T

up = pup—1 + € e ~ iid(0,02) |p| <1
X; no estocéastica

en este caso Y;_1 depende de u;—1 y éste se relaciona con wu; via el proceso AR(1) por tanto
E(Yi—1ut) # 0y el estimador MCO de los pardmetros es inconsistente. En este caso si nuestro
objetivo es encontrar estimadores consistentes podemos estimar por Variables Instrumentales.
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Sin embargo como la perturbacion estd autocorrelada no podremos encontrar su distribucién
asintética para hacer inferencia asintética con este estimador. Mas adelante propondremos un
estimador alternativo al de Variables Instrumentales basado en la estimacién del modelo trans-
formado. Sin embargo ahora vamos a implementar el estimador de VI como una practica mas.
Necesitamos instrumentalizar Y;_;, un instrumento valido es X;_1 ya que:

a) No aparece como regresor en el modelo.
b) Al ser una variable fija estd incorrelada con la perturbacién, E(X;_ju;) =0
¢) X1 influye en Y;_; a través del propio modelo por tanto E(X;_1X;) # 0 ya que

Yio1 = B1+ BoXi—1 + B3Yi—2 + us—1

En este caso las matrices Y, X y Z serfan:

Y5 1 Xo 3 1 Xo Xi
v — Y3 ¥ 1 X3 Y, 7 _ 1 X3 Xo
Yr 1 Xr Yr, 1 Xr Xr_1

Asi el estimador de variables instrumentales seria:

-1

Brvi (T-1) Y3X >3 Yi >3 Y
Poyvr | = SO X Y4 x? >3 XY Y5 XeYs
B3,vr Yo X1 SEXeaXe Y3 XeaYia >3 XY
Y su matriz de varianzas y covarianzas estimada seria:
-1
X (T—-1) X5 % Y5 Y
Y Bv)=cduyvr | T3 Xe X5 X7 > XiYiy .
33 Xeer X3 XerXe 33 Xeo1Ye
-1
(T-1) 5 X, Y5 Xi1 (T-1) >5X > Y
Y5 X Y5 X7 > Xi X Y5 X Y5 X7? > XiYi
Yo Xeen X5 XXy 35 X7 Yo Xen X5 XXy Y5 XiaVi
siendo: . .
52 (Y — Xpyr) (Y — Xpvr)
u,VI T _ k
Ejemplo 3:

Sea el modelo:

Yi=0+03Yia+uw t=1,2,....T
ut=€t+96t_1

En este caso u; se relaciona con us—1 pero no con uy_9, ut_3, ... €tc. ya que u; sigue un proceso
MA(1). El instrumento adecuado para Y;_; seria su propio retardo ya que Y;_; se relaciona con
ui—1 y éste a su vez con uy, de donde Y;_s se relaciona con u;—9 y uy;—3 pero no con u;_j, por
tanto tampoco con uy, es decir E(Y;—jus) # 0 pero E(Y;_ou;) = 0. Para este modelo las matrices
de datos e instrumentos serian:
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Ys 1 Y, I %
y—| Y4 x| 1 ¥ 7|1 Y
Yr 1 Yr_1 1 Yr_o

Y el estimador By = (Z/X)"1(Z'Y) serfa el siguiente:

- -1
Prvr \ _ [ (T—=2) Y¥3Y >3 Ve
Ba2,vi Y3 Yo Y5 YioYig Y5 VoY
En este caso el estimador de VI no tiene una distribucién asintética conocida y deberiamos

estimar el modelo por otro método que nos permita hacer inferencia, método que méas adelante
veremos.

Método de Minimos Cuadrados en dos etapas

Hasta ahora hemos desarrollado el estimador de variables instrumentales para el caso en que
el nimero de instrumentos sea igual al ntimero de variables que lo necesitan. Generalmente se
dispondra de un ntimero mayor de instrumentos que de variables explicativas a sustituir, en este
caso habria muchas formas de construir las variables instrumentales que precisamos para obtener
consistencia. Pero dado que la matriz de covarianzas del estimador de variables instrumentales
depende de los valores de éstas, el modo en que se combinan los instrumentos para generar
variables instrumentales influye sobre la eficiencia del estimador de variables instrumentales
respecto a otro estimador de variables instrumentales de su misma clase. De ahi que en ocasiones
se hable de la eficiencia relativa de los estimadores de variables instrumentales.

Ejemplo 1:
En el modelo:
Y; = 51 + BoXot + B3 X3t + BaXut + wy t=1,2,...,T

donde:
ug ~ iid(0, 02)
X3, X4y variables fijas
Xot = 0,5X0 1 + vy vy ~ iid(0, o2)
E(uv)) =5 Vi=s E(uivs) =0 Vt#s

En este caso:

E(Xou) = E[(0,5X2,—1 4+ v)ug) = 0,5E(Xo—1us) + E(vpu)) =0,5-04+5=5

En este ejercicio la variable explicativa Xo; v la perturbaciéon estdn contemporaneamente correla-
das, por tanto E(X'u) # 0 donde X = [T; Xot; X33 Xqe], por lo tanto el estimador MCO serd no
lineal y sesgado. En muestras grandes ademads serd inconsistente. Deberiamos estimar por el
Método de Variables Instrumentales, buscando un instrumento para Xo;.

En este caso hay varios instrumentos que cumplen los requisitos, por ejemplo:
E(X27t,1ut) =0
E(Xth_lut) = O
=0

E(Xy—1uz)
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Las variables Xo; 1, X3;1 y X4:—1 ademds de estar correladas con X9 no son regresores
del modelo por tanto X9 1, X3:—1 y X4:—1 serfan buenos instrumentos. También lo serian
combinaciones lineales de los mismos. Dado que en esta situacién el niimero de instrumentos
supera al de variables que lo precisan se trata de buscar cudl de todos los posibles instrumentos
minimiza la varianza del estimador resultante. Puesto que la matriz de varianzas y covarianzas
de BV ;7 depende de la matriz de instrumentos, Z, el modo en que los instrumentos se combinan
para generar variables instrumentales influye sobre la eficiencia del estimador de VI respecto a
otro estimador de su misma clase. De ahi que se hable en ocasiones de la eficiencia relativa
del estimador de VI. Una posibilidad consiste en generar la variable instrumental con mayor
correlacion con Y. Para ello se estima por MCO una regresién auxiliar de esta variable sobre
todos los posibles instrumentos. Para el ejemplo que nos ocupa, si suponemos que los Uinicos
instrumentos de que disponemos son los primeros retardos de los regresores originales la regresion
auxiliar serfa:

Xot =1 +7Xop1 +73X3 i1 + X1+ t=2,3,...,T

asi X9; es una combinacion lineal de todos los posibles instrumentos ponderado cada uno por
su correlacién con X, la variable a instrumentalizar. A continuacién se reestima el modelo por
VI con:

Z = [1; Xot; X3t; Xai

X = [1; Xop; Xap5 Xag]

Al estimador asi obtenido se le llama estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas, MC2E.

(Nota: En este ejemplo perdemos una observacién al construir Xy t=2,3,...,T ). Asi:
1 ):(\2\2 X3z Xa2 I Xoo X3z Xao
z_| 1 X Xsz Xus yo |1 X Xz Xy
1 Xor Xsr Xur 1 Xor Xsr Xur
Ejemplo 2:

En el modelo:
Y = 61+ B2Yio1 + 83X + BaXop + B5 X3¢ + uy t=2,3,...,T

donde:
U = pus—1 + € e ~ iid(0, 0?) lpl <1

X4, Xot, X3¢ variables deterministicas

Las variables X14, Xo; v X3; al ser consideradas deterministicas estan incorrelacionadas con el
término de error, de igual manera lo estan sus retardos y éstos son instrumentos validos para
Y;_1. Es un caso en que el nimero de instrumentos es superior al de variables explicativas a
sustituir. Ademé&s cualquier combinacién lineal de estos retardos seria asimismo un instrumento
valido. Se trataria, por tanto, de buscar cudl de todas las posibles variables instrumentales
minimiza la

Un posibilidad consiste en generar la variable instrumental con mayor correlacién con Y;_;. Para
ello, se estima una regresion auxiliar de ésta variable sobre los instrumentos de que disponemos.
Si suponemos que los tnicos instrumentos disponibles son X1 ;_1, Xo; 1y X3:—1, la regresion
auxiliar para instrumentalizar a la variable Y;_; seria:
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Yioi=v+mX1-1+7Xo i1 +73X30-1+m t=2,3,...T

asi ﬁ_\l serd una combinacion lineal de Xi 1, Xo; 1 y X3;-1 y como tal una variable ins-
trumental vélida. A continuacién se utiliza ft,\l como instrumento para Y; 1 y se reestima el
modelo con: -

Z = [1;Ye1; X143 Xov; X

X = [13Ye-1; Xugs Xo; Xai]
en Byr = (Z'X)"1Z'Y  generando el estimador de MC2E.
Ejemplo 3:
Sea el modelo:
Yi =0+ X+ 032 +w  t=1,2,...,T
Xt =71+ 72Ye + 322 + vaZs + vt

ug ~ NID(0,02)

vy ~ NID(0,0?)

Cov(ug,v) = oy

dado que 79 # 0 y/o oy # 0 existe correlacién entre X; vy ug, E(Xyu) # 0. El estimador
adecuado es el estimador de Variables Instrumentales. Necesitamos buscar un instrumento para
X, y tenemos dos disponibles Zo; v Z3;. Para combinarlos de forma éptima podemos realizar la
siguiente regresion:

Xe =1+ a1 2o +asZs + e t=1,2,...,T

Asi el instrumento adecuado para X; es X, obtenido de la estimacién por MCO de la regresiéon
anterior. Utilizamos el instrumento para fijar la matriz de instrumentos Z. Asf:

1 X Zn
7 _ 1 Xo Zpo
1 Xp Zir

Y aplicamos el estimador de Variables Instrumentales para el cual:

1 X5 Zn Y;
Y - 1 Xo Zio v — Yo
1 XT Z1T YT

En general la regresion de todas las variables explicativas sobre todos los posibles instru-
mentos, recogidos en la matriz W, produce los coeficientes (W/'W)~'W’'X y genera el vector
de variables explicadas X = W(W'W)~'W’'X que utilizadas como variables instrumentales,
Z=X , conducen finalmente al estimador de minimos cuadrados en dos etapas:

Sea:
Y=X3B+u

siendo:
X la matriz de variables explicativas.
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Y la matriz de variables a explicar.
W la matriz de posibles instrumentos.
Regresamos X/W:

X=Wé+u
o= W'W)"'w'x
X=Wo=WWW) 'W'X

si utilizamos X como matriz de variables instrumentales, es decir Z = X tendremos que:

Byi = (Z'X)12'Y = (X'X)"1X'Y =
= [X'W(W'W)" W' XL X'W (W'W)"TW'Y] = Bucar

que seria el estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas. Su matriz de varianzas y covarianzas

' S o —a<Z' (0
PR X)X ((X'X) 7 = o (XX) !
= 2[ W (W'W)~tw’ x] !

.o SRCyj

il

Puede probarse que el estimador de MC2E es el estimador lineal de variables instrumentales
eficiente, en el sentido de tener minima matriz de covarianzas entre los estimadores que utilizan
como variables instrumentales combinaciones lineales de los instrumentos disponibles. Sobre este
estimador podemos hacer dos observaciones:

e Hay que notar que en el estimador de MC2E se regresan todas las variables explicativas
sobre los posibles instrumentos, es decir, se parte de la idea de que si E(Xus) = 0 el mejor
instrumento para X; es ella misma.

e La inclusién de retardos de las variables exégenas como instrumentos aumentaria el con-
junto de informacién utilizado en la construcciéon del estimador de MC2E. Asi, hay un
estimador de MC2E para cada conjunto de instrumentos que se considere. Al utilizar mas
informacién, el estimador MC2E resultante seria mas eficiente que otro estimador similar
que utilizase menos informacién; sin embargo, el uso de retardos obliga a prescindir de
algunas observaciones muestrales, lo que disminuye algo la eficiencia.

5.3.3. Contraste de hipdtesis con el estimador de MC2E

Para hacer contraste de restricciones lineales con el estimador de MC2E podemos utilizar el
siguiente estadistico:

HO : Rﬁ =T

H,:RG#r

(RBucae — 1) [REX'X R (RAycae — 1) 4,2
(@)

donde q es el niimero de restricciones que se contrastan y 42 es el estimador obtenido desde
tupmeee =Y — XBumco2e
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e Estadistico de diferencias en las sumas residuales de cuadrados:
Por paralelismo con el estimador de MCO el cual minimiza la expresion siguiente: Sy;co =
(Y — XB) (Y — XP3), el estimador de MC2E es aquel que minimiza la expresién

Sucar = (Y = XB)W(W'W)"'W/(Y — X33)
cuyas condiciones de primer orden son:
X'WWW)'W'(Y — XB) = 0y,
que coinciden con las ecuaciones normales del estimador BMCQ E. Si minimizamos aho-
ra Syrc2p sujeto a restricciones de la forma RS = r obtenemos el siguiente estimador
restringido:
Bircan = Bucer — (X' X)'RI(R(X'X) ™' R') " (RBucar — 1)
de donde:
ihcap =Y — XBhycop = dncar + X (X'X) ' R[R(X'X) ' R (RBumcar — 1)
de donde el estadistico de sumas de cuadrados seria:

SRC(Bicap) — SRC(Bucer) .,

52 (9)

y las sumas de cuadrados restringida y sin restringir se obtendrian utilizando los residuos de las
estimaciones restringida y sin restringir. Asf:

SRC(Bircap) — SRC(Brcar) = WhoapW (WW) "W cop — e s W (W'W) " Wincor

5.3.4. Contraste de Sargan de validez de instrumentos

Dado que los instrumentos los elige en cierta manera el investigador y la eleccién es en cierto
modo subjetiva resulta de utilidad disponer de un contraste para la validez de estos instrumentos.
Sargan mostré que el estadistico:

Smc2E 4 o
52 X(p—k)
u

sirve para contrastar la validez de los instrumentos utilizados siendo:

i) Syvcee = Gy W(W'W)~W'iy; valor que puede calcularse como la suma explicada en
una regresion de los residuos de las variables instrumentales 4y 1 sobre el vector de variables
W, calculdandose 4y 7 con las variables del modelo original.

ii) p es el nimero total de instrumentos utilizados.

iii) k es el nimero de variables explicativas del modelo original.

Si el valor del estadistico calculado es mayor que el de la distribucién sz_ ) bara un o dado se
acepta que el modelo estd mal especificado o bien que no todos los instrumentos utilizados son
validos, es decir alguno-s estan correlacionados con el término de perturbacion.
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5.3.5. Perturbacién heterocedastica

;Qué ocurre si la varianza de la perturbacién es heterocedastica, por ejemplo E(u?) = o7, es

decir E(uu') = Y7

Nuestro problema ahora es tal que:
Yi =01+ BeXot + B3 X3t + baXae +ue £=1,2,....T

donde:
E(u) =0 WVt E(u?) = o? E(uius) =0 Vt#s
Xo, X3¢ variables fijas
E(Xut,ut) # 0

en este caso el estimador MCO es inconsistente y deberiamos estimar el modelo por variables
instrumentales tal que encontremos instrumentos que cumplan plim <%Z’u) = 0.

En este caso no podemos aplicar el Teorema de Mann y Wald tal y como lo hemos enunciado, pero
el segundo Teorema Central del Limite nos garantiza que vamos a encontrar una distribucién
asintética para el estimador. Si recordamos del tema de heterocedasticidad vimos como White
(1980) prob¢ la existencia de un estimador para la matriz de covarianzas del estimador MCO
bajo heterocedasticidad cuando la forma especifica de ésta es desconocida. Entonces teniamos:

Y=X0+u

X fija y u~ N(0,9)

de donde: R
Buco ~ N(B, (X'X) 1 (X'QX)(X'X)™)

el estimador consistente de ésta matriz de varianzas y covarianzas era aquel que utilizaba como
estimador de ) a una matriz diagonal de los residuos MCO al cuadrado en t. es decir,

a3 0 ... 0
g_ |0 03 0
0 0 4%

Siguiendo el enunciado del ejemplo el estimador de MCO es inconsistente y debemos estimar
por VL. Dado que E(u?) = o7 podemos incluir la correccién de White en el estimador de
Variables Instrumentales. White (1982) demuestra que cuando se desconoce la forma funcional
de heterocedasticidad y se utiliza como estimador a aquel que usa como variables instrumentales
ala matriz Z tal que By; = (Z/X)"1Z’Y  la matriz de covarianzas del estimador, aproximada
en muestras finitas es:
S, = (2'X)NZ'SZ)(2'X)7)

donde S es la matriz diagonal de residuos minimo cuadraticos ordinarios a cuadrado definida
anteriormente.

Asi para el estimador de MC2E la matriz de covarianzas aproximada en muestras finitas es:
S sy = (XX)1ESK)(X72) 1Y

donde X = W(W'W)~'W'X y S es la matriz diagonal definida anteriormente.
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Nota: En términos de sumatorios podemos escribir:
Bvr=(Z'X)"1(2'Y)
-1

vt (E55aet) (3 it

por lo que para el caso del estimador de MC2E:

(59 ]

n T 17’
Var(Bucer) = (X'X)~ ( Y aid 95;) {(X X) }
1

donde X =W (W'W)"'W'X

en esta situacién, de caracter general, se tiene que la diferencia Var(BVI) — VCLT(,BMCQE) es
semidefinida positiva por lo que el estimador de MC2E sigue siendo relativamente mas eficiente
que otro estimador de Variables Instrumentales.

Ahora bien, introduciendo mas generalidad, si permitimos que las variables instrumenta-
les disponibles no sean necesariamente independientes del término de error del modelo, White
probé en el trabajo citado que existe un estimador atin mas eficiente que el estimador de MC2E,
este estimador se denomina estimador de Variables Instrumentales en dos Etapas(VI2E).
En una primera etapa se estima el modelo por un procedimiento de variables instrumentales,
por ejemplo MC2E, se guardan los residuos del estimador de Variables Instrumentales utilizado,
por ejemplo uyc2r, y se obtiene en la segunda etapa el estimador:

-1 -1

( Z Uy ztzt> Z'X

-1

1 T
X'z (TZafztzg) zZ'y

1

Bviee =

Cuya matriz de covarianzas puede aproximarse como:
-1

Var(Byiar) =

-1
( Z Uy ztzt> Z'X

5.3.6. ;Qué ocurre si existe autocorrelacién en la perturbacién?

Supongamos ahora el modelo:
Y =01+ BeXot + B3 Xt + BaYe1 +ue t=1,2,...,T

donde:
U = pus—1 + € e ~ id(0, 02) lpl < 1
Xot, X3¢ variables deterministicas

en este caso F(Xouu) = E(Xsiur) = 0 pero E(Y;—1uy) # 0 en concreto, ya que:

E(u?) =02 =

2
PO, P O¢
E(Y, 3 _ _ . 0
(Yi—1up) = [ Biug—1-i)u ] = fpp 1-pp 1 pQ#
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la estimacion por MCO proporciona estimadores inconsistentes. En cualquier caso, suponiendo
que E(Yi—ju;) = 0y dado que uy ~ AR(1) el estimador de MCO seria ineficiente y por tan-
to con p conocido estariamos aplicando MCG o MCGF si p es desconocido. La pregunta es,
;como estimamos ahora? El problema principal es que E(Y;—ju;) # 0 y no la existencia de
autocorrelacién, por tanto, segiin eso nosotros deberiamos estimar por Variables Instrumenta-
les. Nuestro problema es que dada la existencia de autocorrelacién en la perturbacién no vamos
a poder aplicar el Teorema de Mann y Wald y no podremos buscar directamente la distribu-
cién asintética del estimador. No obstante dado que buscamos Z, matriz de instrumentos, tal
que plim (%Z’ u) =0 nuestro estimador de Variables Instrumentales serd consistente y si no
necesitamos hacer inferencia el estimador de VI estd justificado.

Si nosotros queremos hacer inferencia, lo mejor es que estimemos por méxima verosimilitud
) )
pero también podemos optar por mirar al modelo transformado.

e Caso 1: p conocido.
En este caso el estimador de MCG es consistente y asintéticamente normal ya que podemos
obtenerlo estimando por MCO el correspondiente modelo transformado:

(Y — pYio1) = Bi(1 — p) + Po(Xor — pXoi—1) + B3(X3¢ — pX3—1) + Ba(Yie1 — pYi—2) + &

vy Cov((Yio1 — pYi_s)er) = 0
E((Xot — pXot—1)er) =0
E((X3t — pX34-1)e) =0
con lo que la inferencia basada en la estimacion Minimo Cuadrética Generalizada es
asintéticamente valida.

e Caso 2: p desconocido.
En este caso podemos optar por implementar un proceso de estimaciéon del tipo Cochrane-
Orcutt tal que:

Yy = pYi—1) = B1(1 — p) + B2 Xt — pXo—1) + B3(X3t — pX34-1) + Ba(Yi1 — pYi2) + &

donde ¢; = (uy — pui—1).
En este caso E((Xo — pXoi—1), &) = E((X3 — pX34-1)er) =0
y ademas:

E((Yi-1 — pYi2)er) =0

por lo que podemos aplicar MCO a la ecuacién anterior previa estimacion del pardametro
desconocido p. Sin embargo debemos notar que el estimador de p no debe conseguirse via
el estimador de MCO en el modelo original ya que ahora este estimador es inconsistente.
Debemos estimar p por Variables Instrumentales de la forma siguiente:

1. Estimamos el modelo:
Yy = B+ BoXot + B3 X3t + BaYi 1 +uy t=2,3,...,T

por VI obteniendo ﬁALVI, Bgyb /337\/[ y 347\/ 7 consistentes. Guardamos los residuos
del modelo iy 4.

Notar que necesitamos encontrar un instrumento para Y;_; y que tanto el retardo
de X9 como el retardo de X3; son validos asi, que para este ejemplo en concreto,
deberiamos utilizar técnicas de MC2E.
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2. Regresamos por MCO:
Uyre = plvri—1 + €

y el estimador de p asi obtenido sera consistente e igual a :

T ~ ~
_ Zz UV T UV t—1
= =

>0 Uyri—1

pvI
3. Sustituimos py 1 en el modelo transformado y estimamos éste por MCO:

(Y; = pviYic1) =
Br(1 = pvr) + Bo(Xor — pviXop—1) + B3(Xse — pviXs—1) + Ba(Yic1 — pviYieo) + &

El estimador asi conseguido es consistente y con distribucién asintética conocida. Los con-
trastes basados en las técnicas de MCGF son asintéticamente validos.

Sin embargo el estimador obtenido no es totalmente eficiente. Hatanaka (1974) mostr6 que
una ligera modificacién en el modelo transformado permite obtener la eficiencia. La correc-
cién de Hatanaka se basa en estimar por MCO el siguiente modelo transformado:

(Y: — pviYie1) = B1(1 = pvr)
+02(Xor — pviXog—1) + B3(Xse — pviXsi—1) + Ba(Yie1 — pviYi—2) + pravr—1€

donde el estimador py se obtiene del modelo anterior y iy -1 = pvitvri—2

FEn este caso podemos seguir haciendo inferencia con las técnicas de MCGF descritas
anteriormente y la matriz de covarianzas del estimador se aproxima de la misma manera
que en el caso anterior.

5.4. Contraste de Hausman

Necesitamos conocer un test de contraste que sea capaz de juzgar la incorrelacién entre X y u.
Supongamos que disponemos de dos estimadores:

Bo que bajo Hy es consistente y eficiente pero inconsistente bajo Hj.

Bl consistente bajo Hy y Hi pero ineficiente bajo Hy.

y siendo:
Hy: X y u incorreladas
Hi: X y u no incorreladas
Bajo Ho: =/ —Fo >0
. . P
Bajo Hi: ¢=p1—0o7/—0
Var(q) = Var(ﬁl) - Var(Bo)
siendo:

Var(8) bajo Hy
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~

Var(By) bajo Hy

Var(q) es un estimador consistente de Var(q) el test de contraste sera:
TqVar(@)™'d ~xG)

donde:

0o es el estimador de MCO
01 es el estimador de VI
p es el nimero de restricciones que se contrastan.

El estadistico también podemos escribirlo como:
A 3 S = 1/ A d
(Bvi = Buco) [Z 5, = 5,,00) (Bvi = Buco) == xi,)

Cuando hay una tnica restricciéon de contraste, p=1, podemos escribir el estadistico de contraste
como:

_ (?VI — Bixfgof d
Var(Brv) — Var(Buco)

Xy

Demostraciéon: h.q.d:

~ ~

Var(q) = Var(p1) — Var(fo)
es decir: )
Cov(Bo,q) =0
i) Bajo Hy : Bg y /3’1 son consistentes para 3y por tanto:
plimg = plim@l —|—plim30 =pF-5=0
ii) Consideremos un nuevo estimador para /3 definido por:
d= Bo + A donde A= cte
plimci = plimﬁo + Aplimg = B+ X-0 = 3 lo que implica que d es un estimador consistente
de 8 VA
iii)
Var(d) = E(By + Ag)? ) )
= Var(Bo) + A2Var(q) + 2XCov(Bo, §) > Var(Bo)
= A2V ar(g) + 2A\Cov(Bo,4) > 0 VA = Cov(fBo,4) = 0

que es lo que queremos demostrar.
Si suponemos Cov(fy,4) >0y A <0
. 72001)(&0,(})
A= Var(q)
= XN2Var(§) +2X\Cov(Bo, §) =
CO’UA,A2 ~ CovA,A 2
= Targir Var(@) — 25zt <0

Si suponemos que COU(BO, G) <0y A= %ﬁé’)@ ocurre lo mismo. Por tanto Cov(ﬁo, q) =

0 VA, como By = fo+ . R
Var(f) = Var(Bo) + Var(q)

= Var(q) = Var(B1) — Var(3)
c.q.d.
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Observaciones:
El estadistico de contraste de Hausman tiene algunos problemas al ser implementado. Hay que
buscar Var(q), sabemos que:

i)

ii)

Var(q) = Var(ﬁl) - Var(Bo)
= UZX) 2D Z%)) X X)

Si nosotros estimamos:

Var(G) = Var() — Var(f)
=62,,(Z'X)" N (Z'2)(Z' X)) — 62 yrc0(X'X) 7

no tendremos problemas ya que la diferencia no serd singular ya que ambos sumandos se
premultiplican por su estimador consistente de la varianza de la perturbacién correspon-
diente:

o (Y= XBv) (Y — XByr)
UU,VI - T — k
2 (Y = XBuco) (Y — XBuco)
UU,MCO - T — k

pero es incorrecto ya que asintéticamente ambos coinciden y el test es asintdtico. De-

berfamos utilizar como estimador consistente de o2 al estimador de VI, &Z v Ya que asi se
b

puede demostrar que la potencia del contraste aumenta.

Sin embargo, si buscamos
Var(§) = 2((2'X) 1 (Z2'2)(Z' X)) - (X'X)")

esta diferencia es singular y no podremos implementar el estadistico si ocurre alguna de
las cosas siguientes:
1. Existe columna de unos en el modelo y/o

2. Z y X tienen alguna columna en comun.

en este caso

2 (Y = XBuco) (Y — XBuco)
Ou,MCO = T_k

v la solucién seria utilizar el modelo en desviaciones cuando Z y X no tengan maés columnas
en comun. Como en el ejemplo 1, que ilustra esta situacion. O alternativamente conformar
el test para aquellas variables que puedan estar correlacionadas con el término de error.
Esta es la alternativa utilizada por Hausman y Wu (1978) quienes sugieren escribir el
modelo como:

Y=XB+u=Yia+ 27210 +u

donde: Y7 incluye las r variables explicativas que pueden estar correlacionadas con el
término de error.

Z1 incluye las variables cuya ortogonalidad a u no se cuestiona.

proceso de contraste:

1. Estimamos el modelo por MCO y obtenemos yto aprco
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2. Estimamos las regresiones auxiliares Y7 /instrumentos y se obtiene Y que se sustituye
en el modelo inicial reestimandolo por MCO guardando @41 prco. Se computa:

5 A . A 1. . Wi _ i
(Brco — Bvr) [Var(ﬁw) — Var(ﬁMCO)} (Barco — Bvi) = 20 O,MCO&2 11, Mmco

/\//\ /\/ A~
WU MCO — U UL, MCO 2
52 ~ Xr
U

bajo la hipétesis nula de que todas las variables explicativas del modelo original
son exogenas. Un valor elevado del estadistico rebatiria el supuesto y mostraria la
necesidad de utilizar un procedimiento de estimacién de variables instrumentales.

Los ejemplos 1 y 2 conforman el test de Hausman para un modelo en desviaciones donde
Z y X no tienen nada en comun excepto la columna correspondiente al término indepen-
diente. Si los modelos no se tratasen en desviaciones a la media la matriz de covarianzas
o2(Z'X)"YZ2'Z)(Z'X)~1) — (X' X)) serfa singular.
Ejercicio 1
Sea:

Y =a+ 06X+ u utNN(O,Ji) t=1,2,...,T
y queremos contrastar la incorrelacién entre X y wu.

HO : E(Xtut) =0

H1 : E(Xtut) 7é 0

Brvi = S T
Var(fo) = f”g 2
Var(h) = 0% s
q =051 —Bo

Var(g) = Var() — Var(fo)

o = (D5 1\ _
Qomez)? ) oa?
— ‘73 fozzf -1
Z;Bf (Emtzt)Q
= 1 _ 1) =
ng ™%z

= Va?”(BO) (1;5;)

de donde el estadistico de Hausman, que denotamos por m seria:

I
Q
S
Ng
8
1ol

m = ¢’ _ (Boyico — Pry)?
Vorli)  Var(i) (e
"Xz
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Operando:
3 _A 2,.2
m — Bonco = vi)rxy "y
Var(Bo)(1 =% 2)
donde
T A o A2 A2
Va?“(ﬂ ) = Zl‘% y 0O, = Uu,VI

Ejercicio 2
Se propone la siguiente especificacion para la funcién de demanda de vino de un pais:

Qir=a+ 6P+ wu t=1,2,....,T

donde u; ~ (0,0,0921). dado que el precio se determina simultdneamente con la cantidad Qy, se
sospecha que P; pueda estar correlacionada con u;. Se dispone de datos de un indice de costes
de almacenamiento, S; que se determina exégenamente, por lo que se considera independiente
de u;. Dados los siguientes datos para los anos de 1955-1975:

S siqr = 1,78037 3 s? = 2,1417
S p? =0,507434 " pysy = 0,500484
Z Stqt = 2, 75474

Queremos contrastar la incorrelacion entre P; y wuy:
H() : E(Ptut) =0

H1 : E(Ptut) 75 0
ZPtQt o 1,78037

3 _ — = 3,5085
foarco Sp?  0,507434
P Z Stqt 2, 75474
— - = 5,4862
B S spr 0,500484

de donde como instrumento para P; se usa el indice de coste de existencias de almacén S

q = bivi — Bomco = 1,9777

2 (Ztht)Q
rhe = = — (), 2304
PSSRy st
62 =0,09217
X o2 0,09217
1% =4 =2 = 0,18164
ar(Bo) = 3 P2 0,507434
s, ~(1,9777)2(0,2304)?

m= A = =6,5721
Var(6p)(1 — r%tst) 0,18164(1 — 0,2304)

X%,Uf)(l) - 37 841

6,5721 > 3,841 por tanto rechazo la hipétesis nula para o = 5% y P; y u; no son incorreladas.

Nota: El resultado del problema es exactamente el mismo que si nosotros buscamos directamente

el estadistico m como: ~ R
(Bvi — Buco)?
Var(Bvr) — Var(Buco)
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donde: 5> )
R s 0,0921 -2, 1417
1% =g? L= ’ =0, 78747
ar(Pvi) = o, (Csp)?  (0,500484)2 ’
(1,9777)2

"0, 78747 — 0, 18164

= 06,5721

2

< es conocida.

ya que en este caso o

5.5. Errores de medida en variables

Hasta ahora hemos supuesto que las variables utilizadas en el proceso de estimacién se median
sin error. En la practica es muy posible que existan errores de medida en las variables o que
simplemente las variables a utilizar no sean sino estimaciones de conceptos tedricos que no se
observan en la realidad, por ejemplo el stock de capital, el PIB, o las variables de Contabilidad
Nacional. Estas situaciones alteraran las propiedades de los estimadores de los parametros, en
concreto introduciendo sesgos en las estimaciones y generando estimadores de MCO inconsis-
tentes. Estudiamos tres casos:

1. Variable endégena medida con error.
2. Variable exégena medida con error.

3. Variable exdgena y endégena medidas con error.

5.5.1. Variable end6gena medida con error

Sea
Y, =a+ 08Xy + wy uth(O,ai) t=1,2,...,T

el verdadero modelo. Pero por alguna razén la variable endégena disponible no es Y; sino Y;* =
Y, + ¢; y por tanto el modelo que vamos a estimar es:

Yi=a+6X;+uw  wu~N(0,062) t=1,2....T
donde Y =Y, +e¢ y e ~iid(0,02)
Cov(Xy,€e) =0
Cov(ut,e) =0

por lo que la auténtica relacion a estimar es:

Vi—ea=a+0Xi+w =Y =a+ X+ (u+€)
=Y =a+ B8X: +uy

El error de medida en la variable endégena se acumula en la perturbacién original, con lo cual
debemos preocuparnos por las propiedades de la nueva perturbacién:

E(u})=FE(ut+¢)=FE(u;)+ E(e;) =0
Var(uf) = E(uf — E(u}))? = E(u})? = E(us + €)% = B(u?) + E(¢?) + 2E(use) = 02 + 0
Cov(uf,u}) = E((uf — E(u}))(uf — E(u}))) = E(uju?) = E(ut + €, us + €5) =0

S

Por tanto la perturbacion del modelo a estimar es homocedéstica y no autocorrelada. Resumien-
do, si:

Up ~ N(O,ag) € ~ N(O,Ug) y Cov(up,€e) =0 VYVt = uf~ N(0,0‘i + 062)
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Como conclusién podemos decir que en presencia de errores de medida en la variable endégena
exclusivamente y dado que Cov(X;, ) = 0y Cov(Xy,ur) = 0 y la perturbacién del modelo
estimable tiene propiedades esféricas, los MCO son apropiados y tienen buenas propiedades.

5.5.2. Variable ex6gena medida con error

Sea el verdadero modelo de regresién:

Yt:a—l—BXt—{—ut t:1,2,...,T

donde la variable X; es una variable fija pero inobservable, pero observamos X} = X; + vy,
variable aleatoria que incorpora el efecto de v, aun en el caso de que X; sea fija. Ademés
hacemos las siguientes hipétesis:

uy ~ iid(0, 02)
vy ~ id(0, o2)
Cov(ug,ve) = Cov(ug,vs) = Cov(us,vy) =0

En esta situacion el modelo que efectivamente se estima es el siguiente:

Y =a+ B(XF —v) +w
Y = a+ BX; + (ur — Pur)
Y: = o+ BXF + u

e Propiedades de la nueva perturbacion uj:

¢t — th) E(ut) — BE(v) =0

uf — B(uf))? = E(uf)® = E(u; — fvr)?

= E(u?) + 52 (v}) — 2BE(uvy) = 02 + %02 —23-0
2

_ 2 2 -
= o0, + 70, homocedastica

Cov(uy,uy) = E((uf — E(uy))(us — E(uy))) = E(w — Buy, us — Bvs) =
= E(uwus) — BE(vius) — BE(ugvs) + B2E(vivs) = 0 no autocorrelada

Var(uy) E(

e Ademas necesitamos conocer la relacién entre el regresor y el error, es decir X y uj:

Cov(X},uf) = E(Xju) = E(Xy+v)(up — Boy)) =
= E(Xtut) + E(vtut) — 5E(X{Ut) — ﬁE(’UtZ) = —ﬁ0'2

v

ya que al ser X; una variable fija E(Xyu;) = E(Xyv;) = 0. Al ser la covarianza entre
X[y uy distinta de cero existe correlacién contemporanea entre la variable exégena y la
perturbacién.

Buscamos ahora la existencia de correlacién no contemporanea:

Cov(X},up) = EBE(Xiul) == E((Xs +vs)(ug — Pvy) =
= F(Xsus) + E(vsut) BE(Xsv) — BE(vsv) =0

y por lo tanto no existe correlacién no contemporanea entre la variable exégena y la
perturbacién del modelo estimable.

e Lo que sabemos es:
El modelo a estimar es:

Yi =a+ X+ uj t=1,2,...,T
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donde: ujf ~ iid(0, 02 + 5%02)
Cov(X},uf) = —po;
Cov(XZ,up)=0

El estimador MCO del parametro § en el modelo es:

A DYEH > Tiug
= = —|—
Bumco Z .Z';Q B Z $?2
Buscamos sus propiedades en muestras pequenas:
N 3 rrur
E(Byvco) =B+ E ( E;*gt #
t

por lo tanto el estimador es sesgado y estaremos interesados en sus propiedades asintoticas.
Para ello tendremos que introducir hipdtesis sobre la relacion en el limite entre las diferentes
variables. Los supuestos, aplicados en términos generales, son:

1. Los errores de medida en X* no estdn correlacionados en el limite con los verdaderos
regresores X = plim (%X’V) =0.

2. plim (%X’X) = Qxx.
3. plim ($V'V) = Q,
Bajo estos supuestos [1]4[2]+[3] tenemos:
plim (#X*X*) = plim (H(X + V(X +V)) =
= plim (F(X'X + VX + X'V +V'V))
= plim %X’X) + plim (%V’X) + plim
=Qxx +

_(;X'V) + plim (£V'V) =

4. La perturbacion no estd correlacionada en el limite ni con X ni con el error de medida en
X, asi:
plim ($V'U) =0
1y _
FX'U) =0

plim

Buscamos la consistencia del estimador, para ello le escribimos como:

. VTS atu
ﬁMC’O = ﬁ"‘ W

de donde: ,
A . . 1 - . 1 N
plimByrco = plimB + plim (T Z x?) + plim <T Z x; uf)

plim (3 S a?) = plim (3 S+ w0)?) =
plim (% Zw?) + plim (% va) +2 (plz'm (% thvt)) =

:03(—1—0'3
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plim (3 Yaur) = plim (§ 5 (@ + vo)(ue = Bur) ) =
plim (% thut) + plim (% thut) — Bplim (% > xtvt) - p (plim% > vf) =
=0+0-8-0—B0%=—Bo?
De donde: ,
B 4

limBrico = B — —2¥
plimByco = B 2 + o2

y por lo tanto inconsistente.

s LA Bo?
Sesgo asintotico = plimff — = 5——
ox +o05

Aunque el error de medida afecta sé6lo a X la inconsistencia se traslada a todos los parametros
estimados por MCO. Asi para el término independiente tenemos:

N

drco=Y - X =a+ X +u - X =a—-(B-BX +u

2
plimé = o — plim( — B)plimX " + plimu* = o + %u} +0#£a
ox + 035

por lo tanto como conclusion podemos decir que un error de medida en la variable exégena tal
que E(X}u;) # 0 implica que los estimadores MCO son sesgados e inconsistentes. Si el error
de medida fuese una constante no se producirian sesgos en la estimacion de los parametros. El
modelo deberia ser estimado por el Método de Variables Instrumentales.

5.5.3. Variable exdgena y variable end6gena medidas con error

Sea el verdadero modelo:
Y},:OZ—F,BXt—FUt t:1,2,...,T

donde:
Y =Y; + ¢ es la variable enddgena disponible.
X} = Xt + v es la variable exdgena disponible.
ug ~ iid(0,02) v ~ id(0,02) € ~ N(0,0%) Cov(us,e;) = Cov(ug,vy) = Cov(eg,vy) =
COU(Xt, Gt) =0
El modelo a estimar seria:
Y —ea=a+ B(X; —v) +ue t=1,2,...,T

Y =a+ BX] + (ur + e — Puy) t=1,2,...,T

Llamamos u} = u + €; — Bv ~ iid(0, 02 + 02 + 3?02) homocedastica y no autocorrelada.
Existe correlacién contemporanea ya que:
E( ;u;) = E((Xt + vt)(ut + € — ,th) =
= E(Xtut) + E(Utut) + E(X — tEt) + E(vtet) — ﬂE(XtUt) — ﬁE(Utz) =

No existe correlacién no contemporanea ya que  E(Xju)) =0

El error de medida en Y; implica un incremento en la varianza de la perturbacién del modelo
estimable mientras que el error de medida en X; implica que los estimadores MCO de « y (3 seran
sesgados e inconsistentes. El modelo a estimar (bajo todos los supuestos realizas anteriormente)
deberia ser estimado por el Método de Variables Instrumentales.
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