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Introduccion

En esta memoria se trata el problema de encontrar un algoritmo que cons-
truya un emparejamiento entre dos grupos, entendiendo por emparejamiento
la asignacion a cada individuo, de cada grupo, otro individuo. La situacién
inicial de la que parte el problema es la siguiente:

= Dos grupos, los proponentes y los propuestos, que estan formados por

n individuos cada uno, siendo n la dimensién del problema.

e El grupo de los proponentes es el encargado de hacer las propues-
tas a la hora de construir el emparejamiento.

e El grupo de los propuestos es el encargado de recibir y gestionar
las propuestas a la hora de construir el emparejamiento.

= Cada individuo de cada grupo ordena en una lista, de manera decre-
ciente, a individuos del otro grupo atendiendo a su preferencia a la
hora de ser emparejado, a esta lista la llamaremos lista de preferencia
del individuo, considerando el quedarse solo la opcién menos preferida

de entre las aceptables.

El objetivo del problema es crear un emparejamiento en el que cada pareja
sea satisfactoria para los individuos que la crean en base a las preferencias
de cada uno.

Hace mdas de medio siglo, en 1962, Gale y Shapley [1] empezaron a es-
tudiar matematicamente el problema de emparejar dos grupos, aunque en
Estados Unidos ya existia el National Resident Matching Program (NRMP).
Este programa habia sido implementado en 1951 para la asignacion de resi-
dentes a los hospitales segin sus preferencias.

Un emparejamiento entre dos grupos, los proponentes y los propuestos,
se dice que es estable cuando, de acuerdo con las lista de preferencia de cada
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individuo de cada grupo sobre los individuos del otro grupo, no existan un
proponente y un propuesto no emparejados que se prefieran entre si antes
que a su pareja asignada.

El problema de encontrar un emparejamiento con dichas caracteristicas,
v lo solucionaron los citados autores con el algoritmo que en esta memoria
llamamaremos Gale-Shapley 1. Para la ejecucién de este algoritmo se parte
de dos grupos, uno de n proponentes y otro de n propuestos, donde cada
individuo de cada grupo tiene unas preferencias sobre los individuos del otro
grupo. La descripcion del algoritmo es la siguiente:

= Cada proponente, mientras esté libre, sin ningiin orden preestableci-
do entre ellos, va proponiendo a los propuestos siguiendo en orden
decreciente su lista de preferencias.

= Cada propuesto, si esta libre, acepta la propuesta, y, si no lo estd com-
para a los dos proponentes y acepta el preferido segin su lista de

preferencias.

= Este proceso se continia hasta que no queden proponentes sin empa-

rejar.

Este algoritmo y sus variaciones son usados hoy en dia en muchas areas,
como por ejemplo en la asignacion de estudiantes de medicina a hospitales,

alumnos a escuelas, donantes de 6rganos a receptores, etc.

Esta tltima aplicacién, fue desarrollada por Alvin Roth (Catedrético de

economia en Hardvard).

En todo el mundo la demanda de érganos es mucho mayor que la dona-
cién, por ello es importante la optimizacién de la viabilidad de los trasplan-
tes. Las donaciones provienen de cadaveres o de personas vivas. El problema
que puede darse en la donacién por parte de personas vivas es que el do-
nante lo sea sélo para un receptor predeterminado, por ejemplo un padre P;
dispuesto a donar un érgano a su hijo h; y otro padre P, dispuesto a donar
a su hijo hs. Entonces dos personas estdn dispuestas a donar un organo a
su hijo y no estan dispuestas a donarlo a otra persona, pero podria darse el
caso de que el 6rgano de P; sea incompatible con hi, o que seglin criterios
médicos a h; le convenga mas el érgano de P, y a hg el de P;. Entonces cada
padre estaria dispuesto a donar su érgano a una persona que no sea su hijo

siempre que su hijo reciba un érgano.
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El problema se complica cuando el ntimero de parejas donante-receptor
es grande ya que si P; dona su 6rgano a h; entonces FP; no tiene que ser
necesariamente el donante de h;. Las preferencias en este caso podrian ser
ciertos criterios médicos en los que se basa la viabilidad del trasplante.

Otra aplicacion mas reciente y de mucha transcendencia, en el area de la
economia, es la desarrollada por Roth y Shapley, sobre la teoria de asigna-
ciones estables y la practica en el diseno de mercados, que les valié el premio

Nobel de Economia en el ano 2012.

En el primer capitulo de esta memoria se formaliza lo expuesto tanto
por Gale y Shapley como por Harris, Hirst y Mossinghoff [2]. En la primera
seccién se contempla el problema con listas de preferencias estrictas y com-
pletas, o sea que cada individuo de cada grupo esta en la lista de preferencias
de todos los individuos del otro grupo y ademds estas preferencias no tienen
indiferencias. En una segunda seccion, se trata el problema cuando algin
individuo de algtin grupo tiene como inaceptable a algtin individuo del otro
grupo y las preferencias de los aceptables son estrictas. Y en una tercera
seccién se estudia el caso de que las listas de preferencias son completas

pero pueden tener indiferencias.

En el segundo capitulo se dan dos alternativas al agoritmo de Gale-
Shapley cuando las listas de preferencia son completas y estrictas. Estas
alternativas tratan de primar el interés colectivo frente a los intereses indi-
viduales de los que parte el algoritmo de Gale-Shapley, ademés de buscar un
emparejamiento mas equilibrado, ya que el emparejamiento del algoritmo de
Gale-Shapley es éptimo para los proponentes y pésimo para los propuestos.
Las dos alternativas que se van a estudiar son las propuestas por Fuku, Na-
matame y Kaizouji [3] en las que se renuncia al concepto de la estabilidad

del emparejamiento.

En el tercer capitulo se cuantifica la calidad de los emparejamientos defi-
niendo y midiendo la satisfaccién de los individuos, la de cada grupo y la del
conjunto de los dos grupos en los emparejamientos deducidos, mediante los
algoritmos vistos, en los capitulos 1 y 2, y se comparan mediante un sofware
desarrollado en este trabajo (Apéndice B).






Notacion

b> a: =z prefiere a b antes que a a.
xr
b<a: =z prefiere a a antes que a b.

xT . . . .
b=a: = tiene indiferencia entre a y b.

xr

b a: x prefiere a b antes que a a o tiene indiferencia entre ellos.
xr

b S a: x prefiere a a antes que a b o tiene indiferencia entre ellos.

X X
—1a1ag...Gn: G aip] VieEL2 .. n—1

x . .
T 1A > Qg = Q= Qi1 =t = Gp G = Gjy1 V] F 4 E
x
1,2,....n—=1y a; =a;4+1

wi(h) = w : tras el i-ésimo paso del algoritmo h estd emparejado con
w (no siendo necesariamente pareja definitiva).

u(h) =w : la pareja definitiva de h es w.
wi(h) = h : tras el i-ésimo paso del algoritmo h estd sin pareja.

wu(h) =h: h queda sin emparejar.

h,w h w
M; > Mj : Ml(h) - M](h) y Ml(w) - Mj(w), siendo Mi, Mj

emparejamientos

p% : posicién que ocupa a en la lista de preferencia de z (siendo p% = 1
cuando a es el mas deseado por ).

Nota: Por regla general denotaremos como p al emparejamiento gene-
rado por los algoritmos Gale-Shapley y por M cualquier otro empare-

jamiento.

X






Capitulo 1

Algoritmo de Gale-Shapley
y sus variantes

En este capitulo tratamos de formalizar tanto lo que publicaron Ga-
le y Shapley [1] como lo que escribieron Harris, Hirst y Mossinghoff [2].

Estudiaremos el algoritmo introducido por Gale y Shapley como méto-
do de construccién de un emparejamiento estable, algunas de sus pro-
piedades y algunas de sus variantes.

1.1. Algoritmo de Gale-Shapley

En esta seccion presentamos un algoritmo que llamamos Gale-Shapley 1
el cual proporciona un método para dar un emparejamiento estable
(definido a continuacién) cuando el niimero de proponentes y el niime-
ro de propuestos es el mismo y ademas las listas de preferencia de cada
individuo son completas y estrictas, o sea que cada individuo de cada
grupo esta en la lista de preferencias de todos los individuos del otro

grupo y ademas estas preferencias no tienen indiferencias.
A continuacién se definen unos conceptos previos.

Definiciéon 1. Sean H y W los conjuntos de los proponentes y de los
propuestos, respectivamente. Definimos un emparejamiento como una
aplicacién M : HUW — HUW que verifica las siguientes condiciones:

e M es biyectiva.
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e Si h € H entonces M(h) € {h} UW.
e Siw e W entonces M(w) € {w} U H.
e M(h) =w siy sélo si M(w) = h.

Definicion 2. Sean H, W los conjuntos de los proponentes y de los
propuestos, respectivamente. Se dice que el par h,w, con h € H y
w € W, es bloqueante del emparejamiento M si se verifican las dos

condiciones siguientes:
e M(h) # w.
h w
e w>M(h) y h>Mw).

Definicion 3. Decimos que un emparejamiento M es estable si no
existe en él un par bloqueante.

Ejemplo 1. Sean el conjunto de los proponentes H = {a,b} y el de
los propuestos W = {y, z} y una relacién de preferencias:

a Y
1Yz =:ab
Yy

b z
-1z =:ab

El emparejamiento (a, z), (b,y) no es estable ya que el par a,y es un

par bloqueante (y < wa) =z y a < w(y) =b).

En 1962 Gale y Shapley [1] probaron que siempre existe al menos un
emparejamiento estable entre n proponentes y n propuestos con listas
de preferencias completas y estrictas, y describieron un algoritmo que
denominaremos Gale-Shapley I para encontrar uno de estos empareja-
mientos estables.

Este algoritmo necesita como entrada un conjunto de n proponentes
y unas preferencias de los propuestos por cada proponente ademas de
un conjunto de n propuestos y unas preferencias de los proponentes

por cada propuesto. A continuacién definimos el algoritmo:

Inicialmente todos los proponentes estan sin emparejar

MIENTRAS (exista un proponente sin emparejar)

-propone a los que no haya propuesto segun su orden de preferencia.
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SI (el propuesto esta libre)
-acepta la propuesta.
SI NO

SI (el propuesto prefiere a su actual pareja)
-rechaza la propuesta.

SI NO
-acepta la propuesta.

FIN SI

FIN SI

FIN MIENTRAS

Nos referiremos a este algoritmo como Gale-Shapley 1

Observacién 1. Siendo W el conjunto de los propuestos:

Vw e W y Vi<j setiene que p;(w) % i (w) % wu(w) teniendo en
cuenta que w %h VheH.

Ademas, si existe i tal que p;(w) = w con w € W, entonces Vj < i se

tiene que pj(w) = w.

Ejemplo 2. Sean el conjunto de los proponentes H = {a,b,c,d} y el
de los propuestos W = {w, z,y, 2z} y sus respectivas listas de preferen-

cias
a w
—Yyxzw =:dcba
b T
—rzwaxy —=:acdb
c y Yy
—rzw Ty =:bcda
d z
—zywzx =:cabd

El algoritmo tendria la siguiente ejecucion:

Paso 1 a propone a y,
1y acepta la propuesta ya que esta libre,
conloque pi(a) =y y m(y)=a
ademas de

p1(b) = b, pi(c) = ¢, pa(d) = d, pa(w) = w, pa(x) =z, pa(2) = 2.
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Paso 2 b propone a z,
z acepta la propuesta ya que esta libre,
conlo que pue(b) =2 y p2(z)=0>
ademas de
p2(a) =y, pa(c) = ¢, pa(d) = d, pa(w) = w, p2(z) =z, p2(y) = a.

Paso 3 ¢ propone a z,
z acepta la propuesta ya que c Sh= u2(z),
conlo que pus(c) =2 y ps(z)=c
ademas de
ps(a) =y, p3(b) = b, ps(d) = d, ps(w) = w, ps(x) =z, p3(y) = a.

Paso 4 d propone a z,
z rechaza la propuesta ya que psz(z) = ¢ < d,
d propone a y,
y acepta la propuesta ya que d g a = pus(y),
conlo que ps(d) =y vy pa(y) =d
ademas de
p14(a) = a, pa(b) = b, pa(e) = 2, pa(w) = w, pa(w) = 2, pa(2) = c.

Paso 5 a propone a x,
x acepta la propuesta ya que esta libre,
conlo que ps(a) =2 y ps(z)=a
ademas de
p5(b) = b, ps(c) = 2, ps(d) =y, ps(w) = w, ps(y) = d, ps(z) = c.

Paso 6 b propone a w,
w acepta la propuesta ya que estd libre,
con lo que pg(b) =w y pe(w)=>=
ademaés de

pe(a) =z, pe(c) = 2, ps(d) =y, pe(r) = a, pue(y) = d, pe(2) = c.

Asi pues el emparejamiento que nos da el algoritmo es {(a, x), (b, w), (¢, 2), (d,y)}

Veamos que verifica lo dicho en la Observacién 1

o w=p(w) = pap(w) = p3(w) = pa(w) = ps(w) 2 b= pg(w) = plw).
pa() = pis() = pua(x) <

o x=p(x a
° a=y ua(y) = paly) < d = pa(y) = psly) = p

) =
) =

(=2}
—
<
S—
I
=
—~~
<
~

(y
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o z=m(2) Xb=pa(2) X e = ps(2) = pa(2) = ps(2) = po(2) = u(2).

Teorema 1.1.1. El algoritmo Gale-Shapley I descrito anteriormente
termina en un numero finito de pasos.

Demostracion. Si tenemos n proponentes y n propuestos, como cada
proponente a lo sumo propone a n propuestos diferentes, el algoritmo

terminard a lo sumo en n? pasos.

O]

Definicion 4. Se dice que un emparejamiento M es perfecto si se

verifican las dos condiciones siguientes:

e M(h)e W VheH.
e M(w) e H YweW.

Teorema 1.1.2. FEl algoritmo Gale-Shapley I produce un empareja-
miento perfecto.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que existe h tal
que u(h) = h con lo que existird w tal que p(w) = w lo que es absur-
do, ya que por la construccién del emparejamiento existe i tal que h
propone a w en el paso i-ésimo y w habria aceptado la propuesta de
h ya que por la Observaciéon 1 si p(w) = w entonces p;(w) = w Yy,
en particular p;(w) = w.

Por lo que el emparejamiento es perfecto. ]

Teorema 1.1.3. FEl algoritmo Gale-Shapley I produce un empareja-

miento estable.

Demostracion. Si p es el emparejamiento generado por el algoritmo
Gale-Shapley I, supongamos por reduccién al absurdo que p no es
estable con lo que existe un proponente h € H y un propuesto w € W

h
tal que h, w es un par bloqueante de p con lo que pu(h) # wy w = p(h),
h > p(w).
Dado que los proponentes realizan sus proposiciones en orden decre-

h
ciente segin su lista de preferencias y como w > p(h), tenemos que
existe ¢ tal que en la etapa i-ésima h ha propuesto a w, y dado que
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wu(h) # w existe j > i tal que en la etapa j-ésima w ha rechazado a h
en favor de b’/ con ' € H — {h} por lo que b’ Shy pi(w) =h'.

w
Por la Observacién 1 p(w) 7z pj(w) = k' lo que es absurdo ya que
w
tenemos que p(w) 2 pj(w) = h' < h habiendo supuesto que h - p(w).
Por lo que el emparejamiento generado por el algoritmo es estable.

O

Definicion 5. Decimos que el emparejamiento M es optimo para el

conjunto A si cumple las dos condiciones siguientes:

e M es estable.
a
e Va € A tenemos que M(a) = M/(a) VM’ emparejamiento estable.

Definiciéon 6. Decimos que el emparejamiento M es pésimo para el
conjunto A si cumple las dos condiciones siguientes:

e M es estable.

a
e Va € A tenemos que M(a) 2 M'(a) VM’ emparejamiento estable.
Definicién 7. Diremos que (h,w) es una pareja valida si existe M
emparejamiento estable tal que M(h) = w.

Teorema 1.1.4. En el proceso definido por Gale-Shapley I no se re-
chaza ninguna pareja vdlida.

Demostracion. Supongamos por reducciéon al absurdo que el primer
rechazo de una pareja véalida es el de w a h en favor de i’ en la etapa
w

i-ésima, por lo que A’ = h y por la definicién de pareja vélida existe
M emparejamiento estable tal que M(h) = w.

Sea w' tal que M(h') = w’. Dado que el primer rechazo de una pareja

hl
véalida es el de w a h en favor de I/, tenemos que w = w’, ya que si no
existirfa j < i tal que en la etapa j-ésima w’ ha rechazado a h' lo que
no puede ser ya que el primer rechazo de una pareja vélida es de w a h
en favor de A’ en la etapa i-ésima . Esto entra en contradiccién con que
h/

M sea estable ya que tenemos que i/ = Mw)=h y w> M) =,
por lo que el par i/, w es un par bloqueante de M.

O

Teorema 1.1.5. FEl algoritmo Gale-Shapley I nos proporciona un em-

parejamiento optimo para los proponentes y pésimo para los propuestos
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Demostracion. Sean H y W los conjuntos de los proponentes y los
propuestos respectivamente y sea p el emparejamiento resultante de
aplicar el algoritmo Gale-Shapley 1. Supongamos por reduccion al ab-
surdo que existe M emparejamiento estable y existe h € H tal que

M (h) Q p(h) entonces en la construccién del emparejamiento p, me-
diante el algoritmo Gale-Shapley I, h rechaza a M(h) en algun momen-
to ya que h propone en orden decreciente segtin su lista de preferencia,
lo que entra en contradiccién con el Teorema 1.1.4 ya que h, M(h) es
una pareja valida.

Veamos ahora que es pésimo para los propuestos. Sea w € W tal
que pu(w) = h y sea M’ cualquier emparejamiento estable tal que
M (w) =k y M'(h) =w'.

Supongamos por reduccién al absurdo que p(w) <M (w). Entonces
h= K y, como g es 6ptimo para los proponentes, p(h) Q M'(h) con
lo que w ;I- w’ y tendriamos que el par h,w seria bloqueante de M’ ya
que h - M(w)=h y w g— M'(h) = w’, lo que es absurdo ya que

hemos supuesto que M’ es estable.

Por lo que el emparejamiento generado por el algoritmo es éptimo para
los proponentes y pésimo para los propuestos. ]

Teorema 1.1.6. El emparejamiento generado por el algoritmo Gale-
Shapley I es independiente del orden de las proposiciones.

Demostracion. Sean u 'y p/ dos emparejamientos generados por la eje-
cucion del algoritmo en distinto orden, y sea el conjunto H el de los
proponentes. Por el Teorema 1.1.5 (. y g’ son éptimos para los pro-

ponentes) tenemos que:

e Vhe H u(h) i M(h) VM emparejamiento estable
h
en particular u(h) - p/(h) Vh € H.

h
e Vhe H p/(h) - M(h) VM emparejamiento estable
h
en particular p/(h) = u(h) Vh € H.
Por lo que u(h) = p/(h) Vh e H O

Teorema 1.1.7. El emparejamiento obtenido mediante el algoritmo
Gale-Shapley I no permite que mds de un proponente quede emparejado

con su ultima opcion
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Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que existen dos
proponentes m; y m; que estén emparejados con su ultima opcién, es

de(:1r p(m;) = w; con wy, (S w;, Ywr, € W — {w;} y p(m;) = w; con

W, v wj, Yw, € W — {w;}.

Sin pérdida de generalidad supongamos que el emparejamiento defi-
nitivo de m; ha sido previo al de mj, es decir, pu(m;) = pn,(m;) y
p(my) = pn; (m;) donde N; < Nj.

Dado que en la etapa N; el proponente m; se ha emparejado con su
ultima opcién, u(m;) = pn,(m;) = w;, después de proponer en etapas
previas de manera descendente segtin la relacién de orden = a todos los
elementos anteriores a w; del conjunto de propuestos wy € W — {w; }.
Esto significa que todos ellos ya estan emparejados en dicho instante,
es decir, que pu(wg) # wi Vw, € W — {w;}. Consecuentemente en la
etapa NN; todos los proponentes quedan también emparejados p(my) #
my, Ymg € H y el algoritmo finaliza automéaticamente. Se deduce que
m; debiera estar emparejado anteriormente, N; < Nj, lo cual lleva a

una contradiccion

O]

1.2. Inaceptables

En la primera seccién se traté el problema con listas de preferencia
completas y estrictas, en esta segunda seccién se estudia el caso en
que las listas de preferencia sean estrictas pero no completas, o sea
que cada individuo puede tener inaceptables en el otro grupo a los que
omite en su lista de preferencias.

Definiciéon 8. Sean H, W los conjuntos de los proponentes y de los
propuestos, respectivamente. Se dice que el par h,w, con h € H y
w € W, es bloqueante del emparejamiento M si se verifica alguna de

las dos condiciones siguientes:

e M(h) =w y h inaceptable para w 6 w inaceptable para h.

w h
e M(h) #w y ademds h > M(w) y w > M(h).
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Definiciéon 9. Decimos que un emparejamiento M es estable si no
existe en él un par bloqueante.

Observacién 2. Dados los conjuntos, de proponentes y de los pro-
puestos H y W respectivamente, y una relaciéon de preferencias, no
siempre existe un emparejamiento perfecto tal y como lo definimos en
el apartado anterior (Definicién 4) (como mostramos en el siguiente

ejemplo).

Ejemplo 3. Sea H = {a,b} y W = {z,y} y sus relaciones de prefe-

a x
. Ty =:ab
rencia b v y .
1Ty = a

Hay dos posibles emparejamientos perfectos que son M; = {(a, x), (b,y)}
y My = {(a7 y)a (b> :U)}

e M;j no es estable ya que b es inaceptable para y.

e My no es estable ya que el par a, x bloquea el emparejamiento Mo
a xT
(x > My(a) =y y a> My(z) =0).

Teorema 1.2.1. Sean H, W los conjuntos de los proponentes y los
propuestos respectivamente, h € H, w € W y My, My emparejamientos
estables tales que My(h) = w y Ma(h) # w. Entonces no puede darse

h,w
el caso que My ~ Ms.
Demostracion. Sean hy, wy tal que My(h) = wy , Ma(w) = hy. Supon-

h,w

gamos por reduccion al absurdo que M; = Moy, entonces ten-

h
drifamos que w > Ma(h) =w; y h - Ma(w) = hy con lo que el par
h,w seria un par bloqueante de Ms lo que es absurdo ya que Ms es
estable. O

Teorema 1.2.2. Sean H, W los conjuntos de los proponentes y los
propuestos respectivamente, h € H, w € W y My, My emparejamientos
estables tales que Mi(h) = w y Ma(h) # w. Entonces no puede darse

h,w
el caso que My — M;.

Demostracion. Sean hi, w; tal que Ma(w) = hy y Ma(h) = w;. Su-

h,w
pongamos por reduccion al absurdo que My > M;j, entonces ten-

driamos que:



10

1.2. Inaceptables

e Como My(h) = w1 y Ma(w) = hy y ademds hemos supuesto

h,w
que M2 > M; tenemos que por el Teorema 1.2.1 (con My y

M; como emparejamientos estables y con el par h, w; primero, y
hi,wy

luego con el par hy,w) que My > My, ademds M;(h1) # hy,
M (w1) # w; ya que estar solo es la opciéon menos preferida y
ademds M;j(h1) # w; por el Teorema 1.2.1.

e Sean hgy, we tal que Mi(hy) = we y Mj(w1) = ho. Entonces

ha,w2

My > Mj, ademds May(ha) # ho, Ma(ws) # we y ademés
Mg(hg) 75 w9.
e Sean hjz, ws tal que Ma(hy) = ws y Ma(wse) = hs. Entonces
h3,w
My = My, ademéas Mj(hg) # hs, Mj(w3) # ws y ademas

Ml(h3) 7& ws.

y asi tendriamos un proceso infinito, lo que es absurdo ya que el niimero
de proponentes y propuestos es finito.

O

Observacién 3. En estos dos ultimos teoremas hemos visto que sien-

do H los proponentes y W los propuestos, si tenemos h € H, w € W'y

M;, My emparejamientos estables tal que My (h) = w y Ma(h) # w, se
h

tiene que M;(h) > M;(h) y M;(w) - M, (w) donde o bien i = 1,5 = 2

6 i=2,j=1.

Veamos ahora que para todos los emparejamientos estables el subcon-
junto de proponentes y propuestos que se quedan sin emparejar es el
mismo.

Teorema 1.2.3. Sean los conjuntos H y W de proponentes y pro-
puestos respectivamente y sus respectivas relaciones de preferencias
con posibles inaceptados. Entonces si existe a € H U W y existe M
emparejamiento estable tal que M(a) = a entonces M'(a) = a YM'

emparejamiento estable.

Demostracion. Sean My y My emparejamientos estables.

Supongamos por reduccién al absurdo que Mj(a) = by Ma(a) = q,

entonces tendriamos que:
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a b
e M;j(a) > Ma(a) y por la Observaciéon 3 Ma(b) = M (b).

Sea aj tal que Ma(b) = a1. Entonces M (aq) g Ms(aq).

b
Sea by tal que Mj(a;) = b;. Entonces Mo (by) - M;j (b1).

Sea ag tal que Ma(b1) = ag. Entonces M (asg) 2 My(az).

Por la manera en que mostramos las parejas y como el nimero
de proponentes y propuestos es finito habra un punto en el que
se de alguna de las siguientes dos situaciones:

o Sea a; tal que Mi(a;) = a; y Ma(a;) = b;—1 y tendriamos
aibi—1

que My = M;j, lo que es absurdo por el Teorema 1.2.1.

o Sea b; tal que Ma(b;) =b; y Mi(b;) = a; y tendriamos que
a;,bi

M; > Mo, lo que es absurdo por el Teorema 1.2.1.

Nos queda ver que con estas condiciones en las listas de preferencias
siempre es posible encontrar un emparejamiento estable, para ello va-
mos a dar una modificacén del algoritmo Gale-Shapley I y demostra-
remos que el emparejamiento resultante es estable.

El algoritmo viene dado por:

Inicialmente todos los proponentes estan sin emparejar

MIENTRAS (exista un proponente sin emparejar y

tenga propuestos aceptables que no haya propuesto)

-propone a los que no haya propuesto y sean aceptables segun

su orden de preferencia.
SI (el propuesto esta libre)

SI (el proponente es aceptable para el propuesto)
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-acepta la propuesta.
SI NO
-rechaza la propuesta.
SI NO

SI (el propuesto prefiere a su actual pareja
o el proponente es inaceptable)
-rechaza la propuesta.

SI NO
—acepta la propuesta.

FIN SI

FIN ST
FIN MIENTRAS

Nos referiremos a este algoritmo como Gale-Shapley 11

Observacién 4. Siendo W el conjunto de los propuestos:

Vw e W y Vi<j setiene que p;(w) ;\u% i (w) % w(w) teniendo en
cuenta que w % h vh aceptable para w.

Ademas, si existe i tal que p;(w) = w con w € W, entonces Vj < i
pj(w) = w.

Ejemplo 4. Sean el conjunto de proponentes H = {a,b,c,d} y el de
propuestos W = {w, x,y, z} y sus respectivas listas de preferencias

a w
Ty —:ab
b T
—wx —adc
c y Yy
—zw —=:bd
d z

- Xz =1ac

El algoritmo tendria la siguiente ejecucién:

Paso 1 a propone a =z,
x acepta la propuesta ya que estd libre y a es aceptable para x,
conloque pi(a) =2 y w(z)=a

ademas de

p1(b) = b, p1(c) = ¢, p1(d) = d, p1(w) = w, p1(y) =y, p1(2) = 2.
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Paso 2

Paso 3

Paso 4

b propone a w,

w acepta la propuesta ya que estd libre y b es aceptable para w,
con lo que po(b) =w y po(w) ==

ademads de

p2(a) =z, pa(c) = ¢, p2(d) = d, p2(x) = a, p2(y) =y, pa(z) = 2.

¢ propone a z,
z acepta la propuesta ya que esta libre y ¢ es aceptable para z,
conlo que pg(c) =z y wus(z)=c

ademds de

/’L3(a) =7z, M3(b) =w, M3(d) = d7 :u3(w) = b7 M3($) = a, MS(y) =Y.

d propone a ,

xX
x rechaza la propuesta ya que pg(z) = a > d,
d propone a z,

z rechaza la propuesta ya que z tiene a d como inaceptable.

Con lo que el emparejamiento que nos da el algoritmo es (a, z), (b, w), (¢, z),d,y

Veamos que verifica la Observacion 4:

w= p1(w) < b= pa(w) = ps(w) = jua(w)
a=p(x) = pa(x) = p3(x) = pa(z)
y = p(y) = p2(y) = ps(y) = paly)

2= p(2) = pal2) < e = ps(2) = pa2)

Teorema 1.2.4. El emparejamiento resultante del algoritmo Gale-
Shapley II es estable

Demostracion. Si u es el emparejamiento generado por el algoritmo

Gale-Shapley II, supongamos por reduccién al absurdo que p no es

estable con lo que existe un proponente h € H y un propuesto w € W

tal que h,w es un par bloqueante de p. Entonces se darfa alguno de

los tres casos siguientes:

p(h) = w con w inaceptable para h. Es absurdo ya que h no lo
habria propuesto.
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e u(h) = w con h inaceptable para w. Es absurdo ya que w no
habria aceptado la propuesta.

h w
e u(h) # wy w > ulh), h = p(w). Dado que los proponentes
realizan sus proposiciones en orden decreciente segtin su lista de

preferencias y como w Q p(h), tenemos que existe i tal que en la

etapa i-ésima h ha propuesto a w, y dado que u(h) # w existe

j > tal que en la etapa j-ésima w ha rechazado a h en favor de

h' con h' € H — {h} por lo que b’ “h y pj(w) = h'. Por la Ob-
w

servacion 4 p(w) 7z pj(w) = k' lo que es absurdo ya que tenemos

w
que p(w) 7 pi(w) = h < h habiendo supuesto que i = p(w).

En consecuencia el emparejamiento generado por el algoritmo Gale-Shapley 11
es estable.

O

1.3. Indiferencias
Hasta ahora hemos vistos dos casos:

e Listas de preferencia completas y estrictas.

e Listas de preferencia incompletas y estrictas.

En esta secciéon vamos a tratar la variante en la cual las listas de
preferencia son completas pero puede haber indiferencia entre ciertos
individuos.

En esta nueva variante podemos definir varios tipos de emparejamien-

tos estables.

Definicion 10. Un emparejamiento M es débilmente estable si no
existe h € H y w € W tal que:

e M(h) #w

o wi M(h) y h¥ M(uw)
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Definicién 11. Un emparejamiento M es fuertemente estable si no
existe h € H y w € W tal que:

e M(h) # w
e vy se da una de las dos siguientes condiciones:
h w
owz M(h) vy h>Mw)
h w
ow>M(h) vy hzMw)

Definicion 12. Un emparejamiento M es super-estable si no existe
he HyweW tal que:

e M(h) #w

h w
o wz M(h) y hz Mw)

Observacién 5. Podemos ver claramente las siguientes implicaciones

e Si M es super-estable entonces M es fuertemente estable.

e Si M es fuertemente estable entonces M es débilmente estable.

Veamos con un ejemplo que no siempre existe un emparejamiento fuer-
temente estable con lo que tampoco existira siempre un emparejamien-
to super-estable.

Ejemplo 5. Sean H = {a,b} y W = {x,y} y sus listas de preferencia:
a:r=1y x:a>b
b:x >y Y y:a=b

Los dos posibles emparejamientos fuertemente estables son:

e My = {(a,z), (b,y)}, pero M no es fuertemente estable ya que:
o M(a) #y.
- Y
ocyzxy a>b.
e My = {(a,y), (b,x)}, pero Mz no es fuertemente estable ya que:
@) Mg(a) 7é xZ.

a x
cxZyy a>b.
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Veamos, con una pequenia modificacién del algoritmo Gale-Shapley I,
que siempre existe un emparejamiento débilmente estable

Inicialmente todos los proponentes estan sin emparejar

MIENTRAS (exista un proponente sin emparejar)
-propone a los que no haya propuesto segun su orden de preferencia.

SI (el propuesto esta libre)
-acepta la propuesta.
SI NO

SI (el propuesto prefiere debilmente a su actual pareja)
-rechaza la propuesta.

SI NO
—acepta la propuesta.

FIN SI

FIN ST

FIN MIENTRAS

Nos referiremos a este algoritmo como Gale-Shapley 111

Observacién 6. Siendo W el conjunto de los propuestos se ve que:
YVw e W y Vi<j setiene que p;(w) % pj(w) % p(w) teniendo en
cuenta que w Sh VheH.

Ademas, si existe i tal que p;(w) = w con w € W, entonces Vj < i

tenemos que pj(w) = w.

Veamos con un ejemplo que en este caso si que importa el orden de

las proposiciones.

Ejemplo 6. Sean H = {a,b} y W = {x,y} y sus listas de preferen-

. a:x -y rz:a=2">

cia: )
b:x >y Y y:a>=b

Si el que empieza a proponer es a tenemos la siguiente ejecucién:

Paso 1 a propone a x,
x acepta la propuesta ya que estd libre,
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Paso 2

conlo que pi(a) =z y pi(r)=a
ademads de

p1(b) = b, p1(y) = y-.

b propone a x,
€T

x rechaza la propuesta ya que ui(z) =a 2 b,
b propone a y,

y acepta la propuesta ya que esta libre,
conloque ua(b) =y y pa(y) =0

ademds de

pe(a) =z, po(z) = a

Por lo que tenemos que el emparejamiento es p = {(a, ), (b,y)}

Si el que empieza a proponer es b tenemos la siguiente ejecucion:

Paso 1

Paso 2

b propone a z,
x acepta la propuesta ya que estd libre,
conlo que pj(b) =2 y pi(xz)=">

ademas de

i (a) = a, ph(y) =y.

a propone a x,
x

x rechaza la propuesta ya que p)(xz) =b 7 a,
a propone a y,

y acepta la propuesta ya que estd libre,
conlo que py(a) =y vy psp(y) =a

ademads de

1 (b) =z, pp(x) = b

Por lo que tenemos que el emparejamiento es p' = {(a,y), (b, z)}

Teorema 1.3.1. El algoritmo Gale-Shapley III produce un empareja-

miento débilmente estable.

Demostracion. Si u es el emparejamiento generado por el algoritmo

Gale-Shapley III, supongamos por reduccién al absurdo que p no es

débilmente estable con lo que existe un proponente h € H y un pro-

h w
puesto w € W tal que u(h) #w y w > p(h), h = p(w).
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Dado que los proponentes realizan sus proposiciones en orden decre-
ciente segun su lista de preferencias y como w Q wu(h), tenemos que
existe ¢ tal que en la etapa i-ésima h ha propuesto a w, y dado que
u(h) # w existe j > ¢ tal que en la etapa j-ésima w ha rechazado a
h en favor de h’' con b’ € H — {h} por lo que b’ Shy pi(w) = K.
Ahora bien, por la Observacién 6 p(w) % pj(w) = h' lo que es absur-
do ya que tenemos que p(w) j% pi(w) =h  h habiendo supuesto que
h > p(w).

Por lo que el emparejamiento generado por el algoritmo es débilmente
estable.

O

Podemos observar que no siempre existe un emparejamiento 6ptimo,
para los proponentes, entre los débilmente estables. Efectivamente en el
Ejemplo 6 tenemos como tinicos emparejamientos débilmente estables
a
n=((a,2),(by)) v ' = ((a,y),(bz)) y vemos que u = p' y que
b

' = p con lo que ni p ni u' son éptimos para el conjunto de los
proponentes H = {a, b}.



Capitulo 2

Alternativas

En este segundo capitulo vamos a proponer dos algoritmos alternativos
al propuesto por Gale y Shapley. Estos dos algoritmos son los propues-
tos por Fuku, Namatame y Kaizouji [3]. El objetivo de buscar nuevos
algoritmos es dar un emparejamiento mas equilibrado entre proponen-
tes y propuestos, ademéas de buscar un emparejamiento que satisfaga
a los dos grupos. Para ello se deja a un lado el concepto individualista
de emparejamiento estable.

2.1. Primer Algoritmo Alternativo

En este algoritmo los individuos de los dos grupos a emparejar, a priori,
no se consideran ni proponentes ni propuestos, sino que se ordenan
segun el deseo que generen en el otro grupo.

Siendo n la dimensién de cada grupo, a cada individuo le asignaremos
un vector (q1,q2, ..., qn) donde ¢; es el nimero de listas de preferencia
en las que el individuo estd posicionado en la i-ésima posicién y le atri-
buiremos la puntuacién » 7' (g; - (n — i + 1)). Segiin esa puntuacién se
ordenan todos los individuos, de ambos grupos, de manera decreciente
y en este orden irdn haciendo sus proposiciones.

En caso de empate en la puntuacién se compararan los ¢; de manera
creciente hasta deshacer el empate. Por ejemplo, si los individuos m
y m’ con vectores (qmi, @m2, " »Gmn) Y (Gmi1, @mi2, " 5 Qmrn) tienen
la misma puntuacion, si ¢mi = Gmi Vi < J Y @mj > Guj, entonces
m hard proposiciones antes que m/'. Si ¢ = ¢ Vi € {1,2,--+ ,n} el
orden entre ellos se decidira aleatoriamente.

19
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2.1. Primer Algoritmo Alternativo

Partiendo de ese orden, cada individuo, segiin su lista de preferencia,
hace sucesivas proposiciones hasta que es emparejado. Las proposi-
ciones seran rechazadas si el propuesto estd emparejado ya, y seran
aceptadas en caso de que el propuesto esté sin pareja. A continuacién

mostramos el algoritmo,

Se ordenan todos los individuos en funcion del deseo

generado en el otro grupo
En base a ese orden se haran las proposiciones

MIENTRAS (exista un individuo sin pareja)

-E1 individuo propone segun su orden de preferencias

-SI (el propuesto esta libre)
-Acepta
-El siguiente proponente, segun el orden fijado,
hara sus propuestas.
-SI NO
-Rechaza la propuesta

-E1 proponente propone a su siguiente opcion
FIN SI

FIN MIENTRAS

Nos referiremos a este algoritmo como Alternativo I

Veamos con un ejemplo la ejecucion del mismo.

Ejemplo 7. Sean los conjuntos H = {a,b,c,d} y W = {w,z,y,z} y
sus respectivas listas de preferencia

a w

Yy zxw =:dabc
b

—wYzTz Sidach
c y Yy

T wyz =abcd
d

T WY 2 ;-:abdc

Calculamos la puntuacion de cada individuo:

e a tiene como vector asignado (2,2,0,0) lo que le da una puntua-
cibonde2-4+42-340-240-1=14.



Capitulo 2. Alternativas 21

e b tiene como vector asignado (0,2,1,1) lo que le da una puntua-
cibonde0-44+2-341-241-1=09.

e ¢ tiene como vector asignado (0,0, 2,2) lo que le da una puntua-
cibonde0-4+0-34+2-2+2-1=6.

e d tiene como vector asignado (2,0, 1, 1) lo que le da una puntua-
cionde2-44+0-34+1-2+1-1=11.

e w tiene como vector asignado (1,2,0,1) lo que le da una pun-
tuacibonde 1-4+4+2-340-241-1=11.

e x tiene como vector asignado (2,0, 2,0) lo que le da una puntua-
cibonde2-440-342-240-1=12.

e y tiene como vector asignado (1,1,2,0) lo que le da una puntua-
cibonde1-441-342-240-1=11.

e 2 tiene como vector asignado (0,1, 0, 3) lo que le da una puntua-
cibonde0-44+1-340-243-1=6.

Asi pues el orden es a, z, d, w, y, b, z, c. En este ejemplo w e y tie-
nen ambos una puntuacién de 11 y unos vectores asociados (1,2,0,1)
y (1,1,2,0) respectivamente, y py1 = py1 = 1, Pero pya =2 > pyo =1
por lo que w propone antes que .

Las proposiciones seran las siguientes:

e @ propone a ¥,
y acepta ya que estd libre.

e 1 propone a d,
d acepta ya que estd libre.

e d no propone ya que esta emparejado con z

e w propone a d,
d rechaza ya que estd emparejado con x.
w propone a a,
a rechaza ya que estd emparejado con .
w propone a b,
b acepta ya que esté libre.

e g no propone ya que estd emparejado con a
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e b no propone ya que estd emparejado con w

e 2 propone a a,
a rechaza ya que estd emparejado con y.
z propone a b,
b rechaza ya que estd emparejado con w.
z propone a d,
d rechaza ya que estd emparejado con x.
Z propone a c,
c acepta ya que esté libre.

e ¢ no propone ya que estd emparejado con z

Por lo que el emparejamiento resultante es ((a,y), (b, w), (¢, 2), (d, x)).

2.2. Segundo Algoritmo Alternativo

En el segundo algoritmo propuesto en este tema si hay un grupo de
proponentes y otro de propuestos.

El orden en el que los proponentes proponen viene dado por el deseo
generado por cada proponente en el grupo de los propuestos. Como en
el algoritmo Alternativo I, a cada proponente le asociamos un vector
(q1,92, - - -,qn) donde g; es el nimero de listas de preferencia de los pro-
puestos en las que el proponente estd posicionado en la i-ésima posicién
y a cada proponente le asignaremos la puntuacién » 7 (g; - (n — i+ 1)),
desempatando en caso de empate como en el algoritmo Aternativo I.
Segin esa puntuacién se ordenan todos los proponentes de manera
decreciente. Inicialmente, los propuestos fijan un nivel de aceptacién
«p en sus listas de preferencia, por debajo del cual rechazaran la pro-
puesta, por ejemplo si teniendo un nivel de aceptacién de a = 3, x es
propuesto por a y 1 < p% < 3 entonces x aceptara la propuesta, y si
p% > 3 la rechazard, siendo pg la posiciéon que ocupa el individuo a en

la lista de preferencia de x.

Una vez fijado el orden de los proponentes y el nivel inicial de acep-
tacién, cada proponente, en el orden establecido, propone segin su
preferencia. Si el propuesto estd emparejado rechazard la propuesta,
y si el propuesto no estd emparejado, y el proponente esta situado
dentro del nivel de aceptacion en la lista del propuesto, el propuesto



Capitulo 2. Alternativas 23

aceptara la proposicion, si no la rechazara dando paso a la proposicion
del siguiente proponente.

Cuando hayan propuesto todos los proponentes se hace otra ronda
de proposiciones entre los proponentes que estdan libres, en el mismo
orden, y los propuestos aumentan en una unidad el nivel de aceptacién,
y asi rondas sucesivas hasta que todos estén emparejados.

Noétese que cuando el nivel de aceptacién sea el cardinal de cada grupo
(n) el propuesto que esta libre no rechazard ninguna propuesta, por
lo que el algoritmo termina en un numero finito de pasos y con un
emparejamiento perfecto, entendiendo por emparejamiento perfecto
como en la Definicin 4.

Se ordenan los proponentes en funcion del deseo

generado en el otro grupo
Se fija un nivel inicial de aceptacion

MIENTRAS (exista un proponente sin pareja)
-E1 proponente propone segun su orden de preferencias

SI (el propuesto esta emparejado)
-Rechaza la propuesta

-E1 proponente propone a su siguiente opcion
SI NO

SI (el proponente esta en la region de aceptacion)
—-Acepta

SI NO
-Rechaza
-E1 siguiente proponente, segun el orden fijado,
hara sus propuestas

FIN SI

FIN SI
-E1l nivel de aceptacion se incrementa en una unidad

FIN MIENTRAS
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2.2. Segundo Algoritmo Alternativo

Nos referiremos a este algoritmo como Alternativo II
En el ejemplo que sigue veremos la ejecucion del algoritmo y lo haremos

con dos niveles iniciales de aceptacion diferentes.

Ejemplo 8. Sean el conjunto de proponentes H = {a,b,c,d} y el de
propuestos W = {w, x,y, z} y sus respectivas listas de preferencia

a w
—ywzrz =:bcda
b

=z wWYT Sibead
c y Y

=y xzw =:bcda
d

—rzwyx Sibacd

Calculamos la puntuacién de cada proponente:

e a tiene como vector asignado (0,1, 1,2) lo que le da una puntua-
cibonde0-4+4+1-341-242-1=7.

e b tiene como vector asignado (4,0,0,0) lo que le da una puntua-
cionde4-4+0-340-24+0-1=16.

e ¢ tiene como vector asignado (0,3, 1,0) lo que le da una puntua-
cibonde0-4+3-34+1-2+0-1=11.

e d tiene como vector asignado (0,0, 2,2) lo que le da una puntua-
cibonde 0-4+0-34+2-2+2-1=6.

Asi pues el orden es b, ¢, a, d. Veamos ahora cémo se construye el
emparejamiento, siguiendo el algoritmo descrito y fijado un nivel inicial
de aceptacién de 1.

Las proposiciones seran las siguientes:

e Empezamos con un nivel de aceptacion de 1.

o b propone a z,
z acepta ya que estd libre y pl; =1 (b ocupa la 1% posicién
en la lista de z).

o ¢ propone a y,
y rechaza ya que pj = 2.
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o a propone a y,
y rechaza ya que pj = 4.

o d propone a z,
z rechaza ya que estd emparejado con b.

o d propone a w,

w rechaza ya que pgj =3.

e El nivel de aceptacién se incrementa en una unidad quedando en 2.

Teniendo la pareja (b, z) hecha, continuamos con las propuestas:
o ¢ propone a y,
y acepta ya que estd libre y pj = 2.

o a propone a Y,

y rechaza ya que estd emparejado con c.

o @ propone a w,
w rechaza ya que p? = 4.

e}

d propone a z,
z rechaza ya que estd emparejado con b.

o

d propone a w,
w rechaza ya que pgj =3.

e El nivel de aceptacion se incrementa en una unidad quedando en 3.

Teniendo las parejas (b, 2), (¢, y) hechas, continuamos con las pro-
puestas:

o a propone a y,
y rechaza ya que estd emparejado con c.

o a propone a w,

w rechaza ya que p% = 4.

o d propone a z,
z rechaza ya que estd emparejado con b.

o d propone a w,

w acepta ya que estd libre y pi = 3.

e El nivel de aceptacién se incrementa en una unidad quedando en 4.
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2.2. Segundo Algoritmo Alternativo

Teniendo las parejas (b, z), (¢, y), (d, w) hechas, continuamos con
las propuestas:

o a propone a ¥,
y rechaza ya que estd emparejado con c.
o a propone a w,
w rechaza ya que estd emparejado con d.
o @ propone a r,

x acepta ya que esta libre y p? = 3.

Asi que el emparejamiento final queda {(a, x), (b, 2), (¢, y), (d,w)}.

Si hacemos el mismo ejemplo pero con un nivel de aceptacion inicial
de 4, como las listas de preferencia son las mismas, el orden en el que
los propuestos hacen sus propuestas no cambia y el emparejamiento
tendria la siguiente ejecucion:

e Empezamos con un nivel de aceptacion de 4.
o b propone a z,
z acepta ya que estd libre y p® = 1.
o ¢ propone a y,
y acepta ya que esta libre y pj = 2.
o a propone a y,
y rechaza ya que estd emparejado con c.
o @ propone a w,
w acepta ya que estd libre y p = 4.

o

d propone a z,
z rechaza ya que estd emparejado con b.

o

d propone a w,
w rechaza ya que estd emparejado con a.

o}

d propone a ¥,
y rechaza ya que estd emparejado con c.

e}

d propone a x,
T acepta ya que estd libre y pg =4.

Por lo que el emparejamiento final queda {(a,w), (b, 2), (¢,y), (d,z)},
distinto de cuando el nivel inicial de aceptacion era oy = 1.



Capitulo 3

Comparacion de los 3
algoritmos

En los capitulos anteriores hemos visto tres algoritmos para generar
emparejamientos cuando se tienen listas de preferencias completas y
estrictas, que son:

e Gale-Shapley I
e Alternativo I

o Alternativo II.

Recordamos que los tres algoritmos generan un emparejamiento perfec-
to, o sea que a cada individuo de cada grupo se le asigna un individuo
del otro grupo.

En este capitulo cuantificaremos la satisfaciéon conseguida por el em-
parejamiento resultante de cada algoritmo, con el objetivo de compa-

rarlos.

3.1. Introduccion

Introducimos los conceptos que van a cuantificar la satisfaccién de los

emparejamientos.

27
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3.1. Introduccion

e La satisfaccion de un individuo a en el emparejamiento M viene
dada por
Pula) = n— g1 41

Recordamos que n es el tamano de cada grupo y que p? denota
la posicién que ocupa x en la lista de preferencia de a (siendo
pE =1 cuando z es el més deseado por a).

Se observa que 1 < Py(a) < n. Serd méaxima cuando a esté em-
(a)

. . - M ‘ s
parejado con su primera opcion, o sea p, -~ = 1, y serd minima

M(a)

cuando p, * ' =n.

e Si H y W son los dos grupos a emparejar y M un empareja-
miento cualquiera, cuantificamos la satisfaccién de sendos grupos

mediante

Sy = ZPM(h) y Sw = Z Py(w).

heH weW

e Con estos conceptos previos cuantificamos la satisfacién del con-
junto de los dos grupos, en el emparejamiento M, de dos formas
diferentes:

° Ssuma = ZhEH(PM(h) =+ PM(M(h)))
© Sproducto = Xperr (Pr(h) - Pu(M(h))).

Observacién 7. Si M es un emparejamiento perfecto, que es lo que

consideramos, podemos observar que:

o Ynen(Pu(h) + Pu(M(h))) = 3w (Pu(w) + Pa(M(w))).

o Ynen(Pu(h) - Pu(M(R))) = 32 e (Pu(w) - Pu(M(w))).

Veamos con un ejemplo la aplicacién de estos conceptos.

Ejemplo 9. Sean los conjuntos H = {a,b} y W = {x, y}, sus respecti-

a

. . Yz Siab L

vas listas de preferencia b y Y y el emparejamiento
=Ty =:ab

M = {(a,y), (b, 2)}.
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Tenemos que:

la satisfaccién de cada individuo es Py(a) = 2 —-1+1 = 2,

La satisfaccién de cada grupo es Sg = Py(a)+Pu(b) =2+2 =4
y Sw =Pu(z)+Puly) =1+2=3

Ssuma = ( Par(@)+Pu(y) )+( Pu(d)+Pu(z) ) =2+2+42+1 =7

i Sproductoz(PM(a)'PM(y) )+(PM(b)PM($) ) =2:242-1=6

En resumen, los pardmetros que tenemos para la comparacion son los

siguientes:

e Dos puntuaciones para cada emparejamiento

o Ssuma

O Oproducto

e la satisfaccién del conjunto de los proponentes Sp.

e la satisfaccién del conjunto de los propuestos Sy .

Observacién 8. Como los cuatro parametros que hemos definido para
medir la satisfaccion de los emparejamientos crecen cuando el tamafo
de cada grupo crece y con el objetivo de que las gréaficas sean legi-
bles, hacemos una asignacién ponderarando los parametros (Ssuma,
Sproducto, SH, Sw) con respecto al tamano de cada grupo, como sigue:

R 1000
® Ssuma = Ssuma * (W)

o Sy i= S - (29)

o Sy = SW-(%)

1000)

® Oproducto = Pproducto * ( 3
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3.1. Introduccion

Diremos que una lista de preferencias ha sido generada de manera
aleatoria y uniforme si para cada i, el i-ésimo elemento de la lista ha
sido generado mediante una variable aleatoria discreta con funcién de
densidad uniforme entre los posibles elementos.

Como a la hora de generar aleatoriamente una lista de preferencia, de
un individuo, se genera en orden, o sea el elemento que ocupa la i-ésima
posicién de la lista es el -ésimo generado, tenemos que cada individuo,

que todavia no estd posicionado en la lista, tiene una probabilidad

1
n—i+1"°

Diremos que una lista de preferencias ha sido generada de manera
aleatoria y no uniforme si para cada i, el i-ésimo elemento de la lista
ha sido generado mediante una variable aleatoria discreta con funcién
de densidad no uniforme, en la que un elemento fijo tiene el doble
de probabilidad que los demads, mientras no este posicionado en la lis-
ta de preferencia, o sea %M frente a n—#H-Z del resto de los individuos.

Para hacer la comparacién realizamos series, de 1000 ejemplos de re-
laciones de preferencia en las que cada lista de preferencia es generada
de manera aleatoria y uniformemente y 1000 ejemplos de relaciones de
preferencia en las que cada lista de preferncia es generada de manera
aleatoria y no uniformemente, en cada una de las siguientes condicio-

nes:

e Tres tamanos distintos de los grupos, n = 30, n = 100, n = 200.

e Para cada tamato n, tres niveles de aceptacién diferentes, 1, 3,
n.

En cada ejemplo hallamos el emparejamiento generado por los distintos
algoritmos, Gale-Shapley I, Alternativo I y Alternativo II.

De cada emparejamiento calculamos los cuatro parametros que cuan-
tifican la satisfaccién, Ssuma, Sproducto, SH'Y Sw-

De cada serie, de 1000 ejemplos, en cada una de las condiciones, cal-
culamos el promedio y la desviacién tipica de Ssuma, Sproductos SH Y
Sw, como mostramos en el Apéndice 1. Y a partir de esos promedios
se lleva a cabo la comparacion.



Capitulo 3. Comparacion de los 3 algoritmos 31

Todas las series se han hecho con el software disenado en este trabajo.

3.2. Comparacién

Lo primero que hacemos es ver si la satisfacion generada por cada
emparejamiento (medida por Ssuma, Sproductos SH, Sw), varia depen-
diendo de si la generacién de la relacién de preferencia es de manera
aleatoria y uniforme o no uniforme, para ello realizamos, con el SPSS,
Ho :pr = pe
Hy oz # po
dio del parametro que se este contrastando, con relacién de preferen-

contrastes Mann — W hitney donde p; es el prome-

cias generadas de manera aleatoria y distribuciéon uniforme, y o es
el promedio del parametro que se este contrastando, con relacién de
preferencias generadas de manera aleatoria y distribucién no uniforme.
Todos los contrastes realizados los mostramos en el Apendice 1.

Los contrastes los realizamos en cada una de las condiciones contem-
pladas en este capitulo (tamano de cada grupo, tipo de emparejamiento
y de nivel inicial de aceptacién). Por ejemplo vease en el Apendice 1
la Figura A.1 en el que se hacen los contrastes de los cuatro parame-
tros Ssumas Sproductos SH, Sw en el emparejamiento generado por el
algoritmo Gale-Shapley con un tamano de cada grupo n = 30.

Notese que los diferentes niveles de aceptacion solo influyen en la eje-
cucién del algoritmo Alternativo I1.

Aunque vemos, en la Figura A.8, que se rechaza la hipotesis nula en
el pardametro Sy, consideraremos que el generar de manera uniforme

o no uniforme no influye en la satisfaciéon de cada emparejamiento.

En lo que mostramos a continuacién no se hace diferencia entre las lis-
tas de preferencia generadas aleatoriamente con distribuciéon uniforme

y no uniforme.

En la Figura 3.1 vemos que en el emparejamiento generado por el al-
goritmo Alternativo II y para los tres tamanos de grupos considerados
n = 30, 100, 200, el nivel incial de aceptacién ag = 1 es el que mayor
satisfaccion genera segin los parametros Ssuma, Sproducto, Sw, ¥ sin
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3.3. Conclusion

embargo para el parametro Sy se obtiene una puntuacién ligeramente
mayor con ag = n.

Efectivamente en el algoritmo Alternativo 11, si g = n, los propues-
tos no rechazan ninguna proposicién mientras estén libres. En conse-
cuencia la satisfaccion de los proponentes y por tanto Sz son mayores
quesiag=1 6 ap= 3.

Como la motivacién de buscar nuevos algoritmos que generasen un
emparejamiento era la de buscar un emparejamiento que, entre otras
cosas, fuese mas equilibrado en cuanto a la satisfaccién de los propues-

tos y proponentes seguiremos analizando los resultados con ag = 1.

En la Figura 3.2, habiendo fijado oy = 1, mostramos los promedios
de Ssumas Sproducto, SH'Y Sw para cada emparejamiento en cada uno
de los tamanos contemplados (n = 30, 100, 200). Se ve claramente
que el emparejamiento mas equilibrado es el generado por el algoritmo
Alternativo I, pero queda muy por debajo con respecto a los otros dos

emparejamientos en la satisfaccion total de los grupos Ssuma, Sproducto-

Si nos centramos en los parametros Ssuma ¥ Sproducto Vemos que el em-
parejamiento que mas satisfaccién genera, segin los pardmetros que
hemos definido, es el que viene dado por el algoritmo de Gale-Shapley 1.

3.3. Conclusion

Como se dijo en el Capitulo 2, la motivacién de buscar algoritmos
alternativos al propuesto por Gale y Shapley, es la de generar un em-
parejamiento que satisfaga a los dos grupos por igual o sea que no sea
Optimo para uno de los grupos y pésimo para el otro, ademas de tener
una satisfaccion global elevada.

Habiendo hecho la comparacén de los tres algoritmos, no vemos que
se cumpla el objetivo que nos llevo a plantear las alternativas, aun
asi el problema estd abierto ya que ademéas de poder generar otros
algoritmos, se podria cuantificar la satisfaccion del emparejamiento de

manera diferente segiin qué se quiera primar en cada caso.



Capitulo 3. Comparacion de los 3 algoritmos 33

900,0

30

=
1

802,7

793,1

800,0

700,0

600,0

500,0

" Ssuma

= Sproducto
= Sy

400,0
300,0 n SW

200,0

100,0

0,0

ap =1 ap =15 ap = 30

90,0

826,9 8174 n = 100

8000

7000

600,0

5000 4905 83 = Seuma

i Sproducto
5 ‘i

4000
300,0 - = Sy
200,0

100,0

0,0
ap =1 ap = 50 ap = 100

900,0
8355 826,2 n = 200

800,0

7000

600,0

500,0 + el B = Seuma

- producto
s 5 '
= Sw

400,0

3000 -+

200,0

100,0

00

ap =1 ap = 100 ap = 200

Figura 3.1: Promedio de Ssumas Sproducto, SH, Sw en el emparejamiento
Alternativo I para cada n y para cada ag contemplados.
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Figura 3.2: Promedio de Ssuma, Sproducto, S, Sw para cada n y para cada
emparejamiento con ag = 1.




Apéndice A

Tabla resumen y
contrastes de hipotesis

En este apéndice mostramos, en primer lugar, una tabla-resumen de las
series simuladas aleatoriamente, en la que se dan los promedios de los
diferentes parametros, que miden la satisfaccién del emparejamiento,
y sus desviaciones tipicas en cada una de las condiciones contempladas
en el Capitulo 3.

Y en segundo lugar se muestran los resultados, obtenidos usando SPSS,
de hacer los contrastes de hipotesis Mann-Whitney para saber si hay
diferencia, o no, entre generar las relaciones de preferencia de manera
aleatoria y uniforme y de manera aleatoria y no uniforme. Cada figura
muestra cuatro contrastes (uno por cada pardmetro) en unas condi-
ciones determinadas, por ejemplo la Figura A.1 muestra los contrastes
de los cuatro pardmetros obtenidos de evaluar la satisfaccién del em-
parejamiento generado por el algoritmo de Gale-Shapley I, cuando la
serie generada corresponde a un n = 30.

35



Nivel inicial de % en

Iteraciones Aleatorio Tamafio grupo e Emparejamiento Parametro Media Desviacion Media  Desv.
1000 uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Simm 839,0 20,4 68,8

1000 uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Sproducto 698,6 41,1 69,4

1000 uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Sy 456,5 42,4 86,4

1000 uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Sw 382,5 60,4 71,4

1000 unforme 300 10 Atematvol  Swm 7205 289 o1
1000 uniforme 30,0 1,0 Alternativol S 504,8 50,8 69,5

1000 uniforme 30,0 1,0 Alternativol Sy 364,3 46,1 66,7

1000 uniforme 30,0 1,0 Alternativol Sw 366,1 45,5 66,0

1000 unforme 300 10 Atematvo2  Swm so28 242 83
1000 uniforme 30,0 1,0 Alternativo2 Sproducto 635,3 44,6 68,7

1000 uniforme 30,0 1,0 Alternativo2 Sy 462,2 19,7 66,2

1000 uniforme 30,0 1,0 Alternativo2 Sw 340,6 51,2 68,5

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Ssuma 837,8 20,7 69,8

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Sproducto 696,9 41,6 72,6

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Sy 456,9 40,2 85,7

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Gale-Shapley Sw 381,0 59,0 72,4
w000 » NOunforme 300 10 Atematvol  Sum s e 82
1000 NO uniforme 30,0 1,0 Alternativol Sproducto 511,2 48,1 68,6

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Alternativol Sh 366,0 44,3 68,0

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Alternativol Sw 367,3 44,8 67,8
1000 » NOunforme 300 10 Atematvo2  Sum so26 233 2
1000 NO uniforme 30,0 1,0 Alternativo2 Sproducto 635,3 43,7 69,5

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Alternativo2 Sy 462,2 19,6 68,3

1000 NO uniforme 30,0 1,0 Alternativo2 Sw 340,4 50,0 68,7

1000 uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley S 839,6 20,9 69,8

1000 uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Sproducto 699,7 42,0 71,2

1000 uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Sy 456,5 40,9 84,8

1000 uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Sw 383,1 61,2 70,7

1000 unforme 300 150  Altematvol  Swm 7328 285 o6
1000 uniforme 30,0 15,0 Alternativol St 509,4 50,3 67,0

1000 uniforme 30,0 15,0 Alternativol Sh 366,3 46,9 67,3

1000 uniforme 30,0 15,0 Alternativol Sw 366,5 47,3 69,4

1000 unforme 300 150  Atematvo2  Swm 7935 230 89
1000 uniforme 30,0 15,0 Alternativo2 Sproducto 616,9 42,6 67,9

1000 uniforme 30,0 15,0 Alternativo2 Sy 463,0 19,7 68,5

1000 uniforme 30,0 15,0 Alternativo2 Sw 330,5 49,5 69,0

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Ssuma 839,0 19,9 69,2

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Sproducto 699,4 40,3 70,0

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Sy 455,5 41,5 84,1

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Gale-Shapley Sw 383,5 59,4 70,5
w000 » NOunforme 300 150  Atematvol  Sum 0 a7 s
1000 NO uniforme 30,0 15,0 Alternativol Sproducto 509,5 48,1 67,3

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Alternativol Sh 365,7 44,9 67,1

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Alternativol Sw 366,3 44,2 70,0
1000 » NOunforme 300 150  Atematvo2  Sum 7927 230 74
1000 NO uniforme 30,0 15,0 Alternativo2 Sproducto 616,8 42,1 66,8

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Alternativo2 Sy 461,9 19,4 65,4

1000 NO uniforme 30,0 15,0 Alternativo2 Sw 330,8 48,8 66,7

1000 uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley She 840,4 20,4 68,2

1000 uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Sproducto 700,9 41,1 69,9

1000 uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Sy 457,1 39,7 87,1

1000 uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Sw 383,3 58,9 69,2

1000 unforme 300 300 Atematvol  Swm 700 282 o6
1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativol St 504,8 49,6 68,8

1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativol Sh 364,7 43,7 69,8

1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativol Sw 365,5 43,8 69,7




Nivel inicial de % en

Iteraciones Aleatorio Tamafio grupo e Emparejamiento Parametro Media Desviacion Media  Desv.
1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Simm 721,5 26,9 67,8

1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Sproducto 481,7 48,4 67,7

1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Sy 464,5 17,2 67,1

1000 uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Sw 256,9 50,4 68,1

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Ssuma 839,0 20,1 69,6

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Sproducto 698,9 40,6 70,4

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Sy 455,5 41,5 85,8

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Gale-Shapley Sw 383,5 60,4 71,1
1000 » NOunforme 300 300  Atematvol  Sum P s 8
1000 NO uniforme 30,0 30,0 Alternativol Sproducto 507,4 48,0 67,7

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Alternativol Sy 365,2 46,4 68,8

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Alternativol Sw 366,0 46,5 67,5
1000 » NOuniforme 300 300  Atematvo2  Sum s 2 83
1000 NO uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Sproducto 482,7 48,3 68,5

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Sy 464,0 17,8 66,8

1000 NO uniforme 30,0 30,0 Alternativo2 Sw 257,6 50,6 69,2

1000 uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley S 883,0 15,9 67,1

1000 uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Sproducto 773,5 32,9 68,4

1000 uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Sy 480,2 32,5 97,8

1000 uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Sw 402,8 41,9 76,4

1000 unforme 1000 10 Attematvol  Swm my 146 1
1000 uniforme 100,0 1,0 Alternativol S 503,6 30,9 76,9

1000 uniforme 100,0 1,0 Alternativol Sy 371,1 24,4 68,1

1000 uniforme 100,0 1,0 Alternativol Sw 371,1 25,0 70,0

1000 unforme 1000 10 Atematvo2  Swm 8269 134 70
1000 uniforme 100,0 1,0 Alternativo2 Sproducto 667,3 26,2 66,9

1000 uniforme 100,0 1,0 Alternativo2 Sy 483,1 6,5 68,0

1000 uniforme 100,0 1,0 Alternativo2 Sw 343,8 28,3 66,3

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Ssuma 883,3 15,6 66,8

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Sproducto 774,1 32,2 68,6

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Sy 480,1 32,3 98,3

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Gale-Shapley Sw 403,2 40,8 75,7
1000 p NOunforme 1000 10 Atematvol  Sum mg 152 8o
1000 NO uniforme 100,0 1,0 Alternativol Sproducto 506,9 31,5 67,8

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Alternativol Sh 372,0 25,5 68,2

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Alternativol Sw 371,7 25,0 69,1
1000 » NOunforme 1000 10 Atematvo2  Sum 8269 134 85
1000 NO uniforme 100,0 1,0 Alternativo2 Sproducto 667,5 26,3 67,9

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Alternativo2 Sy 482,9 6,2 67,1

1000 NO uniforme 100,0 1,0 Alternativo2 Sw 344,0 28,4 68,1

1000 uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley S 883,5 15,4 67,0

1000 uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Sproducto 774,4 31,8 68,5

1000 uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Sy 480,4 29,4 98,6

1000 uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Sw 403,1 40,2 76,1

1000 unforme 1000 500 Atematvol  Sum my 1a7 o3
1000 uniforme 100,0 50,0 Alternativol St 503,7 30,1 68,1

1000 uniforme 100,0 50,0 Alternativol Sh 370,2 25,5 66,8

1000 uniforme 100,0 50,0 Alternativol Sw 372,0 25,4 67,1

1000 unforme 1000 500 Atematvo?  Sum 8179 129 85
1000 uniforme 100,0 50,0 Alternativo2 SreEm 649,6 25,0 68,1

1000 uniforme 100,0 50,0 Alternativo2 Sy 483,1 6,3 69,0

1000 uniforme 100,0 50,0 Alternativo2 Sw 334,8 26,9 67,6

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Ssuma 883,7 15,0 68,5

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Sproducto 774,9 31,0 69,8

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Sy 480,0 29,4 97,8

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Gale-Shapley Sw 403,7 39,5 75,8




Nivel inicial de % en

Iteraciones Aleatorio Tamafio grupo e Emparejamiento Parametro Media Desviacion Media  Desv.
1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativol Ssuma 742,6 14,4 70,6

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativol Sproducto 504,7 30,8 69,4

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativol Sy 371,5 25,2 67,3

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativol Sw 3711 25,7 68,7
1000 » NOunforme 1000 500  Atematvo2  Sum 8169 122 T
1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativo2 Sproducto 647,7 23,6 67,9

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativo2 Sy 482,9 6,6 65,7

1000 NO uniforme 100,0 50,0 Alternativo2 Sw 334,1 25,6 68,2

1000 uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Seuma 883,5 15,2 67,2

1000 uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley S 774,4 31,5 69,0

1000 uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Sy 480,4 26,7 98,1

1000 uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Sw 403,1 40,1 74,2

1000 unforme 1000 1000 Atematvol  Swm 29 144 o2
1000 uniforme 100,0 100,0 Alternativol Sproducto 504,8 29,9 69,1

1000 uniforme 100,0 100,0 Alternativol Sy 371,2 25,2 69,2

1000 uniforme 100,0 100,0 Alternativol Sw 371,6 24,9 71,0

1000 unforme 1000 1000 Altematvo2  Swm 7367 144 63
1000 uniforme 100,0 100,0 Alternativo2 S 490,8 27,5 66,3

1000 uniforme 100,0 100,0 Alternativo2 Sy 483,8 5,6 68,1

1000 uniforme 100,0 100,0 Alternativo2 Sw 252,9 28,2 66,2

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Seuma 884,1 15,4 67,0

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Sproducto 775,7 31,7 68,0

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Sy 479,9 26,5 97,9

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Gale-Shapley Sw 404,1 40,2 73,8
1000 » NOunforme 1000 1000 Atematvol  Sum 29 149 85
1000 NO uniforme 100,0 100,0 Alternativol Sproducto 505,1 32,1 68,4

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Alternativol Sy 371,3 24,2 68,0

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Alternativol Sw 371,6 25,2 68,1
1000 » NOunforme 1000 1000 Akematvo2  Swm 7365 149 o5
1000 NO uniforme 100,0 100,0 Alternativo2 Sproducto 490,4 28,6 66,2

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Alternativo2 Sh 483,9 5,7 68,0

1000 NO uniforme 100,0 100,0 Alternativo2 Sw 252,6 29,4 66,2

1000 uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Seuma 901,8 13,3 66,5

1000 uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Sttt 807,5 26,6 67,0

1000 uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Sh 488,3 5,6 71,5

1000 uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Sw 413,5 31,5 65,0

1000 unforme 2000 10 Atematvol  Swm 768 112 0
1000 uniforme 200,0 1,0 Alternativol Sproducto 505,2 22,0 68,0

1000 uniforme 200,0 1,0 Alternativol Sy 3729 18,5 69,0

1000 uniforme 200,0 1,0 Alternativol Sw 373,9 17,1 67,5

1000 unforme 2000 10 Attematvo2  Swm 858 109 s
1000 uniforme 200,0 1,0 Alternativo2 St 679,8 21,5 70,0

1000 uniforme 200,0 1,0 Alternativo2 Sh 489,8 3,4 65,5

1000 uniforme 200,0 1,0 Alternativo2 Sw 346,0 22,5 69,0

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Ssuma 901,3 12,6 68,5

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Sproducto 806,6 25,3 68,5

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Sh 488,2 5,3 72,5

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Gale-Shapley Sw 413,1 30,0 69,5
1000 » NOuniforme 2000 10 Atematvol  Sum 767 97 655
1000 NO uniforme 200,0 1,0 Alternativol Sproducto 504,7 18,9 68,0

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Alternativol Sy 372,7 17,1 68,5

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Alternativol Sw 374,0 17,1 65,5
1000 » NOunforme 2000 10 Atematvo2  Sums 853 101 30
1000 NO uniforme 200,0 1,0 Alternativo2 Sproducto 678,7 19,7 70,5

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Alternativo2 Sk 489,8 3,3 68,0

1000 NO uniforme 200,0 1,0 Alternativo2 Sw 345,4 20,7 72,5
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Hypothesis Test Summary Hypothesis Test Summary
Null Hypothesis Test Sig. Decision Null Hypothesis Test Sig. Decision
Independent- Independent-
The distribution of suma is the Samples Retain the The distribution of VARDOD4E is the Samples Retain the
Ssuma  same across categories of Mann- 28 null Ssuma  same across categories of Mann- B27  null
Uniformidad Whitney U hypothesis Unifarmidac Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of producto is the Samples Retain the The distribution of VAROODAT is the  Samples _ _ Retainthe
Sprod.  5ame across categories of Mann- 240 null Sprod. Same across categories of Mann- 767 |
Uniformidad Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of proponente is the  Samples Retain the The distribution of VARDOD48 is the Samples Retain the
S same across categories of Mann- G656 null S same across categories of Mann- 307 null
Uniformidad. Whitney U hypothesis. Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Indspendent- Independent-
The distribution of propuesto is the  Samples Retain the The distribution of VARDOD49 is the  Samples Retain the
Sw same across categories of ann- 267 null Sw same across categories of Mann- B49  null
Uniformidad. Whitney U hypaothesis. Unifarmidad Whitney U hypathesis.
Test Test
Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05, Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05

Figura A.1:
Emparejamiento: Gale-Shapley
n =30

Figura A.2:
Emparejamiento: Gale-Shapley
n = 100

Hypothesis Test Summary Hypothesis Test Summary
Null Hypothesis Test Sig. Decision Null Hypothesis Test Sig. Decision
o Independent- 5 Independent-
The distribution of VARDOOI0 is the  Samples ¢ Retain the The distribution of VARO0021 is the  Samples Retain the
Ssuma  same across categories of Mann- 708 null Ssuma  same across categories of Mann- 465 null
Unifarmidad Whitney U hypothesis Uniformidad. Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARDOD91 is the  Samples _ Retain the The distribution of VARODD22 is the Samples Retain the
Sprod. SaMe across categories of Mann- J41 null Sprod.  Same across categories of Mann- 815 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Uniformidad. Whitney U hypothesis.
Test Test
S Independent- . Independent-
The distribution of VARDOO92 is the  Samples Retain the The distribution of VARDOD23 is the  Samples Retain the
S same across categories of Mann- 586 null S same across categories of Mann- £21 null
Unifarmidad Whitney U hypothesis. Uniformidad Whitney U hypothesis.
Test Test
N Independent- i Independent-
The distribution of VARDOO3 is the  Samples Retain the The distribution of WARO0D24 is the  Samples Retain the
Sw  same across categories of ann- 822 null . Se«  same across categories of Mann- 930 null
Uniformidad, Whitney U hypothesis. Uniformidad, Whitney U hypothesis.
Test est
Asymptatic significances are displayed. The significance level is 05 Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05

Figura A.3:
Emparejamiento: Gale-Shapley
n = 200

Figura A.4:
Emparejamiento: Alternativo I
n =30
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Hypothesis Test Summary

Hypothesis Test Summary

Null Hypothesis Test Sig. Decision Null Hypothesis Test Sig. Decision
Independent- Independent-
The distribution of VARODOB1 is the Samples Retain the The distribution of VARDOO35 is the  Samples Retain the
Ssuma  same across categories of ann- 877 null Ssuma  same across catagories of ann- 707 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VAROODB2 is the  Samples Retain the The distribution of VAROOO96 is the  Samples Retain the
sprod. Same across categories of ann- 863 null Sprod.  SAaMe across categories of ann- 794 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Uniformidad Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARODDS3 is the Samples Retain the The distribution of VARDOOD97 is the Samples Retain the
Sa same across categories of Mann- 931 null S same across categories of IVann- 588 null
Uniformidad. Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARODD34 is the Samples Retain the The distribution of VARDOO98 is the  Samples Retain the
Sw same across categories of ann- 944 null Sw same across categories of ann- 5875 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Uniformidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05. Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05

Figura A.5:

Emparejamiento: Alternativo I

n =100

Figura A.6:
Emparejamiento: Alternativo I
n = 200

Hypothesis Test Summary

Hypothesis Test Summary

Null Hypothesis Test Sig. Decision Null Hypothesis Test Sig. Decision
Independent- Independent-
The distribution of VAROOO11 is the  Samples Retain the The distribution of VARODO26 is the  Samples Retain the
Ssuma  same across categories of ann- B62  null Ssuma  same across categories of Mann- 384 null
Unifarmidad Whitney U hypothesis. Uniformidad. Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARDOO12 is the  Samples Retain the The distribution of VAROD027 is the Samples Retain the
Sprod. $aMe across categories of ann- 969 null Sprod.  §3Me across categories of ann- B39 null
Unifarmidad Whitney U hypaothesis Uniformidad Whitney U hypothesis
Test est
Independent- Independent-
The distribution of VARDOO13 is the  Samples Retain the The distribution of VAROO02E is the Samples Reject the
S same across categories of Mann- BB7T  null Sa same across categories of Mann- 010 | null
Unifarmidad Whitney U hypathesis. Uniformidad. Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARDOO14 is the Samples Retain the The distribution of VAROD023 is the Samples Retain the
5w same across categories of ann- 709 null Sw same across categories of ann- 841 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Uniformidad Whitney U hypothesis
Test Test

Asymptotic significances are displayed

The significance level is 05

Asymptatic significances are displayed

. The significance level is 05,

Figura A.7:

Emparejamiento: Alternativo 11

n =30
ap =1

Figura A.8:
Emparejamiento: Alternativo I1
n =30

ag =15
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Hypothesis Test Summary

Hypothesis Test Summary

Null Hypothesis Test Sig. Decision Null Hypothesis Test Sig. Decision
Independent- Independent-
The distribution of VARDOD41 is the  Samples Retain the The distribution of VARDOOS6 is the  Samples Retain the
Ssuma  same across categories of ann- 845 null Ssuma  same across categories of ann- 929 null
Unifarmidad Whitney U hypothesis. Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARDOD42 is the  Samples Retain the The distribution of VARDOOST is the  Samples Retain the
Sprod. SAMe across categories o ann- B78  null Sprod. Same across categories of ann- B51T null
Unifarmidad Whitney U hypothesis Unifarmidac Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARDOD43 is the Samples Retain the The distribution of VARDODSS is the Samples Retain the
S same across categories of Mann- 214 null S same across categories of ann- 083 null
Unifarmidad Whitney U hypothesis. Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARDOD44 is the Samples Retain the The distribution of VARDOOS3 is the  Samples Retain the
5w same across categories of ann- E&3 null Sw same across categories of Mann- 753 null
Unifarmidad Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis
Test Test

Asymptotic significances are displayed

The significance level is 05

Asymptotic significances are displayed

The significance level is

05

Figura A.9:

Emparejamiento: Alternativo II

n =30
040:30

Figura A.10:

Emparejamiento: Alternativo II

n = 100
04021

Hypothesis Test Summary

Hypothesis Test Summary

Null Hypothesis Test Sig. Decision Null Hypothesis Test Sig. Decision
Independent- Independent-
The distribution of VARODOT1 is the  Samples Retain the The distribution of VARDOOBE is the  Samples Retain the
Ssums  same across categories of ann- 204 null Ssums  same across categories of ann- J05  null
Uniformidad. Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VAROOODT2 is the  Samples Retain the The distribution of VAROOOBT is the  Samples Retain the
sprod. Same across categories of ann- 178 null Sprod. Same across categories of ann- 746 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Unifarmidacd Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARODO73 is the Samples Retain the The distribution of VARDOOBS is the Samples Retain the
Sa same across categories of Mann- J581 null Su same across categories of ann- B03  null
Uniformidad. Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VARODO74 is the Samples Retain the The distribution of VARDOOBI is the  Samples Retain the
Sw same across categories of Mann- 286 null Sw same across categories of ann- 581 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Unifarmidad Whitney U hypothesis
Test Test

Asymptotic significances are displayed

The significance level is 05.

Asymptotic significances are displayed

The significance level is

05

Figura A.11:

Emparejamiento: Alternativo II

n = 100
040:50

Figura A.12:

Emparejamiento: Alternativo I1

n = 100
ap = 100
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Hypothesis Test Summary Hypothesis Test Summary
Null Hypothesis Test Sig. D Null Hypothesis Test Sig. Decision
Indspendent- Independent-
The distribution of VAROD100 is the  Samples Retain the The distribution of VARDO115 is the  Samples Retain the
Ssuma  same across categories of ann- 521 null Ssuma  same across categories of Mann- 308 null
Uniformidad. Whitney U hypathesis. Uniformidad Whitney U hypothesis
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VAROO101 is the  Samples Retain the The distribution of VAROO116 is the  Samples Retain the
Sprad. Same across categories of ann- 498 null sprod. SaMe across categories of Vann- 331 null
Uniformidad. Whitney U hypothesis. Uniformidad Whitney U hypothesis
est Test
Independent- o = Independent-
The distribution of VARDO102 is the  Samples Retain the The distribution of VAROO117 is the  Samples Retain the
S same across categories of Mann- 727 null S same across categories of Iann- 306 null
Uniformidad Whitney U hypothesis Unifarmidad. Whitney U hypothesis.
Test Test
Independent- Independent-
The distribution of VAROO103 is the  Samples Retain the The distribution of VAROO115 is the  Samples Retain the
S same across categories of ann- 562 null Sw same across categories of Iann- 401 null ¥
Uniformidad. Whitney U hypothesis Uniformidad Whitney U hypothesis
Test Test
Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05 Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05

Figura A.13:

Emparejamiento: Alternativo I1

n = 200
OéoZl

Figura A.14:

Emparejamiento: Alternativo II

n = 200
op = 100

Hypothesis Test Summary
Null Hypothesis Test Sig. Decision
Independent-
The distribution of VAROO130 is the Samples Retain the
Ssuma  same across categories of ann- B8O null
Uniformidad Whitney U hypothesis
Test
Independent-
The distribution of VAROO131 is the  Samples Retain the
Spred. Same across categories of ann- 785 |
Uniformidad Whitney U hypothesis.
Test
Independent-
The distribution of VAROO132 is the  Samples Retain the
S same across categories of Mann- 492 null
Unifarmidac Whitney U hypothesis
Test
Independent-
The distribution of VAROO133 is the  Samples Retain the
S same across categories of ann- 648 null
Uniformidad. Whitney U hypothesis.
Test
Asymptotic significances are displayed. The significance level is 05

Figura A.15:

Emparejamiento: Alternativo II

n = 200
op = 200




Apéndice B

Software

En este apéndice daremos unas directrices a la hora de usar el sofware

disenado en este trabajo.

Como el software se ha diseado en un libro excel mediante programa-
cién en Visual Basic, tenemos que para el correcto funcionamiento del
software el usuario debera tener las macros activadas en el excel, en
caso que no estén activadas, el siguiente enlace da unas instrucciones
de cémo hacerlo

https : | Jwww.youtube.com/watch?v = zoX M1jY 7ozg

El libro excel consta de una serie de pestanas (Figura B.1) que se

explican a continuacién.

b M| NOTAS . Simulacion | Series  comprobacion tendencia Series variadas Resultados Tabla dinamica -~ Graficos ¥

cione el destino y presione ENTRAR o elija Pegar

Figura B.1: Las pestanas de las que se compone el libro excel

(i) En la pestana Simulacion (Figura B.2), dada una dimensién
(tamano de cada grupo), un nivel de aceptacion ag (para el al-
goritmo Alternativo II) y una relacién de preferencia, hallamos
mediante los botones ejecutables:

El emparejamiento generado por cada algoritmo, su correspon-
diente puntuacién y todos los emparejamientos estables bajo esa
relacién de preferencia (Figura B.2).
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La utilidad de los botones ejecutables es la siguiente:

e Aleatorio: genera de manera aleatoria y uniforme (Capitulo 3)
una relacién preferencia segin la dimension dada.

e Aleatorio2: genera de manera aleatoria y no uniforme (Ca-
pitulo 3) unas relacién preferencia segin la dimensién dada.

Observacion 9. Siendo (h1,h2,---  hn)y (wl, w2, -+ ,wn)
los proponentes y propuestos respectivamente. Las listas de
preferencia se muestran numéricamente, en la Figura B.2 se
puede ver que, por ejemplo, la lista de preferencias de hl
se muestra como hl 4365 8 2 7 1 lo que significa que
hl prefiere a w4 antes que a w3, a w3 antes que a w6 y
asi sucesivamente.

Observacién 10. Las listas de preferencia pueden ser de-
terminadas por el usuario completando la tabla como se
muestra en el ejemplo de la Figura B.2.

e Borrar: limpia de datos la pantalla.

e Estables: Muestra los emparejamientos estables (méxima
dimensién n=9).

Observacion 11. En los emparejamientos estables sélo se
muestran los propuestos, ya que los proponentes estan en or-
den, por ejemplo en la figura B.2 uno de los emparejamien-
tos estables se muestra como 4 57 8 1 6 3 2 (puesto en co-
lumna) y el emparejamiento estable seria {(h1, w4), (h2, w5),
(h3,wT), (h4,w8), (h5,wl), (h6,w6), (h7,w3), (h8,w2)}.

e Gale-Shapley: Muestra el emparejamiento resultante de eje-
cutar el algortmo de Gale-Shapley I y las correspondientes
puntuaciones en este orden Sguma, Sproductos SH> Sw-

e Alternativo I: Muestra el emparejamiento resultante de eje-
cutar el algortmo de Alternativo I y las correspondientes
puntuaciones en este orden Sguma, Sproductos SH, Sw-

e Alternativo II: Muestra el emparejamiento resultante de eje-
cutar el algortmo de Alternativo II y las correspondientes
puntuaciones en este orden Ssuma, Sproductos SH» SW-
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Campos a rellenar Botones ejecutables
V' Nivet iniciat Aleatorio v Estables A”e”;“"‘"’
z e de Borrar
imension -—> 8 . —= 4 % 5
aceptacion i Gale. Alternativo
Shapley i
"h1 £ 2 6 S5 8 2 I 1 1 4 781 617 414 367 4 4 4
h2 4 & &5 3 7 1 2 6 2 8 5 5 @
. h3 4 2 & 6 7 3 1 & 3 7 " 7 7 7
Preferencias Emparejamiento
h4 5 7 2 6 4 8 1 3 4 2 s &8 =2
de los >h5 generado por el
proponentes 4 d G 7 gr 2 o 2 = U algoritmo 1 S I
h6 6 1 2 3 s 7 ~’ g 3 6 Gale-Shapley | 6 6 6
h7 8 3 & 2 7 5 7 4 7 3 y sus puntuaciones 3 3 3
h8 4 7 5 3 6 2 & 1 A J 2 1 5
wi 8 4 3 6 T 2 5 7 (1 4 g5 623 422 383 | i i
w2 5 8 7 6 4 3 7 2 2 8
w3 7z 5 4 1 8 6 3 2 3 2 s Emparejamientos
Preferencias s P - Emparejamiento pbl !
K E: > 2 5 5 . 8 ;- p i Esnemtapotal Fss:?o szsmuestran los
propuestos w5 7 2 6 3 8 7 4 5 ouf o algoritmo
wh & 5 2 4 7 7 3 8 I3 6 Alternativo | propuestos, ya que los
w7 6 3 5 4 8 7 ¥ 2z 4 3 y sus puntuaciones proponentes estdn en
w8 i 4 2 5 3 7 6 8] A y orden)
7 P B
805 623 422 383
2 g
3 7
4 2 Emparejamiento
5 7 generado por el
& 6 allgorltm.o
i N Al tematl\;o 1 !
y sus puntuaciones
\Z 2 y

Figura B.2: Pestana simulacion

(ii) En la pestana Series (Figura B.3), dados el nimero de iteracio-
nes (el nimero de simulaciones que contiene la serie), el tamafio
de cada grupo y el nivel inicial de aceptacién, calculamos me-
diante los botones ejecutables:

Los cuatro parametros que tenemos para cuantificar la satisfac-
cion de cada uno de los tres emparejamientos generados por los
distintos algoritmos con unas preferencias aleatorias, y se reali-
zard el nimero de iteraciones dadas (una por cada fila).

Los botones ejecutables tienen la siguiente funcion:

e El botén Simular realiza la serie simulada generando las
listas de preferencia con distribucién uniforme (cépitulo 3).

e El botén Simular 2 realiza la serie simulada generando las
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listas de preferencia con distribucién no uniforme (cépitulo

fteraciones | del grupo

Las listas de preferencia se generan con 5 i
distribucién uniforme (SIMULAR) o con Tiempo de ejecucién d? '_':J”e?"ﬂ CU: q:e N
_ | Mivel micial|  distribucién no uniforme (SIMULAR 2) de la serie itril ucon:seihanecno
N° de Tamariio i

de
aceptacion

{

Campos
. |:: >
rellenar

v

v

15 100 7 SIMULAR SIMULAR 2 e Distribucion NO Uniforme
Puntuacion

[ GALE-SHAPLEY ALTERNATIVO | ALTERNATIVO il
S suma S producto Sy Sw S sums S producto Sy Sw S sums S producto Su Sw
887 783 476 411 754 528 371 383 833 674 489 344
890 786 478 412 733 487 370 363 827 670 480 347
878 765 479 399 740 495 371 369 819 654 481 338
887 781 482 405 755 528 363 391 822 664 480 342
893 793 480 412 750 525 382 368 832 676 480 352
864 736 485 379 720 459 362 358 805 6371 481 324
868 743 485 383 732 492 371 361 813 636 489 324
878 763 484 394 722 468 355 367 827 669 481 346
823 652 490 333 744 509 362 382 810 636 483 327
864 735 486 378 751 515 371 379 828 676 479 349
872 751 483 389 728 479 351 377 813 634 489 323
887 780 483 404 742 498 372 370 816 646 487 330
08 822 472 436 758 533 376 383 833 684 480 353
871 750 482 389 747 511 372 375 808 629 483 325

L 894 797 474 420 749 A523 384 366 840 692 482 357

]

Se muestra los resultados de la serie

(iii)

(iv)

Figura B.3: Pestana Series

En la pestana comprobacion tendencia se hace una comproba-
cién de la diferencia entre generar listas de preferencia aleatorias
y uniformes y no uniformes.

En la pestania Series variadas se tiene los datos de las series
de 1000 simulaciones con las que se han hecho los célculos en el
capitulo 3.

En las pestafias Resultados, Tabla dinamica y Graficos son
parte del tratamiento de los datos con los que se ha hecho la
comparacién del capitulo 3.
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