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Introduccion

El tema de este trabajo fin de grado va a ser el estudio de curvas geodésicas
en el contexto de las variedades de Riemann generalizando asi el estudio
de las geodésicas en superficies regulares realizado en la asignatura de Geo-
metria Global de Curvas y Superficies de tercero del Grado de Matematicas
de la UPV/EHU.

La idea del trabajo consiste en presentar de forma auto-contenida, a partir
de la base que nos proporciona la asignatura de ” Variedades Diferenciables”,
las herramientas geométricas y topoldgicas necesarias para concluir con un
capitulo final, en el que se demostraran algunos de los resultados principales
sobre curvas geodésicas.

Para ello vamos a empezar generalizando los conceptos e ideas fundamenta-
les de las superficies regulares a otros objetos matematicos, las variedades.
Estas variedades van a comenzar siendo objetos puramente topolégicos sobre
los cuales se define una estructura diferenciable que les otorgara una impor-
tancia vital en la geometria. Sin embargo, las variedades diferenciables no
generalizan todavia todas las propiedades métricas que las superficies regu-
lares poseen, por estar embebidas diferenciablemente en R3.

Es por esto que necesitamos hablar de un concepto esencial en la geometria
de Riemann, y no es otro que el de métrica. Este ultimo objeto nos permite
definir en nuestra variedad diferenciable, nociones métricas como longitud
de curvas, angulos, volimenes,...

Como ya hemos anticipado, en el primer capitulo fijaremos los conceptos
fundamentales de las variedades de Riemann, dando para este fin todas las
definiciones necesarias a partir de las cuales desarrollaremos este trabajo.
En el segundo capitulo, nos centraremos en las curvas geodésicas sobre varie-
dades de Riemann, donde seguiremos presentando nuevos conceptos y breves
propiedades respecto a estas curvas. Asi como algtiin objeto necesario para el
buen desarrollo final del proyecto. Estos conceptos no seran distintos de los
ya vistos en la asignatura de ” Geometria Global de Curvas y Superficies” de
tercero, pero esta vez, los generalizaremos sobre las ya conocidas variedades
riemannianas.

En el peniltimo capitulo, introduciremos el concepto de variacién de una
curva. Es conveniente recordar que, en principio, este tema al igual que el
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anterior estaban en el plan de estudios de tercero, sin embargo, por falta
de tiempo, no pudimos estudiar este 1ltimo, por lo cual he creido necesa-
rio incluir las demostraciones de este tema con todo lujo de detalles, para
asi tener una idea mas precisa del contenido, y para estar seguro de que el
conocimiento del mismo es el adecuado.

Dentro de este capitulo trataremos las férmulas de variacién, instrumento
que tiene una importancia vital en el desarrollo del cédlculo variacional. Y
a su vez, haremos un ligero acercamiento a los campos de Jacobi, que nos
permitiran abordar los resultados del tema principal, el de las Geodésicas
Minimizadoras de la Longitud.

Finalmente, alcanzamos el tema principal del trabajo. En este iltimo tema,
enunciaremos y demostraremos varios resultados sobre las propiedades mini-
mizadoras de las geodésicas. Mencion aparte merece el ya conocido teorema
de Hopf-Rinow, que relaciona la completitud métrica con la completitud
geodésica. En este tema, el teorema del indice de Morse, es el resultado
primordial, y el que lleva la mayor carga tedrica para su demostracién. No
obstante, el trabajo en su demostracién es recompensado con las conclusio-
nes que de él pueden extraerse.

Mais alla de una explicacién de la organizacién del trabajo, me gustaria
mencionar en esta breve introduccion, la razén de esta teoria matematica.
Es decir, alguna aplicacion practica a otras areas del conocimiento, donde el
estudio de la geometria de Riemann de un espacio a través de sus geodésicas
sea fundamental.

Como veremos a lo largo del trabajo, una de las aplicaciones mas relevan-
tes es la Teoria de la Relatividad General, donde se modeliza el universo
espacio-temporal como una variedad tetradimensional, en este caso,
pseudo-riemanniana, dotada de una métrica de Einstein. Y donde la luz se
considera que sigue trayectorias geodésicas.

Sin embargo, no es necesario irse a teorias matematicas tan abstractas para
poder observar una aplicacién directa del estudio de las curvas geodésicas.
En la navegacién maritima, por ejemplo, es esencial el conocimiento de la
geometria terrestre y de los campos de vectores que actian sobre esta va-
riedad, para hallar el camino mas corto por el que moverse desde un punto
inicial hasta el destino.

Por otra parte, a lo largo de este trabajo se intentara visualizar las geodésicas
como puntos criticos de un funcional energia, esto nos otorga una iniciacién
a hallar soluciones variacionales de diferentes ”energias”, cuyos resultados
seran curvas con diferentes propiedades, como por ejemplo, las curvas eldsti-
cas.

Por todo lo mencionado anteriormente, creo que este es un tema de gran
interes y que a su vez es la base fundamental de muchos problemas fisicos y
matematicos.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

En este capitulo vamos a definir los conceptos béasicos sobre los que se sos-
tiene la geometria de Riemann.

A lo largo del capitulo, trataremos de enunciar resultados importantes que
puedan hacernos falta en el futuro, pero omitiendo sus demostraciones, ya
que no son nuestra finalidad.

1.1. Meétrica de Riemann

Como ya habiamos anticipado, lo primero sera definir el concepto de métrica,
que nos permitira mas adelante, heredar las propiedades de medir longitudes
de curvas, angulos,... de los espacios euclideos.

Definicion 1. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica de Riemann
es un campo tensorial de tipo (0, 2), simétrico y definido positivo.

Observacién 1. Una métrica de Riemann g, determina un producto interior
en cada espacio tangente, T, M. Lo denotaremos por,

<Xp> Y}7>p = gp(Xpa Y},),VX;,,, Y, € T,M.

Una vez que tenemos definida la métrica de Riemann, estamos en con-
diciones de definir la estructura de variedad riemanniana.

Definicién 2. Una variedad de Riemann es un par (M, g), donde M es una
variedad diferenciable y g es una métrica de Riemann.

Como todo objeto matematico, las variedades de Riemann, tambien tie-
nen asociadas su correspondiente morfismo, que nos proponemos definir a
continuacién.

Definicién 3. Sean (Mi,g1) v (Ma,g2) dos variedades riemannianas, un
difeomorfismo ¢ de M; en My se dice que es una isometria si ¢*gs = g;.
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Observacién 2. Equivalentemente, una isometria es un difeomorfismo
p: M1 — My que verifica;

<XP’ }/p>P = <90*(XP)7 SD*(Y;D»w(p)aVP € M1>XP7Y}7 € TPM'

Esto es, una isometria entre variedades de Riemann, es un difeomorfismo tal
que su aplicacién diferencial es una isometria lineal.

Definiciéon 4. Diremos que dos variedades de Riemann son isométricas si
existe una isométria entre ellas.

Observacién 3. Sobre la clase de variedades de Riemann, ser isométricas
es una relacion de equivalencia.

Ejemplos 1. Vamos a analizar los dos ejemplos més ttiles de métricas de
Riemann.
1) Sea el espacio euclideo R", tenemos la métrica euclidea g,

g=)Y da'da’ = (da')? = 6;da‘da’.
i=1 i=1

2) Sea M una subvariedad inmersa de M, la métrica inducida sobre M es
g=1yg.

Pasamos ahora a definir que entendemos por curva sobre una variedad de
Riemann, esta definicion serd fundamental en el desarrollo de este proyecto,
ya que trabajaremos constantemente con curvas en variedades de Riemann.

Definicion 5. Una curva C*° parametrizada en una variedad de Riemann
es una aplicacion y: I — M de clase C*°, donde I C R es un intervalo
abierto.

Observacion 4. Diremos simplemente que una aplicacion es diferenciable
)
para representar que es de clase C*°.

Definiciéon 6. Una curva parametrizada se dice diferenciable a trozos si
existe una particion A de I, tal que, 7|(ti—1,ti) es diferenciable. Representa-
remos, indistintamente la particién A como a = tg < t1 < ... < t = b.

Observacion 5. Una curva parametrizada admite auto-intersecciones y
”esquinas”, como podemos observar en la siguiente figura.
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Figura 1.1: Curva Parametrizada.

Observacion 6. A lo largo de este trabajo, utilizaremos aplicaciones
v:[a,b] — M que serdn la restriccién al intervalo cerrado [a,b] de curvas
parametrizadas diferenciables a trozos. A estas aplicaciones las llamaremos
simplemente curvas.

Tal y como se habia mencionado previamente, vamos a dotar a las va-
riedades de Riemann de una estructura de espacios métricos, concepto pu-
ramente topoldgico. Para ello necesitamos definir una funcién de distancia.

Definicién 7. Sea (M, g) una variedad de Riemann conexa y p,q € M. Se
define la distancia de Riemann entre p y ¢ como el infimo de las longitudes
de los segmentos de curvas diferenciables a trozos que unen p con g. Esto es;

dMMZM%MZM/WMMa
Y Y I

donde 7 es diferenciable a trozos y tal que vy(a) = p,v(b) = q.

Observacién 7. Por ser conexa nuestra variedad de Riemann, todo par de
puntos pueden unirse mediante una curva diferenciable a trozos. Por tanto,
la distancia de Riemann esta bien definida.

A continuacién, enunciaremos un teorema que nos relacionara la topo-
logia de la variedad de Riemann como variedad diferenciable, con la to-
pologia que tiene como espacio métrico con la distancia que acabamos de
definir.

Teorema 1.1.1. Sea (M, g) una variedad de Riemann conexa. Con la fun-
cion distancia de Riemann, M es un espacio métrico cuya topologia es la
misma que la que ya tenia como variedad.

1.2. Conexién de Levi-Civita

Otro concepto béasico que utilizaremos en este trabajo serd la conexion, este
objeto nos permitira relacionar o ”conectar” lo que sucede localmente entre
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puntos distintos. En principio, se define sobre variedades diferenciables ya
que actia sobre campos de vectores sin utilizar propiedades de la métrica
de Riemann, pero veremos que si trabajamos con una variedad de Riemann,
hay una conexién que predomina, la de Levi-Civita.

Definicion 8. Una conexion afin es una aplicacion,
Vix (M) x x (M) —x(M)

que a cada par (X,Y) le asocia VxY y que verifica;
1) VxY es lineal en X sobre C*>°(M), esto es;

VixigvZ = fVxZ +gVyZ,Vf,g € C*(M).
2) VxY es lineal en Y sobre R, es decir;
Vx(aY +bZ) =aVxY +bVxZ,Va,beR.
3) V satisface la siguiente regla del producto,
Vx(fY) = fVxY + (X[)Y,Vf e C=(M).
A VxY se le llama la derivada covariante de Y en la direccion de X.

Observacion 8. El concepto de conexion afin en M, es local.

Definicién 9. Sea { a?ci} una referencia local del fibrado tangente T'M en

un abierto U C M. Entonces, para cualquier par de indices ¢, j, se tiene;

0 _ 1k _0_
v% oxd Fijax’“

de esta forma obtenemos n3 funciones Ffj,

stmbolos de Christoffel de la conexién respecto a la referencia {

definidas en U y que las llamamos

8.
oxt -

Observacion 9. En coordenadas locales, tenemos la siguiente expresion
para los simbolos de Christoffel,

N
9 81:ig]m axjgmz axmgm g

kE _ mk

Lema 1.2.1. Sea V una conexion afin, y X,Y € x(U), expresados respecto
de la referencia local por X = X’%, Y = YJ%, donde se utiliza el convenio
de la suma de Einstein. Entonces,

VxY = (XYY" + XYITE) .

Teorema 1.2.2. Toda variedad diferenciable admite una conexion afin.

Antes, hemos hablado de campos de vectores en una variedad, y ahora
vamos a introducir la idea de campos de vectores sobre una curva.
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Definicion 10. Un campo de vectores a lo largo de una curva v: I — M es
una aplicacién diferenciable V': I — T'M tal que V (t) € T, ;)M para todo
tel

Definicion 11. Un campo de vectores V' a lo largo de v se dice que es
extensible, si existe un campo de vectores W en un entorno del codominio
de v tal que Vt € I,V (t) = W)

Figura 1.2: Campo Extensible.

Una generalizacion del operador derivada parcial en R™ a variedades
diferenciables es la derivada covariante que acabamos de definir. Veremos
que toda conexién afin nos da lugar a una tnica derivada covariante de un
campo de vectores a lo largo de una curva.

Teorema 1.2.3. Sea V una conexion afin sobre M. Para cada curva
~v:I— M , V determina un unico operador,

Dy x(v) —rx(7)

que cumple las siguientes propiedades;
1) Linealidad sobre R,

Dy(aV + bW) = aD,V + bD,W,Va,b € R.
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2) Regla del producto,
Dy(fV) = fV + fD,V,Vf € C=(I).
3) Si V es extensible, entonces para cualquier extension W de V,
DV (t) = Vs W

Definiciéon 12. A D,V lo llamamos derivada covariante del campo de vec-
tores V' a lo largo de 7.

Definicion 13. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V.
Un campo de vectores V' a lo largo de una curva ~ se dice que es paralelo a
lo largo de ~ con respecto a V si, D;V = 0.

Definicion 14. Diremos que un campo de vectores V en M es paralelo, si
es paralelo a través de cada curva.

Teorema 1.2.4. Dados una curva v: 1 — M, tg € I, y un vector Vo €
T\ t0) M, existe un tdnico campo de vectores V' en vy tal que V(to) = V.

Definiciéon 15. A ese unico campo de vectores cuya existencia acabamos
de enunciar, lo llamaremos trasladado paralelo de V; a lo largo de ~.

Jit)

Figura 1.3: Trasladado Paralelo.

Observacién 10. Si~y: I — M esuna curva y tg,t; € I, el transporte para-
lelo define un isomorfismo, Py, : Ty (1) M — Ty ;)M dado por Py, (Vo) =
V(t1), donde V es el trasladado paralelo de Vj a lo largo de +.
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En lo que sigue, intentaremos razonar, por que sobre variedades de Rie-
mann, hay una conexién que predomina respecto al resto. Es aqui, donde
nos serd util definir la compatibilidad y la simetria de una conexion.

Definicion 16. Sea g una métrica de Riemann en una variedad M. Una
conexién afin V se dice que es compatible con g si satisface la siguiente regla
del producto para cualquier campo X,Y,Z € x(M);

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ).

Teorema 1.2.5. Dada una conexion afin V en una variedad de Riemann,
las siguientes condiciones son equivalentes;

1) V es compatible con g.

2) Si V,W son campos de vectores a lo largo de una curva v,

LV, W) = (DV, W) + (V, D;W).

3) Si V,W son campos de vectores paralelos a lo largo de vy, entonces, (V, W)
es constante.
4) El transporte paralelo Py, , es una isometria para cada to,t; € 1.

Definicion 17. Sea V una conexion afin sobre M. La aplicacién
T:x(M) x x(M)— x(M) definida por 7(X,Y) = VxY - Vy X —[X,Y] se
puede entender como un campo tensorial de tipo (1,2), llamado torsion de

V.

Definiciéon 18. Una conexion afin V se dice que es simétrica si la torsion
es nula, es decir, si;

VxY —VyX = [X,Y].

Observacién 11. Si tomamos una carta local (U, (z*)), el hecho de que el
operador V sea simétrico implica que para todos i,j = 1,...,n,

o) o _ 1.0 971 _
VL ozl Vi ozt [893“ (%cj] =0.
ozt dxd

Esto nos da la razon légica por la que decimos que la conexion es simétrica.

El siguiente teorema, tal y como nos indicard su nombre, es un pilar
bésico en la Geometria de Riemann, que nos indica la existencia y unicidad
de esa conexién privilegiada de la que tanto hemos hablado.

Teorema 1.2.6 (Teorema Fundamental de la Geometria de Riemann). Sea
(M, g) una variedad de Riemann. Entonces, existe una dnica conexion afin,
V sobre M que es compatible con g y simétrica.

Definiciéon 19. Esa tunica conexién diremos que es la conexion de Levi-
Civita de g.
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1.3. Curvatura

Al igual que en el caso de superficies regulares, en las variedades de Rie-
mann, podemos hablar de una curvatura extrinseca, ya que toda variedad
diferenciable n-dimensional puede ser embebida en R?™, como afirma el teo-
rema de embebimiento de Whitney, v ademéas puede ser isométricamente
inmersa, tal y como enuncia el teorema de inmersién de Nash-Kuiper. Esta
curvatura extrinseca nos mide cuanto varia la variedad de ser euclidea.
Pero, ademas, se puede hablar de una curvatura intrinseca, como intentare-
mos explicar a lo largo de la seccién.

Trabajaremos con variedades de Riemann, durante el resto del trabajo, salvo
que se indique lo contrario.

Definicion 20. El homomorfismo de curvatura de Riemann, R, es una apli-
cacién R: x(M) x x(M) x x(M)—x(M) que asocia a (X,Y, Z), el campo
de vectores VyVxZ —VxVyZ+V|xy)Z. Donde V es la conexion de Levi-
Civita.

Observacién 12. El homomorfismo de curvatura de Riemann puede verse
como un campo de tensores de tipo (1, 3).

Observaciéon 13. Algunos autores prefieren definir el homomorfismo de
curvatura de Riemann con signos opuestos.

Observacion 14. Si consideramos un sistema coordenado sobre p € M,
tenemos que,

Oxt’ OxJ

oxzd ozt Azt oxd

esto es, la curvatura mide la no-conmutatividad de la derivada covariante.

Gracias a la métrica de Riemann, obtenemos una equivalencia entre los
campos de tensores de tipo (0,7n) con los de tipo (1,n — 1).Mediante esta
relacion podremos definir una curvatura equivalente al homomorfismo de
curvatura, y hablaremos de ellas indistintamente.

Definicion 21. Definimos la curvatura de Riemann Rm, como el campo de
tensores de tipo (0,4) tal que,

Rm(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T).

Teorema 1.3.1. El tensor de curvatura de Riemann verifica las siguientes
simetrias;

1) Rm(T,X,Y,Z) = —Rm(X,T,Y, Z).

2) Rm(T,X,Y,Z)=—-Rm(T,X,Z)Y).

3) Rm(T,X,Y,Z) = Rm(Y,Z,T,X).

Una propiedad que verifica este tensor de curvatura de Riemann, es la
identidad algebraica de Bianchi, que enunciamos a continuacion.
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Teorema 1.3.2 (Identidad de Bianchi). La identidad algebraica de Bianchi
es,

Rm(T,X,Y,Z)+ Rm(X,Y,T,Z) + Rm(Y, T, X, Z) = 0.

A partir de estas definiciones de curvatura de Riemann, se pueden in-
troducir otros tipos de curvatura, como vamos a analizar en las siguientes
lineas.

Definicion 22. El tensor de Ricci, Re, es el campo de tensores de tipo
(0,2) que se define como la traza del tensor de curvatura de Riemann en el
segundo y ultimo indice.

Observacion 15. El tensor de Ricci es un campo de tensores simétrico.

Definicién 23. Dado X, € T,M unitario, cogemos una base ortonormal
{Y1,...,Y,—1} del hiperplano ortogonal a X, en T,M, y entonces, definimos
la curvatura de Ricci como,

n—1

Rep(Xp) = Z<R(Xp: Yi) Xy, Yi).
i=1

Proposicién 1.3.3. Sea m C T,M un subespacio bi-dimensional, y X,,Y), €
7, dos vectores linealmente independientes. Entonces,
Rm(X,,Y,, Xp,Y)y)

1Xp A Y2

K(vay}o) =

Observacion 16. En un espacio vectorial V, la norma del producto vectorial
se puede expresar como,

X AY] = VIXIPIY]? - (X,Y)%, VX, Y € V.

Definiciéon 24. Dado un punto p € M y un subespacio bi-dimensional
m C TpM, el numero real K(X,,Y,) = K(r), donde {X,,Y,} es cualquier
base de 7, se llama curvatura seccional de w en p.

Observacién 17. El conocimiento de K (), para todo 7, determina com-
pletamente la curvatura Rm, calculando primero Rm(X + Z,Y, X + Z)Y),
y posteriormente, Rm(X + Z,Y + T, X + Z,Y +T).

Teorema 1.3.4. La curvatura seccional de una superficie reqular es la cur-
vatura de Gauss.

Observacion 18. Nuestro convenio de signos en el homomorfismo de cur-
vatura de Riemann hace que la curvatura seccional de la esfera S?, sea 1.
En efecto, si consideramos la parametrizacién

¢:(0,27) x (0,7) —S* — {(x,y,2) € S*|y = 0,z > 0}

dada por ¢(c,0) = (cososiné,sino sinf, cosf). Obtenemos que la métrica
inducida viene dada por la matriz,
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- sin?0 0
- 0 1)

De esta forma, obtenemos,

o 0,0 . 9,0
(%,%)%—Sln 9%
Finalmente, tomando el subespacio m = TPSZ,
Rm( 0 0 90 9 ) = sin’ 6.

doy, 001, 001,’ 0,

Luego, K(7) = 1.

Figura 1.4: Esfera Unidad.

Definicion 25. La curvatura escalar es la funcion S definida como la traza

del tensor de Ricci.

Observacion 19. Al igual que con la curvatura de Riemann, en algunas
obras se multiplica a la curvatura escalar por una constante.

Definicion 26. Una métrica de Riemann se dice que es una métrica de
Einstein si en cada punto el tensor de Ricci es un muiltiplo escalar de la

métrica. Esto es, Rc = fg para alguna funcién f.

Teorema 1.3.5. Si g es una métrica de Finstein en una variedad coneza
de dimension mayor o igual que tres, su curvatura escalar es constante.



Capitulo 2

Geodésicas

En este capitulo, como ya hemos mencionado al presentar el trabajo, va-
mos a introducir la definicién formal de las curvas geodésicas, asi como dos
objetos matematicos que nos seran de gran utilidad mas adelante, cuando
intentemos hallar propiedades de estas curvas. En este tema, incluiremos las
demostraciones principales, ya que, se convertirdn en la base de la ltima
parte del proyecto, sin embargo, omitiremos otras que no tengan una gran
utilidad en el futuro, para intentar reducir las dimensiones del trabajo.

2.1. Geodésicas

FEn esta seccién lo fundamental es dar una definicién rigurosa de curva
geodésica en una variedad de Riemann, pero antes, necesitamos comprender
la aceleracion.

Definicion 27. Sea M una variedad con una conexién V, y sea v una curva
en M. La aceleracion de y es el campo de vectores D% a lo largo de +.

Definicion 28. Diremos que una curva -y es una geodésica con respecto a
V, si su aceleracién es cero. Es decir, si D,y = 0.

Observacion 20. Una geodésica es una curva cuyo campo de vectores ve-
locidad es paralelo a lo largo de la curva.

Nuestro objetivo ahora, es introducir un sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias que determinen las geodésicas en las variedades de Riemann.
Para ello debemos apoyarnos en los simbolos de Christoffel de la conexion
de Levi-Civita.

Teorema 2.1.1 (Ecuaciénes Locales de las Geodésicas). Sea (U, (z°)) una
carta local y v:[a,b] — M wuna curva diferenciable tal que v([a,b]) C U.
Entonces, v es una geodésica si y solo si, sus funciones coordenadas y(t) =
(x1(t),...,2™(t)) satisfacen,

11
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Bk (t) + & (t)2d ()05 (z(t)) = 0.

Demostracion. Observemos que 7 es una geodésica si y solo si Dyy = 0. Si
consideramos la carta local (U, (z')), sea V € x(U) tal que Vi) = 5(t).
Entonces tenemos que, Dy = V4V. Y por el Lema 1.2.1 y la regla de la
cadena, obtenemos,

(L) + xz(t):vj(t)Ffj(:U(t)) =0.
Que es, justamente, lo que queriamos demostrar. O

Ejemplo 1. Consideremos el plano R? con la conexién definida por los si-
guientes sfmbolos de Christoffel, '}, = I'}; = 1 y todos los demds nulos.
Vamos a hallar la geodésica que parte de p = (2,1) y con el campo de velo-
cidades V = 8% + 8%.

Por la Ecuacién Local de las Geodésicas que acabamos de demostrar, tene-
mos que,

T+ 22y =0
e
2(0) = 2,#(0) = 1
y(0)=1,9(0) =1

Por lo tanto, obtenemos la curva geodésica y(t) = (g — %e_%, 1+1t).

sof ,
25k |
20 f
I
15} /
Lof rd
0.5 ;,-a"/
4 7 -] 1 2
—0.5k

Figura 2.1: Geodésica.

Gracias al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que acabamos de
conseguir, podemos enunciar el siguiente teorema sobre existencia y unicidad
de curvas geodésicas en cada punto y para cada direccién, apoyandonos en la
existencia y unicidad de solucion de estos sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Teorema 2.1.2 (Existencia y Unicidad de las Geodésicas). Sea M una
variedad con una conexién afin. Para cada p € M, V € T,M, ty € R,
existe un intervalo abierto I C R que contiene a tg y una unica geodésica
v:I— M que satisface, v(to) = p, Y(to) = V.
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Demostracion. Consideremos las coordenadas (z*) en un entorno de U, con
p € U. Una curva v: I — M es una geodésica si y solo si sus funciones
componentes (t) = (z'(t), ..., 2" (t)) satisfacen la ecuacién de las geodésicas,

Bk (t) + & (8)37 ()05 (x(t) = 0.

Llamamos v* = &*, y conseguimos el sistema,

{ ik (t) = vk (t)
0F(t) = —v' (! ()0 (x(t))
Finalmente, por el teorema de existencia y unicidad de los sistemas de ecua-

ciones diferenciales de primer orden, concluimos la existencia y unicidad de
la geodésica que verifica las condiciones del teorema. O

Ejemplo 2. Veamos que los meridianos de las superficies de revolucion
son todos geodésicas. Consideramos la curva v:I — R? dada por 7(t) =
(0, f(t),g(t)) donde f,g € C* y f # 0, que suponemos parametrizada por
la longitud de arco. Si hacemos girar v respecto del eje OZ obtenemos la
superficie de revolucion, que admite como parametrizacion a,

d(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)).

Es facil ver que la métrica inducida es,

_ (" 0
- <0 f2+g2>'

Y entonces, tenemos los siguientes simbolos de Christoffel,

I =0 .
It = ‘f;_{gz
F%z = %
r2 _ fi+ai
22 f2442

Por lo que tenemos la ecuacién local de las geodésicas en una superficie de
revolucioén,

Finalmente, si consideramos los meridianos u = ¢, ¢ € R, y derivando la
condicion de que la curva generatriz este parametrizada por la longitud de
arco, observamos que las dos ecuaciones se verifican trivialmente.
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Figura 2.2: Paraboloide de Revolucién.

Lema 2.1.3. Todas las geodésicas de Riemann son curvas de velocidad cons-
tante.

Demostracion. Sea v una geodésica riemanniana. Como ¥ es paralelo a lo
largo de 7, su longitud ||7]| = (%,%)'/? es constante por el Teorema 1.2.4,
apartado 3. 0

Ejemplo 3. Sea (M, g) una variedad de Riemann, y f € C*(M) tal que
|lgradf|lg = 1 en todo punto. Veamos que en estas condiciones, las curvas
integrales de gradf son curvas geodésicas.

Sea X =gradf, basta ver que (VxX,Y) =0, para todo Y € x(M). Enton-
ces, por la compatibilidad de la conexién tenemos,

(VxX,Y) =X(X,Y) — (X,VxY).
Ademas por ser X =gradf, (X,Y) =df(Y), es decir,

(VxX,Y) = Xdf(Y) — (X,VxY) = XY [~ (X,VxY) =
=YXf+[X,Y]f - (X,VxY).

Por otra parte, por ser (X, X) =1, YXf=Y(X,X)=Y1=0, luego,
(VxX,Y) = [X,Y]f — (X,VxY) = (X,[X,Y] - VxY).
Finalmente, por la simetria de la conexién, obtenemos que,
(VxX,Y) = (X,VyX) =0.
Ya que, (X, X) = 1, implica que Y (X, X) = 2(X,Vy X) = 0.

Observacion 21. El caricter geodésico de una curva es intrinseco de la
variedad, esto es, las curvas geodésicas son invariantes por isometrias locales.
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El siguiente concepto nos permitira, en lo que sigue, acortar los enuncia-
dos, haciendo la lectura més amena.

Definicion 29. Una curva parametrizada regular es una curva diferenciable
~v:I— M tal que 4(t) # 0,Vt € 1.

Observacion 22. Como las geodésicas tienen velocidad constante, son cur-
vas regulares, o bien constantes.

Definicién 30. Paracadap € M y V € T,M, llamamos geodésica maximal
a aquella geodésica que no se puede extender a ningun intervalo mayor, en
el sentido de la inclusién. La denotaremos como ~y, y nos referiremos a ella
como la geodésica con punto incial p y velocidad inicial V.

2.2. Aplicacion Exponencial

Un objeto matematico intimamente relacionado con las geodésicas es la apli-
cacién exponencial, que definiremos a continuacién, y que nos permitira de-
mostrar el Lema de Reescalamiento para curvas geodésicas.

Definicion 31. Sea ¢ C T'M, el dominio de la aplicacion exponencial defi-
nido por,

e ={V € TM |~y esta definida en un intervalo que contiene al [0, 1]},
Definimos la aplicacion exponencial, exp:e — M como exp(V) = vy (1).

Observacion 23. Para cada p € M, la aplicacién exponencial restringida,
expp, es la restriccion de exp al subconjunto g, = N1, M.

Proposicién 2.2.1. Propiedades de la aplicacion exponencial;

1) € es abierto en TM y contiene a la seccion cero. Ademds, cada €, es
estrellado respecto al origen.

2) Para cada V € TM, la geodésica vy viene dada por,

v (t) = exp(tV),

para todo t, donde ambos lados esten definidos.
3) La aplicacion exponencial es diferenciable.

Lema 2.2.2 (Lema de Reescalamiento). Para cada V€ TM y c,t € R,
Yev (t) = v (ct), siempre que ambos lados esten definidos.

Demostracion. Supongamos que sea el intervalo abierto I C R el dominio
de vy . Definimos una nueva curva a mediante, «(t) = vy (ct). Veamos que
a es la geodésica con punto inicial p y velocidad cV. De la definiciéon de «
tenemos que,

a(0) = 71-(0) = p.
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Ademsds, considerando la expresién en coordenadas locales,

Y(t) = (v (), - ().

Por la regla de la cadena,

64 (1) = G0 (et) = i (et).
Luego, &(0) = ¢jy(0) = ¢V. Finalmente, vamos a comprobar que cumple la

ecuacion de las geodésicas, para ello denotamos, Dy y Dy, a los operadores
derivada covariante de v y «, respectivamente.

Dy, 6(t) = (64 (1) + T (a(t)d (t)a (1)) 0 =

@

= A8 (ct) + T (w ()3 ()3 (c) O = 2 Dy A(et) = 0.

Es decir, o es la tnica geodésica con esas condiciones iniciales, luego se
verifica la igualdad buscada. O

Proposicién 2.2.3 (Naturalidad de la Aplicacién Exponencial). Sea ¢ una
isometria. Entonces, para cada p € M se tiene que,

P O expp = €XLPy(p) © Px-

Una vez conocidos estos conceptos, podemos dar una interpretacion de
la curvatura seccional.

Definicion 32. Sea M una variedad de Riemann de dimensién ny p € M.
Si 7 es un subespacio bi-dimensional cualquiera de T,M, y V C T,M es
un entorno del cero en el que exp, es un difeomorfismo, entonces S; =
expy(m N V) es una subvariedad bi-dimensional de M que contiene a p,
llamada la seccion plana determinada por .

Observaciéon 24. La curvatura seccional de una variedad de Riemann M
es la curvatura de Gauss de la seccién plana.

N

S,

7C

Figura 2.3: Seccién Plana.
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Observacion 25. S es el conjunto delimitado por las geodésicas con velo-
cidad inicial en el subespacio 7.

2.3. Entornos Normales

Introduciremos en las siguientes lineas el concepto de entorno normal, que
mediante la aplicacién exponencial restringida, nos permite trasladar algu-
nas propiedades de los entornos en espacios euclideos a entornos de nuestra
variedad. En este caso, nuestro espacio euclideo serd el espacio tangente.

Definicion 33. Llamamos entorno normal a cada entorno abierto U de
p € M, que es la imagen difeomorfa de un entorno abierto estrellado del
0 € T, M a través de exp,.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Entornos Normales). Para cada p € M, hay
un entorno V' del origen de T,M y un entorno U de p en M tal que
expp:V —U es un difeomorfismo.

Demostracion. Una vez que veamos que la diferencial de la aplicacion ex-
ponencial restringida a p sea invertible en el 0, por el teorema de la fun-
cién inversa, quedara demostrado el teorema. Veamos, por lo tanto, que es
(expp)«. Sea V € T,M arbitrario, tomamos 7(t) =tV y entonces,

(expp)V = Fli=o(expp 0 7)(t) = flimoexpy(tV) = Gli—ow (t) = V.

Es decir, la diferencial de la aplicacion exponencial restringida es la identi-
dad, y queda demostrado el teorema. O

Definicién 34. Sea € > 0 tal que exp, es un difeomorfismo en la bola
B.(0) C T,M, entonces el conjunto imagen, exp,(B(0)), diremos que es
una bola geodésica abierta en M.

Observaciéon 26. El radio de esa bola se mide con respecto a la norma
inducida por la métrica g.

Definicion 35. En las condiciones de la definiciéon anterior, se llama bola

geodésica cerrada a, expp(Be(0)).

Definicién 36. De la misma forma, exp,(9B.(0)), diremos que es la esfera
geodésica.

Como ya sabemos, una de las condiciones esenciales de una variedad
diferenciable, es la existencia de un atlas formado por cartas locales. Vamos
a ver un tipo de cartas locales especiales, que podemos definir utilizando
para ello entornos normales y la aplicacién exponencial.
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Definicién 37. Dada una base ortonormal {%b} de T, M, mediante esta,
se define un isomorfismo F:R" — T,M que a cada n-tipla (x!,...,2")
le asocia xi%b. Si consideramos un entorno normal de p, U, podemos
conseguir una carta coordenada mediante, ¢ = E~1 o exp, LA ese tipo de
cartas coordenadas se las conoce como coordenadas normales de Riemann

centradas en p.

Una vez introducidas las coordenadas normales de Riemann, estas nos
inducen una funcién distancia y un campo de vectores radiales dentro de su
entorno.

Definiciéon 38. En una carta coordenada normal centrada en p, definimos
la funcién distancia radial por,

r(@) = (3 ()12,

y el campo de vectores radiales unitarios por,

0 _ o)

or — T 9x-

Definicion 39. Llamamos geodésicas radiales a las geodésicas que empiezan
en p y se mantienen en un entorno normal de p.

A pesar de las magnificas propiedades que heredan los entornos normales,
nos vemos con la necesidad de ser mas estrictos en las condiciones, como se
comprendera en el cuarto capitulo, y de definir unos entornos méas adecuados.

Definicion 40. Un subconjunto abierto W C M se dice que es totalmente
normal, si existe un § > 0 tal que W estd contenido en la bola geodésica de
radio ¢ alrededor de cada uno de sus puntos.

Figura 2.4: Entorno Totalmente Normal.
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Teorema 2.3.2 (Teorema de los Entornos Totalmente Normales). Dado
p € M y un entorno U de p, existe un entorno totalmente normal W de p
contenido en U.

Demostracion. Definimos la funcién F':e — M x M por F(q, V') = (¢, exp,V).
Tomamos la carta de coordenadas normales () para M centradas en p, y
consideramos (%, v%) las coordenadas en TM. En estas coordenadas, la ma-
triz jacobiana de F' en (p,0) se escribe,

dz? oz’

F. = OxJ ol | — Id 0

* Oexp'  Oexp’ x Id)’
OxI OvJ

y es invertible. Por lo tanto, por el teorema de la funcién inversa, F' es un
difeomorfismo entre un entorno O de (p,0) en T'M en su imagen.

Para cualquier abierto Y C M y cualquier é > 0, sea Vs el subconjunto de
TM dado por,

Vs ={(p,v) € TM|p € Y, ||v]| < 4},

donde ||| denota la norma inducida por g. Si escribimos la desigualdad,
|lv]| < & en coordenadas locales, es facil ver que Y5 es un abierto en la
topologia de T'M . Vamos a demostrar, que existe algin conjunto de la forma
Vs tal que (p,0) € Vs € O. Como la topologia de TM esta generada por
abiertos en el producto de la trivializacién local, existe ¢ > 0 tal que el
conjunto X = {(z,v)|r(z) < 2¢,|jv|z < 2¢} este contenido en O. En el
compacto K = {(z,v)|r(z) < 2¢, ||v||g = €}, la g-norma es continua y no se
anula, por tanto esta acotada por arriba y por abajo por constantes positivas.
Se sigue que,

cllvllg < [lvlly < Clivllg

siempre que v € T, M,r(z) < e.

Sea ahora Y la bola geodésica Y = {z|r(z) < e} C M,y sea d = ce. Por esta
eleccién, siempre que (z,v) € Vs, [|[v|l < 1|jv]|ly <, asi que, Vs C X C O.
Como F' es un difeomorfismo en Vs y lleva (p,0) en (p,p), existe un abierto
W x W C M x M tal que (p,p) € W x W C F(Ys). Podemos suponer que
W C Y. Entonces, afirmamos que, para todo g € W, exp,, es un difeomorfis-
mo en B;s(0) C TyM y W C expy(B;(0)). De estas afirmaciones se concluye
que W es el entorno totalmente normal de p buscado.

Para probar la primera afirmacién, observamos primero que para todo g €
W, exp, estd al menos definida en B5(0) C T,M; F esta definida en el con-
junto Vs, y entonces F(q,V) = (q,exp,V) esta definida cuando ||V, < 6.
Como F es de la forma, F(q,V) = (q,expsV), su inversa sera de la forma
F~Y(q,y) = (¢,¢(q,y)) para alguna funcién diferenciable ¢. Usaremos la
notacién, ¢,(y) = ¢(g,y). Entonces, como F~1 o F es la identidad en Vs, se
sigue que ¢4 o expy es la identidad en Bs(0) C T, M para cada g € W C Y.
De forma similar, utilizando F o F~!, vemos que expy © ¢q es la identidad
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en expy(Bs(0)), por lo que la primera afirmacién queda demostrada.

Finalmente, para la segunda, sea (q,y) € W x W arbitrario. Como W x W C
F(Ys), existe algun V' € Bs(0) C T, M tal que (¢,y) = F(q,V) = (¢, expsV).
Esto indica precisamente, que y = exp,V, que era lo que queriamos pro-
bar. O



Capitulo 3

Variaciéon de la Energia

A lo largo de este tema, vamos a tratar de enunciar y demostrar las pro-
piedades fundamentales del calculo variacional. Empezando por definir la
variacion de curvas, y siguiendo con las férmulas de variacién de un funcio-
nal adecuado para nuestro propésito.

Ademsds, tocaremos ligeramente los campos de Jacobi, que daran lugar a
la nocién de puntos conjugados, ya que estos ltimos serdn necesarios para
entender el significado de algunos teoremas de gran contenido geométrico
del capitulo final.

3.1. Variacion

Como acabamos de decir, empezaremos definiendo la variacién de curvas.
Durante esta seccion, seria conveniente tener en la cabeza la idea de coger
una cuerda, y hacerla vibrar. Esto, nos permitira visualizar lo que llamare-
mos curvas principales de una variacién.

Definicion 41. Una familia de curvas regulares a trozos es una aplicacion
diferenciable I': (—¢,¢) x [a,b] — M tal que I's(t) es una curva regular para
cada s € (—¢,¢).

Observacion 27. Cualquier familia de curvas regulares a trozos I' defi-
ne dos clases de curvas, las curvas principales I's(t) = I'(s,t) cuando s es
constante y las curvas transversales ') (s) = I'(s, t) cuando t es constante.

Definicion 42. Si I' es una familia de curvas regulares a trozos, un cam-
po de wvectores a lo largo de I' es una aplicacién diferenciable a trozos
V:(—¢,¢) x [a,b] —TM tal que V (s,t) € Tp(s) M para cada (s,t).

Definicién 43. Si v:[a,b] — M es una curva regular a trozos, una va-
riacion de v es una familia de curvas I" tal que Iy(t) = () para todo
t € [a,bl.

21
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Observacién 28. La restriccién de la variaciéon I de la curva v a cada
(—&,¢€) X [ti—1,t;], puede ser interpretada como una superficie parametrizada
en la variedad M.

Siguiendo con la idea anterior, si sujetamos dicha cuerda por los ex-
tremos permitiendo que se mueva en su totalidad, salvo por estos puntos,
conseguiremos entender la siguiente definicion.

Definicion 44. Una variaciéon de v diremos que es propia si deja fijos los
extremos, es decir, si I's(a) = y(a) y I's(b) = ~(b) para todo s.

M yib)

Figura 3.1: Variaciéon Propia.

Debido a las condiciones que hemos fijado, es posible que las curvas prin-
cipales no sean diferenciables en todo el intervalo de definicién, y ademas en
los puntos t; habria dos opciones para el campo de velocidad, sin embargo,
esta ambigiiedad desaparece con las curvas transversales. Ademsds, la defi-
nicién de campo variacional como campo de vectores tangente a las curvas
transversales, nos permite observar el recorrido de la vibracién.

Definicion 45. Si I' es una variacién de v, el campo variacional de I es el
campo de vectores V (t) = 9,1'(0,t) a lo largo de ~.

Definicién 46. Anédlogamente, diremos que es propio si V(a) = V(b) = 0.

Presentamos ahora, el Lema de Simetria, que nos posibilitara a la hora
de conmutar los indices al aplicar la derivada covariante.

Lema 3.1.1 (Lema de Simetria). Sea I':(—¢,¢) X [a,b] — M wuna familia
de curvas requlares a trozos en una variedad de Riemann. Entonces, en
cualquier rectingulo (—e,€) X [ai—1,a;] donde I' sea diferenciable,

Do I" = DO, T,
donde, O4I'(s,t) = %Fs(t) y OsI'(s,t) = %F(t)(s).
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Demostracion. Consideramos las coordenadas () alrededor del punto I'(s, to).
Tenemos I'(s,t) = (z!(s,1),...,2"(s,1)), ¥,

ol = 8t6k,8f— asak
Asi pues, obtenemos,
9%k oz 9
{D 0L = (g + G 5 L) Ok

DI = (2% +%%TWV

Otos

Por la condiciéon de simetria Fﬁ- U, observamos la igualdad. O

Veamos una especie de reciproco a nuestra definicién de campo variacio-
nal, que nos dice que para cualquier campo de vectores existe una variacién
cuyo campo variacional es el campo de vectores dado de antemano.

Lema 3.1.2. Sea v una curva reqular diferenciable a trozos y V un campo
de vectores sobre 7y, entonces V' es un campo variacional de alguna variacion
de .

Demostracion. Definimos I'(s,t) = exp(sV(t)). Por la compacidad de [a, b],
existe un € > 0 tal que I" estd definida en (—¢, €) X [a, b]. Evidentemente, para
la misma subdivisién en la que V' es diferenciable, I" también. Ademas, es
continua en todo su dominio. Entonces, por las propiedades de la aplicacién
exponencial, el campo variacional de I" es V. O

Observacion 29. En el lema anterior, si V' es propio, se puede escoger una
variacién propia tambien.

Para tratar con los campos de Jacobi, necesitamos hablar de un tipo de
variacién especial, y que no es otra que la de variacién por geodésicas.

Definicién 47. Sea ~v:[a,b] — M un segmento de geodésica y

I':(—¢,€) x [a,b] — M una variacién de 7. Decimos que I" es una variacion
a través de geodésicas si cada curva principal I's(t) = I'(s,t) es también un
segmento de geodésica.

Lema 3.1.3. Si I' es una familia de curvas requlares diferenciable, y 'V es
un campo de vectores diferenciable sobre I', entonces,

D,D,V — DD,V = R(S,T)V.

Demostracion. Consideramos las coordenadas locales (z*). Entonces, como
V(s,t) = V'(s,t)0;, tenemos,

DV =8, 4 ViDd;.
Entonces,

DDV = V25, + VD 5; + O D,0; + VDD
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De esta forma, vemos que;
DyD\V — DyDsV = V{(DyD;0; — Dy D0;).
Consideramos ahora las funciones coordenadas de I', llamamos, entonces,
=2y yT =29,
Y como 9; es extensible,
Di; = Vrd; = %V, 0,

y por tanto, como Vy,d; también es extensible,

DyDyd; = Dy(%5.0;) = Mtva 0 + % V5(Vo,0:) =
_ &%z dxI dzF
= asa]t Vo, 0; + 8t7 %5 Vo, Vo,0.

Finalmente, observamos que,

DyDyd; — DyDd; = %2292 (V, N 0; — Vo, Vo, i) =
= 0202 (), 0,)0; = R(S,T);.

Y con esto, damos por concluido el lema. O

3.2. Férmulas de Variacién de la Energia

Nos toca ahora, hablar de las férmulas de variacién, para ello debemos intro-
ducir un funcional adecuado, que acttia sobre la variaciéon. Podemos pensar,
intuitivamente que la primera férmula de variacién hara las veces de primera
derivada en las variedades de Riemann, mientras que la segunda férmula de
variacion serd una generalizacién de la segunda derivada, como veremos en
un futuro.

Definicién 48. Dada una curva rectificable «: [a,b] — M definimos la
funcion longitud como,
b
~ [ Witeyna.
a

Ejemplo 4. Sea (R?,g) una variedad de Riemann donde g = Sig#dx ®
dz + dy ® dy. Consideremos la curva v: (0, c0) — R? dada por v(¢) = (¢, 1),
entonces su primera derivada es (t) = %. Vamos a hallar su longitud y a
la vez observar que puede tener longitud finita, a pesar de que su dominio
de definicién sea infinito.

Para este fin, tenemos que,

. 1,. . ;
5] = g2 (5,%) = =L,
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Por lo tanto, aplicando la definicion,

® sint T
L’yz/ —dt = —.
(7) . 5

Donde, para calcular esta integral hemos utilizado un cambio a variable
compleja y hemos aplicado el método de los residuos.

Observacién 30. Esta definicién es solo un recordatorio para tener presen-
te. Es por esto, que ya la habiamos utilizado previamente.

Definicién 49. Dada una curva rectificable «: [a,b] — M definimos la
funcion energia como,

b
E(y) = / (0 2.

Ejemplo 5. Consideremos ahora el semiplano superior H? con la métri-
ca definida por g11 = 1,992 = eV’ y el resto de coeficientes nulos. Sea
7v:(0,00) — H? definida por (t) = (1,t). Vamos a hallar la energia de 7.
Entonces, tenemos que,

BO) = [P = [T et

Con el cambio de variable u = t? y teniendo en cuenta la definicién de la
funcién gamma,

E(y) =%

Donde, al igual que antes, a pesar de que el intervalo de definiciéon de v es
infinito, su energia no lo es.

L L L
0.5 10 13 20

Figura 3.2: Curva 7.
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Proposicién 3.2.1. Sea v:[a,b]— M wuna curva, entonces se verifica que
L*(7) < (b—a)E().

Demostracion. Consideremos f =1y g = ||‘é—¥||, entonces por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

(2 fgdt)? < [P f2dt [° g%dt = (b— a) E(%).

Precisamente, lo que queriamos demostrar. O

Es importante observar, que las definiciones anteriores se aplican sobre
curvas, mientras que las siguientes se aplicaran sobre variaciones de curvas.
Evidentemente, ambas cosas estaran relacionadas, pero es conveniente tener
claras las diferencias.

Definicion 50. Definimos la funcion longitud de una vartacion como la
aplicaciéon L: (—e,e) — R tal que,

bor
= [ 15

esto es, L(s) es la longitud de la curva I's(t).

Definicion 51. Definimos la funcion energia de una variacion como,
/ 1%L (s, 0y,

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar las dos férmulas de
variacién, tal y como habiamos adelantado.

con s € (—¢,¢).

Teorema 3.2.2 (Primera Férmula de Variacién). Sea v:[a,b] — M una
curva diferenciable a trozos y sea I': (—¢,€) X [a,b] — M una variacion de
v, cuyo campo de variacion es V (t). Entonces,

LE'(0) = — [V (1), Di)dt — S0 (V(t:), 4 () — (1)) —
—(V(a),¥(a)) +{V ( ),7(0)),
donde (t]) = JMm 5, §(t;7) = lim 5.

2

Demostracion. Por definicion,

or aF i {)F aF
E(S)_f<8t’8t z0ﬁ+1 6t )4t
Por tanto,
d tiv1,00 8I' tz ar or t 8F ar
ds — Z+1<E? 6t>dt o 2<DSW7 8t dt - 2f l+1 t s> ot >dt
t d F r t r r
=2 f e %s ) %t f i a@s’ 87>dt -

8F or t; i or
= (8L o)L —2fti“ o, DL dt.
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Entonces,
1dE _ ~~k 0L 8@\ |ti+1 bsor or
3% = 2i=0las ool — Ja (G5 Digsdt.
Finalmente, haciendo s = 0, concluimos la demostracion. O

Teorema 3.2.3 (Primera Férmula de Variacién de la Longitud). Sea
v:la,b] — M una curva diferenciable a trozos de velocidad unitaria, I' una
variacion propia de v y 'V su campo de variacion. Entonces,

d b . k—1 o o
@SZOL(FS) = /a (V, Dyy)dt — ;(V(ai),y(ai ) — 4(a;)).

El siguiente teorema, como habiamos mencionado en la introduccién nos
permite visualizar las geodésicas como puntos criticos del funcional energia.

Teorema 3.2.4. Una curva v:la,b] — M diferenciable a trozos es una
geodésica st y solo si, para toda variacion propia I de vy, tenemos que
dE () —

¢2(0) = 0.

Demostracion. Si vy es una geodésica, Dyy = 0 y v es regular. Por lo tanto,
si I" es propia, V(a) = V(b) = 0, y en la primera férmula de variacién todos
los términos dan cero.

Reciprocamnete, supongamos %(O) = 0, para toda variacién propia I" de
v. Sea V(t) = g(t)Dy¥, donde g: [a,b] — R es una funcién diferenciable a
trozos con g(t) > 0sit#t;y g(t;) =0,i =0,1,...,k + 1. Construimos una
variaciéon de v tal que V() sea su campo variacional. Entonces,

b
3020 == [ a0 D3 =0,
y tenemos que Dy = 0 en cada intervalo (¢;,t;+1), esto es, 7y es una geodésica
en cada (t;,t;i41),1=0,1,..., k.
Para ver que pasa en los puntos t;, consideramos otro campo variacional
W(t) tal que W(a) =W (b)) =0ysit#£aot#b Wt) =5t -4 ).
Entonces, usando el hecho de que 7 es una geodésica en (t;,%;+1), obtenemos
que,

k . . — . . —
0=5%0) =~ Zflh(ﬁ) =4t () —A(t) =
= i) =A@,
es decir, v es de clase C! en cada t;. Ademas, como D;¥ = 0, en t;, v

satisface la ecuacion de las geodésicas en (a,b). Y por unicidad de solucién
de las ecuaciones diferenciales, v € C'™° y por tanto, es una geodésica.  [J

Corolario 3.2.5. Una curva diferenciable a trozos de velocidad constante
es una geodésica si y solo si es un punto critico de la longitud.
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Teorema 3.2.6 (Segunda Férmula de Variacién). Sea 7:[a,b] — M una
geodésica y sea I': (—e,€) X [a,b] — M una variacion propia de ~y. Entonces,

k
20— [ V(). DF + RV — V(). DIV ~ DVED).

i=1

donde V (t) es el campo variacional de I', y Rm es la curvatura de Riemann
de M.

Demostracion. Como ya habiamos visto en la primera formula de variacién,

1dE or or. ., bor _or
2ds = Z<as Gl [ G

Por tanto, volviendo a derivar,

2 T k T
=i <Ds%§a%§> ol DeGl -

S (D555, DiGE)dt — [5G0, DDyt

Haciendo s = 0 en la expresién de arriba, tenemos que el primer y tercer
términos son cero, porque I’ es propia y < es una geodésica. Ademads, por el
Lema 3.1.3, tenemos que,

DyD,2L = D2V + R(%,V)5.

Y usando el hecho de que la variacién es propia, conseguimos,

k
or or' _
z}a Dgﬁh“z—EBVW%ﬂVWV—&V%»-
i= i=0
Finalmente, juntando todo, obtenemos lo que queriamos demostrar. ]

Teorema 3.2.7 (Segunda Férmula de Variacién de la Longitud). Sea ~: [a,b] —

M una geodésica unitaria, I" una variacion propia de v, y V su campo va-
riacional. Entonces,

d2

b
a2 o) = - / (IDVE 2 = Rm(3, V4,4, V4,

donde V* es la componente normal de V.
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3.3. Campos de Jacobi

En esta seccién introduciremos los campos de Jacobi, para esto, debemos
mencionar, previamente, la ecuacion de Jacobi.

Teorema 3.3.1 (Ecuacién de Jacobi). Sea v una geodésica y V' un campo
de wvectores a lo largo de ~v. Si 'V es el campo variacional de una variacion
sobre geodésicas, entonces V satisface,

D2V + R(V, %)% = 0.
Demostracion. Sean S = %—fﬁk, yT = %itj@j, por el Lema 3.1.3,
0=DsDiT = DiD;T + R(S,T)T = DyDiS + R(S,T)T.
Y evaluando en s = 0,5(0,t) =V (t) y T(0,t) = (). O

Definicion 52. Cualquier campo de vectores a lo largo de una geodésica
que verifique la ecuacién de Jacobi se llama campo de Jacobi.

Observacion 31. Todo campo de Jacobi a través de una geodésica 7y es el
campo de variacién de alguna variacién de v por geodésicas.

Andlogamente a lo que sucedia con las geodésicas, debido a su expresion
local, para los campos de Jacobi, podemos enunciar un teorema de existencia
y unicidad similar, apoyandonos de nuevo en los sistemas de ecuaciones
diferenciales.

Teorema 3.3.2 (Existencia y Unicidad de los Campos de Jacobi). Sea
v: I — M wuna geodésica, a € I, y p = vy(a). Para cada par de vectores
X, Y, € T,M, existe un tnico campo de Jacobi, J, a lo largo de v que
satisface las condiciones iniciales,

Ja)=X yDiJ(a) =Y.

Demostracion. Fijada una base ortonormal { %b} de T, M, la extendemos
a una referencia ortonormal paralela a lo largo de todo «y. Escribiendo J(t) =

J? (t)%h,, podemos expresar la ecuacién de Jacobi como,

JU+ R JIR =0

Este es un sistema lineal de ecuacionse diferenciales ordinarias de segundo
orden para n funciones J*. O

Por ultimo en este capitulo, vamos a hablar de los puntos conjugados y
de su multiplicidad. Estos puntos especiales tendrdn una importancia fun-
damental en las conclusiones finales del trabajo, como ya se podran preveer
en el teorema que enunciaremos en esta seccién.
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Definicion 53. Sea v un segmento de geodésica uniendo p, g € M, g diremos
que es un punto conjugado con p sobre y si existe un campo de Jacobi a lo
largo de v que se anule en p y en ¢ pero no identicamente cero.

J ()
A~

Figura 3.3: Campo de Jacobi.

Definicion 54. El orden o multiplicidad de la conjugacién es la dimension
del espacio de campos de Jacobi anulandose en p y en q.

Teorema 3.3.3. Seapec M,V € T,M y q = exp,V. Entonces, la exp, es
un difeomorfismo local en un entorno de V si y solo si ¢ no es conjugado
con p a lo largo de la geodésica y(t) = expptV,t € [0, 1].

Demostracion. Por el teorema de la funcién inversa, exp, es un difeomorfis-
mo local cerca de V siy solo si (expy)« es un isomorfismo en V, y observando
la dimensién esto sucede si y solo si (expp)s es inyectiva en V.

Si identificamos Ty (T, M) con T, M, podemos calcular,

(expp) W = d%lszoearpp(v + sW).
Para ello, definimos una variacién de « por geodésicas como,
Iy (s,t) = exppt(V + sW).

Entonces, el campo de variacién Jyy (t) = 95w (0,t) es un campo de Jacobi
alo largo de v, y

Jw (1) = (expy)W.

Como W € T},M es arbitrario, hay un espacio n-dimensional de campos de
Jacobi, y estos son todos los campos de Jacobi sobre v que se anulan en p.
Por tanto, (exp,). deja de ser un isomorfismo en V' cuando existe un vector
W tal que (exp,)«W = 0, que ocurre precisamente cuando existe un campo
de Jacobi Jy a lo largo de v con Jy (0) = Jw(q) = 0. d

Observaciéon 32. Los puntos conjugados son precisamente las imagenes de
las singularidades de la aplicaciéon exponencial.



Capitulo 4

Geodésicas Minimizadoras

Una vez introducidas las herramientas necesarias en los capitulos anteriores,
estamos en condiciones, de enunciar y demostrar con todo detalle varios teo-
remas sobre las propiedades minimizadoras que tienen las curvas geodésicas.

4.1. Propiedades Minimizadoras de las Geodésicas

Empezaremos definiendo que es una curva minimizadora, para después poder
enunciar una sucesién de enunciados sobre las geodésicas con sus correspon-
dientes demostraciones.

Definicion 55. Una curva regular a trozos  en una variedad de Riemann
diremos que es minimizadora si L(y) < L(¥) para cualquier otra curva ¥
con los mismos extremos.

Definicion 56. Diremos que una curva v es localmente minimizadora si
todo #p € I tiene un entorno U C I tal que vy es minimizadora entre cada
par de puntos.

Observacién 33. Toda curva minimizadora es de forma trivial, localmente
minimizadora.

A continuacién, vamos a presentar varias conclusiones sobre el estudio
local de las curvas geodésicas.

Lema 4.1.1 (Lema de Gauss). Sea U una bola geodésica centrada enp € M.
El campo de vectores radiales unitarios % es g-ortogonal a la esfera geodésica

U.

Demostracion. Sea q € U y sea X € T,M un vector tangente a la esfera
geodésica a través de g. Como la exp, es un difeomorfismo en U, existe un
vector V' € T,M tal que ¢ = exp,V, y existe un vector W € Ty (T,M) =
T,M tal que X = (expp)W. Entonces V' € 0Br(0) y W € Ty 0Bg(0),
donde R = d(p, q). La geodésica radial de p a ¢ es y(t) = expp(tV'), con el

31
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vector tangente ¥(t) = R%. Entonces necesitamos probar que X L (1) con
respecto a g.

Elegimos una curva o: (—¢,e) — T, M dentro de 0Br(0) tal que o(0) =V
y 6(0) = W, y consideramos la variacién I" de v dada por,

I'(s,t) = expy(to(s)).

Para cada s € (—¢,¢), o(s) es un vector de longitud R, asi que, I's es una
geodésica con velocidad constante R. Sea S = 9sI" y T = 9 I". De las
definiciones, tenemos que,

5(0,0) = %|Szoexpp(o) =0
7(0,0) = %lt:oempp(tV) =V
S(0,1) = %B:Oexpp(a(s)) = (expp)«0(0) = X

T(0.1) = & eapy(tV) = 4(1)

entonces, (S,T') es cero cuando (s,t) = (0,0) y es igual a (X, (1)) cuando
(s,t) = (0,1), asi que para probar el teorema es suficiente demostrar que
(S, T es independiente de ¢.

Calculamos

§(S,T) = (DyS,T) + (S, DiT) = (DT, T) + 0 =

= 33T =o.

donde hemos usado el lema de simetria para DS = DT, el hecho de que
D,T = 0 ya que I's es una geodésica, y ||T|| = ||I's|| = R para todo (s,t). O

Corolario 4.1.2. Sean (2°) las coordenadas normales de Riemann en una
bola geodésica U centrada en p € M, y sea r la funcion de distancia radial.
Entonces, gradr = % en U —{p}.

Teorema 4.1.3. Sea p € M y q contenido en una bola geodésica alrededor
de p. Entonces, salvo reparametrizaciones, la geodésica radial de p a q es la
unica curva minimizadora que une p con q.

Demostracion. Sea € > 0 tal que exp,(Bc(0)) sea una bola geodésica que
contenga a ¢q. Sea 7: [0, R] — M la geodésica radial que une p con g pa-
rametrizada por la longitud de arco, y v(t) = exp,(tV) para algin vector
unitario V' € T, M. Entonces, L(y) = R ya que + tiene velocidad unitaria.
Por tanto, necesitamos demostrar que cualquier otra curva regular diferen-
ciable a trozos que una p con g tenga longitud estrictamente mayor que R.
Sea Sp = exp,(0BR(0)) la esfera geodésica de radio R.

Sea o:[a,b] — M una cualquiera de esas curvas, que podemos suponer pa-
rametrizada por la longitud de arco. Empezaremos viendo que L(o) > L(v).
Sea ag € [a,b] el dltimo momento en el que o(t) = py by € [a,b] el primer
momento posterior a ag en el que o(t) € Sg. Para cualquier ¢ € (ag, bo]
podemos descomponer & (t) como,
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o(t) = a(t) 5 + X (1),

donde X (t) es tangente a la esfera geodésica a través de o(t). Por el Lema
de Gauss, esta es una descomposicion ortogonal, asi que,

lo@®)]? = a(t)* + [ X ()] = a(t)*.

Ademas, por el Corolario anterior, a(t) = <%, o(t)) = dr(a(t)). Entonces,

L(0) 2 L(0ag ) = 1 [0 sll6r()]dt >
>hmf0 )dt—hm a+5dr( ())dt—hmeer-dt
= r(0(bo)) — r(o(a0)) = R~ L(»).

r(o(t))dt =

Es decir, v es minimizadora.

Supongamos ahora que L(c) = R. Entonces, las desigualdades anteriores
son igualdades. Como hemos supuesto que o es de velocidad unitaria, la
primera igualdad nos indica que ag = 0y g = b = R. La segunda igualdad
implica que, X (t) = 0y «a(t) > 0, por lo que d(t) es un multiplo positivo
de %. Ademds, por tener velocidad unitaria, d(t) = % y entonces o y «
son las dos curvas integrales de % pasando por ¢ en tiempo ¢t = R. Luego

o=". O

Corolario 4.1.4. En cualquier bola geodésica alrededor de p € M, la funcion
distancia radial r(x) es igual que la distancia de Riemann de p a x.

Observacién 34. Gracias a este corolario, podremos simplificar la notacién
y escribir simplemente Br(p) en vez de exp,(Br(p)). Andlogamente, para
bolas geodésicas cerradas y para esferas geodésicas.

Teorema 4.1.5. Toda geodésica en una variedad de Riemann es localmente
minimizadora.

Demostracion. Sea «v: I — M una geodésica que podemos suponer que esta
definida en un intervalo abierto, y sea tg € I. Consideramos un entorno to-
talmente normal W de ¥(to), y sea U C I la componente conexa de v~ (W),
que contiene a tg. Si t1,to € Uy ¢; = (i), = 1,2, por la definicién de
entorno completamente normal, tenemos que ¢o esta contenido en una bola
geodésica alrededor de ¢;.

Entonces, la geodésica radial entre q; y g2 es la tinica curva minimizadora
que une ambos puntos.

Por tanto, como la restriccién de v es una geodésica entre q; y g2 contenida
en la misma bola geodésica, v es esa tnica geodésica minimizadora. O
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Figura 4.1: Demostracién del Teorema.

Vamos a introducir en lo que sigue, la nocién de variedad geodésica-
mente completa, y mediante el teorema de Hopf-Rinow, demostraremos que
equivale a la completitud topoldgica.

Definiciéon 57. Una variedad de Riemman se dice que es geodésicamente
completa si toda geodésica maximal estd definida en todo R.

Teorema 4.1.6 (Hopf-Rinow). Una variedad de Riemann conezxa es geodési-
camente completa si y solo si es completa como espacio métrico.

Demostracion. Supongamos primero que M es completa como espacio métri-
co, pero que no es geodésicamente completa. Entonces, existird una geodési-
ca unitaria, v:[0,b) — M que no puede extenderse a un intervalo del tipo
[0,b0 4 €) para ningtin e > 0. Consideramos una sucesién creciente {t;} que
tiende a b, y definimos ¢; = 7(¢;). Por estar v parametrizada por la lon-
gitud de arco, la longitud de ~;,_, s, es exactamente |t; — ti—1]. Es decir,
d(qi,q;) < |tj —til y {¢;} es una sucesién de Cauchy en M. Por tanto, por
la completitud, {g;} converge a g € M.

Sea W un entorno totalmente normal de ¢, y § > 0 tal que W este contenido
en una bola geodésica de radio ¢ para cada uno de sus puntos. Vj,q; € W y si
consideramos j suficientemente grande, podemos suponer que t; > b — 4. El
hecho de que By(g;) sea una bola geodésica significa que para toda geodésica
que empiece en g; estd definida para al menos un tiempo §. En particular,
esto es cierto para la geodésica o con 0(0) = ¢; y 6(0) = (t;). Ademads, por
la unicidad de las geodésicas, o tiene que ser una reparametrizacion de ~.
Por tanto, J(t) = o(t+1;) es una extension de v que supera b, lo cual es una
contradiccién, y hemos conseguido probar que completa implica geodésica-
mente completa.

Para demostrar el reciproco, probaremos algo mas fuerte, si existe un punto
p € M tal que la aplicacién exponencial exp, se puede extender a todo el
espacio tangente 1), M, entonces M es completa como espacio métrico.
Supongamos que ese punto sea p. Primero, demostraremos que dado otro
punto g € M, existe un segmento de geodésica minimizadora que los une. Si
v:10,b] — M es un segmento de geodésica, diremos que apunta a ¢ si v es
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minimizadora y cumple que d(v(0),q) = d(v(0),~v(b)) + d(v(b), q).
Sera suficiente demostrar que existe un segmento de geodésica v que empieza
en p, apunta hacia ¢q y tenga longitud d(p, q). De esto ultimo,

d(p,q) = d(p,q) + d(v(b),q)

luego, ¢ = 7(b), y como hemos supuesto que 7 era minimizadora, estd es la
geodésica buscada.

Sea € > 0 tal que B.(p) sea una bola geodésica cerrada alrededor de p. Si
q € B(p) por el Teorema 4.1.3, existe una geodésica minimizadora de p a q.
Si g ¢ NB(p), por ser la funcién distancia continua en un espacio métrico,
existe un punto = € S¢(p) donde d(z,q) alcanza su minimo en el compacto
Se(p). Sea ~y la geodésica radial unitaria entre p y x, por hipdtesis, v esta de-
finida para todo tiempo.

Empezaremos demostrando que 7|9 apunta a g. Por ser minimizadora, por
el Teorema 4.1.3, solo necesitamos probar que d(y(0),q) = d(v(0),v(b)) +
d(v(b),q) se verifica para b = ¢, o d(p,q) = d(p,x) + d(x,q). Por la de-
sigualdad triangular, la tnica opcién para que esto no sea cierto es que
d(p,q) < d(p,z) + d(x,q). Entonces existe una curva o unitaria regular di-
ferenciable a trozos entre p y ¢ cuya longitud es estrictamente menor que
d(p,z) + d(z,q). Denotemos el trozo de o dentro de B.(p) por o1, y por o9
el resto. Entonces, como L(o7) > e,

d(p,x) +d(x,q) > L(o) > e+ L(o2) = d(p,x) + L(02).

Esto quiere decir que L(o2) < d(z,q), lo que contradice nuestra eleccién de
x.
Sea T'=d(p,q) y

S = {b € [0,T]|v0,5 apunte hacia q}.

Acabamos de demostrar que ¢ € S. Sea A = supS > 0. Por continuidad
de la funcién distancia, es facil ver que S es cerrado, y entonces A € S. Si
A =T, tenemos que 7|p,7] s una geodésica de longitud 7' = d(p,q) que
apunta hacia ¢, y por tanto, tenemos demostrado el teorema. Asi que, por
reduccién al absurdo, supongamos A < T.

Sea y = v(A), y escojamos § > 0 tal que Bs(y) sea una bola geodésica
cerrada. El hecho de que A € S significa que,

d(y,q) =d(p,q) —d(p,y) =T — A.

Sea z € Ss(y) un punto donde d(z, ¢) alcanza su minimo, y sea 7: [0, §] — M
la geodésica radial entre y y z. Por el mismo argumento que antes, 7 apunta
hacia ¢, y tenemos,

d(z,q) = d(y,q) —d(y,z) = (T — A) = 6.
Por la desigualdad triangular,

d(p,z) = d(p,q) —d(z,q) =T - (T = A=§) = A+4.
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Entonces, la curva regular diferenciable a trozos que consite en 7|, 4] seguida
de 7, de longitud A y ¢, respectivamente, es una curva minimizadora entre
p v z. Esto es, no tiene "esquinas”, asi que z tiene que estar en v, y de
hecho,z = (A + 0). Pero, entonces,

d(p,q) =T = (A+6) +d(z,q) = d(p, ) + d(z,9),

asi que, V0,445 apunta hacia ¢ y A+ € S, lo que nos lleva a una contra-
diccién. Esto completa la prueba de que esixte una geodésica minimizadora
entre py q.

Finalmente, necesitamos ver que las sucesiones de Cauchy convergen. Sea
{¢;} una sucesién de Cauchy en M. Para cada i, sea v;(t) = expp(tV;) una
geodésica minimizadora unitaria que une p con ¢;, y sea d; = d(p, ¢;), enton-
ces ¢; = expp(d;V;). La sucesion {g;} estd acotada en R por estarlo todas las
sucesiones de Cauchy en espacios métricos. Ademas, la sucesion {V;} estd for-
mada por vectores unitarios en T,M, asi que la sucesién {d;V;} C T,M
estd acotada. Asi pues, la subsucesién {d; Vi, } converge a V € T, M. Por
continuidad de la aplicacién exponencial, g;, = expy(d;, Vi, ) tiende a exp,V.
Y como la sucesién original {¢;} era de Cauchy, esta converge al mismo limi-
te. Esto completa la demostraciéon del teorema de Hopf-Rinow. O

Observacion 35. Una variedad de Riemann conexa se dira, simplemente,
que es completa si es completa en cualquiera de los dos sentidos equivalentes.

Corolario 4.1.7. Sea M wuna variedad de Riemann conezxa. Si existe un
punto p € M tal que la aplicacion exponencial restringida exp, estd definida
en todo el espacio tangente T, M, entonces M es completa.

Corolario 4.1.8. Si M es compacta, entonces toda geodésica se puede de-
finir para todo tiempo.

Figura 4.2: Toro de Revolucién.
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Corolario 4.1.9. M es completa si y solo si dos puntos cualesquiera de M
se pueden unir con un segmento de geodésica minimizadora.

El siguiente Lema nos explica la razén de la eleccién del funcional energia
para las férmulas de variacion.

Lema 4.1.10. Sean p,q € M y sea v: [a,b] — M wuna geodésica minimiza-
dora que une p con q. Entonces, para cualquier otra curva 5 que una p con
q, E(v) < E(¥) donde se alcanza la igualdad si y solo si 4 es una geodésica
meinimizadora.

Demostracion. Por la relacién entre energia y longitud, tenemos,

(b—a)E(y) = L(7)* < L(7)* < (b - 0) E(Y),

esto prueba la primera parte. Veamos ahora cuando se alcanza la igualdad.
Si se alcanza la igualdad, tenemos, L(7)? = (b—a)E(7), lo que implica que el
parametro de 7 es proporcional a la longitud de arco, y L(y) = L(¥), es decir
4 es una geodésica minimizadora. El reciproco es cierto, trivialmente. O

Observacién 36. Las curvas que minimizan la energia estan parametriza-
das automaticamente por un parametro proporcional a la longitud de arco.

Ejemplo 6. En uno de los ejemplos anteriores habiamos visto que las curvas
integrales de un gradiente de norma 1 son curvas geodésicas. Ahora, tenemos
la posibilidad de mejorar este resultado, concluyendo ademads que dichas
geodésicas son minimizadoras.

Dados dos puntos p y ¢, para cualquier curva «:[a,b] — M que una p con
q, tenemos que,

b
L(a) = / ().

Ademds, como ||gradf|| = 1, podemos afirmar que,

b . b 1,. .1
L(er) = [llgradf[[|&ldt = [(gradf.gradf)2(d, &)2dt.
Por otra parte, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
[(gradf,&)| < [[gradfl|l|c[|. Es decir,

L(0) > [llgradf.a)ldt = fla()] = fldF(@)ldt = fla(f o &)ldt =
_ 1 (0®) < Fla(@)] = 1£(q) - FB)].

Finalmente, si tomamos v como la curva integral de gradf, se obtiene la
igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y por tanto, L(y) < L(«a),
para cualquier «, luego necesariamente 7y es una geodésica minimizadora,
por ser un punto critico de la primera formula de variacién y alcanzar la
longitud minima.
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4.2. Forma Indice

Nos proponemos introducir en este apartado un concepto que hard las fun-
ciones del Hessiano de R", y que segtn sea definido positivo o no, nos otor-
gard condiciones para precisar si una curva geodésica es 0 no es minimiza-
dora. Antes de definir este objeto, necesitamos presentar una notacion.

Observacién 37. Sea 7:[a,b] — M una geodésica. Denotamos por V el
espacio vectorial formado por los campos de vectores V' a lo largo de v que
son diferenciables a trozos y que se anulan en los extremos de +.

Definicion 58. La forma indice de v es la forma cuadratica asociada a la
forma bilineal simétrica I, definida en V por,

L(V,W) = [PUD,V, DoW) — (R(3, V)%, W)]dt
donde VW € V.

Las siguientes definiciones, son un recordatorio, que nos ayudaran a re-
ducir las longitudes de los teoremas.

Definicion 59. Sea B una forma bilineal simétrica sobre un espacio vecto-
rial V. Definimos el indice de B como la maxima dimensién de los subespa-
cios de V en los que la forma cuadratica asociada a B es definida negativa.

Definicion 60. La nulidad de B se define como la dimension del subespacio
de V formado por los elementos V' € V tales que B(V,W) = 0,YIW € V. A
dicho subespacio se le llama radical.

Definicion 61. Diremos que B es degenerado si su nulidad es estrictamente
positiva.

En la seccién anterior, hemos visto la equivalencia entre completitud
topoldgica y completitud geodésica. Por lo tanto, es facil deducir, que toda
variedad compacta es completa, ya que cualquier sucesiéon de Cauchy es
convergente. Pero, el reciproco no es cierto en general, basta considerar R
con la métrica usual. Ahora bien, podemos dar una condicién suficiente sobre
la curvatura de Ricci de la variedad de Riemann, para que la completitud
implique compacidad.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Myers). Sea M wuna variedad de Riemann,
v:la,b]— M una geodésica parametrizada por la longitud de arco y R > 0.
Si la curvatura de Ricci de M cumple que Re(3(t)) > "= para todo t € [a, b]
yb—a > TR, entonces v no es un minimo local de la energia, ni de la

longitud.
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Demostracion. Sea I la forma indice de . Supongamos que existe un V€ V
tal que I,(V, V) < 0y veamos que, entonces, ¥ no puede ser un minimo local
de la energia, ni de la longitud. Sabemos, que existe I" variacién propia y
diferenciable de v cuyo campo variacional es V. Sea E = E(s) = E(I5)
su funcién energia asociada. Entonces, E'(0) = 0 por ser v una geodésica
y E"(0) = 2I,(V,V) < 0, luego E(s) tiene un méximo local en s = 0 y
E(I'y) < E(v), para todo s # 0 suficientemente pequeno. En particular,
no minimiza localmente la energia. Adem4s,

L(IG)? < (b= a)E(I%) < (b—a)E(y) < L(v)?,

y por tanto « tampoco minimiza localmente la longitud.

Solo nos falta probar que existe tal V € V. Como = estd parametrizada por
la longitud de arco, podemos tomar una base ortonormal de campos para-
lelos a lo largo de v del tipo {7, Pa, ..., P, }.

Para poder usar nuestra hipotesis sobre la curvatura de Ricci necesitaremos
sumar curvaturas seccionales del tipo Rm(+, P;,%, P;) sobre una base orto-
normal como la que tenemos. Pero P; no se anula en los extremos a, b de +,
luego, no podemos evaluar en P; la forma indice. Por este motivo, truncare-
mos P; mediante una funcién que se anule ent =a y en t = b.

Definimos,

Vi(t) = sm(%)ﬂ(t), i=2,..,n
Como Vj(a) = V;(b) = 0, se tiene que V; € V y podemos evaluar,
BV, Vi) = Jy DV ~ R, Vi, 5, Vi)l =

f Dt‘/ﬂv +Rm(77‘/;577‘/l)]dt =
b 7r2 w(t—a . .
= = [}l e sin* () + sin? (=) Rm(4, B, 4, P))dt,

a

y sumando en i = 2, ..., n,
n b . m(t—a
Sy L (Vi Vi) = = [V (n= D)+ 1, R, Py, 4, )] sin?(Tf=d)dt.

La suma de las Curvaturas anteriores es igual a Rc(y), que tiene que ser
mayor o igual que luego,

RQ 9
Sy (Vi Vi) < = [ 1= e (n = 1) + St sin? (T )dt =
2

= (n— 1) — ) Ju sin? (T ).

Como b —a > mR, el segundo término de la expresion anterior es negativo,
de donde se deduce que,

Yo 1y (Vi Vi) <0,

y por tanto existe i € {2,...,n} tal que I(v;, V;) < 0. O
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Teorema 4.2.2 (Teorema de Bonnet-Myers). Sea M una variedad de Rie-
mann conexa, completa y con curvatura de Ricci Re(y(t)) > ”R—_Ql para algin

R > 0. Entonces, M es compacta y su didmetro es menor o igual que TR.

Demostracion. Dados p,q € M, la completitud de la variedad de Riemann, y
el Teorema de Hopf-Rinow, aseguran que existe una geodésica parametrizada
por la longitud de arco v: [a, b] — M con y(a) = p, v(b) = q y que minimiza
la longitud entre sus extremos. Como Re(M) > ”1521, el Teorema de Myers
implica que b — a < wR. Como p, g son arbitrarios en M, deducimos que
diamM < wR. Asi, M es acotada y por ser completa, ha de ser compacta,

aplicando otra vez el Teorema de Hopf-Rinow. O

Con este resultado de Bonnet-Myers se hace evidente la influencia de
la curvatura de Ricci en la topologia de la variedad. Es decir, volvemos de
nuevo a relacionar el aspecto topolégico de la variedad de Riemann, con un
concepto, en principio, independiente.

Corolario 4.2.3. Sea M una variedad de Riemann completa con Re(M) >
>0 > 0. Entonces, el grupo fundamental 71 (M) es finito.

Ejemplo 7. Si consideramos la esfera, S?, con la topologia de subespacio
de R3, vemos que es compacta, por ser cerrada y acotada. Entonces, debido
al Corolario 4.1.8, S? es completa y verifica la condicién Re(M) > § > 0.
Luego, por el Corolario 4.2.3, 71 (S?) es finito. De hecho, utilizando el teorema
de Seifert Van-Kampen, sabemos que 71 (S?) 2 1. Por otra parte, también
podemos aplicar el teorema de Synge, ya que S? es orientable, compacta, de
dimensién par, 2, y su curvatura seccional es positiva, 1, por lo que S? es
simplemente conexa.

4.3. Teorema del Indice de Morse

Finalmente, vamos a enunciar y demostrar uno de los teoremas fundamenta-
les de esta memoria. La demostracién del resultado de Morse, no es sencilla,
por lo que es conveniente adelantar trabajo, mediante una serie de proposi-
ciones, y mediante el famoso Lema del Indice.

Proposicién 4.3.1. Un elemento V €V pertenece al radical de I, si y solo
st V' es un campo de Jacobi a lo largo de .

Demostracion. Primero, observamos que tenemos la siguiente expresién para

L,

L(V,W) =
= — [YD}V + R(3, V)3, W)dt — SKZUDV () — DV (), W(t)).
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Si V' es un campo de Jacobi, entonces V' esta en el radical de I,.

Para el reciproco, supongamos que I, (V, W) = 0 para todo W € V. Sea a =
to < t1 < ... <ty = b una subdivisién de [a, b] tal que la restriccién Vit 1851
es diferenciable, j =1, ..., k. Sea f:[a,b] — R una funcién diferenciable con
f(t) >0, cuando t # t; y f(t;) =0, =0,..., k. Definimos W por,

W(t) = f(£)(D}FV + R(%,V)4).
Entonces,
0=L(V,W)=— [2f(t)| D}V + R(%, V)4 L.

Concluimos de aqui que el integrando es cero, y por tanto, la restriccion
Vi(t;_1,t;) €s un campo de Jacobi. Para ver que pasa en cada ¢;, elegimos
T €V de forma que,

T(tj) = DV (t]) = DV (t5), 5 =1,...k = 1.
Y como,
0=L(V,T) = =51 [Di(t]) = DV (e;)]1%,

concluimos que V es de clase C! para cada t;. Y por la unicidad de solucién
de las ecuaciones diferenciales ordinarias, V' es de clase C*°. Por tanto, V es
un campo de Jacobi. O

Corolario 4.3.2. I, es degenerado si y solo si los puntos v(a) y v(b) son
conjugados a lo largo de . En este caso, la nulidad de I, es igual a la
multiplicidad de y(b) como punto conjugado.

Observacién 38. Como cada punto de M esta contenido en un entorno
totalmente normal y ([a,b]) es compacto, podemos elegir una subdivision
a=ty <t <..<t,=>=de [a,b] tal que Nitj—1,t;]:d = 1, .-, k esta conteni-
do en un entorno totalmente normal. Por tanto, y;;,;_, ¢, s una geodésica
minimizadora y no contiene puntos conjugados.

j—1,t

Definicion 62. A esta subdivisién la llamaremos subdivision normal.

Observacién 39. Sea V~ el subespacio vectorial de V formado por los
campos V' tales que V|, _, 1,),4=1,...,k es un campo de Jacobi.

Observacién 40. Sea VT el subespacio de V consistente en los campos de
vectores W tales que W (t1) = ... = W(tx—1) = 0.

Proposicién 4.3.3. V es la suma directa V.=V & V™, y los subespacios
VT y V= son ortogonales respecto a I,. De hecho, I, restringuida a V' es
definida positiva.
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Demostracion. Dado V € V| sea W un campo de vectores en YV~ que viene
dado por W (t;) = V (t;); como 7;,_, ¢+,) no tiene puntos conjugados, ese W
existe y es tinico. Luego V — W € VT y, entonces, V= V*+ @ V. Adem4s,
siX eV yY eVT, tenemos,

L(X,Y)==Y521(0, DX (t]) - D;X(t;)) =0,

esto es, VT y V™ son ortogonales relativamente a I,.

Como 7, ti—1.t;):J = 1,..,k son geodésicas minimizadoras, tienen menor
energia que cualquier otro camino con los mismos extremos. Por tanto, si
V € VT, entonces I,(V,V) > 0.

Falta demostrar que I,(V, V) > 0si V € V* —0. Supongamos, por reduccion
al absurdo que I,(V,V) =0 con V € V¥,V 2 (0. Vamos a demostrar que eso
implica que V' pertenece al radical de I,. Por lo que si W € V™, entonces
L,(V,W) = 0 por la ortogonalidad que acabamos de demostrar. Si W € VT,
consideramos la desigualdad,

0< LV + W,V + W) = 2L,(V, W) + AL, (W, W),

valido para todo nimero real c. Esto nos dice que existen numeros reales
A > 0y B tales que Ac®> + Bc > 0 para todo ¢ € R, y solo es posible si
B =0, es decir, I,(V,W) = 0. Entonces, V perteneceria al radical de I,.
Pero como el radical se compone de campos de Jacobi y V' se anula en los t;,
concluimos que V' = 0, en contradiccién cono lo que habiamos supuesto. [

Corolario 4.3.4. El indice de 1., es igual al indice de I, restringuido a V™.
En particular, el indice de I es finito. Lo mismo es cierto para su nulidad.

Lema 4.3.5. Sea h:[a,b] — R una funcion diferenciable con h(a) = 0.
Entonces, existe una funcion diferenciable ¢:[a,b] — R con ¢(a) = %(a),
W) = (t - a)o(t), ¢ € [0,1].

Lema 4.3.6 (Lema del Indice). Sea v: [a, b — M una geodésica sin puntos
conjugados a y(a) en el intervalo (a,b]. Sea J un campo de Jacobi a lo largo
de v con (J,%) =0, y sea V un campo de vectores sobre y diferenciable a
trozos, con (V,%) = 0. Supongamos que J(a) = V(a) = 0 y que J(ty) =
V(to), to € (a,b]. Entonces, It,(J,J) < Iy (V,V) y la igualdad se da si y solo
siV.=1J en |a,tg].

Demostracion. El espacio vectorial J de los campos de Jacobi, J, a través
de vy con J(a) =0y (J,7) = 0 tiene dimensién n — 1, donde dimM = n. Sea
{J1,..., Jn_1} una base de este espacio. Entonces J = a'J;, i = 1,..,n — 1,
donde a’ son constantes. Por el hecho de no haber puntos conjugados en
el intervalo (a,b], para todo t # a, los vectores Ji(t),..., Jo—1(t) forman
una base del complemento ortogonal a  en T’ ;) M. Por tanto, para t # 0,
podemos escribir,
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donde f? son funciones diferenciables a trozos en (a,b]. Vamos a demostrar
que se pueden extender diferenciablemente a t = a.

Para esto, usaremos el lema anterior para escribir J;(t) = (t — a)A;(¢).
Entonces, A;(a) = Ji(a), es decir, A;(a) son linealmente independientes. Y
més en general, las A;(t) son libres para todo ¢ € [a, ], y podemos escribir,

V(t) = g'(t)Ai(t),

donde las g son funciones diferenciables a trozos en [a, byg {(a) = 0. Otra
vez, por el lema anterior, tenemos que ¢°(t) = (t — a)h’(t), donde hi(t) son
diferenciables a trozos en [a,b]. Y como tenemos fi(t) = h(t) para t # a,

queda demostrado lo anterior.
Vamos a demostrar ahora que, en el interior de cada subintervalo donde f*
es diferenciable,

(DeV, DeV) = (R(3, V)3, V) = (Fidi, ', Ji) + G (F i 7)),
Para ello, como,
R(3,V)y = R(%, f'Ji)y = F'R(Y, i)y = —f'J;,
tenemos,

(D, DiV) = (RG, V)4 V) = (i + fidi fiy + 103 — (R, V)3, V) =
= (f'Ti, 205) + (2T F205) + (LT f205) + (P, F205) + (FL, £1T5).
Por otro lado,
B P10) = b £ 17+ 0 P+ 1) =
= ("o f1T5) + (i [ T5) + (F* i 12 5) + (' ds, 2 J5)-
Por tanto, solo nos hace falta probar que,
(fidis f105) = (F1 5, f1.05).
Para probar esto ultimo, escribimos,
h(t) = (Ji, Jj) = (Ji, Jj).
Como h(a) =0y,
h(t) = (Ji, J3) + (i Jj) = (i Jj) = (Jis Jj) =

Concluimos que necesariamente, h(t) = 0. Y por la distributividad obtene-
mos la demostraciéon que queriamos.
Aplicando la férmula que hemos demostrado a V' y a J, obtenemos,

Lo (V. V) = (i 050 (o) + [ (i, 9.7
y, también,
Ito(J, J) = <aiJZ~, ajjj>(t0).
Como J(tg) = V(to), tenemos que a’ = f*(ty), y por lo tanto,
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Ly(VoV) = Ly (J, ) + [ f2.7;2dt.

De aqui concluimos que Iy, (V, V) > I;,(J, J), lo que prueba la primera parte
del lema.

Ademis, si I, (V, V) = I,,(J, J), entonces, fiJ; = 0.Y como los J; son libres
para t # a, se concluye, por continuidad, que fZ = 0, para todo 7 y para todo
t € [a,to]. Asf pues, f* es constante, y al ser f'(ty) = a, necesariamente,
fi(t) =a’, estoes, V = J. O

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado, que
nos relaciona los puntos conjugados con el indice de la forma indice, es decir,
los campos de Jacobi, son en ultimo término los que nos dan condiciones
sobre si una geodésica es minimizadora o no.

Teorema 4.3.7 (Teorema del Indice de Morse). El indice de la forma I,
es finito e igual al nimero de puntos y(t),a < t < b conjugados con ~y(a),
contados con su multiplicidad.

Demostracion. Para facilitar la demostracién es conveniente introducir la
siguiente notacién. Si ¢ € [a, b], denotamos 7 a la restriccién de ~ al interva-
lo [a,b], a su correspondiente forma indice por Iy, y al indice de I; por i(t).
De esta forma, definimos una funcién i: [a,b] — N cuyo comportamiento
queremos estudiar.

Cogemos una subdivisién de [a, b] dada por los puntos t;, j = 0, ..., k, tal que
’)"[t]—,l,t]—} es una geodésica minimizante, asi pues, vemos que i(t) es cero en
un entorno de 0. Adems, i(¢) no decrece, esto es, si t > ¢, entonces i(t) > i(t).
De hecho, por la definicién de i(t), existe un subespacio U C V(a,t) tal que
I; es definida negativa en U y dimif = i(t). Todo elemento V' € U se puede
extender a un elemento V € V(a,#) definiendo V = 0 en [t,f]. Es evidente
que, I;(V,V) = I;(V,V). Y por la definicién de indice, i(f) > i(t), como
habiamos previsto.

Para hallar nuevas propiedades sobre i(t), empezemos por observar que, de
la definicién de i(t), estd no depende de la eleccién de la subdivisién nor-
mal de [a,b], podemos, por lo tanto, escoger esa subdivisién de modo que
t € (tj—1,t;). Lo siguiente, es observar que el indice de I; es el indice de
la restriccién de i(t) al subespacio V™ (a,t). Esa restriccién la denotaremos,
por comodidad, I;. Entonces, como cualquier elemento de V™ (a,t) estd de-
terminado por su valor en los puntos (1), ..., ¥(tj—1), tenemos que V~(a, t)
es isomérfo a la suma directa,

V= (a,t) = T’Y(tl)M ®...0P T"/(tj—l)M =5;.

Dejando variar t en (tj_1,t;), se sigue que los subespacios V™ (a,t) son
isomoérfos entre ellos y a Sj. Podemos, en este caso, considerar las formas
cuadraticas I; como una familia de formas cuadraticas en un espacio fijo
Sj. Ademas, como los elementos de V™ (a,t) son campos de Jacobi rotos, I
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depende continuamente de t € (t;_1,1;).

Veamos ahora que si € > 0 es suficientemente pequeno, i(t — ) = i(t).
Como i(t) no decrece, i(t) > i(t — ¢), para todo €. Por otra parte, si I; es
definida negativa en el subespacio S C S, con dim(S) = i(t), entonces, por
continuidad de Iy, existe € > 0 tal que I;_. sigue siendo definida negativa en
S, es decir, i(t — £) > i(t). De esta forma, alcanzamos la igualdad.
Denotemos por d la nulidad de I, observamos que d = 0 si y(¢) no es con-
jugado con ~y(a). Veamos, ahora, que si € > 0 es suficientemente pequeno,
i(t+¢) = i(t) + d.

Veamos primero que i(t +¢) < i(t) + d. Como, dim(S;) = n(j — 1), I; es
definida positiva en un subespacio de dimensién n(j — 1) —i(t) — d. Por con-
tinuidad, [;4. sigue siendo definida positiva en ese subespacio, para € > 0
suficientemente pequeno. Por lo tanto,

it+e)<n(i—1)—[n(—1) —i(t) — d] = i(t) + d.

Para la desigualdad en el otro sentido, necesitamos utilizar el Lema del
Indice. Sea V € Sj, con V(tj—1) # 0, y denotemos por Vi, el campo de
Jacobi roto que coincide con V (¢;) en t;,i =1,...,5 — 1, y que se anula en el
punto tg € (tj_1,t;). Afirmamos que,

Ito (%07 Vto) > ItoJrE(VtoJrz-:y VtoJrs)-

De hecho, si denotamos por W, el campo de vectores a través de y([a, to+¢])
por,

{Wto (t) = Vio (1), t € [a,to]
Wi, (t) =0, t € [to,to + €]’

tenemos, por el Lema del fndice,

Ito (‘/t(p ‘/t()) — It0+€(Wt07 Wto) > Ito+€(‘/vto+€7 W0+E)7

donde la ultima desigualdad es estricta, ya que W;, no es un campo de
Jacobi.

Por lo tanto, si V € S; y I;(V, V) <0, entonces I;.(V,V) < 0. Por lo que, si
I, es definida negativa en un subespacio S C Sj, 14 seguird siendo definida
negativa en la suma directa de S con el radical de I;. Entonces,

i(t+e) >i(t)+d,

con lo que, tenemos la igualdad.

La informacién que hemos obtenido sobre i(t) nos permite describir i(¢) como
la funcién que es cero en un entorno del origen, es continua a izquierdas
y tiene discontinuidades en los puntos conjugados con 7(a), donde cada
salto es exactamente la multiplicidad del punto conjugado. Es decir, hemos
demostrado el teorema. O
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Corolario 4.3.8 (Primer Teorema de Jacobi). Sea 7:[a,b] — M un seg-
mento de geodésica en M tal que v(b) no sea conjugado con y(a). Entonces
v no tiene puntos conjugados en (a,b) si y solo si para toda variacidn propia
de v existe § > 0 tal que E(0) < E(s) para 0 < |s| < . En particular, si y
es minimizadora, vy no tiene puntos conjugados en (a,b).

Observacion 41. Merece la pena destacar la relacion entre la forma indice y
los puntos conjugados de una manera mas explicita. Esto es, el hecho de que
I, sea definida positiva es equivalente a que no existan puntos conjugados
a y(a) en el intervalo (a,b]. Analogamente, I, es semidefinida positiva si y
solo si garantizamos la ausencia de puntos conjugados a ~y(a) en el intervalo
abierto (a, b).

Corolario 4.3.9. El conjunto de puntos conjugados sobre una geodésica es
un conjunto discreto.

En lo que sigue, vamos a aclarar los resultados anteriores, y adjuntaremos
algin otro para completar este resultado.

Observacién 42. Otra forma equivalente del resultado de Jacobi es que, en
el intervalo (a, b] no existen puntos conjugados si y solo si nuestra geodésica
es un minimo local estricto de la energia. Por la relacién entre energia y lon-
gitud, equivalentemente, si y solo si la geodésica es un minimo local estricto
de la longitud. Donde nos referimos a local en el sentido de variacién propia
de la curva 7.

Figura 4.3: Cilindro.

Ejemplo 8. Es importante destacar que se trata de una curva v que tiene
longitud y energia estrictamente minima con respecto al resto de curvas
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principales de la variacién suficientemente préximas. Pero no se trata de
un minimo global. Veamos, por ejemplo, el caso del cilindro de radio 1 de
la figura anterior. Sean p = (1,0,0) y ¢ = (0,1,0), como en el cilindro los
paralelos si son geodésicas, sabemos que la circunferencia v: [5,27] — C
dada por, y(t) = (cost,sint,0) es una geodésica que une p con ¢q. Ademds
como en las superficies regulares con curvatura de Gauss menor o igual
que cero no hay puntos conjugados, por el Primer Teorema de Jacobi, v es
un minimo local de la longitud. Sin embargo es evidente que la geodésica
7:10, 5] — C definida por ¥(t) = () tiene longitud menor que ~.

Observaciéon 43. El hecho de que «(b) no sea conjugado con ~y(a) es lo
que nos permite hablar de minimo estricto. En caso contrario, consideremos
la esfera S?, entonces el polo sur es un punto conjugado con el polo norte.
Si tomamos una geodésica -y, es decir una circunferencia maxima, que una
dichos puntos, tenemos que para cualquier variacion a través de geodésicas
existen curvas v tales que tanto la energia, como la longitud son iguales que
la de . Luego, v no tiene energia, ni longitud menor estricta.

Para acabar, vamos a analizar un ejemplo de la utilidad del Teorema
del Indice de Morse en otras dreas. En este caso, en Analisis Funcional, ya
que vamos a poder acotar ciertas funciones, lo que puede ser ttil para el
estudio de la convergencia. En el siguiente ejemplo, vamos a demostrar la
desigualdad de Wirtinger basandonos como ya hemos dicho en el Teorema
del Indice de Morse. Es conveniente recordar que esta desigualdad puede ser
demostrada a partir de series de Fourier, sin embargo esta demostracion es
mas visual.

Ejemplo 9 (Desigualdad de Wirtinger). Sea f: [a, b] — R una funcién real
de clase C? tal que f(a) = f(b) = 0. Entonces,

/ab f2dt < /ab f2adt.

Para ver esto, consideremos la esfera unidad S?, y una geodésica

v:[a,b] — S? tal que y(a) = p y y(b) = —p. Tomamos un campo de
vectores unitario paralelo a lo largo de v de tal forma que sea ortogonal con
4. Aplicando la forma indice de la variacién propia generado por el campo
variacional V = fV, tenemos que,

L(V.V) = JJU(DV, DV) = (R(3, V), V]dt =
= [PV, V) — <f< V)i, fV)dt = [7(f2 = f2)dt

Por tanto, como 7(b) es el primer punto conjugado con ~(a), aplicando el
Teorema del Indice de Morse, I,(V, V) > 0, tal y como indica la desigualdad.
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4.3. Teorema del Indice de Morse

Figura 4.4: Esfera Unidad.



Apéndice A
B-geodésicas

FEn este apéndice, vamos a tratar un tipo de geodésicas en una variedad a
las cuales les fijaremos unas condiciones de contorno. Estas condiciones de
contorno van a ser subvariedades cerradas de la variedad M.

La idea del apéndice es repetir con estas condiciones lo que hemos estudiado
para geodésicas libres en el capitulo tres, enunciando de nuevo, las formulas
de variacion.

Observacion 44. Sea M una variedad de Riemann completa y B una
subvariedad cerrada de M x M. Denotamos,

Cp([a,b]) = {7:[a,b] — M |7 es una curva diferenciable a trozos con
(v(a), (b)) € B}

donde B da una condicién de frontera.

Observacién 45. Denotamos T,Cg([a,b]) = {V:]a,b] — M |V es un
campo de vectores diferenciable a lo largo de v que satisface (V(a), V(b)) €

T(,Y(a)ﬁ(b))B} que es un espacio vectorial de dimensién infinita.

Es importante destacar, que la notacién utilizada, viene de dotar al con-
junto C'p([a, b]) de estructura de variedad diferenciable de dimensién infinita,
lo que se conoce como Variedad de Hilbert. Podemos precisar, que utilizando
esta estructura, no seria necesario calcular las férmulas de variacién, ya que
ellas serfan la primera y segunda derivada en esa estructura diferenciable.
Sin embargo, esto requiere de una herramienta de Analisis Funcional que no
hemos visto en este grado, por lo que, omitiremos esta parte.

Definicién 63. Llamaremos a un elemento V' € T.,Cg([a,b]) un campo de
variacion de .

Lema A.0.10. Para cada V € T,Cg([a,b]) eziste una variacion
I':(—¢e,e) x [a,b] — M de v satisfaciendo las siguientes condiciones;
1) I es diferenciable a trozos.

49



50

2) Para cada s € (—¢,¢), I's € Cp([a,b]).
3) 9L (t,0) =V (¢).
La llamaremos variacion de v tangente a V.

Demostracion. Definimos I, | 11x(—e,c) como I'(t,s) = expy sV (t) que
verifica (1) y (3).

Tomamos una curva diferenciable o(s) = (01(s),02(s)) en B tangente a
(V(a), V(b)) S T('y(a),'y(b))B en s =0.

Extendemos el campo de vectores V(s ,1x {0} & un campo de vectores Y en
[to, t1] X (—¢,¢€) de tal forma que Y (tg,s) = d1(s) y Y(t1,s) = %—g(tl,s).
Considerando curvas integrales de Y que parten de (t) = I'(¢,0) obtenemos

1—‘|[t07t1]x(_675)'
Por el mismo argumento obtenemos, I, | 1 ]x(—c,e)- O

Teorema A.0.11 (Primera Férmula de Variacién). Sea V' € T,Cg([a, b)),
y I' una variacion de vy tangente a V. Tomamos una subdivision A de [a, ]
tal que I\(_ce)x[ti_y,t;] Sea diferenciable. Sean s las curvas de la variacion
definidas por vs(t) = I'(t,s) con vyo = ~y. Entonces tenemos,

Ao BOrs) = = [(DA®), V(£)dt + STV (), 4(8) = (D) +
+(V(b),7(0)) — (V(a),7(a)).
Demostracion. Desarrollando, obtenemos,

d _ 1 b d,or ar _rb or or _
LE(s) =3 [, 5%, Sp)dt = [(DiS, S )dt =

a ds
— (bdsor or ar p, or
= Ja @5 Fr) — (G, Degpat).
Entonces, como %—1;(25,0) = A(t), %—5(2&,0) = V(t), demostramos el teorema.

O]

Corolario A.0.12. Sea v € Cg([a,b]) una curva regular diferenciable a
trozos. Entonces para el funcional longitud L tenemos que,

d — _ by ) k-1 N A A
dsjs=oL (1) = = Jo Doy V (O)dt + 250 (V) 5657 — madn T

VO, ) — (V@) -

En la siguiente definicién usaremos la notacién DE(vy)(V') para referirnos
a la parte derecha de la igualdad en la primera férmula de variacién, como ya
hemos comentado, para mantener la notacién de las variedades de Hilbert.

Definicién 64. Una curva v € Cg([a,b]) se dice que es una curva esta-
cionaria de E en Cpg([a,b]) si DE(y)(V) = 0 se verifica para todo V €
T,Cp([a;b)).

Proposicién A.0.13. v € Cp([a,b]) es una curva estacionaria de E si y
solo si vy:|a,b]— M es una geodésica y (¥(a), —5(b)) € (T('y(a),v(b))B)l'
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Demostracion. Para cada (r,y) € T(y(a)~@p)B cogemos V' € T,Cp([a,b])
con V(a) =z y V(b) = y. Entonces, tenemos,

0=DE)(V) = (V(b),5(b)) — (V(a),9(a)) = =((z,y), (4(a) = §(b)))-

Y asi obtenemos, el enunciado de la proposicion. O

Introducimos finalmente, las B-geodésicas, que son la base principal de
este apéndice.

Definiciéon 65. A una geodésica v que verifique las condiciones anteriores
de frontera la llamaremos B-geodésica.

Teorema A.0.14 (Segunda Férmula de Variacién). Sea 7y:[a,b] — M
una B-geodésica. Dado V € T,Cg([a,b]) tomamos una variacion {vs} de v
tangente a V. Entonces,

& B = [IUDV (). DV (D) — (ROV (D). 4()3(). V (£))di+
A5 (V (@), VD), (V(a), V()

donde A denota el endomorfismo de Weingarten de una subvariedad B C
M x M con respecto al vector normal (§(a), —(b)).

Demostracion. Primero, observamos que,

d? r ar
ds? (S) = fa ds<Dt%s’%T>dt'
Entonces, tenemos,

£(DE, O = (D,DIE, O + (D9, DL =

o o or e BE apy T RO
- b, Dioe gu) 18005 oo on) (Do D) =
1 Dsas: 97) — (Dsgs, Digr) — (R(%5, B7) B> 350+

+(Di55, Dig)-

Y haciendo s = 0, obtenemos, Dt%—lg = 0 ya que 7y es una geodésica. Ademds,
%—f(t, 0) = 4(t) es diferenciable, y tenemos,

oo BO) = [UDV (), DV (1)) = (R(V(£),34(D))3 (1), V (1))]dt+
+(DsBE(5,0),4(b)) — (Ds5E (a,0),4(a)) -
(D (55 (a,0), 55 (5,0)), (@), =4 (B))-

Que es lo que tratabamos de demostrar. O

Como acabamos de ver, es posible desarrollar la misma teoria para las
)

B-geodésicas, cosa que no haremos en este trabajo, ya que solo pretendiamos

presentar las geodésicas con condiciones de frontera. Para més informacién

puede consultarse el libro [6].






Apéndice B
Geodésicas Cerradas

En este apéndice vamos a tratar la existencia de geodésicas cerradas en
variedades de Riemann. Y vamos a ver una teorema de Cartan. Este teorema
nos indicard la existencia de al menos una geodésica cerrada en una clase
de equivalencia si la variedad es compacta, sin embargo hay otro teorema
que demuestra la existencia de al menos tres. De hecho, tres es una cantidad
no mejorable como veremos con el ejemplo del elipsoide de ejes de tamafio
distinto.

Definicién 66. Sea v: [a,b] — M una geodésica, diremos que es cerrada si
verifica que y(a) = v(b) y ademds 4(a) = 4(b).

Definicion 67. Un conjunto L de caminos cerrados en M se llama clase de
homotopia libre si dado f € L'y g: I — M tal que exista una homotopia
F:I x I— M que verifique;

1) F(0,t) = f(b),

2)F(L,t) = g(b),

3)F(s,0) = F(s,1).

Entonces, g € L. Denotaremos el conjunto de estas clases por C1(M).

Observacién 46. La diferencia con el grupo fundamental es que en la clase
de homotopia libre permitimos que los origenes del camino varien en M.

Teorema B.0.15 (Cartan). Si M es compacta y L € C1(M) no es la clase
constante, entonces existe una geodésica cerrada de M en la clase L.

Demostracion. Sea d el infimo de las longitudes de las curvas en diferencia-
bles a trozos pertenecientes a IL. Como L es no trivial, d > 0. Sea 7; una
sucesién de curvas diferenciables a trozos que estan en L tales que L(v;)
tiende a d. Podemos suponer que 7; es una geodésica rota definida en el
intervalo [0, 1] parametrizada proporcionalmente al arco. Sea L = sup L(v;).
Entonces,

d(vj(t),7(t2) < fi2 135 (Dldt < Ltz — 1),
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para todo t; < ts € [0,1]. Entonces, el conjunto {7;} es equicontinuo.
Como M es compacto, existe una subsucesién de 7;, que por comodidad
denotaremos de nuevo ;, que converge uniformemente a una curva continua
cerrada 7p: [0, 1] — M~

Sea 0 = tg < t1 < ... < ty = 1 unaparticién del intervalo [0,1] tal que
YOUfts_1,ti] ¢ = 1y k, este contenida en un entorno totalmente normal. Sea
v:10,1] — M una curva diferenciable a trozos que una los puntos yo(t;—1)
y Y0(t;). Es evidente que v € L, por lo que L(y) > d. Vamos a demostrar
que es igual.

Por reduccién al absurdo, supongamos que L(7y) > dy seae =
un entero j tal que,

L(y)—d

T Existe

L(v;) —d < ey d(v(t),7(t)) < € para todo t € [0, 1].

Si denotamos 'yji» =Yt tenemos,

i—1,ti]’

S (L)) + 26) = L(vy) + 2ke < d+ (2k +1)e = L(y) = 0, L(7).

Por lo tanto, existe un entero ¢, 1 < ¢ < k, tal que,
L(v}) +2e < L(v"),

lo que contradice el hecho de que 4 sea minimizante y prueba que L(v) = d.
Parametrizamos v por la longitud de arco. Entonces, v:[0,d] — M es una
geodésica rota que tiene longitud minima en la clase L. Veamos que ademas,
~ es regular en los puntos p; = v(t;), para todo i =0, ..., k.

Otra vez, por reduccién al absurdo supongamos lo contrario, sea B una bola
convexa centrada en p;. Elegimos los puntos g1 y ¢2 en v N B de forma que
el tridngulo geodésico p;q1g2 sea hométopo a un punto. Entonces, la curva
cerrada formada por la geodésica minimizante ¢g1q2 y por el arco de v entre
q1 v g2 que no contiene a p; esta en la clase de IL y tiene longitud menor que
v, lo que lleva a contradiccion. O

Como ya hemos adelantado se puede probar que existen tres geodésicas
cerradas en la clase L. Y que esa cota inferior no puede mejorarse como
asi lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10. Elipsoide en el cual los tres ejes son de tamano distinto.
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Figura B.1: Elipsoide Tri-axial.

El tema de las geodésicas cerradas es un punto sobre el cual podriamos
extendernos y analizar que tipos de variedades tienen un nimero determi-
nado de geodésicas cerradas para una cierta longitud. Como por ejemplo,
podriamos estudiar si existe alguna variedad con infinitas geodésicas cerra-
das, cuya respuesta es afirmativa, y sorprendentemente la esfera no es la
Unica, como asi demuestran las variedades de Zoff.

Para profundizar en este tema puede verse [1].
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