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Introduccion






Matematicas para Economistas IV es una asignatura cuatrimestral dedicada fundamen-
talmente a la optimizacion con convexidad que se ha impartido en los tltimos afios en el
segundo curso de la licenciatura de Economia en la facultad de Ciencias Econdmicas y Em-
presariales de la Universidad del Pais Vasco.

Esta publicacion recoge problemas planteados en los exdmenes de ésta asignatura desde
el afo 2000 al 2009, en las convocatorias de Junio y Septiembre.

El temario oficial de la asignatura desglosado por temas es el siguiente:

Tema 1.

Tema 2.

Tema 3.

ALGEBRA LINEAL

— FORMAS CUADRATICAS.
Formas cuadrdticas y su representacion matricial. Clasificacion de las for-
mas cuadrdticas. Criterio de los menores principales.

ANALISIS CONVEXO

— CONVEXIDAD
Conjuntos convexos en Rn. Funciones convexas y concavas. Funciones es-
trictamente convexas y concavas. Propiedades de las funciones convexas y
concavas.

— DIFERENCIABILIDAD, CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD
Derivada direccional. Derivada dereccional de una funcién diferenciable.
Gradiente. Matriz Hessiana. Caracterizacion de las funciones convexas y
cdncavas de clase C2.

OPTIMIZACION Y CONVEXIDAD

— PROPIEDADES EXTREMALES DE LAS FUNCIONES CONVEXAS
Y CONCAVAS
Extremos locales y extremos globales. Los extremos de las funciones con-
vexas y concavas.

— INTRODUCCION A LA PROGRAMACION NO LINEAL
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Planteamiento general del problema. Condiciones de Kuhn-Tucker. Necesi-
dad. Condiciones de Kuhn-Tucker. Suficiencia.

— INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL
Planteamiento general del problema. Andlisis grédfico. Teoremas funda-
mentales de la programacion lineal.

En el libro Temas de Matemdticas para Economistas, de los profesores Valenciano y
Aramendia, publicado por el servicio editorial de la UPV/EHU, se puede encontrar el de-
sarrollo tedrico de la asignatura.

En los exdmenes mencionados se incluyen problemas sobre todos los temas estudiados
en la asignatura.

En la primera parte se presentan los problemas en su formato original, tal y como fue-
ron presentados a los estudiantes en el examen, con el objetivo de que el lector los pueda
realizar en su totalidad o realizar solo la parte de cada examen correspondiente a un tema.
En la segunda parte aparecen los problemas resueltos en su totalidad.

De esta manera, y una vez acabado su trabajo el lector puede comprobar sus resultados
con las respuestas de las preguntas. El estudiante puede autoevaluarse e incluso obtener una
nota aproximada de su trabajo ya que en todas las preguntas se indica la puntuacién de la
misma sobre el total del examen.

Es fundamental que el estudiante resuelva los exdmenes cuando ha adquirido suficientes
conocimientos sobre la materia y que no consulte los resultados hasta que haya hecho el es-
fuerzo personal de resolver las preguntas del problema en su totalidad. Asi podrd comprobar
si ha asimilado los conocimientos estudiados sobre cada uno de los temas.

Sarriko, febrero 2010
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Enunciados de Examenes






Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2000

1 0 ¢
1. (4 puntos) Sea A=|0 0 b |.
c a 2

i)  Si sabemos que A es la matriz de representacion de una forma cuadrdtica que cumple
{xeRY Q)=0}=R* y {xeRY Q(x)=0}={(0,0.0)},
encuentra los valores de a, b y c.

ii) ¢Para qué valores de a, b y c serd A matriz de representacién de una forma cuadrdtica
que cumpla: IxeR3?/ Q(x)>0 y FyeR3/ Q(y)<0?

2. i) (3 puntos) Sea el problema
max/min f(x,y)

y2-x=0
x<3

siendo f céncava en X, el conjunto de soluciones factibles y fe C/(R?) Los puntos x ¢ y son
los unicos puntos de X que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker, x las de minimo e y
las de mdximo. Encuentra todos los puntos en los que se alcanza el mdximo y el minimo
y explica el por qué.
ii) (7 puntos) Resuelve el siguiente problema aplicando los teoremas de Kuhn-Tucker:
max/min x>
y2-x=0

x<3

3. (6 puntos) Una empresa textil proporciona camisas y blusas a una tienda que le compra
todo lo que le proporciona. El proceso de produccion incluye corte, costura y empaqueta-
do, utilizando 25 trabajadores en el departamento de corte, 35 en el de costura y 5 en el
de empaquetado y siendo el horario de cada operario de 40 horas semanales. La siguiente
tabla proporciona los requerimientos de tiempo en minutos y los ingresos por unidad en
pesetas para las dos prendas:

minutos por unidad
corte costura empaquetado ingresos
camisas 20 70 12 2000
blusas 60 60 4 3000

i) Determina el programa de produccién semanal de la empresa si pretende maximizar
los ingresos.

ii) Si quisiera contratar mds trabajadores en cada uno de los procesos, jcudntos contrata-
ria 'y con qué sueldo por hora?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2000

1. (4 puntos) Encuentra los diferentes valores de a y 5 para que la forma cuadrdtica Q

o 0 B
cuya matriz de representaciones | 0 1 0 |cumpla:
B 0 6
) {xeR3-{0}/ Q(x)>0}=R>-{0}
i) VxeR:Q(x)=0
2. Sea
max/min f(x,y)
x2+y?<l
X2+y-1=0
x+y=-1

donde fes una funcién diferenciable y céncava en R? y X es el conjunto de soluciones fac-
tibles del problema:
a) (3 puntos) Explica razonadamente si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
i) SizeXy Vf(2)=0, entonces f alcanza en z un maximo respecto de X.
ii) SizeXy VA(z)#0, es seguro que z no es solucién dptima de frespecto de X.
iii) El minimo de fen X puede alcanzarse en un punto de la frontera que no sea vértice.
b) (7 puntos) Sea f(x,y)=2x+2y-(x+y)>.
i)  (Cumplen los puntos (1,0) y (0,1) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Son solucio-
nes Optimas? ;Son unicas?
i1) ;Cumple el punto (0,-1) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Qué se puede concluir
sobre este punto?

3. (6 puntos) Una refineria dispone de tres tipos de petréleo crudo, P, P, y P,. Cada barril de
petrdleo crudo ya refinado produce gasolina y gasdleo. La siguiente tabla indica las cantida-
des en barriles de petrdleo crudo necesarios para producir un barril de gasolina o de gaséleo:

barriles de P, barriles de P, barriles de P,
gasolina 4,5 1,8 3,5
gasdleo 3,5 3,6 1,5

La refinerfa dispone de 1.260 barriles de P,, 900 barriles de P, y 870 barriles de P,. Si

vende cada barril de gasolina a 30 euros y cada barril de gasdleo a 22 euros:

i) Determina el programa de produccién de la empresa para maximizar los ingresos.

ii) Si pudiera disponer de mds petrdleo del tipo P, y P;, /le interesarfa? ;qué cantidad?
(a qué precio?

iii) Si quisiera vender mds barriles de gaséleo de los que produce en la solucién de i),
manteniendo el precio de la gasolina, ;a qué precio deberia vender el gaséleo?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2001

1. Sea f(x,y)=x>+Ay*+Bxy (A,B€R) y el conjunto X={(x,y)eR? / -1=x+y=<l, -1=x-y<l1}.
i) (Para qué valores de Ay B es f convexa en todo R??

(Para qué valores de A y B es festrictamente convexa en todo R??

(Para qué valores de A y B es f cncava en todo R??

ii) Para A=-1, B=0 y utilizando el gradiente de la funcién f, deduce en qué puntos se al-

canza el mdximo y el minimo de dicha funcién respecto a X.

2. Sea el siguiente problema de programacion no lineal:

max (—x+4y)
x>y’
x+y=2
i) Calcula todos los puntos en los que se cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.
ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir acerca de los puntos
obtenidos en i)?

iii) Si nos plantedramos encontrar el minimo del problema, utilizando los teoremas de
Kuhn-Tucker, ;dénde se alcanzaria?, ;porqué?

3. Una empresa produce televisores de 14 y de 25 pulgadas, de los cuales obtiene un be-

neficio de 400 y 500 euros respectivamente. El proceso de fabricacion requiere que cada

televisor pase por tres divisiones distintas de la factorfa. Los televisores de 14 pulgadas

necesitan 1, 3 y 1 horas respectivamente en las divisiones 1, 2 y 3, mientras los televiso-

res de 25 pulgadas requieren 2, 1 y 3 respectivamente. Las divisiones 1 y 2 trabajan un

mdximo de 16 y 18 horas diarias respectivamente mientras la tercera trabaja como mini-

mo 9 horas diarias.

i)  Encuentra la produccién optima diaria si la empresa se propone maximizar el bene-
ficio.

ii) ;Cudl deberia ser el beneficio por televisor de 14 pulgadas si la empresa se planteara
producir unicamente televisores de 25 pulgadas?

iii) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en s6lo una de las divisiones que tiene, jcudl elegiria?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2001

1. Sea el conjunto X={(x,y)eR?/ x>0; y>0} y la funcidn f(x,y)=x“ y%, donde a>0.
i) ;Para qué valores de a es funa funcion estrictamente céncava en X?

ii) ;Para qué valores de a es funa funcion concava en X?

iii) ¢Para qué valores de a es funa funcién convexa en X?

2. Sea el conjunto X={(x,y)eR?/ x=0; 4=y=x?} y la funcién f(x,y)=ax*+bxy+y>.

Se sabe que el punto (1,1) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de mdximo y que
D(l’_l)f(1,1)=3\/§,

i) (Qué valores toman los pardmetros a y b y las derivadas f|(1,1) y £,(1,1)?

Considérese a partir de ahora a=4 y b=-4.

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla

min f'(x,y) indicando los puntos donde se alcanza.
(x,y)eX

iii) Sabiendo que el mdximo del problema se encuentra en un vértice y utilizando los teo-
remas de Kuhn-Tucker, encuentra los puntos donde se alcanza max f(x,y).
(x,y)eX

3. Una empresa produce tornillos y tuercas especiales para lo que dispone de tres maqui-
nas M1, M2y M3 que se han de utilizar sucesivamente. Los tiempos que cada maquina
invierte en producir un tornillo o una tuerca asi como los tiempos disponibles semanales
de cada una de las mdquinas y el beneficio unitario por cada unidad producida vienen ex-
presados en la siguiente tabla:

M1 M2 M3 beneficio (pta.)
tornillo 7 min. 7 min. 3,5 min. 90 pta.
tuerca 4 min. 12 min. 16 min. 100 pta.
tiempo total 7.000 min. 8.400 min. 8.400 min.

i) Sila empresa pretende obtener el mdximo beneficio, encuentra la produccion semanal

optima de tornillos y tuercas.

ii) Si la empresa deseara disminuir el nimero de tuercas producidas incrementando el
beneficio obtenido por los tornillos, jen cudnto lo situarfa?
iii) En las condiciones iniciales, jen cudntos minutos estaria dispuesta la empresa a incre-
mentar los disponibles por la 2.* mdquina? ;ja qué precio?
iv) En las condiciones iniciales, jen cudntos minutos estarfa dispuesta la empresa a incre-
mentar los disponibles por la 1.* mdquina? ;a qué precio?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2002

1. (8 puntos) Sea la forma cuadratica Q definida como
O(x,, x,, X3) =23 + ax3 + ax3 + 2x,x, — 2x,x5; aeR.

i) Encuentra los valores de a tales que 3xeR3 Q(x)=0.
ii) Encuentra los valores de a tales que VxeR3: Q(x)>0.
iii) Encuentra los valores de a tales que 3xeR%/ Q(x)<O0.

2. (14 puntos) Sean X = {(x,y))e R?/y=x?, y<x+2}y
SOo,y) =x2+y? = 2xy + 4x — 4y.
i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla
min f'(x), indicando los puntos en los que se alcanza.

xeX

11
ii) Comprueba que el punto (—,—) cumple las condiciones de Kuhn-Tucker para el
2 4

problema de mdximo de fen X.

11
iii) ;Puede concluirse que el punto (—,—) es un 6ptimo de fen X?
2 4

3. (8 puntos) Una pasteleria artesana produce bizcochos y magdalenas como sus especia-

lidades. Diariamente dispone de 10 docenas de huevos de granja, 18 kilos de harina eco-

I6gica y 24 kilos de azicar de cafa con los que realiza sus especialidades: para producir

una hornada de bizcochos necesita 1 docena de huevos, 2 kilo de harina y 1 kilo de azu-

car, mientras que para producir una hornada de magdalenas necesita 1 docena de huevos,

1 kilo de harina y 3 kilos de azicar. Por cada hornada de bizcochos obtiene un ingreso de

8€ y por cada hornada de magdalenas 6€.

i) Calcula el nimero de hornadas diarias de cada una de las especialidades para que el
pastelero obtenga el ingreso maximo.

ii) Si el pastelero decide disminuir la produccion de bizcochos (Cudl es el ingreso por
las magdalenas a partir del cual consigue su actual objetivo?

iii) Si pudiera incrementar el nimero de docenas de huevos y los kilos de harina diarias,
(en cudnto lo harfa? ;cudnto estarfa dispuesto a pagar por ellos?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2002

1. (10 puntos) Sea el conjunto A={(x,y)eR?/ 0< x<I; 0<y<1} y la funcién
fxy)=ax*+ay?*+2axy.
i) Estudia la concavidad o convexidad de f'en R? para todos los valores de a.
ii) ¢Para qué valores de a se cumple que min f(x) = £(0,0) ?
iii) ;Para qué valores de a se cumple que max f(x) = £(0,0)?
xed

iv) Sea a=2. Utilizando las propiedades extremales halla al menos un punto donde se al-
cance el maximo de fen A.

2. (12 puntos) Sea el conjunto X={(x,y)eR?/ x’<y+2; y<2-x?} y la funcién f(x,y)=y+ax?.

i) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker encuentra los valores de a para los que se
puede asegurar que (0,-2) es un minimo de f'en X. Razona la respuesta.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker encuentra los valores de a para los que se
puede asegurar que (0,-2) no es un maximo de fen X. Razona la respuesta.

iii) Resuelve el problema de programacion no lineal:

Max (y+2x?)
X<y+2
y<2-x?

3. (8 puntos) En una fdbrica se hacen zapatos y botas. Para ello dispone semanalmente

de 120 piezas de cuero y tiene 6 trabajadores que cada uno trabaja 7 horas diarias du-

rante 4 dfas a la semana. Para hacer un par de zapatos se necesitan 4 horas de trabajo y

2 piezas de cuero y para un par de botas 3 horas de trabajo y 3 piezas de cuero. El em-

presario sabe que vende todo lo que produce y que con los clientes fijos tiene vendidos

de antemano 10 pares de botas a la semana.

i)  Siel precio de los zapatos es de 80€ y el de las botas de 75€, encuentra la produccion
semanal que maximiza los ingresos.

ii) ;Entre qué precios mdximo y minimo puede oscilar el precio de los zapatos sin que
varfe la solucién éptima hallada en el apartado anterior?

iii) ;Le interesarfa al empresario contratar un aprendiz que trabaje 4 horas diarias duran-
te 4 dias a la semana a 10€ la hora?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2003

o \/; 0

1. (6 puntos) Sea la forma cuadrdtica: Q(x)="M(x) \/g o 1 | M(x).

0 1 1

i) Encuentra los valores de a para los que se cumple:
a) VxeR3: Q(x)=0; 3z#0/0(z)=0.
b) VxeR3-{0}: O(x)>0.
¢) IxeR3¥Q(x)>0; yeR3/Q(y)<0.

ii) Para a=0 ;cudl es el signo que toma Q(x,,0,x,)?

2. (8 puntos) Sea la funcion

2
X

Sy)=yx-y
2 xX=y

X#Yy

Encuentra las direcciones en las que estd definida la derivada direccional de fen (0,0) y
en (0,1).
(Existe VA(0,0)?, ;existe Vf(0,1)?, por qué? En caso de que existan, calculalos.

3. (10 puntos) Sea la funcién f(x,y)=x>+3y y el conjunto X={(x,y)eR?/ x?+y’<4; x+y<2}.
Plantea el problema de programacién no lineal para esta funcidn objetivo y este conjunto
de soluciones factibles.

i) Encuentra todos los puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, encuentra el minimo de fen X.

iii) Encuentra el mdximo de fen X.

4. (6 puntos) Una industria quimica se dedica a comercializar dos productos de limpieza:
garbiplus y garbinet. Para producirlos utiliza dos tipos de disolventes convenientemente mez-
clados con agua: para producir un litro de garbiplus se utilizan 0,005 litros de disolvente I y
0,006 litros de disolvente II mientras que para producir garbinet se necesitan 0,005 litros
y 0,004 litros respectivamente de disolvente I y II. Las cantidades de disolventes disponibles
por la industria son de 15 litros diarios del de tipo I y 16 litros diarios del de tipo II, y por pro-
blemas de almacenamiento, debe utilizar al menos 10 litros de disolvente tipo I diariamente.
Si por cada litro de garbiplus obtiene un beneficio de 8€ y por cada litro de garbinet 6€.
i) Calcula la produccion diaria de los productos de limpieza que maximice sus beneficios.
ii) Si la industria pretendiera producir Unicamente garbinet, cudl deberfa ser el beneficio
por litro de garbiplus?
iii) Si le ofrecen incrementar la disponibilidad de los disolventes, ;cudntos litros de mas
de cada disolvente estaria dispuesta a adquirir? ja qué precio?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2003

S

1. (4 puntos) Sea M (Q) = 1 con a,BeR la matriz de representacién de un

™ o R
R o ™

forma cuadrdtica.
i) Encuentra los valores de a,f tal que Q sea semidefinida positiva.
ii) Encuentra los valores de a.,f3 tal que {x € R*/ Q(x) >0} = R3 - {0}

2. (5 puntos) Sea f(x,y) = x>y + (y —4)%

i) Estudia la convexidad o concavidad de fen R2yen A= {(x,y) € R>/y=x2+ 1}.
ii) Hallay representa el conjunto B = {(v, v,) € R2— {0} / D f(1, 4) > 0}.

iii) ¢Puede haber en el punto (1,4) un mdximo de frelativamente a A?

3. (12 puntos) Sean X = {(x, y) € R? /x> +y*<4,x+y=<2,y=0} y

f(x,y)=4-x"+2xp-y".

i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, halla el
punto o puntos donde se alcanza el mdximo de fen X y su valor.

ii) Utilizando el gradiente de f'en el tramo de fronterade X {(x, y)e X/ y =0, -2<x <2},
explica qué puntos podrian ser extremos de fen este tramo de frontera.

iii) Comprueba que el punto (—+/2, +/2 ) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker. Sabien-
do que este punto es el tnico del tramo de frontera de X {(x, Ve X/x'+y' = 4}
que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker y utilizando las propiedades extremales
de las funciones céncavas y convexas y los teoremas de Kuhn-Tucker, encuentra al
menos un punto donde se alcanza el minimo de fen X.

4. (4 puntos) Un artesano dispone de 36 g. de cobre, 150 g. de estafio y 30 g. de oro para

confeccionar pendientes y anillos. Para hacer un par de pendientes necesita 2 g. de cobre,

5 g. de estafio y 1 g. de oro mientras que para hacer un anillo necesita 1 g. de cobre, 5 g. de

estafio y 2,5 g. de oro. El artesano vende cada par de pendientes a 20€ y cada anillo a 30€.

i) ¢Cudntas pares de pendientes y anillos debe realizar dicho artesano para maximizar
sus ingresos?

ii) Si pudiera conseguir mds cobre, jcudntos gramos y a qué precio lo haria?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2004

1. (5 puntos) Sea la funcién f(x,y) = |x + y| . Calcular D, |, f(1,-3). (Para qué direcciones
estd definida la derivada direccional de f'en el punto (0,0)?

2. (8 puntos) Para cada una de las siguientes funciones encuentra, si existe, un abierto
convexo donde sea convexa y otro abierto convexo donde sea concava:

D flxy)=

xX+y

i) g(x,y)=In(x+y)

3. ({2 puntos) Sea el problema:
max/ min f'(x, y)

yZSx
y2x—2

siendo f'una funcidn lineal.

i) /Tiene solucidn el problema? En caso afirmativo, indica si los extremos se alcanzan
en el interior o en la frontera.

ii) Si un punto x es solucién del problema ;tiene que verificar las condiciones de Kuhn-
Tucker?

iii) Si los puntos x,, x, verifican las condiciones de Kuhn-Tucker de minimo, indica si en
alguno o algunos de esos puntos se alcanza el minimo del problema y por qué.

iv) Si en (0,0) se alcanza el maximo del problema, siendo los escalares que hacen que se
cumpla la condicién K71 A,;=-1 y 4,=0, encuentra el punto o los puntos en los que la
funcidén alcanza el minimo.

4. (5 puntos) Una floristerfa realiza dos tipos de ramos de flores, tipo A y tipo B, para los

que utiliza lirios y claveles de los cuales dispone de 1800 y 2400 unidades respectivamen-

te; para confeccionar un ramo tipo A utiliza 10 lirios y 20 claveles y para un ramo tipo B

20 lirios y 10 claveles. Por otra parte, saben que no pueden vender mds de 60 ramos tipo

B. Si vende cada ramo tipo A a 20 euros y cada ramo tipo B a 30 euros,

1) Calcular cudntos ramos de cada tipo realizard si quiere maximizar el ingreso.

ii) (A cudnto deberfa vender cada ramo tipo A si quisiera vender mds ramos tipo B?

iii) Si pudiera adquirir mds claveles, jcudnto estarfa dispuesto a pagar por cada uno de
ellos?, jcudntos adquirirfa?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2004

1
1. (8 puntos) Sea f(x,y,z)=2x"+y +—z" +xz+0yz.
2

i) (Para qué valores de a podemos asegurar que f'es convexa en todo R3?
ii) ¢Para qué valores de @ podemos asegurar que fes estrictamente convexa en todo IR3?
iii) ¢Para qué valores de a podemos asegurar que f no es ni convexa ni céncava en todo R3?

2. (12 puntos) Sean X={(x,y)eR?/ y<2-x?; y<x; y2-x} y flx,y)=x>4+9y?+6xy-4x-12y+4.

1) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas hallar el
minimo de fen X.

ii) Utilizando el gradiente de f, ;qué podemos asegurar acerca de los puntos (0,0) y (1,1)?

iii) ¢Verifica el punto (1,1) las condiciones de Kuhn-Tucker? Utilizando los teoremas de
Kuhn-Tucker, ;jqué se puede afirmar acerca de este punto?

iv) ¢Verifica el punto (1/2,1/2) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Se puede asegurar que
es extremo global de f'en X?

3. (10 puntos) Un hospital desea reducir la lista de espera de las operaciones pendien-
tes de rifion y de vesicula. Debido al gran nimero de operaciones pendientes desea rea-
lizar mds operaciones de vesicula que de rifion. Por otra parte, no puede realizar mads de
50 operaciones de vesicula diarias. Cada operacion de rifion requiere la presencia de dos
médicos y se realiza en una hora. Cada operacion de vesicula sélo requiere un médico y
también se realiza en una hora. Para estos tipos de operaciones el hospital tiene asigna-
dos 16 médicos que dedican 5 hora al dia cada uno de ellos y cuenta con 12 quiréfanos
disponibles cada uno de ellos 5 horas al dfa.
i) Maximizar el nimero de operaciones diarias.
ii) ¢Le interesaria al hospital disponer de mds quiréfanos? En caso afirmativo, ;de cuantos?
iii) ;Le interesarfa al hospital contratar mds médicos? En caso afirmativo, ;cudntos con-
tratarfa?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2005

1. (4 puntos) Sea la forma cuadrdtica Q(x) definida por
a -1 0

Ox)="M(x) | 1 1 a | aM(x), donde aeR.

0 a 4

Halla la matriz de representacion de Q(x). Razona para qué valores de a se da cada uno de
los siguientes casos:

i) Paratodo xeR3-{0} se cumple Q(x)<O0.

ii) Para todo xeR3-{0} se cumple Q(x)>0.

iii) Para todo xeR3 se cumple Q(x)30.

iv) Existen x,, x,€R3 tales que Q(x,)<0 y Q(x,)>0.

2
X

2. (10 puntos) Sea la funcién f(x,y) = — y el conjunto X={(x,y)€R?/ x>+ y><5<x+3y}.

y+1
i) Estudia la convexidad o concavidad de fen X.

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones convexas y concavas, halla
max f(x) y todos los puntos donde se encuentra.

xeX

iii)) Comprueba que los puntos (2,1) y (-1,2) cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker de
minimo.

iv) Sabiendo que (2,1), (-1,2), (O, J5) y (0,5/3) son los tinicos puntos de la frontera de X que
cumplen Kuhn-Tucker de minimo, halla min f'(x) y todos los puntos donde se encuentra.

3. (6 puntos) Una compaiifa produce mesas y sillas. Para ello dispone de tres plantas. En
la planta 1 se cortan las piezas de madera, en la planta 2 se realiza el ensamblaje de las
piezas y en la planta 3 se realiza el acabado de los productos. En la tabla se resumen los
horas semanales requeridas para fabricar una unidad de cada producto, asi como el bene-
ficio obtenido por unidad producida. La compaiiia sabe que puede vender la cantidad que
desee de ambos productos con la capacidad disponible en las tres plantas.

Mesas Sillas Horas disponibles
Planta 1 1 3 210
Planta 2 3 3 270
Planta 3 4 1 240
Beneficio (€) 60 30

i)  Sila compaiiia pretende maximizar sus beneficios, formula el problema de programa-
cion lineal y halla la solucién éptima de dicho problema.

i1) ;Entre qué valores debe estar el beneficio por mesa para que la solucién dptima sea la
misma que la obtenida en el apartado anterior?

iii) ¢(En qué plantas seria conveniente aumentar la capacidad horaria semanal disponible?
(Cudnto estarfa dispuesta a pagar la empresa por cada hora afadida a la capacidad
respectiva de estas plantas?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2005

1. (6 puntos) Sea f(x,y,z)=ax’ +by’ +cxz+d |
i) (Para qué valores de a, b, ¢, d es funa forma cuadrdtica definida positiva?

ii) ¢Para qué valores de a, b, ¢, d es funa forma cuadrdtica semidefinida positiva?
iii) ;Para qué valores de a, b, ¢, d es funa funcién convexa?

2

2. (6 puntos) Sea la funcién f(x,y) = |x2 -y

i) Calcula, si es que existen, VA(0,0) y VA(1,0).
ii) Calcula las siguientes derivadas direccionales: D(M) £(0,0), D(1,0) £0,0)y D(o,1> f(1,0).

3. (8 puntos) Sea f(x,y)=5-x"+4xy—4y” junto con
X={x,ye R /x2<y=<4}

i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla
max f(x) indicando los puntos de X en los que se alcance.

xeX
ii) Halla todos los puntos que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker.
iii) ;Es necesario el cumplimiento de las condiciones de Kuhn-Tucker para que en un
punto f alcance su minimo en X?; ;y suficiente?

iv) Halla razonadamente min f'(x).
xeX
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2006

1. (7 puntos) Para cada una de las siguientes funciones halla los valores de a€R para los
cuales es una forma cuadrdtica, y en su caso, clasificala:

) feey)=(Gx+a)

i) gx.y)=(2x-ayy

iii) h(x,y)=(x+ay)’

2. (6 puntos) Sea la funcién f(x,y)=¢€" .

i) (En qué direcciones la derivada direccional de fen el punto (-1,0) es positiva?
i) ;Aumenta el valor de la funcién cuando pasamos del punto (-1,4) a otro suficiente-
mente préximo a él en la direccién (1,1)?

3. (12 puntos) Sea f(x,y) = ax* -y, a€R, y el conjunto
X={(,ye R?/y=x*-1,y=<2}

i) Para los diferentes valores de a estudia la convexidad o concavidad de fen X.

ii) ¢Para qué valores de o cumple el punto (0,-1) las condiciones de Kuhn-Tucker?

iii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, indica para qué valores de o podemos ase-
gurar que el punto (0,-1) es maximo de fen X.

iv) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, indica para qué valores de o podemos ase-
gurar que el punto (0,-1) no es minimo de fen X.

4. (5 puntos) Dos servicios médicos tienen asignados 10 médicos y 6 médicos respectiva-

mente; cada médico atiende como mdximo a 10 pacientes y el coste de cada paciente es

de 10€/dia y 20€/dia respectivamente. Si el presupuesto total diario de ambos servicios

es de 1800€,

i) Encuentra la asignacion diaria de pacientes en cada servicio que maximice el nimero
de personas atendidas.

ii) Si el primer servicio quisiera ampliar el nimero de pacientes atendidos, ;cudntos mé-
dicos deberia contratar para atender al maximo de aquellos?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2006

1. (7 puntos) Sea la forma cuadritica Q(x,y,z)=ax’ +bz" +2yz+cy’. Encuentra los
valores de a,b,ceR para los cuales Q es semidefinida negativa.

2. (8 puntos) Sea la funcion f(x,y)=In(x+ y) y el conjunto X formado por todas las
combinaciones lineales convexas de los puntos (1,0), (1,1) y (0,1). Utilizando las propieda-
des extremales de las funciones convexas y céncavas junto con el gradiente de f, encuentra
los extremos de fen X indicando todos los puntos en los que se alcanzan.

3. (10 puntos) Sean f(x,y)=x"+10x+y’ yX={(x,y) € R?/y2—4<x<5}.

i) Comprueba que los puntos (-4,0) y (5,0) cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker de f
en X.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir acerca de los puntos
del apartado anterior?

iii) Sabiendo que los unicos puntos que verifican KT son, ademds de los anteriores, el
(5,3) y el (5,-3), encuentra el maximo de fen X (razona suficientemente la respuesta).

4. (5 puntos) Dos servicios médicos tienen asignados 10 médicos y 6 médicos respectiva-

mente; cada médico atiende como mdximo a 10 pacientes y el coste de cada paciente es

de 10€/dia y 20€/dia respectivamente. Si el presupuesto total diario de ambos servicios

es de 1800€,

i) Encuentra la asignacion diaria de pacientes en cada servicio que maximice el nimero
de personas atendidas.

ii) Si el primer servicio quisiera ampliar el nimero de pacientes atendidos, jcudntos mé-
dicos deberfa contratar para atender al mdximo de aquellos?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2007

1. (7 puntos) Sea la familia de funciones f(x,y) =x"+y +axy+bx+cy, siendo

a,b,ce R

i) ;Para que valores de a,b,c € R, es una forma cuadratica?

ii) ;Para que valores de a,b,c€ R, es una funcién céncava, convexa o estrictamente
convexa?

iii) ¢(Para que valores de a,b,c € R, se verifica que f (1, 1) =2y V(L) =(2,-2)?

iv) Sabiendo que Vf(1,1) =(2,-2) (Cudl es el valorde D _,, f(1,1)?
(La direccion v = (-3,4) es una direccion de crecimiento de la funcion?

2. (16 puntos). Sea la funcién f (x,y)=x"+y’ —2xy+2x—2y, definida en el recinto

X={(xy)e R /x’ +) <25 ;x20}

i) Hallar los gradientes de la funcién en los puntos (0,-5) y (0,5). Representarlos gréfica-
mente. ;Pueden existir alguin tipo de extremo en dichos puntos?

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encon-
trar el minimo valor de la funciéon f en X y el punto o puntos donde se alcanza, si
es que existe dicho valor minimo.

iii) Comprobar si los puntos (0,-5) y (0,5) verifican las condiciones de Kuhn-Tucker.

iv) (Qué puntos del tramo de la frontera FrX = {(x,y)e R*/x +y" =25 ;x> 0} ve-
rifican las condiciones de Kuhn-Tucker?

v) (Qué podemos concluir sobre el mdximo valor de fen X ? En caso de que exista
(Cudnto vale y donde se alcanza?

3. (7 puntos). Una entidad financiera dispone de 12 millones de euros para la adquisicién

de acciones en bolsa de Iberdrola y Telefonica. El dividendo anual de las primeras es del

12% mientras que el de las segundas es del 8%. En esta situacion, la entidad desea invertir

en acciones de Iberdrola por lo menos tanto capital como en acciones de Telefonica. Tam-

bién decide invertir por lo menos 3 millones de euros en acciones de Telefonica, pero no

mds de 8 millones de euros en acciones de Iberdrola.

1) Encontrar la distribucién de capital de los dos tipos de acciones que maximiza los be-
neficios.

ii) ¢Entre qué valores puede oscilar el dividendo anual de las acciones de Iberdrola para
que no se modifique la solucién encontrada?

iii) Si quisiera invertir mds de 12 millones y tuviera que pedir un crédito, ;qué cantidad
madxima le interesarfa pedir y cudl serfa el interés que estarfa dispuesto a pagar por el
crédito?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2007

1. (9 puntos) Sea la familia de funciones f (x,y)=ax’+(a+b)y’ +2axy+2, siendo

a,be R

i) ;Para que valores de a,be R, es una forma cuadrdtica en R*?

ii) ¢Para que valores de a,he R, es una funcién convexa en R*?
(Para que valores de a,b e R, es una funcién estrictamente céncava en R*?

iii) Para los valores de a =1, b =0, utilizando las propiedades extremales de las funcio-
nes concavas y convexas, encuentra los puntos donde la funcién alcanza los valores
maximo y minimo de f en

X = {(x,y)e R /y>0,y—x<lLx+y< 1} y cuales son esos valores.

2. (10 puntos). Sea la funcion f(x,y) =(x-2)"+y’ definida en R’ y el conjunto
Xz{(x,y)e R*/y' —x<1; y2+xSl}.

i) (Es seguro que la funciéon f alcanza mdximo global y minimo global en X ? Si es
asi, (podrd estar alguno de ellos en el interior de X ?
ii) Encuentra todos los puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

iii) Encuentra los valores max f(x,y) y min f(x,y),y los puntos donde se alcanzan.
(x.p)eX (x,y)eX

Razona suficientemente la respuesta.

3. (6 puntos) Una empresa automovilistica produce dos tipos de vehiculos: coches y fur-
gonetas, de los cuales obtiene un beneficio de 4.000 y 5.000 euros respectivamente. El
proceso de fabricacién requiere que cada vehiculo pase por tres divisiones distintas de la
factoria. Los coches necesitan 1, 3 y 1 horas respectivamente en las divisiones A, B y C,
mientras las furgonetas requieren 2, 1 y 3 respectivamente en las divisiones A, By C. Las
divisiones A y B trabajan un mdximo de 16 y 18 horas diarias respectivamente mientras la
tercera trabaja como minimo 9 horas diarias.
i) Encuentra la produccion 6ptima diaria si la empresa se propone maximizar el beneficio.
ii) ;Cudl deberia ser el beneficio por coche si la empresa se planteara producir tnica-
mente furgonetas?
iii) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en s6lo una de las divisiones que tiene, jcudl elegiria?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2008

1. (7 puntos) Sea la familia de funciones:
f(x,y,z)z x'+2y° +2z" = 2xy+2xz+2ayz, siendo ae R

i) (Para que valores de a € R, es una forma cuadrdtica? Clasificala.

.. ., . 3
ii) ¢Para que valores de a € R, es una funcion concava o convexaen R ?
iii) Parael valorde a =3, ;Cudlesel valorde D_ , f(1,0,1)?

(La direccién v = (-3,0,4) es una direccion de crecimiento de la funcién?

2. (16 puntos). Sea la funcién f (x, y) =4x+4y—x"—y’, definida en el recinto
Xz{(x,y)e R /x +y" <25 ;OSxSyS4}

i) Hallar los gradientes de la funcién en los puntos (0,4) y (3,4). Representarlos gréfica-
mente. ;Pueden existir extremo de frelativo a X en dichos puntos?

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encon-
trar el maximo valor de la funciéon f en X y el punto o puntos donde se alcanza, si
es que existe dicho valor mdximo.

iii) Escribir el problema como un problema de programacién no lineal (en forma candni-
ca) sefialando la funcion objetivo y las restricciones.

iv) Comprobar si el punto (0,0) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker.

v) Sabiendo que en el tramo de la frontera Fr(X) = {(x,y)e X/x +y =25 } solo

NN
podemos concluir sobre el minimo valor de f en X ? En caso de que exista ;Cudnto
vale y donde se alcanza?

5 5
verifican las condiciones de Kuhn-Tucker los puntos (3,4) y ( ) (Qué

3. (7 puntos). Una compaiiia escocesa fabrica dos tipos de whisky de calidades distintas en
funcidn de las calidades de tres tipos de malta: M,, M, y M, utilizadas para su fabricacion.
Del tipo de base M, dispone de 36 unidades, del tipo normal M, dispone de 25 unidades
mientras que de la de mayor calidad M, sélo dispone de 8 unidades. Para la obtencién de
una unidad del whisky normal necesita utilizar 6 unidades del tipo de base M, y 5 unida-
des del tipo normal M,. Para la obtencion de una unidad del whisky de mayor calidad nece-
sita utilizar 6 unidades del tipo de base M, y 4 unidades del tipo de mayor calidad M,.Por
razones de la demanda necesita fabricar como minimo tantas unidades del whisky normal
como del whisky de mayor calidad. El precio en el mercado de cada tipo de whisky es de
20€ para el normal y 30€ para el de mayor calidad.
i) Encontrar la produccién de los dos tipos de whisky que maximiza los ingresos.
ii) ¢(Entre qué valores puede oscilar el precio del whisky normal para que no se modifi-
que la solucién encontrada?
iii) Sabiendo que en el mercado el precio de la malta de mayor calidad M, es de 3€/uni-
dad ;le interesarfa comprarla para aumentar la produccién?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2008

1. (5 puntos) Sea la siguiente familia de formas cuadraticas;
0 (x,x,,x,)= axl2 +ax22 +ax32 +6xx, .

1) Clasifica la forma cuadrdtica para todos los valores de a.

ii) Para a=3, ;jexisten dos vectores z e y tales que Q(2)>0 y O(y)<0?

iii) Para a=4, sea funa funcion polindmica cuya matriz hessiana es
V(x,x,,x,)€e R*: H (x,,x,,x,) = M(Q,). ({Qué puede concluirse sobre la concavi-
dad o convexidad de f ?

2. (9 puntos) Sean la funcién f(x,y)=x+y" —2 y el recinto
X={(x,y)eR*/y' <x, x<2-y, y>0}.

1) ¢Es seguro que la funcion f alcanza mdximo global y minimo global en X? Si es asi,
(podrd estar alguno de ellos en el interior de X?

ii) Encuentra el punto o puntos que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker sélo en el
tramo de frontera {(x,y)e X/y" = x}. Qué podemos concluir sobre ellos?

iii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encuen-
tra max f(x,y).

(x,y)eX

3. (6 puntos) Una empresa produce dos productos P, y P, a partir de tres materias primas

M,, M, y M,. Para producir una tonelada de P, necesita 2 toneladas de M,, 3 de M, y 1 to-

nelada de M,, mientras que para producir una tonelada de P, necesita 3 de M,, 2 de M,y

2 de M,. La empresa dispone actualmente de 100 toneladas de M|, 120 de M, y 60 de M,.

Vende cada tonelada de P, a 400 euros y cada tonelada de P, a 500 euros.

i) Plantea y resuelve el problema de programacién lineal que maximiza el ingreso.

ii) ¢Entre qué cantidades debe estar el precio de P, para que no varie la solucién hallada
anteriormente?

iii) Si el coste de M, es de 100 € por tonelada, ;le interesaria a la empresa conseguir mas
toneladas de esta materia prima?, jcudntas?, jcudl seria la nueva solucién éptima?
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Examen de Matematicas IV
Economia. Junio de 2009

1. (8 puntos) Sea Q(x) la forma cuadrdtica definida por:
O(x,y,z)=ax’ +2ay’ +z" +4xy+2xz,con ae R.

i) ¢Para qué valores de a es Q(x) una forma cuadrdtica definida positiva? ;Y semidefi-
nida positiva?

ii) (Para qué valores de a es Q(x) una forma cuadrdtica definida negativa? ;Y semidefi-
nida negativa?

iii) Para a =2 y utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y con-
vexas, determinar el conjunto {(x, y,z)e R*/Q(x, y,z) = 0}.

2. (6 puntos) Una persona dispone de 9.000€ que desea invertir en dos tipos de bonos A

y B. El interés de los bonos de tipo A es de 2% y de los de tipo B 3,5%. Si desea invertir

en los de tipo A como minimo 4.000€ y al menos lo mismo que en los de tipo B,

i) Obtener el capital que se debe invertir en cada tipo de bonos para maximizar el bene-
ficio.

ii) ;Entre qué valores puede oscilar el interés de los bonos de tipo B sin que cambie la
solucién anterior?

3. (10 puntos) Dada la funcién f(x,y)=x"+y’ +2xy—8x -8y, y el conjunto:
X={(x,y)eR* :(x-2)" < y<x},

i) ;Puede concluirse directamente (examinando fy X) si f alcanza un mdximo y un mi-
nimo en X?
ii) Obtener el mdximo y el minimo valor de f'en X utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker.
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Examen de Matematicas IV
Economia. Septiembre de 2009

1. (4 puntos) Usando la clasificaciéon de las formas cuadrdticas, demostrar que si
fx,y)=ax’ +2y", g(x,y)=x" -y’ +6xy y a>4, entonces para todo (x,y)e R” se
cumple f(x,y) = g(x,y). (Se verifica f(x,y)= g(x,y) para alglin punto?

2. (4 puntos) Sea f:R’—R diferenciable que verifica, Dy, fLD=5y

2
D, fAD= 7 ¢(Qué valor o valores puede tomar D, f(1,1)?

3. (6 puntos) Para la campafia de verano un banco dispone de 100 millones de euros para

créditos a particulares y empresas con las siguientes condiciones: al menos la mitad del

dinero disponible debe ser para particulares y el 30% del dinero para particulares junto

con el 50% para empresas no debe ser superior a 35 millones de euros. Si el tipo de inte-

rés a particulares es del 2% y a empresas del 4%,

i) ¢Cudnto dinero destinard a cada colectivo si pretende maximizar el interés que obtie-
ne de los créditos concedidos?

i) ;Aumentarian los beneficios del banco si el porcentaje minimo destinado a préstamos
a particulares se redujera del 50% al 30%?

iii) Si el tipo de interés para las empresas se mantiene en un 4%, ;cudnto deberia aumen-
tar el interés de los préstamos destinados a particulares para que la cantidad destinada
a las empresas en el optimo disminuya?

4. (10 puntos) Sean X ={(x,y)e R’ /x’ +y" <2, x<y, x>—y} y
Sy =(e=1)7"+)".

11
i) (Cumplen (—,—) y (1, 1) las condiciones de Kuhn-Tucker? Aplicando los teoremas
2 2

de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir sobre ambos puntos?
¢
ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encuen-

tra max f(x,y) y todos los puntos en los que se encuentra.
(x,p)eX
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2009

1. (4 puntos) Usando la clasificacion de las formas cuadrdticas, demostrar que si
f(x,y)=ax’ +2y", g(x,y)=x"—y" +6xy y a >4, entonces para todo (x,y)e R’ se
cumple f(x,y) = g(x,y). (Se verifica f(x,y)= g(x,y) para algtin punto?

Veamos que

V(x,y)e R': f(x,y)2g(x,y)= f(x,y)—g(x,¥)=0

o lo que es lo mismo:
V(x, e R : f(x,y)-g(x,y)=ax"+2y" -x"+ )" -6xp=(a-1)x" +3y" -6xy20.
Por lo tanto, la funcién f — g es una forma cuadrdtica. Su matriz de representacion serd:
v - ( a-1 —3)
f-e) 3 3
Calculamos sus menores principales,
Menores principales de orden 1: {a —1, 3}

Menores principales de orden 2: |M(f - g)| =3a-12.

Para a>4 y V(x,y)e R’, f — g es una forma cuadrética definida positiva, es decir,

V(x,y)e R’y a>4, f(x,y)—g(x,y) =0

Y por tanto, V(x,y)e R’ y a >4, se cumple f(x,y)> g(x,y)
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(Se verifica f(x,y) = g(x,y) para algin punto?

Como la funcién f — g es definida positiva, se tiene,
Para todo punto (x, y) #(0,0) — f(x,»)—g(x,»)>0 y f(0,0)—g(0,0)=0

Luego, f(0,0)= g(0,0)

2. (4 puntos) Sea f:R*— R diferenciable que verifica, Dy, fL)=5y

2
D, fL)= 7 ¢(Qué valor o valores puede tomar D, f(1,1)?

Al ser la funcion diferenciable en todos los puntos de R? , Se tiene:

LODAAD+ AADLWLY LA+ ALY

DVf(lyl)f(l’l) = D(f,(lyle;(l‘l))f(l’l) = 5 5 5 5 5 =
NS AD+ D) NS AD+ D
=S LA+ L) =5
Y por tanto: f*(1,1)+ £ (1,1) =25 )
Sabiendo que:
L) - 71,1 2
PR R ARG N CRRPNIP Y o
2 2

Ademds de (1) y (2), dependiendo de cudl sea la funcion f, se obtiene el sistema de ecuaciones

LD+ £, =25

}:flz(l,l)+(fl(l,l)—1)2 =25=27"(L)-2£(,1)-24=0=
fl(lal)_fz(lal)zl

SAD =4, 7,0,1)=3.
- £ =-3, £.(,1)=—4.

De donde obtenemos que la derivada direccional de la funcién f en el punto (1,1) podria to-
mar los valores:

SAD+£A1) 4+3 7

D, f(,1)= —
wf GD="00 NRND
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3-4 7

D, fL)=—— =
VALY NG NG

3. (6 puntos) Para la campafia de verano un banco dispone de 100 millones de euros para

créditos a particulares y empresas con las siguientes condiciones: al menos la mitad del

dinero disponible debe ser para particulares y el 30% del dinero para particulares junto

con el 50% para empresas no debe ser superior a 35 millones de euros. Si el tipo de inte-

rés a particulares es del 2% y a empresas del 4%,

i) ;Cudnto dinero destinard a cada colectivo si pretende maximizar el interés que obtie-
ne de los créditos concedidos?

ii) (Aumentarian los beneficios del banco si el porcentaje minimo destinado a préstamos
a particulares se redujera del 50% al 30%?

iii) Si el tipo de interés para las empresas se mantiene en un 4%, ;cudnto deberfa aumen-
tar el interés de los préstamos destinados a particulares para que la cantidad destinada
a las empresas en el optimo disminuya?

i) ;Cudnto dinero destinard a cada colectivo si pretende maximizar el interés que obtie-
ne de los créditos concedidos?

Se consideran las variables:
x,: millones destinado a créditos a particulares

x,: millones destinado a créditos a empresas

A x, (millones)
M,
max[0,02x, +0,04x, ] N
M, :x +x, £100.000.000
M, :0,3x, +0,5x, <35.000.000 (75,25)
X, =0, X, >0 X1 (millones)
(50,0) (100,0) M;

M,

Llamando m ;A la pendiente de las curvas de nivel de la funcién objetivo y m, ym, a las
pendientes de las rectas correspondientes a las restricciones

3
—o<m =-1<m, =-—<0
5
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1
Se tiene m, < m,_ =——. Teniendo en cuenta las pendientes, obtenemos que la funcién objetivo

alcanza su maximo valor en (50,40).

El 6ptimo se obtiene destinando 50 millones de euros a particulares y 40 millones a las em-
presas, obteniendo de esta manera un interés de, 2.600.000€.

i) ;Aumentarfan los beneficios del banco si el porcentaje minimo destinado a préstamos
a particulares se redujera del 50% al 30%?

Como podemos ver en la siguiente figura, en este caso la solucion se alcanza en (30,52) y el
interés serd de 2,68 millones de euros.

A X, (millones)

M

X1 (millones)

(30,00  (100,0)

iii) Si el tipo de interés para las empresas se mantiene en un 4%, ;cudnto deberfa aumen-
tar el interés de los préstamos destinados a particulares para que la cantidad destinada
a las empresas en el 6ptimo disminuya?

Llamando A al interés de los préstamos a particulares, para que la cantidad destinada a em-
presas en el 6ptimo disminuya se tendrd

A 3
m, =———3<m, =——=A>0,024.
' 0,04 5

Por tanto, el interés tendrd que ser superior al 2,4%
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4. (10 puntos) Sean X ={(x,y)e R*/x"+)y’ <2, x<y,x>-y} y

flny)=(x-1)"+y".

11
i) (Cumplen (— —) y (1, 1) las condiciones de Kuhn-Tucker? Aplicando los teoremas

de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir sobre ambos puntos?

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, encuen-
tra max f(x,y) y todos los puntos en los que se encuentra.

(x,y)eX

Escribimos el problema en su forma estdndar:

max/ min[ (x —1)" + y"]

g'(x,y)=x2+y2—2SO
g (x,y)=x-y<0

g (x,y)=-—x-y<0

Las condiciones de Kuhn Tucker para el problema se escriben

KT1: Vf(x,y)+AVg (x,»)+A,Vg (x,»)+A,Vg (x,) = (0,0)

2x-2 2x 1 -1] [o
2y 2y -1 -1 0
{2x—2+27\.1x+7u2—7»3=0.

2y+2hy—A, =\, =0.

KT2: Mg'(x,y) =7 (x*+1y"=2)=0
Mg (x,y)=h(x-y)=0
Mg (x,y)=A(—x—-y)=0

KT3: g'(x,y)=x"+1y"=2<0
g (rny)=x-y=<0
g ny)=-x-y<0

KT4: A 20,A, 20,A, 20 min
A <0,A, <0,A, <0max
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de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir sobre ambos puntos?

11
i) ;Cumplen (—,—) y (1, 1) las condiciones de Kuhn-Tucker? Aplicando los teoremas
22

11
Veamos si el punto (—,—) cumple las condiciones de KT:
22

—1+A +A, —A, =0
KTI:
I+A A, A, =0

Sustituyendo en K71
-1+A, =

=\ =
1-A, =

KT4: L, =0,A, =1,A, =0

11
En conclusidn, el punto (— , —) cumple las condiciones de KT de minimo.
22

Veamos el punto (1,1):

20 +A, =7, =0
KTI:
2420 A, =7, =0

KT2:  Ag'(L)=10=0.
g (L)=20=0.

Lg' (L) =X(-2)=0=2,=0.
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Sustituyendo en KT1:
20 +A, =0
2420 —-A, =0

KT3: ¢'(1,1)=0, g’(1,1)=0, g'(1,1)=-2<0.
1

KT4: A, =——, A, =11, =0
5 ;

En conclusién, el punto (1,1) no cumple las condiciones de KT.

Para aplicar los teoremas de KT hay que comprobar si se cumplen las condiciones de regu-
laridad:

R1: f, g, g2, g° diferenciables en R”.

R2: g2y g% son lineales luego convexas en R’
, 2 0
g'eC*(R") escribimos su matriz hessiana: H  (x,y) = .
£ 0 2

Esta matriz es definida positiva, luego g' es convexa en R”.

[ 1Y
g0, =0+ — | —2<0
2 2

B 1
R3: 1g°(0,—)=0-—<0
2 2

L1 1
g(0,—-)=-0-—-<0
| 2 2

2 0
R4: feC2(R?), su matriz hessiana serd: H (x,y)= (0 5 ),

2
luego fes convexaen R

Se cumplen R1, R2, R3 y R4 (f convexa), por lo tanto, las condiciones de KT son necesarias

- . . 11 .. .
y suficientes para minimo. Podemos concluir que el punto (—,—) es un minimo y se tiene:
22

) 11 1
min f(x,y)=f -~ |==
(x)eX 2 2 2
Ademds, al cumplirse las condiciones R1, R2 y R3, se tiene que, todo 6ptimo tiene que cum-

plir necesariamente las condiciones de KT. En conclusion, el punto (1,1) no es dptimo puesto
que no cumple las condiciones de KT.
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ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encuen-

tra max f(x,y) y todos los puntos en los que se encuentra.
(x.)exX

ii) Como f es continua y el conjunto X es compacto existe max f(x, y), ademds, por las
(x,p)eX

propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas sabemos que el maximo
se alcanza en un vértice.

Los vértices del conjunto son (-1,1), (0,0), (1,1) y los punto de la frontera de X que perte-
necen a la circunferencia x* +y’ =2.
Utilizamos las condiciones necesarias de extremo local condicionado de f condicionado

a x" +y" =2, para descartar puntos. Para ello, escribimos la funcién lagrangiana
Ly, ) =(x=1) "+ +A(x"+y" -2)
anulamos sus derivadas parciales y resolvemos el sistema

L(x,y,A)=2x-2+2Ax=0
L(x,y,A)=2y+2hy=0,=2y(1+A)=0=

{y=0:>x=i\/5

A =—-1= -2 =0,n0 hay solucion
L(x,y,\A)= x +y2 -2=0

Como (\/E 00 X, (—\/5 ,0)¢ X, el maximo se encontrard en los vértices (0,0) 6
(-1,1) ya que hemos visto que el punto (1,1) no puede ser 6ptimo .

Y siendo, f(0,0)=1y f(-1,1)=5, se tiene:

max f(x,y) = f(-1,1)=5.

(x,y)eX
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2009

1. (8 puntos) Sea Q(x) la forma cuadrética definida por:
O(x,y,z)=ax’ +2ay’ +z" +4xy+2xz ,con ae R.

1) ¢Para qué valores de a es O(x) una forma cuadrdtica definida positiva? ;Y semidefi-
nida positiva?

ii) ¢;Para qué valores de a es Q(x) una forma cuadrdtica definida negativa? ;Y semidefi-
nida negativa?

iii) Para a =2 y utilizando las propiedades extremales de las funciones cdncavas y con-
vexas, determinar el conjunto {(x,y,z)e R*/Q(x, y,z) = 0}.

i) y ii) Vamos a clasificar la forma cuadratica utilizando el criterio de los menores principales,
a 2 1
para ello, escribimos su matriz de representacion: M(Q)=|2 2a 0

1 0 1
Calculamos los menores principales de esta matriz en funcién de a:
Menores principales de orden 1: {a, 2a, 1}

Menores principales de orden 2: {2a” —4, a—1, 2a}

Menores principales de orden 3: |M(Q)| =2a"-2a-4.

La forma cuadrdtica Q es definida positiva si y sélo si todos los menores principales de
M(Q) son positivos, en nuestro caso:

a>0,

2a2—4>0,(a>\/56a<—\/5),
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a-1>0,(a>1)
2¢° —2a—-4=(a+1)a-2)>0,(a<-16a>2).

Por tanto, para a > 2, Q es definida positiva.

La forma cuadrética Q es semidefinida positiva si y sélo si todos los menores principales
de M(Q) son mayores o igual a cero y |M(Q)| = 0, en nuestro caso:

Por tanto, para a =2, Q es semidefinida positiva.

Hay un menor de orden 1 positivo, por tanto, no hay ningin valor de a que haga la forma
cuadrdtica Q definida o semidefinida negativa.

iii) Para a =2 y utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y con-
vexas, determinar el conjunto {(x,y,z)e R’ /Q(x, y,z) =0}.

Para a =2, se tiene O(x, y,z) =2x" +4y” +z" +4xy + 2xz, la forma cuadritica es semidefi-

nida positiva, es decir, V(x, y,z)e R’ : O(x, y,2) 2 0.

. . 3 .
Por tanto, el conjunto a determinar {(x,y,z)e R /Q(x, y,z) =0} es el conjunto de puntos
donde Q alcanza su minimo valor. Para encontrar estos puntos, veamos primero que Q es
una funcion convexa.

Se tiene que Qe C (R y su matriz hessiana serd

H,(x,y,z) =

[ NS S

4 2
8 0
0 2

Esta matriz es semidefinida positiva, sus menores principales son mayores o igual a cero y
3
|HQ (x,, z)| =0, por tanto, Q es convexa en R,

Utilizando las propiedades extremales de las funciones convexas sabemos que en los puntos
donde se anula el gradiente de Q la funcion alcanza un minimo.

VO(x,y,z)=(4x+4y+2z,8y+4x,2z+2x)=(0,0,0) = x=—z,2y =z

Por tanto,

{(x,y,2z)€ RB/Q(x,y,z)ZO}z{(x,y,z)e R /x=-z, 2y =z}.
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2. (6 puntos) Una persona dispone de 9.000€ que desea invertir en dos tipos de bonos A y

B. El interés de los bonos de tipo A es de 2% y de los de tipo B 3,5%. Si desea invertir en

los de tipo A como minimo 4.000€ y al menos lo mismo que en los de tipo B,

i)  Obtener el capital que se debe invertir en cada tipo de bonos para maximizar el bene-
ficio.

ii) (Entre qué valores puede oscilar el interés de los bonos de tipo B sin que cambie la
solucién anterior?

Consideramos las variables:
x, :bonos tipo A

x, :bonos tipo B

Y2 A
M
max[0,02x, +0,035x, ] "
M, :x, +x, <9.000
M, :x 2x, (4.000,4.000) \(4:.500,4.500)
M, : x, = 4.000
4 20.%, 20 (9.000,0)
(4.000,0) %,

i)  Obtener el capital que se debe invertir en cada tipo de bonos para maximizar el bene-
ficio.

La pendiente de la recta M, es -1 y se tiene:

—o<m =-1<0

20
Y siendo la pendiente de las curvas de nivel de la funcién objetivo m, = —— > -1, podemos

ver en el gréafico que la solucidn se alcanza en el punto (4.500, 4.500).

La solucién éptima es invertir 4.500<€, tanto en bonos tipo A como tipo B, obteniendo unos
beneficios de 247,5 €.
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ii) ;Entre qué valores puede oscilar el interés de los bonos de tipo B sin que cambie la
solucién anterior?

0,02
Llamando b al interés de los bonos B, se tiene m, = —T. Y, para que la solucién no

cambie se tiene:

0,0
—1<m/ =——<0=5b>0,02.
b

El interés de los bonos B deberd ser mayor del 2%, para que la solucién no cambie.

3. (10 puntos) Dada la funcién f(x,y)=x"+y’ +2xy—8x—8y,y el conjunto:
X={(xy)eR :(x-2)" <y<x},

i) (Puede concluirse directamente (examinando f'y X) si falcanza un mdximo y un mi-
nimo en X?
ii) Obtener el mdximo y el minimo valor de f'en X utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker.

1) ;Puede concluirse directamente (examinando f'y X) si f alcanza un mdximo y un mi-
nimo en X?

fes una funcién continua y X es un conjunto compacto (cerrado y acotado), por tanto, f al-
canza en X el mdximo y el minimo valor.

A
(4,4)
(2,2
1,1 (3.1
3 1 >
247 2,0) "
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ii) Obtener el mdximo y el minimo valor de f'en X utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker.

Escribimos el problema su forma estdndar:

max/ min[x’ + y” +2xy —8x —8y]
g (x5y)=(x-2)-y<0

g (x,y)=y-x<0

Las condiciones de Kuhn Tucker para el problema serdn:
KT1: Vf(x,y)+AVg (x,)+1,Vg (x,3) = (0,0)
|:2x+2y—8]+xl [2x—4:|+th [—1] _ [o] .
2y+2x-8 -1 1 0
2x+2y-8+A(2x—4)-A, =0
{2)/+2x—8—7»1 +A,=0
KT2: klg'(x,y) = 7»1(()6—2)2 -y)=0
he () =A(y-x)=0
KT3: g'(x,y)=(x=2)"—y<0

g (x,y)=y-x<0
KT4: A 20,A, 20 min
A, 0,2, <O0max
De KT?2 consideremos los casos siguientes:
a A =A=0
b A =g (xy)=0
0 A =g(xy)=0

d gxy)=g(xr=0

a) A =MA=0
2x+2y—-8=0 —_—
Por KT1 ={xy)eX/x+y=4;=(2,2)3,1).
2y+2x-8=0

Estos puntos cumplen las condiciones de KT de mdximo y de minimo.
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b A =g (x,»)=0

2x+2y—-8-A, =0
KTI: 2y +2x-8+4, =0 b= (2,2)€ X, A, =0,

y—x=0

o A=g(x»=0

2x+2y—8+A (2x—4)=0 (B.)e X, =0.
KTI: 2y+2x-8-X =0p,=19(3 1
—— e X, A =—
(x—2)2—y=0 2 4

31 9 .
—,— |con A, =——y A, =0 (KT mdximo).
2 4 2

(x=2) =y=0

d) gl(x,y)=g2(x,y)=0=>{ }=>(1,1)Y(4,4)-

y—x=0

Veamos si el punto (1,1) cumple KT:

—~4-2\ %, =0
—4-A+A =0

El punto (1,1) no cumple las condiciones de KT.

Veamos si el punto (4,4) cumple KT:

8+4h —A, =0 16 40
b S>Ah=——,A=—.
8—A +A, =0 3 3
16 .. .
El punto (4,4) con A, = ——, A, = —— cumple las condiciones de KT de mdximo.
3 3

En resumen se tiene:

Todos los puntos de (2,2)(3,1) cumplen las condiciones de KT de minimo.

— (3 1
Todos los puntos de (2,2)(3,1), (—,—) y (4,4) cumplen las condiciones de KT de mdximo
2 4
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Pasamos ahora a comprobar las condiciones de regularidad para utilizar los teoremas de K-T:
R1:f, g'y g2 diferenciables en R* (funciones polinémicas).
R2: g'y g2 son convexas en R?,
g* funcién linealy g' € C*(R") 'y, H (x,y)= ((2) 2) (semidefinida positiva),
luego, g' convexa en R?.

R3:g'(2,1)<0, g (2,1)<0

2 2
R4: fe C*(R’), sumatriz hessiana serd H (x,y)= [2 2) luego,

2
fesconvexaen R”.

Entonces, todo punto que cumple las condiciones de KT de minimo es minimo del problema.

La funcion alcanza minimo en todos los puntos del conjunto (2,2)(3,1) y se tiene

min f(x,y)=-16.

(x,p)eX

Como fes continua y X es compacto, sabemos que f alcanza mdximo en X, y el punto o los
puntos en los que lo alcanza tienen que cumplir las condiciones de KT de maximo. Evalua-
mos la funcidn en estos puntos y se tiene:

(2

274 16

El mdximo se alcanza en (4,4) y se tiene max f(x,y)= f(4,4)=0.
YeX

(x.y)e
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2008

1. (5 puntos) Sea la siguiente familia de formas cuadrdticas;
2 2 2
0 (x,x,,x,)=ax, +ax, +ax, +6xXx,.

1) Clasifica la forma cuadrdtica para todos los valores de a.

ii) Para a=3, ;jexisten dos vectores z e y tales que Q(z)>0 y O(y)<0?

iii) Para a=4, sea funa funcion polindmica cuya matriz hessiana es
V(x,x,,x,)€e R*: H (x,,x,,x,) = M(Q,). ({Qué puede concluirse sobre la concavi-
dad o convexidad de f?

i) Clasifica la forma cuadrdtica para todos los valores de a.

Para cada a, escribimos la matriza asociada a la correspondiente forma cuadrdtica:

a 3 0
M(Q,)=|3 a 0| ysusmenores principales son:

0 0 a

ordenl: {a,a,a}
orden?: a’ -9, a’, az}

orden3: a’ —9a =a(a’ —9)

Por lo tanto, siendo |M(Q,)| = a(a® -=9)=0 = { se tiene:
a=323
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(0 <-3 Definida Negativa

a=-3 Semidefinida Negativa
-3<a<0 Indefinida

VYae R4a=0 Indefinida
0<a<3 Indefinida
a=3 Semidefinida Positiva
la >3 Definida Positiva

ii) Para a=3, ;jexisten dos vectores z e y tales que Q(2)>0 y O(y)<0?

NO. Para a=3 la forma cuadrdtica es semidefinida positiva, es decir,
Vxe R :0(x)20 A Fy#0/0(y)=0

por lo que no existe ningtin punto donde la forma cuadrdtica tome valores negativos.

iii) Para a=4, sea funa funcién polinémica cuya matriz hessiana es
3 ~ . .
V(x,x,,x)e R+ H (x,x,,x)=M(Q,). ;Qué puede concluirse sobre la concavi-
dad o convexidad de f ?

Para a=4, la forma cuadrdtica cuya matriz de representacion es M (Q,),Vxe R’ es definida

positiva. Entonces, como Vxe R’ H ,(x) =M(Q,) setiene que fes estrictamente convexa.

2. (9 puntos) Sean la funcién f(x,y)=x+y’ —2 y el recinto
X={(x,y)eR/y <x, x<2-y, y>0}.

1) ¢Es seguro que la funcién f alcanza mdximo global y minimo global en X? Si es asf,
(podrd estar alguno de ellos en el interior de X?

ii) Encuentra el punto o puntos que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker sélo en el
tramo de frontera {(x,y)e X /y’ = x}. ;Qué podemos concluir sobre ellos?

iii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, encuen-
tra max f(x,y).

(x,y)eX

i) ¢Es seguro que la funcién f alcanza mdximo global y minimo global en X? Si es asf,
(podrd estar alguno de ellos en el interior de X?

El recinto X es un conjunto compacto (cerrado y acotado).
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(I,

i\ o 1 o

(0,0)

La funcién f es continua en todo R” y por lo tanto también en X, por lo que es seguro que f
alcanza maximo y minimo global en X.

Para que la funcion f alcance extremo en el interior de X, es necesario que se anule el gra-
diente de f'en algin punto interior de X

fl(xay)=1
fi(x,y)=2y

seguro, entonces, que los extremos de la funcién no se encuentran en el interior del conjunto,
y por tanto, estardn en la frontera.

}: Vi(x,y)=(1,2y) #(0,0), el gradiente no se anula en ningtin punto, es

ii) Encuentra el punto o puntos que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker sélo en el
tramo de frontera {(x, y)e X/ y’ = x}. Qué podemos concluir sobre ellos?

El problema escrito en forma canénica, es el siguiente:

max/ min [x +y - 2]

gl(x,y)=—x+y2 <0
gz(x,y)=x+y—2£0

g (x,y)=-y<0
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Si sélo queremos estudiar el tramo de frontera {(x, y)e X/y’ = x} tendremos que:

g (xy)=—x+y =0 rg'(x,1)=0
g (x,y)=x+y-2<0 y por KT2 lzgz(x,y):0:>7u2:0
g (x,y)=-y<0 g (x,y)=0=1,=0

Escribiendo KT1 para A, =A, =0 se tiene:
Vf (x, )+ 1 Vg (x,) =(0,0)
1 -1 0 I-A,=0—>A =1
+A, = =
2y 2y 0 2y+A2y=0—-y=0
Para y =0, se tiene: g'(x,y)=-x+)y =-x=0—->x=0,

obtenemos un tnico punto (0,0) que verifica KT1 y KT2. También verifica KT3 puesto que
el (0,0)e X yKT4 de minimo con A, =1>0,A, =0,A, =0.

Para poder concluir si este punto es un extremo, es preciso analizar las condiciones de regu-
laridad y asf poder utilizar los teoremas de Kuhn-Tucker:

Rl:. f,g',g’,g son diferenciables en todo R*puesto que son polinémicas.
R2.: g',g’, g sonconvexasen R”.
g’, g son lineales, luego son convexas en R’ y, siendo g' € C*(R’) escribimos su

0 0 ]
matriz hessiana H  (x,y) :|: :| es semidefinida positiva, luego g también es
¢ 0 2

convexaen R,
R3.. dx e IntX, porejemploelx = (1/ 2, 1/ 2) en donde las restricciones valen:
g (X)=-1/4<0,g’(¥)=-1<0,g’(¥)=-1/2<0

R4.: la funcién f es convexa en R’, puesto que f e C*(R*) y su matriz hessiana
0 O . . . ..
H (x,y)= es semidefinida positiva.
0 2

Por lo tanto, las condiciones de Kuhn-Tucker son necesarias para maximo y suficientes para
minimo. Como el punto encontrado verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de minimo en-
tonces es seguro que el (0,0) es el minimo global.
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iii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encuen-
tra max f(x,y).

(xp)eX

El recinto X es convexo y como la funcion es convexa en X, si f alcanza mdximo, al me-
nos uno de ellos serd vértice de X, por lo tanto, se encontrard entre los puntos siguientes:

{(0,0,(2,0),(,D}U{(x, ) e X /" =x} .

Como en el tramo de frontera {(x,y)e X/y" =x} no hay ningtin punto que pueda ser
méximo, sélo quedan los puntos {(0,0),(2,0),(1,1)}

Sabiendo que el punto (0,0) es un minimo, el maximo se alcanzard en (2,0) 6 (1,1).

Como f(2,0) = f(1,1) = 0 ambos puntos son maximos y se tiene que max f(x,y)=0
(x,y)eX

Siendo facil comprobar que no puede haber ningtin otro punto donde la funcién alcance el
maximo.

3. (6 puntos) Una empresa produce dos productos P, y P, a partir de tres materias primas

M,, M, y M,. Para producir una tonelada de P, necesita 2 toneladas de M,, 3 de M, y 1 to-

nelada de M, mientras que para producir una tonelada de P, necesita 3 de M|, 2 de M, y

2 de M,. La empresa dispone actualmente de 100 toneladas de M,, 120 de M, y 60 de M.

Vende cada tonelada de P, a 400 euros y cada tonelada de P, a 500 euros.

i) Plantea y resuelve el problema de programacién lineal que maximiza el ingreso.

ii) ¢Entre qué cantidades debe estar el precio de P, para que no varie la solucién hallada
anteriormente?

iii) Si el coste de M, es de 100 € por tonelada, ;le interesaria a la empresa conseguir mas
toneladas de esta materia prima?, jcudntas?, jcudl seria la nueva solucién éptima?

i) Plantea y resuelve el problema de programacién lineal que maximiza el ingreso.

Consideramos las variables

max[400x, + 500x2]

X, :numero de Tnde P, M, :2x +3x, <100

1

x, :namero de Tn de P, M, :3x +2x, <120
M,: x +2x,<60

3

x20,x,20
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Valorando la funcién objetivo
en los vértices:

£(40,0)=16.000€

£(32,12)=18.800€
£(20,20)=18.000€
£(0,30) = 15.000€

M Ms

Debe producir 32 Tn. de P, y 12 Tn. de P, obteniendo unos ingresos mdximos de
18.800<.

ii) (Entre qué cantidades debe estar el precio de P, para que no varie la solucién hallada
anteriormente?

400
La pendiente de la funcién objetivo es m .= A =———, donde, p, es el precio de venta
P,
por Tn. de P, y p, el precio de venta por Tn. de P,. Para que no varie la solucién éptima en-
contrada, la pendiente de la funcion objetivo debe estar comprendida entre las pendientes de

. . 3 400 2
las restricciones M, y M, : ™, <M, <M, egdecir, —— < ———< ——
P, 3

de donde el precio de P, debe estar comprendido entre:

800
—< p, <600
3

iii) Si el coste de M, es de 100 € por tonelada, ;le interesaria a la empresa conseguir mas
toneladas de esta materia prima?, ;jcudntas?, jcudl seria la nueva solucién 6ptima?

Para maximizar el ingreso se necesita toda la cantidad disponible de M : 2-32+3:12=100, lue-
g0, le interesa disponer de mds cantidad de M, y asi mejorar el dptimo. Al aumentar M| la
solucidn pasa al punto (30,15), y se tiene

57



, /3015~ £(32,12) _ 1950018800

1 =140 €/Tn
105100 5

Le interesaria adquirir como mdximo 5 Tn. a un precio inferior a 140 euros por tonelada. La
nueva solucién éptima serfa 30 Tn. de P, y 15 Tn. de P,
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2008

1. (7 puntos) Sea la familia de funciones: f (x,y, z) =x"+2y" +2" = 2xy+2xz +2ayz
siendo ae R

i) (Para que valores de a € R, es una forma cuadrdtica? Clasificala.

.. .2 , 3

ii) (Para que valores de a € IR, es una funcion céncava o convexa en R”?

iii) Para el valor de a =3, ;Cudl es el valor de D,/ (1,0,1) 7 ;La direccion v = (-3,0,4)
es una direccion de crecimiento de la funcion?

i) (Para que valores de a € R, es una forma cuadrdtica? Clasificala.

3 3
Una forma cuadrdtica en R* es una funcién de la forma f(x,,x,,x,) = 2 z a,xx, ,cona;

=1 j=1

nimeros reales dados para cada i, j € {1, 2, 3}. Por lo que Vae R, fes una forma cuadréti-
cay su matriz asociada sera:

1 -1 1 orden1 — {1,2,1}
M (f) =|-1 2 a|, siendo sus menores principales : | orden2 — {1, 0,2- az}

1 a 1 orden3 — —a’ —2a—1
Veamos que valores de a anulan su determinante:
|M (f)| =—a"-2a—1=0—->a=-1 que es una raiz doble, luego

a < -1 — Indefinida
Va e R4 a =-1— Semidefinida Positiva

a > —1 — Indefinida
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.o .z e 3
ii) ¢Para que valores de a € R, es una funcion céncava o convexa en R™?

Como f € C’ (]R3 ), hallamos su matriz hessiana H[ (x, y,z)

S (x,y,2)=2
Ji(x,y,2)=2x-2y+2z —f,(x,y,z)=-2

S (x,y,2)=2

£, (x.y,2) =2
L, y,z)=4y—2x+2az =>4 f,(x,y,z)=4 luego

|/ (x,¥,2) =2a

(£, (x,p,2)=2
fi(x,y,2)=2z+2x+2ay =1 f,,(x,y,2) =2a

|/ (%, ,2) =2

2 =2 2
Hf(x,y,z)z -2 4 2a
2 2a 2

Teniendo en cuenta que H, (x, v, z) =2M (f) la funcion no puede ser concava. Para el va-
lor de a =—1 es convexa puesto que entonces H (x, ¥, z) es semidefinida positiva.

iii) Parael valorde a =3, ;Cudleselvalorde D_, . f(1,0,1) ? jLa direccién v = (-3,0,4)
es una direccién de crecimiento de la funcion?

f(x,y,z)=x"+2y" +2z" —2xy+2xz+6yz , como es una funcién polinémica, es diferen-
ciable y por lo tanto la derivada direccional sera:

i (e y,2) 4, (o 2) v f (63, 2)

2
3

D(V‘vvmvz)f(xay,z):
2 2 2
v, +v, tv

sus primeras derivadas en el punto (1,0,1) son:
fi(x,,2)=2x-2y+2z— f(1,0,1)=4
f(x,y,z)=4y—-2x+6z— f,(1,0,1)=4

fi(x,y,2)=2z+2x+6y — £,(1,0,1) =4
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Para v = (-3,0,4) y x=(1,0,1) tendremos:

-34+04+44 4
=—>0

D, f(1,0,1)=
(-3,0,4)
- J(=3)+0 4 5

Por lo tanto v = (-3,0,4) si es una direccion de crecimiento de la funcién en el punto (1,0,1).

iif)

iv)

v)

2. (16 puntos). Sea la funcién f (x, y) =4x+4y— x - y2 , definida en el recinto

X={(x,y)eRz/x2+y2£25 ;OSxSyS4}

Hallar los gradientes de la funcién en los puntos (0,4) y (3,4). Representarlos gréfica-
mente. ;Pueden existir extremo de frelativo a X en dichos puntos?

Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, encon-
trar el maximo valor de la funciéon f en X y el punto o puntos donde se alcanza, si
es que existe dicho valor mdximo.

Escribir el problema como un problema de programacion no lineal (en forma candni-
ca) sefialando la funcion objetivo y las restricciones.

Comprobar si el punto (0,0) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker.

Sabiendo que en el tramo de la frontera Fr(X) = {(x,y)e X/x' +y =25 } solo
5 5

verifican las condiciones de Kuhn-Tucker los puntos (3,4) y (T,T) (Qué
2 N2

podemos concluir sobre el minimo valor de f en X ? En caso de que exista ;Cudnto
vale y donde se alcanza?

Hallar los gradientes de la funcién en los puntos (0,4) y (3,4). Representarlos grifica-
mente. ;Pueden existir extremo de frelativo a X en dichos puntos?

Se tiene f e C*(R*), por tanto, existe el gradiente de fen cualquier punto, y se tiene

en el punto (0,4) toman los valores: {

en el punto (3,4) toman los valores: {

fl(x,y)=4—2X}

fi(xy)=4-2y

£(0,4)=4
£,0,4)=—4

}—> V£ (0,4)=(4,-4)

£3.4)==2
£.(3,4)=—4

}an(3,4)=(—2,—4)
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Como podemos ver en el grifico, en dichos puntos, podria haber minimo local de f relativa-
mente a X.

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encon-
trar el mdximo valor de la funcién fen X y el punto o puntos donde se alcanza, si
es que existe dicho valor mdximo.

El conjunto X es compacto (cerrado y acotado) y convexo
La funcién f e C*(R”) y sabiendo que X es convexo, vamos a hallar H ()

fi(ey)=-2
fi (5, y)=0
fo (x,3)=0
fo (x,y) =2

lo tanto, la funcion fes estrictamente céncava en X.

fl(x,y)=4—2x—>{
—>H,(x,y)=[
0

0
:| es definida negativa, por
2

fz(x,y)=4—2y—>{

Siendo la funcién f continua en un X compacto, es seguro que existen extremos (maximo y
minimo) de fen X.
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Como f alcanza mdximo en X y es estrictamente céncava en X el punto donde lo alcan-

za es tnico. Ademds, si 3(x,y)e X tal que Vf (x,»)=1(0,0), dicho punto serd maximo
global:

fi(xy)=4-2x=0—>x=2
fi(xy)=4-2y=0—>y=2
y el valor mdximo es max f(x,y) = f(2,2) =8

(x,y)eX

} - Vf (2, 2) =(0,0), luego, el punto (2,2) es maximo global

iii) Escribir el problema como un problema de programacién no lineal (en forma candni-
ca) sefialando la funcion objetivo y las restricciones.

max/ min [4x +4y—x" -y’ ] — funcion objetivo

g (x,y) = X+ =25<0

g (x,y)=—x <0

. — restricciones
gxy)= x—y <0
g (x,y) = y—4 <0

iv) Comprobar si el punto (0,0) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker.

KT1:

VI (x,»)+A Vg (x, ) +1,Vg (x, ) + A Vg (x, ») + A, Vg" (x, ) = (0,0)
4-2x 2x -1 1 0 0
4-2y 2y 0 - 1] lo

KT2:

rg' (x,y)=A(x" +y -25=0
Ag (%)) =\ (-x)=0

Ag () =k (x-y)=0

rg (X)) =A(y-4=0
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KT3:

g (x,y)=x"+y"=25<0
g (xy)=-x<0
gxy)=x-y<0

g (x,y)=y-4<0

KT4 :

minimo : A, = 0,A, 20,1, >20,A, >0

maximo : A, <0,A, <0,A, <0,A, <0

Sustituyendo el punto (0,0) en KT2, obtenemos:

Ag'(0,0)=A(0"+0"=25)=0—>2% =0
A,g°(0,0)=2,(-0)=0
Ag'(0,0)=A,(0-0)=0
2,g'(0,00=2,(0-4)=0—>2,=0

Sustituyendo el punto (0,0) y los valores de 4, y 4,en KT1, se obtiene

4 0 -1 1 0 0 4-A+A =0->2A, =820
+0[ [+A, +A, +0| |= es decir = ’
4 0 0 -1 1 0 4-1,=0>A =420

KT3:

2(0,00=0"+0"—25=-25<0
2(0,00=—0=0<0
2(0,00=0-0=0<0

g(0,00=0-4=-4<0

KT4 :

A=020,A, =420,A, =820,A, =0 =0 verifica KT4 de minimo.
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v) Sabiendo que en el tramo de la frontera Fr(X)= {(x,y)e X/x+y' =25 } s6lo
5 5

verifican las condiciones de Kuhn-Tucker los puntos (3,4) y (T,T) (Qué
2 N2

podemos concluir sobre el minimo valor de f en X ? En caso de que exista ;Cudnto
vale y donde se alcanza?

Para poder concluir sobre estas preguntas, necesitamos conocer si se cumplen las condicio-
nes de regularidad:

Rl: f,g',g",g’,g" sondiferenciables en R’ , puesto que son polinémicas.
1 2 3 4 2
R2.: g.,g ,g ,g sonconvexasen R".

g’,g",g" son lineales, luego son convexas y g'e€ C’(R’) y su matriz hessiana

2 0
H (x,y)= [ ] es defina positiva luego g1 también es convexa.
¢ 0 2

g (X)=1+4-25=-20<0
_ @) =-1<0
R3.. dxe IntX porejemploel X =(1,2) -
g @ =1-2=-1<0

g'(X)=2-4=-2<0

R4.: lafuncién f es estrictamente céncava (apartado ii)

Por lo tanto, las condiciones de Kuhn-Tucker son suficientes para maximo y s6lo son ne-
cesarias para minimo. Hay cuatro puntos que verifican K-T de minimo y como el pro-
blema tiene solucion al ser la funcién continua en un recinto compacto, el minimo se

5 5
alcanzard necesariamente en alguno de los cuatro puntos (0,0),(0,4),3,4) y (T,T)
2 2

] 5 5 40 50
y siendo: f(0,0)=0, f(0,4)=0, f(3,4)=3 yelde f( ):

ﬁ’ﬁ z—;z&l

podemos concluir que el minimo valor es 0 y se alcanza en los puntos (0,0) y (0,4).
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En conclusion:

_minimo

) |

X

Co

(0,0 “"arginimo

V(x,y)e X :0=min f(x,y)=£(0,0)= f(0,4) < f(x,y) < f(2,2) = max f(x,y)=8

(x,y)eX (x,y)eX

3. (7 puntos). Una compaiifa escocesa fabrica dos tipos de whisky de calidades distintas
en funcion de las calidades de tres tipos de malta: M|, M, y M, utilizadas para su fabrica-
cién. Del tipo de base M, dispone de 36 unidades, del tipo normal M, dispone de 25 uni-
dades mientras que de la de mayor calidad M, sdlo dispone de 8 unidades. Para la obten-
cién de una unidad del whisky normal necesita utilizar 6 unidades del tipo de base M, y
Sunidades del tipo normal M,. Para la obtencién de una unidad del whisky de mayor
calidad necesita utilizar 6 unidades del tipo de base M, y 4 unidades del tipo de mayor ca-
lidad M,.Por razones de la demanda necesita fabricar como minimo tantas unidades del
whisky normal como del whisky de mayor calidad. EI precio en el mercado de cada tipo
de whisky es de 20€ para el normal y 30€ para el de mayor calidad.
i) Encontrar la produccién de los dos tipos de whisky que maximiza los ingresos.
ii) ;Entre qué valores puede oscilar el precio del whisky normal para que no se modifi-
que la solucién encontrada?
iii) Sabiendo que en el mercado el precio de la malta de mayor calidad M, es de 3€/uni-
dad ;le interesaria comprarla para aumentar la produccion?
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i) Encontrar la produccion de los dos tipos de whisky que maximiza los ingresos.

Consideramos las variables:
X, : nimero de unidades del tipo normal

x, : nimero de unidades del tipo de mayor calidad

max [ZOxl +30x, ]
M, : 6x +6x, <36
M, : 5x, <25
M, : 4x, <8
D:x - x, 20
x 20,x,20
N\
f(0,0)=0€
f(2,2)=100€
4,2) =140€
D f(4,2)
3,3) f(5,1) =130€
A A M3 £(5,0) =100€
M;
5,1)
(0,0) M,|(5:0) M,

El 6ptimo se obtiene en el punto (4,2) y su valor es de f(4,2)=140€. La produccién optima es
por tanto, 4 unidades de tipo normal y 2 unidades del tipo de mayor calidad, siendo el bene-
ficio de 140€.
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ii) ;Entre qué valores puede oscilar el precio del whisky normal para que no se modifi-
que la solucién encontrada?

Para que no se modifique la solucion dptima obtenida, la pendiente de la funcién objetivo
tiene que estar comprendida entre las pendientes de las restricciones M, y M,

—c
m1=—1<mf=—1<0=m3—>0<cl<30.
30

Es decir, el precio del whisky normal no debe llegar a 30€

iii) Sabiendo que en el mercado el precio de la malta de mayor calidad M, es de 3€ uni-
dad ;le interesaria comprarla para aumentar la produccién?

La malta M, se agota para producir el éptimo: 4-2=8, luego en funcién de su precio puede
interesar comprar mds y asi mejorar el Gptimo.

Debemos obtener el precio sombra de la materia prima M,

¥=(42)-x=@3,3) f(3,3)=150€
M,(3,3)=12=8+4
_ /(.3)-f(42) 150140

\ = 2,5€/unidad
12-8 4

A

No le interesa comprar, puesto que si lo compra a 3€ por unidad perderd dinero, ya que el
precio maximo al que le interesarfa comprar es de 2,5€ por unidad.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2007

1. (9 puntos) Sea la familia de funciones f (x,y)=ax’+(a+b)y’ +2axy+2, siendo

a,be R

i) Para que valores de a,h€ R, es una forma cuadrética en R*?

ii) (Para que valores de a,b€ R, es una funcién convexa en R*?

(Para que valores de a,be R, es una funcion estrictamente céncava en R*?

iii) Para los valores de a =1, b =0, utilizando las propiedades extremales de las funcio-
nes concavas y convexas, encuentra los puntos donde la funcion alcanza los valores
maximo y minimo de f en X = {(x,y)e R /y20,y—x<Lx+y< 1} y cudles
son esos valores.

. ot 2
i) (Para que valores de a,he R, es una forma cuadrdticaen R"?

2 2
Lo 2 .z -
Una forma cuadrdtica en R es una funcion de la forma f(x,,x,) = a.x.x. ,cona.,nu-
1 2 /AN i
=1 j=1

meros reales dados para cada i, j € {1,2}.

La funcién f (x, y) =ax’ + (a + b) y* +2axy +2, tiene término independiente , igual a 2,
luego no es forma cuadrdtica para todo a y b.

.o .-, 2
ii) ¢Para que valores de a,be R, es funa funcion convexaen R*?
.z . z 2
(Para que valores de a,b € R, es funa funcién estrictamente céncava en R"?

Se tiene que, / € C*(R’) fserd convexa si en todo punto la matriz hessiana de f es definida
o semidefinida positiva. Buscamos la matriz hessiana de f,
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>3 ) =1(y)=2a = H (x,y)=

1, (x,y) =2ax + 2ay f.(x,y)=2a
l:Za 2a :|
f.(x,y)=2(a+b)y+2ax fo(x,y)=2(a+b)

2a 2(a+b)

Escribimos los menores principales de esta matriz
menores principales de orden I: {2a, 2 (a + b)} ,
menor principal de orden 2: |H ,(x, y)| =4ab,

por lo tanto, H (x, y) serd definida o semidefinida positiva cuando los menores de orden 1
sean mayores a igual a 0 y el de orden 2 igual a 0,

2a20,2(a+b)20,
|Hf(x,y)| =4ab=0

a=0—->5b20
En conclusion:
b=0—>a=20

[ serd estrictamente céncava si en todo punto la matriz hessiana de f es definida negativa,
por lo tanto, los menores de orden 1: 2a < 0,2 (a + b) <0,

y el de orden 2 mayor que cero |H L (x, y)| =4ab>0

En conclusién: ¢ <0y b <0

iii) Para los valores de @ =1, b =0, utilizando las propiedades extremales de las funcio-
nes concavas y convexas, encuentra los puntos dénde la funcion alcanza los valores
maximo y minimo de f en X = {(x,y)e R*/y>0,y—x<Lx+y< 1} y cudles
son esos valores.

Para los valores de a=1, b=0 se tiene f(x,y) =x"+y" +2xy+2 que por el apar-
tado ii) sabemos que es convexa. Como el recinto X es compacto y la funcién es conti-
nua, existen los extremos globales de dicha funcién en X. Ademds, como f es convexa en
X = {(x, y)eR /y20,y-x<lLx+y< 1} convexo, la funcién alcanzar4 su valor minimo
en los puntos del recinto que anulen el gradiente:

fi(x,y)=2x+2y=0
=S>x=-y,

V£(x,y) = (0,0
f(x,y)=( )—>{f2(x’y):2y+2x:0
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por lo tanto, la funcién alcanzard su valor minimo en todos los puntos del recinto
(x,y)e X tal que x =—y es decir, en los puntos

(X,7) = M=1/2,1/2) + (1=1)(0,0) =(=1/21,1/21) VA € [0,1]

siendo su valor: min f(x,y)= f(x,y)=2.
(x,y)EX

El valor mdximo se alcanzard al menos en un vértice del recinto convexo. Los vérti-
ces de X son los puntos {(1,0), 0,1), (—1,0)}, el valor de la funcién en dichos puntos es
f(1,0)= £(0,1)= f(-1,0) =3, por lo tanto, en los tres vértices se alcanzard el valor maxi-
mo. Ademds, también se alcanzard en todos los puntos del tramo de la frontera comprendi-
do entre los vértices (1,0) y (0,1) puesto que pertenecen a la curva de nivel 3 de la funcion,
es decir, también se alcanzard el valor mdximo en los puntos combinacion lineal convexa de
ambos puntos, (ver figura)

En conclusidn, el maximo se alcanza en

(-1,0) y en (%, 7) = A(1,0)+ (1-A)(0,1) VA € [0,1]

0.1

(% )=AL0O+H1-A0D)

(1= A)(=1/2,
(0,0)

S5

V(x,»)e X :2< f(x,y)<3

2. (10 puntos). Sea la funcion f(x,y) =(x—2)"+y" definida en R’ y el conjunto
X={(x,y)e R*/y' —x<1; y2+xS1}.

i) (Es seguro que la funcién f alcanza mdximo global y minimo global en X ? Si es
asi, ;podrd estar alguno de ellos en el interior de X ?
ii) Encuentra todos los puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

iii) Encuentra los valores max f(x,y) y min f(x,y),y los puntos donde se alcanzan.
(x,y)eX (x,y)eX

Razona la respuesta.
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i) ¢Es seguro que la funcion f alcanza mdximo global y minimo global en X? Si es asf,
(podra estar alguno de ellos en el interior de X?

., . . , . 2 .
Como la funcioén f'es continua (por ser polinémica) en Ry el conjunto es un compacto (por
ser cerrado y acotado), es seguro que la funcion alcanza valores extremos globales en puntos
del recinto X.

Para que se encuentren en el interior es necesario que se anule el gradiente de f en algin
punto del interior de X, por lo tanto:

fl(x,y)=2x—4=0} {x:2
=
L »)=2y=0 y=0

hay extremos en el interior, por lo que necesariamente se encuentran en la frontera de X.

Vi (x,y)=1(0,0) —>{ } pero (2,0)¢ IntX luego no

ii) Encuentra todos los puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

max/ min [(x - 2)2 + yz]

El problema en su forma candnica: g (x,y)=y"—x-1<0

g (x,y)=y +x-1<0

KT1: Vf(x,»)+AVg'(x,») +A,Vg (x,») = (0,0)
2x—4 -1 1 0
+A, +2, =
2y 2y 2y 0
KT2: Ag'(x,y)=A (" -x-1)=0
Lg () =M +x-1)=0
KT3: g'(x,y)=y" —x—-1<0
g (x,y)=y +x-1<0

KT4: XA =0,A, =20 min

A, <0,A, < 0Omax
De KT2 pueden presentarse cuatro posibilidades:
D (e X ={(x,y)e X/g'(x,3)<0,g’ (x,y)<0}= 1 =01, =0
ii) (x,y)e FrX = {(x,y) e X/g'(x,y)=0,g"(x,y) < O}:) g (x,y)=0,A, =0
iii)(x,y)e Fr,X = {(x, yeX/g(x,y)<0,g"(x,y)= O}=> A =0,g"(x,)=0

) (x,y)e FrX ={(x,y)e X/g'(x,»)=0,g°(x,») =0}= ¢'(x,») =0,g°(x,») = 0
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Analizando los cuatro casos posibles obtenemos:

DA =04 =0

KT1: Vf(x,y)+0Vg (x,y)+0Vg’ (x,y)=(0,0)
|:2x—4:| l:—l} [1} |:2x—4:| [o] {2x—4=0}
+0 +0 = = - —(2,0)
2y 2y 2y 2y 0 2y=0

KT3: ¢'(2,00=y" —x-1=-3<0
=2,0e X
2'(2,00=y"+x-1=1>0

ii)g'(x,y)=0,A, =0

KT1: Vf(x,y)+AVg'(x,y)+0Vg (x,») =(0,0)
2x—4 -1 0
+A, = -
[ 2y ] [Zy] [0]
2x—4-N=0—"x=Y g (A, )=y -/ -1=0— y=15/2

y=0->g'(x,00=—x-1=0=(-1,0),A, =6

2y(I1+2)=0 — {
A =-1

Por lo tanto de K71 y KT2 se obtienen tres puntos: (—1,0) con 7»1 =-6<0, 7\.2 =0,y los

puntos (3/2, \/5/72) , (3/2, —\/5/72) conh =-1, A =0.

Siguiendo con KT3 sélo el punto (—=1,0)e X :g'(-=1,0)=0, g’ (-1,0) = -2 < 0 pertenece a
X, mientras que los otros dos puntos no pertenecen al conjunto de soluciones factibles:

2 (3/2,4/5/2)=3>0, ¢ (3/2,-/5/2)=3>0

Acabando con K74 el punto (—=1,0) con A, =-6<0, A, =0 verifica KT4 de madximo.
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i)k, =0,g°(x,y)=0

KT1: Vf(x,y)+0Vg'(x,»)+A,Vg" (x,y) = (0,0)
[2x 4 1 0
+2, = -
| 2y 2y 0
[ 2x—44d 20— 5x=5/2 57 +5/2-1=0= y=+-3/2¢ R

y:O_>g2(x70):x_1:0:(1:0)7}\'2 =2

= —1 no hay solucion

2y(1+A)=0 —
L 7\'2

Por lo tanto, de KT1 y KT?2 se obtiene un punto: (1,0) con A, =0, A, =2>0.
Siguiendo con K73 el punto (1,0)e X :g'(1,0)=-2<0,g°(1,0)=0.

Acabando con K74 el punto (1,0)con A, =0,A, =2 >0 verifica KT4 de minimo.

iv) g] (x,y)=0, gz(x, y) =0, es decir, los puntos (0,1),(0—1)

Para el punto (0,1) K71 queda:
KT1: V£(0,1)+AVg'(0,1)+2, Vg’ (0,1) = (0,0)
—4 -1 1 0
2 2 2 0

—4-A+A, =0 N 5 N
— ]=—A<O, 2=A>O

2420 +2), =0
Luego el punto (0,1) no verifica K74.

Para el punto (0,—1) K71 queda:

KT1: V£(0,-1)+ A Vg'(0,-1)+A Vg’ (0,~1) = (0,0)

RN MEHE
{_4_xl+x2 =0 }—w ¥ <00, =¥ >0

22\ -2, =0
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Luego el punto (0,—1) no verifica KT4.

En resumen, sélo hay dos puntos que verifican todas las condiciones de Kuhn-Tucker, uno
de minimo: (1,0), A, =0, A, =2 >0 y otro de madximo: (-=1,0), A, =-6<0, A, =0.

iii) Encuentra los valores max f(x,y) y min f(x,y),y los puntos donde se alcanzan.
(x,0)EX (x,p)eX

Razona la respuesta.

Para poder concluir algo necesitamos conocer si se cumplen las condiciones previas de re-
gularidad:

Rl.: f,g', g’ son diferenciables en todo el plano puesto que son polinémicas.

R2.: g', g" son convexas en todo el plano.
1 2 2 . . 0 0 . . . o,
g € C'(R") y su matriz hessiana H (x,y)= es semidefinida positiva
¢ 0 2

0 0
luego g' es convexa, g’ € C*(R’) y su matriz hessiana H , (x, y) = |: :|es semide-
“ 0o 2

. . o 2 .z
finida positiva luego g~ también es convexa.

g (xX)=0-0-1=-1<0
R3.: Ix € IntX , por ejemplo el x = (0,0) —>

2'(X)=0+0-1=-1<0

2 0
R4.: la funcién f e C*(R’) y su matriz hessiana H (x, y) =|: :|es definida positiva
luego es estrictamente convexa. 0 2

Por lo tanto, las condiciones de Kuhn- Tucker son suficientes para minimo y sélo son nece-
sarias para mdximo. Sélo hay dos puntos que verifican K-T, uno de minimo y otro de maxi-
mo y como el problema tiene solucién al ser la funcién continua en un recinto compacto
(apartado 1)), dichos puntos serdn el minimo y el maximo:
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min f(x.)= f(.0)=1= f(x.) 9= f(-1.0) = max f(x.)

(x.y)eX (x,y)e

3. (6 puntos) Una empresa automovilistica produce dos tipos de vehiculos: coches y fur-
gonetas, de los cuales obtiene un beneficio de 4.000 y 5.000 euros respectivamente. El
proceso de fabricacion requiere que cada vehiculo pase por tres divisiones distintas de la
factoria. Los coches necesitan 1, 3 y 1 horas respectivamente en las divisiones A, B y C,
mientras las furgonetas requieren 2, 1 y 3 horas respectivamente en las divisiones A, B
y C. Las divisiones A y B trabajan un mdximo de 16 y 18 horas diarias respectivamente
mientras la tercera trabaja como minimo 9 horas diarias.
i)  Encuentra la produccion éptima diaria si la empresa se propone maximizar el beneficio.
ii) ¢Cudl deberfa ser el beneficio por coche si la empresa se planteara producir tnica-
mente furgonetas?
iii) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en s6lo una de las divisiones que tiene, jcudl elegiria?

i)  Encuentra la produccién 6ptima diaria si la empresa se propone maximizar el beneficio.

Consideramos las variables
x,: nimero de coches .

x,: nimero de furgonetas.
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El problema a resolver serd el siguiente:

max[4.000x, +5.000x, |
A:x +2x, <16

B:3x +x,<18

C:x +3x,29

x, 20,x,20

GON .0 \
\B c p

Valorando la funcidn objetivo en los vértices:
£10,8)=40.000€
£(0,3)=15.000€
f45/8,9/8)=28.125€
f(4,6)=46.000<

La produccion 6ptima diaria serd producir 4 coches y 6 furgonetas obteniendo unos benefi-
cios mdximos de 46.000<€.
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ii) ;Cudl deberia ser el beneficio por coche si la empresa se planteara producir unica-
mente furgonetas?

La pendiente de las curvas de nivel de la funcién objetivo es m = - =- donde,

b 5.000

F

b es el beneficio por coche y b,. el beneficio por furgoneta. Si se plantea producir sélo
furgonetas, la solucién optima se desplazard del punto (4,6) al punto (0,8) y por lo tanto

mf> m,

C bC 1
m, =- >——=m, = <—= b, <2.500€
5.000 2 5.000 2

El beneficio por coche debe ser inferior a 2.500€.

iii) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en s6lo una de las divisiones que tiene, jcudl elegiria?

Las horas de trabajo disponible se agotan en las divisiones A y B, veamos si en estas divisio-
nes podria tener interés aumentar las horas de trabajo y en este caso cual elegirfa.

Para la division A.
A: x+2x,<16+a
El 6ptimo pasa de (4,6) a (0,18)
a=0—a=20
JS(0,18)— /(4,6)  90.000 —46.000
20 - 20

7\_:

A

=2.200 €/h

En esta division puede aumentar 20 de trabajo con lo que el éptimo pasaria a 90.000€ y po-
drfa pagar la hora a menos de 2.200</hora.
Para la division B.

B: 3x+x,<18+b

El 6ptimo pasa de (4,6) a (16,0)

b=0—b=30

_ f(16,0)~ £(4,6) _ 64.000 - 46.000
30 30

A

B

=600</h

En esta division puede aumentar 30h de trabajo con lo que el éptimo pasarfa a 64.000€ y
podria pagar la hora a menos de 600</hora.

Elegiria la primera de las tres divisiones, la divisién A puesto que obtendria un mayor incre-
mento del beneficio
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2007

1. (7 puntos) Sea la familia de funciones f(x,y) =x"+y +axy+bx+cy, siendo

a,b,ce R

i) ;Para que valores de a,b,c € R, es una forma cuadratica?

ii) ;Para que valores de a,b,c€ R, es una funcién céncava, convexa o estrictamente
convexa?

iii) ¢(Para que valores de a,b,c€ R, se verifica que f (1, 1) =2y V(L) =(2,-2)?

iv) Sabiendo que V/(1,1) =(2,-2) (Cudl es el valorde D _,, f(1,1)?
(La direccion v = (-3,4) es una direccion de crecimiento de la funcion?

i) ¢;Para que valores de a,b,c € R, es una forma cuadratica?

2 2
1% o 2
La expresion general de una forma cuadrdtica en R'es f(x,x,)= ZZa__x_x_ , con a,

T
=l j=1

nimeros reales dados para cada i, j € {1, 2}.

Por tanto, para b=c=0 f (x, y) =x"+y" +axy esuna forma cuadritica Va,e R.

ii) ;Para que valores de a,b,ce R, es una funcién céncava, convexa o estrictamente
convexa?

fe C*(R") y su matriz Hessiana sera:
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fi(x,y)=2x+ay+b fi(x,y)=2 .

>/ =f(xy)=a = H (x,y)= |:a 2:| luego sus me-
L, y)=2y+ax+c f(x,y)=2
nores principales son:

Menores de orden 1: {2>0, 2>0}
Menores de orden 2 : |H/ (x,y)| =4-4

Por lo tanto, para a =12, |H (X, y)| =0 = H (x,y) es semidefinida positiva, luego la
funcidn es convexa.

Siae(-2,2), |Hf (x, y)| >0 = H (x,y) esdefinida positiva, luego la funcion es estric-
tamente convexa.

Si ae (—eo,-2)U(2,0), |Hf(x,y) <0 = H (x,y) esindefinida.

Por lo tanto, Vb, c e R, la funcion sélo puede ser convexa si @ =12 y estrictamente convexa
si a€ (=2,2) y nunca puede ser concava.

iii) ¢(Para que valores de a,b,c € R, se verifica que f(l,l) =2y V(L) =(2,-2)?

fLY)=2+a+b+c=2

= ¢=0
fL,h)=2+a+b=2 — b=4
fiLh)=2+a+c=-2 ———>a=-4

iv) Sabiendo que Vf(1,1) = (2,-2) ;Cudl es el valorde D, _,, f(1,1)?
(La direccidon v = (-3,4) es una direccion de crecimiento de la funcion?

D(—34)f(1’1)= —3](;(1’1)—'—4]2(1’1) = —3:2+4-(2) =_ﬂ <0
’ JE3y + 4 25 5

La direccion (-3,4) no es de crecimiento sino de decrecimiento puesto que la derivada direc-
cional es negativa
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2. (16 puntos). Sea la funcién f(x,y)=x"+y’ —2xp+2x—2y, definida en el recinto

X={(x,y)eR2/x2+y2325 ;xZO}

i) Hallar los gradientes de la funcién en los puntos (0,-5) y (0,5). Representarlos gréfica-
mente. ;Pueden existir algin tipo de extremo en dichos puntos?

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encon-
trar el minimo valor de la funciéon f en X y el punto o puntos donde se alcanza, si
es que existe dicho valor minimo.

iii) Comprobar si los puntos (0,-5) y (0,5) verifican las condiciones de Kuhn-Tucker.

iv) /Qué puntos del tramo de la frontera FrX = {(x,y)e R*/x +y" =25 ;x> 0} ve-
rifican las condiciones de Kuhn-Tucker?

v) (Qué podemos concluir sobre el mdximo valor de fen X ? En caso de que exista
(Cudnto vale y donde se alcanza?

1) Hallar los gradientes de la funcién en los puntos (0,-5) y (0,5). Representarlos gréfica-
mente. ;Pueden existir algtin tipo de extremo en dichos puntos?

La funcién f e C*(R”), por lo que existe el gradiente de fen cualquier punto, y se tiene:

fi(x,y)=2x-2y+2

= Vi(x,»)=Qx-2y+2,2y-2x-2)
fz(x,y)=2y—2x—2}
Entonces, se tiene: Vf(0,-5)=(12,-12) y V£(0,5) = (-8,8)

Como podemos ver en el grifico, en (0,5) la funcién f podria alcanzar un maximo mientras
que en el punto (0,-5) no hay ningtn tipo de extremo.
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ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, encon-
trar el minimo valor de la funcién fen X y el punto o puntos donde se alcanza, si es
que existe dicho valor minimo.

Estudio del recinto: X es compacto (cerrado y acotado) y es convexo con infinitos vértices
Los vértices de X son los punto del conjunto:

{(0,5),(0,-5)}ud{(x,y)e X/x* +y* =25,x>0}

Estudio de la funcion: f es continua en todo el plano y como el recinto es un compacto, es
seguro que existen extremos globales de fen X.

Siendo f e C*(R”)y como X es convexo, hallamos la matriz hessiana de fen X :

fi(x,y)=2x-2y+2 fi(x,y)=2 s
=3/, =1, (x,y) =2 =>H,(x,y)=[_2 2]
fi(x,y)=2y-2x-2 S (x,¥)=2

Vemos que la matriz hessiana de f'es semidefinida positiva y por lo tanto f serd convexa en X.
Comprobamos si existe algtin punto del recinto que anule el gradiente de la funcion:

fi(x,y)=2x-2y+2=0
L, y)=2y-2x-2=0

tenezcan al recinto serdn minimos globales de f en X, puesto que si la funcién es convexa es
condicién suficiente que se anule el gradiente en un punto para que en ese punto haya minimo.

f(X)=min f(x,y)=—1ysealcanzaen X = A(0,1)+(1-1)3,4) , VAe[0,1]
(x,y)eX

} — y =x+1 por lo tanto, todos los puntos de esta recta que per-

82



iii) Comprobar si los puntos (0,-5) y (0,5) verifican las condiciones de Kuhn-Tucker.

El problema de programacion no lineal escrito en forma candnica es el siguiente:

max/ min [x2 +y" = 2xp+2x— 2y:|

g (x,y)=x"+y"=25<0

gz(x,y)=—xS0

Las condiciones de Kuhn-Tucker para este problema son:

KT1:
VI(x,y)+AVg' (x, )+ A, Vg (x,y) = (0,0)
2x=2y+2 2x -1 0
+A, +2, =

2y—-2x-2 2y 0 0

KT2:

Lg' (x,y)=A(x"+y -25)=0

Mg (x,y) =L, (-x)=0

KT3:

g(x,y)=x"+y" =25<0

g (x,»)=—x<0

KT4 :

minimo : A, 2 0,A, 20

maximo : A, <0,A, <0

En el punto (0,-5) serdn:
KT3:

2 (0,-5)=0+25-25=0
2'(0,-5)=0=0

KT2:

Ag'(0,-5)=% (0+25-25)=0
Lg’(0,-5)=2,(0)=0
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KT1:
V£(0,-5)+ A, Vg'(0,—5)+ A, Vg’ (0,-5) = (0,0)
12 0 -1 0 12-2,=0
+A, +A, = -
-12 -10 0 0 -12-2,10=0
KT4 :
A =-1,2<0,A,=12>0

Por lo tanto el punto (0,-5) no verifica las condiciones de Kuhn-Tucker.

En el punto (0,5) serdn:

KT3:

2'(0,5)=25+0-25=0

2°(0,5=0=0

KT2:

Ag'(0,5) =X (25+0-25)=0

A,g’(0,5)=2(0)=0

KT1:

V£(0,5)+AVg'(0,5)+A,Vg’ (0,5) = (0,0)

I P S S
8 10 0 0 8+A10=0

KT4 :

A =-0,8<0,A, =-8<0

Por lo tanto el punto (0,5) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de maximo.

iv) ;Qué puntos del tramo de la frontera FrX = {(x,y)e R /x’+y" =25 ; x> 0}
verifican las condiciones de Kuhn-Tucker?

KT2:
7u1gl(x,y)=7u1(x2 +y°=25=0)=0
Lg'(6y)=A(-x<0)=0—>A =0
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KT1:
Vf (x, )+ 2, Vg' (x,») = (0,0)
[2x—2y+2] |:2x:| [o]
+2, = -
2y—=2x-2 2y 0

2x=2y+2+2Ax=0
-2 (x+y)=0—
2y-2x-2+2Ay=0

x+y=0
A =0

Six+y=0-x"+)"-25=0=

SiA=0>y=x+l->x"+)" -25=0=>%=3,4)e X, X, =(4-3)e X

KT3:

De los cuatro puntos que verifican KT1 sélo dos pertenecen al recinto y por lo tanto verifi-
can KT3

L. 25 25
g(x)=—+—-25=0
2 2

5 =5
X, =($,$) , es decir

. 5
g(x)=-—=<0
N
y el punto
1 —

_ g (x,)=9+16-25=0
X, =(3,4) , es decir ’

g (F)=-3<0
KT4:
minimo : A, 2 0,A, >0 )

por lo tanto de todos los puntos del tramo de frontera estudiado sélo
maximo : A, <0,A, <0

dos verifican las condiciones de Kuhn-Tucker:

5 =5
X =|—F=,—= |con A <0,A, =0 de miximo. y
V2’2
%, =(3,4) con A, =0,1, =0 de mdximo y de minimo.
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v) (Qué podemos concluir sobre el maximo valor de f en X? En caso de que exista
(Cudnto vale y donde se alcanza?

Para poder concluir sobre estas preguntas necesitamos conocer si se cumplen las condicio-
nes previas de regularidad:

Rl.: f,g',g" son diferenciables en todo el plano puesto que son polinémicas.

R2.: g', g’ son convexas en todo el plano.

2 0
g’ es lineal, luego es convexay g' € C*(R”) y sumatriz hessiana H  (x, y) = |: :|
“ 0 2

. . . 1 .z
es defina positiva luego g también es convexa.

g (X)=1+0-25=-24<0
R3.: dx € IntX , por ejemploel x = (1,0) —

g(X)=-1<0
R4.: la funcién f es convexa (apartado ii)

Entonces las condiciones de Kuhn-Tucker son suficientes para minimo y sélo son necesa-
rias para maximo. Sé6lo hay dos puntos que verifican K-T de mdximo y como el problema
tiene solucion al ser la funcién continua en un recinto compacto, el maximo se alcanzard

5 =5
necesariamente en alguno de los dos puntos (0, 5),( )

NERNG
Siendo el valor de la funcidn en estos puntos

£(0,5)=15

fi—_5_§+£_25+10\/5
V22 ) 2 2 2

, , 25+1072
En conclusion, el mdximo valor de fen X es —————
2

Sl

).

5
y se alcanza en (T’
2
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3. (7 puntos). Una entidad financiera dispone de 12 millones de euros para la adquisicién

de acciones en bolsa de Iberdrola y Telefonica. El dividendo anual de las primeras es del

12% mientras que el de las segundas es del 8%. En esta situacion, la entidad desea invertir

en acciones de Iberdrola por lo menos tanto capital como en acciones de Telefénica. Tam-

bién decide invertir por lo menos 3 millones de euros en acciones de Telefénica, pero no

mds de 8 millones de euros en acciones de Iberdrola.

i) Encontrar la distribucion de capital de los dos tipos de acciones que maximiza los be-
neficios.

ii) ;Entre qué valores puede oscilar el dividendo anual de las acciones de Iberdrola para
que no se modifique la solucién encontrada?

iii) Si quisiera invertir mds de 12 millones y tuviera que pedir un crédito, ;qué cantidad
madxima le interesarfa pedir y cudl serfa el interés que estaria dispuesto a pagar por el
crédito?

Consideramos las variables
x, : capital en acciones de Iberdrola,

x, : capital en acciones de Telefénica.

i) Encontrar la distribucion de capital de los dos tipos de acciones que maximiza los be-
neficios.

B max [0,12x +0,08x ]

A: xl+x2S12

B: xIZxZ
C: x223
D: x <8

v
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Valorando la funcidn objetivo en los vértices:

/(3,3)=0,6
1(6,6)=1,2
/(8,4)=1,28
/@83)=12
—o=m,<m,=-4/3<m, =-1

El 6ptimo se alcanza en el punto (8,4), es decir, el mdximo se alcanza invirtiendo 8 millones
en acciones de Iberdrola y 4 millones en acciones de Telefonica, obteniendo un beneficio de
1,28 millones de euros.

ii) ;Entre qué valores puede oscilar el dividendo anual de las acciones de Iberdrola para
que no se modifique la solucién encontrada?

Para que no se modifique la solucién, se debe dar m, =—eo<m =—¢ /0,08 <m, =-1
luego ¢, > 0,08, es decir los dividendos podrian bajar hasta el 8%.

iii) Si quisiera invertir mds de 12 millones y tuviera que pedir un crédito, ;qué cantidad
maxima le interesarfa pedir y cudl serfa el interés que estaria dispuesto a pagar por el
crédito ?

En el 6ptimo se ha invertido el total de la cantidad disponible, si puede disponer de mds mi-
llones el nuevo 6ptimo se podrd desplazar alcanzar el punto (8,8) y se tiene:

A:8+8 =16 =12+ 4 millones de euros.

El valor de la funcion en el nuevo éptimo seria de f(8,8) = 1,6 millones de euros, por tanto
S@8,8)—-f(84) 1,6-1,28 0,32
1612 16-12 4

Pedirfa un crédito de 4 millones de euros como mdximo, siempre que el interés sea inferior
al 8%

el precio sombra \, = =0,08
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2006

1. (7 puntos) Sea la forma cuadritica Q(x,y,z)=ax’ +bz’ +2yz+cy’. Encuentra los
valores de a,b,ceR para los cuales Q es semidefinida negativa.

a 0 0

La matriz de representacion de Qes M(Q)=[0 ¢ 1
0 1 b

Y sus menores principales,
Menores principales de orden 1:{ a, c, b}
Menores principales de orden 2:{ ac, ab, cb-1}

Menores principales de orden 3: IM(Q)l=acb-a=a(cb-1).

Para que Q sea semidefinida negativa, el determinante de la matriz M(Q) tiene que ser cero,
los menores principales de M(Q) de orden impar tienen que ser menores o igual a cero y los
de orden par mayores o igual a cero. Por tanto:

Menores de orden 1 : {a<0, ¢<0, b<0}

Menores de orden 2 : {ac>0, ab>0, cb>1}

Menor de orden 3 :IM(Q)|=0=> a(cb-1)=0

Sia=0,¢<0,b<0ycbhb 21

Entonces se tiene: si a(ch-1)=0=
Sichb=1ya £0,¢<0,b<0
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2. (8 puntos) Sea la funcién f(x, y)=In(x+ y) y el conjunto X formado por todas las
combinaciones lineales convexas de los puntos (1,0), (1,1) y (0,1). Utilizando las propieda-
des extremales de las funciones convexas y céncavas junto con el gradiente de f, encuentra
los extremos de f'en X indicando todos los puntos en los que se alcanzan.

La funcion festd definida en: E = {(x, NeR /x+y> 0}.

A
Se tiene f' € CZ(E)chE (0,1) (1,1
Ademds, f es continua en el compacto X, por
tanto,
dmax f(x,y)yd min f(x,y)
(x,p)eX (x.y)eX
(1.0)
1 1
2 2
X+ X+
La matriza hesssiana de fen E es: H ; (x,y)= (x+2) (x+)
1 1

Sty ()

Vxe E, H ,(x, ) es semidefinida negativa, por tanto, f'es concava en E.

En los puntos en los que Vf(x,y)=(0,0), f alcanza maximo:

1 1
V/i(x,») =( , );: (0,0

X+y x+y

Siendo el gradiente de la funcion distinto de cero en todos los puntos, los extremos de fen X
se encuentran en la frontera de X.

Utilizamos el gradiente de la funcion en X para encontrar los extremos.

VAx.y)

()

Sabiendo que f alcanza el mdximo y el minimo en X y teniendo en cuenta la direccién del
gradiente de fen X se tiene que
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(0,1)

(Lo) ~
El mdximo se alcanza en el (1,1) y su valores In2 : max f(x,y)= f(1,1)=In2
(r.)ex

min f(x,y)=In1=0 y lo alcanza en todos los puntos del segmento (1,0)(0,1)

(x,y)eX

3. (10 puntos) Sean f(x,y)=x" +10x+y" yX={(,y) e R?/y* -~ 4 <x=<5}
i) Comprueba que los puntos (-4,0) y (5,0) cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker de f
en X.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir acerca de los puntos
del apartado anterior?

iii) Sabiendo que los unicos puntos que verifican KT son, ademds de los anteriores, el
(5,3) y el (5,-3), encuentra el mdximo de fen X (razona suficientemente la respuesta).

i)  Comprueba que los puntos (-4,0) y (5,0) cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker de f
en X.

Planteamos el problema de programacion no lineal:

max/ min[x’ +10x + y°]

g (x,y)=y —x-4<0
gz(x,y)zx—SSO

Los gradientes de las funciones seran: Vf(x,y)=(2x+10,2y); Vg'(x,y)=(-1,2y); Vg2(x,y)=(1,0).

A
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Condiciones de Kuhn-Tucker:

KT1: Vi (x, )+ A Vg (x, ) + 1,V (x, ) = (0,0)

L
2y 2y 0 0
2x+10-X +A, =0
{2y+2y7»1=0
KT2: Ag'(x,»)=A( —x-4)=0
Ag (6, )=k (x=5)=0
KT3: g'(x,y)=y" —x—4<0
g (x,y)=x-5<0
KT4: A 20,A, >0 min

A <0,A, < 0max

Punto (-4,0) :

KT2: g'(-4,0=0 y g%(-4,0)=-9<0, entonces, 1,=0.

KT1: (2,0)+ A,(-1,0)+ 1,(1,0)=(0,0) = 2-1,=0 = 4,=2.

KT3: (-4,0)eX

KT4: 2,=2>0y 1,=0 .por lo tanto el punto (-4,0) verifica KT de minimo
Punto (5,0) :

KT2: g'(5,0)=-9<0 y g*(5,0)=0, entonces, 4,=0.

KT1: 20,0)+ A,(-1.0)+ A,(10)=(0,0) = 20+1,=0 = A= -20.

KT3: g'(-4,0)<0, g2 (-4,0) <0

KT4: 2,=0y A,=-20<0 por lo tanto el punto (5,0) verifica KT de mdximo

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir acerca de los puntos
del apartado anterior?

Para utilizar los teoremas de KT necesitamos comprobar las condiciones de regularidad:

R1: f, g', g* diferenciables en R?

0 0
R2: g',¢%€ C*(R?»): H (x,y) =(0 2),

g' es convexa en R? y g2 es lineal luego convexa en R*
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2'(0,00=0-0-4<0
2°(0,00=0-5<0

2 0
R4 H (x,y)= 0 2 , fes convexa en R2,

Por los teoremas de KT se tiene:

Para un problema de minimo se cumplen las condiciones R1, R2, R3 y R4, por tanto, las
condiciones de KT son necesarias y suficientes para minimo luego el punto (-4,0) es mini-
mo de fen X.

Para un problema de mdximo se cumplen las condiciones R1, R2 y R3 por tanto, las condi-
ciones de KT sdlo son necesarias para que un punto sea maximo del problema por lo que no
podemos afirmar que el punto (5,0) sea un maximo de fen X..

iii) Sabiendo que los unicos puntos que verifican KT son, ademds de los anteriores, el
(5,3) y el (5,-3), encuentra el maximo de fen X (razona suficientemente la respuesta).

La funcién fes continua y X es compacto, luego f alcanza su maximo valor en X, ademds,
como hemos indicado anteriormente, para que un punto haya mdximo necesariamente tiene
que verificar las condiciones de KT. Evaluamos la funcion en los puntos que verifican KT y
se tiene:: f(5,0)=75, f(5,3)=84, f(5,-3)=84.

De donde: max f(x,y)= f(5,3)= f(5,-3)=84

(x,y)eX

4. (5 puntos) Dos servicios médicos tienen asignados 10 médicos y 6 médicos respectiva-

mente; cada médico atiende como mdximo a 10 pacientes y el coste de cada paciente es

de 10€/dia y 20€/dia respectivamente. Si el presupuesto total diario de ambos servicios

es de 1800€,

i) Encuentra la asignacion diaria de pacientes en cada servicio que maximice el nimero
de personas atendidas.

ii) Si el primer servicio quisiera ampliar el nimero de pacientes atendidos, jcudntos mé-
dicos deberia contratar para atender al maximo de aquellos?

Consideramos las variables,
x,:n° de pacientes del servicio 1,

x,:n” de pacientes del servicio 2,
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(180.0)

max[x, +x, ] | M M, ”
M, :x, <100 (0.60) (60.60) " !
M, :x, <60 |
M, :10x, +20x, <1800

x 20;x, 20 i

i) Encuentra la asignacion diaria de pacientes en cada servicio que maximice el nimero
de personas atendidas.

El valor de la funcién objetivo en los vértices del conjunto serd:
£0.0)=0
£(0,60)=60
(60,60)=120
f(100,40)=140
/(100,0)=100

Solucién éptima es de 140 pacientes y se obtiene atendiendo a 100 pacientes del servi-
cio 1y 40 del 2.

ii) Si el primer servicio quisiera ampliar el nimero de pacientes atendidos, jcudntos mé-
dicos deberfa contratar para atender al mdximo de aquellos?

La restriccién del primer servicio puede aumentar como mdximo hasta el punto (180,0),
por lo que el incremento madximo de pacientes atendidos por el primer servicio serd de
180-100 =80 nuevos pacientes. Teniendo en cuenta que cada médico atiende a 10 pacien-
tes, el nimero maximo de médicos a contratar serd de 80/10=8.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2006

1. (7 puntos) Para cada una de las siguientes funciones halla los valores de a€R para los
cuales es una forma cuadrdtica, y en su caso, clasificala:

D fey)=Gxtay

i) g(x,y)=Q2x-ayy?

iii) h(x,y)=(x+ay)’

2 2
.. o 2
La expresion general de una forma cuadritica en R'es f(x,x,)= ZZa__x_x_ , con a;

gt J
=l j=1

nimeros reales dados para cada i, j € {1, 2}. Se tiene, entonces:

i)  f(x,y)=25x"+a’ +10ax , para que f sea una forma cuadritica tiene que ser a=0.

25 0
Por lo tanto, f(x,y)=25x" y su matriz asociada es M (f) =( 0 0)-

En conclusion, para a =0, f'es una forma cuadratica semidefinida positiva.

ii) g(x,y)=4x"+a’y’ —4axy, para todo valor de a es una forma cuadrética y su matriz

4 2a
asociada M (g) = ,

—2a a

En conclusién, para todo valor aeR, g es una forma cuadrdtica semidefinida positiva

iii) A(x,y)=x+a'y’ +3ax’y+3a’xy”, cualquiera que sea a en esta funcién hay términos
que no son cuadrdticos o biliniales.

En conclusidn, para todo valor de a€R, A(x,y) no es una forma cuadrdtica.
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2. (6 puntos) Sea la funcién f(x,y) = e”

i) ¢En qué direcciones la derivada direccional de fen el punto (-1,0) es positiva?

i) ;Aumenta el valor de la funcién cuando pasamos del punto (-1,4) a otro suficiente-
mente préximo a él en la direccién (1,1)?

i) La funcién feC' (R?) por lo tanto es diferenciable en R? y la derivada direccional en el
punto (-1,0) serd:

v/ (=1,0)+v, 1, (~1,0)

D, f(-=10)=
12 2 2
Vl + V2
f(x,y)=ye” enel punto(-1,0) f/(-1,0)=0
f,(x,y)=xe” enel punto(-1,0) £,(-1,0)=-1
por lo tanto
Ov,+(=1)v, -V

D, f(=10)= \/— \/:

Luego serd positiva en las direcciones {(V1 v,)e Ry, < 0}

ii) El valor de la derivada direccional en el punto (-1,4) segtn la direccion (1,1) serd:

LELD+ (14 de’—e’ 3e”

D. f(-1,4)= = = >0
o 1) N N

la derivada direccional es positiva, luego el valor de la funcion en puntos suficientemen-
te proximos al punto (-1,4) segun la direccién (1,1) serd mayor que en (-1,4).
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3. (12 puntos) Sea f(x,y) = ax*—y, aeR, y el conjunto

X={x,yeR/y=x*-1,y=2}

i) Paralos diferentes valores de a estudia la convexidad o concavidad de fen X.

ii) ;Para qué valores de a cumple el punto (0,-1) las condiciones de Kuhn-Tucker?

iii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, indica para qué valores de a podemos ase-
gurar que el punto (0,-1) es maximo de fen X.

iv) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, indica para qué valores de a podemos ase-
gurar que el punto (0,-1) no es minimo de fen X.

(—«/5,2\ | /ﬁ,z)

i) Para los diferentes valores de a estudia la convexidad o concavidad de fen X.

La funcién feC?(R?) y su matriz Hessiana es:
oa 0
Hf (x,y)= 0 o , luego para o =0, la matriz Hf (x,y) es semidefinida positiva,

por lo tanto, f es convexa para a 20 en todo R? y para los valores de a <0, la matriz
H,(x,y) es semidefinida negativa por lo tanto f'es concava para a <0 en R?,

ii) (Para qué valores de a cumple el punto (0,-1) las condiciones de Kuhn-Tucker?

El problema escrito de forma canénica es el siguiente:

max/ min[otx” — y]

gl(x,y)=x2—y—1SO
g (x,y)=y-2<0

Los gradientes son: Vf(x, ) = (20.x,-1) ; Vg'(x,y)=(2x,-1); Vg2(x,y)=(0,1).
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Las condiciones de Kuhn-Tucker:

KT1: Vf(x,y)+AVe'(x, )+ A, Ve (x,¥) = (0,0)

200x 2x 0 0
-1 -1 1 0
KT2: Ag'(x,»)=A(x"—y-1)=0
Ag (x,y)=h,(y-2)=0
KT3: g'(x,y)=x"—y-1<0
g (%) =y-2<0

KT4: A 20,A, 20 min

A, 0,2, <0max

En el punto (0,-1) :

KT1 VA0,-1)+ 4, Vg'(0,-1)+ 4,Vg?(0,-1)=(0,0)
0,-1)+ 2,(0,-1)+ 4,(0,1)=(0,0) = A,=4,-1

KT2 1,8'0,-)=0; 4,%*0,-1)=0 = 1,=0.

KT3 g'(0,-1)=0; g*(0,-1)=-3<0

KT4 A,=-1, 1,=0 (max)

Luego para todo valor a el punto (0,-1) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de médximo.

iii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, indica para qué valores de a podemos ase-

gurar que el punto (0,-1) es maximo de fen X.

Las condiciones de regularidad son las siguientes:
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RI: f, g', g% son diferenciables en todo R? puesto que son polinémicas.

R2: g', g% son convexas en todo R? puesto que g2 es lineal y como g'e C?(R?) su matriz

2 0
hessiana: H ,(x,y) = [ ) es semidefinida positiva, luego g' es convexa.
¢ 0 o0

R3: ¢'(0,0)=0-0-1<0, g’(x,y)=0-2<0
R4: por el apartado i) sabemos que para a =0 la funcién objetivo f'es convexa y para

a <0 es concava.

Por lo tanto, para a <0 las condiciones de Kuhn-Tucker son suficientes para maximo y
por el apartado anterior el punto (0,-1) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de maxi-
mo, por lo tanto para a <0 podemos garantizar que dicho punto serd mdximo.



iv) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, indica para qué valores de a podemos ase-
gurar que el punto (0,-1) no es minimo de fen X.

Por R1, R2 y R3 las condiciones de Kuhn-Tucker son necesarias para mdximo y para mini-
mo, pero en el apartado ii) hemos visto que el punto (0,-1) verifica para todo valor de a las
condiciones de Kuhn-Tucker de maximo y no las de minimo luego para ningtn valor de «,
puede ser minimo.

4. (5 puntos) Dos servicios médicos tienen asignados 10 médicos y 6 médicos respectiva-

mente; cada médico atiende como mdximo a 10 pacientes y el coste de cada paciente es

de 10€/dia y 20€/dia respectivamente. Si el presupuesto total diario de ambos servicios

es de 1800€,

i) Encuentra la asignacion diaria de pacientes en cada servicio que maximice el nimero
de personas atendidas.

ii) Si el primer servicio quisiera ampliar el nimero de pacientes atendidos, jcudntos mé-
dicos deberia contratar para atender al maximo de aquellos?

Este problema coincide con el 4° problema del examen de septiembre de 2006.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2005

1. (6 puntos) Sea f(x,y,z)=ax +by’ +cxz+d |

i) (Para qué valores de a, b, ¢, d es funa forma cuadrdtica definida positiva?

ii) ¢Para qué valores de a, b, ¢, d es funa forma cuadrdtica semidefinida positiva?
iii) ¢(Para qué valores de a, b, ¢, d es funa funcién convexa?

3 3
st 3 .z
Una forma cuadrdtica en R”es una funcion de la forma f(x,,x,,x,) = 2 z a,x.x,,cona,;

=l j=1
nimeros reales dados para cada i, j € {1, 2, 3}.

i) (Para qué valores de a, b, ¢, d es funa forma cuadrdtica definida positiva?

Para que f sea una forma cuadrdtica necesariamente tiene que ser d=0 .

La matriz simétrica asociada a esta forma cuadratica sera:

a 0 c¢/2
M(f)=] 0 b 0
c/2 0 O

y sus menores principales son:
Primer orden: {a, b, 0}
Segundo orden: {ab, -c?/4, 0}
Tercer orden: IM(f) | = -bc?/4.

Para que sea definida positiva todos sus menores principales tienen que ser estrictamen-
te positivos. Como existen menores principales iguales a cero, no puede ser nunca una
forma cuadrdtica definida positiva.
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ii) ;Para qué valores de a, b, c, d es funa forma cuadrdtica semidefinida positiva?

Para que f sea una forma cuadrdtica necesariamente tiene que ser d=0.

Para que sea semidefinida positiva todos sus menores principales tienen que ser mayores
o iguales a cero y el de mayor orden igual a cero, por lo tanto: a=0, b>0, ab>0, -c*/4>0,
-bc*4=0, es decir,a20,b>0,c=0yd=0.

iii) ;Para qué valores de a, b, c, d es f una funcion convexa?

La funcién fe C>(R%) y su matriz Hessiana es la matriz simétrica siguiente:

2a 0 ¢
H (x,y,z)=| 0 2b 0
c 0 0

siendo sus menores principales:
Primer orden: {2a, 2b, 0}
Segundo orden: {4ab,-c?, 0}
Tercer orden: IHJ x,y, 2 = -2bc?.

Para que la funcién sea convexa su matriz Hessiana debe ser definida o semidefinida
positiva, por lo tanto: ¢ 20,5 20,c =0y Vde R.

2

2. (6 puntos) Sea la funcién f(x,y) = |x2 -y

i) Calcula, si es que existen, Vf(0,0) y Vf(1,0).
ii) Calcula las siguientes derivadas direccionales: D, £(0,0), D f0,0)y Dy £(1,0).

i) Calcula, si es que existen, Vf(0,0) y Vf(1,0).

2

Se tiene: f(x,y) = |x2 -v|=q,

xz_yz, xz_y220
yi-x, x=) <0

Veamos si existen las derivadas parciales de fen (0,0):
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fho-r00 ¢l w

£(0,0) = lim————""" — lim— = lim— =0
h—0 h h—0 h h—0 h
0,h) - £(0,0 —h’ "
f;(o,O)zumf( )=/ )zlim| |:1im—:O
h—0 h h—0 h h—0 h

La funcién es diferenciable en el punto (0,0) y se tiene: Vf(0,0)=(0,0)
Punto (1,0): feC'(B(1,0)), ademds en torno al punto (1,0) se tiene:
fiGen=2xy f,(x,»)=-2y. Y, por tanto: Vf(1,0)=(f,(1,0), f,(1,0))=(2,0)

ii) Calcula las siguientes derivadas direccionales: D(M) £(0,0), D(1,0) 0,0)y D(O,l) f(1,0).

En ambos puntos la funcion es diferenciable y se tiene, por tanto:

1o£(0,0)+1£.(0,0)  10+10
D(]])f(0>0) = : : = =
| V2 V2
12£(0,0) +02£,(0,0) 120+ 0%0
D, f(0,0)= = =
(1,o)f( ) \/5 \/E
0°£,(1,0)+12£,(1,0)  0°2+10
1 1

D,,f(1,0)=

3. (8 puntos) Sea f(x,y)=5—x"+4xy—4y’ juntoconX={(r,y) € R*/x?<y =<4}
i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla

max f(x) indicando los puntos de X en los que se alcance.
xeX

ii) Halla todos los puntos que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker.
iii) ;Es necesario el cumplimiento de las condiciones de Kuhn-Tucker para que en un
punto f alcance su minimo en X?; ;y suficiente?

iv) Halla razonadamente min f'(x).
xeX

/

(2,4)

(-2.4)

v
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i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla
max f(x) indicando los puntos de X en los que se alcance.

xeX

-2 4

La funcidn fe C*(R?) y su matriz Hessiana es H S (x,p) :( ) semidefinida negativa.
4 -8

Como el conjunto X es convexo, la funcion f serd céncava en X. Por lo tanto, los puntos que

anulen el gradiente de f; si es que existen, serdn maximos globales de fen X:

Vi) =(-2x+4y,4x-8y)=(0,0) = x=2y.

Entonces: {(x,y)e X/x= Zy} =(0,0)(1/2,1/4) son todos los puntos donde f alcanza el

mdximo y su valor es max f(x)=5.
xeX

ii) Halla todos los puntos que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker.

Escribimos el problema en forma candnica:

max/ min [5—x" +4xy —4y’]

g(xy)=x"-y<0
g (x,y)=y-4<0

Las condiciones de Kuhn Tucker para el problema seran:
KT1: Vf(x,»)+AVg'(x,») +A,Vg (x,») =(0,0)
—2x+4y 2x 0 0
+, +2, = =
4x -8y -1 1 0
—2x+4y+2Ax=0
4x-8y—-A +A, =0
KT2: Ag'(x,y)=A(x"=y)=0
Mg (x, )=k (y-4=0
KT3: g'(x,y)=x"-y<0
g (xy)=y-4<0
KT4: A 20,A, 20 min

A, 0,2, <0max
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De K72 se pueden considerar los cuatros casos siguientes:

Dx+4y=0 S —
a) 4,=4,=0. Obtenemos los puntos: =>x=2y= (0,0)(1/2,1/4).
4x-8y =0
b) 1,=g%=0.
—2x+4y=0
4x-8y+A, =0 p Obtenemos para 1,=0 el punto (8,4) que no verifica K73: (8,4)¢X.
y—4=0
o A,=g'=0.

2x+4y+2Ax=0
4x—8y—A =0p Obtenemos para 4,=0: (0,0) y (1/2,1/4) (obtenidos anteriormente)
x -y=0
y el punto (1/4,1/16)eX, para A,=1/2 >0.

d) g'=¢?=0. Son los puntos (2,4) y (-2,4):

12+4% =0
Punto(2,4) : A,=-3<0y 4,=21>0. (no verifica K74 )
24—\ +A, =0
20-4) =0
Punto(-2,4): A,=5>0y 4,=45>0.
—40—-A +A, =0

Por lo tanto, los puntos (0,0)(1/2,1/4) verifican KT de mdximo y de minimo mientras
que los puntos (1/4,1/16) y (-2,4) verifican KT de minimo.

iii) ;Es necesario el cumplimiento de las condiciones de Kuhn-Tucker para que en un
punto falcance su minimo en X?; ;y suficiente?

R1: f, g', g% son diferenciables en R2.
2 0
R2: g2 es lineal, luego, es convexa y g'e C2%(IR?) su matriz Hessiana H  (x,y) = es
£ 0 o0

semidefinida positiva, luego, g' también es convexa.

R3: g'(x,y)=0—1<0, gz(x,y):1_4<0

R4: fes concava.
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Las condiciones de regularidad R1, R2 y R3 permiten afirmar que las condiciones de Kuhn-
Tucker son necesarias para maximo y para minimo, y las condiciones de regularidad R1, R2
y R4 hacen que las condiciones de Kuhn-Tucker sean suficientes para mdximo por lo tanto
para que un punto sea minimo es necesario el cumplimiento de las condiciones de Kuhn-
Tucker pero no suficiente.

iv) Halla razonadamente min f(x).
xeX

Como fes continua y X es compacto, es seguro que la funcién alcanza su valor maximo y
minimo en X. Por el apartado iii) sabemos que los puntos donde se alcance el minimo nece-
sariamente deben verificar las condiciones de Kuhn-Tucker.

En el apartado ii) hemos encontrado todos los puntos que verifican las condiciones de Kuhn-

Tucker de minimo. Pero como los puntos del segmento (0,0)(1/2,1/4) también verifican
las condiciones de Kuhn-Tucker de mdximo (que son suficientes para mdximo) sélo quedan
dos puntos (1/4,1/16) y (-2,4) como posibles candidatos a minimo. El valor de la funcién en
dichos puntos es: f(1/4,1/16)=319/64 y f(-2,4)=-95

Por tanto, el minimo se alcanza en (-2,4) y su valor €s min f(x)=-95 .
xeX
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2005

1. (4 puntos) Sea la forma cuadratica Q(x) definida por
a -1 0
Ox)=Mx) | 1 1 a | aM(x), donde acR.

0 a 4

Halla la matriz de representacion de Q(x). Razona para qué valores de a se da cada uno de
los siguientes casos:

i) Paratodo xeR3-{0} se cumple Q(x)<O0.

ii) Paratodo xeR3-{0} se cumple Q(x)>0.

iii) Para todo x€R3 se cumple Q(x)30.

iv) Existen x,, x,€R3 tales que Q(x,)<0 y O(x,)>0.

La matriz de representacion de Q sera:

a 0 O
MQO)=]10 1 a
0 a 4

Calculamos sus menores principales:
Menores principales de orden 1: {a, 1, 4}.
Menores principales de orden 2: {a, 4a, 4-a*}.

Menores principales de orden 3:I1M(Q)l=4a-a’=a(4-a?).
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i) Paratodo xeR3-{0} se cumple Q(x)<O0.

Si para todo xeR3-{0} se cumple Q(x)<0, Q es una forma cuadrdtica definida negativa y
por tanto, los menores principales de orden impar tienen que ser negativos, por lo tanto, no
existe ningtin valor de a que haga Q definida negativa, ya que, hay un menor de orden 1 po-
sitivo, 1>0.

ii) Paratodo xeR3-{0} se cumple Q(x)>0.

Si para todo xeR3-{0} se cumple Q(x)>0, Q es una forma cuadrdtica definida positiva. Por
tanto, todos los menores principales tienen que ser mayor que cero, a>0 y 4-a*>>0. En con-
clusién O<a<2.

iii) Para todo xeR? se cumple Q(x)30.

Si para todo xeR? se cumple Q(x)%0, Q es una forma cuadrdtica definida o semidefinida
positiva.

Q serd semidefinida positiva si a=0 4-a?>0 y a(@-a*)=0, es decir, cuando a=0 y a=2.
Por tanto, y teniendo en cuenta el apartado (ii) se tiene:

Q serd definida o semidefinida positiva para 0<a<2

iv) Existen x,, x,€R3 tales que Q(x,)<0 y O(x,)>0.

Si existen x,, x,€R3 tales que Q(x)<0 y Q(x,)>0, Q es una forma cuadrdtica indefinida.

De (i), (i), (iii) se tiene que a<0 6 a>2
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2
X

2. (10 puntos) Sea la funcién f(x,y) = — y el conjunto X={(x,y)eR?/x?*+ y><5<x+3y}.

y+1
1) Estudia la convexidad o concavidad de fen X.
ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones convexas y cdncavas, halla
max f(x) y todos los puntos donde se encuentra.

iii) Comprueba que los puntos (2,1) y (-1,2) cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker de
minimo.

iv) Sabiendo que (2,1), (-1,2), (O, J5 )y (0,5/3) son los unicos puntos de la frontera de X que
cumplen Kuhn-Tucker de minimo, halla min f'(x) y todos los puntos donde se encuentra.

i)  Estudia la convexidad o concavidad de fen X.

Consideremos el abierto U = {(x, y) € R?/ y > —1} donde feC*(U), se puede utilizar la ca-
racterizacion de las funciones convexas y céncavas de clase C? para estudiar la convexidad o
concavidad de la funcién fen el convexo XcU:

2
X

(y+1’

2x
S, y)=——"—; f,(x,y)= y
y+1

2 2x

y+1 (y+1)2

H (x,y)= ,
2x 2x

(y+1)}  (p+1)
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L 2 2x°
menores principales de orden 1: ¢ ———  — al .
y+1 (y+1y
menores principales de orden 2: 1H (x,y)I=0.

Los menores principales de orden 1 son negativos en X y el determinante es igual a cero, por
tanto, fes concava en X.

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones convexas y concavas, halla
max f(x) y todos los puntos donde se encuentra.

xeX

Como fes concava en X y feC*(U), en los puntos en los que se anula el gradiente f alcanza
mdximo global.

2x :
y+l (y+1)

Por tanto, f alcanza mdximo en todos los puntos del conjunto

Se tiene Vf(x,y) = (— ]:(0,0) = x=0.

{(x,y)eX/ x=0}= (0, \/g )(0, 5/ 3) (ver grdfico) y se tiene, max f(x, y)=0.
(x.0)eX

iii) Comprueba que los puntos (2,1) y (-1,2) cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker de
minimo.

Escribimos el problema de programacion no lineal en la forma:

2

min[ —

]
y+1

gl(x,y)=x2+y2—5S0

g (x,y)=5-x-3y<0

2
2x X

y+l (y+1)

Calculamos: Vf(x,y) = [— ); Ve'!(x,y)=(2x,2y); Vg2(x,y)=(-1,-3).

Condiciones de KT:
KT1 Vf(x,y)+A Vg'(x.y)+ A,Vg*(x,)=(0,0)
KT2 2,8'(x,y)=0; A,8%(x.,y)=0
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KT3 g'(x,y)=<0; g2(x,y)=<0
K14 1, 1,20 (min)

Punto (2,1) :

KT1: (:2,D)+1,4,2) + 4,(-1,-3)=(0,0) = 1,=7/10 y 1,=4/5.
KT2: g'(2,H)=g*(2,1)=0

KT3: 2,)eX

KT4: A,=7/10y A,=4/5

El punto (2,1) verifica las condiciones de K7 de minimo.

Punto (-1,2):

KT1: (2/3,119)+ A,(-2,4) + 1,(-1,-3)=(0,0) = 4,=17/90 y 4,=13/45.
KT2: g'(-1,2)=g%(-1,2)=0

KT3: (-1,2)eX

KT4: 1,=17/90y 1,=13/45 .

El punto (-1,2) verifica las condiciones de K7 de minimo.

iv) Sabiendo que (2,1), (-1,2), (0, J3) y (0,5/3) son los unicos puntos de la frontera de X que
cumplen Kuhn-Tucker de minimo, halla min f'(x) y todos los puntos donde se encuentra.

Condiciones de regularidad:

R1:f, g', g* diferenciables en U, abierto y convexo de R?
R2: g!, g% convexas en U.

g% es una funcidn lineal luego es convexa en U.

2 0
g'eC*(U) y en todo punto (x,y) se tiene: Hgl (x,y) = (0 ) ),

luego es convexa en U.
R3: g1(0,2)= -1<0, g2.(0,2)=-1<0

Si un punto es minimo del problema necesariamente tiene que cumplir las condiciones de
KT de minimo.

Ademds, sabemos que f'es continua en el compacto X, por tanto, f alcanza su minimo valor
en el conjunto.
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Se evalda la funcion en los puntos que cumplen las condiciones de KT de minimo:

J2.1)=-2, f(-1,2)=-1/3, f(0, \/g)zf(0,5/3)=0

El minimo se alcanza en (2,1) y vale min f(x,y) = f(2,1)=-2
(x.)eX

3. (6 puntos) Una compaiifa produce mesas y sillas. Para ello dispone de tres plantas. En
la planta 1 se cortan las piezas de madera, en la planta 2 se realiza el ensamblaje de las
piezas y en la planta 3 se realiza el acabado de los productos. En la tabla se resumen los
horas semanales requeridas para fabricar una unidad de cada producto, asi como el bene-
ficio obtenido por unidad producida. La compaiiia sabe que puede vender la cantidad que
desee de ambos productos con la capacidad disponible en las tres plantas.

Mesas Sillas Horas disponibles
Planta 1 1 3 210
Planta 2 3 3 270
Planta 3 4 1 240
Beneficio (€) 60 30

i) Sila compaifa pretende maximizar sus beneficios, formula el problema de programa-
cion lineal y halla la solucion éptima de dicho problema.

ii) ¢Entre qué valores debe estar el beneficio por mesa para que la solucién ptima sea la
misma que la obtenida en el apartado anterior?

iii) ;En qué plantas seria conveniente aumentar la capacidad horaria semanal disponible?
(Cudnto estarfa dispuesta a pagar la empresa por cada hora afiadida a la capacidad
respectiva de estas plantas?

Se consideran las variables:

X, : n° de mesas

x, : n° de sillas

max[60x, +30x,]

M, :x +3x, <210
M, :3x, +3x, <270
M, :4x +x, <240

x,20,x, 20
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i)  Si la compaiifa pretende maximizar sus beneficios, formula el problema de programa-
cion lineal y halla la solucion éptima de dicho problema.

Teniendo en cuenta las pendientes de las rectas y como podemos ver en el gréfico:

(60,0) (50,40) (30,60) (0,70)

1
oo sy = 4D sy =B gy = 50
3

60 )
y m =—-—-——=—
T30
La solucion éptima se alcanza en el punto (50,40). Es decir, la produccién éptima es de 50 me-
sas y 40 sillas, siendo el beneficio en este caso de 4.200<€.

ii) ¢(Entre qué valores debe estar el beneficio por mesa para que la solucién optima sea la
misma que la obtenida en el apartado anterior?

A

Llamamos A al beneficio de las mesas, entonces m, = ——, para que la solucién optima
30

no varie, se tiene:

/.=

A A
4<—-——<-1 = 1<—<4 = 30<4<120
30

El beneficio por mesa debe estar comprendido entre 30€ y 120€

iii) ;En qué plantas seria conveniente aumentar la capacidad horaria semanal disponible?
(Cudnto estarfa dispuesta a pagar la empresa por cada hora afadida a la capacidad
respectiva de estas plantas?

En las plantas donde se utilicen todas las horas semanales disponibles, seria conveniente au-
mentar las horas semanales disponibles:

Planta 1: 50+120=170<210, en esta planta no se agotan las horas disponibles, por tanto, no
interesa aumentarlas.

Planta 2: 150+120=270.

En esta planta se utilizan para la produccion éptima todas las horas disponibles, luego po-
drfa interesar aumentarlas y asi mejorar la produccidn.

M,: 3x+3x,=270+b
(50,40)—(510/11,600/11)
b=0—b=360/11=32,7
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Como vemos podria interesar aumentar en 32,7 horas la capacidad de la planta 2 y se tiene:

48.600

—4.200

b= —66€/n
360

11

Por lo que en esta planta por cada hora aumentada obtendria un beneficio de 6,6€/h, por lo
tanto, estarfa dispuesto a pagar la hora aumentada a menos de 6,6€ la hora.
Planta 3: 200+40=240.

En esta planta, también, se utilizan para la produccion éptima todas las horas disponibles,
luego podria interesar aumentarlas y asi mejorar la produccion.

M;: 4x,+x,=240+c b

(50,40)—(90,0)

c=0—c=120

Como vemos podria interesar aumentar en 120 horas la capacidad de la planta3 y en este

caso se tiene:

5.400 — 4.200
hy= =10 €/h
120

Por lo que en esta planta por cada hora aumentada obtendria un beneficio de 10€/h, por lo
tanto, estarfa dispuesto a pagar la hora aumentada a menos de 10€ la hora.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2004

1
1. (8 puntos) Sea f(x,y,z)=2x"+y +—z" +xz+0yz.
2

i) (Para qué valores de a podemos asegurar que f'es convexa en todo R3?
ii) ¢Para qué valores de a podemos asegurar que f es estrictamente convexa en todo IR3?
iii) ;Para qué valores de a podemos asegurar que f no es ni convexa ni céncava en todo R3?

Como fes una funcidn de clase C?, se puede estudiar su convexidad mediante su matriz hes-
siana. Se tiene entonces:

4 0 1
H (x,y,2)=]10 2 «
1 oo 1

Hallamos sus menores principales,
Menores principales de orden 1: {4, 2, 1}
Menores principales de orden 2: {8, 3, 2-a2}

Menores principales de orden 3: IHf x,y,2)|l=6-402.

i) ¢Para qué valores de a podemos asegurar que f'es convexa en todo R3?

La funcion f es convexa en R3 (conjunto abierto), si y sélo si, en todo punto (x,y,z) la matriz
H,(x,y,2) es definida o semidefinida positiva y ,por lo tanto, todos los menores principales
tienen que ser mayores o igual a 0. Entonces:

2-a220= 2 <o <2
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3 3
6-40>0= —|— <o <, [—
2 2
3 3 )
Para —, [— <a <, [—, la funcién fes convexa en R3.
2 2

ii) ¢Para qué valores de a podemos asegurar que f es estrictamente convexa en todo R3?

La funcidn f es estrictamente convexa en R3 si en todo punto (x,y,z) la matriz H,(x,y,2) es
definida positiva. Entonces, los menores principales tienen que ser mayores que cero:

3 3
2-a?>0= -2 <o < \/E y 6-40>>0= —\/: <o < \/:
2 2

/3 f3
Para, —, |[— <o < ,|— la funcidn fes estrictamente convexa en R3.
2 2

iii) ¢Para qué valores de a podemos asegurar que f no es ni convexa ni céncava en todo R3?

Esta funcion no es céncava en ningtin caso, ya que hay al menos un menor principal de orden 1
. . 3 3 >
positivo, por otra parte, si o0 < —,[— o >, [— la funcién no es convexa en R3.
2 & 2
6

Por tanto, podemos asegurar que f no es ni convexa ni céncava en todo R3, para:
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2. (12 puntos) Sean X={(x,y)eR? y<2-x%; y<x; y2-x} y f(x,y)=x?+9y>+06xy-4x-12y+4.

i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas hallar el
minimo de fen X.

ii) Utilizando el gradiente de f, ;qué podemos asegurar acerca de los puntos (0,0) y
(1,1)?

iii) ¢;Verifica el punto (1,1) las condiciones de Kuhn-Tucker? Utilizando los teoremas de
Kuhn-Tucker, ;qué se puede afirmar acerca de este punto?

iv) ¢Verifica el punto (1/2,1/2) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Se puede asegurar que
es extremo global de fen X?

1) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas hallar el
minimo de fen X.

2 6
La funcién feC*(R?), y se tiene, H (x,y) =[ ) es semidefinida positiva, luego f es
convexa. 6 18

Entonces, en los puntos de X que anulen el gradienteVf(x,y)=(0,0), se alcanzard el minimo
global de fen X :

VH(x,)=(2x+6y-4,6x+18y-12)=(0,0) = x+3y=2.

1 1Y4 2
En conclusion, en el conjunto de puntos {(x,y)e X/ x+3y=2}= (— ,— )(— ,— ) falcanza el mi-
nimo global en X. 2 2N39

116



ii) Utilizando el gradiente de f, ;qué podemos asegurar acerca de los puntos (0,0) y
(1,1)?

V£(0,0)=(-4,-12) V(1,1)=(4,12)

Teniendo en cuenta el gradiente de f en el punto (0,0), en dicho punto no se alcanza nin-
glin extremo ya que existen puntos de X préximos al (0,0), en los que la funcién alcanza
valores mayores y menores ya que existen direcciones cuyas derivadas direccionales son
positivas y direcciones cuyas derivadas direccionales son negativas, como se puede ver en
el grafico.

Teniendo en cuenta el gradiente de f'en el punto (1,1), en dicho punto se alcanza un maximo
local, como podemos ver en la figura, aunque no podemos asegurar que sea global.

iii) ¢;Verifica el punto (1,1) las condiciones de Kuhn-Tucker? Utilizando los teoremas de
Kuhn-Tucker, ;qué se puede afirmar acerca de este punto?

Escribamos el problema en forma candnica:

max/ min[x’ +9y’ +6xy-4x-12y+4]

g(xy)=x"+y-2<0
g (xy)=y-x<0
g (x,y)=-x-y<0
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Las condiciones de KT son las siguientes:

KT1: Vf(x,»)+A Vg (x,»)+ A, Vg (x,»)+ 1, Vg (x, ) = (0,0)
L L
6x+18y—12 1 1 -1| o
2x+6y—4+2Ax—A, —A, =0.
{6x+18y—12+k1+k2—7u3:0.
KT2: Ag'(x,»)=A(x"+y-2)=0
Mg (6, y)=h(y-x)=0
rg () =M (=x=y)=0
KT3: g'(x,y)=x"+y-2<0
gy =y-x<0
g (x%y)=-x-y<0
KT4: A 20,A, 20,A, =20 min
A <0,A, <0,A, <0max

Para el punto (1,1) :

4420 -, A, =0
KTTI: .
124X +A, =2, =0
16 52
KT2 y KT3: g'(1,1)=0, g%(1,1)=0, g*(1,1) = - 2, luego, 1,=0. > A, = ——,\, =——, por
lo tanto, el punto (1,1) verifica KT de mdximo. 3 3

Veamos que condiciones de regularidad se verifican:

R1: f,g',g? g3 son funciones diferenciables en todo R? (son funciones polinémicas).

R2: g', g2, g3 son convexas en R2. g2y g3 son lineales, por lo tanto convexas y
g'eC2(R?):

2 0
Hg, (x,») =(0 0) su matriz hessiana es semidefinida positiva, luego g' es

convexa.
2 (1,00=1+0-2<0
R3: 1g°(1,0)=0-1<0
2’ (1,00=-1-0<0
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Se cumplen las tres condiciones de regularidad. Por lo tanto las condiciones de Kuhn-
Tucker son necesarias para mdximo y para minimo.

R4: fes convexa.

Las condiciones KT no son suficientes para maximo. En conclusién, el punto (1,1) puede
que sea un maximo global del problema, pero no es seguro que lo sea.

iv) ¢Verifica el punto (1/2,1/2) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Se puede asegurar que
es extremo global de fen X?

Para el punto (1/2,1/2) :

A=A —A =0
KT1: .

AA+A—A =0
KT2: 1,=,=0.

KT3: (1/2,1/2)eX.
KT4: A,=4,=4,=0.
Verifica las condiciones de KT de mdximo y de minimo.

Por R1, R2 y R4 (f convexa) las condiciones de K7 son suficientes para minimo, luego el
punto (1/2,1/2) es minimo global.

3. (10 puntos) Un hospital desea reducir la lista de espera de las operaciones pendientes de

rifién y de vesicula. Debido al gran nimero de operaciones pendientes desea realizar mads

operaciones de vesicula que de rifién. Por otra parte, no puede realizar mds de 50 opera-

ciones de vesicula diarias. Cada operacion de rifién requiere la presencia de dos médicos

y se realiza en una hora. Cada operacion de vesicula sélo requiere un médico y también se

realiza en una hora. Para estos tipos de operaciones el hospital tiene asignados 16 médicos

que dedican 5 hora al dia cada uno de ellos y cuenta con 12 quiréfanos disponibles cada

uno de ellos 5 horas al dfa.

i) Maximizar el nimero de operaciones diarias.

ii) ¢;Le interesarfa al hospital disponer de mds quiréfanos? En caso afirmativo, ;de
cuantos?

iii) ¢Le interesaria al hospital contratar mds médicos? En caso afirmativo, jcudntos con-
trataria?

Se consideran las variables

x,: nimero de operaciones de rifidn, x,: nimero de operaciones de vesicula,
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max[x, +x, ] (15,50) M,

M,
M, : X, 2 X, 10,50
(20,40)
M,: x, <50
M, :2x +x, <80 (30,30)

(8073
M,: x +x,<60

4

x,20,x,20

v

VY

i) Maximizar el nimero de operaciones diarias.

La solucion 6ptima se encontrard en alguno de los vértices del conjunto de soluciones fac-
tibles,

10,0)=0
£(80/3,80/3)=160/3
£(20,40)=60
£(10,50)=60
£(0,50)=50

Por lo tanto el maximo se alcanza en el segmento (10,50)(20,40).

El mdximo de operaciones diarias es 60.

ii) ¢(Le interesaria al hospital disponer de mds quiréfanos? En caso afirmativo, ;de
cuantos?

Para realizar las 60 operaciones se utilizan todos los quirdfanos, restriccion saturada, por lo
que puede interesar disponer de mds quiréfanos. Veamos cuantos mds.
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M,: x,+x,<60+g

(10,50)(20,40) —(15,50)

q=0—¢q=5

En el nuevo 6ptimo pasaria de 60 horas — 65 horas

En conclusion, necesitaria un nuevo quiréfano durante 5 horas al dfa.

iii) ;Le interesarfa al hospital contratar mds médicos? En caso afirmativo, ;cudntos con-
trataria?

Veamos que sucede si contrata mds médicos

M;: 2x,+x,<80+m

(10,50)(20,40) —(30,30)
m=0—m=10

En el nuevo 6ptimo aumentaria en 10 horas de médico, pero seguirfa realizando el mismo
nimero de operaciones:

60 operaciones — 60 operaciones

Por lo tanto, no le interesaria contratar mas médicos.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2004

1. (5 puntos) Sea la funcién f(x,y) = |x + y| . Calcular D, , f(1,-3). (Para qué direcciones

estd definida la derivada direccional de f en el punto (0,0)?

x+y, x+y=20

La funcidn festd definida en R? y se tiene: f(x,y) = .
-x-y, x+y<0

En el punto (1,-3) esta funcidn es diferenciable y, por tanto, existe la derivada direccional en
cualquier direccién. Siendo f,(1,-3) = -1y f,(1,-3) =1, se tiene:

SL-3)+ 03 2

D f(1,-3)=
anS (1,=3) NG NG

Sea (v,,v,) # (0,0) , veamos para que direcciones esta definidala D | f(0,0).

Como la funcién no es diferenciable en (0,0) se tiene entonces:

FO+8v,0+00,)= £(0,0) |+,
=lim———=

D, /(0,0)=lim
o (i o o]

t—0
>0 >0

. t\v t+v v +v
v, +v,20=lim (1 2): L
20 I,‘\/vl2 +v22 \/vl2 +v22

>0

t(_vl _vz) _Th Y,

v, +v, <0=lim
20 l‘\/vl2 +v22 \/vl2 +v22

>0

Como este lfmite existe para todo (v, v,) # (0, 0), existe la derivada direccional de la funcién

fen el punto (0,0) en cualquier direccién (v, v,) # (0, 0).
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2. (8 puntos) Para cada una de las siguientes funciones encuentra, si existe, un abierto
convexo donde sea convexa y otro abierto convexo donde sea concava:

) f(xy)=

x+y

i) g(x,y)=In(x+y)

D flxy)=

xX+y

La funcién f estd definida en D={(x,y)eR? x+y=0} abierto, no convexo. Siendo feC*(D))
se tiene: '

Siey) = f(xy)=- JuGey) = £, (x6) = f,(x6 ) =

(x+y) (x+y)
2 2
3 3
x+y x+y
y, por tanto, su matriz Hessiana es: H ; (x,y)= ( 5 ) ( 5 )

(x+y)  (x+y)

siendo sus menores principales:

2 2
Menores principales de ordenl: { ) 3 }
(x+y) (x+y)

Menores principales de orden2: |H(x,y)I=0

Como el dominio D, no es convexo, buscamos el mayor conjunto abierto y convexo conteni-
do en D,. Consideramos el abierto convexo A,={(x,y)e R* x+y>0}; se tiene que para todo
(x,y) de A, la matriz H f(x, y) es semidefinida positiva, por tanto, f convexa en A,.

De igual forma, podemos considerar el conjunto A,={(x,y)e R?/ x+y<0} } abierto y convexo;
se tiene que para todo (x,y) de A, la matriz H, (X, y) es semidefinida negativa, por tanto, f con-
cavaenA,.
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AN

| A= Gone | R wty>0}

febncava——\ \ [flconvexa

Y

A= (e RY fey<01

i) g(x,y)=In(x+y)

La funcion f estd definida en Dg:{(x,y)e R?/ x+y>0}abierto, convexo. Siendo ge Cz(Dg) se
tiene:

g.(x»=g,(x,y)=g,(x,y)=—

g(xy)=g,(xy)= —
x+y (x+y)

1 1

C(xy) (xy)
I 1

C(xy) (xty)

y sumatriz Hessiana es H (x,y) =

siendo sus menores principales:

1 1
Menores principales de ordenl: {— i 2 }
(x+y)  (x+y)

Menores principales de orden2 :1H (x,y)l=0

Para todo (x,y)€ D,la matriz H (x,y) es semidefinida negativa, por tanto, f concava
enD,.
8
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\

fledneava

~l{ep)e | R x+y>0}

Y

3. (12 puntos) Sea el problema:

siendo funa funcion lineal.
en el interior o en la frontera.

Tucker?

funcion alcanza el minimo.

2
y

max/ min f(x, y)

{

i) /Tiene solucion el problema? En caso afirmativo, indica si los extremos se alcanzan

<x

yzx-2

ii) Si un punto x es solucion del problema ;tiene que verificar las condiciones de Kuhn-

iii) Si los puntos x;, x, verifican las condiciones de Kuhn-Tucker de minimo, indica si en
alguno o algunos de esos puntos se alcanza el minimo del problema y por qué.

iv) Si en (0,0) se alcanza el maximo del problema, siendo los escalares que hacen que se
cumpla la condicién KT1 A,;=-1 y 4,=0, encuentra el punto o los puntos en los que la

Si f'es una funcidn lineal serd de la forma f(x,y)=ax+by; con a y b nimeros reales.

El problema escrito de forma estdndar sera:

max/ min[ax + by]

gxy)=y"-x<0

g (x,y)=x-y-2<0

0.09)

(4.2)

v

(-
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i) /Tiene solucion el problema? En caso afirmativo, indica si los extremos se alcanzan
en el interior o en la frontera.

Si. Al ser funa funcidn lineal, es continua y el conjunto de soluciones factibles X es un con-
junto compacto (cerrado y acotado), por lo tanto, el problema tiene solucion . Ademads, los
extremos se alcanzardn en la frontera puesto que al ser funa funcidn lineal, su gradiente no
se anula en ningun punto. Vf(x,y) = (a,b) #(0,0)

ii) Si un punto x es solucién del problema ;tiene que verificar las condiciones de Kuhn-
Tucker?

Si. Utilizando lo teoremas de K-T, tenemos
RI1: f, g', g% son funciones diferenciables en todo R?

R2: g', g% son convexas en R?. g? es lineal y por lo tanto convexa y g'e C3(IR?):su matriz
0 0

Hessiana Hg, (x,y)= 0 es semidefinida positiva en todo punto del dominio, por lo
tanto g' es convexa.

R3: Existe al menos un punto interior, por ejemplo x = (1,0):

g'(1,0) = -1<0, g*(1,0) = -1<0.

Se cumplen las condiciones de regularidad de necesidad de Kuhn-Tucker, es decir, todo pun-
to solucion del problema debe verificar las condiciones de Kuhn-Tucker.

iii) Si los puntos x,, x, verifican las condiciones de Kuhn-Tucker de minimo, indica si en
alguno o algunos de esos puntos se alcanza el minimo del problema y por qué.

Como hemos comprobado (en el apartado anterior) se cumplen R1, R2. Por ser f lineal, es
convexa y se verifica R4 (minimo). Es decir, se cumplen las condiciones de regularidad de
suficiencia de Kuhn-Tucker. Por lo tanto si x, y x, verifican las condiciones de Kuhn-Tuc-
ker de minimo es seguro que, en los dos puntos, se alcanza el minimo global del problema,
puesto que las condiciones de Kuhn-Tucker son suficientes.
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iv) Sien (0,0) se alcanza el maximo del problema, siendo los escalares que hacen que se
cumpla la condicién K71 A,=-1 y 4,=0, encuentra el punto o los puntos en los que la
funcion alcanza el minimo.

Escribimos las condiciones de KT para este problema:

KT1: Vf(x,»)+A Vg (x,»)+A,Vg' (x,») = (0,0)

a -1 1 0
b 2y -1] o
KT2: Ag'(x,»)=A(y" —x)=0
rg () =h(x-y=-2)=0
KT3: g'(x,y)=y " —x<0
g (xy)=x-y-2<0

KT4: A 20,A, 20 min

A < 0,2, <O0max

En el punto (0,0) , (4,=-1 y 1,=0) se tiene:
KT1: (a,b)-(-1,00=(0,0). es decir: a=-1, b=0 luego f(x,y) = -x .

Minimo

De KT2 podemos considerar los casos siguientes:

a) Para 4,=4,=0. De KT1 , (-1,0) = (0,0) absurdo, no hay ningtin punto .

b) Para 4,=0; g>=0. De KT1, (-1,0)+ 4,(1,-1)=(0,0). Entonces 1,=0 igual que el anterior.

¢) Para 1,=0; g'=0. De KT1, (-1,0)+ 2,(-1,2y)=(0,0). A,= -1 , y=0, junto con la ecuacion g'=0,
x=0 obtenemos el punto(0,0) , que es el mdximo del problema.

d) Para g'=g%=0 se obtienen los puntos (4,2) y (1,-1) .
Punto 4,2):
(-L,O)y+ 4,(-1,H+ 4,(1,-1)=(0,0). 2,=1/3 y A,= 4/3. Verifica las condiciones de KT de minimo.

Punto (1,-1):
-1,0)+ 4,(-1,2)+ 4,(1,-1)=(0,0). A= -1/3 y 4,= 2/3. No verifica las condiciones de KT.
El tnico punto que verifica las condiciones de minimo es el (4,2) y como se cumplen las

condiciones de regularidad suficientes de minimo, CR1, CR2 y CR4 (f convexa), en el punto
(4,2) se alcanza el minimo global de la funcién en X .
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4. (5 puntos) Una floristeria realiza dos tipos de ramos de flores, tipo A y tipo B, para los

que utiliza lirios y claveles de los cuales dispone de 1800 y 2400 unidades respectivamen-

te; para confeccionar un ramo tipo A utiliza 10 lirios y 20 claveles y para un ramo tipo B

20 lirios y 10 claveles. Por otra parte, saben que no pueden vender mds de 60 ramos tipo

B. Si vende cada ramo tipo A a 20 euros y cada ramo tipo B a 30 euros,

1) Calcular cudntos ramos de cada tipo realizard si quiere maximizar el ingreso.

ii) (A cudnto deberfa vender cada ramo tipo A si quisiera vender mds ramos tipo B?

iii) Si pudiera adquirir mds claveles, jcudnto estarfa dispuesto a pagar por cada uno de
ellos?, ;cudntos adquiriria?

Se consideran las variables:
x,: nimero de ramos de flores tipo A,

x,: nimero de ramos de flores tipo B .

max[20x, +30x, ]
M, :10x, +20x, <1800

1

M, :20x, +10x, <2400

2

M, :x, <60 ~

3

\@,60 M,

(0,60) 3\ (100,40
P
TN01800)

(120.0)\ \ -
M- My’ M,

x 20,x,20

2

i) Calcular cudntos ramos de cada tipo realizard si quiere maximizar el ingreso.

Valorando la funcidn objetivo en los vértices:
f(0,0=0€
(0,60)=1800€
£(60,60)=3000€
f(100,40)=3200<
f(120,0)=2400€

Se obtiene que para maximizar el ingreso debe realizar 100 ramos del tipo A y 40 ramos del
tipo By asi obtiene unos ingresos maximos de 3.200<€.
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ii) (A cudnto deberia vender cada ramo tipo A si quisiera vender mds ramos tipo B?

2
La pendiente de la funcién objetivo es m, = P —5, donde, p, es el precio de

Py
venta de los ramos tipo A y p, de los ramos tipo B. Si quiere vender mas ramos del
tipo B, la solucidn éptima se desplazard del punto (100,40) al punto (60,60) y por lo

p, 1 p, 1
tanto m,> m, m =——->-—=m =—<—=p <I5

300 2 30 2

(100,40) (60,60)

1
A T T A N Ry AL LUy

2 1 3

Deberia vender cada ramo de tipo A a un precio inferior o igual a 15€.

iii) Si pudiera adquirir mds claveles, ;cudnto estarfa dispuesto a pagar por cada uno de
ellos?, jcudntos adquirirfa?

Para maximizar los ingresos utiliza todos los claveles disponible, luego podria interesarle
disponer de mds claveles. Veamos de cuantos y a que precio.

M,: 20x +10x,=2400+b
(100,40)—(180,0)
b=0—b=1200
3200€—3600€

100,40) — £(180,0) 3600 —3200
A= A )~/ ) = =0,33 euros/clavel
1200 1200

Le interesa comprar, para mejorar el dptimo, hasta 3600€, 1.200 claveles, a un precio infe-
rior 0,33 euros cada clavel.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2003

(=]

1. (4 puntos) Sea M (Q) = 1 con a,feR la matriz de representacion de un

= o R
R o ™

forma cuadritica.
i)  Encuentra los valores de a,f tal que Q sea semidefinida positiva.
ii) Encuentra los valores de a.f3 tal que {x € R3/ Q(x) > 0} = R? - {0}.

Se calculan los menores principales de la matriz M(Q):
Menores principales de orden 1: {a, 1, a}
Menores principales de orden 2: {a, a>-f32, a}

Menores principales de orden 3: IM(Q)|=a>—f3?

i) Encuentra los valores de a,f tal que Q sea semidefinida positiva.

Para que la forma cuadrdtica Q sea semidefinida positiva los menores principales tienen que
ser mayores o iguales que cero y IM(Q)|=0. Se tiene:

0c’=Bz} o] =B
=

so=1fya=0
a=0 a=0

ii) Encuentra los valores de a.f3 tal que {x € R3/ Q(x) > 0} = R? - {0}.

En este caso la forma cuadrdtica Q tiene que ser definida positiva y, por tanto, todos los me-
nores principales mayores que cero. Se tiene:
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ied e

So>Pya>0
a>0

o>0

2. (5 puntos) Sea f(x,y) =x2y + (y — 4.

i) Estudia la convexidad o concavidad de fen RZyen A= {(x,y) € R>/y=x2+ 1}.
ii) Hallay representa el conjunto B = {(v,, v,) € R2— {0} / D f(1, 4) > 0}.

iii) ;Puede haber en el punto (1,4) un mdximo de frelativamente a A?

i) Estudia la convexidad o concavidad de fen R2yen A= {(x,y) € R>/y=x2+ 1}.

Como fe C*(IR?) estudiamos convexidad o concavidad mediante su matriz hessiana:

fxy)=2xy p oyl
La)=x*+2(y-4)
Fuey)=2y
Jiey=2x
fp(xy)=2

2y  2x
Y, por tanto, H (x,y) =
2x

v

2

Menores principales de orden 1: {2y, 2}
Menores principales de orden 2: [H (x,y)l=4y-4x*=4(y-x*)

Los menores principales no mantienen el signo en R2, como ademds R? es un conjunto
abierto se concluye que f no es convexa ni céncava en R?.

Esta funcidn es estrictamente convexa en A, pues en este conjunto todos los menores princi-
pales de H,(x,y) tienen signo positivo.

ii) Halla y representa el conjunto B = {(v,, v,) € R2- {0} / D f(1, 4) > O}.

Siendo fe C?*(R?) se tiene:

WA V() v 2xp 4y, (2 +2y-8)

2 2 2 2
\/v1 +v, \/v1 +v,

va(x’y)=
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8v, +v

Df(1,4)=—F——>0=8v, +v, >0=8v >-v,
2 2
v, +V2 \ R
+y,= \\
B = {(Vp V2) € RZ / 8V1 >—V2} 8V1 Va 0 \‘

\4

iii) (Puede haber en el punto (1,4) un mdximo de frelativamente a A?

Siendo fe C*(R?) y (1,4)eint(A) la condicidn necesaria para que en (1,4) halla extremo (mdxi-
mo o minimo) es que las derivada parciales en el punto se anulen. Se tiene:

Vi,4)=(8,1) # (0,0) . La funcion f no alcanza en (1,4) maximo relativamente a A.

3. (12 puntos) Sean X = {(x,y) € R?2/ x> +y> <4, x+y=<2,y=0} y
f(x,y)=4-x"+2xp-y".

i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, halla el
punto o puntos donde se alcanza el mdximo de fen X y su valor.

if) Utilizando el gradiente de fen el tramo de fronterade X {(x, y)e X/ y =0, -2<x <2},
explica qué puntos podrian ser extremos de fen este tramo de frontera.

iii) Comprueba que el punto (—/2,/2)) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker. Sabien-
do que este punto es el tnico del tramo de frontera de X {(x, Ve X/x'+y = 4}
que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker y utilizando las propiedades extremales
de las funciones céncavas y convexas y los teoremas de Kuhn-Tucker, encuentra al
menos un punto donde se alcanza el minimo de fen X.

i) Utilizando las propiedades extremales de las funciones concavas y convexas, halla el
punto o puntos donde se alcanza el mdximo de fen X y su valor.

feC?(IR?) es una funcién polindmica, aplicamos el método de la matriz hessiana:
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Sf10ey)=-2x+2y
Soley)=2x-2y

fu(X,y)= 2
flz(x’}))= 2
fzz(x’y): 2

-2 2
Como H (x,y) = ( ) es semidefinida negativa, f es cdncava en todo R?.
’ 2 2

Por las propiedades extremales de las funciones cdncavas sabemos que en los puntos que se
anule el gradiente, Vf(x,y) = (0,0) , se alcanzan los mdximos de fen X:

VA(x,y) = (-2x+2y, 2x-2y) = (0,0) = x=y
M ={(x,y)e X/x=y}=(0,0)1,1)

y su valor es max f(x,y)=4.

x.yeX

ii) Utilizando el gradiente de f'en el tramo de fronterade X {(x, y)e X/ y=0, -2<x <2},
explica qué puntos podrian ser extremos de f'en este tramo de frontera.

. X \ .
(-2.0)— N
\\ 0,00 - (2,0

Siy =0, entonces, Vf(x,y) = (-2x, 2x)

El punto (0,0) es un maximo (encontrado en el apartado anterior). En los otros puntos del seg-
mento, salvo en el punto (2,0), no hay extremo (por las direcciones de los gradientes).En el
punto (2,0) , se tiene V£(2,0) = (-4, 4), luego en este punto podria haber minimo (ver la figura).

El punto (2,0) podria ser un minimo, pero utilizando sélo el gradiente no se puede asegurar.
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iii) Comprueba que el punto (—/2, +/2 ) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker. Sabien-
do que este punto es el unico del tramo de frontera de X {(x, Ve X/x'+y' = 4}
que cumple las condiciones de Kuhn-Tucker y utilizando las propiedades extremales
de las funciones céncavas y convexas y los teoremas de Kuhn-Tucker, encuentra al
menos un punto donde se alcanza el minimo de fen X.

Escribamos el problema de forma estandar:

min[4-x’ +2xy - y’]

gl(x,y)=x2+y2—4S0
gz(x,y)=x+y—230

g (x,y)=-y<0

Escribimos las condiciones de KT para este problema:
KT1: Vf(x,»)+ A Vg (x, )+ L Vg (x, )+ A Vg (x,y) = (0,0)
—2x+2y 2x 1 0 0
il S AW
KT2: Ag'(x,y))=A(x"+y -4)=0
Leg (ny)=h(x+y-2)=0
Ag (x,y)=k(-»)=0
KT3: g'(x,y)=x"+y"—4<0
g (xy)=x+y-2<0

g(x.y)=-y<0
KT4: A 20,1, 20,A, >0 min
A <0,A, <0,A, <0max

Vamos a comprobar si (—\/5 . \/5 ) verifica éstas condiciones :

KT1: Sustituyendo ( —\/E s \/E ):

N2-1232+1, =0

a2 4022+, -, =0

KT2: g(—N2,72)=0; g2(—v2,7/2 )<0 1 (2,42 )<0 = A,=2,=0

=2
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KT3: g(—v2,4/2)20 5 2(—2.4/2)20: (2,42 )0

KT4: A,=2,4,=0,4,=0 ( KT de minimo)

Por lo tanto, el punto (—\/5 , \/E ) si verifica las condiciones de KT de minimo.
Para saber si este punto es extremo, comprobamos las condiciones de regularidad:
R1: f, g', g%, g son diferenciables en R? por ser funciones polinémicas.

R2: g', g%y g° son convexas; g2y g son lineales por lo tanto convexas en R?, gle C3(R?):

2 0
Hg, (x,y)= (O ) ), definida positiva por lo que g' es convexa.

R3: int(X)=QD (por ejemplo el punto (0,1) € int(X) ) g'(0,1)=-3<0, g%(0,1)=-1<0, g*(0,1)=-1<0
R4: fes céncava (encontrada en el primer apartado)

Las condiciones de regularidad de KT nos indican que son suficientes para el caso de maxi-
mo pero s6lo son necesarias para el caso de minimo por ser f concava.

Como la funcién es continua ( por ser polindmica) y el recinto X es un compacto, pode-
mos asegurar que existen maximo y minimo globales de fen X. Por las propiedades extre-
males de las funciones cdncavas, sabemos que si existe minimo, al menos uno de ellos es
vértice de X, por lo tanto los tnicos vértices que pueden ser candidatos a minimo son los

puntos (—\/E , \/5 )y (2,0). Valorando la funcién en dichos puntos obtenemos:
f(N2.2)=-4
f2,0=0

En el punto (—\/5, \/5 ) se alcanza el minimo de fen X y su valor es — 4.

4. (4 puntos) Un artesano dispone de 36 g. de cobre, 150 g. de estafio y 30 g. de oro para

confeccionar pendientes y anillos. Para hacer un par de pendientes necesita 2 g. de cobre,

5 g. de estafio y 1 g. de oro mientras que para hacer un anillo necesita 1 g. de cobre, 5 g. de

estafio y 2,5 g. de oro. El artesano vende cada par de pendientes a 20€ y cada anillo a 30€.

i) (Cudntas pares de pendientes y anillos debe realizar dicho artesano para maximizar
sus ingresos?

i1) Si pudiera conseguir mds cobre, jcudntos gramos y a qué precio lo haria?

Consideramos las variables:
x,: pares de pendientes

x, : anillos
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(0,30

max[20x, +30x, ]

M : 2x +x, £ 36

M, :5x, +5x, <150
M, :x +2,5x,<30 0,12)

x 20,x,20

i) ;Cudntas pares de pendientes y anillos debe realizar dicho artesano para maximizar
sus ingresos?

El conjunto de soluciones factibles X es el representado en la figura, evaluando la funcién en
los vértices se tiene:

£0,0=0€
£(0,12)=360€
£(15,6)=480<
£(18,0)=360€

El mdximo se alcanza en el punto (15,6), es decir deberia realizar 15 pares de pendientes y
6 anillos para obtener un beneficio maximo de 480€ .

El mdximo se alcanza en el vértice (15,6), interseccion de las restricciones M, y M, ya que la pen-
diente de la funcion objetivo m, ,estd comprendida entre las pendientes de M, y M, (ver grafico).

ii) Si pudiera conseguir mds cobre, jcudntos gramos y a qué precio lo harfa?

La restriccién M,, correspondiente a las disponibilidades de cobre estd saturada, entonces
puede interesarle disponer de mds cantidad para aumentar los beneficios.

M : 2x+x,<36+c
(15,6) — (30,0
c=0 — =24
480€ — 600€
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f(30,0)— f(15,6) 600—480
A= = =5 euros/gr

24 24

Deberia conseguir 24 gr. de cobre mds, a un precio no superior a S€ por gramo, y de esta
manera el ingreso pasaria de 480 a 600 euros.
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Examen de Matematicas [V

Economia. Junio de 2003

o \/; 0

1. (6 puntos) Sea la forma cuadrdtica: Q(x)=tM(x) \/; o 1 | Mx).

0 1 1

i) Encuentra los valores de a para los que se cumple:
a) VxeR3: O(x)=0; 3z#0/0(z)=0.
b) VxeR3-{0}: O(x)>0.
¢)  IxeR3¥Q(x)>0; yeR3/Q(y)<0.

ii) Para a=0 ;cudl es el signo que toma Q(x,,0,x,)?

i)  Encuentra los valores de a para los que se cumple:
a)  VxeR3: Q(x)=0; 3z#0/Q(z)=0.

Para que se cumpla que VxeR> Q(x)=0; 3z#0/Q(z)=0, Q tiene que ser una forma cuadrdtica
semidefinida positiva.

Calculamos los menores principales de M(Q):
menores principales de orden I: {oc,oc, 1}

menores principales de orden 2: {0(2 -2,0,,00 — 1}
menores principales de orden 3: IM(Q)l=a2-a-2

Para que la forma cuadrdtica sea semidefinida positiva todos los menores principales tienen
que ser mayor o igual que cero y IM(Q)I=0:

a 20
02 vas<—2. a1

a?-a-2= (a-2)(o+1)=0, a=2 v a=-1.
De donde, a=2.
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i) Encuentra los valores de a para los que se cumple:
b) VxeR3-{0}: O(x)>0.

Para que se cumpla que VxeR3-{0}: Q(x)>0 la forma cuadrdtica debe ser definida positiva, y
por tanto, todos los menores principales mayores que cero:

a>0
a>v2 voa<—2,0>1
o?-a-2=(a-2)(a+1)>0, entonces , a >2 6 a <-1.

De donde: a >2.

i) Encuentra los valores de a para los que se cumple:
¢) JxeR3¥Q(x)>0; JyeR3/Q(y)<O0.

Para que se cumpla que IxeR¥/Q(x)>0; JyeR3/Q(y)<0 la forma cuadrdtica debe ser indefini-
da. Esta forma cuadrdtica no puede ser definida ni semidefinida negativa (un menor princi-
pal de orden 1 es positivo), entonces es indefinida para, a <2.

ii) Para a=0 ;cudl es el signo que toma Q(x,,0,x,)?

Para a=0 se tiene:

0 V2 o

t 2
O(x,,x,,x,)= M(x) \/E 0 1 |Mx)=x, + 2\/5x1x2 +2x,x, .
0 1 1

De donde: Q(x,,0,x,) = x; >0
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2. (8 puntos) Sea la funcién

2
X

S, y)=q9x—y

X#Yy

2 xX=y

Encuentra las direcciones en las que estd definida la derivada direccional de fen (0,0) y
en (0,1).

(Existe V£(0,0)?, ;existe VF(0,1)?, por qué? En caso de que existan, calcilalos.

En el punto (0,0) la funcién no es diferenciable (no es continua ni derivable en (0,0)). Sea
v =(v,, v,) #(0,0) calculamos la derivada direccional de f'en (0,0):

2.2 ,
=lim——=0 SLvi =,
w00 | - v
va(o’ 0) — lim f Vi, Vz) f > = J tzvz
5 ol w
A Y :
= lim—————no existe si y, # y,
S

La derivada direccional de f en el punto (0,0) estd definida tinicamente en las direcciones
v=(,v,) #(0,0) tal que v,;=v,.

Veamos que en el punto (0,1) f'es diferenciable:

X’ —2xy
S y)=——

(x=)
£(x ) = -

(x=y)

estas funciones son continuas en un entorno de (0,1), por tanto, f es diferenciable en (0,1),
existe entonces, la derivada direccional en cualquier direccion y se tiene:

|:x2 - 2xy:| |: x ]

| —— +v, ;

v1f1(0,1)+v2f2(0,1) _ (x_y) (0.1) (x_y) (0,1)
(il (il

Como f no es diferenciable en (0,0) no existe V£(0,0).

D, f(0,1) =

=0

En (0,1), f es diferenciable, por tanto, existe Vf(0,1) y se tiene:

x’ = 2xy x°
V(0,1 = (£(0,1), £,(0,1)) = |: 2:| |: 2] =(0,0)
(x=»)" Jo, LG=2) ],
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3. (10 puntos) Sea la funcién f(x,y)=x?>+3y y el conjunto X={(x,y)eR?/ x?+y><4; x+y<2}.
Plantea el problema de programacién no lineal para esta funcidn objetivo y este conjunto
de soluciones factibles.

i) Encuentra todos los puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, encuentra el minimo de fen X.

iii) Encuentra el mdximo de fen X.

Problema estandar:

max/ min [x” +3y]

g (,y)=x"+y"-4<0

g (x,y)=x+y-2<0

Gradientes: Vf(x,y)=(2x,3); Vg'(x,y)=(2x,2y); Vg2(x,y)=(1,1).

i)  Encuentra todos los puntos que cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

Condiciones de Kuhn-Tucker:

KT1: Vf(x,y)+\Vg' (x, ) +A,Vg (x,¥) =(0,0)
2x 2x 1 0
+2, +M | |=
3 2y 1 0
KT2: Ag'(x,y)=A(x"+y —=4)=0
Mg () =h(x+y=2)=0
KT3: g'(x,y)=x"+1y"—4<0
g (xy)=x+y-2<0

KT4: A 20,A, 20 min

A <0,A, <0max
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De la condicion KT2 podemos deducir:

a) /11:12=O
KT1: Vf(x,y)=(0,0)=(2x,3) no hay ningtin punto que lo verifique.

b) 2 =g*(xy)=0
KT1: Vf(x,y)+/12Vg2(x,y):(O,O)
(2x,3)+/12(1,1)=(0,0)
2x+A, =0
347, =0 ¢ (3/2,1/2) con A,=-3, 1,=0 (KT4- maximo)
x+y-2=0

KT3: (g'(3/2,1/2)=-3/2<0)

©) 4 =g'(x.y)=0

KT1: Vf(x,y)+A lVg‘ (x,»)=(0,0)

(2x,3)+ll(2x,2y):(0,0)

(0,2), A, ==3/4, %, =0

(0,-2), A, =3/4, A, =0
§+22yk' =0 (V772372 =10, =0

ey oAl (J774,3/2), &, =1, &, =0

2x+2xA, =0

Los puntos que verifican K73 son:

(0,2) con 1,=-3/4, 1,=0 (KT4- maximo)

(0,-2) con A,=3/4, 1,=0 (KT4- minimo)
(-m ,3/2) con A,;=-1, 1,=0 (KT4- miximo)

d) g'(x,y)=g*x.y)=0

Los puntos que verifican las dos ecuaciones son: (0,2) y (2,0) .El punto (0,2) ha sido obteni-
do anteriormente, por lo tanto sélo queda por estudiar el punto(2,0) :

KT1: Vf(2,0)+4,Vg'(2,00+4,Vg2(2,0)=(0,0)
(4,3)+4,(4,0)+4,(1,1)=(0,0)
4+40 +A, =0

A=-1/4, 4,=-3
3+A,=0

Es decir: (2,0) con A,=-1/4, ,=-3 (KT4- mdximo).
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ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, encuentra el minimo de fen X.

Estudiamos las condiciones de regularidad:
RI: f.g',¢” son diferenciables. Las tres son funciones polinémicas.

R2: g',¢? son convexas. g2 es lineal por lo tanto convexa y g'e C*(R?) su matriz Hessiana:

2 0
Hg‘ (x,y)= (0 5 ), definida positiva por lo tanto, g' convexa.

2'(0,0)=0+0-4<0

R 2 0.0)=040-2<0

2 0
R4: Siendo fe C*(IR?) su matriz Hessiana serd: H  (x,y) = [0 0 ), definida positiva por lo
tanto, f es convexa.

En conclusion:

Para un problema de mdximo se tiene: se cumplen las condiciones R1, R2 y R3, entonces,
todo mdximo necesariamente tiene que verificar las condiciones de Kuhn-Tucker.

Para un problema de minimo se tiene: se cumplen las condiciones R1, R2, R3 y R4, enton-
ces, para que un punto sea minimo es necesario y suficiente que cumpla las condiciones de
Kuhn-Tucker.

Entonces el punto (0,-2) es el minimo global de fen X.

iii) Encuentra el mdximo de fen X.

La funcidn fes continua y X es compacto, por lo que existen el mdximo y el minimo globa-
les de fen X. Dichos puntos deben verificar, como se ha visto en el apartado (ii) las condi-
ciones de Kuhn-Tucker.

Se han encontrado en el apartado( i) cuatro puntos que verifican las condiciones necesarias
de Kuhn-Tucker de mdximo.Valorando la funcion objetivo en dichos puntos:

f(3/2,1/2)=15/4

£(0,2)=6

f~l114 ,312)=25/4

f(2,0=4

Por lo tanto, el punto (-\/7/_4 ,3/2) es el maximo global de fen X y su valor es 25/4.
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4. (6 puntos) Una industria quimica se dedica a comercializar dos productos de limpieza:
garbiplus y garbinet. Para producirlos utiliza dos tipos de disolventes convenientemen-
te mezclados con agua: para producir un litro de garbiplus se utilizan 0,005 litros de di-
solvente I y 0,006 litros de disolvente II mientras que para producir garbinet se necesitan
0,005 litros y 0,004 litros respectivamente de disolvente I y II. Las cantidades de disol-
ventes disponibles por la industria son de 15 litros diarios del de tipo I y 16 litros diarios
del de tipo II, y por problemas de almacenamiento, debe utilizar al menos 10 litros de di-
solvente tipo I diariamente. Si por cada litro de garbiplus obtiene un beneficio de 8 € y
por cada litro de garbinet 6 €,
i) Calcula la produccion diaria de los productos de limpieza que maximice sus beneficios.
ii) Si la industria pretendiera producir Unicamente garbinet, cudl deberfa ser el beneficio
por litro de garbiplus?
iii) Si le ofrecen incrementar la disponibilidad de los disolventes, jcudntos litros de mds
de cada disolvente estaria dispuesta a adquirir? ;a qué precio?

Se consideran las variables A
x,: litros de garbiplus M
x,: litros de garbinet M, (0,4000)
max[8x, +6x, ] (0,3?0}

M, :0,005x, +0,005x, <15 M,

M, :0,006x, +0,004x, <16 (0,2000) (2000,1000)

M, :0,005x, +0,005x, =10

x 20,x,20

(2000,0) \(800

i) Calcula la produccion diaria de los productos de limpieza que maximice sus beneficios.

El conjunto de soluciones factibles X es compacto y la funcién objetivo es continua por lo
que se puede asegurar que el problema tiene solucion. Ademads, sabemos que una solucion se
encuentra en un vértice. Evaluando la funcion en los vértices, se tiene:
£(0,2000)=12000 €

£(2000,0)=16000 €

£(8000/3,0)=21333,33 €

£(2000,1000)=22000 €

£(0,3000)=18000 €
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El valor mdximo es de 22000 €, y se alcanza produciendo 2000 litros de garbiplus y 1000 li-
tros de garbinet.

Mediante las pendientes de las restricciones obtendriamos:

(8000/3,0) (2000,1000) (0,3000)

—oo D 5y =3/ 2 Sy = -] 50

Como la pendiente de la funcién objetivo es m,=-4/3 comprendida entre los valores de las
pendientes de m, y m, , la solucion dptima se alcanza en el punto de interseccion de las res-
tricciones M, y M,.

ii) Si la industria pretendiera producir tnicamente garbinet, cudl deberfa ser el beneficio
por litro de garbiplus?

Para que la solucién dptima se alcance produiendo solo x, (garbiplus) el punto éptimo tendria
que ser (0,3000) . Llamando p,, al beneficio por litro de garbiplus, tenemos que la pendiente

. e P )
de las curvas de nivel de la funcion objetivo m = ——=% deberia ser m,<m,y entonces:

8P 8P

-l<m, = -1<- =1> =6>p,

Por lo tanto, el beneficio de garbiplus deberia ser inferior a 6€.

iii) Si le ofrecen incrementar la disponibilidad de los disolventes, ;cudntos litros de mds
de cada disolvente estaria dispuesta a adquirir? ja qué precio?

En el 6ptimo, las dos restricciones correspondientes a los disolventes estdn saturadas, por lo
tanto, puede ser interesante disponer de mds cantidades de ambos. Veamos en que cantidad
y a que precio.

M : 0,005x,+0,005x,<15+a

(2000,1000)—(0,4000)

a=0—a=5

22000€—24000€

0,4000) — £(2000,1000) 24000 — 22000 .
A= A )~/ ) = =400 euros/litro

5 5
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En el segundo caso tenemos:

M,: 0,006x,+0,004x,<16+b
(2000,1000)—>(3000,0)
b=0—b=2
22000€—24000€

3000,0) — £(2000,1000) 24000 — 22000
= S ) ;{( ) = > =1000 euros/litro

En conclusion, del disolvente I podria aumentar en 5 litros a un precio inferior a 400€/litro
del disolvente II deberia aumentar en 2 litros a un precio inferior a 1000 €/ litro. En ambos
casos el 6ptimo pasaria de 22000€ a 24000<.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2002

1. (10 puntos) Sea el conjunto A={(x,y)eR?/ 0< x<1; 0<y<I} y la funcién
fxey)=ax*+ay*+2axy.
i) Estudia la concavidad o convexidad de f'en R? para todos los valores de a.
ii) ;Para qué valores de a se cumple que min f(x) = f(0,0) ?
iii) ¢(Para qué valores de a se cumple que max f(x) = f(0,0)?

xed

iv) Sea a=2. Utilizando las propiedades extremales halla al menos un punto donde se al-
cance el maximo de fen A.

Cualquiera que sea a la funcién fes de clase C? en R?

i) Estudia la concavidad o convexidad de f en IR? para todos los valores de a.

Utilizando la caracterizacién de las funciones convexas y céncavas de clase C?, se tiene:

fi(x,y)=20x+20y
f,(x,y)=20y+200x
200 200
£, (x,y) =20 >:>Hf(x,y)=( J
200 200
1, (x, ) =20

1, (x,y) =20

Cuando a 20 la matriz H (x,y) es definida o semidefinida positiva, por tanto, f convexa
en R?

Cuando a <0 la matriz H (x, y) es definida o semidefinida negativa, por tanto, f concava
en R?
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Se utilizan las propiedades extremales de las funciones convexas y concavas para los aparta-
dos (ii), (iii) y (iv).

ii) ¢Para qué valores de a se cumple que min f(x) = f(0,0) ?
xed

El conjunto A es convexo, veamos en que puntos se anula el gradiente de f:
Vi, y)=Qax+2ay, 2ay+20.x)=(0,0) = x+y=0

Para a =0 f convexa en A y, por tanto, en (0,0) alcanza un minimo relativamente a A, es
decir, min f(x,y)= f(0,0)
( A

x,p)e

(1,1)

iii) ;Para qué valores de a se cumple que max f(x,y)= f(0,0) ?
(x,y)ed

Hemos visto que el gradiente de f se anula en x+y=0, entonces para a <0 f es concava en A

y, por tanto, en (0,0) f alcanza un mdximo en A, es decir, max f(x,y) = £(0,0).
(x4

iv) Sea a=2. Utilizando las propiedades extremales halla al menos un punto donde se al-
cance el maximo de fen A.

Para a=2 se tiene f(x,y)=2x>+2y>+4xy, funcién convexa en el convexo y compacto A, enton-
ces, existe un vértice en el que alcanza su maximo global relativamente a A.

Los vértices de A son (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1). Evaluando la funcién en estos puntos se tiene
que en (1,1) falcanza maximo global en A.
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2. (12 puntos) Sea la funcidn f(x,y)=y+ax? y el conjunto X={(x,y)eR?/ x’<y+2; y<2-x2}.
puede asegurar que (0,-2) es un minimo de f'en X. Razona la respuesta.

puede asegurar que (0,-2) no es un maximo de fen X. Razona la respuesta.
iii) Resuelve el problema de programacion no lineal:

Mix (y + 2 x?)

X2<y+2

y<2-x2

i) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker encuentra los valores de a para los que se

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker encuentra los valores de a para los que se

Escribimos el problema en su forma candnica:

max/ min[ y + ax’]

g(x,y)=x"-y-2<0
gz(x,y):x2+y—230

0,2) gl
2o\ X (V2.0)
2
g
(0"2)

puede asegurar que (0,-2) es un minimo de fen X.

i) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker encontrar los valores de a para los que se

Veamos si el punto (0,-2) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker:
2ax 2x [2x | 0
KT1: +2, +2, =
1 -1 | 1] 0

o] [o o] [o
En(O,-2)setiene:|: +A :|+7»2|: :|=|: :|:>1-%1+k2—0
1 -1 1 0
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KT2: A,(x*-y-2)=0; A,(x*+y-2)=0
En (0,-2) se tiene: 1,=0

KT3: x%-y-2=0; x*+y-2<0

KT4: A,=1,2,=0

Por tanto, (0,-2) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de minimo Veamos si se verifican
las condiciones de regularidad para poder aplicar los teoremas de Kuhn-Tucker

R1:  f, g'.g% son diferenciables en el abierto convexo R2.

2 0
R2:  g!, g%eC*(R?): se tiene Hgl (x,y) = ng (x,y) = (0 0)’

luego g' y g2 convexas en R2.

R3:  ¢%0,0)=g*0,00=-2<0
2a 0
R4 feCA(R?)y H,(x,y) = 0 o

Para a 20 fes una funcién convexa en X y para a <0 f'es concava en X.

Entonces, para a 20 podemos asegurar que (0,-2) es un minimo de fen X.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker encontrar los valores de a para los que se
puede asegurar que (0,-2) no es un mdximo de fen X.

Como se verifican las condiciones de regularidad R1, R2 y R3 se cumple que si un punto es
mdximo de f en X, entonces, necesariamente tiene que cumplir las condiciones de KT para
un problema de maximo. Por tanto, como (0,-2) no cumple KT de mdximo podemos asegu-
rar que en (0,-2) f no alcanza mdximo en X para todo a€R.

iii) Resuelve el problema de programacion no lineal:
Miéx (y + 2 x?)
X<y +2

y<2-x2

Escribimos el problema en su forma candnica

max[y +2x"]

g (x,y)=x"-y-2<0
gz(x,y)=x2+y—2SO
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Veamos que puntos verifican las condiciones de KT.
KT1: Vf(x, )+ Vg (x,) +A,Vg (x, ) = (0,0)
4x 2x 2x 0
+2, +2, = =
1 -1 1 0
2x+4y+2hx=0
4x-8y—-MA +A, =0
KT2: Ag'(x,y)=A(x"-y-2)=0
Ag (x, )=k (x +y=-2)=0
KT3: g'(x,y)=x"-y—-2<0
g, y)=x"+y-2<0
KT4: A 20,2\, >0 min

A <0,A, < Omax

De KT2 pueden presentarse alguna de las cuatro posibilidades:

a) A,=4,=0

sustituyendo en KT1: (4x,1)=(0,0) no hay solucién.

b)A,=0yg*=0

X(4+21,)=0
de KTI: = (0,2), A,=-1

1-X =0

2

este punto verifica también K73 y KT4(max).

0A,=0yg'=0

X(4+2X4)=0
de KTI: = (0,2), 4,=1

1

este punto verifica también K73 y KT4(min).
d)g'=g°=0.

En este caso, hay que estudiar los puntos: (\/5 0y (—\/5 0)

a2+ 2320 + 2420, = 0
I-A +A, =0

Para (2 ,0) de KT1: { = A =102y 4,=312
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A=-12y =312

—4+2 =2~/20 —=2+4/2A, =0

Para( —\/E ,0) de KT1: \/_ \/_ ! \/— ? =
I-A +X, =0

Para este problema se cumplen las condiciones de regularidad R1, R2, y R3, por tanto, se

tiene que si un punto es maximo de fen X tiene que cumplir necesariamente las condiciones
de KT de maximo.

Se tiene, ademds, que f es continua en el compacto X y, por tanto, es seguro que f alcanza
mdximo en el conjunto X.

El mdximo se alcanza, entonces, en uno o algunos de los puntos que verifican KT de mdxi-
mo, evaluando la funcién en los puntos (0,2), (\/5 Oy 2 ,0), podemos concluir que:

max f(x,) = f(§/2,0) = f(—~/2,0) =4

(x,y)eX

3. (8 puntos) En una fdbrica artesanal se hacen zapatos y botas. Para ello dispone sema-

nalmente de 120 piezas de cuero y tiene 6 trabajadores que cada uno trabaja 7 horas dia-

rias durante 4 dias a la semana. Para hacer un par de zapatos se necesitan 4 horas de tra-

bajo y 2 piezas de cuero y para un par de botas 3 horas de trabajo y 3 piezas de cuero. El

empresario sabe que vende todo lo que produce y que con los clientes fijos tiene vendidos

de antemano 10 pares de botas.

i)  Si el precio de los zapatos es de 80 € y el de las botas de 75 €, encuentra la produc-
cion semanal que maximiza los ingresos.

ii) (Entre qué precios mdximo y minimo puede oscilar el precio de los zapatos sin que
varie la solucién 6ptima hallada en el apartado anterior?

iif) ;Le interesa al empresario contratar un aprendiz que trabaje 4 horas diarias a 10 € la hora?

Se consideran las variables

x,: produccién semanal de zapatos
x,: produccion semanal de botas

max[80x, +75x,]

M, :4x +3x, <168
M, :2x +3x, <120
M, : x, 210

3

X, 20;x,20 (0,10

(69/2,10) AN

v
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i) Si el precio de los zapatos es de 80 € y el de las botas de 75 €, encuentra la produc-
cién semanal que maximiza los ingresos.

Se calculan las pendientes de las curvas de nivel de la funcién objetivo, m, y de la rectas M,
» 4 80 2 . »
y M,, m;y m,; de la relacién. m=—— <m,=——— < m2=—§, se tiene que la solucidn se

s

encuentra en el punto (24,24).

La produccién optima es de 24 zapatos y 24 botas y el beneficio es de 3720<€.

ii) ;Entre qué precios mdximo y minimo puede oscilar el precio de los zapatos sin que
varie la solucién éptima hallada en el apartado anterior?

Denotando p_ al precio de los zapatos, la pendiente de las curvas de nivel de la funcion objetivo

serd m,= —— . Para obtener la misma soluci6n que en (i) se tiene que cumplir la relacion:
75

4 p. 2
m=——<m=——=<my=——
U T

de donde: 50 < p, < 100.

iii) ;Le interesa al empresario contratar un aprendiz que trabaje 4 horas diarias a 10 € la
hora?

En el éptimo se tiene 4-24 + 3-24 = 168, esta restriccion estd saturada.

Por tanto, le podria interesar al empresario incrementar las horas que se trabajan en el taller
hasta un total de 210 horas (4:45 + 3-10 = 210).

El precio sombra correspondiente serd:

f(45,10) - f(24,24)
210-168

A= =15 €/hora

Le interesarfa aumentar el nimero de horas trabajadas en el taller, hasta un mdximo de 42 ho-
ras semanales, pagando la hora a menos de 15€/hora.

En conclusidn, si le interesa contratar un aprendiz durante 16 horas semanales (4horas-4dias)
pagando la hora a 10€.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2002

1. (8 puntos) Sea la forma cuadrética Q definida como
O(x,, X5, X3) = X3+ ax3 + ax3 + 2x,x, — 2x,x;; a€R.
i) Encuentra los valores de a tales que 3xeR3 Q(x)=0.

ii) Encuentra los valores de a tales que VxeR3: Q(x)>0.
iii) Encuentra los valores de a tales que dxeR%/ Q(x)<O0.

Sea M(Q) la matriz de representacion de la forma cuadrdtica Q, se tiene entonces:

1 1 -1
MQ)=l1 a 0
-1 0 a

Menores principales de orden I: {1, a, a}

Menores principales de orden 2: {a ~lLa-1,d" }
Menores principales de orden 3: IM(Q)l= a*-2a = a(a-2)

i) Encuentra los valores de a tales que 3xeR3/ Q(x)=0.

Como Q(0,0,0)=0, entonces Va se cumple que IxeR3/ Q(x)=0.

ii) Encuentra los valores de a tales que VxeR3: Q(x)>0.

En este caso la forma cuadrdtica tiene que ser definida positiva o semidefinida positiva.
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Definida positiva: Menores principales mayores que cero, por tanto
Menores principales de orden 1 mayores que 0: a>0.
Menores principales de orden 2 mayores que 0: a>1.
Menores principales de orden 3 IM(Q)I: a>2.

Semidefinida positiva: Menores principales mayores o igual que cero y determinante igual
a0:

Menores principales de orden 1 mayores que 0: a=0.
Menores principales de orden 2 mayores que 0: a=1.
Menores principales de orden 3 IM(Q)I=0: a=2.

Por tanto, cuando a>2, se cumple que VxeR3: Q(x)>0.

iii) Encuentra los valores de a tales que 3xeR%/ Q(x)<O0.

En este caso la forma cuadrdtica Q puede ser definida negativa, semidefinida negativa o in-
definida.

Como un menor principal de orden impar es positivo ( 1>0 ) esta forma cuadrdtica no es ni
definida negativa o semidefinida negativa, por tanto, para que IxeR3/ Q(x)<0, Q ha de ser
indefinida, es decir, a<2.

2. (14 puntos) Sean X = {(x,y))e R?/y=x?, y<x+2}y
FO,y) = X2+ y? = 2xy + 4x — 4y.
1) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla

min f(x), indicando los puntos en los que se alcanza.
xeX

11
i) Comprueba que el punto (—,—) cumple las condiciones de Kuhn-Tucker para el
2 4

problema de mdximo de fen X.

11
iii) ;Puede concluirse que el punto (— , —) es un 6ptimo de fen X?
2 4

1) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla

min f(x), indicando los puntos en los que se alcanza.
xeX

Se tiene que fe C*(IR?); las derivadas parciales de f son:
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f(x,y)=2x-2y+4]
fi(x,y)=2y-2x-4
2 22
fi(x,y)=2 >=>H/v(x,y)=( )
-2 2
So(x,y)=-2
Sfn(x,y)=2

X;(x,y) es semidefinida positiva y, por lo tanto, f'es convexa en R2.

Ademds, XcR?es un conjunto convexo y f es convexa en X entonces en los puntos en los que
se anula el gradiente f alcanza minimo relativamente a X.

VA(x,y) = Qx-2y+4, 2y-2x-4) =0 = yx = 2

La funcién alcanza minimo en X en todos los puntos del segmento:

{xy)eX /yx=2} = (-1,1)(2,4).

(2,4)
y=x+2

X y=x’
-1,1)

(1/2,1/4)

Ademds, no puede alcanzar minimo en otro punto, puesto que siendo f convexa en X el con-
junto de puntos donde alcanza minimo es un conjunto convexo.

11
ii) Comprueba que el punto (—,—) cumple las condiciones de Kuhn-Tucker para el
2 4

problema de mdximo de fen X.

El problema en su forma candnica es el siguiente:
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max/min [x* + y* = 2xy +4x—4y]

g (x,y)=x"-y<0

g,y =y-x-2<0

Las condiciones de KT de mdximo o minimo para este problema son:
KT1: Vf(x,3)+1Vg' (x, ) +4, Ve (x,») = (0,0)

2x-2y+4 2x -1 0

+, +2, =

2y—-2x-4 -1 1 0

KT2: Ag'(x,y)=A(x"=y)=0
Ag (x,y)=h(y-x-2)=0

KT3: g'(x,y)=x"-y<0

g (xy)=y-x-2<0
KT4: A 20,A, 20 min

A, 0,2, <0max

274

9/2 1 -1 [o A =-9/2
KT1: +A, +2, = =
-9/2 -1 1 0 A =0

9
KT2: A, (x*y) = —; 0=0;4,(yx2)=0

11
Veamos si el punto (— , —) las verifica:

11
KT3: x>y <0;y-x-2<0; (—,—)EX
2 4

9
KT4: A= ——;4,=0
2

Por tanto, verifica las condiciones de KT para un problema de mdximo.

274

11
iii) ;Puede concluirse que el punto (—,—) es un 6ptimo de fen X?

Vamos acomprobar si se verifican las condiciones de regularidad para utilizar los teoremas
de KT
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R1: f, g',g* son funciones diferenciables en el abierto convexo R2.

R2: g'y g?son convexas en R%:

2 0
g'eC(R?): Hg, (x,y)= (0 0 } y por tanto g' es convexa en R2,

g?es lineal en R?y por tanto g?es convexa en R,
R3: ¢'0,1)<0

g%0,1)<0
R4: fconvexaen X

Se tiene entonces que, si x es mdximo de fen X, entonces x tiene que verificar las condicio-
nes de KT para el problema de maximo.

2 4

los puntos que verifican las condiciones de KT para un problema de maximo.

. 11 . .
Por tanto, para saber si el punto (—,— es mdximo de fen X es necesario encontrar todos

Teniendo en cuenta (apartado i) que en los puntos del segmento (—1,1)(2,4) la funcion f al-
canza minimo en X ('y que la funcién no es constante) quedan tnicamente por estudiar los
puntos de X que verifican g'(x,y) = 0.

Las condiciones de KT para este tramo de frontera de X quedarfan:
g'xy)=0y4,=0

2x—=2y+4+2Ax=0
2y—-2x—4-A =0

x'—y=0

11 9
Se obtiene el punto [ —,— [,conA,=—— y 4,=0.
2 4 2

11
El tnico punto que verifica las condiciones de KT para un problema de mdximo es (— —)

5

274

y sabiendo que f alcanza mdximo en X puesto que es una funcién continua en un conjunto
compacto se tiene que este punto es maximo de fen X.
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3. (8 puntos) Una pasteleria artesana produce bizcochos y magdalenas como sus especia-

lidades. Diariamente dispone de 10 docenas de huevos de granja, 18 kilos de harina eco-

logica y 24 kilos de azicar de cafia con los que realiza sus especialidades: para producir

una hornada de bizcochos necesita 1 docena de huevos, 2 kilo de harina y 1 kilo de azu-

car, mientras que para producir una hornada de magdalenas necesita 1 docena de huevos,

1 kilo de harina y 3 kilos de azicar. Por cada hornada de bizcochos obtiene un ingreso de

8€ y por cada hornada de magdalenas 6€.

i) Calcula el nimero de hornadas diarias de cada una de las especialidades para que el
pastelero obtenga el ingreso maximo.

i1) Si el pastelero decide disminuir la produccién de bizcochos ;Cudl es el ingreso por
las magdalenas a partir del cual consigue su actual objetivo?

iii) Si pudiera incrementar el nimero de docenas de huevos y los kilos de harina diarias,
(en cudnto lo harfa? ;cudnto estarfa dispuesto a pagar por ellos?

Se consideran las variables:

x,: hornadas diarias de bizcochos

x,: hornadas diarias de magdalenas

A

max[8x, +6x, ]

M : x+x,<10

M, :2x +x, <18
M, :x +3x, <24

x 20;x,20

oo\, \
M,

M,

i) Calcula el nimero de hornadas diarias de cada una de las especialidades para que el
pastelero obtenga el ingreso maximo.

Se calcula la pendiente de las curvas de nivel de la funcion objetivo p;y de las rectas M, M,
y M, (p,.p,y ps)y se obtiene:

Py=-2<p=-43<p=-1<p;=-173
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Por tanto, la solucién se alcanza en el punto (8,2), es decir, la solucién es 8 hornadas diarias
de bizcochos y 2 de magdalenas obteniendo un beneficio de 76<.

ii) Si el pastelero decide disminuir la produccién de bizcochos ;Cudl es el ingreso por
las magdalenas a partir del cual consigue su actual objetivo?

En este caso la pendiente de la funcién objetivo debe ser mayor que la pendiente de la recta
M, de esta forma produccién de bizcochos disminuye. Por tanto: —1 < p,

Si llamamos A al precio de las magdalenas al pendiente de la nueva funcién objetivo serd

8
—Z y, por lo tanto, se tiene que cumplir: -1 < —; de donde A > 8.

iii) Si pudiera incrementar el nimero de docenas de huevos y los kilos de harina diarias,
(en cudnto lo harfa? jcudnto estarfa dispuesto a pagar por ellos?

La primera restriccion esta saturada. El conjunto de soluciones factibles aumenta cuando
aumenta el segundo miembro de la restriccion hasta que alcanza el valor 12, es decir, hasta
que la recta M, pasa por el punto (6,6) (x,+x,= 6 + 6 = 12). El precio sombra correspondien-
te serd:

_f(6,6)- £(8,2)  84-76

/11
12-10 12-10

=4 euros/docena

Le puede interesar al pastelero comprar hasta un maximo de 2 docenas de huevos a dispues-
to a menos de 4<€ la docena.

En el caso de las magdalenas, la restriccién también esta saturada y le puede interesar incre-
mentar los kilos de harina hasta un médximo de 20 (2x+x, =20 + 0 = 20). El precio sombra
de la harina serd:

/10,00~ f(8,2) _ 80-76
20-18 20-18

A =2 euros/kilo

2

En este caso le puede interesar al pastelero comprar como maximo 2 kilos de harina si el
kilo cuesta menos de 2€.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2001

1. Sea el conjunto X={(x,y)eR?/ x>0; y>0} y la funcién f{x,y)=x* y%, donde a>0.
i) (Para qué valores de a es f una funcion estrictamente concava en X?

ii) ;Para qué valores de a es funa funcion céncava en X?

iii) ;Para qué valores de a es f una funcién convexa en X?

El conjunto X = {(x, y)/x>0,y> O}es abierto y convexo, fe C'(X).

Consideramos la matriz hessiana de fen xe X ,

(Para qué valores de a es funa funcién estrictamente concava en X?

i)

Veamos para que valores de a >0, la matriz H (x) es definida positiva Vxe X .

1
o.(o. —1)x"7y? <0 entonces 0<a<l (1)

Menores principales de orden I: 5
——x"y * <0 entonces Yo.>0 )
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Menor principal de orden 2:

1 3 1)\
— 1 _Z 1 —
|H, ()| =a(o —1x* 7 y? [——x“y : ]—(—ax“y ’ ) =
4 2

200-2 -1 1 2 20-2 -1

1 1
=——oa(-Dx 7y ==Xy ==Xy (e - D) +a’) >0

4 4 4
y se tiene: at(ot —1)+0” =20 —o0 <0 — o (200 —1) < 0 3)

1
De (1), (2),y (3) se tiene: 0<o<—
2

1
La funcién f es estrictamente céncava en X para 0 <o < —
2

ii) ;Para qué valores de a es funa funcién céncava en X?

Veamos para que valores de a >0 la matriz 4 (x) es definida o semidefinida negativa
Vxe X .

1
o(on —1)x"7y> <0 entonces 0<o. <1 (4)
Menores principales de orden I:

o

1
——x"y * £0 entonces Vo.>0 (5)
4

w ol w

Menor principal de orden 2:

200-2 -1

1
|Hf(x)|=—zx y (@ -D+a’)>0
ysetiene: oo —1)+0o’ =20 -0 <0 —>a(200—1)<0 ©)
. 1
De (), (5), y (6) se tiene: 0<o, < —
2

1
La funcién f'es concava en X para 0 <o < —
2
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iii) ;Para qué valores de a es funa funcién convexa en X?

Veamos para que valores de a>0 la matriz H (x) es definida o semidefinida positiva Vxe X.

3

El menor principal de orden 1, ——x"y * es menor que cero para todo o > 0 .
4

Por tanto, no existe o > 0 tal que haga a la funcion f convexa en X.

2. Sea el conjunto X={(x,y)eR?/ x=0; 4=y=x?} y la funcidn f(x,y)=ax*+bxy+y>.

Se sabe que el punto (1,1) verifica las condiciones de Kuhn-Tucker de mdximo y que
D(l,_l)f(1»1)=3\/§-

i) (Qué valores toman los pardmetros a y b y las derivadas f|(1,1) y £,(1,1)?

Considérese a partir de ahora a=4 y b=-4.

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla

min f(x,y) indicando los puntos donde se alcanza.
()X

iii) Sabiendo que el mdximo del problema se encuentra en un vértice y utilizando los teo-
remas de Kuhn-Tucker, encuentra los puntos donde se alcanza max f(x, y).
(x,y)eX

i)  (Qué valores toman los pardmetros a y b y las derivadas f|(1,1) y f,(1,1)?

Escribiendo el problema en su forma estandar:

(0.4))15: (2.4)
max/ min[ax’ + bxy + y°]
gl(x,y) = —x<0
g (5 y)=y-4<0 /i
gxy)=x -y<0
(L,1)
0ol >

Si x satisface las condiciones de KT de mdximo, existen escalares A, ,A,,A, <0 tales que:

Vi(x)+ XIVg1 (x)+ ?LZVgZ (x)+ 7u3Vg3 (x)=0
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Para el punto (1,1) situado en la frontera de X, sobre la pardbola, y = x2, se verifica A, =1,=0,
con la cual el sistema se reduce a:

2ax + bx 2x 0
+, = (1)
bx+2y W -1 o 0

Por otro lado, al ser f diferenciable (por ser polindmicas),

\Y .
D f(x)= % ; se tiene de esta manera
\
(2ax +bx,bx +2y)| |+ (1,—1)
D,  f(Ll)= 0 =32 52a+b-b-2=6->a=4

V2

Sustituyendo en (1) se tiene,

2a+b+2\ =0 b+2\ =-8 A =2
- -
b+2-Xk, =0 b—A, =-2

f,(,)=2a+b=-4
fi(,)=b+2=-2

y también

ii) Utilizando las propiedades extremales de las funciones céncavas y convexas, halla

min f'(x,y) indicando los puntos donde se alcanza.
(x,y)eX

La funcidn f es convexa en R?, en particular en el convexo X,

8

—4
H (x)= [ 5 :| es semidefinida positiva Vx e R’

La funcidn f es diferenciable en cualquier abierto conteniendo a X, y por las propiedades de
las funciones convexas, se tiene que todo punto que anule el gradiente es un minimo global.

8x—-4y =0

V£(x,y)=(0,0) > Bx—4y,—4y+2x)=(0,0) > —>y=2
—4x+2y=0

Por tanto, todos los puntos del segmento que une (0,0) y (2,4) son minimos globales.

(Hay otros puntos donde f también alcance su valor minimo? No, ya que el conjunto de pun-
tos donde la funcion convexa f alcance minimo es un conjunto convexo.

En conclusion:

Min f(x,y)= f(0,0)= f(2,4) =0y se alcanza en todos los puntos del segmento (0, 0)(2,4)

(x,y)eX
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iii) Sabiendo que el mdximo del problema se encuentra en un vértice y utilizando los teo-
remas de Kuhn-Tucker, encuentra los puntos donde se alcanza max f(x,y).
(x.y)eX

Por ser f continua en un compacto sabemos que existe Max f(x,y). Sea U cualquier conjunto
(x,y)eX

abierto convexo conteniendo a X. Se verifican las condiciones de necesarias de KT:
Rl: f,g',g", g son diferenciables en U.
R2: g',g’,g" son convexas en U.
R3: Ixe U/ g'(x)<0,(i =1,2,3). (Témese como ejemplo el punto (1,2))

De lo que se deduce que cualquier punto que sea éptimo para el problema de maximo, que
sabemos que existe, verificard KT de mdximo, es decir, las condiciones de KT de mdximo
proporciona los candidatos a 6ptimo del problema.

Sabemos que el mdximo del problema se encuentra en un vértice de X. Los vértices de este
conjunto son los puntos (0,4), (0,0), (2,4) y los puntos del tramo de y = x? conectando (0,0)

y 2.4).
Veamos que puntos del tramo de pardbola indicado satisfacen las condiciones de KT de
maximo.

VI (x)+AVg' (x)+A, Vg’ (x)+A.Vg' (x) =0

Para dicho tramo se tiene A, =A, =0, con lo cual,

[ 8x—4y 2x| [o
+2, = 8x—4y+20x=0 (1)
—4x+2y -1 0

R —4x+2y-A =0 (
y=x -

2
y=x
A <0

A <0

x=Ly=1L A =-2

—2(x-DA, =0— 0,0
A, :0—>{( )

(2,4)

Evaluando la funcion en dichos vértices se tiene:

f(0,4)=16, f(0,00=0, f(2,4=0, [f(,D=1

Max f(x,y)=16| y se alcanza en el punto (0,4).

(x,y)eX
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3. Una empresa produce tornillos y tuercas especiales para lo que dispone de tres maqui-
nas M1, M2 y M3 que se han de utilizar sucesivamente. Los tiempos que cada mdquina
invierte en producir un tornillo o una tuerca asi como los tiempos disponibles semanales
de cada una de las mdquinas y el beneficio unitario por cada unidad producida vienen ex-
presados en la siguiente tabla:

M1 M2 M3 beneficio (pta.)
tornillo 7 min. 7 min. 3,5 min. 90 pta.
tuerca 4 min. 12 min. 16 min. 100 pta.
tiempo total 7.000 min. 8.400 min. 8.400 min.

i)  Si la empresa pretende obtener el mdximo beneficio, encuentra la produccién semanal
optima de tornillos y tuercas.

ii) Si la empresa deseara disminuir el nimero de tuercas producidas incrementando el
beneficio obtenido por los tornillos, jen cudnto lo situaria?

iii) En las condiciones iniciales, jen cudntos minutos estarfa dispuesta la empresa a incre-
mentar los disponibles por la 2.* mdquina? ;a qué precio?

iv) En las condiciones iniciales, jen cudntos minutos estarfa dispuesta la empresa a incre-
mentar los disponibles por la 1.* mdquina? ;a qué precio?

Se consideran las variables:

x, : tornillos

X, : tuercas
A
AY

(0,1750

166

max [90x, +100x, ]

1

M, . Tx +4x, <7000
M, Tx +12x, <8400
M, :3,5x, +16x, <8400

x20,x,20

\ 4

(2400,0)




i) Si la empresa pretende obtener el mdximo beneficio, encuentra la produccién semanal
optima de tornillos y tuercas.

Evaluando la funcidn en los vértices se obtiene que la produccion éptima es de 900 tornillos
y 175 tuercas, alcanzando un beneficio mdximo de 98500 ptas.

ii) Si la empresa deseara disminuir el nimero de tuercas producidas incrementando el
beneficio obtenido por los tornillos, jen cudnto lo situaria?

La solucidn, en este caso, serd el punto (1000, 0) y por tanto —eo < me<m. Sea A el beneficio

7
de los tornillos, se tiene, ——— < ———> 4 > 175
1

El beneficio obtenido por tornillo deberd ser mayor de 175 ptas.

iii) En las condiciones iniciales, jen cudntos minutos estarfa dispuesta la empresa a incre-
mentar los disponibles por la 2* mdquina? ja qué precio?

En el 6ptimo, la segunda restriccion esta saturada, 7-900+12-175 = 8400, luego puede intere-
sar aumentar los minutos disponibles en la segunda mdquina hasta, 7-800+12-350 = 9800.

El beneficio, en este caso, serd de 107. 000 pts.
107.000 —98.500

El precio sombra para M, serd: A, = ——————————=6'07 ptas / minuto
9.800 —8.400

Puede interesar incrementar los minutos disponibles en la segunda mdquina hasta un maxi-
mo de 1.400, siempre que el coste por minuto sea inferior a 6’07 pesetas.

iv) En las condiciones iniciales, jen cudntos minutos estarfa dispuesta la empresa a incre-
mentar los disponibles por la 1* mdquina? ja qué precio?

En el 6ptimo, la primera restriccién esta saturada, 7-900+4-175 = 7000, luego puede intere-
sar aumentar los minutos disponibles en la primera mdquina hasta, 7-1.200+4-0 = 8.400.

El beneficio, en este caso, serd de 108. 000 ptas.

. B 108.000 —98.500 .
El precio sombra para M, serd: A, = ———— = 6"'79 ptas / minuto

8.400 —7.000

Puede interesar incrementar los minutos disponibles en la primera mdquina hasta un maxi-
mo de 1.400, siempre que el coste por minuto sea inferior a 6’79 pesetas.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2001

1. Sea f(x,y)=x*+Ay*+Bxy (A,B€R) y el conjunto X={(x,y)eR? / -1=x+y=l, -1<x-y<l}.
i) ¢Para qué valores de Ay B es f convexa en todo R??

(Para qué valores de A y B es f estrictamente convexa en todo R??

(Para qué valores de A y B es f c6ncava en todo R??

ii) Para A=-1, B=0 y utilizando el gradiente de la funcién f, deduce en qué puntos se al-

canza el mdximo y el minimo de dicha funcién respecto a X.

i) (Para qué valores de A y B es f convexa en todo R??
(Para qué valores de A y B es festrictamente convexa en todo R??
(Para qué valores de A y B es f concava en todo R??

Notar que f € C2(R?), por tanto, podemos utilizar la caracterizacién de funciones céncavas
y convexas de clase C? por medio de su matriz Hessiana. Haciendo x = (x, y) € R?, R? abier-
to y convexo, se tiene,

2 B
(1) f es convexa en R? si y sdlo si H (x) =[ ) es definida o semidefinida positi-
‘ B 24

va Vx € R?

y, por tanto,
2420, 44—B 20> 420, B°<44¢> 420, 2JA <B<2J4
B
(2) Para que f sea estrictamente convexa en R? es suficiente que H  (x) = B 24 sea de-

finida positiva Vx € R?

y, por tanto,

2450, 44—-B >0 A>0, 2JA < B <24
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2 B
(3) fes concava en R? si y sélo si H (x) :( ) es definida o semidefinida negativa
B 24

Vx € R?

No existen valores de A y B que hagan la matriz definida o semidefinida negativa, (2>0).

ii) Para A=-1, B=0 y utilizando el gradiente de la funcién f, deduce en qué puntos se al-

canza el maximo y el minimo de dicha funcién respecto a X.

La funcion fes continua en X compacto, por tanto, existen Max f(x,y) y Min f(x,y)

(x,p)eX (x,y)eX
fy)=x"=y" Vf(x,y)=(2x,-2y)

V£(x,y)=(0,0) < (x,y) =(0,0). Notar que (0,0) no es mdximo ni mimimo de fen X.

Recordando que Vf apunta en la direccion de mdximo crecimiento de la funcién, hagamos
un estudio del gradiente para encontrar el Max f(x,y)y Min f(x,y) en el conjunto X.

(x,y)eX (x,y)eX

Como el gradiente de f'sélo se anula en el punto (0,0) los extremos de fen X se alcanzan en
la frontera de X.

Estudio de la frontera por tramos utilizando el gradiente.

2" cuadrante
Vf(x, )’) = (2xa _zy) - (_, _)

1“ cuadrante
Vf(x’ J/) = (2xa —23/) — (+a _)

4" cuadrante

Vf(xs y) = (2xa _2y) - (+a +)
\Z
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Conclusion:

Max f(x,y)=f(1,0)= f(1,0) =1

(x.3)eX

Min f(x,y)=f(0,1)= f(0,~-1) =~1

(x,y)e X

2. Sea el siguiente problema de programacion no lineal:
max (—x+4y)
x2 y2
x+y=2
i) Calcula todos los puntos en los que se cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.
ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir acerca de los puntos
obtenidos en i)?

iii) Si nos plantedramos encontrar el minimo del problema, utilizando los teoremas de
Kuhn-Tucker, ;dénde se alcanzarfa?, ;porqué?

Escribiendo el problema en su forma estdndar:

max[—x+4y]

g(xy)=y -x<0
g (x,y)=2-x-y<0
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i) Calcula todos los puntos en los que se cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker.

Si x satisface las condiciones de KT de maximo, existen escalares A, A, <0 tales que:

KT1: Vf(x,y)+ kIVgl(x, y)+ KZng(x,y) =(0,0)
RN HEN
+, +A, =
4 2y -1] o
KT2: Lg'(x,y)=A(y —x)=0

hg'(x,0)=1(2-x-y)=0
KT3: g'(x,y)=y —=x<0

g (xy)=2-x-y<0
KT4: A 20,A, 20 min

A, < 0,2, <O0max

Estudiamos por casos desde K72

Casol- A =4, =0

-1 0
De KTI se tiene [ :| = [ :| , lo cual es imposible.
4 0

Caso2.- A =0; A, 20 (g’ (x) =0),y de KT1 se obtiene:
-1 -1 [o A, -1=0 [A,=-1
+2, = - - lo cual es imposible.
4 -1] o A, +4=0 | A =4

Caso3.- A #0(g'(x)=0); A, =0 ,yde KT1 y de KT2 se obtiene:

A =-1 A =-1
-1 -1 0
+, = —4+20y=0—>9 y=2
4 2y 0 s
x=y x=4

El punto (4,2) con A, ==1<0, A, =0<0 cumple las condiciones de KT para mdximo.

Caso4.- A #0 (g (x)=0); A, 0 (g’ (x)=0),y de KT1 y de KT2 se obtiene:

171




{ gy)=y -x=0->) =x
KT?2:

—>y2=2—y—>y2+y—2=0—>
g (x,y)=2-x-y=0—>x=2-y

es decir, se obtienen los puntos (4,-2) y el (1,1). Sustituyendo en KT1 se tiene,

-1 -1 -1 0
KT1: +A, +A, =
4 2y -1 0
(4,-2): A, =5/3 A, =-8/3
En ambos casos no se verifican las condiciones de KT
LY A =-5/3 A =2/3
para un problema de mdximo ni de minimo.

Conclusién: El dnico punto que verifica las condiciones de KT es el punto (4,2) 4, =-1<0,
A,=0=<0.

ii) Utilizando los teoremas de Kuhn-Tucker, ;qué podemos concluir acerca de los puntos
obtenidos en i)?

Veamos que se satisfacen las condiciones de regularidad

Veamos que puntos del tramo de pardbola indicado satisfacen las condiciones de KT de
maximo.

R1.- Las funciones f; g', g2 son diferenciables en IR?, conjunto abierto y convexo.
R2.- Las funciones g', g2 son convexas en R?.

R3.- Existe un punto (x, y) = (3, 0) tal que g' (3,0) <0y g>(3,0) <0

R4.- La funcién fes céncava (por ser lineal) en R,

Se 1,2, 3 y 4 se tiene: Un punto x es optimo del problema si 'y solo si x satisface KT

Asi. el punto (4,2) ll =-1=<0, /12 =0 <0 es un éptimo del problema (es un maximo).

Max f(x,y)=f(4,2)=—4+8=4

(x,y)eX

iii) Si nos plantedramos encontrar el minimo del problema, utilizando los teoremas de
Kuhn-Tucker, ;dénde se alcanzarfa?, ;porqué?

No existe Min f(x,y), porque de existir se alcanzaria algiin punto de X y ese punto tendria
(x,p)eX

que satisfacer las condiciones de KT para minimo y hemos visto que ningin punto de X las
satisface.
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3. Una empresa produce televisores de 14 y de 25 pulgadas, de los cuales obtiene un be-
neficio de 400 y 500 euros respectivamente. El proceso de fabricacion requiere que cada
televisor pase por tres divisiones distintas de la factorfa. Los televisores de 14 pulgadas
necesitan 1, 3 y 1 horas respectivamente en las divisiones 1, 2 y 3, mientras los televiso-
res de 25 pulgadas requieren 2, 1 y 3 respectivamente. Las divisiones 1 y 2 trabajan un
maximo de 16 y 18 horas diarias respectivamente mientras la tercera trabaja como mini-
mo 9 horas diarias.
i) Encuentra la produccién 6ptima diaria si la empresa se propone maximizar el beneficio.
ii) ¢Cudl deberfa ser el beneficio por televisor de 14 pulgadas si la empresa se planteara
producir unicamente televisores de 25 pulgadas?
iii) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en sdlo una de las divisiones que tiene, jcudl elegiria?

Sean las variables:
x, : ndmero de televisores de 14 pulgadas

X, : nimero de televisores de 25 pulgadas

A
(0,18)

max[400x + 500x ]

M‘ :x|+2x2 <16
Mz :3xl-i-xz <18

Ml :x‘+3x2 >9

X ZO,xZZO

\4

(6,0)\ (9,0) M, (16,0)
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i) Encuentra la produccion éptima diaria si la empresa se propone maximizar el bene-
ficio.

La solucion dptima se encontrard en alguno de los vértices del conjunto de soluciones fac-
tibles:

£(0,8)=4000
£(0,3)=1500
f(45/8.9/8)=2812’5
£(4,6)=4600

La produccion 6ptima diaria serd 4 televisores de 14 pulgadas y 6 de 25 pulgadas con un be-
neficio 6ptimo de 4600<€.

ii) (Cudl deberfa ser el beneficio por televisor de 14 pulgadas si la empresa se planteara
producir unicamente televisores de 25 pulgadas?

Hay que calcular A para que el problema

max[ Ax, +500x, ]
M, :x +2x, <16

M, :3x +x, <18| alcance el 6ptimo en el punto (0,8).

M, :x +3x,29

x,20,x,20

Denotando m;, i=1,2,3 a las pendientes de las restricciones y mea la pendiente de las cur-
vas de nivel de la funcién objetivo. Si el 6ptimo se alcanza en (0,8) se tiene: m, <m, <m,
y, por tanto,

-3 <-1/2< -A/500, de donde A<250€.

iii) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en sélo una de las divisiones que tiene, ;cudl elegirfa?

En las divisiones M, y M, se agotan todas las horas y le podria interesar aumentarlas.Para
ello calculamos los precios sombra de dichas restricciones:

A = J(0,18)— f(4,6) 9000 —4600

. = 220€/ h para la primera division
36-16 20
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- /(16,0)— f(4,6) 6400 —4600

. = 60€/ h para la segunda division
48-18 30

A, =0 para la tercera divisi6n, ya que no se saturan las horas en la tercera restriccion.

En conclusidn, elegirfa la primera divisidn.
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Examen de Matematicas IV

Economia. Septiembre de 2000

1. (4 puntos) Encuentra los diferentes valores de a y f para que la forma cuadrdtica Q

o 0 B
cuya matriz de representaciénes | 0 1 0 | cumpla:
B 0 6

i) {xeR3-{0}/ O(x)>0}=R3-{0}
i) VxeR3:Qx)=0

) {xeR3-{0}/ O(x)>0}=R?-{0}

Para que se cumpla {xeR3-{0}/ Q(x)>0}=R3-{0}, la forma cuadrdtica Q tiene que ser defini-
da positiva. Se tiene entonces:

Menores principales de orden I: {a, 1, 6}
Menores principales de orden: 2 {a, 6, 6a — 32}
Menores principales de orden: 3 IM(Q)l= 6a — 2

Para que la forma cuadrdtica sea definida positiva todos los menores principales tienen que
ser mayores que 0, es decir que:

a>0; 6a - f3?>0y por lo tanto, podemos concluir que

a>0y _@<ﬁ<@

i) VxeR3:Q(x)=0

Para que se cumpla VxeR3:Q(x)=0, la forma cuadrdtica tiene que ser definida o semidefini-
da positiva. Por tanto, todos los menores principales tienen que ser mayores o iguales a cero:
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a=0; 6a-[?=0, podemos concluir que:

az0y —y6a=pf<+6a

2. Sea
max/min f(x,y)
x24y?<]
X2+y-1=0
x+y=-1
donde f es una funcidn diferenciable y céncava en R? y X es el conjunto de soluciones fac-
tibles del problema:
a) (3 puntos) Explica razonadamente si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
i) SizeXy VA(z)=0, entonces f alcanza en z un maximo respecto de X.
ii) SizeXy Vf(2)20, es seguro que z no es solucién Gptima de f respecto de X.
iii) El minimo de f'en X puede alcanzarse en un punto de la frontera que no sea vér-
tice.
b) (7 puntos) Sea f(x,y)=2x+2y-(x+y)*.
i) ;Cumplen los puntos (1,0) y (0,1) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Son solucio-
nes dptimas? ;Son unicas?
ii) ;Cumple el punto (0,-1) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Qué se puede concluir
sobre este punto?

a) 1) SizeXy Vf(z)=0, entonces f alcanza en z un maximo respecto de X.

Cierta. Siendo f diferenciable y céncava en R? los puntos en los que se anula el gradiente se-
ran maximos de fen X, por tanto, la funcién f alcanza un maximo en X en el punto z.

a) i) SizeXy Vf(z)=0, es seguro que z no es solucién optima de frespecto de X.

Falsa. No es necesario que se anule el gradiente en un punto para que haya extremo en ese
punto.

a) iii) El minimo de fen X puede alcanzarse en un punto de la frontera que no sea vér-
tice.

Cierta. Siendo f céncava en R?, f alcanza minimo en X (funcién continua en conjunto com-
pacto) sabemos por las propiedades extremales de las funciones concavas que existe un
vértice donde lo alcanza, pero puede alcanzar minimo en puntos que no son vértice.

177



b) (7 puntos) Sea f(x,y)=2x+2y-(x+y)>.
i)

(Cumplen los puntos (1,0) y (0,1) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Son solucio-
nes 6ptimas? ;Son unicas?

Escribimos el problema en su forma estandar,

max/ min[2x + 2y — (x + »)’]

g'(x,y)=x2+y2—1S0

gz(x,y)=x2+y—130

g (x,y)=-1-x-y<0

Condiciones de Kuhn-Tucker:

KT1: Vf(x,y)+A Vg (x,»)+ A, Vg (x,»)+ 1 Ve (x,y) = (0,0)
2-2 -
o MR RN
2-2(x+y) 2y 1 -1 0
KT2: Ag'(x,y)=A(x"+y" -1)=0

Lg () =h (" +y-1)=0
g (x,y)=A(-1-x=y)=0

KT3: g'(x,y)=x"+y"-1<0

gz(x,y)=x2+y—130

gl(x,y)=—1—x—ySO
KT4: A 20,A, 20,A, 20 min

A <0,A, <0,A, <0Omax
Punto (1,0):

KT2: g'(1,0=0, g2(1,0)=0 y g3(1,0)=-2<0, entonces, 4,=0.

0 2 21 [o 20 +20, =0 ), =0
KT1: +A, +2, = =

A =0

El punto (1,0) cumple las condiciones de KT de maximo y de minimo con 4,=4,=4,=0
Punto (0,1):

KT2: g'(0,1)=0y g*0,1)=0, g*(0,1)=-2<0 entonces, 1,=0.
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0 0 0 0 OA +0A, =0
KT1:| [+A] [+ ] =] |=
0 2 1 0 20 +A, =0 |A, =24

Sélo se verifica KT para los valores 4,=4,=1,=0. En cualquier otro caso, para 1,20, 4,
tendrd signo contrario por lo que no se verificaria KT4. Por lo tanto, el punto (0,1) cum-
ple las condiciones de KT de mdximo y de minimo con 4,=4,=4,=0

Veamos que se satisfacen las condiciones de regularidad

R1.- Las funciones f, g', g> y g* son diferenciables en R? , conjunto abierto y convexo.

R2.- Las funciones g', g? y g* son convexas en R?.

R3.- Existe un punto (x, y) = (0, 0) tal que g' (0,0)=-1 <0, g>(0,0)=-1<0y g*(©0,0)=-1<0
R4.- La funcién fe C3(R?) y su matriz Hessiana es:

2 2

H (x,y) =(_ ~

), la matriz H (X, ) es semidefinida negativa, por lo tanto, f es

céncava en R?

Para un problema de mdximo, las condiciones de KT son necesarias y suficientes puesto que
se cumplen: R1, R2, R3 y R4 y ,por lo tanto, se tiene que: Un punto x es mdximo del proble-
ma si y solo si x satisface KT de mdximo.

Para un problema de minimo, las condiciones de KT sélo son necesarias puesto que se cum-
plen: R1, R2 y R3 y por lo tanto se tiene que : Un punto x es minimo del problema entonces
x satisface KT de minimo.

El punto (1,0) es un posible minimo y el punto (0,1) es seguro un mdximo.

b) (7 puntos) Sea f(x,y)=2x+2y-(x+y)>.
ii) ;Cumple el punto (0,-1) las condiciones de Kuhn-Tucker? ;Qué se puede concluir
sobre este punto?

Punto (0,-1):

KT2: g'(1,0=0, g2(1,0)<0 y g*(1,0)=0, entonces, 4,=0.

4 0 -11 [o 4-1 =01 =4
KT1: +A, +A, = N
4 -2 -1] |o 421 -A =0—>A =0

El punto (0,-1) satisface las condiciones de KT de minimo

De R1, R2 y R3 se tiene: Un punto x es minimo del problema entonces x satisface KT
de minimo. Entonces (0,-1) es un posible minimo.
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3. (6 puntos) Una refinerfa dispone de tres tipos de petréleo crudo, P,, P, y P,. Cada barril
de petroleo crudo ya refinado produce gasolina y gasdleo. La siguiente tabla indica las can-
tidades en barriles de petréleo crudo necesarios para producir un barril de gasolina o de
gasdleo:

barriles de P,

barriles de P,

barriles de P,

gasolina

4,5

1,8

35

gasoleo

3,5

3,6

1,5

La refinerfa dispone de 1.260 barriles de P,, 900 barriles de P, y 870 barriles de P,. Si

vende cada barril de gasolina a 30 euros y cada barril de gaséleo a 22 euros:

i) Determina el programa de produccién de la empresa para maximizar los ingresos.

ii) Si pudiera disponer de mds petrdleo del tipo P, y P;, ;le interesaria? ;qué cantidad?
(a qué precio?

iii) Si quisiera vender mds barriles de gaséleo de los que produce en la solucién de i),
manteniendo el precio de la gasolina, ;a qué precio deberia vender el gaséleo?

Sean las variables:
x, : n° de barriles de gasolina

X, : n° de barriles de gasdleo
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max[30x, +22x,]
M, :4,5x +3,5x, <1260
M, :1,8x +3,6x, <900
M, :3,5x, +1,5x, <870

x20,x,20

1) Determina el programa de produccidn de la empresa para maximizar los ingresos.

Valorando la funcion objetivo en los vértices, obtenemos que la empresa maximiza sus in-
gresos produciendo 210 barriles de gasolina y 90 barriles de gasoleo, obteniendo unos ingre-
sos maximos de 8.280 €.

ii) Si pudiera disponer de mds petrdleo del tipo P, y P, jle interesaria? ;qué cantidad? ;a
qué precio?

No le interesa disponer de mds petrdleo de tipo P,, ya que en el 6ptimo no es una restriccion
saturada y ,por lo tanto, le sobra petréleo de este tipo.

El petréleo de tipo P, si es una restriccion saturada y podria interesarle disponer de mds ba-
rriles pasando desde el punto (210,90) hasta el punto (280,0) a partir del cual la restriccion
dejaria de estar saturada. El incrementote mdximo de barriles serfa:

M;’: 3,5x,+1,5x,=870+c sustituyendo el punto (280,0) obtenemos que c=110.

Entonces podria aumentar hasta un mdaximo de 110 barriles pasando la solucion éptima de

8.280 € hasta obtener un valor de 8.400 € y el precio sombra de cada barril serfa :

_ 8.400-38.280
980 —870

A

3

=1,09€/ barril

Le interesa comprar 110 barriles mas, hasta 980 barriles de petréleo como mdximo de este
tipo a un precio menor de 1,09€ cada barril.
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iii) Si quisiera vender mds barriles de gasdleo de los que produce en la solucién de 1),
manteniendo el precio de la gasolina, ja qué precio deberia vender el gasdleo?

Si quisiera vender mds barriles de gasdleo, la solucion 6ptima deberia alcanzar como punto
mds proximo el punto (140,180), por lo que la pendiente de las curvas de nivel de la funcién
objetivo deberfa ser mayor que la pendiente de M, es decir: m>m,

Si la funcion objetivo es 30x, + p,x, su pendiente /m, serd:

=30 4,5
—>—"=p, >2333€ .

P, 3,5

Es decir, el precio al que deberia vender el gaséleo deberia ser superior a 23,33 € por barril
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Examen de Matematicas IV

Economia. Junio de 2000

1 0 ¢
1. @ puntos) SeaA=[{0 0 b |
c a 2

i)  Si sabemos que A es la matriz de representacion de una forma cuadrdtica que cumple
{xe R/00=0r=R y {xeRYQ@=0}=1{0,0,0)}
encuentra los valores de a, b y c.

ii) (Para qué valores de a, by c serd A matriz de representacion de una forma cuadrdtica
que cumpla: 3x € R3/ Q(x) >0y dy e R3/ Q(y) <0?

Si A es la matriz de representacion de una forma cuadrdtica necesariamente tiene que ser
a=b.

Los menores principales de A son:
Primer orden: {/, 0, 2}
Segundo orden: {0, 2-¢2, -a}

2
Tercer orden: |A| =-a

1)  Si sabemos que A es la matriz de representacion de una forma cuadrdtica que cumple
xeR/Ox=0=R> y {xe R¥QOx=0}={0,0,0)}

Para que se cumpla{x € R3/ Q(x) =20} = R3y {x € R¥ Q(x) =0} # {(0, 0, 0)} la forma cua-
drdtica Q tiene que ser semidefinida positiva, por tanto:

orden 3: [4|=-a"=0—-a=0

183



Y sus menores principales son :

orden. 1: {1=0; 0>0; 2>0}

orden 2: {0 >0, 2-¢’ 20,02 0}—) —\/5 <c< \/E;
En conclusion:

Q es semidefinida positivasiy sélosi a=b=0; V2 <c < \/5

ii) ;Para qué valores de a, b y c serd A matriz de representacion de una forma cuadrdtica
que cumpla: Ix € R3/ Q(x) >0y dy e R3/ O(y) <0?

Para que se cumpla: 3x € R3/ Q(x) >0y dy € R3/ O(y) <0, Q tiene que ser un forma cua-
dratica indefinida. Se tiene:

Si a =b#0; Vc entonces Q es indefinida.

Sia=b=0; c<-\/5 o ¢>+/2 entonces Q es indefinida.

2. 1) (3 puntos) Sea el problema
max/min f(x,y)

y2-x=0
x<3

siendo f céncava en X, el conjunto de soluciones factibles y fe C'(R?) Los puntos x e y son

los tinicos puntos de X que verifican las condiciones de Kuhn-Tucker, x las de minimo e y

las de mdximo. Encuentra todos los puntos en los que se alcanza el mdximo y el minimo

y explica el por qué.

ii) (7 puntos) Resuelve el siguiente problema aplicando los teoremas de Kuhn-Tucker:
max/min x>

y2-x=0

x<3

Para el problema, max/min f{(x,y)
y?-x=0
x<3

Se tiene que la funcién fes continua en X compacto, por tanto,

Amax fx, y) y Imin fix,y)

(x.y)eX (x.y)eX
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Ademds, se cumple:

R1 Las funciones f, g', g son diferenciables en el abierto, convexo R?.

0 0
R2 Las funciones g', g2 son convexas en R?, ya que H ,(x,y) = [ :|, semidefinida
« 0 2

positiva en R?y g2 es lineal en R2.
R3 Existe un punto (1,0) verifica g' (1,0) <0; g*>(1,0)<0
R4 La funcidn fes céncava en el convexo X (conjunto de soluciones factibles).

Entonces se verifica:

X es solucién 6ptima del problema de minimo = verifica las condiciones de KT de
minimo

X es solucién éptima del problema de maximo < verifica las condiciones de KT de
maximo

Si x e y son los Unicos puntos que verifican las condiciones de KT, se tiene:

El minimo del problema se alcanza en el punto x, max f(x) = f(x)
El mdximo del problema se alcanza en el punto y, max f(x) = f(y)
xeX

(no existe ningun otro punto donde f alcance mdximo o minimo).

ii) (7 puntos) Resuelve el siguiente problema aplicando los teoremas de Kuhn-Tucker:
max/min x2
y2-x<0

x=3

Sea ahora el problema:

max/ min [xZ ]

g(xy)=y -x<0

g (x,y)=x-3<0
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Se tiene, la funcién objetivo, f(x,y)=x", fe C*(R)

Se tiene que la funcién fes continua en X compacto, por tanto Imax f(x, y) y Amin f(x, y)
(xy)eX (e X

En el apartado (i) hemos visto que se cumple, R1, R2. y R3., ademds se tiene,

2 0
R4: f(x,y)=x" es convexa en el convexo R? ya que H (x,y)= |:O O:| es semidefinida

positiva en R?

Se tiene en este caso:
x es solucion éptima del problema de minimo < verifica las condiciones de KT de minimo

X es solucion éptima del problema de maximo = verifica las condiciones de KT de mdximo

Veamos que puntos verifican las condiciones de KT.

KT1: Vf(x,»)+4 Vg (x,») +1,Vg (x,) = (0,0)
+2, +A, =
0 2y o] |o

KT2: L g'(x,)=A(y" —-x)=0
Ag (x, )=, (x=3)=0
KT3: g'(x,y)=y"—x<0
g (x,y)=x-3<0
KT4: X 20,2, 20 min

A <0,A, < 0max
Trabajando desde KT?2 se tienen los cuatro casos siguientes:

ay A =0,A =0-(2x,0)=(0,0) = x =0, sustituyendo en KT3, y =0
El punto (0,0) satisface las condiciones de KT de mdximo y de minimo.
2x+X, =0

b) A, =0, A, ¢0—>(2x,0)+7t2(1,0)=(0,0)—>{ —x=3,A =6

x—=3=0

sustituyendo en KT3 y* <3 —» —/3<y< \/5
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Para A, =0, A, =—6 , los puntos del conjunto, {(3,y) € X/—\/g <y< \/3} verifican las

condiciones de KT de maximo.

2x—A, =0
OA#0,A=0->(2x0+A(-1,2y)=(0,0) >
2y=0—->y=0

sustituyendo en KT3 y* —x=0—-x=0, A =0

2x=A +A, =0
d) A, #0, A, #0— (2x,0)+ A, (=1,2) + 4 (1,0) = (0,0) —
2Ly=0—-y=0

por KT2 se tiene x =0

Los puntos:

(0,0) con 7»1 = 7»2 =0, satisface las condiciones de KT de mdximo y de minimo

{(3,y)e X/—\/g <y< \/g} para A =0, A, =—6 satisfacen las condiciones de KT de
maximo.

Por tanto se tiene que el minimo es:

min f(x,y)= f(0,0)=0

xyeX

Siendo el maximo valor:
max f(x,y) =9

(x.y)eX

y se alcanza en todos los puntos de conjunto

{(3,y)e X/—\/gﬁyS\/g}.
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3. (6 puntos) Una empresa textil proporciona camisas y blusas a una tienda que le compra
todo lo que le proporciona. El proceso de produccion incluye corte, costura y empaqueta-
do, utilizando 25 trabajadores en el departamento de corte, 35 en el de costura 'y 5 en el
de empaquetado y siendo el horario de cada operario de 40 horas semanales. La siguiente
tabla proporciona los requerimientos de tiempo en minutos y los ingresos por unidad en
pesetas para las dos prendas:

minutos por unidad
corte costura empaquetado ingresos
camisas 20 70 12 2000
blusas 60 60 4 3000

i) Determina el programa de produccién semanal de la empresa si pretende maximizar
los ingresos.

ii) Si quisiera contratar mads trabajadores en cada uno de los procesos, jcudntos contrata-
ria 'y con qué sueldo por hora?

Sean las variables:
x, : ndmero de camisas

X, : nimero de blusas

i) Determina el programa de produccién semanal de la empresa si pretende maximizar
los ingresos.

max[2000x, +3000x, ]
M, :20x, +60x, < 60000
M, : 70x, +60x, < 84000
M, :12x, +4x, <12000

x,20,x,20

\ 4

188



La solucion dptima se encontrard en alguno de los vértices del conjunto de soluciones factibles,

/(1000,0)=2.000.000 pta
/(0,1000)=3.000.000 pta
f(9600/11,4200/11)=2.890.909,1 pta
/(480,840)=3.480.000 pta

La produccién 6ptima semanal serd de 480 camisas y 840 blusas con un beneficio éptimo
de 3.480.000ptas.

ii) Si quisiera contratar mas trabajadores en cada uno de los procesos, jcudntos contrata-
ria 'y con qué sueldo por hora?

En el 6ptimo, la restriccion correspondiente al proceso 3 no estd saturada, por lo que no se ago-
tan las horas disponibles en el proceso de empaquetado y no es necesario contratar mds traba-
jadores. Las restricciones correspondientes a los procesos de corte y costura si estdn saturadas,
veamos si para estos casos le interesarfa contratar mds trabajadores y a cuanto pagaria la hora.

Proceso 1, corte, restriccion saturada, si se aumentan las horas disponibles, se tiene

M,: 20x, +60x, < 60000 + a

El punto éptimo pasa del punto (480,840) al punto (0,1400)
a=0—a=24.000
El valor éptimo pasa de 3.480.000 a 4.200.000

Y se tendrd por tanto,
- 4.200.000 — 3.480.000
‘ 84.000 — 60.000

=30ptas/m

En el proceso de corte le interesara contratar como maximo 10 trabajadores, pagando a me-
nos de 1.800ptas/hora.

Proceso 2, costura, restriccion saturada,

M,: 70x, +60x, < 84000 + b

b=0—b=13.000
El punto 6ptimo pasa del punto (480,840) al punto (750,700)
Y el valor 6ptimo pasa de 3.480.000 a 3.750.000

_3.750.000 — 3.480.000
’ 97.500 — 84.000

=20ptas/m

En el proceso de costura le interesara contratar como mdximo 5 trabajadores a 40 horas
y 1 trabajador a 25 horas, pagando a menos de 1.200ptas/hora.
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