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Introduccion

Podemos encontrar en la naturaleza dos tipos de ondas. Por una lado estan
las ondas lineales y por otro lado las ondas no lineales.

Tradicionalmente, hablamos de las ondas lineales, que son las mas familia-
res, las que estamos mas acostumbrados a encontrarnos en el dia a dia, y las
que llevamos estudiando desde hace mucho tiempo. Entre ellas encontramos
las ondas de la luz y las del sonido, por ejemplo. Estas ondas tienen, sea cual
sea su forma, velocidad, amplitud y longitud de onda constantes. Asimismo,
obedecen al principio de superposicién.

Por otro lado, en este trabajo, destacaremos las ondas no lineales, que son
menos familiares que las anteriores comentadas, pero no por ello menos im-
portantes. Este tipo de ondas son muy diferentes a las lineales, ya que en
ellas la amplitud, la longitud de onda y la velocidad no son constantes. Entre
los ejemplos donde las encontramos, destacamos una ola en el mar aproxi-
mandose a la orilla. Vemos que la distancia entre las crestas va decreciendo,
la velocidad cambia y la altura de la ola va creciendo conforme va percibien-
do el fondo; llegando a un punto en el que la ola se rompe ya que la parte
superior se ha adelantado demasiado a la inferior.

Con respecto a esta parte de la ciencia, la Matemdtica y Fisica No Lineal,
cabe destacar sus grandes avances en la segunda mitad del siglo XX con la
Teoria de Solitones, punto en el que centraremos el tema de este trabajo.
En primer lugar daremos una definicién sencilla de solitén: los solitones son
ondas no lineales que exhiben un comportamiento extremadamente inespe-
rado e interesante, son ondas solitarias que se propagan sin deformarse. De
ahi que su nombre derive de onda solitaria.

Para terminar con esta introduccién haremos un pequeno repaso histérico
sobre el tema.

Transcurria el ano 1834, cuando el ingeniero escocés John Scott-Russell,
durante un paseo a caballo por los alrededores de Edimburgo, observé cémo
una barcaza era remolcada a lo largo de un estrecho canal por dos caballos
que tiraban desde tierra. Mientras Russell contemplaba el espectaculo, la
barcaza se detuvo repentinamente, ocasionando un movimiento violento del
agua. Ante el asombro de Russell, se levanté una ola en la proa de la nave y
“fué deslizdndose a gran velocidad hacia delante, formando una tinica ondu-
lacién de gran altura; una montana de agua, redondeada y bien diferenciada,
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que continué su recorrido por el canal, sin variar aparentemente su forma o
reducir la velocidad”. Russell subio a su caballo y se lanz6 en persecucion
del enigmatico fenémeno. Durante mas de dos kilémetros persiguié la ola,
sin perderla de vista, hasta que ésta desaparecié entre las curvas del canal.

La gigantesca ola que vié Russell en el canal era una elevacién tnica
sobre la superficie en calma del agua, que mantenia su forma intacta mien-
tras avanzaba. Sorprendido por aquella vision, Russel tenia que averiguar si
habia sido victima, quizés, de alguna ilusién 6ptica; motivo por el cual el
ingeniero volvié una y otra vez al canal para hacer nuevas observaciones, y
en cada ocasion tenia la oportunidad de contemplar aténito olas semejan-
tes. Russell las llamo “great waves of translation” y se dedicé a perfeccionar
diferentes técnicas para reproducirlas en su laboratorio (el jardin trasero de
su casa). Entre sus resultados empiricos obtenidos destacan: la amplitud es
proporcional a la velocidad de la onda y el volumen de agua en la onda es
igual al del agua desplazada. Fue capaz de obtener una férmula que expre-
saba la velocidad de la onda en términos de la amplitud y profundidad del
canal. Asi, en 1844 en su “Report on Waves” informé que:

I belive I shall best introduce the phenomenon by describing the circums-
tances of my own first acquaintance with it. I was observing the motion of
a boat which was rapidly drawn back along a narrow channel by a pair of
horses, when the boat suddenly stopped- not so the mass of water in the
channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of the
vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled
forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a
rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course
along the channel apparently without change of form or diminution of speed.
I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some
eight or mine miles per hour, preserving its orginal figure some thirty feet
long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished,
and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel.
Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with that
rare and beautiful fenomenon which I have called Wave of Translation.

Finalmente pudo recopilar los datos suficientes como para redactar un in-
forme coherente, que envié a la Royal Society de Edimburgo. Su publicacién
impresiono tanto a los investigadores de la naturaleza de todo el mundo, que
éstos también intentaron observar las misteriosas olas en charcas, estanques,
lagos y canales, para desvelar los mecanismos de su formacién. Asi, este he-
cho tuvo como consecuencia el despertar de un nuevo y enorme interés por
esta parte de la ciencia hasta entonces oculta.

Pero no fue hasta 1895, cuando Diederick Johannes Korteweg y su es-
tudiante Gustav de Vries presentaron la ecuacién en derivadas parciales no
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lineal que captura la esencia de este fenémeno, la ecuacion KdV:

ou  ou  u
donde la aparicion del segundo y tercer término, el no lineal y el dispersivo
respectivamente, explican este curioso fenémeno.
Asi, en el primer capitulo del trabajo, mediante el estudio de dicha ecuacidn,
KdV, y entre otras, la ecuacién de Schrodinger, presentaremos las soluciones
de tipo solitén.
Asimismo, se vera su aparicion en la naturaleza, centrando el segundo capitu-
lo en el estudio del transporte de energia y movimiento de las proteinas en su
estructura a-hélice. Por iltimo, cabe mencionar que los objetivos de nuestro
trabajo se alcanzaran mediante un estudio numérico y no analitico. Por lo
tanto, en el Apéndice A se presentan brevemente los dos métodos numéri-
cos necesarios para resolver las ecuaciones diferenciales consideradas en este
trabajo. Y en los apéndices B y C se explican la los detalles de los algoritmos
usados para la resoluciéon numérica de la ecuacién de KdV y de Schrodinger
respectivamente, mediante el software Mathematica de Wolfram.






Capitulo 1

Soluciones Soliton

En este primer capitulo vamos a describir la ecuaciéon KdV, la ecuacién de
Schrodinger y otras en las que van a aparecer soluciones solitén, para enteder
asi mejor de donde surgen estas soluciones y cuales son sus propiedades
y caracteristicas fundamentales. Veremos también ejemplos visuales, de la
resolucién de dichas ecuaciones mediante Mathematica [1] para asi entender
los comportamientos donde se apreciardn sus cualidades.

1.1. Ondas lineales

Una onda en una propagacién de alguna propiedad del medio, como la pre-
sién, el campo eléctrico, el campo magnético o la densidad, entre otras, a
través del propio medio, implicando con ello un transporte de energia sin
transporte de materia [2].

Asi definimos la funcién de ondas general como

O*u(w,t)

W = 'U2 . VQU(CU, t) (11)

donde u(x,t) es la funcién que expresa la magnitud fisica cuya perturbacién
se propaga en el medio y depende de la posiciéon y del tiempo, v es la velo-
cidad de dicha propagacién de la onda y V? es el operador Laplaciano.

A continuacién definimos algunos elementos de una onda, que apareceran
mas adelante, ver Figura 1.1.

- La cresta es el punto de maxima amplitud de la onda; es decir, el punto
de la onda mas separado de su posicién de reposo.

- El valle es el punto mas bajo de una onda.

- El periodo, (T), es el tiempo que tarda la onda en ir de un punto de méxi-
ma amplitud al siguiente.

-La amplitud, (A), es la distancia vertical entre una cresta y cero.

-La frecuencia, (f), es el ntimero de veces que es repetida dicha vibracién

1



2 1.1. Ondas lineales

por unidad de tiempo.

- La longitud de onda, (), es la distancia que hay entre el mismo punto de
dos ondulaciones consecutivas, o la distancia entre dos crestas consecutivas.
-La velocidad de propagacion es la velocidad a la que se propaga el movi-
miento ondulatorio.

Longitud de onda : __— Apartirde una

& distancia igual a la
longitud de onda la
forma de la onda se
repite.

N, Cresta -

Amplitud

|

- Linea de equilibrio

Figura 1.1: Onda.

El caso mas sencillo de onda que podamos encontrar es la que viene dada
por una solucion del tipo de onda viajera

u(z, t) = A glhbr=wt) (1.2)

donde k es el nimero de onda y w la frecuencia angular, que expresa la
frecuencia en radianes por segundo. Hay dos velocidades diferentes asociadas
a las ondas. La primera es la velocidad de fase, la cual indica la distancia
que recorre la onda en una pulsaciéon por unidad de tiempo, y estd dada por

Vp = E .
Utilizando que w = 2 f y que k = 27” podemos expresar también la velocidad
de fase como

vy, = Af.

La segunda es la velocidad de grupo, la cual da la velocidad con la que las
variaciones en la forma de la amplitud de la onda se propagan por el espacio.
Esta es la tasa a la cual la informacion puede ser transmitida por la onda.
Viene dada por

0w

-0k

La funcién w(k), que proporciona w en funcién de k, se conoce como la
relacién de dispersion. Si w es directamente proporcional a k, entonces
la velocidad de grupo es exactamente igual a la velocidad de fase, como en
el caso del vacio. En caso contrario, la forma de la onda se distorsionara a
medida que la misma se propague. El desarrollo indicado arriba asumiendo

Vg
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una solucién del tipo (1.2) se puede aplicar a distintas ecuaciones de evolu-
cion. Las diferentes relaciones de dispersion son muy utiles, ya que contienen
todas las caracteristicas particulares originales.

Dependiendo del tipo de ecuacién considerada tenemos distintos tipos
de relaciones de dispersién como por ejemplo

%—@zﬂu—k
ot  Ox -
ou  0%u -
E—@éw—lk,
ou 0% 9
%—Zwiw —k

La primera corresponde a una onda viajera en una linea, la segunda
aparece en la ecuacién del calor y es la que refleja la disipacion, y por
ultimo, la tercera es la que muestra la dispersién. Y como veremos en la
KdV linealizada, aparace la relacién de dispersién w = k3 que también
muestra dispersion.

1.2. La ecuacion de Korteweg-de Vries o KdV

La ecuacién KdV tiene la forma:

Ou Ou O
ot Yor T ors

En esta ecuacién se combina un término no lineal, u%, con uno dispersivo

=0. (1.3)

3 . . s L2 .,
%. La naturaleza no dispersiva de la solucién solitéon de la ecuacion KdV

aparece debido a que ambos términos se equilibran [3].

Vamos a trabajar un poco con esta ecuacién eliminando algunos de sus
términos y viendo su comportamiento, para asi entederla mejor.

(i) En primer lugar eliminamos el término no lineal u%, obteniendo la
version linealizada, una ecuacion en derivadas parciales respecto de x
y t, de tercer grado:
ou  0u
@t " oa8
Resolviendo este problema mediante el método de separacion de va-
riables, la solucién més elemental es la onda armoénica:

u(z,t) = A expli(kz + wt)], ke R, weC, (1.5)

(1.4)

con k nimero de onda y w la frecuencia angular. La relacién de dis-

persiéon entre ambos pardmetros debido a la forma de la solucién es
3

w = k°.
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Observacién. Resolvemos el problema:
ou . Du _0
ot 0x3

usando el método de separacién de variables.

Entonces definimos la solucién u(z, t) como una funcién respecto de x
y otra respecto de t, es decir,

u(z,t) = X(x)T(t) = = =X\, AeR.

Con lo que llegamos a dos problemas del tipo:

{ X" (z)+ MX(x) =0,
T'(t) — NiT(t) = 0.

Resolviendo en primer lugar el segundo, vemos que tiene solucién tipo:

: T
T =XNT = T((tt)> =X = Ln(T(t)) = Xit +Cy =

T(t)=Cye™, Oy Cy e R.

Ahora, resolvemos el otro problema respecto a x. Como es un proble-
ma de coeficientes constantes calculamos las raices de su polinomio
caracteristico, esto es:

4+ Xi=0, AeR.
Por lo tanto tenemos que las soluciones son:
- +2km - +2km

r= )\1/3[008( 3

) + i sen( )], con k=0,1,2.

Con lo que concluimos que las tres soluciones del polinomio carac-
teristico son:
V3 1

5 ~ip)

—T

r = Al/g(cos(%w)—m' sen(?)) = /\1/3(cos(E

6)—isen(%)) = A3

ro = )\1/3(cos(3%) —i—isen(:%)) = Al/g(cos(g) —i—isen(g)) = A3

77( 77( (0 T \/g 1
_\1/3 o . SNy 173 n . TNy (13 V0
r3 = A (COS( 6 )—I—ZSGD( 6 )) = A (COS(6)+Z SGH(G)) = A ( B —|—’L2)

Por lo que las soluciones de la parte del problema respecto de x es:
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Xy (2) = Oy ()X * 8 in)e
Xo(z) = Co(z)er*
Xy(z) = Cy()e /O3 i)

Para conseguir la solucién que hemos enunciado damos los siguientes
valores:

01(33) = 0, Cg(x) = 1, Cg(x) =0.

Luego tenemos que, X (x) = APz

Asi llegamos a que:
w(z, t) = X(2)T(t) = e/ Mimehit = g3 al - 4 e o

Definiendo, A=w y usando la relacién de dispersién w = k3 enunciada
anteriormente, llegamos a la solucién que hemos dado del problema:

w(z,t) = AptAtHA 3] _ Aeilet+kal 4 e o,

Teniendo en cuenta nuestra relacién de dispersién de la solucién ante-
rior, w = k3, tenemos que

3 3

k k ok ok

siendo v, la velocidad de fase y vy la de grupo explicadas en la seccién
anterior.
Las ondas descritas por dicha ecuacién lineal, (1.4), tendrén mayor
velocidad de fase y de grupo para valores de k grandes que para valores
pequenos, debido a los resultado obtenidos. Por lo tanto, una onda
formada por superposicion de componentes elementales con diferentes
numeros de onda, k, se dispersan o cambian su forma a medida que se

propaga.

Ahora eliminamos el término de dispersién % consiguiendo asi la
ecuacion 5 9
U U
ot + U = 0. (1.6)

Por lo tanto, tenemos una ecuacion no lineal simple, que siempre ad-
mite soluciones de onda de la forma

u(z,t) = f(z — ut). (1.7)

De hecho, haciendo el cambio de variable £ = = — ut, y aplicando la
regla de la cadena, obtenemos:
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du Of o

—_ e — . = = /. j—
o ~oc o W
ou_0f 9 _
or 0§ Ox
Sustituyendo en la ecuacién,
ou ou ;o4
a%—u%—f (—u)+u-f-1=0.

Por lo tanto, en estas ondas la velocidad en cada punto coincide con el
valor de la funcién en ese punto. Esto implica que las ondas se rompen,
ya que partes mas altas de la onda sufren mayores desplazamientos
porque se mueven mas rapido, por lo que adelantaran a partes con
desplazamientos més pequenos. Luego la no linealidad conduce a un
cambio en la forma de cémo se propaga y en una rotura de la onda

misma.

Hemos asi descrito los dos efectos de dispersién y de no linealidad por
separado. Resulta que una propiedad fundamental de la KdV, es que la
dispersién y la no linealidad se equilibran entre si y éste equilibrio permite
que las soluciones de onda se propaguen sin cambios en la forma.

Dispersion
SN 'l
i __".,-'f\\. .-"' II |I\
t=0 o J s
[2al solitén
a I "\1: E{"\ll
I 4 - +.r'r I'\
i’ l'\_ W .
r
A = . i)
Mo linealidad
P —
|'.l I". - '(I o~ ,_
¢ | Iy e
.-"/ l:-\_ .-'/ I'\-\.
t=0 t=0 t==0

Figura 1.2: Equilibrio entre la no linealidad y la dispersion.

Dicho de otra manera, a causa de estos dos efectos, la dispersién (linea-
lidad) y la no linealidad, una onda cambia a medida que se propaga. Pero
para una onda descrita por la ecuacién KdV, el equilibrio de ambos efectos,
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permite que una onda solitén, se propague sin cambiar su forma, como se
ve en la Figura 1.2.

No todas las ecuaciones en derivadas parciales no lineales tienen solu-
ciones solitén. Las que si las tienen, son ecuaciones genéricas y pertenecen
a una clase para las que el problema de valores iniciales general puede ser
resuelto por una técnica llamada Inverse Scattering Transform, desarrollado
por Martin Kruskal entre otros.

Gracias a este método, que es una generalizacién del método de Fourier para
ecuaciones diferenciales no lineales, las soluciones pueden ser producidas a
través de una serie de calculos lineales y dichas ecuaciones se dice que son
completamente integrables.

Sin embargo, una resolucién analitica de la ecuacion no entra en los objetivos
de este trabajo, mientras se prefiere dar un enfoque numérico. Por ello en
los Apéndices A y B se han presentado los métodos numéricos y el algoritmo
especifico para resolver la ecuacién KdV.

Para continuar, damos un ejemplo de solucién solitén de la ecuacion KAV

A
u(z,t) = 3A%- sech2[§($ —z0) — A3t], (1.8)

siendo 242 la velocidad que puede coger.
Vemos que a diferencia de los casos lineales, la velocidad, la anchura y la
amplitud si estan relacionados, no son independientes, ya que la velocidad
es 242, la amplitud es 342 y la anchura es inversamente proporcional a A;

luego dependen todos del mismo parametro A.

Asi podemos apreciar que en la Figura 1.3 que tiene un valor de A=5

mE

Figura 1.3: Solitén de la ecuacién KdV con valor A=5.

tiene por lo tanto una amplitud de 342 = 3 - 52 = 75 y una velocidad de
24% = 2. 5% = 50.

R E

e —1

0002
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1500 -

000 -

o0

Figura 1.4: Solitén de la ecuacién KdV con valor A=25.

Sin embargo, en la Figura 1.4 se muestra un solitén con valor A=25 que
tiene una amplitud de
3A% = 3.25% = 1875, una velocidad de 24? = 2-25? = 1250 y una anchura
menor a el caso anterior, ya que A ha aumentado.

Cabe destacar que el choque entre soluciones solitén es una colision
elastica, es decir, una colisiéon entre dos o mas cuerpos en la que éstos no
sufren deformaciones permanentes durante el impacto; se conservan tanto el
momento lineal como la energia cinética del sistema, y no hay intercambio de
masa entre los cuerpos, que se separan después del choque. Sin embargo, lo

]
41500
1

100KV —

_fﬂ(ru

Figura 1.5: Colisién entre dos solitones y evidente desplazamiento de fase.

que ocurre es que se da un desplazamiento de fase, como se puede apreciar en
la Figura 1.5, en la que tras el choque de los dos solitones, (con condiciones
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iniciales uno de ellos A = 25 y o = —2 como posicién inicial y el otro con
A =16y zy = —1), ambos han sufrido un ligero cambio en su posicién,
siguiendo la misma trayectoria y direccién, pero con un pequeno desfase.

1.3. Ecuaciéon cubica de Schrodinger o Non linear
Scrodinger (NLS)

La ecuacién cuibica de Schrodinger tiene la forma:
i—+7+q|u\2u:0. (1.9)

El término no lineal de la ecuacién es g|u|?u. Dicha ecuacién NLS es tipica
de sistemas débilmente no lineales, pero fuertemente dispersivos.

Como ocurria con la ecuacién KdV el equilibrio entre la no linealidad y
la dispersion da lugar a propiedades y caracteristicas importantes de esta
ecuaciéon. Por ejemplo, la conservacion de la energia:

d oo

p lu(t,z)|? dx = 0. (1.10)

Consideramos la relacién de dispersion de la forma:
_ 2
w = w(k, |E%),

con F = E(z,t) una funcién que varfa lentamente en una onda, con w la
frecuencia y k el nimero de onda. Esta situacion se produce, por ejemplo,
en fenémenos de Optica no lineal, en la superficie de olas de agua profundas,
ondas de plasma electrostatico, y enlaces de energia para el transporte de
proteinas (se desarrollaréd este ultimo ejemplo mds adelante).

Si desarrollamos por Taylor alrededor de wgy y kp teniendo en cuenta
que la no linealidad, F(z,t), sélamente hace falta extenderla hasta el primer
orden de la serie, pero la dispersién, k, hace falta desarrollarla hasta el
segundo orden, ya que el primer orden sélo representa la propagacién sin
distorsién de la onda con la velocidad de grupo, v, = %lc)? tenemos:

ow 1 0%w

ow
= ol R 55,

a(|E[?)lo

w — wo (k — ko)® + |E]*.  (1.11)
Si ahora sustituimos el operador i(%) por (w—wp) y —i(a%) por (k—ko)
en (1.9) y lo dejamos en funcién del operador E, tenemos:

z[a—E—Faﬂ OE] +102w I’E B ow
ot ok lo Ox 2 0k?lo0x%  O(|EJ?)

O|E|2E =0. (1.12)
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A esta ecuacidn se le conoce como la ecuacién de Schrodinger no lineal,
debido a su parecido con la ecuacién de Schrodinger, aunque su derivacion
no tiene nada que ver.

Analizando los términos de (1.12):

-El primer término representa la propagacion sin distorsién de la onda en la
velocidad de grupo.

-El segundo representa la dispersion lineal.

-Por 1ltimo el tercero es la dispersion no lineal.

A menudo es preferible mostrar (1.12) de forma més ordenada, para ello
transformamos las variables x y t a z y 7 siendo el movimiento coordinado del
grupo de velocidad y el tiempo normalizado, respectivamente estas nuevas
variables, definidas como:

w _}[82711} t
Ok lo TRzl

Luego tenemos que (1.9) es:

OE 0’E 9
_ ow Pw
con k = _[78(|E\2) 0/[—(%2 0].

La ecuacién NLS es, al igual que la KdV, completamente integrable y
tiene soluciones solitén, cuya expresién analitica tiene la forma:

a c c?
E(x,t) = \/fexp(i[ i(x — ) — (Z — a)t])sech?(Va(z — z¢ — ct))

donde a y ¢ son parametros libres que determinan la amplitud ademaés de
a determinar también la anchura; y por otro lado ¢ y xg son la velocidad y
la posicion inicial respectivamente del solitén.

En la siguiente Figura 1.6 podemos ver la aproximacion numérica de la
ecuacién de Schrodinger para unas condiciones iniciales y de contorno de-
terminadas, uno de los solitones con a=1, c=2 y x¢ = —20 y el otro solitén
con =15, ¢ =—1y xy = 20, con ¢ =1 para ambos. En el Apéndice C
se muestra el algoritmo y el programa para resolver esta ecuaciéon. En ella,
podemos observar el choque de los solitones. Se aprecia como la colision es
elastica, ya que cada solucion solitén sigue su trayectoria teniendo en cuenta
el desplazamiento de fase mencionado anteriormente.

1.4. Otras ecuaciones con soluciones soliton

Por ultimo vamos a destacar otras ecuaciones importantes que tienen solucio-
nes tipo solitén muy diferentes a las soluciones de las ecuaciones anteriores.
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Figura 1.6: Aproximacién nimerica de la ecuaciéon de Schrodinger.

Por ejemplo, esta el problema de la ecuacién de Sine-Gordon

0o

Vemos que esta ecuacién admite las solucién trivial cero.

Ademads, otras soluciones son u = 27, +4m, ... Este tipo de soluciones son
llamadas a menudo kink y para la ecuaciéon de Sine-Gordon son solitones
exactos, es decir, chocan eldsticamente sin generacién de radiacion dispersi-
va. La expresion analitica de estas soluciones es

uy(z,t) = 4tan™ewp[x(z — zo — ct) /(1 — )7 (1.14)

y el solitén u_ lo solemos llamar antikink. El pardmetro c es la velocidad
(-1 < ¢ < 1) y x la posicién inicial. En la Figura 1.7 se muestran dos

Solitén kink para ¢ =0.8 y una variacion del tiempo
entre 0 y 4.

Solitdn antikink para ¢ =0.8 y una variacion del
tiempo entre 0 y 4.

Figura 1.7: Soluciones kink y antikink de la ecuacién Sine-Gordon.

soluciones solitén kink y antikink tomadas de un articulo de F.A. Segovia
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Chaves titulado Solitones kink y antikink en la ecuacién de Sine-Gordon, de
la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Bogot4.

Otras ecuaciones también tienen soluciones kink y antikink, pero no son
soluciones solitén exactas como las de la ecuacién Sine-Gordon. Por ejemplo,
la ecuacion de difusiéon no lineal:

0 0?
%za—;—u(u—a)(u—l), 0<ax<l (1.15)
y una de sus soluciones es:
—ct 1-2
u=[1+ exp(g)]*l, con ¢= ¢, (1.16)

V2

Para interpretar esta solucién hacemos que u(z,t) = X (7) y definimos V' (u)
a través de la igualdad —u(u —a)(u —1) = aa—‘;. Asi, la ecuacién de difusién

queda:

0X? 90X oV
97 = “ar T ax

que representa una particula de masa unidad moviéndose bajo la accién del

potencial V con coeficiente de amortiguacién c; X representa el desplaza-

miento y 7 el tiempo correspondientes.

En conclusidn, las ecuaciones con soluciones solitén aparecen con frecuen-
cia, y aunque los sistemas reales presentan mecanismos (impurezas, fuerzas
disipativas...) que destruyen el comportamiento del solitén exacto, son muy
utiles como punto de partida para el analisis de algunos fenémenos.

Estas ecuaciones originales son por lo tanto muy tutiles y los mecanismos
que dan lugar a soluciones solitén son frecuentes, luego no nos extranara de-
cir que los solitones suelen aparecer en biologia. La pregunta que vamos a
hacernos es si un sistema biolégico particular cumple los criterios que son
necesarios para que aparezca dicha solucién solitén.
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Como hemos visto los solitones son entidades ondulatorias localizadas con
propiedades de estabilidad que se propagan, sin deformarse y en condiciones
muy concretas, en un medio no lineal. Su existencia tiene como fundamen-
to que son soluciones de ecuaciones de ondas (ecuaciones diferenciales) no
lineales. Se conocen en torno a un centenar de ecuaciones con soluciones so-
litéon, entre ellas las desarrolladas en el capitulo anterior; la ecuacién KdV, la
NLS y la Sine-Gordon entre otras. Los solitones tienen, un comportamiento
de tipo particula, por ejemplo en la interaccién de unos con otros.

Cuando tenemos una onda electromagnética, los solitones son solitones
opticos. Y, el hecho de que no se deforman los hacen ideales para transmitir
informacién a grandes distancias, en medios no lineales como, por ejemplo,
la fibra éptica. De ellos hay dos tipos bésicos o fundamentales: Los solitones
opticos espaciales y los solitones épticos temporales.

-Solitones temporales: Son pulsos de luz que, bajo ciertas condiciones se
desplazan sin distorsion a cualquier distancia. Es una solucién especial de
pulso viajera, que es la tnica solucion estable de una ecuacion dispersiva.
Intuitivamente corresponde a un pico de luz desplazandose aisladamente.
-Solitones espaciales: Son haces espaciales de luz, robustos, autoguiados, que
se propagan sin distorsién en ciertos métodos épticos y exhiben comporta-
miento como las particulas. Se forman por el enfocado y atrapado mutuo de
ondas en medios no lineales.

-También existe solitones espacio-temporales, conocidos como balas de luz.
Gracias a las propiedades y caracteristicas de estas soluciones solitén tienen
importantes aplicaciones en la vida real, como en mejorar el rendimiento
de las transmisiones en las redes 6pticas de telecomunicaciones, como en la
transmisién de datos por Internet; también aparecen en campos de la fisica
como en ondas internas estratificadas, ondas ionicoacusticas, fisica de plas-
ma o dindmica de redes entre otros. Son a destacar debido a que son muy
espectaculares los solitones en fendmenos oceanicos, como podemos observar
en la Figura 2.1.

13
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A parte de en el terreno de la fisica, aparecen en el &mbito de la biologia

Figura 2.1: Fotos hechas desde los satélites ERS de la ESA (las blanco y
negro) y desde la Estaciéon Espacial Internacional, ISS de la NASA (la foto
a color tomada por un astronauta a bordo).

como en areas de seleccién genética o en la teoria de combustién. Otro as-
pecto importante en la biologia es el problema de cémo conseguir energia
mediante mecanismos basados en la excitacion molecular, ya que parecia
que estos tenian un corto periodo de vida.

Davydov di6 una solucién, en la que vamos a basar esta segunda parte del
trabajo.
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2.1. Modelo de Davydov

Alexander Davydov, fisico soviético y ucraniano, sugirié que la no linealidad
entre fuerzas interatdmicas puede conducir a la construccién de una onda
solitaria, soliton, que tiene un gran tiempo de vida y con ello una mejora en
la posibilidad para transportar energia a lo largo de grandes distancias.
Basandose en esta idea, Davydov se centrd en el estudio de la a-héli-
ce proteica. En dicho estudio de las proteinas se observé que siguiendo un
andlisis lineal de la energia que se transporta mediante la amide-I y el en-
lace peptido C=0, los efectos de la dispersiéon pueden extenderse haciendo
que se desorganize el sistema y produciendo asi la perdida de la fuente del
mecanismo biolégico.
Sin embargo, en los casos de los andlisis no lineales de Davydov, la propaga-
cién de las vibraciones de amide-I se retroactivan por parejas en la a-hélice,
y la propagacién de esta pareja excitada estd localizada y es dindmicamente
autosuficiente, estamos hablando de los solitones. Esta pareja excitada es
viable gracias a que se dan unas condiciones umbral concretas y satisfacto-
rias.
Por debajo de este umbral necesario, el solitéon no llega a formarse, ya que
no consigue su forma y comportamiento caracteristico. Por otro lado, por
encima de este umbral, el solitéon es un posible mecanismo que transmite
energia. Un fuerte umbral entre la parte lineal (dispersién) y la parte no
lineal (solit6n) es facil de ver y depende de parametros fisicos que describen
la a-hélice protéica.

Debido a este comportamiento, Davydov propuso un modelo, en 1973,
ahora bien consolidado, que se conoce como: Modelo de Davydov para
la a-hélice proteica.

Primero describiremos la estructura de la a-hélice que podemos ver en
la siguiente imagen, Figura 2.2.

Los componentes que forman una proteina se conocen con el nombre
de aminoacidos, éstos son unas moléculas que poseen al menos un grupo
amino (—NHj) y un grupo carboxilo (—~COOH), éste tltimo necesaria-
mente terminal. Una a-hélice, es una cadena polipeptidica, una cadena de
aminodcidos unidos por enlaces peptidicos, de ahi su nombre. Dicho enlace
peptidico se realiza entre el grupo carboxilo de un aminoécido y el grupo
amino del siguiente aminoécido, liberdndose una molécula de agua. La a-
hélice es un conjunto de planos articulados, ya que estos enlaces son rigidos,
no se pueden girar, y hacen que los atomos de carbono, nitrégeno y oxigeno
que participan en ellos, se situen en un mismo plano. Estas cadenas tienen
una forma helicoidal en el sentido de las agujas del reloj, con 3,6 aminoacidos
por cada vuelta. El plegamiento se mantiene estable, por medio de los puen-
tes de hidrégeno que se establecen entre el grupo -NH- de un aminoacido
(n) y el grupo -CO- del cuarto aminodcido (n+4) que le sigue en la cadena
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Figura 2.2: A) Estuctura molecular. B) Forma helicoidal. C) a-hélice.

lineal. De esta forma, cada aminodcido (n) de la hélice forma dos puentes de
hidrégeno con su enlace peptidico y el enlace peptidico del aminoacido en
(n+4) y en (n-4). En total son 7 enlaces de hidrégeno por vuelta y es gracias
a esta estructura y a que estd estrechamente empaquetada (no hay espacio
libre en su interior) por lo que se estabiliza enormemente, permitiendo que
tenga esta forma helicoidal.

La ecuaciéon de Davydov describe la propagaciéon de energia mediante en-
laces y ondas longitudinales a lo largo de la hélice. El enlace no lineal de
hidrégeno (puentes de hidrégeno) conduce a que se emparejen dos de estos
sistemas de propagacién, y si las condiciones umbral son las adecuadas, que
se forme un solitén.

Ahora vamos a ver como se describe la propagacién segun el medio por
el que se realize usando la ecuacién de Davydov [4].

Antes vamos a establecer la notacién de los distintos pardmetros que
apareceran en la ecuaciones:
Con la funcién a denotaremos a las vibraciones amide-I en una celda unidad
particular n a lo largo de la hélice y en una vuelta concreta, o. Esto es ay, o,
con los valores n = —1,0,1,2,... ya =1,2,3, ...
La funcién § serd el sonido longitudinal que al igual que las vibraciones
amide-I se establecerd en un n y o concretos, 3, -
Por 1ltimo denotaremos con W al total de la energia del sonido.
Por otro lado, en las ecuaciones de la propagacion de estas tres cantidades
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aparecen los pardmetros x1, x2, J, L, i ", &, w y M que estardn acompafian-
do a las diferentes relaciones de los valores anteriores en sus propagaciones
y en las interacciones entre ellos.

Asi, tenemos las siguientes tres ecuaciones:

(i) En primer lugar, tenemos la ecuacién que describe la propagacién de
las vibraciones amide-I a través de las interacciones dipolo-dipolo, que
son los puentes de hidrégeno:

. aana
th=—gp* =
[50 + W + Xl(/Bn—‘rl,a - Bn—l,a)]an,oc - J(an—l,a + an-l—l,oc) + L(an,a—i—l +
an,afl) + X2[5n+1,ozan+1,a - anl,aanfl,a - ﬁn,a(an+1,a - anfl,a)] .

(ii) En segundo lugar, tenemos la propagacién del sonido longitudinal:

82 n,o
M aﬁti - w(ﬁnJrl,a - 2Bn,a + anl,a) = X1(|an+1,a|2 - |an71,a|2) +
XQ[G:L,a<an+1,oz —On-1,a) + (a7*1+17a - a;—l,a)an,a] .

(iii) Por ultimo, tenemos que la siguiente ecuacién describe el total de la
energia del sonido:

W = % [M( . )2 + w(ﬁn,a - 5n71,a)2] .

A continuacién trabajaremos con dichas formulas para asi entender su
significado y estudiar cada uno de sus componentes:

Empezamos analizando i) considerando tanto los coeficientes no lineales,
X1V X2, los coeficientes J y L y la energia del sonido W todo igual a cero,
tenemos:

.3 0an,a
ith=57% = §0an,a -

En esta ecuacion |anq|? = an,aaj, , que representa la probabilidad de
encontrar un cuanto de energia de enlace £ en una celda unidad, n, en
una vuelta concreta «. Si la suma de estas probabiidades es uno, entonces
habra un dnico cuanto de energia de enlace en la hélice. Este es el ejemplo
mas sencillo de un oscilador simple. De aqui sacamos que la magnitud a, o
permanece constante y que progresa linealmente con el tiempo como:

0 (t) = n,a(0) exp( S0ty

" Constante de Planck.
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Consideramos que &y toma el valor constante de 0,328 x 10719 J. As{ hemos
estudiado la magnitud a, , que denotamos como amplitud de la ocupacién
del enlace.

En este caso par la segunda ecuacion, ii), se tiene que x1 y X2 son cero
teniendo asf:

82 n,x
M (9[12’ - w(ﬁnJrl,a - 2ﬁn,a + anl,a) =0

siendo f3,, o el desplazamiento de un n y a concretos, correspondientes a su
posicién de equlibrio y M en la masa de dos dtomos de carbono, uno de
oxigeno, otro de nitrégeno, otro mas de hidrégeno y por iltimo una molécu-
la de metilo.

A través de numerosos estudios e investigaciones se han estimado estos valo-
res basandose en aproximaciones, obteneniendo que M = 1,17 x 10~%° Kg.
El parametro w es la fuerza de reparacion de un enlace de hidrégeno por
unidad de extension, vamos a dar a este parametro un valor constante de
76N /m.

Para seguir, vamos a considerar la ecuacién i) de nuevo, pero esta vez con
los coeficientes J y L distintos de cero. Obtenemos asf:

Zh% + J(an—l,a - 2ana + an+1,a) - §Oano¢ = _2Jana + L(an,a—i—l + an,a—l) .

Esta ecuacion representa los efectos del enlace dipolo-dipolo en las vibracio-
nes amide-1. Asi vemos que el pardmetro J es importante para la propagacién
de energia del enlace. Si la parte derecha de esta ecuacién fuera cero, en-
tonces habria una amplia gama de posibilidades de propagacion. Los valores
estimados para estos parametros son: J=7,8 em™! = 1,55 x 10722 y
L=12,4cem 1 =2,46 x 10722J.

Ahora vamos a considerar el estudio de los coeficientes no lineales y1
y X2. Estos coeficientes muestran la parte no arménica de los enlaces de
hidrégeno. Este efecto viene de la no linealidad de las ondas longitudinales
de la ecuacién anterior, ecuacién ii), cuando x1 y x2 son iguales a cero:

2
Ma@iga - w(ﬁn—‘rl,a - 257104 + /Bn—l,oz) =0

y de la propagacién dispersiva de la energia de enlace de la amide-I , descrita
por la ecuacién i) con W=0y x1 =0y x2 = 0:

th

a%?a + J(an—l,a - 2ana + an-l—l,oe) - éOanoc = _2Jana + L(an,a-i—l + an,oc—l)-

Asi, hemos conseguido la pareja que permite la formacién de un solitén, antes
mencionada. Mediante el estudio numérico seguido por los investigadores y
asumiendo que x = x1 = X2, se estima que x = 2,6 x 107!,

Por ltimo, consideramos la energia de sonido, W. Su estimacién esta re-
presentada en la ecuacién iii) y participa en la i) sin embargo los investi-
gadores vieron que en el estudio numérico su valor es despreciable para los
célculos.
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Estas ecuaciones, contienen demasiadas constantes fisicas para un conve-
niente estudio analitico, entonces vamos a escribirlas de forma normalizada.
Para la primera, tenemos:

ih9Fe = 141400 3, [(%52%)? + (B — Ba-1,0)?] = 0,058(An-1,0 +
Ani1a) +0,092(Anat1 + Ana—1) +0,0372 x (101°%%)[(Bpi1.a —
anl,a)An,a + Bn+1,aAn+1,a - anl,aAnfl,a - Bn,a(AnJrl,a - Anfl,a)] .

En segundo lugar,

02Bn,a
5:2% = (Bnt1,a = 2Bpa + Bp-1,) = 0,132(10'%%) X [[Ant1,0/* —
[An—1.al®l + A5 o (Antra — Anc1a) + (A0 — A1 0)Ana -
Teniendo en cuenta que las nuevas variables son:
Un,o = An,aexp(%&)t)
Br.a = Bna x 107m
T= 15(%)1/2 .

Si tomamos como numero de celdas n,,,; = 200 unidades, sabiendo que la
longitud de una celda en la fibra protéica es de 4,5 fi, tenemos que en total
la longitud es 4,5x200:900fi, que es la longitud tipica de una molécula
de miosina en una fibra de musculo estriado. Los investigadores consideran
como condiciones iniciales:

» A, =1, para n=1
» A, =0, para n#1
s B, =0, Vn

= 7=0.

Fisicamente, estas condiciones se corresponden con la introduccién de un
quanto de energia de enlace de Amide-I en cada una de las tres fibras.
Para la interpretacion de la Figura 2.3 , primero definimos como

U(l)=A4;, + A?zg + A2

y como

U@ = 31580 4 (B~ B’

donde U(1) es la energia de enlace y donde U(2) es la energia de sonido.
Entonces veamos los diferentes resultados para valores de 7 distintos,
300, 600, 900 y 1200.
Para 7=300, primer caso estudiado, la parte de la grafica que nos muestra
la energia de enlace, U(1), nos deja ver que se ha dispersado algo y por otro
lado para la U(2) podemos apreciar que tiene dos componentes distintas, una
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Figura 2.3: A la izquierda energia de enlace (bond energy) y a la derecha
energd del sonido (sound energy) para el valor Y = 107! N

de ellas es una componente rapida, viajando hasta la velocidad del sonido
limite, en n=100, y otra componente lenta que es la que bloquea a la energia
de enlace. ;Es esta interaccién entre la energia de enlace y la parte lenta de
la energia de sonido las que constituyen un solitén?

Gracias a la grafica para los cuatro valores diferentes de 7 podemos afirmar
que la energia de enlace no es la responsable de que se produzca la forma
hiperbdlica caracteristica de un solitén.

Ahora vamos a ver como afecta la no linealidad a la dispersién de la
energia de enlace. Los resultados anteriores estaban realizados con un valor
de x = 107N, ahora representamos dicha dispersién para x=0 para 7=300
y 7=600 y podemos ver que ambas graficas, Figura 2.3 y Figura 2.4, son
idénticas. Por lo tanto, podemos concluir que la pareja nolineal formada por
la energia de la amide-I y la energia de sonido no influyen en esta dispersion.
No se ha alcanzado el nivel umbral minimo, luego los solitones no se han
formado.

Bond energy
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0.0 |
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100
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Figura 2.4: Energia de enlace con x=0.
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Sin embargo, si aumentamos el parametro de no linealidad y al valor
de 10719 Newton el comportamiento dindmico del enlace de energia es sor-
prendentemente diferente. Como podemos ver en la siguiente Figura 2.5, la
energia de enlace ya no se dispersa, sino que se propaga a lo largo de la hélice
con un patrén fijo y una velocidad de 0,132. Aqui, claramente se aprecia la
presencia de un soliton que permite el transporte de energia de un punto a
otro de la a-hélice.
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Figura 2.5: Energia de enlace y energia de sonido con y = 10710,

Por ltimo vamos a ver que para un valor de y=5x10"'!, Figura 2.6, el
solitén no se desarrolla, sino que lo que ocurre es que la energia de enlace
emite como explosiones en la energia de sonido. Sin embargo, si aumentamos
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Figura 2.6: Energfa de enlace y energfa de sonido con y = 5- 10711,

este valor a 7x107"'N como vemos en la Figura 2.7, se ve claramente el
comportamiento de un solitéon. Luego podemos concluir que el valor minimo
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de umbral para la formacién de un solitén para dicho problema de la a-hélice
estden 71071 < y < 10710
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Figura 2.7: Energia de enlace y energia de sonido con y = 7- 10711,

Mediante los estudios nimericos realizados se muestra que con una ex-
citacién de la celda inicial, el nivel umbral de la parte no lineal para la
formacién del solitén es de:

3
X > N x 10~ Newton,

con N el niimero de quantos de amide-I introducidos en cada fibra. Cuanto
mas grande es el nimero de quantos introducidos, la probabilidad de for-
macion de un solitén se incrementa, pues la cota para alcanzar el umbral

minimo es menor.



Apéndice A

Soluciones numéricas para
EDO y EDP

A.1. Métodos Runge-Kutta

Para la resoluciéon numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinales, EDO,
hemos elegido el método mas usado de los métodos de un paso para aproxi-
mar ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, el Método
de Runge-Kutta [6].

Dado un problema diferencial

un método de un paso tiene la forma

{ Yn+l = Yn + h¢(xna Yn; h)
Yo = "Mh -

Dentro de los métodos Runge-Kutta podemos diferenciar dos casos, los
explicitos y los implicitos.
Estudiando los primeros, vemos que el esquema general del método es

Yn+l = Yn + h ¢($na Yn; h)
R
¢($7 Y; h) = Z crky
r=1

klzf(xmy) .

kr=f(x+hap, y+h > bsks), conr =23, R

s=1
r
Gy = E brs
s=1
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siendo R el ntimero de etapas del método.

Este método realiza en cada etapa una evaluacién de la funcién f(z,y)
que puede considerarse como aproximaciones de la derivada y'(x) en diver-
sos puntos y asi podemos interpretar ¢(x,y;h) como una media de dichas
aproximaciones.

Ademsds, se debe cumplir que en la eleccién de los pardmetros ¢; se cumpla
R

E ¢ = 1, para que sea consistente. Asi, eligiendo distintos valores para

r=1
Cr, ap ¥ brg daran lugar a distintos métodos de Runge-Kutta.

La diferencia con los métods implicitos radica en que en el cdlculo de los
coeficientes k,., dependen no solamente de los k; anteriores, sino que depende
de todos ellos.

A pesar de que éstos tltimos son mas eficientes que los explicitos, también
tienen un coste computacional més alto.
Con ello, hemos elegido para la resolucion numérica de la KdV un método
Runge-Kutta explicito de cuatro etapas, R=4. Que es el siguiente:

k1= f(ti,us)

ko = f(ti + 4, ui + &Lky) (A1)
ks = f(ti + 5, ui + ko)

kys = f(ti+1,ui+ At k3) .

A.2. Tranformada Rapida de Fourier

Para la resolucion numérica en derivadas parciales, EDP, se pueden usar dis-
tintos métodos de aproximacién [7]. Empezando por algunos més sencillos
como el Método de Lineas, en el que sélamente se discretiza una variable;
hasta otros mas complejos como el Método de Diferencias Finitas en los que
todas las variables son discretizadas.

Para la resolucién numérica de nuestros problemas hemos decidido usar un
método pseudoespectral que usa la Transformada de Fourier o mejor cono-
cido como Fast Fourier Transform, FFT.

Asi , una funcién u(z) definida en R, tiene como transformada de Fourier a
(&) definida como

1

(212 /_Z exp[—izlu(z) dz, V€€ R (A2)

ae) = (Fu)(§) = 5

donde £ es la variable de Fourier que representa la frecuencia si x es el tiem-
po o el nimero de onda si x es el espacio, como en nuestro caso.
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Dicha transformada tiene propiedades importantes como la linealidad, dife-
renciabilidad o que cumple que

ou o\
() = ().

Por otro lado,vamos a exponer como se define la Transformada de Fourier
Discreta. En este caso, la variable x, se mueve en un entorno finito, esto es
x € [0, L] y se considera el espacio discretizando en una malla, es decir,

O=xp<m<..<axy_1<zy=1L

Esto es, los puntos de la malla son z; = j - h, con j = 0,...N donde h = %
Asi, la transformada viene definida como:

N
Be = (Fwv)(§) = h- Y exp[—i&x;]vj, con & = % +1,.., N

5 (A3)

J=1

También podemos definir su inversa de la forma:

1

vj = (Fy'v)(z;) = I expli€x;| V¢, con j =1,...,N. (A.4)

[M]1=

E=="+1
Escrito de forma matricial tenemos:

=DBv y v= B,

(S5

con B perteneciendo al conjunto de las matrices inversibles de tamano N xN.
Sin embargo, éste método se mejoré mucho, reduciendo su coste computacio-
nal de O(N?) flops a O(N log(N)) flops. La mejora consiste en aprovechar
que los elementos en la matriz estan repetidos y reducir asi el nimero de
operaciones. Definimos por tanto, la FFT como

N
1 2
Z ce - expli€x;|vg, con j =1,...,N. (A.5)

'l}j = .
=7

il

con 05:% para §::|:% y ce=1 en el resto de casos.

Esta tranformada es la que hemos usado en la resolucién numérica de los
problemas en derivadas parciales de los apéndices siguientes.






Apéndice B

Resolucion numeérica de la
KdV mediante Mathematica

En este segundo apéndice desarrollaremos el algoritmo para la resolucién
numérica de la ecuacién KdV mediante el programa Mathematica. Esta re-
solucién esta basada en los siguientes seis pasos, que usa la Fast Fourier
Tranform y el método del Factor integrante [7].

i) Se escribe la KdV en su forma conservativa, esto es:

o 102) o
ot 2 Oz oz3

ii)Pasando al espacio de Fourier usando que

=0.

(k) = (Fu)(k) = / " expl_ikalu(z) do, ¥k € R

(2m)1/?
obtenemos que: .
s+ %k(??) — ik =0.
iii) Ahora multiplicamos por el factor integrante, exp[—ik3t], teniendo:
exp[—ik3t]d; + %k: exp[—ik%](u/?) — ik3 exp|—ik3t]u = 0.
iv)Definimos la nueva variable:
U = exp[—ik’1]q,
y derivando: R R
Uy = —ik3U + exp[—ik3t]iy,
por lo tanto, tenemos

U, + %exp[—ik%]k@?) =0

27
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donde el término lineal desaparece.
v)Escribiendo de forma explicita el término no lineal, tenemos:
O, + %exp[—ik:3t]l<:F[(F_1(exp[ik?’t]ﬁ))z] 0.
vi) Por ultimo se discretiza el espacio y se resuelve usando métodos para
resolver problemas de ecuaciones en derivadas ordinales para espacios dis-

cretizados, como los métodos Runge-Kutta (A.1) descrito en el Apéndice A.

El resultado obtenido a partir del programa siguiente es la Figura B.1, en la
que vemos como dos solitones chocan y cumple lo explicado anteriormente.

1
H

TnEet-u

Jun
)
1

Figura B.1: Resolucién numérica de la KdV.

El scrip escrito en lenguaje de programacién Mathematica usado para
las simulaciones, es:
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Clear["Global " "]

NN = 256; (» Divisiones de la malla espacio.x)

MM = NN/ 2; (xDefinimos este valor para el vector K.x)

L =2Pi; (xEl espacio esta definido de -Pi a Pi.%)

AX = L /NN; (»Cada incremento de X.=x)

At = 0.000005; (xElegimos este valor para cada paso en el tiempo.x)

(xElecciéon de las condiciones iniciales.x)

A =25;

B =16;

uo[x_] := 3 A2 (Sech[0.5 (A (Xx+2))])"2+3B”"2 (Sech[0.5 (B (x+1))])"2;

TJ_,n_1:=T[J, Nnl;
T[J_, 0] = uO[X] /. X » - Pi+j AX;

(xAhora vamos a definir el vector k que aparecera en el factor integrante,
que tiene la forma: k=[0:N/2-1 O -N/2+1:-1]%)

partel = Table[j, {j, 0, MM-1}1;

parte2 = Table[J-NN, {J, MM+1, NN-1}7];

parte3 = Append[partel, 0. 1];

k = Join[parte3, parte2?];

(xValores que necesitamos definir.x)

ik3 = | *xk"3;

tmax := 0.006;

nmax = Round[tmax / At]; (xlteraciones necesarias para alcanzar el tmax.x)

(xCada x en el que se va a trabajar.x)
Xx=2Pi /NN % Table[j, {j, -NN/2,NN/2 -1}];
(xResolvemos el EDP usando la FFT y

los EDO mediante Runge.Kutta de cuatro etapas#)
For [n=1, n< nmax, n++, {

u=Table[N[T[J, n-111, {J, 1, NN}];
v = Fourier [u, FourierParameters » {1, -1}];

g=-0.51 % At xk;
EE = EXp[ (At » 1k3) /2];
EE2 = EEN2;
a = g Fourier[Re[lInverseFourier[v, FourierParameters -» {1, -1}]]1"2,
FourierParameters -» {1, -1}1;
b = g * Fourier[Re[lnverseFourier[EE + (v+a/2), FourierParameters » {1, -1}11"
2, FourierParameters » {1, -1}];
c = g=*Fourier[Re[lInverseFourier[EE+Vv+b /2, FourierParameters -» {1, -1}]11"2,
FourierParameters -» {1, -1}1;
d = g » Fourier[Re[InverseFourier[EE2 x v + EE * c, FourierParameters » {1, -1}]]1"
2, FourierParameters » {1, -1}];
V=EE2xVv+ (EE2+a+2+EE* (b+cC) +d) /6;
IFdata = InverseFourier[v, FourierParameters -» {1, -1}1;
For[j =1, 3 < NN, j++, {T[J, n] = Re[IFdata[[J]1]1];}1}];

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Figura B.2:
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(*Representaciones en 3Dx)
Plotl = Table[{- Pi+AXxj, 0, T[j, 01}, {J, 1, NN}1;
Do[Plotl = Join[Plotl, Table[{- Pi+axj, atk, T[j, K1}, {3, 1, NN}11,

{k, 1, nmax, 10}]

ListPlot3D[Plotl, PlotRange -» All, Mesh -» {0, 40},
AxesLabel -> {"'Space - x", "Time - t", "KdV- u"}]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Figura B.3:



Apéndice C

Resolucion numeérica de la
ecuacion NLS mediante
Mathematica

En este tltimo apéndice de este proyecto se ha realizado la resolucién numéri-
ca de la ecuacién de Schrodinger [7].

El proceso que seguiremos consiste en utilizar el método splitting para
separar la parte lineal de la no lineal de la ecuacién.
Asumiendo que |u(t, z)|? es constante por (1.10), la ecuacién de Schrodinger

Ou . 0u +qluf? 0
1— - ulu =
at oxz 1

se escribe como
ity — &0+ qlul’u=0
haciendo la transformada de Fourier. Su solucién es:
u(t, k) = expli(—k* 4 q|u|®)t] @(0, k).
Finalmente, si aplicamos la Transformada Inversa de Fourier
u(t,x) = FH(a(t, k) = F~ expli(—k* + qlul*)8] 4(0, k)] =
= FYexp(—ik*t) - Flexp(iq|u|*t)u(0, z)]].

Es decir, esta expresion nos indica como pasar de un tiempo ¢ a un tiempo
t + At usando:

u(t + At, x) = F~ exp(—i¢2At) - Flexp(iglu|*At)u(t, z)]] .

Podemos concluir asi que los pasos a realizar para la resolucién numérica de
(1.9) son:

31
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i)Calcular la expresién exp(ig|u|?At)u(t, ) que es como resolver la parte
no lineal de la ecuacion.

ii)Pasar al espacio de Fourier, donde la parte lineal de la ecuacién tiene
una solucion sencilla, que podemos describir como dicha transformada de

Fourier multiplicada por exp(—i?At).

iii) Por tltimo, volver al espacio inicial utilizando la Transformada de Fou-
rier Inversa.

El resultado obtenido a partir del programa siguiente es la Figura C.1, en
la que vemos como dos solitones chocan y cumple lo explicado anteriormente.

felrddinger

Hpace

Figura C.1: Resolucién numérica de la ecuacién de Schrodinger.

El programa escrito en Mathematica es:
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Clear["Global " "]

NN = 512; (» Divisiones de la malla espacio.x)

MM =NN / 2; (xDefinimos este valor para el vector K.x)
L =60; (xEspacio esta definido de -30 a 30.x)

AX = L / NN; (xCada incremento de X.=x)

At = 0.0001; (xPaso en el tiempo.x)

nfinal = 200000; (*NUumero de iteraciones.x)

iterstep = 100;
backupiter = nfinal / iterstep;
kfin = 0;

(xEleccidon de las condiciones iniciales. x)

q=1;

alphal = 1;
speedl = 2;
alpha2 = 1.5;
speed2 = -1;
uO[x_1] :=

Sqrt[2alphal / q] Exp[l (0.5 speedl (x + 20))] » Sech[Sqrt[alphal] (x + 20)] +
Sqrt[2alpha2 / q] Exp[l (0.5speed2 (x -20))] * Sech[Sqrt[alpha2] (x -20)];

Aux[J_] == Aux[jJ1;

T_,n_1:=T[i,nl;

T[J_, 0] = u0[X] /-X=> =30 + (J - 1) ax;
Aux[j_] = N[T[J, 011;

(xResolvemos el problema usando la FFT y el metodo splittingx)
For[n =1, n = nfinal, n++, {
data = Table[N[Exp[l g Abs[Aux[J]1] Abs[Aux[j]] At] Aux[j11, {J- 1, NN}1;
Fdata = Fourier[data, FourierParameters -» {1, -1}1;
newFdata = Table[0, {j, 1, NN}1;
For[j = 1, J < MM, j++, newFdata[[j]] = Fdata[[j + MM]]];
For[j = 1, <MM, j++, newFdata[[J + MM]] = Fdata[[j]]];
FK[J_] :=Piecewise[{{J,J < MM}, {J - NN, j = MM}}1;
Fdataparl = Table[N[FKk[}J]1], {J, 0, MM - 1}7];
Fdatapar2 = Table[N[Fk[J]1], {J, MM, NN - 1}];
Fkdata = Join[Fdatapar2, Fdataparl];
ik2 = -4 xFkdata~2 (Pi / L)"2;
EE = Exp[At »= | » ik2];
Fdata = EE newFdata;
newFdata = Table[O, {j, 1, NN}];
For[j =1,j < MM, j++, newFdata[[j]] = Fdata[[j + MM]]];
For[j = 1, < MM, j++, newFdata[[j + MM]] = Fdata[[J]1]1];
IFdata = InverseFourier[newFdata, FourierParameters -» {1, -1}1;
For[j =1, J < NN, j++, Aux[j] = IFdatal[]j]]];
If[Mod[n, backupiter] == O,
{kfin = kfin+ 1, For[J =1, < NN, j++, T[J, kFin] = IFdata[[J]1]1]1}]1:}]
kfin;

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Figura C.2:
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(xRepresentaciones en 3Dx)
Plotl = Table[{-30 + ax (j - 1), 0, Abs[T[j, 011}, {3, 1, NN}I;

Do[Plotl = Join[Plotl, Table[
{-30 + AX (J - 1), atbackupiter k, Abs[T[jJ, KI1}, {J- 1, NN}11, {k, 1, kfin}]

ListPlot3D[Plotl, PlotRange -» All, Mesh -» {0, 40},
AxesLabel -> {''Space - x", "Time - t", "Schrodinger - u'"}]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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