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Práctica P8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Práctica P9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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PRESENTACIÓN

En este libro, las autoras han querido recoger y organizar parte del material do-
cente que han elaborado en los últimos años para la la asignatura de Introducción a
la Econometŕıa impartida en tercer curso de la licenciatura en Economı́a en la Facultad
de Ciencias Económicas y Empresariales de la UPV/EHU. Esta labor ha sido consecuencia
directa de la participación de las autoras en los programas de innovación docente impul-
sados desde el Vicerrectorado de Calidad e Innovación Docente de la UPV/EHU con el
objetivo de facilitar la adaptación de las asignaturas al crédito ECTS e impulsar la puesta
en práctica de nuevas metodoloǵıas docentes, como el Aprendizaje Basado en Proyectos o
el Aprendizaje Basado en Problemas. En este sentido queremos reconocer especialmente la
labor realizada por nuestra profesora y colega, la catedrática de Econometŕıa Inmaculada
Gallastegui Zulaica, pionera en este área de innovación docente tanto en el departamen-
to como en la Facultad. Sin su ánimo y su empuje quizás este trabajo no se hubiera
materializado.

La implantación de las nuevas metodoloǵıas docentes ha traido consigo la apari-
ción de nuevas modalidades docentes: clases magistrales, dedicadas a la transmisión de
conocimientos teóricos a grupos grandes, clases prácticas de aula para abordar los aspectos
más prácticos de la materia, y seminarios en grupos pequeños para facilitar la comuni-
cación entre los docentes y el alumnado. Algunos de los seminarios se pueden realizar en
los laboratorios de informática para adquirir las competencias de la materia referidas a la
utilización del software econométrico y, en general, de las tecnoloǵıas de la información.
Esta nueva forma de organizar la docencia ha planteado la necesidad de generar nuevo
material docente para poder trabajar las distintas competencias de la materia en cada
una de las modalidades docentes.

El objetivo de esta publicación es proporcionar material docente que sea de utilidad
tanto para el estudio autonómo del estudiante como para la preparación por parte del
docente de las clases prácticas y los seminarios de una asignatura de introducción a la
econometŕıa. De hecho, el material aqúı presentado recoge muchas de las propuestas que
las autoras han utilizado, en diferentes versiones, para trabajar en las clases prácticas y
seminarios, aśı como para las pruebas finales de evaluación, tanto teóricas como prácticas.

Esta publicación está dirigida, por lo tanto, a estudiantes de asignaturas introductorias
de econometŕıa tanto de las licenciaturas, actualmente en proceso de extinción, como
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de los grados del ámbito de la economı́a y la empresa, es decir, grado en Economı́a,
en Administración y Dirección de Empresas, en Marketing, en Finanzas y seguros, en
Fiscalidad y Administración Pública, ... Dado el carácter eminentemente práctico de este
libro, es preciso completementar su utilización con la consulta y estudio de los libros más
generales que se incluyen en cualquier bibligraf́ıa de la gúıa docente de una asignatura de
introducción a la econometŕıa.

Hoy en d́ıa, la realización de un trabajo econométrico emṕırico requiere la utilización
del software econométrico apropiado. Existen en el mercado muchos paquetes estad́ıstico-
econométricos diferentes que cubren de sobra los requisitos de un programa introductorio
de econometŕıa. En concreto, las autoras utilizan el programa Gretl porque es un software
libre, muy sencillo de utilizar y además existen versiones en muchos idiomas, entre ellos,
castellano, euskera e inglés. Se puede descargar de la siguiente página:

http://gretl.sourceforge.net

Además del programa se pueden cargar los datos utilizados como ejemplos de apli-
caciones econométricas en muchos libros de texto: Wooldridge (2003), Gujartati (2003),
Ramanathan (2002), entre otros.

El libro está dividido en cuatro partes. En la primera se recogen las ideas fundamentales
sobre qué es la econometŕıa y los principios básicos de la especificación, estimación e
inferencia del Modelo de Regresión Lineal General (MRLG). Estas simples notas no son
suficientes para adquirir las competencias correspondientes a un curso de introducción a
la econometŕıa. La intención de las autoras es que sirvan, simplemente, para establecer la
nomenclatura que se va a utilizar después en el resto del libro.

Cuadro 1: Ejercicios propuestos

Ejercicio Fichero de datos

E4 helados.gdt

E7 ordenadores.gdt

E8 consumo.gdt

E9 merluza.gdt

E10 lalimpia.gdt

E11 casas rurales.gdt

E12 leasing.gdt

E13 nihon.gdt

E15 electricidad.gdt

La segunda parte presenta una colección de quince ejercicios ordenados de menor a
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Cuadro 2: Prácticas de autoevaluación

Práctica Fichero Fichero adaptado

P1 practicaP1.gdt hprice.gdt [6]

P2 practicaP2.gdt wage2.gdt [6]

P3 practicaP3.gdt mroz87.gdt [1]

P4 practicaP4.gdt kielmc.gdt [6]

P5 practicaP5.gdt table 9.3.gdt [2]

P6 practicaP6.gdt table 7.9.gdt [2]

P7 practicaP7.gdt data7 5.gdt [5]

P8 practicaP8.gdt data7 2.gdt [5]

P9 practicaP9.gdt kielmc.gdt [6]

P10 practicaP10.gdt pizza.gdt [3]

P11 practicaP11.gdt data7 19.gdt [5]

P12 practicaP12.gdt table 21.1.gdt [2]

P13 practicaP13.gdt data7 2.gdt [5]

P14 practicaP14.gdt tuna.gdt [3]
P15 practicaP15.gdt data9 5.gdt [5]

mayor dificultad. Aśı, los ejercicios E1 y E2 están dedicados a la especificación y esti-
mación del Modelo de Regresión Lineal Simple. Los ejercicios E3 a E10 se dedican a
la especificación, estimación e inferencia del Modelo de Regresión Lineal General con
variables cuantitativas. Algunos de estos ejercicios tratan aspectos espećıficos del MRLG
como el E4, dedicado al tema del cambio de escala, el E5 al planteamiento de hipótesis,
el E8 al error de especificación y el E10 a la forma funcional. Los ejercicios E11 a E15,
incluyen también variables explicativas cualitativas, considerando también la posibilidad
de introducir interacciónes entre variables explicativas cuantitativas y cualitativas.

Como se puede observar, muchos de los ejercicios están divididos en varias partes
o plantean trabajar bajo diferentes escenarios. Esta estructura facilita su utilización en
clases prácticas y/o seminarios. La idea es dividir al alumnado en grupos de 3-4 estu-
diantes, y proponer a los distintos grupos que, de forma autónoma, realicen una parte
del ejercicio o trabajen uno de los escenarios propuestos. Luego, en el aula, se ponen en
común los resultados obtenidos por cada grupo para su contraste y debate. De esta mane-
ra, partiendo de estudios parciales se puede desarrollar en común un aspecto de interés
del MRLG.

Algunos de los ejercicios están pensados para realizarlos “a mano”, es decir, con calcu-
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ladora, pero otros vienen acompañados de un fichero de datos en formato Gretl para poder
resolverlos. El cuadro 1 recoge los ficheros de datos correspondientes a algunos ejercicios
propuestos.

La mayoŕıa de los datos de estos ficheros son artificiales. Otros, como es el caso de los
ficheros ordenadores.gdt y leasing.gdt, provienen de bases de datos construidas por estu-
diantes de tercer curso de la licenciatura en Economı́a para sus proyectos de la asignatura
de Introducción a la Econometŕıa. Por último, el fichero nihon.gdt contiene datos del fichero
wagedisc.gdt [4] y el fichero casas rurales.gdt es una adptación del fichero data4 1.gdt

[5] y se pueden encontrar en su versión original en Gretl.
La tercera parte recoge quince prácticas que pueden ser de utilidad para que el alum-

nado pueda estudiar de forma autónoma, a su propio ritmo, ya que, en la cuarta parte,
se incluyen soluciones bastante detalladas de las mismas.

Los ficheros de datos practicaP1 a practica P15 contienen los datos correspondientes
a cada una de las prácticas. En la mayoŕıa de los casos no son necesarios, ya que los
enunciados de las prácticas contienen toda la información necesaria para su resolución.
Esto es debido a que distintas versiones de estas pruebas de autoevaluación han sido objeto
de pruebas de examen escrito y práctico de la asignatura Introducción a la Econometŕıa
(véase el cuadro 2). Sin embargo, se proporcionan los ficheros de datos utilizados para
que los estudiantes puedan reproducir los resultados. Estos ficheros son, salvo el caso del
correspondiente a la Práctica 3, adaptaciones de ficheros de libros de Econometŕıa muy
utilizados en la docencia de esta materia y de cuyos datos se puede disponer en Gretl.

Los ficheros con los datos correspondientes a los ejercicios y a las prácticas se pueden
descargar de las páginas web personales de las autoras.
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Parte I

Introducción a la Econometŕıa:

Modelo de Regresión Lineal General

1



Caṕıtulo 1

¿Qué es la econometŕıa?

La Econometŕıa se ocupa de formular relaciones entre variables económicas, cuan-
tificarlas y valorar los resultados obtenidos, bien contrastando teoŕıas económicas bien
evaluando e implementando poĺıticas económicas públicas o de empresa. La Econometŕıa
se dedica además al estudio y desarrollo de los métodos precisos para llevar a cabo estas
tareas.

Probablemente las aplicaciones más conocidas de la Econometŕıa, a nivel general, son
las predicciones de variables macroeconómicas de interés: PIB, inflación, tipos de interés,
etc. Pero la importancia del uso de la Econometŕıa va más allá de la Economı́a siendo
un instrumento utilizado, en la actualidad, no sólo en muchos campos de los negocios
(finanzas, marketing, gerencia, etc.) sino por muchos investigadores sociales (historia,
ciencias poĺıticas, socioloǵıa, criminoloǵıa, sicoloǵıa, antropoloǵıa, agricultura económica,
etc.). No hay que olvidar que la Economı́a es una ciencia social por lo que cualquier avance
o método de investigación utilizado por los economistas, entre ellos la Econometŕıa, es
útil para otras ciencias sociales.

El siguiente ejemplo puede servir de ayuda para clarificar qué es la Econometŕıa.

Ejemplo. En épocas de tensiones inflacionistas, el director del Banco Central
Europeo (BCE) tiene que decidir qué hacer para enfriar la economı́a, tratan-
do de rebajar la inflación manteniendo un crecimiento económico estable. La
teoŕıa económica explica cuál es el comportamiento de determinadas variables
en la economı́a, de forma que el director del BCE sabe que para conseguir
su objetivo ha de subir el tipo de interés. Esta subida de interés afecta a las
empresas que buscan capital para su expansión y a los consumidores que de-
sean comprar bienes duraderos. Aśı, tipos de interés más altos hacen que los
consumidores y las empresas se retraigan a la hora de hacer sus inversiones
con lo que la demanda agregada disminuye y se desacelera la inflación. Pero
este conocimiento no es suficiente para tomar decisiones. El director del BCE
necesita saber exactamente ¿cuánto ha de subir el tipo de interés para con-
seguir su objetivo, un cuartillo, dos? La respuesta dependerá de la capacidad
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Modelo de Regresión Lineal General: Introducción 3

de respuesta de las empresas e individuos a los aumentos de los tipos de in-
terés y a los efectos de una reducción del PIB. Estas respuestas, elasticidades
y/o multiplicadores son, en general, parámetros desconocidos y han de ser
estimados a partir de los datos económicos disponibles.

En este ejemplo, se puede observar qué objetivos pretende cubrir la econometŕıa y
cómo se relaciona con otras ciencias. En primer lugar, actúa la teoŕıa económica que in-
forma sobre cómo unas variables económicas están relacionadas con otras. En este sentido
la Econometŕıa está en contacto con la Teoŕıa Económica que es la que se ocupa de estu-
diar las relaciones existentes entre las variables económicas. En economı́a, las teoŕıas sobre
relaciones entre variables económicas se expresan formulando modelos económicos expre-
sados como funciones matemáticas. Ahora bien, el siguiente paso es siempre cuantificar,
y éste no es un objetivo de la Teoŕıa Económica; sin embargo, cuantificar las relaciones
entre las variables, śı es uno de los objetivos de la Econometŕıa. Para lograr este objetivo
necesitamos disponer de información cuantificada, es decir, de datos. Para realizar un
trabajo emṕırico econométrico es fundamental contar con información factual relativa a
las variables cuyas relaciones se trata de estudiar. La econometŕıa trata de la estimación
de estos parámetros desconocidos de los modelos (elasticidades, multiplicadores, etc.) en
base a los datos económicos. Para ello es necesario contar con métodos de tratamiento de
datos que nos permitan cuantificar las relaciones de manera adecuada aśı como valorar los
resultados de acuerdo con criterios reconocidos. Para realizar esta tarea, la Econometŕıa
utiliza elementos que toma prestados de la Estad́ıstica.

En resumen, para contestar las preguntas que se hace el director del BCE, se puede
utilizar la econometŕıa: construyendo modelos que relacionen las variables económicas de
interés con ayuda de la teoŕıa económica o del sentido común, recogiendo datos sobre
estas variables relevantes y aplicando métodos estad́ıstico-econométricos para estimar los
parámetros desconocidos y obtener conclusiones (contrastar teoŕıas, predecir, etc.).

Econometŕıa: medición de la econoḿıa con el propósito de contrastar y desarrollar
la teoŕıa económca. (Sloan, 1949)

Econometŕıa: ciencia social que aplica la Teoŕıa Económica, las Matemáticas y la
Inferencia Estad́ıstica al análisis de los fenómenos económico. (Goldberger, 1964)



Caṕıtulo 2

Modelo econométrico

El modelo econométrico es uno de los pilares fundamentales del trabajo econométrico.
Ahora bien, ¿qué es un modelo econométrico?, ¿qué relación tiene y en qué se diferencia
de un modelo económico?

Supongamos que la dirección de una conocida marca de coches quiere saber si ha tenido
éxito una determinada campaña publicitaria que se ha llevado a cabo para relanzar la
venta de un determinado modelo. Para poder contestar a esta cuestión habrá que conocer
cuál es la relación que existe entre las ventas y los gastos en publicidad.

En primer lugar, se habrá de formular un modelo económico proporcionado por la
teoŕıa económica o la lógica económica que recoja los principales factores que influyen
sobre las ventas del modelo de coche considerado. Dado que se trata de un modelo de
demanda, se considera que las variables explicativas que determinan las ventas son: el
precio del coche, P , el precio de los coches de la misma ĺınea de otras marcas, P c , los
gastos en publicidad, GP , y las condiciones de mercado (época de bonanza económica o
no), CM . El modelo económico vendŕıa dado por:

V = f(P, P c, GP,CM)
dV

dP
< 0

dV

dP c
> 0

dV

dGP
> 0

dV

dCM
> 0. (2.1)

Este modelo postula que la cantidad de coches vendida, V , es una función inversa del
precio del coche, P , y una función creciente del precio de los coches de la misma ĺınea de
otras marcas, P c, de los gastos en publicidad, GP , y de las condiciones de mercado, CM .

El modelo propuesto podŕıa servir para representar la relación entre ventas, precios y
gastos en publicidad de cualquier empresa, mientras que lo que le interesa a la dirección
de una empresa en particular es cómo responden sus ventas a su precio, sus campañas
publicitarias, etc. Por lo tanto, el siguiente paso que hay que dar es cuantificar el modelo
económico general (2.1) con los datos de la empresa concreta. Para ello es necesario
contar con datos tanto para la variable a explicar, las ventas, como para las variables
explicativas, precios, precios de la competencia, gastos en publicidad y condiciones de
mercado. Supongamos que la dirección de la empresa cuenta con datos semanales sobre
sus ventas, precios, precios de la competencia y gastos en publicidad. ¿Qué ocurre con la
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Modelo de Regresión Lineal General: Introducción 5

variable condiciones de mercado? En principio, no es numérica, pero para poder cuantificar
el modelo hay que hacerla numérica. Una de las soluciones a este problema pasa por
basarse en que las condiciones de mercado dependerán de la fase del ciclo económico,
favorable o no, y medir el ciclo económico a través del Índice de Producción Industrial. Es
decir, se propone utilizar los datos del Índice de Producción Industrial como proxy para
medir la variable condiciones de mercado.

De momento se cuenta con el modelo económico que formula la relación entre variables
económicas, y, como mucho, la dirección de esa relación y, con los datos. Es necesario incor-
porar más información al modelo económico para poder cuantificar la relación propuesta.

En primer lugar, hay que especificar una forma funcional, es decir, hay que hacer
alguna hipótesis sobre cómo es la relación entre la variable a explicar y las variables
explicativas. Se suele suponer una relación lineal:

V = β0 + β1P + β2P
c + β3GP + β4CM (2.2)

donde β0, β1, β2, β3 y β4 son los parámetros que miden la relación de las distintas variables
explicativas con las ventas. Estos parámetros desconocidos se suponen constantes para
toda la muestra de datos utilizada.

Antes de tratar de estimar estos parámetros desconocidos, hay que profundizar en la
especificación del modelo: se ha de tener en cuenta que las relaciones económicas no son
exactas, no responden a una fórmula matemática como la que expresa el modelo económico
(2.2). Los modelos económicos que se proponen no pretenden explicar o predecir el com-
portamiento de cada individuo, sino describir el comportamiento promedio o sistemático
de un conjunto de individuos, empresas, etc. Para recoger este hecho es preciso incluir
un término de perturbación para cada observación que ligue el modelo económico con los
datos para todas las observaciones.

Por lo tanto, el modelo económico (2.2) no es exacto y se tiene que incluir una parte
no predecible, u, que recoge todos los factores que afectan a las ventas y que no están
incluidos expĺıcitamente en el modelo, además de recoger la incertidumbre intŕınseca a
toda actividad económica o social. De forma que el modelo econométrico queda como
sigue:

Vt = β0 + β1Pt + β2P
c
t + β3GPt + β4CMt + ut. (2.3)

La distinción fundamental entre modelo económico (2.2) y modelo econométrico (2.3)
es la presencia de esta perturbación. Si el modelo económico ha recogido todas las influen-
cias “importantes y sistemáticas” que existen sobre las ventas, en el nuevo elemento se
recogerán todos los efectos no sistemáticos que serán, en general, más erráticos, aleatorios.
Se supone, por lo tanto, que ut es una variable aleatoria cuya distribución de probabilidad
habrá que especificar al mismo tiempo que el resto del modelo.

Aśı, el modelo econométrico consta de dos partes,

V = Parte sistemática + Parte aleatoria.
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La parte sistemática es la que establece la relación estable o en promedio entre las variables
de interés basado en la teoŕıa económica o en el razonamiento económico, más un supuesto
sobre la forma funcional. La parte aleatoria, impredecible, es la perturbación, u, que recoge
el resto de los efectos que influyen en las ventas y no tiene un comportamiento sistemático.

Utilizando este modelo econométrico, que es un modelo probabiĺıstico, se pueden esti-
mar los parámetros desconocidos en base a los datos disponibles, contrastar hipótesis de
interés sobre la relación entre la variable a explicar y las variables explicativas y predecir,
utilizando métodos tomados de la estad́ıstica.

Una pieza fundamental en el trabajo emṕırico econométrico son los datos de que se
dispone. Vamos a dedicar un breve espacio a la discusión de la naturaleza de los datos
económicos.

Cuando se va a realizar una investigación se puede contar con dos tipos de datos:

1. Datos experimentales: se recogen normalmente en laboratorios bajo situaciones con-
troladas, siendo el resultado de experimentos controlados. Estos experimentos se
caracterizan porque:

Las condiciones que rodean el experimento están bajo el control del investi-
gador.

Por lo tanto, el experimento puede ser reproducido y repetido por otros inves-
tigadores.

El experimento puede repetirse tantas veces como se quiera bajo diferentes
condiciones o valores de las variables de control.

Por ejemplo, supongamos que se quiere analizar el efecto del fertilizante en la can-
tidad de cosecha recogida. Se pueden controlar los factores que afectan la cosecha y
experimentar con diferentes cantidades de fertilizante. El resultado del experimento
es una variable aleatoria porque no se conoce su valor hasta que no se realiza el
experimento. Aún en los experimentos controlados, los resultados serán diferentes
si se repite bajo las mismas condiciones. Esto se denomina variación muestral y es
debida a múltiples factores: factores que no se controlan, errores de medida, etc.
De todos modos la cosecha depende de otros factores que no se controlan como la
climatoloǵıa, con lo que aunque se repita el experimento en las mismas condiciones
tendremos diferentes resultados.

2. Datos no experimentales: son el resultado de experimentos no controlados.

Las variables económicas (PIB, tipo de interés, etc.) toman valores que, general-
mente, no son el resultado de experimentos controlados sino que simplemente se
observan. Los factores que afectan a estas variables no suelen estar bajo el control
de un grupo o una persona, y, en la mayoŕıa de las ocasiones no se pueden repetir.
De todas formas se considera que son variables aleatorias porque no se conoce su
valor hasta que no se observa.
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Los datos no experimentales (o datos observacionales) se llaman aśı para resaltar el
hecho de que el investigador es simplemente un recolector pasivo de datos. Son muy
habituales en Ciencias Sociales por lo que si se quiere hacer un experimento es imposible,
o muy caro, o moralmente incorrecto, llevar a cabo experimentos controlados.

La Econometŕıa trabaja con datos económicos que normalmente son no experimen-
tales. En consecuencia, toma prestado de la estad́ıstica matemática todos los métodos
que son útiles para su trabajo, pero también ha tenido que diseñar técnicas nuevas para
poder trabajar con las complejidades de los datos económicos y contrastar las teoŕıas
económicas.

Otra caracteŕıstica de interés de los datos económicos es que normalmente no se recogen
para los propósitos de un análisis econométrico concreto sino por cualquier otra razón.
Aśı puede ocurrir que los datos disponibles no se refieran a las variables de interés del
investigador, o que en las encuestas no se pregunten las cosas como le interesa exactamente
al investigador. De forma que uno de los retos de la investigación económica es obtener
datos que sean consistentes con los valores de las variables teóricas del modelo económico
y que sean útiles para analizar el problema económico al que el investigador se enfrenta.

Por último, los datos económicos se pueden presentar de diversas formas:

1. Datos de sección cruzada. Consisten en una muestra de individuos, familias, em-
presas, ciudades, etc. tomadas en un momento determinado de tiempo. Por lo tan-
to, estos datos presentan una caracteŕıstica de interés: en muchos casos se puede
suponer que los datos de sección cruzada se obtienen por muestreo aleatorio de una
población.

2. Datos de series temporales. Son observaciones sobre una o varias variables a lo
largo del tiempo. El tiempo es una caracteŕıstica fundamental en los datos de series
temporales, porque sabemos que el pasado influye en el futuro, que hay retardos en
el comportamiento de los agentes económicos. En este caso, el orden cronológico de
los datos trae en śı mismo información.

Una caracteŕıstica fundamental de los datos de series temporales es que raramente
van a ser independientes entre śı a lo largo del tiempo. Las series temporales económi-
cas tienen, en general, una fuerte dependencia de su pasado. Se han desarrollado
nuevos métodos econométricos para explotar esta dependencia en las series tempo-
rales económicas y para recoger las especiales caracteŕısticas de las mismas.

3. Datos de panel. Tienen caracteŕısticas de sección cruzada y series temporales: se
cuenta con una serie temporal para cada individuo del conjunto de datos.



Caṕıtulo 3

Etapas de un trabajo emṕırico

Los métodos econométricos son de relevancia en cualquier campo de la economı́a apli-
cada cuando se quiere contrastar una teoŕıa económica o una determinada hipótesis sobre
una relación económica de interés para tomar decisiones de poĺıtica económica, empresa-
rial, etc... El análisis emṕırico utiliza los datos y los métodos econométricos para contrastar
una teoŕıa o estimar una relación. Las etapas en la realización de un trabajo emṕırico son
las siguientes:

1. Especificación del modelo econométrico.

1.1. Selección de las variables explicativas.

1.2. Forma funcional.

1.3. Distribución del término de perturbación.

2. Estimación de los parámetros.

3. Valoración de los resultados obtenidos.

3.1. Contrastación de las hipótesis de interés.

3.2. Predección.

En los siguientes secciones se presentan unas nociones básicas de cada una de estas
etapas.

8



Modelo de Regresión Lineal General: Introducción 9

3.1. Especificación.

Para proceder a la especificación de un modelo econométrico, en primer lugar, hay
que formular cuidadosamente el problema de interés, para después construir un modelo
económico, o sea un conjunto de ecuaciones matemáticas que describan las relaciones
económicas entre la variable a explicar y las variables explicativas. Si la teoŕıa económica
no proporciona un modelo para el problema bajo estudio, habrá que utilizar la lógica
económica y el sentido común para elegir las variables relevantes en cada caso, formular
relaciones entre ellas, etc.

La especificación de un modelo econométrico supone hacer hipótesis sobre la forma o
relación funcional existente entre las variables y la función de distribución de la pertur-
bación u.

El modelo econométrico que se va a utilizar es el Modelo de Regresión Lineal General:

Yi = β1 + β2X2i + β3 X3i + . . . + βk Xki + ui i = 1, . . . , N (3.1)

donde
Y es la variable a explicar, variable dependiente o variable endógena,
Xj, j = 2, . . . , k son las variables explicativas o variables exógenas,
β = (β1, β2, β3, . . . , βk)

′ es el vector de coeficientes de la regresión,
u es el término de perturbación aleatoria que sigue una distribuión con media

cero y varianza constante y
N es el tamaño muestral.

Este modelo se ha especificado con datos de sección cruzada pero la misma especifi-
cación se puede utilizar con datos de series temporales.

Como el modelo econométrico (3.1) se cumple para toda la muestra, se puede escribir
en forma matricial como sigue:

Y = Xβ + u

donde:

Y =


Y1

Y2
...
YN

 X =


1 X21 X31 . . . Xk1

1 X22 X32 . . . Xk2
...

...
...

. . .
...

1 X2N X3N . . . XkN

 β =


β1

β2
...
βk

 u =


u1

u2
...
uN


La matriz X es de orden (N × k) y recibe el nombre de matriz de datos.
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HIPÓTESIS BÁSICAS del modelo de regresión lineal general:
Dado que se trata de un curso introductorio de Econometŕıa, vamos a trabajar con el

siguiente conjunto de hipótesis básicas ideales.

HB1. El modelo (3.1) refleja el comportamiento de la variable dependiente Yi durante
toda la muestra, i = 1, 2, . . . , N . Esta hipótesis implica:

• Correcta selección de las variables explicativas en el sentido de que están in-
cluidas en el modelo todas las variables relevantes para la determinación de
la variable endógena. Además, todas las variables incluidas en el modelo son
relevantes.

• El modelo es lineal en los coeficientes.

• Los coeficientes del modelo se mantienen constantes durante toda la muestra.

HB2. Las variables explicativas Xji, j = 2, . . . , k son no estocásticas, es decir, se consi-
deran fijas en muestras repetidas.

HB3. Ausencia de colinealidad perfecta: rg(X) = k.

No puede existir una combinación exacta entre las columnas de la matriz de datos
X. Esto implica que no puede haber una relación lineal exacta entre los datos de
las variables explicativas, ni una variable explicativa que sea constante.

HB4. La esperanza matemática de cada una de las perturbaciones es cero:

E(ui) = 0, ∀i.

HB5. Homocedasticidad: la varianza de todas las perturbaciones es la misma:

E(ui)
2 = σ2

u, ∀i.

HB6. Ausencia de autocorrelación: no existe correlación entre las perturbaciones de las
distintas observaciones:

E(ui uj) = 0, ∀i ̸= j.

HB7. Las perturbaciones siguen distribuciones normales, independientemente distribuidas.

Las hipótesis básicas HB4-HB7 se pueden resumir como sigue: las perturbaciones
siguen distribuciones normales, independientemente distribuidas, con media cero y va-
rianza constante:

ui ∼ NID(0, σ2
u)
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3.2. Estimación.

Criterio de estimación MCO.

Si se contara con una estimación del vector de coeficientes β, se podŕıa estimar para
cada observación un valor de la variable dependiente, dados los valores de las variables
explicativas:

Ŷi = β̂1 + β̂2X2i + β̂3 X3i + . . . + β̂k Xki.

En esta estimación se cometeŕıa un error, que se denomina residuo:

ûi = Yi − Ŷi = Yi − β̂1 − β̂2X2i − β̂3X3i − . . . − β̂k Xki.

Uno de los criterios de estimación de los coeficientes del modelo es el criterio de
estimación de Mı́nimos Cuadrados Ordinarios (MCO) que se basa en estimar el vector β̂
de forma que minimice la suma de cuadrados de los residuos:

N∑
i=1

û2
i =

N∑
i=1

(Yi − Ŷi)
2 =

N∑
i=1

(Yi − β̂1 − β̂2 X2i − β̂3 X3i − . . . − β̂k Xki)
2.

De las condiciones de primer orden de este problema de minimización se obtienen las
ecuaciones normales:

N∑
i=1

Yi = N β̂1 + β̂2

N∑
i=1

X2i + β̂2

N∑
i=1

X3i + . . . + β̂k

N∑
i=1

Xki

N∑
i=1

YiX2i = β̂1

N∑
i=1

X2i + β̂2

N∑
i=1

X2
2i + β̂2

N∑
i=1

X3i X2i + . . . + β̂k

N∑
i=1

Xki X2i

N∑
i=1

YiX3i = β̂1

N∑
i=1

X3i + β̂2

N∑
i=1

X2iX3i + β̂2

N∑
i=1

X2
3i + . . . + β̂k

N∑
i=1

Xki X3i

. . . . . .

N∑
i=1

YiXki = β̂1

N∑
i=1

Xki + β̂2

N∑
i=1

X2iXki + β̂2

N∑
i=1

X3iXki + . . . + β̂k

N∑
i=1

X2
ki

Las ecuaciones normales conforman un sistema de k ecuaciones con k incógnitas. Como
no existe ninguna combinación lineal exacta entre las variables explicativas, existe una
solución única a este sistema de ecuaciones que es el estimador MCO de los coeficientes
del modelo:

β̂MCO = (β̂1, β̂2, β̂3, . . . , β̂k)
′
MCO
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Este sistema se puede escribir fácilmente en términos matriciales. Aśı, las ecuaciones
normales toman la forma:

X ′Y = (X ′X) β̂MCO

Como rg(X) = k , la solución del sistema es:

β̂MCO = (X ′X)−1 X ′Y

Una vez estimados los coeficientes, la varianza de las perturbaciones se puede estimar
mediante la expresión:

σ̂2
u =

∑
û2
i

N − k
=

û′û

N − k

Propiedades de los estimadores MCO.

Los estimadores MCO del vector β tienen las siguientes propiedades si se cumplen las
hipótesis básicas HB1-HB6, como demuestra el teorema de Gauss-Markov.

Lineales.

Insesgados.

De varianza mı́nima dentro de la clase estimadores, lineales e insesgados. Esta va-
rianza viene dada por:

V (β̂) = σ2
u (X

′X)−1

Para estimar esta varianza basta con sustituir la varianza de las perturbaciones por
su estimador.

Además se puede demostrar que, si se cumplen las hipótesis básicas HB1-HB6, el
estimador de la varianza de las perturbaciones propuesto es insesgado.

Recta o función de regresión muestral.

El modelo estimado es:

Ŷi = β̂1 + β̂2X2i + β̂3X3i + . . . + β̂k Xki i = 1, 2, . . . , N.

Del sistema de ecuaciones normales, se obtienen, entre otras, las siguientes propiedades
de la estimación MCO:

La suma de los residuos MCO es cero:
∑

ûi = 0.

Los residuos MCO son ortogonales a las variables explictivas:
∑

Xji ûi = 0, j =
2, . . . , k.
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Se cumple la siguiente descomposición de la variabilidad:

N∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 =
N∑
i=1

(Ŷi − Ȳ )2 +
N∑
i=1

û2
i (3.2)

donde:

SCT =
∑N

i=1 (Yi − Ȳ )2: variabilidad total de la variable dependiente en la muestra.

SCE =
∑N

i=1 (Ŷi − Ȳ )2: variabilidad total de la variable dependiente explicada por
el modelo de regresión lineal.

SCR =
∑N

i=1 û2
i : suma de cuadrados de los residuos o variabilidad de la variable

dependiente no explicada en la regresión.

Medida de bondad de ajuste.

El coeficiente de determinación, definido como sigue, proporciona una medida de la
capacidad explicativa del modelo, es decir, de la bondad de ajuste:

R2 =

∑N
i=1 (Ŷi − Ȳ )2∑N
i=1 (Yi − Ȳ )2

= 1−
∑N

i=1 û2
i∑N

i=1 (Yi − Ȳ )2
.

Dada la descomposición de la varianza (3.2), el coeficiente de determinación, R2, está com-
prendido entre 0 y 1. Este coeficiente mide la proporción de la variabilidad total de la
variable endógena, Y , en la muestra que viene explicada por la variabilidad conjunta de
las variables explicativas.

3.3. Valoración de los resultados.

Se han de llevar a cabo diagnósticos para comprobar si las hipótesis que hemos hecho
concuerdan con los datos, si el modelo planteado es correcto para representar el pro-
blema económico de interés: ¿hemos elegido bien la forma funcional? ¿hemos introducido
en el modelo todas las variables relevantes? Para ello se utilizan técnicas de inferencia
estad́ıstica.

Si el resultado es positivo, el modelo econométrico es útil para analizar el problema
económico y tomar decisiones al respecto. Si el resultado es negativo, se ha cometido algún
error en el diseño del modelo y habrá que corregirlo.
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Contrastes de hipótesis de interés.

Consideremos el siguiente modelo de regresión lineal general:

Yi = β1 + β2 X2i + β3X3i + . . . + βk Xki + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, . . . , N. (3.3)

A. Contraste sobre un sólo coeficiente.

a. Planteamiento del contraste:
H0 : βi = βi0

Ha : βi ̸= βi0

b. Estad́ıstico de contraste. Se puede demostrar que:

t =
β̂i − βi0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k)

donde la desviación t́ıpica estimada del estimador β̂i viene dada por la expresión
σ̂β̂i

= σ̂u aii, siendo aii el elemento i-ésimo de la diagonal de la matriz (X ′X)−1.

c. Regla de decisión. Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del α%
si:

|t| =

∣∣∣∣∣ β̂i − βi0

σ̂β̂i

∣∣∣∣∣ > t(N −K)α/2

donde t(N − K)α/2 es la ordenada de la distribución t de Student que deja a la
derecha una probabilidad del α2/2%.

B. Contraste sobre un subconjunto de coeficientes.

Supongamos que la hipótesis que se desea contrastar supone varias restricciones sobre
el conjunto de parámetros. Por ejemplo:

β2 = β3 y βk−1 = βk (3.4)

a. Planteamiento del contraste:

H0 : β2 = β3 y βk−1 = βk

Ha : β2 ̸= β3 y/o βk−1 ̸= βk

b. Estad́ıstico de contraste. Se puede demostrar que:

F =
(SSRR − SSRNR)/q

SSRNR/(N − k)

H0∼ F(N − k) (3.5)
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donde:

q: número de restricciones, en el ejemplo, 2.

SSRNR : suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido, el modelo (3.3).

SSRR : suma de cuadrados de residuos del modelo restringido, que resulta de incluir
la restricción (3.4) en el modelo (3.3):

Yi = β1 + β2X2i + β2 X3i + . . . + βk−1 X(k−1)i + βk−1 Xki + ui

Yi = β1 + β2 (X2i + X3i) + . . . + βk−1 (X(k−1)i +Xki) + ui

c. Regla de decisión. Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del α%
si:

F > F(N − k)α

donde F(N − k)α es la ordenada de la distribución F de Snedecor que deja a la
derecha una probabilidad del α%.

C. Contraste de significación conjunta del modelo de regresión.

a. Planteamiento del contraste:

H0 : β2 = β3 = . . . = βk = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 . . . y/o βk ̸= 0

b. Estad́ıstico de contraste. El estad́ıstico de contraste (3.5) toma la forma siguiente:

F =
R2/(k − 1)

(1−R2)/(N − k

H0∼ F(N − k)

donde R2 es el coeficiente de determinación del modelo (3.3) y k − 1 es el número
de variables explicativas, es decir, de parámetros involucrados en la hipótesis nula.

c. Regla de decisión. Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del α%
si:

F > F(N − k)α

donde F(N − k)α es la ordenada de la distribución F de Snedecor que deja a la
derecha una probabilidad del α%.
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Predicción.

Supongamos que se quiere predecir el valor de la variable endógena para una obser-
vación p que no corresponde a la muestra, Yp.

Un supuesto crucial que hay que realizar si se quiere utilizar el modelo de regresión
lineal para predecir valores de la variable dependiente Y que no pertenecen a la muestra
es que la relación entre la variable dependiente Y y las variables explicativas Xj se cumpla
también fuera de la muestra. Entonces, dados los valores de las variables explicativas para
la observación p, X2p, . . . , Xkp , se tiene que:

Predicción por punto. Viene dada por la función de regresión muestral:

Ŷp = β̂1 + β̂2 X2p + β̂3X3p + . . . + β̂k Xkp = X ′
pβ̂.

Predicción por intervalo. Se obtiene a partir de la distribución del error de predicción:

ûp = Yp − Ŷp = X ′
pβ + up −X ′

pβ̂ = X ′
p(β − β̂).

Se puede demostrar que:

ûp ∼ N(0, σ2
p) donde σ2

p = σ2
u

(
1 + X ′

p (X
′X)−1Xp

)
.

El intervalo de confianza (1− α) para Yp viene dado por:

IC(Yp)(1−α)% =
[
Ŷp ± t(N − k)α/2 σ̂u

√
1 + X ′

p (X
′X)−1Xp

]
.

Nótese que este intervalo es aleatorio ya que depende de los estimadores de β y σ2
u

que son variables aleatorias. Su interpretación es la siguiente: si se dispusiera de 100
muestras y se calcularan 100 intervalos de confianza diferentes, (1 − α)% de ellos
contendŕıan el verdadero valor Yp.
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Ejercicio E1. Modelo de Regresión Lineal Simple (MRLS).

Un analista inmobiliario desea estudiar a qué fue debida la fuerte subida experimentada
por los precios de las viviendas a principios de siglo antes de la crisis financiera del año
2008. Cree que la evolución del precio de la vivienda puede depender en gran medida del
tipo de interés real, por lo que plantea el siguiente modelo de regresión lineal simple:

Pt = β1 + β2 It + ut t = 2002, 2003, . . . , 2007 (E1.1)

donde P es el precio del metro cuadrado de vivienda libre medido en cientos de euros e I
es el tipo de interés real en porcentaje. Los datos para ambas variables desde el año 2002
hasta el 2007 están recogidos en la siguiente tabla:

Año 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Pt 12,6 13,8 16,2 18,2 19,9 20,8
It 4,3 4,3 3,8 4,0 4,5 5,0

1. Calcula los siguientes estad́ısticos muestrales: media y varianza de cada una de las
variables y coeficiente de correlación entre el precio y el tipo de interés. Comenta
los resultados.

2. Dibuja la nube de puntos (Pt, It) y el punto de medias (P, I).

3. En el modelo de regresión lineal (E1.1), ¿cuál es la variable endógena?, ¿cuál es la
variable exógena?, ¿qué elementos son aleatorios?

4. Escribe la recta de regresión poblacional e interpreta sus coeficientes.

5. Según el criterio Mı́nimo Cuadrático Ordinario, ¿cuál es la función objetivo que hay
que minimizar para estimar los coeficientes del modelo (E1.1)?

6. Deriva el sistema de ecuaciones normales del problema de optimización anterior y
sustituye los valores muestrales.

7. Estima por Mı́nimos Cuadrados Ordinarios (MCO) los coeficientes del modelo (E1.1).

8. Escribe la recta de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados.

9. En el caso de que se conociera la verdadera recta de regresión poblacional, ¿debeŕıa
coincidir con la recta de regresión muestral?

10. Dibuja en el mismo gráfico del apartado 2 la recta de regresión ajustada. ¿Pasa por
el punto de medias (P , I)? ¿Por qué?

11. Calcula los residuos MCO y represéntalos gráficamente.
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12. Calcula el coeficiente de determinación e interpreta el resultado obtenido.

13. Estima la varianza de las perturbaciones del modelo.

14. Estima la varianza del estimador β̂2. Si se conociera la verdadera varianza de β̂2,
¿debeŕıa coincidir con la estimada?

15. Comprueba que en el modelo de regresión lineal simple (E1.1) se cumple que el
coeficiente de determinación es igual al cuadrado del coeficiente de correlación entre
el precio y el tipo de interés.

16. Estima por MCO el siguiente modelo de regresión lineal simple:

It = γ1 + γ2 Pt + ut t = 2002, . . . , 2007. (E1.2)

Interpreta los coeficentes estimados y el coeficiente de determinación de este modelo
y compáralos con los obtenidos para el modelo (E1.1). ¿Son iguales? ¿Por qué?

Ejercicio E2. MRLS bajo distintos escenarios.

Se desea analizar el comportamiento de las ventas de perfume en función de los gastos
en publicidad. Para ello se dispone de datos para cinco empresas del sector sobre las
variables: ventas (V , en millones de cajas) y gastos en publicidad (GP , en miles de euros).

Empresa 1 2 3 4 5
Vi 4 7 3 9 17
GPi 2 3 1 5 9

Sea el siguiente modelo de regresión lineal simple:

Vi = β1 + β2 GPi + ui i = 1, 2, . . . , 5. (E2.1)

Considera los siguientes supuestos sobre los coeficientes del modelo (E2.1):

Escenario 1. β1 ̸= 0 β2 ̸= 0
Escenario 2. β1 = 0 β2 ̸= 0
Escenario 3. β1 ̸= 0 β2 = 0

Contesta a las siguientes preguntas para cada uno de estos escenarios:

1. ¿Qué significan en este escenario los supuestos sobre los coeficientes del modelo
(E2.1)?

2. Escribe el modelo resultante de imponer estos supuestos sobre los coeficientes.
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3. Estima por MCO los coeficientes del modelo derivado en el apartado anterior.

4. Escribe la recta de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados.

5. Dibuja la recta de regresión ajustada. ¿Pasa por el punto de medias (V ,GP )?

6. Comprueba si se cumple que:

5∑
i=1

ûi = 0 y
5∑

i=1

ûi GPi = 0.

Comenta el resultado obtenido.

7. Comprueba si se cumple la descomposición de la suma de cuadrados:

SCT = SCE + SCR

donde SCT es la suma de cuadrados total, SCE es la suma de cuadrados explicada
por la regresión y SCR es la suma de cuadrados de los residuos. Comenta el resultado
obtenido.

8. Calcula el coeficiente de determinación e interpreta la bondad de ajuste obtenida.

Escribe un informe que recoja las conclusiones que obtienes al comparar los resultados
obtenidos en los tres escenarios propuestos.

Ejercicio E3. Modelo de Regresión Lineal General (MRLG).

Se desea explicar el comportamiento de las ventas de automóviles en función del precio
y de los gastos en publicidad de las empresas. Para ello se dispone de datos para seis
empresas sobre las variables: ventas (V , en millones de euros), precios de los automóviles
(P , en miles de euros) y gastos en publicidad (G, en decenas de miles de euros).

Empresa 1 2 3 4 5 6
Vi 10 8 7 6 13 6
Pi 10 11 13 12 7 9
Gi 12 10 9 9 12 11

PRIMERA PARTE. Modelo de Regresión Lineal Simple.

Se propone, en primer lugar, el siguiente modelo de regresión lineal simple:

Vi = γ1 + γ2 Pi + ui i = 1, 2, . . . , 6. (E3.1)
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1. Según el criterio Mı́nimo Cuadrático Ordinario, ¿cuál es la función objetivo que hay
que minimizar para estimar los coeficientes del modelo (E3.1)?

2. Obtén el sistema de ecuaciones normales correspondiente y sustituye los valores
muestrales.

3. Escribe las matrices X, X ′X y X ′Y con los datos disponibles.

4. Estima los coeficientes del modelo (E3.1) por MCO. Escribe la recta de regresión
muestral e interpreta los coeficientes estimados.

5. Estima la varianza de las perturbaciones del modelo σ2
u.

6. Estima la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO.

7. Calcula el coeficiente de determinación e interprétalo.

SEGUNDA PARTE. Modelo de Regresión Lineal General. Estimación.

Se propone ahora el siguiente modelo de regresión lineal general:

Vi = β1 + β2 Pi + β3Gi + vi i = 1, 2, . . . , 6. (E3.2)

1. ¿Cuál es la función objetivo que hay que minimizar para estimar por MCO los
coeficientes del modelo (E3.2)?

2. Obtén el sistema de ecuaciones normales correspondiente y sustituye los valores
muestrales.

3. Escribe las matrices X, X ′X y X ′Y con los datos disponibles.

4. Estima por MCO los coeficientes del modelo (E3.2). Escribe la recta de regresión
muestral e interpreta los coeficientes estimados.

5. Considera la primera empresa de la muestra, ¿cuáles son las ventas estimadas según
este modelo?, ¿cuál es el residuo correspondiente?

6. ¿Coinciden los valores estimados para γ1 y β1? ¿Y los valores estimados para γ2 y
β2?, ¿por qué? Ilustra tus conclusiones basándote en las ecuaciones normales.

7. Calcula la suma de cuadrados de los residuos y compárala con la obtenida para el
modelo (E3.1). ¿Era de esperar el resultado obtenido?

8. Estima la varianza de las perturbaciones σ2
v . ¿Coinciden las estimaciones σ̂2

u y σ̂2
v ?

¿Por qué?
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9. Estima la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO del modelo
(E3.2).

10. Calcula el coeficiente de determinación y compáralo con el obtenido para el modelo
(E3.1). ¿Era de esperar el resultado obtenido?

11. Considera los modelos (E3.1) y (E3.2). Con la información con la que cuentas hasta
ahora, ¿puedes decidir qué modelo es el mejor de los dos? ¿Por qué?

Ejercicio E4. MRLG: cambio de escala.

Una empresa tiene la concesión de los puestos de helados de la playa de un pueblo
tuŕıstico. Para determinar los factores que influyen en las ventas de helado en los meses
de verano, cuenta con observaciones para los meses de julio, agosto y septiembre de los
últimos 6 años sobre las siguientes variables: ventas de helados (V ), temperatura (T ) y
precio medio del helado (P ).

Se especifica el siguiente modelo de regresión lineal para la determinación de las ventas:

Vt = β1 + β2 Tt + β3 Pt + ut t = 1, 2, . . . , 18. (E4.1)

PRIMERA PARTE. Estimación.

1. ¿En qué unidades está medida la variable endógena del modelo (E4.1)? ¿Y las
variables exógenas?

2. Estima por Mı́nimos Cuadrados Ordinarios los coeficientes del modelo (E4.1).

3. Escribe la recta de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados.

4. ¿Cuál es la suma de cuadrados de los residuos?

5. Interpreta la bondad de ajuste obtenida.

6. Estima la varianza de las perturbaciones.

7. Estima la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO.

SEGUNDA PARTE. ¿Qué ocurre si cambian las unidades de medida de las variables?

Considera los siguientes escenarios:

Escenario 1. Las ventas se miden en miles de euros y el resto de las variables permanecen
en las unidades de medida originales.
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Escenario 2. El precio se mide en miles de euros y el resto de las variables permanecen
en las unidades de medida originales.

Escenario 3. Las ventas y el precio se miden en miles de euros y la temperatura se mide
en grados Farenheit.

Escenario 4. La temperatura se mide en grados Celsius y las ventas y el precio se miden
en euros.

Para cada uno de estos escenarios contesta a las siguientes preguntas:

1. Calcula la/s transformación/es de la/s variable/s que sean oportunas.

2. Estima con los nuevos datos los coeficientes del modelo propuesto.

3. Interpreta los coeficientes estimados.

4. ¿Cuál es la suma de cuadrados de los residuos?

5. Interpreta la bondad de ajuste obtenida.

6. Estima la varianza de las perturbaciones.

7. Estima la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO.

8. Comenta las diferencias que observas en los resultados respecto a los obtenidos en
la Primera Parte del ejercicio.

Ejercicio E5. MRLG: planteamiento de las hipótesis.

Una cadena local de supermercados vende tres marcas de zumo envasado: A, B y C. La
empresa productora del zumo A ha llevado a cabo una importante campaña de publicidad
tanto en los propios establecimientos de la cadena, como en la televisión y en el periódico
locales.

Consideremos el siguiente modelo de regresión lineal para la determinación de las
ventas:

V A
t = β1 + β2 P

A
t + β3 P

B
t + β4 P

C
t + β5 GP e

t + β6GP tv
t + β7 GP p

t +

+ β8GPB
t + β9GPC

t + ut t = 1, 2, . . . , 40

donde:

V A : ventas del zumo A en los establecimientos de la cadena en miles de euros.

PA : precio medio en euros del zumo A en los establecimientos de la cadena.
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PB : precio medio en euros del zumo B en los establecimientos de la cadena.

PC : precio medio en euros del zumo C en los establecimientos de la cadena.

GP e : gasto en publicidad del zumo A en los establecimientos de la cadena en
miles de euros.

GP tv : gasto en publicidad del zumo A en TV en miles de euros.

GP p : gasto en publicidad del zumo A en el periódico local en miles de euros.

GPB : gasto total en publicidad del zumo B en los distintos medios en miles de
euros.

GPC : gasto total en publicidad del zumo C en los distintos medios en miles de
euros.

Se dispone de datos para los últimos cuarenta meses sobre las variables incluidas en el
modelo de regresión. El objetivo del productor del zumo A es estimar el modelo propuesto
para poder contrastar las siguientes hipótesis de trabajo:

1. El precio de la propia marca influye en sus ventas.

2. Los gastos en publicidad de la marca A influyen en sus ventas.

3. Todas las variables explicativas incluidas en el modelo son conjuntamente significa-
tivas.

4. Variaciones en los precios de las marcas competidoras no afectan a la ventas del
zumo A.

5. Si se incrementa en dos mil euros los gastos en publicidad en la televisión local, el
efecto sobre las ventas es el mismo que si se incrementa en mil euros los gastos en
publicidad en el periódico local.

6. El efecto de aumentar mil euros los gastos en publicidad en los establecimientos es
igual al efecto de aumentar en la misma cantidad los gastos en publicidad en la
televisión local y al doble de aumentar en mil euros los gastos en publicidad en el
periódico local.

7. El efecto de incrementar 1 euro el precio medio de la marca del zumo B es igual
pero de signo contrario al efecto de aumentar 1 euro el precio de la propia marca A
y, además, el efecto de incrementar 1 euro el precio medio de la marca C es la mitad
del de aumentar en la misma cantidad el precio medio de la marca B.
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8. El efecto sobre las ventas de aumentar los gastos en publicidad de la marca B en
tres mil euros es el mismo que el de incrementar en la misma cuant́ıa los gastos en
publicidad de la publicidad de la marca C.

9. El efecto de aumentar mil euros los gastos de publicidad tanto de la marca B como
de la marca C se puede compensar con un incremento de mil euros en los gastos en
publicidad de la marca A en los establecimientos.

Para cada una de las hipótesis planteadas, escribe la hipótesis nula y la alternativa del
contraste, aśı como el modelo restringido correspondiente a cada caso.

Ejercicio E6. MRLG: contrastes de hipótesis.

Se propone el siguiente modelo de regresión lineal general para analizar el grado de
ocupación hotelera (OC, en porcentaje) en función de la calidad de los servicios presta-
dos (C, ı́ndice sobre 100), el precio medio por habitación (P , en euros) y la puntuación
obtenida por el hotel en la Gúıa de Hoteles del año correspondiente (GH, puntos de 1 a
100):

OCi = β1 + β2 Ci + β3 Pi + β4GHi + ui i = 1, 2, . . . , N. (E6.1)

Los resultados de la estimación por MCO de los coeficientes de este modelo con los
datos de una muestra de 20 hoteles han sido los siguientes:

ÔCi = 66431, 018− 100, 143Ci − 3649, 113Pi + 0, 8882GHi R2 = 0, 9876.

Contrasta la significatividad individual de cada una de las variables explicativas del
modelo aśı como su significatividad conjunta. Interpreta los resultados obtenidos.

Para ayudarte en esta tarea, cuentas además con la siguiente información:

ÔCi = 98116, 978 + 4038, 84Ci + 10798, 901Pi R2 = 0, 7335. (E6.2)

ÔCi = 60071, 404 + 192, 823Ci + 0, 8742GHi R2 = 0, 9776. (E6.3)

ÔCi = 67310, 275− 3503, 14Pi + 0, 8717GHi R2 = 0, 9874. (E6.4)

Ejercicio E7. MRLG: estimación y contraste de hipótesis.

Se desea determinar el precio de los ordenadores portátiles en función de sus carac-
teŕısticas. Para ello, se toma una muestra de 94 ordenadores sobre las siguientes variables:
precio (en euros), potencia de la CPU (en megaherzios), resolución horizontal de la pan-
talla (en puntos), resolucion vertical de la pantalla (en puntos), peso (en kilogramos) y
memoria ram (en gigaherzios).
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PRIMERA PARTE. Estimación.

1. Especifica un modelo de regresión lineal general para determinar los precios de los
ordenadores en función de las caracteŕısticas señaladas.

2. Interpreta los coeficientes del modelo propuesto.

3. Estima por MCO el modelo propuesto y escribe la función de regresión muestral.

4. ¿Qué se puede decir sobre la bondad de ajuste del modelo?

SEGUNDA PARTE. Contraste de hipótesis.

1. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas.

2. Construye intervalos de confianza para los coeficientes que acompañan a las variables
peso y memoria ram. Interpreta los resultados obtenidos.

3. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas peso y memoria
ram. Compara estos resultados con los obtenidos en el apartado anterior.

4. ¿Existe evidencia en la muestra de que la potencia de la CPU influya positivamente
en el precio?

5. Contrasta individual y conjuntamente si la resolución de la pantalla, tanto horizontal
como vertical, influye en el precio. Comenta los resultados obtenidos.

6. ¿Existe evidencia en la muestra a favor de la hipótesis de que el efecto de la resolución
horizontal de la pantalla es igual al efecto de la resolución vertical pero de signo
contrario?

7. Contrasta si el efecto sobre el precio del ordenador de aumentar 1 gigaherzio la
memoria ram es el mismo que el efecto de disminuir el peso del ordenador en medio
kilogramo.

8. ¿Se está dispuesto a pagar al menos 10 euros más por cada 100 gramos menos que
pese el ordenador pórtatil?
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Ejercicio E8. MRLG: error de especificación.

Se dispone de datos para 30 pueblos sobre las variables: consumo familiar (C, en miles
de euros), riqueza media familiar (R, en miles de euros) y nivel de precios (P , en euros).

Obs. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ri 12 17 15 19 18 13 10 16 20 22
Pi 150 143 127 169 138 152 129 130 147 153
Ci 72,4 90,2 104,6 54,4 89,9 71,0 98,9 102,2 82,3 75,5

Obs. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ri 21 23 11 12 20 19 17 15 15 18
Pi 131 156 144 149 140 142 146 158 154 156
Ci 101,2 73,2 82,7 77,5 90,0 82,6 85,7 67,1 72,0 70,1

Obs. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Ri 18 16 24 26 23 12 14 14 16 17
Pi 156 151 162 149 147 155 142 145 152 147
Ci 70,1 76,8 65,3 86,0 85,9 70,6 89,5 83,5 73,2 78,9

1. Estima por MCO los parámetros del siguiente modelo de regresión lineal simple y
contrasta la significatividad de la variable explicativa:

Ci = δ1 + δ2 Ri + ui i = 1, 2, . . . , 30. (E8.1)

2. Estima por MCO los parámetros del siguiente modelo de regresión lineal general:

Ci = β1 + β2 Ri + β3 Pi + vi i = 1, 2, . . . , 30. (E8.2)

3. ¿Por qué no coinciden los valores estimados de δ2 y β2 en los modelos (E8.1) y
(E8.2)?

4. En el modelo (E8.2):

4.1. ¿Son individualmente significativas las variables explicativas? ¿Por qué?

4.2. Contrasta la siguiente hipótesis

H0 : β2 = β3 = 0

Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0.

4.3. Interpreta los resultados obtenidos.

5. Si tuvieras que elegir entre los dos modelos estimados en este ejercicio, ¿con cuál te
quedaŕıas?, ¿por qué? Comenta las propiedades de los estimadores del modelo que
has elegido y del que no has elegido.



28 Ejercicios propuestos

Ejercicio E9. MRLG: contraste de hipótesis y predicción.

Un investigador desea analizar la cantidad demandada de merluza en función de su
propio precio y del precio del pollo, proponiendo el siguiente modelo:

Qi = β1 + β2 PMi + β3 PPi + ui i = 1, 2, . . . , N. (E9.1)

donde Q representa la cantidad demandada de merluza en cientos de kilos, PM el precio
de la merluza en euros y PP el precio del pollo en euros. Se dispone de los datos siguientes
sobre estas variables, correspondientes a veinte mercados diferentes.

Obs. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Qi 3 1 8 3 5 6 9 8 7 6 8 7 4 6 7 9 8 6 5 7
PMi 6 5 6 5 4 4 3 4 5 7 6 5 8 7 6 7 6 4 5 5
PPi 3 1 5 2 3 2 4 3 4 5 5 4 3 4 5 6 5 6 3 3

PRIMERA PARTE. Especificación y estimación.

1. ¿Qué hipótesis se debeŕıan establecer sobre los diferentes elementos de la regresión
para que los estimadores MCO sean lineales e insesgados? ¿Y para que sean de
mı́nima varianza?

2. Estima el modelo propuesto bajo las hipótesis consideradas en el apartado anterior.

3. Escribe la recta de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados.

4. ¿Cuáles seŕıan las ventas estimadas de merluza si la merluza costara 6 euros el kilo
y el precio del pollo fuera de 2 euros?

5. Si el precio de la merluza aumenta en dos euros manteniéndose el resto de los factores
constantes, ¿cuál seŕıa la variación estimada en la venta de la merluza?

6. Si el precio de la merluza aumenta en dos euros y el del pollo baja en 1 euro, ¿cuál
seŕıa la variación estimada en la venta de la merluza?

7. Propón un estimador insesgado de la varianza de las perturbaciones y calcúlalo con
la información facilitada.

8. Estima la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO.

9. En caso de conocer la verdadera matriz de varianzas y covarianzas, ¿debeŕıa ésta
coincidir con la estimada?, ¿por qué?

10. Analiza la bondad de ajuste del modelo.
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SEGUNDA PARTE. Contraste de hipótesis.

1. Contrasta la hipótesis de que si se aumenta en un euro el precio de la merluza
disminuye la cantidad demandada de merluza en 600 kilos.

2. Establece un intervalo de confianza para el coeficiente β2 e interpreta el resultado.
Relaciona este resultado con el obtenido en el apartado anterior.

3. Contrasta la hipótesis de que los precios, tanto de la merluza como del pollo, influyen
en la cantidad demandada de merluza en sentido opuesto pero en la misma cuant́ıa.

4. Dada la respuesta del apartado anterior, ¿existe algún método para estimar el mo-
delo obteniendo menores varianzas de los estimadores?, ¿cuál?

TERCERA PARTE. Predicción.

1. Obtén una predicción por punto y por intervalo de la cantidad demandada de mer-
luza cuando ambos precios toman el valor de 10 euros.

2. Un tendero dice que si el precio de la merluza fuera de 5 euros y el del pollo de 2
euros no se vendeŕıa nada de merluza. ¿Consideras que está justificada esta opinión?

Ejercicio E10. ¿Qué factores determinan la evolución de las ventas?

La empresa “La Limpia, S.A.”, produce Brillante, una marca de detergente ĺıquido. La
compañ́ıa desea contar con un modelo para predecir la demanda de botellas de detergente
con el objeto de planificar su producción y estimar las necesidades de materias primas y de
almacenamiento. El experto de la empresa en este campo cree que las ventas de Brillante
(V , en miles de botellas) vienen determinadas, entre otros, por los siguientes factores:

P : precio de venta de fábrica en euros.

PS : precio medio de los productos sustitutivos existentes en el mercado en euros.

GP : gastos en publicidad en miles de euros.

ICE : Indice de Crecimiento Económico en porcentaje.

PRIMERA PARTE. Especificación y estimación.

El experto de la empresa especifica el siguiente modelo de regresión en el que las ventas
se determinan en función de los factores antes mencionados:

Vt = β1 + β2 Pt + β3 PCt + β4 GPt + β5 ICEt + ut t = 2009:1, .., 2011:6. (E10.1)
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Para estimar este modelo dispone de datos mensuales de las variables mencionadas
desde enero de 2009 hasta el mes de junio de 2011.

1. Estima la función de regresión poblacional.

2. Interpreta los coeficientes estimados que acompañan a las variables gastos en pu-
blicidad e ICE. ¿Tienen los signos esperados?

3. Contrasta si los gastos en publicidad influyen en las ventas.

4. Representa gráficamente los residuos del modelo. Analizando su evolución, ¿crees
que se cumplen, en este modelo, los hipótesis básicas sobre las perturbaciones?, ¿por
qué?

SEGUNDA PARTE. Reespecificación del modelo.

Visto el patrón de comportamiento de los residuos MCO del modelo estimado en la
Primera Parte, el experto de la empresa propone un segundo modelo de regresión para
las ventas:

Vt = β1 + β2 Pt + β3 PCt + β4 GPt + β5 ICEt + β6 ICE2
t + ut t = 2009:1, .., 2011:6.

(E10.2)

1. ¿En qué se diferencia el modelo (E10.2) del modelo (E10.1)? ¿Qué efecto se pretende
recoger en este nuevo modelo?

2. ¿Cumple el modelo (E10.2) la hipótesis básica de linealidad del modelo de regresión?
¿Por qué?

3. Estima por MCO los coeficientes del modelo (E10.2).

4. Escribe la recta de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados. ¿Tienen
los signos esperados?

5. Representa gráficamente los residuos de este modelo y compáralos con los del modelo
(E10.1).

6. ¿Son las variables explicativas del modelo conjuntamente significativas?

7. ¿Cuál es el incremento medio estimado en las ventas cuando el ICE crece en un
punto manteniéndose el resto de las variables fijas? ¿Es constante a lo largo del
tiempo?

8. En base a los resultados, ¿se puede concluir que la variable ICE influye en las ventas?
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9. ¿Existe evidencia en la muestra sobre la significatividad individual de las variables
relativas a los precios?

10. Contrasta si los gastos de publicidad influyen positivamente en las ventas del pro-
ducto.

11. Analizados los resultados obtenidos en la estimación del modelo (E10.2), ¿qué pro-
blema teńıa el modelo especificado en la Primera Parte del ejercicio? ¿Cuáles son
las propiedades de los estimadores MCO en el modelo (E10.1)? ¿Qué modelo de los
dos propuestos en el ejercicio eligiŕıas para determinar el comportamiento de las
ventas?, ¿por qué?

12. Estima el valor futuro de las ventas en el mes de julio del año 2011 bajo el supuesto
de que los valores de las variables explicativas serán los siguientes:

P PC GP ICE
Julio 2011 3,65 euros 4,10 euros 7000 euros 31%

Ejercicio E11. ¿Construyo una piscina en mi casa rural?

Se desea conocer los determinantes del precio de alquiler de las casas rurales que se
encuentran en un determinado valle. Para ello se cuenta con una muestra de 14 casas
rurales de la zona que contiene información sobre el precio de alquiler de la casa rural
durante los fines de semana (P , medido en euros), la superficie (S, medido en metros
cuadrados), el número de dormitorios (D) y el número de aseos (A).

1. Con la información disponible, especifica y estima un modelo para determinar el
precio de alquiler en función de las caracteŕısticas mencionadas.

2. Interpreta los coeficientes estimados. ¿Tienen el signo esperado?

3. Contrasta la significatividad conjunta de las vaiables explicativas.

4. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas.

5. Dados los resultados de los contrastes anteriores, ¿tenemos algún problema mues-
tral?, ¿se cumplen todas las hipótesis básicas del modelo de regresión lineal general?

6. Si se sabe que las casas rurales 3, 6, 7, 8 y 13 de la muestra tienen piscina:

6.1. Explica cómo introduciŕıas este nuevo factor en el modelo de regresión.

6.2. Construye una variable que recoja el hecho de tener o no piscina.
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6.3. Estima un modelo que incluya esta nueva variable e interpreta el coeficiente
estimado que le acompaña.

6.4. ¿Influye positivamente la existencia de piscina en el precio de alquiler?

7. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas y compara el
resultado con el obtenido anteriormente. ¿A qué se debe la diferencia?

8. El dueño de una nueva casa rural construida en el mismo valle (con 1512 metros
cuadrados, dos habitaciones, un aseo y sin piscina) quiere alquilarla por 279 euros,
¿crees que este precio es razonable para la zona en cuestión?, ¿y si tuviera piscina?

Ejercicio E12. ¿Es más caro un coche con motor diesel?

Una empresa de leasing quiere renovar por completo su flota automoviĺıstica. Antes
de comprar los coches en cuestión quiere saber cuáles son los factores determinantes del
precio de un coche para lo cual toma una muestra de 209 coches recogiendo dos de sus
principales caracteŕısticas, peso y aceleración.

PRIMERA PARTE. Especificación y estimación. Forma Funcional.

1. Analiza gráficamente la relación entre el precio de un coche y cada uno de los
factores que determinan su precio, peso y aceleración. En base a los resultados de
este análisis, propón un modelo que permita analizar el precio del coche en función
de las caracteŕısticas mencionadas.

2. Interpreta los coeficientes del modelo propuesto y comenta los signos esperados.

3. Estima por MCO el modelo y escribe la función de regresión muestral.

4. ¿Cuáles son las caracteŕısticas del tercer coche de la muestra?

5. ¿En cuánto estimas el precio del primer coche de la muestra?, ¿cuál es su precio
real?, ¿cómo se llama la diferencia entre estos dos precios y a qué se debe?

6. Si el precio de un coche aumenta en 100 kgr. manteniendo la aceleración constante,
¿en cuánto estimas que vaŕıa el precio medio del coche?

7. ¿Son las variables peso y aceleración individualmente significativas?, ¿y conjunta-
mente?
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SEGUNDA PARTE. Variables explicativas cualitativas.

Se considera también que el tipo de motor del coche (diesel o gasolina) y la gama
(baja, media, alta) pueden influir en su precio. Esta información para los 209 coches de
la muestra está incluida en el fichero de datos correspondiente.

1. Propón un modelo de regresión lineal general para determinar el precio de los coches
que incorpore de manera adecuada toda la información de que dispones. Explica
detalladamente cómo lo has especificado.

2. Según el modelo propuesto en el apartado anterior:

2.1. ¿Cuál es el precio medio para un coche diesel de gama alta?

2.2. ¿Cuál es el precio medio para un coche gasolina de gama media, 1200 kilo-
gramos de peso y una aceleración de 100 km/h a los 8 segundos?

2.3. ¿Cuál es la diferencia entre el precio medio de un coche diesel de gama baja y
uno de gama alta? ¿Y a igualdad de caracteŕısticas?

2.4. ¿Cuál es la diferencia entre el precio medio de un coche diesel y uno gasolina,
manteniendo el resto de las caracteŕısticas iguales?

3. Estima por MCO el modelo propuesto e interpreta los coeficientes estimados. ¿Tienen
los signos esperados?

4. ¿Son las variables explicativas individualmente significativas?

5. ¿Cuál es la diferencia estimada en el precio entre un coche de gama baja y uno de
gama alta si el resto de variables se mantienen constantes? ¿Es significativa esta
diferencia?

6. ¿Cuál es la diferencia estimada en el precio entre un coche de gama media y uno
de gama alta si el resto de las caracteŕısticas son iguales? ¿Es significativa esta
diferencia?

7. En base a los resultados de los contrastes de los dos apartados anteriores, ¿qué efecto
tiene la gama sobre el precio del coche? Especifica un modelo que recoja esta relación
y est́ımalo por MCO.

8. En base al modelo del apartado anterior, estima el precio del primer coche de la
muestra. ¿Coincide con el obtenido en el apartado 5 de la Primera Parte? ¿Por qué?

9. Cuando se estaba recogiendo la muestra, el director de un concesionario comentó al
entrevistador que un coche, por el único hecho de ser diesel, cuesta en promedio 3000
euros más que el mismo modelo en versión gasolina. Dados los resultados obtenidos,
¿qué se puede decir sobre la opinión del experto?
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Ejercicio E13. A distinto turno de trabajo, distinto salario.

El gerente de una empresa quiere analizar el salario mensual (S, en euros) de los
trabajadores que están contratados en función de la experiencia (E, en años), el puesto
que ocupan (técnico o administrativo) y el turno en el que trabajan (mañana, tarde y
noche).

1. Propón un modelo que tenga en cuenta todas estas variables para determinar el
salario medio de los trabajadores y que sea capaz de contemplar las siguientes situa-
ciones:

1.1. El puesto que ocupan los trabajadores puede afectar de forma diferente al
salario medio percibido.

1.2. Los trabajadores de distintos turnos pueden no percibir el mismo salario medio.

1.3. El efecto de la experiencia sobre el salario medio de los trabajadores puede no
ser el mismo para todos los puestos.

1.4. Es probable que los trabajadores de los turnos de la mañana y de la tarde que
ocupan el mismo puesto ganen en media el mismo salario.

2. Escribe la hipótesis nula y alternativa adecuadas para contrastar cada una de las
situaciones planteadas anteriormente.

3. Escribe el modelo restringido que correspondeŕıa a cada situación.

Ejercicio E14. ¿Existe discriminación laboral en la empresa NIHON.SA?

Se desea estimar el salario (S, en miles de euros) de los trabajadores de la empresa
NIHON.SA que ocupan un determinado puesto en función de su nivel de formación (F ,
en años de educación) y su experiencia (E, en años que llevan ocupando el puesto). El
modelo de regresión lineal propuesto para la determinación del salario es:

Si = β1 + β2 Fi + β3 Ei + ui i = 1, 2, . . . , 100. (E14.1)

Una muestra de 100 trabajadores de la empresa proporciona los siguientes datos:∑
Si = 2489, 017

∑
Fi = 288

∑
Ei = 119

∑
F 2
i = 2090

∑
S2
i = 64870, 3∑

E2
i = 695

∑
FiEi = 329

∑
Si Fi = 7869, 098

∑
Si Ei = 3921, 297

(X ′X)−1 =

 0, 019276 −0, 0023 −0, 0022
−0, 0023 0, 00079 −0, 00001967
−0, 0022 −0, 00001967 0, 00180753


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PRIMERA PARTE. Estimación.

1. Interpreta los coeficientes del modelo de regresión lineal (E14.1).

2. Según el criterio Mı́nimo Cuadrático Ordinario, ¿cuál es la función objetivo que hay
que minimizar para estimar los coeficientes del modelo (E14.1)?

3. Obtén el sistema de ecuaciones normales correspondiente y sustituye los valores
muestrales.

4. Escribe las matrices X ′X y X ′Y con los datos muestrales disponibles.

5. Estima por MCO los coeficientes del modelo y escribe la recta de regresión muestral.

6. En base al modelo estimado, contesta a las siguientes preguntas:

6.1. El empleado A lleva trabajando en la empresa dos años más que el empleado
B, ¿cuál es la diferencia estimada de salario entre ambos?

6.2. El empleado C lleva trabajando en la empresa tres años menos que el trabajador
D pero cuenta con 5 años más de formación, ¿cuál es la diferencia estimada de
salario entre ambos?

6.3. Si un trabajador se ha estado formando durante doce años y lleva tres años
trabajando en la empresa, ¿cuál es su salario estimado?

7. Calcula e interpreta una medida de la bondad de ajuste del modelo.

SEGUNDA PARTE. Inferencia.

Basándote en los resultados de la estimación del modelo (E14.1):

1. Construye intervalos de confianza del 95% para los coeficientes β2 y β3.

2. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas. Relaciona las
conclusiones obtenidas con los resultados del apartado anterior.

3. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas.

4. El gerente de la empresa supone que el efecto de la formación sobre el salario es
igual al de la experiencia.

4.1. ¿Qué restricción impone la hipótesis del gerente sobre los coeficientes del mo-
delo de regresión lineal?

4.2. Estima los coeficientes del modelo sujeto a la restricción anterior.
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4.3. ¿Cómo se denomina el estimador que has utilizado en el apartado anterior?
¿Cuáles son sus propiedades?

4.4. Contrasta la hipótesis planteada por el gerente.

4.5. De acuerdo a los resultados obtenidos en el apartado 4.4, ¿qué modelo propones
para la determinación del salario? ¿por qué?

5. Un empleado de la empresa NIHON.SA afirma que su salario asciende a cuarenta y
cinco mil euros anuales. Sabiendo que lleva un año trabajando en la empresa y que
su formación ha durado diez años, ¿parece razonable su comentario?

6. Comenta el gráfico de los residuos de este modelo. ¿Crees que se podŕıa incumplir
alguna hipótesis básica del modelo?

TERCERA PARTE. Discriminación salarial: alternativa I.

El comité de empresa de NIHON.SA sostiene que existe discriminación salarial por
razones de género. Para investigar este tema desea utilizar el modelo de determinación
del salario desarrollado hasta el momento, pero incluyendo una variable explicativa más:
el género. Esta variable cualitativa se puede incluir mediante la variable ficticia Gi que
toma el valor 1 si el empleado i-ésimo es una mujer y cero en caso contrario.

1. Calcula algunos valores muestrales de interés: salario medio total, salario medio
para las mujeres y salario medio para los hombres, sabiendo que los primeros 31
individuos de la muestra son hombres.

2. Estima por MCO un modelo de regresión lineal simple del salario sobre el género.

2.1. Compara los resultados de esta estimación con los obtenidos en el apartado 1.

2.2. ¿Es la variable género significativa?

2.3. ¿Puedes concluir que hay discriminación salarial por razones de género basándote
únicamente en este resultado?

3. Escribe un modelo de regresión lineal que determine el salario en función de la
formación, la experiencia y el género en términos lineales.

4. Interpreta los coeficientes del modelo propuesto en el apartado anterior.

5. Estima el modelo propuesto por MCO.

5.1. ¿Cuál es el salario estimado para una mujer?

5.2. ¿Cuál es el salario estimado para un hombre con cinco años de experiencia y
10 años de formación?
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5.3. ¿Cuál es la diferencia salarial estimada entre un hombre y una mujer a igualdad
de condiciones?

5.4. ¿Cuál es el efecto estimado, ceteris paribus, de la experiencia sobre el salario?,
¿y para una mujer?, ¿y para un hombre?

6. Interpreta los resultados obtenidos y redacta un informe para el comité de empresa
que incluya tus conclusiones en lo que al tema de la discriminación salarial se refiere.

CUARTA PARTE. Discriminación salarial: alternativa II.

El comité de empresa estudia el informe presentado y cree que es incompleto porque
piensa que la discriminación salarial se acentúa para mayores niveles de experiencia. Para
poder contrastar esta sospecha, propone estimar el siguiente modelo:

Si = β1 + β2 Fi + β3Ei + β4 Gi + β5 (Ei ×Gi) + ui i = 1, 2, . . . , 100. (E14.2)

1. Explica detalladamente la especificación de este modelo: ¿qué variables afectan al
salario?, ¿de qué forma?, ¿está contemplada o no la posibilidad de discriminación
salarial?, ¿cómo?

2. Estima el modelo (E14.2) por MCO e interpreta los coeficientes estimados.

2.1. ¿Cuál es el salario estimado para una mujer?

2.2. ¿Cuál es el salario estimado para un hombre con cinco años de experiencia y
10 años de formación?

2.3. ¿Cuál es la diferencia salarial estimada entre un hombre y una mujer a igualdad
de condiciones?

2.4. ¿Cuál es el efecto estimado, ceteris paribus, de la experiencia sobre el salario?,
¿y para una mujer?, ¿y para un hombre?

3. En base a los resultados obtenidos en la estimación del modelo (E14.2), ¿puedes
concluir que existe discriminación salarial por género?

4. Explica al comité de empresa las conclusiones finales a las que has llegado respecto
a la existencia de discriminación salarial por género en la empresa NIHON.SA.
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Ejercicio E15. ¿Es estacional el consumo de electricidad?

Un técnico de una empresa eléctrica quiere analizar la evolución temporal de la tenden-
cia de la demanda de electricidad en una determinada región. Para este análisis dispone
de datos trimestrales correspondientes al periodo 2007-2010.

PRIMERA PARTE. Especificación y estimación.

1. Propón un modelo que permita analizar la evolución temporal de la tendencia de la
demanda de electricidad.

2. Escribe la matriz X indicando todos sus valores.

3. Escribe las matricesX ′X y X ′Y indicando sus elementos en términos de sumatorios.

4. Estima por MCO el modelo de regresión propuesto en el apartado 1 y escribe la
función de regresión muestral.

5. Obtén el gráfico de los residuos contra el tiempo y coméntalo.

6. Dado el gráfico de los residuos y la frecuencia temporal de los datos, ¿cómo especi-
ficaŕıas un modelo de regresión lineal alternativo para la demanda de electricidad?

7. Estima el modelo que has propuesto en el apartado anterior y comenta el gráfico de
los residuos.

8. Según el modelo estimado en el apartado 7, ¿cuál es la demanda estimada para la
última observación de la muestra?

SEGUNDA PARTE. Contraste de hipótesis y predicción.

1. ¿Cuántas variables explicativas tiene el modelo que has especificado en el apartado
7 de la Primera Parte? Contrasta la significatividad individual y conjunta de las
mismas.

2. El técnico de la empresa cree que el consumo medio de los segundos y terceros
trimestres del año son iguales:

2.1. Escribe el modelo restringido correspondiente a la restricción anterior y est́ıma-
lo.

2.2. ¿Existe evidencia emṕırica de que esta restricción se cumple?

3. ¿En cuánto se estima la demanda media de electricidad para los dos primeros
trimestres del año 2011?
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PRÁCTICA P1.

La inmobiliaria WOOHOUSE quiere analizar los factores que influyen en el precio
de las viviendas que tiene a su disposición con el objetivo de fijar una poĺıtica de precios.
Para ello dispone de datos sobre las siguientes variables:

P : precio de la vivienda medido en miles de dólares.

S: superficie de la vivienda medida en pies cuadrados.

H: número de habitaciones de la vivienda.

El siguiente cuadro recoge un extracto de la muestra disponible.

Obs. 1 2 3 4 5 . . . . . . 11 12 13 14 15

Pi 219 225 255 306 230 . . . . . . 195 425 240 253 111
Si 1185 1421 1478 2205 1171 . . . . . . 1448 1502 1536 1536 1535
Hi 2 2 2 2 3 . . . . . . 3 3 3 3 4

En base a la muestra se obtiene la siguiente información:

N∑
i=1

Pi = 3600
N∑
i=1

Hi = 42
N∑
i=1

Si = 21909
N∑
i=1

PiSi = 5322245
N∑
i=1

S2
i = 32780493

N∑
i=1

(Si − S̄)2 = 780207, 6
N∑
i=1

(Pi − P̄ )2 = 62766, 03
N∑
i=1

(Si − S̄)(Pi − P̄ ) = 64085

PRIMERA PARTE.

1. ¿Cuál es el tamaño muestral?, ¿cuánto cuesta la cuarta vivienda?, ¿cuántas habita-
ciones posee?

2. Considera el siguiente modelo de regresión lineal simple:

Pi = α+ β Si + ui i = 1, . . . , N. (P1.1)

¿Cuál es la variable explicada del modelo?, ¿cuál es la variable explicativa del mo-
delo?, ¿qué elementos son aleatorios?

3. Escribe la recta de regresión poblacional.

4. Interpreta el coeficiente que acompaña a la variable superficie en el modelo (P1.1).
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5. Escribe la función objetivo que hay que minimizar para estimar los coeficientes del
modelo (P1.1) por Mı́nimos Cuadrados Ordinarios. Deriva las ecuaciones normales
y sustituye los momentos muestrales por sus valores respectivos.

6. Estima el modelo (P1.1) por MCO y escribe la recta de regresión muestral.

7. Obtén el precio estimado para la primera vivienda de la muestra y el correspondiente
residuo.

8. Construye un intervalo de confianza del 95% para el coeficiente β. ¿Se puede concluir
que la variable superficie es estad́ısticamente significativa?

SEGUNDA PARTE.

En una segunda fase el gerente de la inmobiliaria piensa que el número de habitaciones
también puede ser un factor importante a la hora de determinar el precio de la vivienda.
Los resultados de la estimación de un modelo de regresión que incluye también esta
variable explicativa son los siguientes:

P̂i

(σ̂β̂)

= 238, 808
(158,068)

+ 0, 06593
(0,07653)

Si − 33, 968
(32,228)

Hi

N∑
i=1

û2
i = 52630, 2. (P1.2)

1. ¿Cúal es el orden de la matriz de datos? Escribe las cinco primeras filas de dicha
matriz.

2. Escribe la expresión del estimador MCO empleado en términos de sumatorios.

β̂MCO =




−1 


3. Interpreta los coeficientes estimados. ¿Tienen el signo esperado?

4. Estima el precio de un piso de 1250 pies cudrados y 3 habitaciones.

5. ¿En cuánto estimas que aumentaŕıa el precio de un piso si contara con una habitación
más manteniéndose el resto de los factores constantes?

6. ¿En cuánto estimas que aumentaŕıa el precio de un piso si contara con una habitación
más y 120 pies cuadrados más?

7. Escribe la expresión del coeficiente de determinación, calcúlalo e interpreta su valor.
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8. Propón un estimador insesgado para la varianza de las perturbaciones y calcúlalo.

9. ¿Son las variables explicativas conjuntamente significativas?

10. ¿Son las variables explicativas individualmente significativas?

TERCERA PARTE.

La variable precio está medida en miles de dólares y se desea medirla en dólares.
Utilizando el fichero de datos practicaP1.gdt:

1. Transforma los datos de la variable precio de miles de dólares a dólares y estima el
modelo (P1.2) con estos nuevos datos. Escribe la recta de regresión muestral.

2. Interpreta los coeficientes estimados.

3. ¿Cuál es la suma de los residuos al cuadrado? Estima la varianza de las perturba-
ciones.

4. Estima la matriz de covarianzas de los estimadores MCO.

5. Calcula una medida de la bondad de ajuste e interpreta el resultado.

6. Contrasta la significatividad individual y conjunta de las variables explicativas.

7. Compara los resultados obtenidos con los precios medidos en miles de dólares y con
los precios medidos en dólares.

CUARTA PARTE.

Supongamos que la variable precio sigue medida en miles de dólares pero se desea
medir la superficie en metros cuadrados en vez de en pies cuadrados. Utilizando el fichero
de datos practicaP1.gdt:

1. Transforma los datos de la variable superficie de pies cuadrados a metros cuadrados
y estima el modelo (P1.2) con estos nuevos datos. Escribe la recta de regresión
muestral.

2. Interpreta los coeficientes estimados.

3. ¿Cuál es la suma de los residuos al cuadrado? Estima la varianza de las perturba-
ciones.

4. Estima la matriz de covarianzas de los estimadores MCO.

5. Calcula una medida de la bondad de ajuste e interpreta el resultado.
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6. Contrasta la significatividad de las variables explicativas.

7. Compara los resultados obtenidos con la superficie medida en pies cuadrados y en
metros cuadrados.

PRÁCTICA P2.

El Ministerio de Educación de un páıs quiere analizar cómo depende el salario de un
trabajador del nivel de educación de toda la familia. Para ello dispone de una muestra de
718 individuos para los que ha recogido información sobre el salario percibido, su nivel de
educación, aśı como los niveles de educación de su padre y de su madre:

S: salario medio mensual del individuo en euros.

ED: nivel de educación del individuo en años.

FED: nivel de educación del padre del individuo en años.

MED: nivel de educación de la madre del individuo en años.

El siguiente cuadro recoge las primeras y las últimas observaciones de la muestra
disponible.

Obs. Si EDi FEDi MEDi

1 1350 12 12 12
2 1469 12 8 8
3 1573 12 10 10
4 1392 12 8 7
5 1800 12 12 12
6 2449 12 12 9
...

...
...

...
...

713 2262 17 12 13
714 1057 14 13 16
715 2239 17 8 8
716 1325 12 9 8
717 1662 10 9 12
718 2262 17 12 12
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PRIMERA PARTE.

El experto contratado por el Ministerio para realizar el estudio comienza estimando la
relación existente entre el salario percibido y el nivel de educación del propio individuo:

Si = β1 + β2 EDi + ui i = 1, . . . , N. (P2.1)

Empleando la siguiente información muestral,
718∑
i=1

Si = 1204591

718∑
i=1

EDi = 9814

718∑
i=1

ED2
i = 137732

718∑
i=1

S2
i = 2140967727

718∑
i=1

SiEDi = 11821856074.

1. Escribe la función de regresión muestral del modelo propuesto.

2. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable educación del indivi-
duo.

3. ¿Qué hipótesis básicas sobre la perturbación son necesarias para que el estimador
MCO sea insesgado y de mı́nima varianza? ¿Y cuáles son necesarias para realizar
inferencia?

4. En base a la información disponible, si estimaras el modelo con sólo seis observa-
ciones, ¿seŕıa mejor hacerlo con las seis primeras o con las seis últimas? Justifica tu
respuesta.

5. Estima la función de regresión muestral con los salarios medidos en miles de eu-
ros. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable educación del
individuo.

SEGUNDA PARTE.

En una segunda etapa el experto decide utilizar toda la información disponible, es
decir, incluir las variables explicativas nivel de educación del padre y de la madre del
individuo en el modelo de regresión para la determinación de los salarios. Se obtienen los
siguientes resultados:

Modelo P2.2: MCO, usando las observaciones 1–718
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 803,840 92,6237 8,6786 0,0000
ED 46,6073 7,22608 6,4499 0,0000
FED 11,1165 5,57971 1,9923 0,0467
MED 11,2765 6,49354 1,7366 0,0829

Suma cuadrados residuos 1,06e+08 R2 0,120364
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1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto.

2. Escribe la función de regresión muestral.

3. Interpreta los coeficientes estimados que acompañan a las variables nivel de edu-
cación del padre y nivel de educación de la madre.

4. Escribe la expresión del coeficiente de determinación e interpreta la bondad del
ajuste realizado.

5. ¿Cuál es el salario medio mensual que se estima según el Modelo P2.2 para el primer
individuo de la muestra?, ¿y para el último? ¿A qué se debe la diferencia?

6. ¿Se puede concluir que, ceteris paribus, por cada año adicional de educación del
individuo aumenta el salario en cincuenta euros?

7. Construye un intervalo de confianza del 95% para el coeficiente de la variable EDU .
Relaciona este resultado con el obtenido en el apartado anterior.

8. Contrasta la significatividad individual y conjunta de las variables relacionadas con
el nivel de educación del padre y de la madre. Comenta los resultados obtenidos.

9. Construye intervalos de confianza del 95% para los coeficientes de las variables FED
y MED. Relaciona estos resultados con los del apartado anterior.

TERCERA PARTE.

El experto piensa que los niveles de educación de los padres tienen el mismo efecto
en la determinación del salario de un individuo y decide incorporar esta información al
modelo.

1. Deriva el modelo de regresión que resulta de incorporar al Modelo P2.2 la hipótesis
que propone el experto.

2. Dada la siguiente información:

Ŝi

(σ̂β̂)

= 804, 116
(90,7939)

+ 46, 6030
(7,2155)

EDi + 11, 1884
(3,02317)

(FEDi +MEDi) R2 = 0, 12. (P2.3)

¿Qué puedes concluir sobre la hipótesis planteada por el experto?, ¿por qué?

3. Dada la respuesta del apartado anterior, ¿qué modelo elegiŕıas para determinar el
salario medio del individuo? Razona tu respuesta en términos de las propiedades de
los estimadores empleados.
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PRÁCTICA P3.

Una empresa encarga a uno de sus técnicos que realice un estudio sobre el salario
de sus empleados. Para ello recoge información de 336 empleados sobre las siguientes
variables:

S: salario mensual actual del empleado en dólares.

A: edad en años por encima de la mayoŕıa de edad (18 años).

X: experiencia laboral previa a la entrada en la empresa del empleado en años.

E: nivel de estudios máximo alcanzado: básico (B), medio (M) o superior (L).

El cuadro siguiente muestra las diez primeras observaciones de la muestra.

Obs. S Ai Xi Ei

1 1000 15 7 M
2 1130 36 14 M
3 1280 12 11 M
4 1360 16 9 M
5 1360 18 3 L
6 1440 36 9 B
7 1500 29 8 L
8 1500 26 1 L
9 1650 24 14 L
10 1800 19 6 M
...

...
...

...
...

PRIMERA PARTE.

El técnico de la empresa comienza su análisis estimando un modelo en el que el salario
depende sólo de la edad y la experiencia de los empleados, con los siguientes resultados:

Modelo P3.1: estimaciones MCO utilizando las 336 observaciones
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 3943,29 337,271 11,69 1,08e-026
A -26,2979 15,8930 -1,655 0,0989
X 61,4109 14,9234 4,115 4,88e-05

Suma cuadrados residuos 1146540000 R2 0,049379
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1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto por el técnico.

2. Deriva las ecuaciones normales del problema de optimización MCO para el Modelo
P3.1.

3. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable experiencia. ¿Tiene el
signo esperado?

4. ¿En cuánto se estima el salario actual del quinto individuo de la muestra?

5. ¿En cuánto se estima el salario de un recién licenciado de 21 años que acaba de ser
contratado?

6. El individuo A tiene 10 años más que el individuo B y entraron a trabajar con la
misma experiencia previa, ¿cuál es la diferencia de salario estimado entre ambos?

7. Escribe la expresión del coeficiente de determinación junto con su valor e inter-
prétalo.

8. El técnico no está seguro de si la experiencia previa y la edad tienen efecto en la
determinación del salario actual. ¿Existe evidencia emṕırica de que sea aśı?

SEGUNDA PARTE.

A continuación, el técnico decide añadir la variable nivel de estudios al modelo de
regresión lineal de determinación de los salarios con los siguientes resultados:

Modelo P3.2: estimaciones MCO utilizando las 336 observaciones
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 3028,05 368,389 8,220 4,68e-015
A -27,8645 14,3069 -1,948 0,0523
X 63,5817 13,4356 4,732 3,29e-06
M 508,577 256,450 1,983 0,0482
L 2106,81 276,147 7,629 2,53e-013

Suma cuadrados residuos 921708000 R2 0,235795

La variable nivel de estudios está dividida en tres niveles, básico (B), medio (M) o
superior (L), por lo que para cuantificarla se han definido tres variables ficticias:

Bi =

{
1 si el nivel máximo de estudios del individuo i ∈ básicos
0 en otro caso

Mi =

{
1 si el nivel máximo de estudios del individuo i ∈ medios
0 en otro caso
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Li =

{
1 si el nivel máximo de estudios del individuo i ∈ superiores
0 en otro caso

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto por el técnico.

2. Explica cómo se ha incluido la variable nivel de estudios en el Modelo P3.2.

3. Interpreta los coeficientes del modelo de regresión lineal propuesto.

4. Escribe los 10 primeros valores de la matriz de datos X.

5. ¿Cuáles son las caracteŕısticas del primer individuo de la muestra? ¿En cuánto se
estima su salario medio actual?

6. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas del modelo.

7. ¿Son las variables explicativas del modelo individualmente significativas?

8. Dados los resultados obtenidos, ¿qué modelo propondŕıas para la determinación de
los salarios de esta empresa? Justifica tu respuesta.

PRÁCTICA P4.

Un agente inmobiliario quiere analizar los factores que influyen en el precio de las
viviendas en la ciudad de Houston. Para ello dispone de una muestra correspondiente a
321 viviendas sobre las siguientes variables:

P : precio de venta de la vivienda en miles de doláres U.S.A.

A: años de antigüedad de construcción de la vivienda.

S: superficie de la vivienda en metros cuadrados.

B: número de baños.

PRIMERA PARTE.

En la siguiente tabla se resumen los resultados de la estimación de un modelo de
regresión lineal general para determinar el precio de la vivienda en función de las variables
explicativas seleccionadas:
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Modelo P4.1: estimaciones MCO utilizando las 321 observaciones 1–321
Variable dependiente: P

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 8,76294 6,25635 1,4006 0,1623
A -0,307546 0,0568832 -5,4066 0,0000
S 0,328068 0,0357940 9,1654 0,0000
B 12,2529 3,20741 3,8202 0,0002

Suma cuadrados residuos 281066 R2 0,529875

Matriz de covarianzas de los coeficientes

const A S B

39, 1419 −0, 135865 −0, 0546263 −9, 9340 const
0, 00323570 −0, 000556436 0, 0797150 A

0, 00128121 −0, 0795505 S
10, 2875 B

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto por el agente inmobiliario.

2. Escribe la recta de regresión muestral.

3. Manteniéndose el resto de las caracteŕısticas de la vivienda constantes, ¿en cuántos
dólares se estima el valor de un cuarto de baño adicional? ¿Por qué?

4. Escribe la expresión del coeficiente de determinación. ¿Cuál es su valor? Interpreta
el resultado obtenido.

5. Propón un estimador insesgado para la varianza de las perturbaciones. Calcúlalo.

6. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas.

7. Contrasta la significatividad individual de la variable antigüedad.

8. ¿Existe evidencia en la muestra de que, ceteris paribus, se está dispuesto a pagar
500 dólares por un metro cuadrado adicional de superficie?

9. El agente inmobiliario piensa que el efecto negativo sobre el precio de la antigüedad
de una vivienda se ve compensado por el efecto de un aumento de la superficie.
¿Apoya la información disponible la hipótesis de este agente?

10. Dada la conclusión obtenida en el apartado anterior, ¿propondŕıas un modelo alter-
nativo para la determinación del precio? ¿Por qué?



50 Prácticas de autoevaluación

11. En la muestra se incluyen precios de viviendas vendidas en los años 1980 y 1981. Aśı,
las primeras 179 observaciones corresponden a viviendas que se vendieron en 1980
y las restantes a viviendas que se vendieron en 1981. Además se sabe que en 1981
se puso en marcha una incineradora en la zona, lo que trajo consigo la construcción
de una nueva autopista y, por lo tanto, una mejora en las comunicaciones.

Teniendo en cuenta toda la información disponible, comenta el siguiente gráfico de
los residuos del Modelo P4.1. ¿Crees que se podŕıa incumplir alguna de las hipótesis
básicas del MRLG?
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SEGUNDA PARTE.

Debido a la puesta en marcha de la incineradora en 1981 y a los efectos que ha podido
tener sobre la mejora de las comunicaciones de la zona, el agente inmobiliario mantiene
la teoŕıa de que existen diferencias de precio entre las viviendas vendidas en el año 1980
y las vendidas en 1981.

1. Especifica un modelo de regresión lineal que tenga en cuenta la posible influencia de
la puesta en marcha de la incineradora en la determinación del precio de la vivienda.
¿Cuáles son las caracteŕısticas de la nueva variable que añadiŕıas en el modelo para
recoger este efecto? ¿Qué valor toma esta variable para la primera observación de
la muestra? ¿Y para la última?

2. Denominemos por INC a una variable que toma el valor 1 para las viviendas ven-
didas en el año 1981 y 0 para las vendidas en el año 1980. En la siguiente tabla se
presentan los resultados de la estimación de un modelo de regresión que incluye esta
nueva variable:
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Modelo P4.2: estimaciones MCO utilizando las 321 observaciones 1–321
Variable dependiente: P

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const -3,9605 5,19609 -0,7622 0,4465
A -0,211414 0,0469707 -4,5010 0,0000
S 0,241691 0,0299526 8,0691 0,0000
B 17,4113 2,64524 6,5821 0,0000
INC 35,7839 2,81746 12,7007 0,0000

Suma cuadrados residuos 186078 R2 0,688756

Interpreta el coeficiente que acompaña a la variable INC. ¿Tiene el signo esperado?

3. Contrasta la hipótesis del agente de que la puesta en marcha de la incineradora ha
podido influir en el precio de venta.

4. Comenta el gráfico de los residuos del Modelo P4.2. Compáralo con el gráfico de los
residuos del Modelo P4.1. ¿A qué crees que se debe la diferencia?
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TERCERA PARTE.

A continuación, el agente inmobiliario se cuestiona si el Modelo P4.2 recoge adecuada-
mente la influencia que ejerce la antigüedad de la vivienda sobre su precio de venta. La
siguiente tabla muestra los resultados de la estimación de un nuevo modelo propuesto por
el agente que incluye el término sq A que representa la variable antigüedad elevada al
cuadrado.
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Modelo P4.3: estimaciones MCO utilizando las 321 observaciones 1–321
Variable dependiente: P

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 12,9328 6,82615 1,8946 0,0591
A -0,698732 0,138937 -5,0291 0,0000
sq A 0,00328031 0,000882381 3,7176 0,0002
S 0,239566 0,0293684 8,1572 0,0000
B 12,0794 2,96337 4,0762 0,0001
INC 36,3296 2,76589 13,1349 0,0000

Suma cuadrados residuos 178257 R2 0,701838

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto y estimado por el agente.
¿En qué se diferencia del Modelo P4.2? ¿Qué se pretende recoger con la inclusión
del nuevo término sq A?

2. ¿Incumple este modelo alguna de las hipótesis básicas del modelo de regresión lineal
general?, ¿por qué?

3. ¿Cómo contrastaŕıas en el Modelo P4.3 la significativad de la variable antigüedad?
Explica con detalle la hipótesis nula, el estad́ıstico de contraste y la regla de decisión.
Lleva a cabo el contraste utilizando el fichero de datos practicaP4.gdt.

4. Si la antigüedad de la casa aumentara en un año manteniéndose constante el resto
de las caracteŕısticas, ¿cuál seŕıa la variación estimada en el precio medio de venta
de las viviendas? ¿Y si la casa tiene una antigüedad de 5 años? ¿Y si la casa tiene
una antigüedad de 50 años?

5. Con la información de que dispones, ¿estás de acuerdo con la afirmación del agente
inmobiliario de que la relación entre el precio de la vivienda y su antigüedad no es
lineal?

6. De acuerdo a tu respuesta en el apartado anterior, ¿qué modelo elegiŕıas para deter-
minar el precio de la vivienda? ¿Cuáles son los problemas que presentan los modelos
que no has elegido? Razona tu respuesta y explica cuáles son las propiedades de los
estimadores en los modelos que no has elegido.

7. Si, como agente inmobiliario, tuvieras que explicar a las autoridades locales tu
teoŕıa sobre la determinación de los precios de la vivienda en la zona, ¿qué aspectos
destacaŕıas de lo que has aprendido en este ejercicio y por qué?
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PRÁCTICA P5.

Una empresa encarga a su gerente el análisis de la evolución de sus ventas de aparatos
refrigeradores a lo largo de los últimos ocho años. Para realizar este estudio se dispone de
una muestra de datos trimestrales que abarcan el periodo comprendido desde el primer
trimestre del año 2001 hasta el último trimestre del año 2008 para las siguientes variables:

V : ventas de refrigeradores en miles de euros.

P : gasto realizado en publicidad en cientos de euros.

El siguiente cuadro muestra un extracto de los datos disponibles.

t 2001:1 2001:2 2001:3 2001:4 2002:1 . . . 2008:2 2008:3 2008:4

Vt 1317 1615 1662 1295 1271 . . . 1684 1764 1328
Pt 252,6 272,4 270,9 273,9 268,9 . . . 350,3 369,1 356,4

Con la muestra disponible, se han estimado los siguientes modelos de regresión:

V̂t

(σ̂β̂)

= 1160
(59,990)

+ 62, 125
(84,839)

dq1t + 307, 500
(84,839)

dq2t + 409, 750
(84,839)

dq3t (P5.1)

SCR = 806142 R2 = 0, 5318

V̂t

(σ̂β̂)

= 576, 937
(286,424)

+ 2, 772
(1,011)

Pt (P5.2)

SCR = 1377140 R2 = 0, 2001

V̂t

(σ̂β̂)

= 370, 164
(183,469)

+ 2, 773
(0,623)

Pt + 86, 080
(65,843)

dq1t + 328, 578
(65,793)

dq2t + 411, 345
(65,623)

dq3t (P5.3)

SCR = 465085 R2 = 0, 7298

V̂t

(σ̂β̂)

= 431, 890
(179,520)

+ 2, 706
(0,629)

Pt + 285, 319
(57,583)

dq2t + 368, 554
(57,594)

dq3t (P5.4)

SCR = 494526 R2 = 0, 7128

donde dq1, dq2, dq3, dq4 son variables ficticias estacionales que se definen como sigue:
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dq1t =

{
1 si t ∈ 1o trimestre
0 en otro caso

dq2t =

{
1 si t ∈ 2o trimestre
0 en otro caso

dq3t =

{
1 si t ∈ 3o trimestre
0 en otro caso

dq4t =

{
1 si t ∈ 4o trimestre
0 en otro caso

PRIMERA PARTE. Modelo P5.1

1. Escribe el modelo de regresión lineal que corresponde al Modelo P5.1. ¿Cuántas
variables explicativas hay en el modelo? Interpreta sus coeficientes.

2. ¿Presentan las ventas de refrigeradores comportamiento estacional?

3. ¿Cuáles son las ventas estimadas a lo largo de un año?

SEGUNDA PARTE. Modelo P5.3

1. Escribe el modelo de regresión que corresponde al Modelo P5.3. ¿En qué se diferencia
este modelo del Modelo P5.1 y del Modelo P5.2?

2. ¿Cuál es el orden de la matriz de datos del modelo? Escribe las cinco primeras filas
y la última de la matriz de datos.

3. Contrasta la significatividad individual y conjunta de las variables explicativas.

4. ¿Cuál seŕıa el incremento estimado en las ventas si aumentan los gastos en publicidad
en 100 euros?

5. ¿En cuánto estimas las ventas medias para los primeros trimestres? ¿Y si el gasto
en publicidad es de 1700 euros?

6. Calcula el intervalo de confianza del 95% para el coeficiente que acompaña a la
variable gasto en publicidad.

7. ¿Es posible que un aumento de un euro en la publicidad pueda aumentar las ventas
medias en 50 euros?

8. Si en un trimestre se gasta en publicidad 250 euros más que en el mismo trimestre
del año anterior, ¿cuál es la diferencia estimada en las ventas? ¿Y si es el primer
trimestre?

9. El gerente comenta que en el primer trimestre del año 2009 no va a invertir en
publicidad. Su asesor le indica que esta poĺıtica podŕıa tener como resultado no
vender nada. ¿Qué opinas al respecto?
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TERCERA PARTE. Modelo P5.4

1. ¿Cuál es la restricción que relaciona el Modelo P5.4 con el Modelo P5.3? ¿Qué sig-
nifica el cumplimiento de esta restricción?

2. Contrasta si la restricción del apartado anterior se cumple.

3. Estima las ventas medias del primer trimestre del año si el gasto realizado en pu-
blicidad es de 300 euros. ¿En cuánto estimaŕıas las ventas correspondientes a los
demás trimestres?

CUARTA PARTE.

En base a todos los resultados obtenidos, ¿cuál es el modelo más adecuado para de-
terminar las ventas de refigeradores de esta empresa? Razona tu respuesta en base a las
propiedades del estimador empleado.

PRÁCTICA P6.

El gerente de la empresa gallega “Dolfo” dedicada a la captura y venta al por menor de
marisco quiere analizar la evolución de sus ventas en función de algunas variables que cree
que pueden ser determinantes. Con este fin, construye una base de datos trimestrales que
abarca desde el primer trimestre de 1999 al tercer trimestre de 2004 para las siguientes
variables:

V : cantidad de marisco vendido por la empresa en miles de kilogramos.

M : precio medio de venta de marisco de la empresa en euros por kilogramo.

C: precio medio de venta de marisco de las empresas competidoras en euros por
kilogramo.

S: sueldo medio de los trabajadores de la localidad en cientos de euros.

PRIMERA PARTE.

La siguiente tabla proporciona los resultados obtenidos en la estimación de un modelo
de regresión lineal general para explicar las ventas de marisco en función del precio de
venta de la propia empresa, del precio medio de venta de las empresas competidoras y del
sueldo medio.
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Modelo P6.1: estimaciones MCO utilizando las 23 observaciones 1999:1–2004:3
Variable dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 33,7991 4,28653 7,8849 0,0000
M -0,2223 0,12618 -1,7618 0,0942
C 0,0249 0,05908 0,4229 0,6771
S 0,0129 0,00503 2,5770 0,0185

Suma cuadrados residuos 105,657 R2 0,911653

Matriz de covarianzas de los coeficientes

const M C S
18, 3744 −0, 439939 −0, 100117 0, 0149171 const

0, 0159228 −0, 00121894 −0, 000166764 M
0, 00349152 −0, 000266486 C

2, 53566e-05 S

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto.

2. Escribe la función de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados.

3. Escribe la expresión del coeficiente de determinación. Calcula su valor e interprétalo.

4. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas.

5. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas del modelo. ¿Te
parecen lógicos los resultados obtenidos?

6. Si el precio medio del marisco vendido por las empresas competidoras aumentase en
un euro, manteniendo el resto de las variables explicativas fijas, ¿seŕıa posible que
la empresa Dolfo vendiera al menos 175 kilos más?

7. Si el sueldo medio de la población disminuyera en 100 euros, manteniéndose el resto
de las variables explicativas constantes, ¿en cuántos kilos se estima que variaŕıa la
venta de marisco de la empresa?, ¿por qué?

8. El gerente cree que la variable renta media de los trabajadores de la localidad,
R, puede ser un factor determinante para explicar la venta de marisco. Escribe el
modelo de regresión lineal general que incluya esta variable junto con el resto de los
factores.

Teniendo en cuenta que la correlación muestral de la variable renta con la variable
sueldo medio es muy alta, corr(R, S) = rR,S = 0,98, ¿crees que el gerente puede
encontrarse con algún problema en la estimación del modelo?, ¿cuál?, ¿cuáles seŕıan
las propiedades de los estimadores empleados?



Prácticas de autoevaluación 57

9. Comenta el siguiente gráfico de los residuos del Modelo P6.1. ¿Crees que se podŕıa
incumplir alguna hipótesis básica del MRLG?
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SEGUNDA PARTE.

A la vista del gráfico de los residuos del Modelo P6.1, el gerente recuerda que desde
el tercer trimestre de 2000 hasta el cuarto trimestre de 2003 realizó una intensa campaña
publicitaria a favor de sus productos. Con el objeto de recoger la influencia de la publicidad
sobre sus ventas, define la variable PUB que toma valor 1 si en el trimestre t se ha hecho
publicidad y 0 en caso contrario.

La siguiente tabla muestra los resultados que se obtienen en la estimación de un modelo
de regresión lineal que incluye esta nueva variable junto con las anteriores.

Modelo P6.2: estimaciones MCO utilizando las 23 observaciones 1999:1–2004:3
Variable dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 31,0580 1,47311 21,0834 0,0000
PUB 4,2235 0,34863 12,1147 0,0000
M -0,2754 0,04307 -6,3954 0,0000
C 0,0687 0,02038 3,3720 0,0034
S 0,0103 0,00172 6,0018 0,0000

Suma cuadrados residuos 11,5427 R2 0,990348
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Matriz de covarianzas de los coeficientes

const PUB M C S
2, 17004 −0, 0788814 −0, 0497389 −0, 0123623 0, 00176931 const

0, 121546 −0, 00152991 0, 00125932 −7, 57169e-05 PUB
0, 00185540 −0, 000156414 −1, 82774e-05 M

0, 000415674 −3, 15144e-05 C
2, 97118e-06 S

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto. ¿Cuál es la diferencia con
respecto al Modelo P6.1?

2. Interpreta el coeficiente estimado de la variable PUB.

3. Con la información disponible, ¿se puede concluir que la campaña publicitaria ha
tenido un efecto positivo en las ventas?

4. ¿Qué puedes decir sobre la significatividad individual de la variable precio medio de
venta de marisco? Compara este resultado con el obtenido en el quinto apartado de
la Primera Parte. ¿A qué pueden ser debidos estos resultados?

5. ¿Existe evidencia en la muestra de que el gerente pueda contrarrestar una bajada
del precio de sus competidores con una disminución de sus precios en la misma
cuant́ıa?

6. Compara el gráfico de los residuos del Modelo P6.2 con el gráfico de los residuos del
del Modelo P6.1. ¿Qué conclusiones obtienes?
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7. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos hasta el momento, el gerente diseña una
campaña publicitaria para el último trimestre de 2004. Dados los siguientes valores
para las variables explicativas, ¿cuál es el volumen de ventas que estima conseguir?

M C S
30 euros 32 euros 25000 euros

TERCERA PARTE.

Como los datos de la muestra son trimestrales y la cantidad de marisco que se vende
en el último trimestre parece ser superior a la del resto del año, el gerente sospecha que la
estacionalidad es un factor importante para explicar las ventas y que debe, por lo tanto,
incluirse en la especificación del modelo.

1. Especifica detalladamente cómo modificaŕıas el Modelo P6.2 para recoger el efecto
estacional en las ventas de marisco.

2. Escribe las ocho primeras filas de la matriz de datos X correspondiente al modelo
que has especificado en el apartado anterior sustituyendo todos los valores conocidos.

3. Utilizando el fichero de datos practicaP6.gdt:

3.1. Contrasta la hipótesis del agente de que la estacionalidad influye sobre la can-
tidad de marisco vendida.

3.2. ¿Existe evidencia en la muestra de que solamente las ventas medias del último
trimestre son diferentes al las del resto de los trimestres?

4. En base a los resultados obtenidos hasta el momento ¿qué modelo propondŕıas para
determinar las ventas de marisco? Justifica tu respuesta.
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PRÁCTICA P7.

Se quieren analizar los factores determinantes de las ventas de una empresa que produce
silicona para la construcción. Para ello se cuenta con datos mensuales desde enero de 1983
hasta mayo de 1990 sobre las siguientes variables:

Q: cantidad de silicona vendida en miles de galones por mes.

P : precio del galón de silicona en dólares.

CC: casas comenzadas a construir en miles.

ICPP : ı́ndice combinado de construcción pública y privada.

PRIMERA PARTE.

Considera el siguiente modelo de regresión lineal en el que se supone que la cantidad
vendida de silicona depende sólo del precio:

Qt = β1 + β2 Pt + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1983:1, 1983:2, . . . , 1990:5. (P7.1)

1. En base a la siguiente información muestral, estima los coeficientes del modelo (P7.1)
y escribe la función de regresión muestral.

∑
Qt = 225, 3035

∑
(Pt − P )2 = 198, 06658

∑
Pt = 801, 1691∑

P 2
t = 7407, 915

∑
(Qt −Q)2 = 217, 897462

∑
Q2

t = 785, 789900

89∑
t=1

Qt Pt = 1953, 550

89∑
t=1

(Qt −Q)(Pt − P ) = −75, 48641649

2. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable precio. ¿Tiene el signo
esperado?

3. Propón un estimador insesgado para la varianza de las perturbaciones y calcula su
estimación con la información muestral disponible.

4. ¿Existe evidencia en la muestra de que la variable precio influye negativamente en
la cantidad media de silicona vendida?

5. ¿Qué hipótesis básicas del modelo de regresión lineal general son necesarias para
que se cumpla el Teorema de Gauss-Markov?
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6. El dueño de la empresa quiere aumentar sus ventas y para ello pone en práctica
una poĺıtica de bajada de precios. Piensa que si en junio de 1990 fija el precio de la
silicona en 9,5 dólares por galón alcanzará unas ventas ese mes de 3500 galones. En
base a la información disponible, ¿crees que el dueño está en lo cierto?

SEGUNDA PARTE.

Considerando que, además del precio, las ventas de silicona pueden depender del
número de casas que se van a comenzar a construir y del ı́ndice combinado de construcción
pública y privada, se estima un modelo de regresión que incluye estas variables con los
siguientes resultados:

Modelo P7.2: estimaciones MCO utilizando las 89 observaciones 1983:01–1990:05
Variable dependiente: Q

Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const −1,0331 1,64879 −0,6266 0,5326
P −0,326389 0,0959225 −3,4026 0,0010
CC 0,0228171 0,00491616 4,6412 0,0000
ICPP 0,223760 0,00813253 2,7514 0,0073

Suma cuadrados residuos 140,69 R2 0,346945

Matriz de covarianzas de los coeficientes

const P CC ICPP
2,71850 −0,0767027 −0,00448977 −0,00917623 const

0,00920113 0,000104349 −0,00013221 P
0,000024 0,0000019 CC

0,000066138 ICPP

1. Escribe el modelo de regresión lineal general que corresponde al Modelo P7.2.

2. Las nuevas variables explicativas incluidas en el modelo, CC y ICCP , ¿son indivi-
dualmente significativas? ¿Y conjuntamente? ¿Observas alguna contradicción en los
resultados obtenidos?

3. Dados los resultados obtenidos, ¿se puede afirmar que el estimador MCO del coefi-
ciente β2 en el Modelo P7.1 es el de varianza mı́nima? Justifica detalladamente tu
propuesta.

4. Si en el próximo mes el precio bajara en un dólar, el número de casas comenzadas
a construir aumentara en 500 unidades y el ı́ndice ICPP se incrementara en veinte
unidades, ¿en cuánto estimas que incrementaŕıa la venta de silicona?



62 Prácticas de autoevaluación

TERCERA PARTE.

El dueño de la empresa estima el siguiente modelo de regresión lineal porque cree que
es el apropiado para la determinación de las ventas de silicona, donde el término sq P
significa la variable precio al cuadrado:

Modelo P7.3: estimaciones MCO utilizando las 89 observaciones 1983:01–1990:05
Variable dependiente: Q

Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const −0,197276 4,17528 −0,0472 0,9624
P −0,497857 0,792009 −0,6286 0,5313
sq P 0,00828892 0,0380014 0,2181 0,8279
CC 0,0228098 0,00494405 4,6136 0,0000
ICPP 0,0224988 0,00819782 2,7445 0,0074

Suma cuadrados residuos 140,6150 R2 0,347315

1. Escribe el modelo de regresión lineal teórico que corresponde al Modelo P7.3. ¿En
qué se diferencia el Modelo P7.3 del Modelo P7.2? Expĺıcalo detalladamente.

2. ¿Cumple el Modelo P7.3 las hipótesis básicas del modelo de regresión lineal general?

3. Según el Modelo P7.3, ¿cuál es el efecto marginal estimado de un incremento unitario
en el precio sobre las ventas, ceteris paribus? ¿Y si el precio es de 5 dólares? ¿Y si
es de 12 dólares?

4. ¿Existe evidencia en la muestra que apoye la hipótesis del dueño acerca de la forma
funcional para la relación entre la cantidad vendida y el precio recogida en el Modelo
P7.3?

CUARTA PARTE.

Como los datos son mensuales y las ventas de silicona parecen presentar compor-
tamiento estacional, se definen las siguientes variables ficticias estacionales, dmit, i =
1, 2, . . . , 12 :

dmit =

{
1 si t ∈ mes i
0 en otro caso

La siguiente tabla muestra los resultados de la estimación de un modelo de regresión
en el que se incluyen además de las variables consideradas en los modelos anteriores, las
variables ficticias definidas arriba.
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Modelo P7.4: estimaciones MCO utilizando las 89 observaciones 1983:01–1990:05
Variable dependiente: Q

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const -0,897081 2,12126 -0,4229 0,6736
P -0,266946 0,101948 -2,6185 0,0107
CC 0,0213323 0,00919383 2,3203 0,0231
ICPP 0,0187688 0,00878573 2,1363 0,0360
dm1 -0,309257 0,655500 -0,4718 0,6385
dm2 0,0507874 0,657504 0,0772 0,9386
dm3 0,00704305 0,723664 0,0097 0,9923
dm4 -0,278333 0,813952 -0,3420 0,7334
dm5 0,678127 0,845657 0,8019 0,4252
dm6 -0,916889 0,909544 -1,0081 0,3167
dm7 -0,130321 0,835786 -0,1559 0,8765
dm8 1,26451 0,824631 1,5334 0,1294
dm9 0,566385 0,780856 0,7253 0,4705
dm10 0,251659 0,818026 0,3076 0,7592
dm11 -0,175507 0,699423 -0,2509 0,8026

Suma cuadrados residuos 117,217 R2 0,455918

1. Escribe el modelo de regresión teórico que corresponde al Modelo P7.4. ¿En qué se
diferencia del Modelo P7.2? Expĺıcalo detalladamente.

2. Interpreta los coeficientes estimados −0, 897081 y 0, 251659.

3. ¿Las ventas de silicona presentan, ceteris paribus, comportamiento estacional?

4. De todos los modelos que se han estimado hasta el momento, ¿cuál consideras que
es el más apropiado para representar la determinación de las ventas de silicona?
Razónalo.
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PRÁCTICA P8.

La compañ́ıa SXF de New Orleans desea estudiar cómo se determinan los salarios de sus
empleados en función de las caracteŕısticas de los trabajadores, con el objetivo de respon-
der a las reivindaciones de los sindicatos que denuncian la existencia de discriminación
salarial por razones de género.

Para ello cuenta con datos de 49 trabajadores sobre sus salarios mensuales (S, en
dólares) y algunas de sus caracteŕısticas principales como son:

ED: educación medida en número de años de educación por encima de la educación
obligatoria.

EX: experiencia medida en número de años en la empresa.

Género: hombre o mujer.

Se especifica un modelo de regresión lineal para determinar los salarios en función de
la educación, la experiencia y el género que se estima por Mı́nimos Cuadrados Ordinarios.
Los resultados de esta estimación se recogen en la siguiente tabla.

Modelo P8.1: estimaciones MCO utilizando las 49 observaciones 1–49
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 434,821 258,871 1,6797 0,0999
ED 133,551 31,5081 4,2386 0,0001
EX 34,4543 12,1316 2,8401 0,0067
HB 470,460 144,870 3,2475 0,0022

Suma cuadrados residuos 11089355 R2 0,450263

donde HB es una variable que toma el valor 1 para los hombres y 0 para las mujeres.

PRIMERA PARTE.

1. Escribe el modelo de regresión lineal y la recta de regresión muestral correspon-
dientes al Modelo P8.1.

2. Interpreta los coeficientes estimados 34,4543 y 470,460.

3. Escribe la expresión del coeficiente de determinación e interpreta la bondad de ajuste
del modelo.

4. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas del modelo.

5. ¿Existe discriminación salarial por razones de género?
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SEGUNDA PARTE.

La dirección de la empresa no está conforme con las conclusiones que se obtienen a
partir de la estimación del Modelo P8.1. Cree que a la hora de determinar el salario no
se ha tenido en cuenta una variable fundamental como es el tipo de ocupación de cada
empleado. En particular en esta empresa, hay que distinguir entre empleados de taller,
mantenimiento, administrativos y técnicos.

Los resultados de la estimación del modelo de regresión añadiendo la variable ocu-
pación a las ya consideradas en el Modelo P8.1 son los siguientes:

Modelo P8.2: estimaciones MCO utilizando las 49 observaciones 1–49
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 502,034 239,845 2,0932 0,0424
ED 63,9771 26,9073 2,3777 0,0221
EX 29,2516 9,57726 3,0543 0,0039
HB 528,154 151,238 3,4922 0,0011
ADM 248,672 212,599 1,1697 0,2487
TAL 382,987 164,408 2,3295 0,0247
TEC 1110,05 203,871 5,4449 0,0000

Suma cuadrados residuos 5620313 R2 0,721382

donde:

ADMi =

{
1 si i ∈ administrativo
0 en otro caso

TALi =

{
1 si i ∈ taller
0 en otro caso

TECi =

{
1 si i ∈ técnico
0 en otro caso

MANi =

{
1 si i ∈ mantenimiento
0 en otro caso

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto y explica detalladamente
cómo se ha incluido la variable explicativa ocupación en el mismo.

2. ¿Tiene razón la empresa cuando afirma que la ocupación es una variable significativa
en la determinación de los salarios?

3. Según la conclusión obtenida en el apartado anterior, ¿cuáles son las propiedades de
los estimadores MCO en el Modelo P8.1? ¿Te puedes fiar de los contrastes realizados
en la Primera Parte del ejercicio? ¿Existe, por tanto, discriminación salarial por
razones de género?

4. Dados los resultados de la estimación del Modelo P8.2, ¿cuál es la diferencia salarial
estimada entre dos administrativas con el mismo nivel de educación si la experiencia
de una de ellas es de 3 años y la de la otra es de 4 años?
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5. La mayor diferencia de salarios, a igualdad de condiciones, se produce entre técnicos
y empleados de mantenimiento. La empresa se comprometió el año anterior a que
esta diferencia no fuera superior a mil dólares. Dados los resultados de la estimación
del Modelo P8.2, ¿ha cumplido la empresa su promesa?

TERCERA PARTE.

Un experto de los sindicatos indica que no sólo existe discriminación salarial debida
al género porque, a igualdad de condiciones, las mujeres ganan en media menos que los
hombres, sino también porque por cada año más de experiencia se le paga más a un
hombre que a una mujer. Para demostrar su teoŕıa, los sindicatos presentan a la dirección
de la empresa los resultados de la estimación del siguiente modelo:

Modelo P8.3: estimaciones MCO utilizando las 49 observaciones 1–49
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 739,825 240,696 3,0737 0,0038
ED 67,1281 25,1391 2,6703 0,0108
EX -8,1917 16,5544 -0,4948 0,6234
HB 52,1988 226,481 0,2305 0,8189
ADM 237,551 198,455 1,1970 0,2382
TAL 446,348 155,238 2,8752 0,0064
TEC 1301,35 203,149 6,4059 0,0000
EX ×HB 53,7363 19,9972 2,6872 0,0104

Suma cuadrados residuos 4778683 R2 0,763104

donde:

EXi ×HBi =

{
EXi si i ∈ hombre

0 en otro caso

1. Escribe el modelo de regresión lineal correspondiente al Modelo P8.3. ¿Cumple las
hipótesis básicas del modelo de regresión lineal? En particular, ¿cumple la hipótesis
de linealidad?

2. En igualdad de condiciones, ¿cuál es la diferencia salarial estimada entre un hombre
y una mujer?

3. ¿Cuál es el incremento estimado en el salario por un año más de experiencia, man-
teniendo fijas el resto de las variables?

4. Interpreta el coeficiente estimado 53,7363.
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5. ¿Existe evidencia en la muestra que apoye la hipótesis de los sindicatos: un año más
de experiencia se valora de forma diferente a un hombre y a una mujer?

6. Utilizando los datos del fichero practicaP8.gdt, contrasta si existe o no discriminación
salarial por razones de género en la empresa SXF.

7. En el siguiente gráfico se representan los residuos del Modelo P8.3 frente a la variable
experiencia. Comentálo. ¿Crees que se podŕıa incumplir alguna hipótesis básica del
MRLG?
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PRÁCTICA P9.

Un agente inmobiliario quiere analizar los factores que influyen en el precio de las
viviendas en Bilbao. Para ello dispone de una muestra correspondiente a 265 viviendas
sobre las siguientes variables:

P : precio de venta de la vivienda en miles de euros.

H: número de habitaciones.

B: número de baños.

S: superficie de la vivienda en metros cuadrados.

PRIMERA PARTE.

En la siguiente tabla se resumen los resultados de la estimación de un modelo de
regresión lineal general para determinar el precio de la vivienda:
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Modelo P9.1: estimaciones MCO utilizando las 265 observaciones 1–265
Variable dependiente: P

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const -10,968 14,249 -0,769 0,442
H 0,655 2,660 0,246 0,805
B 17,134 3,672 4,665 0,000
S 0,304 0,041 7,354 0,000

Suma cuadrados residuos 234507 R2 0,47943

Matriz de covarianzas de los coeficientes

const H B S
203,059 -33,3136 8,66392 0,00105675 const

7,07734 -3,84501 -0,0226378 H
13,4856 -0,0777654 B

0,00170926 S

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto por el agente inmobiliario y
la recta de regresión muestral.

2. Manteniéndose el resto de las caracteŕısticas de la vivienda constantes, ¿en cuántos
euros se estima el valor de un metro cuadrado adicional?, ¿por qué?

3. Escribe la expresión del coeficiente de determinación. ¿Cuál es su valor? Interprétalo.

4. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas.

5. Contrasta la significatividad individual de la variable número de habitaciones.

6. Dadas las variables explicativas incluidas en el modelo, explica razonadamente a
qué puede ser debido el resultado del apartado anterior.

7. ¿Existe evidencia en la muestra de que, ceteris paribus, se estaba dispuesto a pagar
20000 euros por un baño adicional?

8. En base a la recta de regresión muestral, ¿cuánto costaba un piso de 100 m2 con
cuatro habitaciones y dos baños?

9. Un amigo tuyo se compró un piso de las caracteŕısticas señaladas en el apartado
anterior y pagó por él 75000 euros. ¿Cómo le convenceŕıas de que no le engañaron?

10. La muestra disponible cuenta con precios de viviendas correspondientes a tres zonas
de Bilbao: las primeras 90 observaciones corresponden a viviendas ubicadas en la
zona este, las siguientes 87 observaciones a casas situadas en la zona centro y las
restantes 88 se encuentran en la zona oeste.
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Teniendo en cuenta toda la información de que dispones, comenta el siguiente gráfico
de los residuos del Modelo P9.1. ¿Crees que se podŕıa incumplir alguna hipótesis
básica del MRLG?
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Residuos de la regresión (= priceM observada - ajustada)

SEGUNDA PARTE.

Dadas las caracteŕısiticas de la muestra y los resultados obtenidos en la Primera Parte,
el agente inmobiliario mantiene la teoŕıa de que existen diferencias en el precio de las
viviendas según sea su localización. En la siguiente tabla se presentan los resultados de la
estimación de un modelo de regresión que incluye la variable explicativa localización.

Modelo P9.2: estimaciones MCO utilizando las 265 observaciones 1–265
Variable dependiente: P

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 24,510 11,522 2,127 0,034
H 1,919 2,086 0,919 0,358
B 16,414 2,902 5,654 0,000
S 0,227 0,032 6,894 0,000
O -43,851 3,630 -12,077 0,000
E -37,114 3,617 -10,259 0,000

Suma cuadrados residuos 141896 R2 0,685011
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Matriz de covarianzas de los coeficientes

const H B S O E
132,76 -20,25 4,58 -0,011 -10,8524 -5,063 const

4,35 -2,27 -0,014 -0,104 -0,64 H
8,42 -0,048 0,78 -0,83 B

0,00108 0,015 0,024 S
13,18 6,64 O

13,08 E

donde O es una variable que toma valor 1 si la vivienda está en la zona oeste y 0 en otro
caso y la variable E toma valor 1 si la vivienda está en la zona este y 0 en otro caso.

1. Escribe el modelo de regresión lineal propuesto y estimado por el agente inmobi-
liario. Explica detalladamente cómo se ha introducido la nueva variable explicativa
localización en este modelo.

2. ¿Qué valores toman las variables E y O para la primera observación de la muestra?,
¿y para la centésima?, ¿y para la última?

3. Escribe la recta de regresión muestral.

4. Interpreta los coeficientes estimados -43,851 y -37,114.

5. Contrasta la hipótesis del agente inmobiliario de que la localización influye en el
precio de venta.

6. Comenta el gráfico de los residuos del Modelo P9.2. Compáralo con el gráfico de los
residuos del Modelo P9.1.
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Residuos de la regresión (= priceM observada - ajustada)

¿A qué crees que se debe la diferencia?
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7. Dados los resultados de la estimación del Modelo P9.2 y tras observar con dete-
nimiento el gráfico de los residuos del Modelo P9.1, el agente sospecha que existe
diferencia de precio debido a la localización, pero que esta diferencia sólo se observa
entre los pisos de la zona centro y el resto.

Basándote en la información de la que dispones, ¿tiene razón este agente?

8. Dada la conclusión que has obtenido en el apartado anterior, ¿propondŕıas un mo-
delo alternativo para la determinación del precio? Justifica tu respuesta.

TERCERA PARTE.

Supongamos que el agente ha concluido que la variable localización sólo distingue
entre la zona centro y la periferia (zonas este y oeste juntas). A pesar de todo, el agente
inmobiliario se sigue cuestionando si el modelo recoge adecuadamente la influencia que
ejerce la localización de la vivienda sobre su precio de venta.

La siguiente tabla muestra los resultados de la estimación del nuevo modelo que pro-
pone el agente.

Modelo P9.3: estimaciones MCO utilizando las 265 observaciones 1–265
Variable dependiente: P

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p

const 3,826 13,866 0,276 0,782
H 2,468 2,078 1,187 0,236
B 17,275 2,859 6,041 0,000
S 0,297 0,046 6,359 0,000
periferia -17,029 10,960 -1,553 0,121
periferia×S -0,114 0,051 -2,230 0,026

Suma cuadrados residuos 141100 R2 0,686779

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto. ¿En qué se diferencia del
modelo que has propuesto en el último apartado de la Segunda Parte? ¿Qué se
pretende recoger con la inclusión del nuevo término (periferia ×S)?

2. Si la superficie de la casa aumentara en un metro cuadrado, manteniéndose fijas el
resto de las caracteŕısticas, ¿en cuánto estimaŕıas la variación del precio medio de
venta de las viviendas?, ¿y si la casa está en la zona centro?, ¿y si la casa está en la
zona oeste?

3. Contrasta la significativad de la variable localización en el Modelo P9.3.
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4. Con la información de que dispones, ¿crees que un metro cuadrado adicional cuesta,
ceteris paribus, lo mismo en la zona centro que en la periferia?

5. De acuerdo a tu respuesta en el apartado anterior, ¿qué modelo elegiŕıas para de-
terminar el precio de la vivienda?, ¿por qué? ¿Cuáles son los problemas que presen-
tan los modelos que no has elegido? Razona tu respuesta y explica cuáles son las
propiedades de los estimadores en los modelos que no has elegido.

PRÁCTICA P10.

El dueño de un restaurante italiano que sirve a domicilio desea analizar el consumo
anual de pizza de los residentes de su área (C, en euros) en función de las siguientes
variables explicativas:

R: renta anual en miles de euros.

E: edad en años por encima de la mayoŕıa de edad (18 años).

Género: hombre o mujer.

Nivel máximo de estudios: sin estudios, estudios primarios, estudios secundarios y
estudios universitarios.

Se ha realizado una encuesta a 40 de los residentes en la zona, algunos de cuyos resultados
se recogen en el siguiente cuadro.

Obs. Ci Ri Ei Género Nivel de Estudios

1 109 15 27 Mujer Sin Estudios
2 0 30 2 Mujer Sin Estudios
3 0 12 10 Mujer Sin Estudios
4 108 20 7 Mujer Sin Estudios
5 220 15 17 Mujer Estudios Primarios
6 189 30 22 Mujer Estudios Primarios
7 64 12 4 Mujer Estudios Primarios
8 262 12 12 Mujer Estudios Primarios
9 64 28 3 Mujer Estudios Primarios
10 35 22 22 Mujer Estudios Secundarios
11 94 44 3 Mujer Estudios Secundarios
12 71 10 27 Mujer Estudios Secundarios
13 403 22 18 Mujer Estudios Universitarios
...

...
...

...
...

...
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PRIMERA PARTE.

El experto contratado por el dueño para realizar el estudio comienza estimando un
modelo de regresión lineal simple del consumo en función de la renta:

Ci = β1 + β2 Ri + ui i = 1, . . . , 40. (P10.1)

Empleando la siguiente información muestral,

40∑
i=1

Ci = 7662
40∑
i=1

Ri = 17170
40∑
i=1

(Ci − C̄)2 = 947651, 9

40∑
i=1

(Ri − R̄)2 = 6041478

40∑
i=1

CiRi = 4169550

40∑
i=1

(Ci − C̄)(Ri − R̄) = 880636, 5

1. Estima los coeficientes del modelo (P10.1) y escribe la recta de regresión muestral.

2. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable renta.

3. Calcula el coeficiente de correlación muestral entre el consumo y la renta. ¿Qué relación
tiene con el coeficiente de determinación? Calcula este último e interprétalo.

4. ¿Qué hipótesis básicas del modelo de regresión lineal son necesarias para que el
estimador MCO sea insesgado?

5. Considera el siguiente modelo de regresión lineal simple:

Ri = α1 + α2 Ci + vi i = 1, . . . , 40. (P10.2)

5.1. ¿Qué diferencia existe entre los Modelos P10.1 y P10.2?

5.2. ¿Coincide la estimación de α2 con la de β2? ¿Por qué?

5.3. ¿Qué relación existe entre los coeficientes de determinación de los Modelos
P10.1 y P10.2? ¿Por qué?

SEGUNDA PARTE.

En una segunda etapa el experto decide utilizar toda la información para estimar un
modelo para el consumo, incluyendo todas las variables explicativas de que dispone. La
siguiente tabla presenta los resutados obtenidos en la estimación del modelo.
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Modelo P10.3: estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1–40
Variable dependiente: C

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 280,735 39,0137 7,196 0,0000
R 0,283674 0,0428834 6,6150 0,0000
E -8,8409 1,49434 -5,9163 0,0000
M -181,85 25,8175 -7,0438 0,0000
EP 73,1179 37,1903 1,9661 0,0578
ES -6,4715 40,2046 -0,1610 0,8731
EU -48,752 59,1766 -0,8238 0,4159

Suma cuadrados residuos 215476,3 R2 0,772621

donde:

M toma el valor 1 cuando el cliente es una mujer y 0 si es un hombre;

EP toma el valor 1 cuando el cliente tiene como máximo estudios primarios y 0 en
otro caso;

ES toma el valor 1 cuando el cliente tiene como máximo estudios secundarios y 0
en otro caso y

EU toma el valor 1 cuando el cliente tiene como máximo estudios universitarios y
0 en otro caso.

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto (Modelo P10.3). Explica
brevemente cómo ha sido especificado: ¿cuántas variables explicativas hay?, ¿cuáles
son?

2. Escribe la función de regresión muestral e interpreta los coeficientes estimados.

3. Si se conociera la recta de regresión poblacional, ¿coindiŕıa con la recta de regresión
muestral?

4. Interpreta la suma de coeficientes estimados (280, 735− 181, 85).

5. ¿Cuál es el consumo estimado de una universitaria según el Modelo P10.3?

6. Contrasta la significatividad individual de la variable explicativa género.

7. Dada la muestra disponible, ¿es razonable concluir que las mujeres consumen 200
euros menos de pizza que los hombres, ceteris paribus?

8. Contrasta la significatividad individual de la variable explicativa nivel de estudios
utilizando el fichero de datos practicaP10.gdt.
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TERCERA PARTE.

El experto opina que, ante incrementos de la renta, la propensión marginal a consumir
pizza es menor para las mujeres que para los hombres.

Hipótesis de trabajo:

El efecto de un incremento de la renta sobre el consumo de pizza depende del
género.

La siguiente tabla recoge los resultados de la estimación de un modelo de regresión
lineal que contempla esta hipótesis de trabajo.

Modelo P10.4: estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1–40
Variable dependiente: C

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 236,640 41,8363 5,656 0,0000
R 0,395667 0,0645538 6,1293 0,0000
E -8,9736 1,41315 -6,3501 0,0000
M -115,72 38,4135 -3,0126 0,0050
EP 71,7391 35,1439 2,0413 0,0495
ES -11,153 38,0446 -0,2932 0,7713
EU -56,106 56,0092 -1,0017 0,3240
R×M -0,152513 0,0684368 -2,2285 0,0330

Suma cuadrados residuos 186527,9 R2 0,803168

1. Escribe el modelo de regresión propuesto. ¿Cumple las hipótesis básicas del MRLG?

2. Escribe las diez primeras filas de la matriz de datos X para el modelo estimado.

3. Si en la muestra se dispusiera sólo de estas diez primeras observaciones, ¿qué resul-
tados se obtendŕıan?

4. ¿Cuál es el efecto sobre el consumo medio de un incremento de 1000 euros en la
renta, ceteris paribus? ¿Existe evidencia muestral de que sea constante?

5. ¿Cuál es el consumo estimado de una universitaria?

6. Contrasta si la variable explicativa renta es significativa utilizando el fichero de datos
practicaP10.gdt.
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CUARTA PARTE.

Es razonable suponer que conforme un individuo tiene más edad su propensión marginal
a consumir pizza es menor, es decir, va a dedicar menos parte de esa renta extra en au-
mentar su consumo de pizza.

Hipótesis de trabajo:

El efecto de un incremento de la renta sobre el consumo de pizza depende de
la edad del individuo.

1. Especifica un modelo que sea capaz de recoger este efecto interacción entre las
variables renta y edad.

1.1. ¿Cuál es el incremento esperado, ceteris paribus, en el consumo de pizza de
un individuo si su renta anual aumenta en 500 euros? ¿Y si aumenta en 1000
euros?

1.2. ¿Cuál es el incremento esperado, ceteris paribus, en el consumo de pizza de un
individuo de 20 años si su renta anual aumenta en 1000 euros? ¿Y si tiene 40
años?

2. Estima el modelo que hayas propuesto por MCO utilizando el fichero de datos
practicaP10.gdt y escribe la recta de regresión muestral.

2.1. ¿Cuál es el incremento estimado, ceteris paribus, en el consumo de pizza de
un individuo si su renta anual aumenta en 500 euros? ¿Y si aumenta en 1000
euros?

2.2. ¿Cuál es el incremento estimado, ceteris paribus, en el consumo de pizza de un
individuo de 20 años si su renta anual aumenta en 1000 euros? ¿Y si tiene 40
años?

3. Contrasta la hipótesis de trabajo planteada.

4. Contrasta la significatividad de la variable explicativa renta.

QUINTA PARTE.

Es razonable suponer que conforme aumenta el nivel de renta del individuo su propen-
sión marginal a consumir pizza disminuye.

Hipótesis de trabajo:

El efecto de un incremento de la renta sobre el consumo de pizza depende del
nivel de renta del individuo.
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1. Especifica un modelo que sea capaz de recoger el efecto económico que plantea la
hipótesis de trabajo.

2. Según el modelo especificado en el apartado anterior, ¿cuál es el incremento espera-
do, ceteris paribus, en el consumo de pizza de un individuo si su renta aumenta en
1000 euros? ¿Es constante?

3. Estima el modelo que hayas propuesto por MCO utilizando el fichero de datos
practicaP10.gdt y escribe la recta de regresión muestral.

4. Contrasta la hipótesis de trabajo planteada.

5. Contrasta la significatividad de la variable explicativa renta.

PRÁCTICA P11.

El Ministerio de Sanidad quiere analizar los determinantes del consumo de tabaco en
Turqúıa con datos anuales desde 1960 hasta 1988 (ambos incluidos) sobre las siguientes
variables:

C: consumo de cigarrillos por adulto en kilos.

R: renta real per capita en liras turcas.

P : precio real de los cigarrillos en liras turcas por kilo.

PRIMERA PARTE.

Se formula el siguiente modelo de regresión lineal en el que el consumo de cigarrillos
depende de su precio y de la renta per capita:

logCt = β1 + β2 logPt + β3 logRt + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1960, . . . , 1988. (P11.1)

1. ¿Cumple el Podelo P11.1 las hipótesis básicas del modelo de regresión lineal general?

2. Escribe la recta de regresión poblacional e interpreta los coeficientes que acompañan
a las variables explicativas.

3. Escribe la matrices X,X ′X yX ′Y en función de la variable explicada y las variables
explicativas del Modelo P11.1.
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4. La estimación MCO del Modelo P11.1 con la muestra disponible proporciona los
siguientes resultados ( l X = logX ):

Modelo P11.1: estimaciones MCO, usando las 29 observaciones 1960–1988
Variable dependiente: l C

Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p
const −4,58987 0,724913 −6,3316 0,0000
l P −0,485683 0,101394 −4,7900 0,0001
l R 0,688498 0,0947276 7,2682 0,0000

Suma cuadrados residuos 0,094911 R2 0,712058

Escribe la recta de regresión muestral.

5. ¿Existe evidencia en la muestra de que el precio influye en el consumo medio de
tabaco?

6. ¿Qué hipótesis básicas del modelo de regresión lineal general son necesarias para
que el contraste realizado en el apartado anterior sea válido?

7. El siguiente gráfico muestra los residuos de la estimación del Modelo P11.1. Comenta
los resultados obtenidos. ¿A qué pueden ser debidos?
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SEGUNDA PARTE.

A partir de 1982, en Turqúıa se comenzaron a hacer públicos los anuncios del depar-
tamento de Sanidad avisando sobre los peligros de fumar para la salud. Además, en 1986
uno de los principales periódicos de tirada nacional lanzó una fuerte campaña antitabaco.

Se estima un modelo que quiere tener en cuenta la influencia de estas dos poĺıticas
antitabaco en el consumo de cigarrillos con los siguientes resultados:



Prácticas de autoevaluación 79

Modelo P11.2: estimaciones MCO utilizando las 29 observaciones 1960–1988
Variable dependiente: l C

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const −4,22729 0,515213 −8,2049 0,0000
l P −0,213012 0,0863821 −2,4659 0,0212
l R 0,626370 0,0678141 9,2366 0,0000
D82 −0,101307 0,0258239 −3,9230 0,0006
D86 −0,100729 0,0360802 −2,7918 0,0101

Suma cuadrados residuos 0,040520 R2 0,877069

donde D82 toma el valor 1 para las observaciones de 1982 en adelante y 0 para el resto,
y D86 toma el valor 1 para las observaciones de 1986 en adelante y 0 para el resto.

1. Escribe el modelo de regresión que corresponde al Modelo P11.2. ¿En qué se dife-
rencia del Modelo P11.1? Expĺıcalo detalladamente.

2. ¿Cuál es el consumo promedio de cigarrillos en el periodo 1960-1981? ¿Y en el
periodo 1982-1985? ¿Y en el periodo 1986-1988?

3. Interpreta los coeficientes estimados de las variables D82 y D86.

4. ¿Ha sido efectiva cada una de las poĺıticas antitabaco implantada en Turqúıa?

5. El siguiente gráfico muestra los residuos de la estimación del Modelo P11.2. Comenta
los resultados y comparálos con los obtenidos en la estimación del Modelo P11.1.
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6. Vistos los resultados obtenidos hasta ahora, ¿qué modelo utilizaŕıas para la deter-
minación del consumo de tabaco? ¿Por qué?
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TERCERA PARTE.

Un investigador piensa que el efecto de las campañas publicitarias sobre el consumo
de tabaco es más complejo que el reflejado en el Modelo P11.2. Concretamente, sospecha
que existe cambio estructural, es decir, que las elasticidades renta y precio son diferentes
en cada uno de los periodos de la muestra:

Sin campaña: 1960-1981.

Campaña de Sanidad: 1982-1985.

Campaña de Sanidad y del periódico: 1986-1988.

La siguiente tabla muestra los resultados de la estimación de un modelo de regresión
lineal que contempla la hipótesis de trabajo del investigador.

Modelo P11.3: estimaciones MCO utilizando las 29 observaciones 1960–1988
Variable dependiente: l C

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const −5,02489 0,462283 −10,8697 0,0000
l P −0,381857 0,0882174 −4,3286 0,0003
l R 0,735837 0,0620130 11,8659 0,0000
D82 23,3924 5,23205 4,4710 0,0002
D86 −36,2588 12,1341 −2,9882 0,0073
l P ×D82 0,416367 0,193047 2,1568 0,0434
l P ×D86 −0,236248 0,243390 −0,9707 0,3433
l R×D82 −2,80248 0,623550 −4,4944 0,0002
l R×D86 4,25135 1,43051 2,9719 0,0075

Suma cuadrados residuos 0,016601 R2 0,949634

1. Escribe el modelo de regresión lineal general y la función de regresión muestral
correspondientes al Modelo P11.3. Explica detalladamente la especificación de este
modelo.

2. ¿Cuál es el consumo promedio de cigarrillos en el periodo 1960-1981? ¿Y en el
periodo 1982-1985? ¿Y en el periodo 1986-1988?

3. Estima la elasticidad renta para los distintos periodos de la muestra: sin campaña,
con una campaña, con dos campañas. ¿Es constante en los tres periodos?

4. Interpreta los coeficientes -2,80248 y 4,25135.

5. ¿Qué modelo consideras más adecuado para representar la determinación del con-
sumo de cigarrillos, el Modelo P11.3 o el Modelo P11.2? Razónalo.
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PRÁCTICA P12.

El gerente de una empresa dedicada a la producción y venta de txakoli con Eusko Label
quiere analizar la evolución de sus ventas en función de algunas variables que cree rele-
vantes como son los precios y los gastos en publicidad. Para ello recoge datos trimestrales
desde el primer trimestre de 1989 hasta el último trimestre de 2010 para las siguientes
variables:

V : número de botellas de txakoli vendidas por la empresa.

P : precio medio en euros de la botella de txakoli vendida por la empresa.

C: precio medio en euros de la botella de txakoli vendida por las empresas com-
petidoras.

GP : gastos en publicidad medidos en euros.

PRIMERA PARTE.

La siguiente tabla muestra los resultados de la estimación de un modelo de regresión
lineal que determina las ventas de txakoli en función de las tres variables explicativas
mencionadas anteriormente.

Modelo P12.1: estimaciones MCO utilizando las 88 observaciones 1989:1–2010:4
Variable dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 304,430 173,557 1,7541 0,0831
P −1,41396 0,983204 −1,4381 0,1541
C 2,56275 0,798534 3,2093 0,0019
GP 0,743241 0,0757153 9,8163 0,0000

Suma cuadrados residuos 96083,63 R2 0,994851

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto por el gerente.

2. Escribe la función de regresión muestral.

3. Interpreta los coeficientes estimados de las variables relacionadas con los precios, P
y C. ¿Tienen el signo esperado?

4. Escribe la expresión del coeficiente de determinación junto con su valor. Interprétalo.

5. El siguiente cuadro muestra las primeras observaciones de la muestra disponible.
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Año Vt Pt Ct GPt

1989:1 1800,5 44,7 24,5 1990,6
1989:2 1807,5 45,0 23,9 2020,1
1989:3 1824,7 44,5 23,3 2045,3
1989:4 1821,2 47,5 23,1 2045,2
1990:1 1849,9 40,9 23,8 2073,9
1990:2 1863,5 39,4 23,7 2098,0
1990:3 1876,9 36,9 23,8 2106,6
1990:4 1904,6 35,9 23,7 2121,1

...
...

...
...

...

¿Cuántos botellas de txakoli se vendieron en el segundo trimestre de 1990? Basándote
en el modelo estimado, ¿en cuánto se estima dicha venta?, ¿en cuántos botellas nos
hemos equivocado a la hora de estimarlo?, ¿cómo se llama esta diferencia?

6. Si de un trimestre al siguiente los gastos en publicidad aumentaran en 200 euros
¿cuál seŕıa el efecto estimado en las ventas?, ¿y si las demás variables se mantuvieran
constantes?

7. Si los gastos en publicidad disminuyen en 100 euros, manteniendo el resto de varia-
bles fijas, ¿cuál es la variación mı́nima estimada en las ventas?, ¿y la máxima?, ¿por
qué?

8. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas P y C del mo-
delo. ¿Te parecen lógicos los resultados obtenidos?

9. Contrasta la significatividad conjunta de las variables explicativas, ¿crees que hay
algún tipo de problema muestral?

10. Comenta el siguiente gráfico de los residuos del Modelo P12.1. ¿Podŕıa incumplirse
alguna hipótesis básica del modelo de regresión lineal?
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Prácticas de autoevaluación 83

SEGUNDA PARTE.

El gerente recuerda que el nivel de lluvias en el periodo desde 1999 hasta 2003 no fue
el más adecuado para la uva con la que se elabora el txakoli. Con el objeto de analizar la
influencia de la climatoloǵıa sobre las ventas, construye la variable Clima que toma valor
uno en el periodo 1999-2003 y cero en otro caso.

Los resultados que obtiene al incluir la nueva variable se proporcionan a continuación:

Modelo P12.2: estimaciones MCO utilizando las 88 observaciones 1989:1–2010:4
Variable dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 467,625 129,134 3,6213 0,0005
P −2,88326 0,743793 −3,8764 0,0002
C 3,02811 0,590079 5,1317 0,0000
GP 0,687606 0,0560921 12,2585 0,0000
Clima −55,9927 6,59108 −8,4952 0,0000

Suma cuadrados residuos 51395,28 R2 0,997246

1. Escribe el modelo de regresión lineal general propuesto. ¿Cuál es su diferencia con
respecto al Modelo P12.1?

2. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable Clima. ¿Tiene el signo
esperado?

3. ¿Existe evidencia muestral de que la mala climatoloǵıa haya disminuido las ventas?

4. Comenta el gráfico de los residuos del Modelo P12.2 y compáralo con el gráfico de
los residuos del Modelo P12.1.

−60

−40

−20

 0

 20

 40

 60

 80

 1990  1995  2000  2005  2010

re
sid

uo
s

5. ¿Qué puedes decir sobre la significatividad individual de las variables P y C? Com-
para este resultado con el obtenido en el apartado 8 de la Primera Parte.
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¿A qué puede ser debido este cambio?, ¿qué implicaciones tiene sobre las propiedades
del estimador empleado en dicho apartado?

TERCERA PARTE.

Debido a que los datos disponibles son trimestrales, el gerente quiere analizar si sus
ventas presentan un comportamiento estacional. Los resultados de la estimación de un
modelo que incluye el efecto estacional son los siguientes:

Modelo P12.3: estimaciones MCO utilizando las 88 observaciones 1989:1–2010:4
Variable dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 458,366 131,504 3,4856 0,0008
P −2,84476 0,755292 −3,7664 0,0003
C 2,99899 0,599282 5,0043 0,0000
GP 0,690514 0,0569771 12,1192 0,0000
Clima −55,9285 6,68217 −8,3698 0,0000
dq1 1,93326 7,61884 0,2537 0,8003
dq2 1,40220 7,61273 0,1842 0,8543
dq3 6,30854 7,62133 0,8277 0,4103

Suma cuadrados residuos 50907,59 R2 0,997272

donde dqj, j = 1, 2, 3, toma valor 1 si la observación pertenece al trimestre j-ésimo y
cero en otro caso.

1. Escribe el modelo de regresión lineal que corresponde al Modelo P12.3. Explica cómo
se ha incluido en este modelo el efecto estacional.

2. Escribe la recta de regresión muestral.

3. Interpreta los coeficientes estimados: 458,366 y 1,4022.

4. ¿En cuánto se estiman las ventas correspondientes al primer trimestre de 2003?, ¿y
las del primer trimestre de 2004?

5. ¿Existe evidencia muestral de que las ventas de txakoli son estacionales?

6. Vistos los resultados obtenidos a lo largo del ejercicio, ¿qué modelo te parece más
adecuado para explicar la evolución de las ventas de txakoli? ¿Por qué?



Prácticas de autoevaluación 85

PRÁCTICA P13.

Se quiere analizar el salario de los trabajadores de una empresa con sucursales en los
tres territorios históricos para lo que se dispone de una muestra que recoge la información
de 49 empleados sobre las siguientes variables:

S: salario del empleado en euros.

E: años de educación adicionales a los estudios básicos.

X: años de experiencia en el mercado laboral.

H: 1 si el empleado es hombre y 0 si es mujer.

A: 1 si el empleado trabaja en Alava y 0 en otro caso.

B: 1 si el empleado trabaja en Bizkaia y 0 en otro caso.

G: 1 si el empleado trabaja en Gipuzkoa y 0 en otro caso.

El siguiente cuadro recoge una parte de la muestra disponible.

Obs. 1 2 3 4 5 . . . . . . 49

Si 1345 2435 1715 1461 1639 . . . . . . 1288
Hi 0 1 1 1 1 . . . . . . 0
Ei 6 4 6 6 9 . . . . . . 6
Xi 2 18 4 4 3 . . . . . . 4
Ai 0 0 1 0 0 . . . . . . 0
Bi 1 1 0 1 1 . . . . . . 1

PRIMERA PARTE.

Considera el siguiente modelo de regresión simple:

Si = β1 + β2 Ei + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 49. (P13.1)

1. Empleando la siguiente información muestral, estima por MCO los coeficientes del
modelo (P13.1).

49∑
i=1

Si = 89190
49∑
i=1

(Si − S̄)2 = 20172111, 96
49∑
i=1

(Ei − Ē)2 = 270, 5306

49∑
i=1

Ei = 305

49∑
i=1

SiEi = 585584

49∑
i=1

(Si − S̄)(Ei − Ē) = 30421, 7551
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2. Interpreta el coeficiente estimado que acompaña a la variable años de educación
adicionales.

3. Calcula e interpreta el coeficiente de determinación.

4. ¿Es la variable años de educación adicionales significativa?

5. Si todos los individuos de la muestra tuvieran estudios básicos, ¿habŕıa algún pro-
blema en la estimación del modelo?

SEGUNDA PARTE.

Basándote en los siguientes resultados obtenidos en la estimación de un modelo de
regresión para determinar el salario en base a los años de educación, los años de experiencia
y el género:

Modelo P13.2: estimaciones MCO utilizando las 49 observaciones 1–49
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 434,821 258,871 1,6797 0,0999
E 133,551 31,5081 4,2386 0,0001
X 34,4543 12,1316 2,8401 0,0067
H 470,460 144,870 3,2475 0,0022

Suma cuadrados residuos 11089355 R2 0,450263

1. Escribe el modelo de regresión que corresponde al Modelo P13.2. ¿En qué se dife-
rencia del Modelo P13.1?

2. Interpreta los coeficientes estimados del Modelo P13.2.

3. Contrasta la significatividad individual y conjunta de las variables explicativas.
¿Crees que puede existir algún problema muestral?

4. ¿Hay evidencia en la muestra de que los hombres ganen en media más que las
mujeres?

5. ¿Cuál es el salario estimado de una empleada con 5 años de educación adicional
pero sin experiencia? ¿Y el de una empleada con estudios básicos y con 5 años de
experiencia?

6. Si la experiencia de una empleada aumenta en un año, ¿en cuánto estimas que
incrementa su salario medio si se mantienen constantes los años de educación? ¿Y
si fuera un hombre?
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TERCERA PARTE.

Considera el modelo de regresión lineal cuya estimación MCO se recoge en la siguiente
tabla.

Modelo P13.3: estimaciones MCO utilizando las 49 observaciones 1–49
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 1580,34 262,733 6,0150 0,0000
E 60,8324 26,3964 2,3046 0,0261
X 31,4564 9,01817 3,4881 0,0011
H 594,659 118,738 5,0082 0,0000
A -1151,2 194,498 -5,9189 0,0000
G -800,65 145,565 -5,5003 0,0000

Suma cuadrados residuos 5689030 R2 0,717976

1. Escribe el modelo de regresión que corresponde al Modelo P13.3. Explica detallada-
mente en qué se diferencia del Modelo P13.2.

2. ¿Es la nueva variable explicativa relevante para determinar el salario medio?

3. ¿En cuánto estimas la diferencia salarial entre hombres y mujeres si el resto de
caracteŕısticas se mantienen iguales? ¿Es esta diferencia significativa?

4. ¿En cuánto estimas el salario medio de una empleada con estudios básicos y sin expe-
riencia que trabaja en Bizkaia?, ¿y si trabaja en Araba?, ¿y si trabaja en Gipuzkoa?

5. Interpreta el valor (1580,34 + 594,659) que se obtiene de sumar las estimaciones
correspondientes al primer y al quinto coeficientes.

CUARTA PARTE.

La siguiente tabla muestra los resultados de la estimación de un modelo de regresión
lineal general para los salarios que resulta de incluir una restricción lineal en el modelo
Modelo P13.3.

Modelo P13.4: estimaciones MCO utilizando las 49 observaciones 1–49
Variable dependiente: S

Variable Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 1503,49 271,977 5,5280 0,0000
E 81,9257 25,7337 3,1836 0,0027
X 28,7986 9,33421 3,0853 0,0035
H 475,994 110,845 4,2942 0,0001
A+G -857,85 149,622 -5,7334 0,0000

Suma cuadrados residuos 6347297 R2 0,685343
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donde A+G toma el valor 1 para los trabajadores de Alava y Gipuzkoa y el valor 0 para
los trabajadores de Bizkaia.

1. ¿Cuál es la restricción en los coeficientes que relaciona el Modelo P13.3 y el Modelo
P13.4? Interpreta su significado y contrasta si se cumple.

2. ¿En cuánto estimas el salario medio de una empleada con estudios básicos y sin expe-
riencia que trabaja en Bizkaia?, ¿y si trabaja en Araba?, ¿y si trabaja en Gipuzkoa?

Compara estos resultados con los obtenidos en el apartado 4. de la Tercera Parte.
¿A qué se debe la diferencia?

3. En base a todos los resultados obtenidos, ¿qué modelo elegiŕıas para determinar
el salario de los empleados de esta empresa? Razona tu respuesta en base a las
propiedades del estimador utilizado.

PRÁCTICA P14.

La función de producción es la relación que existe entre el producto obtenido y la
combinación de factores que se utiliza en su obtención. Dado el estado de la tecnoloǵıa en
un momento dado de tiempo, la función de producción nos indica la cantidad de producto
Q que se puede obtener en función de las cantidades de los factores de producción que se
utilizan X1, X2, . . . , Xn, de modo que:

Q = f(X1, X2, . . . , Xn)

Sea f la función de producción Cobb-Douglas. Las propiedades técnicas de esta función
de producción se establecen en torno al concepto de rendimientos a escala:

Existen rendimientos a escala crecientes cuando al variar la cantidad utilizada de
todos los factores en una determinada proporción, la cantidad obtenida del producto
vaŕıa en una proporción mayor. Por ejemplo, si duplicamos la cantidad utilizada
de todos los factores, se obtiene como resultado que la cantidad de producto se
multiplica por un factor mayor que dos.

Existen rendimientos a escala constantes cuando al variar la cantidad utilizada de
todos los factores en una determinada proporción, la cantidad obtenida del producto
vaŕıa en la misma proporción.

Existen rendimientos a escala decrecientes cuando al variar la cantidad utilizada de
todos los factores en una determinada proporción, la cantidad obtenida del producto
vaŕıa en una proporción menor.
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Sea un agricultor que se dedica al cultivo del máız en una granja. Este empresario
utilizará los siguientes factores de producción para producir Q toneladas de máız:

K: número de bienes de equipo duradero (máquinas) que utiliza.

L: número de trabajadores a tiempo completo.

E: miles de KW utilizados.

H: número de hectáreas cultivadas.

F : kilos de fertilizantes utilizados.

S: kilos de semillas empleados.

PRIMERA PARTE. Estimación de la función de producción.

Supongamos que en la función de producción de esta granja la relación entre el produc-
to Q y los factores de producción es doble logaŕıtmica, es decir, tanto la variable endógena
como las exógenas se miden en logaritmos.

1. Estima la función de producción con los datos desde el año 1948 al 1993. Justifi-
ca detalladamente la especificación de tu modelo, la selección de los regresores e
interpreta los resultados de su estimación.

2. ¿Existe evidencia en la muestra de que la función de producción que has elegido
tiene rendimientos a escala constantes?

SEGUNDA PARTE. Cambios tecnológicos.

La crisis del petróleo de principios de los años 70 trajo consigo cambios en la tecnoloǵıa
y, como es bien sabido, los cambios tecnológicos afectan a la función de producción.
Supongamos que estos cambios en la tecnoloǵıa se ponen en marcha a partir del año 1976.

1. ¿Existe evidencia en la muestra de que, para los mismos niveles de los factores de
producción, el cambio tecnológico experimentado a partir de 1976 ha hecho que el
nivel de producción sea mayor que antes de 1976? Justifica detalladamente la especi-
ficación del modelo utilizado y responde a la pregunta interpretando los resultados
de su estimación.

2. ¿Existe evidencia de que la función de producción sea distinta antes y después de
1976, es decir, que el efecto sobre la cantidad producida de máız de un incremento en
los factores de producción sea diferente antes y después de 1976? Explica detallada-
mente la especificación del modelo utilizado y responde a la pregunta interpretando
los resultados de su estimación.
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TERCERA PARTE. Selección de modelos.

1. Dados los resultados obtenidos, ¿cuál es el modelo más adecuado para la función de
producción? Justifica tu respuesta.

2. Con el modelo seleccionado en el apartado anterior, predice la cantidad de máız
producida por esta granja para el año 1994, sabiendo que cuenta con 59 máquinas
y 79 trabajadores a tiempo completo, y que ha cultivado 87 hectáreas utilizando 92
kilos de fertilizante, 96 kilos de semillas y 92000 KW de enerǵıa.

PRÁCTICA P15.

Se cuenta con 52 datos semanales sobre las ventas de la marca de latas de atún AL en un
determinado hipermercado, aśı como su precio y el precio de las marcas de la competencia
IS y CA.

PRIMERA PARTE. Modelo para las ventas de latas de atún AL.

1. Estima el modelo de regresión para la determinación de las ventas de la marca AL
en función de su propio precio y el de los competidores. Interpreta los coeficientes
estimados y la bondad de ajuste del modelo propuesto.

2. ¿Existe evidencia en la muestra de que el efecto de las poĺıticas de precios de las
dos marcas competidoras es el mismo sobre las ventas medias de la marca AL?

3. Dados los resultados obtenidos hasta ahora, especifica y estima un modelo adecuado
para las ventas de atún. Justifica tu elección e interpreta los resultados obtenidos.

4. El gerente cree que si en la semana 53 mantiene el precio de su marca AL y los
competidores lo suben en 0,15 euros con respecto de sus precios en la semana an-
terior, sus ventas medias van a aumentar en 50 unidades. ¿Hay evidencia emṕırica
que apoye este supuesto?

SEGUNDA PARTE. Poĺıticas de marketing.

El gerente de la empresa AL se ha planteado hacer algunas campañas publicitarias
para fomentar las ventas. De hecho, ha probado la efectividad de dos tipos de campañas
diferentes:

CAMPAÑA A. Montar exclusivamente un stand en el hipermercado que hace promo-
ción de la marca (de la semana 30 a la 52).
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CAMPAÑA B. Poner un anuncio en el periódico (semanas 1, 7, 10, 11, 12, 13, 17, 22
y 26).

1. Estima un modelo para las ventas que tenga en cuenta no sólo los precios sino
también el posible efecto de las dos campañas publicitarias. Justifica la especificación
del modelo e interpreta los resultados obtenidos.

2. Si el gerente sólo pudiera pagar un tipo de campaña publicitaria ¿qué poĺıtica de
marketing le aconsejaŕıas?

TERCERA PARTE. Selección de modelos.

1. Dados los resultados obtenidos, ¿qué modelo escoges para determinar las ventas de
la marca AL? Justif́ıcalo razonadamente.

2. Basándote en el modelo escogido, ¿qué recomendaciones le daŕıas al gerente de la
empresa sobre poĺıtica de precios y poĺıtica de marketing?
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Solución PRÁCTICA P1.

PRIMERA PARTE.

1. Tamaño muestral: N = 15.

Precio de la cuarta vivienda de la muestra: P4 = 306 miles de dólares.

Número de habitaciones de la cuarta vivienda de la muestra: H4 = 2.

2. La variable explicada es el precio, P , y la variable explicativa es la superficie, S.

Los elementos aletarios son la variable explicada, P , y la perturbación aleatoria, u.

3. Recta de regresión poblacional: E(Pi) = α+ β Si, i = 1, . . . , 15.

4. β = variación esperada en el precio de una vivienda, en miles de dólares, cuando la
superficie aumenta en un pie cuadrado.

5. El criterio de estimación de Mı́nimos Cuadrados Ordinarios se basa en la mini-
mización de la suma de los residuos al cuadrado, es decir, en minimizar

15∑
i=1

û2
i =

15∑
i=1

(Pi − α̂− β̂ Si)
2.

Las condiciones de primer orden resultan de obtener las derivadas parciales respecto
de cada estimador e igualarlas a cero:

−2
∑

(Pi − α̂− β̂ Si) = 0 ⇒
∑

(Pi − α̂− β̂ Si) = 0

−2
∑

(Pi − α̂− β̂ Si)Si = 0 ⇒
∑

(Pi − α̂− β̂ Si)Si = 0

Ecuaciones normales: ∑
Pi = N α̂+ β̂

∑
Si∑

Pi Si = α̂
∑

Si + β̂
∑

S2
i

Sustituyendo los valores muestrales:

3600 = 15 + β̂ 21909

5322245 = α̂ 21909 + β̂ 32780493
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6. La estimación MCO de los coeficientes del Modelo P1.1 se puede llevar a cabo de
varias formas:

a) Resolviendo el sistema de ecuaciones normales del apartado anterior:

α̂ = 120, 029 β̂ = 0, 082.

b) Mediante las fórmulas expĺıcitas resultantes del sistema de ecuaciones normales:

β̂ =

∑N
i=1(Si − S̄)(Pi − P̄ )∑N

i=1(Si − S̄)2
=

64085

780207, 6
= 0, 082

α̂ = P̄ − β̂ S̄ =
3600

15
− 0, 082 × 21909

15
= 120, 029

c) Matricialmente: β̂MCO = (X ′X)−1X ′Y

[
α̂

β̂

]
MCO

=

 N
∑15

i=1 Si∑15
i=1 Si

∑15
i=1 S2

i

−1  ∑15
i=1 Pi∑15

i=1 Pi Si

 =

=

[
15 21909

21909 32780493

]−1 [
3600

5322245

]

=
1

11703114

[
32780493 −21909

−21909 15

][
3600

5322245

]
=

[
120, 029

0, 082

]

Recta de regresión muestral: P̂i = 120, 029 + 0, 082Si i = 1, 2, . . . , 15.

7. Precio estimado: P̂1 = 120, 029 + 0, 082 × 1185 = 217, 199 miles de dólares

Residuo: û1 = P1 − P̂1 = 219− 217, 199 = 1, 801 miles de dólares.

8. Intervalo de confianza.

IC(β)95% =
[
β̂ ± t(N − k)α/2 σ̂β̂

]
=

=
[
0, 082 ± t(15− 2)0,05/2

√
0, 00566932

]
= [−0, 0806 0, 2446]
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dado que:

σ̂2
β̂
=

σ̂2
u∑15

i=1 (Si − S̄)2
=

∑
û2
i /(15− 2)∑15

i=1 (Si − S̄)2
=

57511, 06/(15− 2)

780207, 6
= 0, 00567019

y ∑
û2
i =

∑
P 2
i − α̂

∑
Pi − β̂

∑
Pi Si = 57511, 06

Como 0 ∈ IC(β)95%, se puede concluir con un 95% de confianza que la variable
explicativa superficie no es estad́ısticamente significativa.

SEGUNDA PARTE.

1. El orden de la matriz de datos X es (15 × 3) porque hay 15 observaciones en la
muestra y dos variables explicativas más el término constante.

X =



1 1185 2
1 1421 2
1 1478 2
1 2205 2
1 1171 3
...

...
...


2. Estimador MCO:

β̂MCO =


α̂

β̂1

β̂2

 =


N

∑
Si

∑
Hi∑

Si

∑
S2
i

∑
SiHi∑

Hi

∑
Si Hi

∑
H2

i


−1 

∑
Pi∑

Pi Si∑
PiHi


3. α̂ = 238,808: precio estimado de una vivienda en miles de dólares cuando su super-

ficie y el número de habitaciones son cero.

β̂1 = 0,06593: variación en el precio estimado de la vivienda, en miles de dólares,
cuando la superficie aumenta en un pie cuadrado manteniendo la variable
número de habitaciones fija.

Este coeficiente estimado tiene el signo esperado ya que indica que, ceteris
paribus, existe una relación directa entre la superficie de la vivienda y su precio:
a mayor superficie mayor precio de la vivienda aunque el número de habita-
ciones no varie.
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β̂2 = -33,968: se estima que si el número de habitaciones aumenta en una unidad,
manteniéndose la variable superficie fija, el precio disminuye en 33,968 miles
de dólares.

El signo de esta estimación señala una relación inversa entre el precio de la
vivienda y el número de habitaciones, lo que parece contraintuitivo. Sin em-
bargo, hay que tener en cuenta que la interpretación de los coeficientes es ceteris
paribus, es decir, se incrementa el número de habitaciones pero se manteniene
la superficie constante.

4. P̂p = 238, 808 + 0, 06593× 1250− 33, 968× 3 = 219, 3165 miles de dólares

5. Si el piso cuenta con una habitación más, manteniendo el resto de los factores fijos,
se estima que su precio disminuye en 33968 dólares.

∆P̂ = −33, 968×∆H = −33, 968× 1 = −33, 968 miles de dólares = β̂2.

6. Si el piso cuenta con una habitación más y 120 pies cuadrados más, se estima que
su precio disminuye en 26056 dólares.

∆P̂ = 0, 06593×∆S − 33, 968×∆H =

= 0, 06593× 120− 33, 968× 1 = −26, 056miles de dólares.

7. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Pi − P̄ )2
= 1− 52630, 2

62766, 03
= 0, 161486

Interpretación: el 16,1486% de la variabilidad del precio de venta de las viviendas en
la muestra viene explicada por la variabilidad de las variables explicativas: superficie
y número de habitaciones.

8. σ̂2
u =

∑
û2
i

N − k
=

52630, 2

15− 3
= 4385, 85.

9. MRLG: Pi = α+ β1 Si + β2 Hi + ui i = 1, . . . , N.

Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β1 = β2 = 0
Ha : β1 ̸= 0 y/o β2 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

F =
0, 161486/2

(1− 0, 161486)/(15− 3)
= 1, 155513 < 3, 88529 = F(2, 12)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que las variables explicativas superficie y número de habitaciones no
son conjuntamente significativas.
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10. Contrastes de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k) i = 1, 2.

Superficie (S) |t| =
∣∣∣∣0, 06593− 0

0, 07653

∣∣∣∣ = 0, 861 < 2, 17881 = t(15− 3)0,05/2

No habitaciones (H) |t| =
∣∣∣∣−33, 968− 0

32, 228

∣∣∣∣ = 1, 054 < 2, 17881 = t(15− 3)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las varia-
bles superficie y número de habitaciones no son individualmente significativas.

TERCERA PARTE.

1. P̂i

(σ̂β̂)

= 238808
(158068)

+ 65, 93
(76,53)

Si − 33968
(32228)

Hi

∑N
i=1 û2

i = 52630188426, 9231.

2. α̂ = 238808 dólares: precio estimado de un piso cuando las variables superficie y
número de habitaciones toman el valor cero.

β̂1 = 65,93 dólares: se estima que un pie cuadrado de superficie adicional, man-
teniéndose el número de habitaciones fijo, incrementa el precio de un piso en
65,93 dólares.

β̂2 = -33968 dólares: se estima que una habitación adicional, manteniéndose la su-
perficie fija, disminuye el precio de un piso en 33968 dólares.

3.
∑

û2
i = 52630188426, 9231 σ̂2

u =

∑
û2
i

N − k
=

52630188426, 9231

15− 3
= 4385850000.

4. Matriz de covarianzas de los estimadores:

V̂ (β̂) = σ̂2
u (X

′X)−1 =

 24985500000 −9943300 −3632110000
−9943300 5857, 77 495514

−3632110000 495514 1038700000



5. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Pi − P̄ )2
= 0, 161486

Interpretación: el 16,1486% de la variabilidad del precio de venta de las viviendas en
la muestra viene explicada por la variabilidad de las variables explicativas: superficie
y número de habitaciones.
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6. Contraste de significatividad conjunta. Dado que el coeficiente de determinación
es igual que en el caso de los precios medidos en miles de dólares, el resultado
ha de ser el mismo: las variables explicativas no son conjuntamente significativas.
Comprobémoslo.

H0 : β1 = β2 = 0
Ha : β1 ̸= 0 y/o β2 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

F =
0, 161486/2

(1− 0, 161486)/(15− 3)
= 1, 155513 < 3, 88529 = F(2, 12)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que las variables explicativas superficie y número de habitaciones no
son conjuntamente significativas.

Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k) i = 1, 2.

Superficie (S) |t| =
∣∣∣∣65, 93− 0

76, 53

∣∣∣∣ = 0, 861 < 2, 17881 = t(15− 3)0,05/2

No habitaciones (H) |t| =
∣∣∣∣−33968− 0

32228

∣∣∣∣ = 1, 054 < 2, 17881 = t(15− 3)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las varia-
bles superficie y número de habitaciones no son individualmente significativas.

7. Comparación de los resultados de la Segunda Parte y la Tercera Parte :

Coeficientes. Se puede observar que la estimación de los coeficientes es diferente.
Cuando se miden los precios en dólares los coeficientes estimados se multiplican
por 1000. Sin embargo, hay que señalar que la información que proporcionan
es la misma. Por ejemplo,

β̂1 = 65,93 dólares: se estima que un pie cuadrado de superficie adicional,
manteniéndose el número de habitaciones constante, incrementa el precio de
un piso en 65,93 dólares = 0,06593 miles de dólares.

Bondad de ajuste. La suma de cuadrados de los residuos y la estimación de la
varianza de las perturbaciones son distintas cuando la variable explicada se
mide en dólares. Espećıficamente, están multiplicadas por 10002.
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Sin embargo, como es lógico, la bondad de ajuste, es decir, la proporción de
la variabilidad del precio en la muestra explicada por la variabilidad de las
variables explicativas, es la misma independientemente de las unidades en que
se mida la variable explicada, en este caso el precio.

Inferencia. Cuando la variable explicada está medida en miles de dólares, se tiene
que:

V̂ (α̂) = (158, 068)2 = 24985, 49262

V̂ (β̂1) = (0, 07653)2 = 0, 005856841

V̂ (β̂2) = (32, 228)2 = 1038, 643984

Por lo tanto, las varianzas (y también las covarianzas) se multiplican por 10002

cuando la variable explicada pasa a medirse en dólares.

Ahora bien, la significatividad, tanto individual como conjunta, de las variables
explicativas es independiente de las unidades en las que se mida la variable
explicada.

CUARTA PARTE.

1. P̂i

(σ̂β̂)

= 238, 808
(158,068)

+ 0, 7097
(0,8238)

Si − 33, 968
(32,228)

Hi

∑N
i=1 û2

i = 52630, 2.

2. α̂ = 238,808 miles de dólares: precio estimado de un piso cuando la superficie y el
número de habitaciones toman el valor cero.

β̂1 = 0,7097 miles de dólares: se estima que un metro cuadrado de superficie adi-
cional, manteniéndose el número de habitaciones fijo, incrementa el precio de
un piso en 709,7 dólares.

β̂2 = -33,968 miles de dólares: se estima que una habitación adicional, manteniéndose
la superficie fija, disminuye el precio de un piso en 33968 dólares.

3.
∑

û2
i = 52630, 2 σ̂2

u =

∑
û2
i

N − k
=

52630, 2

15− 3
= 4385, 849.

4. Matriz de covarianzas de los estimadores:

V̂ (β̂) = σ̂2
u (X

′X)−1 =

 24985, 5 −107, 029 −3632, 11
−107, 029 0, 678692 5, 33367
−3632, 11 5, 33367 1038, 7


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5. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Pi − P̄ )2
= 1− 52630, 2

62766, 03
= 0, 161486

Interpretación: el 16,1486% de la variabilidad del precio de venta de las viviendas en
la muestra viene explicada por la variabilidad de las variables explicativas: superficie
y número de habitaciones.

6. Contraste de significatividad conjunta. Dado que el coeficiente de determinación es
igual que en el caso de la superficie medida en pies cuadrados, el resultado ha de
ser el mismo: las variables explicativas no son conjuntamente significativas.

Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k) i = 1, 2.

Superficie (S) |t| =
∣∣∣∣0, 7097− 0

0, 8238

∣∣∣∣ = 0, 861 < 2, 17881 = t(15− 3)0,05/2

No habitaciones (H) |t| =
∣∣∣∣−33, 968− 0

32, 228

∣∣∣∣ = 1, 054 < 2, 17881 = t(15− 3)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las varia-
bles superficie y número de habitaciones no son individualmente significativas.

7. Comparación de los resultados de la Segunda Parte y la Cuarta Parte:

En la Parte Cuarta del ejericio se han cambiado las unidades de media en una de
las variables explicativas, la superficie.

Coeficientes. Se puede observar que sólo cambia la estimación del coeficente que
acompaña a la variable superficie, los demás permanecen iguales. Notése, sin
embargo, que la interpretación de este coeficiente es la misma, pero en términos
de metros cuadrados.

Como 1 pie2 = 0,09290304 m2, el coeficiente se ha dividido por 0,09290304:

0, 06593

0, 09290304
= 0, 7097

Bondad de ajuste. La suma de cuadrados de residuos y la estimación de la va-
rianza de las perturbaciones es la misma porque no cambian las unidades en
las que está medida la variable explicada.

En consecuencia y, como es lógico, la bondad de ajuste, es decir, la proporción
de la variabilidad del precio en la muestra explicada por la variabilidad de las
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variables explicativas, es la misma independientemente de las unidades en que
se mida las variables explicativas, en este caso la superficie.

Inferencia. En la matriz de covarianzas solo se modifican la varianza del estimador
que acompaña a la variable superficie y las covarianzas de este estimador con
los otros dos.

La significatividad, tanto individual como conjunta, de las variables explicativas
es indenpendiente de las unidades en las que se midan las variables explicativas.

Solución PRÁCTICA P2.

PRIMERA PARTE.

1. β̂MCO = (X ′X)−1X ′Y

[
β̂1

β̂2

]
MCO

=

 N
∑718

i=1 EDi∑718
i=1 EDi

∑718
i=1 ED2

i

−1  ∑718
i=1 Si∑718

i=1 SiEDi

 =

=

[
718 9814

9814 137732

]−1 [
1204591

11821856074

]
=

=
1

2576980

[
137732 −9814

−9814 718

][
1204591

11821856074

]
=

[
873, 519

58, 8348

]

Función de regresión muestral: Ŝi = 873, 519 + 58, 8348EDi i = 1, 2, . . . , 718.

2. β̂2 = 58,8348 euros: variación estimada en el salario del individuo por cada año de
educación adicional.

3. Para que el estimador MCO sea insesgado y de varianza mı́nima, han de cumplirse
las siguientes hipótesis básicas sobre la perturbación aleatoria:

Media cero: E(ui) = 0, ∀i.
Homocedasticidad: V (ui) = σ2

u, ∀i.
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Ausencia de autocorrelación: E(ui uj) = 0, ∀i ̸= j.

Para poder hacer inferencia, además de las tres hipótesis básicas anteriores, la per-
turbación aleatoria ha de seguir una distribución normal.

4. Con las seis últimas observaciones porque, según los datos que conocemos de la
muestra, en las seis primeras observaciones la variable educación, ED, toma el mis-
mo valor para todos los individuos. Por lo tanto, en esta submuestra no se cumple
el supuesto de ausencia de colinealidad perfecta con lo que el rango de la matriz de
datos X no es completo y no se pueden estimar los coeficientes por MCO. Sin em-
bargo, la submuestra formada por los últimos seis valores de la muestra no presenta
este problema.

5. Función de regresión muestral:

Ŝi = 0, 873519 + 0, 0588348EDi i = 1, 2, . . . , 718.

β̂2 = 0,0588348 miles de euros. Se estima que si la educación aumenta en un año, el
salario del individuo aumenta en 0,0588348 miles de euros = 58,8348 euros.

SEGUNDA PARTE.

1. MRLG:

Si = β1 + β2EDi + β3 FEDi + β4MEDi + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 718.

2. FRM: Ŝi
(σ̂β̂)

= 803, 84
(92,6237)

+ 46, 6073
(7,2261)

EDi + 11, 1165
(5,5797)

FEDi + 11, 2765
(6,4935)

MEDi

R2 = 0, 120364 SCR = 106000000

3. β̂3 = 11,1165 euros. Se estima que por cada año de educación adicional del padre,
el salario del individuo aumenta en 11,1165 euros, manteniéndose constantes
las variables educación del individuo y educación de la madre del individuo.

β̂3 = 11,2765 euros. Se estima que por cada año de educación adicional de la madre,
el salario del individuo aumenta en 11,2765 euros, manteniéndose constantes
las variables educación del individuo y educación del padre del individuo.

4. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Si − S̄)2
= 0, 120364

Interpretación: el 12,0364% de la variabilidad del salario del individuo en la mues-
tra viene explicada por la variabilidad de las variables explicativas: educación del
individuo, educación de la padre y educación de la madre.
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5. Según el Modelo P2.2:

i = 1 ED = 12 FED = 8 MED = 8

Ŝ1 = 803, 84 + 46, 6073ED1 + 11, 1165FED1 + 11, 2765MED1 =

= 803, 84 + 46, 6073 × 12 + 11, 1165 × 8 + 11, 2765 × 8 = 1542, 3 euros

i = 718 ED = 13 FED = 6 MED = 8

Ŝ718 = 803, 84 + 46, 6073ED718 + 11, 1165FED718 + 11, 2765MED718 =

= 803, 84 + 46, 6073 × 13 + 11, 1165 × 6 + 11, 2765 × 8 = 1566, 6 euros

6. Contraste de hipótesis.

H0 : β2 = 50
Ha : β2 ̸= 50

t =
β̂2 − 50

σ̂β̂2

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣46, 6073− 50

7, 2261

∣∣∣∣ = 0, 46951 < 1, 96329 = t(718− 4)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5% por lo que se
puede concluir que, manteniendo el resto de las variables constantes, por cada año
de educación adicional del individuo su salario aumenta en 50 euros.

7. Intervalo de confianza.

IC(β2)95% =
[
β̂2 ± t(N − k)α/2 σ̂β̂2

]
=

=
[
46, 6073 ± t(718− 4)0,05/2 × 7, 2261

]
= [32, 4204 60, 7943]

Dado que 50 ∈ IC(95%) , llegamos a la misma conclusión que en el apartado
anterior: con un nivel de confianza del 95% por cada año de educación adicional del
individuo, su salario podŕıa aumentar en 50 euros.

8. Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k) i = 3, 4.

Educación padre (FED) |t| =
∣∣∣∣11, 1165− 0

5, 57971

∣∣∣∣ = 1, 9923 > 1, 9633 = t(714)0,05/2

Educación madre (MED) |t| =
∣∣∣∣11, 2765− 0

6, 49354

∣∣∣∣ = 1, 7366 < 1, 9633 = t(714)0,05/2
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Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, la variable
educación de la madre no es individualmente significativa, mientras que la variable
nivel de eduación del padre śı es individualmente significativa.

Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β3 = β4 = 0
Ha : β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P2.2, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P2.1, y q = 2 es el número de restricciones.

F =
(107598000− 106000000)/2

106000000/(718− 4)
= 6, 83883 > 3, 00834 = F(2, 714)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables educación de la padre y educación de la madre son con-
juntamente significativas.

9. Intervalos de confianza.

IC(β3)95% =
[
β̂3 ± t(N − k)α/2 σ̂β̂3

]
=

=
[
11, 1165 ± t(718− 4)0,05/2 × 5, 5797

]
= [0, 161883 22, 0711]

IC(β4)95% =
[
β̂4 ± t(N − k)α/2 σ̂β̂4

]
=

=
[
11, 2765 ± t(718− 4)0,05/2 × 6, 4935

]
= [−1, 47218 24, 0252]

Dado que 0 ∈ IC(β4)95% y 0 /∈ IC(β3)95%, llegamos a la misma conclusión que en
el apartado anterior: con un nivel de confianza del 95%, la variable educación del
padre es individualemte significativa, mientras que la variable nivel de eduación de
la madre no es individualmente significativa.

TERCERA PARTE.

1. Hipótesis del experto: β3 = β4. Sustituyéndola en el modelo Modelo P2.2:

Si = β1 + β2 EDi + β3 FEDi + β4 MEDi + ui →
Si = β1 + β2 EDi + β3 FEDi + β3 MEDi + ui →
Si = β1 + β2 EDi + β3 (FEDi +MEDi) + ui
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2. Contraste de hipótesis.

H0 : β3 = β4

Ha : β4 ̸= β4
F =

(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

Este estad́ıstico se puede escribir también en términos del coeficiente de determi-
nación:

F =
(R2

NR −R2
R)/q

(1−R2
NR)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde R2
NR es el coeficiente de determinación del modelo no restringido, Modelo

P2.2, R2
R es el coeficiente de determinación del modelo restringido, Modelo P2.3, y

q = 1 es el número de restricciones.

F =
(0, 120364− 0, 12)/1

(1− 0, 120364)/(718− 4)
= 0, 000235316 < 3, 85452 = F(1, 714)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que los niveles de educación del padre y de la madre tienen el mismo
efecto en la determinación del salario del individuo.

3. El Modelo P2.3 porque este modelo es el Modelo P2.2 en el que se ha incluido una
restricción que es cierta, dado el resultado obtenido en el contraste del apartado
anterior. Estimar el Modelo P2.3 por MCO es lo mismo que estimar el Modelo P2.2
por Mı́nimos Cuadrados Restringidos. Como la restricción es cierta, los estimadores
de Mı́nimos Cuadrados Restringidos siguen siendo insesgados y tienen una varianza
menor que los estimadores MCO del Modelo P2.2.

Solución PRÁCTICA P3.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG: Si = β1 + β2Ai + β3 Xi + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 336.

2. Problema de optimización MCO se basa en minimizar la suma de los residuos al
cuadrado: ∑

û2
i =

∑
(Si − β̂1 − β̂2 Ai − β̂3 Xi)

2.

Las condiciones de primer orden, resultantes de igualar a cero las derivadas parciales
de la función objetivo respecto de cada uno los estimadores, son:
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−2
∑

(Si − β̂1 − β̂2Ai − β̂3 Xi) = 0 ⇒
∑

(Si − β̂1 − β̂2Ai − β̂3Xi) = 0

−2
∑

(Si − β̂1 − β̂2Ai − β̂3 Xi)Ai = 0 ⇒
∑

(Si − β̂1 − β̂2Ai − β̂3Xi)Ai = 0

−2
∑

(Si − β̂1 − β̂2Ai − β̂3 Xi)Xi = 0 ⇒
∑

(Si − β̂1 − β̂2Ai − β̂3Xi)Xi = 0

Ecuaciones normales:

∑
Si = N β̂1 + β̂2

∑
Ai + β̂3

∑
Xi∑

SiAi = β̂1

∑
Ai + β̂2

∑
A2

i + β̂3

∑
Xi Ai∑

SiXi = β̂1

∑
Xi + β̂2

∑
AiXi + β̂3

∑
X2

i

3. β̂2 = 61,4109. Si la experiencia previa aumenta en un año, ceteris paribus, el incre-
mento estimado del salario es de 61,4109 dólares.

La estimación tiene el signo esperado, ya que indica una relación positiva entre la
experiencia y el salario, a más experiencia más salario.

4. Ŝ5 = 3943, 29 − 26, 2979× 18 + 61, 4109× 3 = 3654, 160 dólares.

5. Ŝ(A = 3, X = 0) = β̂1 + β̂2 × 3 = 3943, 29− 26, 2979× 3 = 3864, 3963 dólares.

6. Como la única diferencia entre los individuos es su edad, la diferencia entre sus
salarios proviene de este factor. Dada la interpretación del coeficiente β̂2:

Diferencia salarial: β̂2 × 10 = −26, 2979 × 10 = −262, 979 dólares.

7. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Si − S̄)2
= 0, 0493792

Interpretación: el 4,93792% de la variabilidad de salario actual en la muestra está ex-
plicada por la variabilidad de las variables explicativas: edad y experiencia previa.

8. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)
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F =
0, 0493792/2

(1− 0, 0493792)/(336− 3)
= 8, 6487 > 3, 02284 = F(2, 333)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas, experiencia previa y edad son conjuntamente
significativas.

Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3.

Edad (A) |t| =
∣∣∣∣−26, 2979− 0

15, 8930

∣∣∣∣ = 1, 655 < 1, 96711 = t(336− 3)0,05/2

Experiencia (X) |t| =
∣∣∣∣61, 4109− 0

14, 9234

∣∣∣∣ = 4, 115 > 1, 96711 = t(336− 3)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, la variable
edad no es individualmente significativa, mientras que la variable experiencia previa
śı es individualmente significativa.

SEGUNDA PARTE.

1. MRLG:

Si = β1 + β2Ai + β3Xi + β4 Mi + β5 Li + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, .., 336.

2. La variable nivel de estudios es una variable cualitativa dividida en tres categoŕıas.
Para incluirla en el modelo, se definen tres variables ficticias, una para cada cate-
goŕıa.

Para evitar problemas de colinealidad perfecta en la matriz de datos X, se ha es-
pecificado el Modelo P3.2 incluyendo el término constante y sólo dos de las tres
variables ficticias, las correspondientes a los estudios medios (M) y a los estudios
superiores (L).

3. β1 = E(Si|A = 0, X = 0,M = 0, L = 0) : salario actual medio de un empleado de
18 años con estudios básicos y sin experiencia previa.
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β2 : variación esperada en el salario actual si aumenta en un un año la edad del
empleado (mayor de edad) manteniendo constante la experiencia previa e in-
dependientemente del nivel de estudios.

β3 : variación esperada en el salario actual si aumenta en un año la experiencia pre-
via manteniendo constante la edad e independientemente del nivel de estudios.

β4 : diferencia esperada en el salario actual entre un trabajador con estudios medios
y un trabajador con estudios básicos para los mismos niveles de edad y expe-
riencia previa.

β5 : diferencia esperada en el salario actual entre un trabajador con estudios supe-
riores y un trabajador con estudios básicos para los mismos niveles de edad y
experiencia previa.

4.

X =



A X M L

1 15 7 1 0
1 36 14 1 0
1 12 11 1 0
1 16 9 1 0
1 18 3 0 1
1 36 9 0 0
1 29 8 0 1
1 26 1 0 1
1 24 14 0 1
1 19 6 1 0
...

...
...

...
...


5. El primer individuo de la muestra tiene estudios medios, 33 años y 7 años de expe-

riencia laboral previa.

Ŝ1 = 3028, 05 − 27, 8645× 15 + 63, 5817× 7 + 508, 577× 1 + 2106, 81× 0 =

= 3563, 733 dólares.

6. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = β5 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0 y/o β5 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)
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F =
0, 235795/4

(1− 0, 235795)/(336− 5)
= 25, 5325 > 2, 39893 = F(4, 331)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas, edad, experiencia previa y nivel de estudios
son conjuntamente significativas.

7. Contraste de significatividad individual.

A. Edad y experiencia previa.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k) i = 2, 3.

Edad (A) |t| =
∣∣∣∣−27, 8645− 0

14, 3069

∣∣∣∣ = 1, 948 < 1, 96716 = t(331)0,05/2

Experiencia (X) |t| =
∣∣∣∣63, 5817− 0

4, 732

∣∣∣∣ = 3, 4048 > 1, 96716 = t(331)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%,
la variable edad no es individualmente significativa mientras que la variable
experiencia previa si es individualmente significativa.

B. La variable nivel de estudios no es significativa si, a igualdad de condiciones,
no hay diferencias en el salario actual promedio de un trabajador por tener un
nivel de estudios u otro.

H0 : β4 = β5 = 0
Ha : β4 ̸= 0 y/o β5 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P3.2, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringi-
do, Modelo P3.1, y q = 2 es el número de restricciones.

F =
(1146540000− 921708000)/2

921708000/(336− 5)
= 40, 3712 > 3, 02301 = F(2, 331)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que el nivel de estudios es una variable significativa para explicar
el salario actual, una vez incluidas el resto de las variables.
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8. En el Modelo P3.2 la variable nivel de estudios es individualmente significativa
para determinar los salarios. Este resultado implica que el Modelo P3.1 está mal
especificado porque omite una variable relevante.

Los estimadores MCO del Modelo P3.1 y el estimador de la varianza de las per-
turbaciones son, por lo tanto, sesgados. Además, los estad́ısticos t y F no siguen
las distribuciones habituales por lo que si se utilizan para realizar inferencia, los
resultados no seŕıan válidos.

Solución PRÁCTICA P4.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG: Pi = β1 + β2Ai + β3 Si + β4Bi + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 321.

2. FRM: P̂i
(σ̂β̂)

= 8, 7629
(6,2563)

− 0, 3075
(0,0568)

Ai + 0, 3280
(0,0357)

Si + 12, 2529
(3,2074)

Bi

R2 = 0, 529875 SCR = 281066.

3. Interpretación del coeficiente β4:

β4 : variación esperada en el precio ante un cambio unitario en el número de baños
de la vivienda manteniendo constantes la antigüedad y la superficie.

β̂4 = 12, 25 miles de dólares, es decir, se estima que, ceteris paribus, un cuarto de
baño adicional se valora en 12250 dólares.

4. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Pi − P̄ )2
= 0, 529875

Interpretación: el 52,99% de la variabilidad del precio de las viviendas en la muestra
viene explicada por la variabilidad de las variables explicativas: antigüedad, super-
ficie y número de baños.

5. σ̂2
u =

SCR

N − k
=

∑
û2
i

N − k
=

281066

321− 4
= 886, 64.

6. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)
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F =
0, 5299/3

(1− 0, 5299)/(321− 4)
= 119, 096 > 2, 64 = F(3, 317)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas antigüedad, superficie y número de baños son
conjuntamente significativas.

7. Contraste de significatividad individual: variable antigüedad.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 ̸= 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 3075− 0

0, 05688

∣∣∣∣ = 5, 4066 > 1, 96748 = t(321− 4)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la antigüedad es una variable significativa para explicar el precio de
venta.

8. Contraste de hipótesis (500 dólares = 0,5 miles de dólares).

H0 : β3 = 0, 5
Ha : β3 ̸= 0, 5

t =
β̂3 − 0, 5

σ̂β̂3

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣0, 3280− 0, 5

0, 0357

∣∣∣∣ = 4, 8179 > 1, 96748 = t(321− 4)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5% y concluimos que,
manteniéndo el resto de las variables constantes, no se está dispuesto a pagar 500
dólares por un cuarto de baño más.

9. Contraste de restricción lineal,

H0 : β2 = −β3 ⇒ β2 + β3 = 0
Ha : β2 ̸= −β3 ⇒ β2 + β3 ̸= 0

t =
β̂2 + β̂3 − 0√
v̂ar(β̂2 + β̂3)

H0∼ t(N − k)

v̂ar(β̂2 + β̂3) = v̂ar(β̂2) + v̂ar(β̂3) + 2ĉov(β̂2, β̂3) =

= 0, 0032357 + 0, 00128121 + 2× (−0, 000556436) = 0, 003

|t| =
∣∣∣∣(−0, 3075 + 0, 3280)− 0√

0, 003

∣∣∣∣ = 0, 3746 < 1, 96748 = t(321− 4)0,05/2
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No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que, manteniéndo el resto de las variables constantes, el efecto negativo
sobre el precio de la antigüedad de una vivienda se ve compensado por el efecto
positivo de un aumento de la superficie.

10. Dado el resultado del contraste del apartado anterior, propondŕıamos estimar un
modelo alternativo que incluyera la restricción β2 + β3 = 0. El modelo restringido
se construye incluyendo la restricción en el modelo inicial, Modelo P4.1:

Pi = β1 + β2 Ai + β3 Si + β4 Bi + ui →

Pi = β1 + β2 Ai − β2 Si + β4Bi + ui →

Pi = β1 + β2 (Ai − Si) + β4Bi + ui

Estimar este modelo por MCO es lo mismo que estimar el modelo inicial sujeto a la
restricción β2 + β3 = 0 por Mı́nimos Cuadrados Restringidos. Como la restricción
es cierta, sabemos que las propiedades de los estimadores por Mı́nimos Cuadrados
Restringidos son las siguientes: lineales, insesgados y con menor varianza que los
estimadores MCO del modelo inicial.

11. Los residuos de la estimación MCO de un modelo de regresión lineal que estuviera
bien especificado, es decir, que cumpliera todos los supuestos, se debeŕıan compor-
tar de forma similar a las perturbaciones: oscilando en torno a cero con varianza
constante y de forma aleatoria, es decir, sin ningún patrón de comportamiento re-
conocible.

Analizando el gráfico de los residuos del Modelo P4.1, se puede ver claramente que el
comportamiento de los residuos no es uniforme u homogéneo. De hecho, los residuos
de la primera parte de la muestra son en su mayoŕıa negativos, mientras que los de
la segunda parte de la muestra son, en general, positivos. Por lo tanto, parece que
alguna hipótesis básica del modelo no se cumple. Es posible que se haya cometido
un error en la especificación de la parte sistemática del modelo, por ejemplo, que
se haya omitido alguna variable explicativa relevante que clasifica los datos en dos
grupos.

SEGUNDA PARTE.

1. La implantación de la incineradora es una variable explicativa cualitativa con dos
categoŕıas:

la incineradora existe a partir de 1981,

la incineradora no existe antes de 1981.
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Por lo tanto, para introducir este regresor en el modelo se han de definir dos variables
ficticias, una por cada categoŕıa:

D81
i =

{
1 i ∈ vendidas en 1981
0 en otro caso

D80
i =

{
1 i ∈ vendidas en 1980
0 en otro caso

Al especificar el modelo hay que tener cuidado para no tener problemas de colinea-
lidad perfecta. Para ello especificamos el modelo con término constante e incluyendo
tantas variables ficticias como categoŕıas menos una:

Pi = β1 + β2 Ai + β3 Si + β4 Bi + β5D
81
i + ui.

En este último caso, la variable ficticia D81 toma el valor 0 para la primera obser-
vación de la muestra (casa vendida en 1980) y 1 para la última observación (casa
vendida en 1981).

2. Dado que la variable ficticia INC representa el mismo papel que la variable D81

propuesta en el apartado anterior:

β̂5: diferencia estimada en el precio de las viviendas vendidas en 1981 con respecto
a las del año 1980 que tienen las mismas caracteŕısticas de antigüedad, superficie y
número de baños.

En un principio, se podŕıa esperar que la puesta en marcha de la incineradora con
su impacto medioambiental tuviera un efecto negativo sobre el precio. El coeficiente
estimado es, sin embargo, positivo. Esto puede ser debido a que la incineradora trajo
consigo una mejora de las comunicaciones que se espera que tenga un efecto positivo
sobre el precio y, al parecer, ha pesado más el efecto positivo (comunicaciones) que
el negativo (incineradora).

3. Contraste de significatividad individual: puesta en marcha de la incineradora.

H0 : β5 = 0
Ha : β5 ̸= 0

t =
β̂5 − 0

σ̂β̂5

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣35, 7839− 0

2, 8174

∣∣∣∣ = 12, 7007 > 1, 9675 = t(321− 5)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la puesta en marcha de la incineradora es una variable significativa
para explicar el precio de venta, una vez incluidas el resto de las variables.

4. Comparando este gráfico con los residuos del Modelo P4.1, se observa que los resi-
duos del Modelo P4.2 oscilan en torno a cero y no se aprecia ya que haya una
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diferencia de comportamiento entre los residuos correspondientes a la primera parte
de la muestra y los de la segunda parte. Este resultado parece indicar que la intro-
ducción de la variable explicativa cualitativa incineradora, que es significativa, ha
recogido el comportamiento no aleatorio que presentaban los residuos del Modelo
P4.1 y el problema se ha solucionado. Se concluye que el Modelo P4.1 estaba mal
especificado por omisión de variable relevante.

TERCERA PARTE.

1. Modelo P4.3: Pi = β1 + β2Ai + β3A
2
i + β4 Si + β5Bi + β6 INCi + ui.

Este modelo tiene las mismas variables explicativas que el Modelo P4.2. La diferencia
entre ambos está en el término A2

i , que supone incluir la variable antigüedad en el
modelo con una forma funcional diferente: cuadrática. De esta forma, se trata de
captar un posible efecto no lineal de la variable antigüedad sobre el precio de las
viviendas, de manera que, aunque el precio disminuya con la antigüedad, no lo haga
de forma lineal sino que el efecto vaya amortiguándose a medida que aumentan los
años de la vivienda.

2. El Modelo P4.3 no incumple ninguna hipótesis básica del MRLG. Cuando se dice que
el modelo tiene que ser “lineal”, significa que debe ser lineal en los coeficientes y éste
lo es. El hecho de que la variable A aparezca elevada al cuadrado no supone ninguna
dificultad para la estimación de los parámetros ni afecta a las propiedades de los
estimadores. A lo que śı afecta es a la interpretación de los coeficientes, ya que el
coeficiente que acompaña a A2

i no puede interpretarse ahora como un multiplicador
de la manera habitual.

3. Contraste de significatividad de la variable antigüedad.

H0 : β2 = β3 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P4.3, y SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Pi = β1 + β4 Si + β5 Bi + β6 INCi + ui.

F =
(198008− 178257)/2

178257/(321− 6)
= 17, 4505 > 3, 0244 = F(2, 315)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la antigüedad es una variable significativa para explicar el precio de
venta, una vez incluidas el resto de las variables.
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4. El efecto de la antigüedad en el precio depende de los años que tenga la casa:

∂P̂

∂Ai

= β̂1 + 2β̂2Ai = −0, 7 + 2× 0, 0033Ai = −0, 7 + 0, 0066Ai

5 años
∂P̂

∂Ai

= −0, 7 + 0, 0066× 5 = −0, 667miles de dólares

50 años
∂P̂

∂Ai

= −0, 7 + 0, 0066× 50 = −0, 37miles de dólares

5. La relación entre la variable explicativa antigüedad y el precio es no lineal si el
término A2

i es estad́ısticamente significativo, es decir, si el parámetro β3 es distinto
de cero.

H0 : β3 = 0
Ha : β3 ̸= 0

t =
β̂3 − 0

σ̂β̂3

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣0, 00328− 0

0, 000882

∣∣∣∣ = 3, 7176 > 1, 96752 = t(321− 6)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la relación entre el precio y la antigüedad de las casas es no lineal.

6. En el Modelo P4.3 todas las variables son significativas individualmente: en el
apartado 3 se comprobó la significatividad de la variable antigüedad y en la tabla
correspondiente a este modelo se puede comprobar que los estad́ısticos t para las
variables superficie, baños e INC superan el valor cŕıtio por lo que también son
significativas. Además, en el apartado anterior se ha comprobado que la forma fun-
cional que relaciona la antigüedad y el precio no es lineal.

Por lo tanto, si elegimos un modelo que no sea el Modelo P4.3, tendŕıamos proble-
mas.

En el Modelo P4.1 se incurre en omisión de variables relevantes por no incluir INC
y en mala especificación de la forma funcional por no considerar el término A2

i , es
decir, por considerar que la relación entre el precio y la antigüedad es lineal en vez
de cuadrática. En el Modelo P4.2, tendŕıamos problemas sólo de mala especificación
de la forma funcional.

Pero, en ambos casos estaremos sesgando la estimación de los coeficientes (esto puede
comprobarse observando que los valores de los coeficientes de todas las variables
cambian de una estimación a otra, lo que indica que no hay ortogonalidad entre las
variables de la matriz X). Además, será sesgada la estimación de la varianza de las
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perturbaciones, lo que llevará a calcular estad́ısticos que no siguen la distribución
propuesta y por lo tanto invalidará los contrastes.

Todo ello nos lleva a elegir el Modelo P4.3 que, a priori, no muestra indicios de mala
especificación.

7. Si tuviera que explicar qué es lo que determina el precio de los pisos, empezaŕıa por lo
más obvio: el tamaño del piso y sus condiciones de uso, representadas por el número
de baños, son variables importantes para marcar el precio; evidentemente, a mayor
tamaño y mejores condiciones, mayor precio. Por otro lado, también tiene impor-
tancia la antigüedad: cuanto más años tenga un piso, menos valor tiene en términos
equivalentes de tamaño y condiciones. Sin embargo, este efecto no es siempre propor-
cional a los años de antigüedad; a partir de un número de años, la desvalorización
del piso se empieza a frenar; podŕıamos pensar que ello sucede porque ese punto
marca la diferencia entre un piso simplemente “viejo” y un piso que se considera
“antiguo”.

Por último, el hecho de haber construido una incineradora en la zona (que a priori
podŕıa pensarse que iba a tener un efecto negativo en el precio de los pisos) ha
hecho aumentar los precios. Esto pone de manifiesto que las comunicaciones tienen
un efecto relevante en los precios y que se pagan más los pisos en zonas bien co-
municadas, ya que una mejora de la comunicación por autopista ha sido capaz de
contrarrestar los posibles efectos negativos medioambientales.

Solución PRÁCTICA P5.

PRIMERA PARTE.

1. Modelo P5.1:

Vt = β1 + β2 dq1t + β3 dq2t + β4 dq3t + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 2001:1, . . . , 2008:4.

En el Modelo P5.1 hay una sola variable explicativa, la estacionalidad, que recoge
el efecto de que las ventas promedio son distintas en los diferentes trimestres del
año.

La estacionalidad es una variable cualitativa, con cuatro categoŕıas, cada uno de
los cuatro trimestres. Se han definido cuatro variables ficticias estacionales, una por
cada trimestre y, para evitar problemas de colinealidad perfecta en la matriz de datos
X, se ha especificado el modelo incluyendo el término constante más tantas variables
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ficticias como número de categoŕıas menos una. En este caso, se ha eliminado la
variable ficticia estacional correpondiente al cuarto trimeste. En consecuencia, el
cuarto trimestre se convierte en el de referencia en la interpretación de los coeficientes
del Modelo P5.1.

β1 = E(Vt|dq1 = 0, dq2 = 0, dq3 = 0) : ventas promedio en el cuarto trimestre.

β2 = E(Vt|dq1 = 1)− E(Vt|dq1 = 0, dq2 = 0, dq3 = 0) = (β1 + β2)− β1

= diferencia en las ventas medias entre el primer y el cuarto trimestre.

β3 = E(Vt|dq2 = 1)− E(Vt|dq1 = 0, dq2 = 0, dq3 = 0) = (β1 + β3)− β1

= diferencia en las ventas medias entre el segundo y el cuarto trimestre.

β4 = E(Vt|dq3 = 1)− E(Vt|dq1 = 0, dq2 = 0, dq3 = 0) = (β1 + β4)− β1

= diferencia en las ventas medias entre el tercer y el cuarto trimestre.

2. La variable estacionalidad no es significativa si no hay diferencias en las ventas
promedio entre trimestres.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

Como la variable estacionalidad es la única variable explicativa del Modelo P5.1, el
contraste de significatividad individual es a su vez un contraste de significatividad
conjunta, por lo que podemos utilizar el siguiente estad́ıstico:

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 5318/3

(1− 0, 5318)/(32− 4)
= 12, 1156 > 2, 94669 = F(3, 28)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la estacionalidad es una variable significativa para explicar las ventas
de refrigeradores.

3. V̂año = V̂1TR + V̂2TR + V̂3TR + V̂4TR

Dada la interpretación de los coeficientes del Modelo P5.1 (véase apartado 1):

V̂año = (β̂1 + β̂2) + (β̂1 + β̂3) + (β̂1 + β̂3) + β̂1 = 5419, 375 miles de euros
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SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P5.3:

Vt = β1 + β2 Pt + β3 dq1t + β4 dq2t + β5 dq3t + ut t = 2001:1, . . . , 2008:4.

El Modelo P5.3 tiene dos variables explicativas, gasto en publicidad y estacionali-
dad, mientras que el Modelo P5.1 solo tiene una variable explicativa, estacionalidad,
y el Modelo P5.2 solo tiene una variable explicativa, gasto en publicidad.

2. Como contamos con 32 observaciones para 4 variables explicativas, el orden de la
matriz de datos X es (32× 5).

X =



1 252, 6 1 0 0
1 272, 4 0 1 0
1 270, 9 0 0 1
1 273, 9 0 0 0
1 268, 9 1 0 0
...

...
...

...
...

1 356, 4 0 0 0


3. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = β5 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0 y/o β5 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 7298/4

(1− 0, 7298)/(32− 5)
= 18, 231495 > 2, 72777 = F(4, 27)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas estacionalidad y gastos en publicidad son
conjuntamente significativas.

Contraste de significatividad individual: gasto en publicidad.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 ̸= 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(T − k)

|t| =
∣∣∣∣2, 773− 0

0, 623

∣∣∣∣ = 4, 451043339 > 2, 05183 = t(32− 5)0,05/2
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Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que el gasto en publicidad es una variable significativa para explicar las
ventas de refrigeradores.

Contraste de significatividad individual: estacionalidad.

H0 : β3 = β4 = β5 = 0
Ha : β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0 y/o β5 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P5.3, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P5.2, y q = 3 es el número de restricciones.

F =
(1377140− 465085)/3

465085/(32− 5)
= 17, 64945 > 2, 96035 = F(3, 27)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la estacionalidad es una variable significativa para explicar las ventas
de refrigeradores, una vez incluido el gasto en publicidad en el modelo.

4. Incremento estimado en las ventas = 2,773 miles de euros = 2773 euros, porque:

β̂2 = 2, 773 mide el incremento estimado en las ventas en miles de euros cuando
el gasto en publicidad aumenta en una unidad (100 euros) independientemente del
trimestre del año.

5. V̂1TR = 370, 164 + 2, 733Pt + 86, 080 = (456, 224 + 2, 733Pt) miles de euros.

V̂1TR = 370, 164 + 2, 733Pt + 86, 080 = 456, 224 + 2, 733 × 17 =

= 502, 685 miles de euros.

6. Intervalo de confianza.

IC(β2)95% =
[
β̂2 ± t(T − k)α/2 σ̂β̂2

]
=

[
2, 773 ± t(32− 5)0,05/2 × 0, 623

]
=

= [2, 773 ± 1, 27829009] = [1, 494701 4, 05129009] miles de euros

7. ¿∆P = 1 euro → ∆V = 50 euros?

∆P = 100 euros → ∆V = 5000 euros = 5miles de euros ⇒ β̂2 = 5

Como 5 no está incluido en el IC(β2)95% calculado en el apartado anterior, se puede
concluir, con una confianza del 95%, que no es posible que un aumento de un euro
en la publicidad trimestral pueda aumentar las ventas medias trimestrales en 50
euros.
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8. Incremento gastos en publicidad: 250 euros.

V̂t = 370, 164 + 2, 773× Pt + 86, 08 dq1t + 328, 578 dq2t + 411, 345 dq3t

V̂t+4 = 370, 164 + 2, 773× Pt+4 + 86, 08 dq1t+4 + 328, 578 dq2t+4 +

+ 411, 345 dq3t+4

∆4V̂t+4 = V̂t+4 − V̂t =

= 2, 773×∆4 Pt+4 + 86, 08∆4 dq1t+4 + 328, 578∆ dq2t+4 +

+ 411, 345∆ dq3t+4 = 2, 773× 2, 50 = 6, 9325 miles de euros

Primer trimestre: ∆4V̂t+4 = 6, 9325 miles de euros.

Este resultado es debido a que al estar comparando un trimestre con el mismo
trimestre del año anterior, el incremento en las ventas dado un incremento de los
gastos en publicidad es independiente del trimestre en el que nos encontremos.

9. Predicción por intervalo para el primer trimestre de 2009.

IC(V2009:1)95% =
[
V̂2009:1 ± t(32− 5)0,025 σ̂p

]
donde:

V̂2009:1 = 370, 164 + 86, 080 = 456, 244 miles de euros

σ̂2
p = σ̂2

u

[
1 +X ′

p(X
′X)−1Xp

]
=

=
465085

32− 5

1 + [1 0 1 0 0] (X ′X)−1


1
0
1
0
0


 = 49003, 79

IC(V2009:1)95% =
[
456, 244 ± 2, 052

√
49003, 79

]
= [2, 03 910, 25]

Como el valor 0 no está incluido en el intervalo de predicción para las ventas del
primer trimestre de 2009, se puede concluir con una confianza del 95% que el asesor
del gerente no tiene razón.
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TERCERA PARTE.

1. En el Modelo P5.4 solo se introducen las variables ficticias estacionales referidas al
segundo y tercer trimestres, dejando fuera el primer y cuarto trimestres. Por lo tanto,
en este modelo el primer y el cuarto trimestre son tratados de la misma manera.
En términos de los coeficientes del modelo Modelo P5.3, la restricción incluida es
β3 = 0, lo que significa que, a igualdad de condiciones, la diferencia entre las ventas
del primer trimestre y el cuarto es nula, por lo tanto, basta distinguir entre el
segundo trimestre, el tercero, y el resto de los trimestres (primero y cuarto).

2. Restricción en el Modelo P5.3: β3 = 0

H0 : β3 = 0
Ha : β3 ̸= 0

t =
β̂3 − 0

σ̂β̂3

H0∼ t(T − k)

|t| =
∣∣∣∣86, 08− 0

65, 843

∣∣∣∣ = 1, 307 < 2, 05183 = t(32− 5)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que, a igualdad de gasto en publicidad, la diferencia entre las ventas
del primer trimestre y el cuarto es nula.

3. V̂1TR = 431, 890 + 2, 706× 3 = 440, 008 miles de euros.

V̂2TR = 431, 890 + 2, 706× 3 + 285, 319 = 725, 327 miles de euros.

V̂3TR = 431, 890 + 2, 706× 3 + 368, 554 = 808, 562 miles de euros.

V̂4TR = V̂1TR = 431, 890 + 2, 706× 3 = 440, 008 miles de euros.

CUARTA PARTE.

Se utilizaŕıa el Modelo P5.4 para especificar las ventas de refrigeradores porque en el
Modelo P5.3 hemos comprobado que las dos variables explicativas consideradas a lo largo
de este ejercicio, gasto en publicidad y estacionalidad, son individualmente significativas.

Por lo tanto, se han de rechazar los modelos Modelo P5.1 y Modelo P5.2 porque tanto
en uno como en otro se está omitiendo una variable explicativa relevante, por lo que los
estimadores MCO son sesgados y los estad́ısticos t y F no siguen las distribuciones habi-
tuales por lo que si se hace inferencia de la forma habitual podŕıamos llegar a conclusiones
erróneas.

En lo que se refiere a la comparación entre el Modelo P5.3 y el Modelo P5.4, este
último no es más que el Modelo P5.3 incluyendo una restricción que se ha contrastado en
la Tercera Parte que es cierta. Por lo tanto, los estimadores MCR del Modelo P5.3 son
insesgados y tienen una varianza menor que los estimadores MCO del Modelo P5.3.
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Solución PRÁCTICA P6.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG: Vt = β1 + β2Mt + β3Ct + β4 St + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1, 2, . . . , 23.

2. FRM:

V̂t
(σ̂β̂)

= 33, 7991
(4,2865)

− 0, 2223
(0,126)

Mt+0, 0249
(0,059)

Ct+0, 0129
(0,005)

St R2 = 0, 911653 SCR = 105, 657.

β̂1 = 33, 7991 : ventas promedio estimadas de marisco cuando las variables precio
de la empresa, precio de los competidores y sueldo medio de los trabajadores
toman el valor cero.

β̂2 = −0, 2223 : se estima que las ventas disminuyen en 0,2223 miles de kilos cuando
el precio del kilo de marisco de la empresa aumenta en un euro, manteniéndose
constantes las variables precio de los competidores y sueldo medio de los tra-
bajadores.

β̂3 = 0, 0249 : se estima que las ventas aumentan en 0,0249 miles de kilos cuando el
precio del kilo de marisco de las empresas competidoras aumenta en un euro,
manteniéndose constantes las variables precio de la empresa y sueldo medio de
los trabajadores.

β̂4 = 0, 0129 : se estima que las ventas aumentan en 0,0129 miles de kilos cuando
el sueldo medio de los trabajadores aumenta en cien euros, manteniéndose
constantes las variables precio de la empresa y precio de los competidores.

3. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
t∑

(Vt − V̄ )2
= 0, 911653

Interpretación: el 91,1653% de la variabilidad de las ventas en la muestra viene
explicada por la variabilidad de las variables explicativas: precio medio de venta del
marisco, precio medio de los competidores y salario medio de la localidad.

4. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 911653/3

(1− 0, 911653)/(23− 4)
= 65, 3533 > 3, 12735 = F(3, 19)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas precio de la empresa, precio de los competi-
dores y sueldo medio de los trabajadores son conjuntamente significativas.
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5. Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3, 4.

Precio marisco (M) |t| =
∣∣∣∣−0, 2223− 0

0, 12

∣∣∣∣ = 1, 762 < 2, 093 = t(23− 4)0,05/2

Precio competidor (C) |t| =
∣∣∣∣0, 0249− 0

0, 059

∣∣∣∣ = 0, 4229 < 2, 093 = t(23− 4)0,05/2

Sueldo (S) |t| =
∣∣∣∣0, 0129− 0

0, 00503

∣∣∣∣ = 2, 577 > 2, 093 = t(23− 4)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las va-
riables precio del marisco y precio de los competidores no son individualmente sig-
nificativas, mientras que la variable sueldo śı es individualmente significativa.

Estamos analizando la demanda de marisco, por lo que, en principio, seŕıa de es-
perar que factores como renta y precios fueran determinantes en su evolución. Los
resultados obtenidos son lógicos en cuanto a la variable explicativa sueldo se refiere,
ya que śı es significativa, pero no son los esperados para las dos variables de precios,
sobre todo para la variable de precio del propio producto, que según el razonamiento
económico debeŕıa ser relevante a la hora de explicar las ventas.

6. Contraste de hipótesis (175 kilos = 0,175 miles de kilos).

H0 : β3 = 0, 175
Ha : β3 < 0, 175

t =
β̂3 − 0, 175

σ̂β̂3

H0∼ t(T − k)

t =
0, 0249− 0, 175

0, 05908
= −2, 5406 < −1, 72913 = t(23− 4)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5% y concluimos que,
manteniendo el resto de las variables constantes, si el precio de las empresas com-
petidoras aumenta en un euro no seŕıa posible que la empresa incrementara sus
ventas en más de 175 kilos.

7. Interpretación del coeficiente β4:

β4 = ∂E(Vt)
∂St

: variación esperada en las ventas ante un incremento unitario (100
euros) en el sueldo, manteniendo constante el resto de las variables.
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β̂4 = 0, 0129 miles de kilogramos. Por lo tanto, se estima que si el sueldo disminuye
en cien euros, manteniendose el resto de variables constantes, las ventas disminuyen
en 0,0129 miles de kilogramos = 12,9 kilogramos.

8. MRLG:

Vt = β1 + β2Mt + β3Ct + β4 St + β5Rt + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1, 2, . . . , 23.

El hecho de que, en la muestra, la correlación entre dos variables explicativas,
renta y sueldo, sea tan alta significa que existe un alto grado de multicolinealidad
entre los regresores. La multicolinealidad no supone que se incumpla ninguna de
las h̀ıpótesis básicas del MRLG por lo que el modelo anterior se puede estimar por
MCO, y estos estimadores seguiŕıan teniendo buenas propiedades, es decir, seŕıan
lineales, insesgados y óptimos (en el sentido de varianza mı́nima dentro de la clase
de estimadores lineales e insesgados). El único problema que genera un alto grado
de multicolinealidad, es que al ser tan alta la correlación entre los datos de renta y
sueldo, las varianzas estimadas de los estimadores MCO serán grandes y se tenderá a
no rechazar la H0 en los contrastes de significación individual correspondientes a las
estas dos variables explicativas.

9. Analizando el gráfico de los residuos del Modelo P6.1, se puede ver claramente
que no oscilan aleatoriamente en torno a cero. De hecho, existe un patrón claro de
comportamiento: los residuos de la primera parte y la última parte de la muestra
son negativos, mientras que los del centro de la muestra son positivos. Por lo tanto,
parece que alguna hipótesis básica del modelo no se cumple. Podŕıa ser que se
haya cometido un error en la especificación de la parte sistemática del modelo, por
ejemplo, que se haya omitido alguna variable explicativa relevante.

SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P6.2:

Vt = β1 + β2 PUBt + β3Mt + β4Ct + β5 St + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1, 2, . . . , 23.

La diferencia con respecto al Modelo P6.1 es la inclusión del factor explicativo
campaña publicitaria. Este es un factor cualitativo con dos categoŕıas (campaña o
no campaña) que se introduce a través de variables ficticias. En este caso de las
dos variables ficticias que se pueden definir, PUB y NOPUB, se ha incluido en el
modelo una sola (PUB) manteniendo el término constante para evitar problemas
de multicolinealidad perfecta en la matriz de regresores X.

2. β̂2 = 4, 2235: diferencia estimada en las ventas (en miles de kilos) entre hacer una
campaña publicitaria o no hacerla, manteniéndose el resto de las variables, precio,
precio del competidor y sueldo iguales.
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Es decir, se estima que, en igualdad de condiciones, la campaña publicitaria aumenta
las ventas medias en 4,2235 miles de kilos.

3. Contraste a una cola.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 > 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(T − k)

t =
4, 2235− 0

0, 34863
= 12, 1147 > 1, 73406 = t(23− 5)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe evidencia de que la campaña publicitaria ha tenido un efecto
positivo en las ventas.

4. Contraste de significatividad individual: precio del marisco.

H0 : β3 = 0
Ha : β3 ̸= 0

t =
β̂3 − 0

σ̂β̂3

H0∼ t(T − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 2754− 0

0, 04307

∣∣∣∣ = 6, 3954 > 2, 10092 = t(23− 5)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la variable precio medio de venta de marisco es individualmente signi-
ficativa.

Sin embargo, esta variable no era significativa individualmente en el Modelo P6.1.
Las razones de esta diferencia de resultados es la siguiente. Como se ha comprobado
en el apartado 2., la variable publicidad tiene efecto sobre las ventas por lo que
el Modelo P6.1 estaba mal especificado por omisión de una variable relevante, la
campaña publicitaria. Como se puede demostrar, si en un MRLG se omiten variables
relevantes, los estimadores MCO están sesgados y la inferencia no es válida, porque
los estad́ısticos t y F no siguen las distribuciones habituales.

5. Contraste de restricción lineal.

H0 : β3 = −β4 (β3 + β4 = 0)
Ha : β3 ̸= −β4 (β3 + β4 ̸= 0)

t =
β̂3 + β̂4 − 0√
v̂ar(β̂3 + β̂4)

H0∼ t(T − k)

v̂ar(β̂3 + β̂4) = v̂ar(β̂3) + v̂ar(β̂4) + 2ĉov(β̂3, β̂4) =

= 0, 0018554 + 0, 000415674 + 2× (−0, 000156414) = 0, 001958
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|t| =
∣∣∣∣(−0, 2754 + 0, 0687)− 0√

0, 001958

∣∣∣∣ = | − 4, 67| > 2, 101 = t(23− 5)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que, manteniéndo el resto de las variables constantes, el gerente no puede
contrarrestar una bajada del precio de sus competidores con una disminución de sus
precios en la misma cantidad.

6. Comparando este gráfico con los residuos del Modelo P6.1, se observa que los resi-
duos del Modelo P6.2 oscilan aleatoriamente en torno a cero y no se aprecia ya
que haya una diferencia de comportamiento entre los residuos correspondientes a la
primera parte de la muestra, los de la parte central y los de la última parte. Este
resultado parece indicar que la inclusión de la variable explicativa cualitativa publi-
cidad (que tiene un efecto positivo sobre las ventas) ha recogido el comportamiento
no aletorio que presentaban los residuos del Modelo P6.1 y el problema se ha solu-
cionado. Se puede concluir que el Modelo P6.1 estaba mal especificado por omisión
de variable relevante.

7. Sustituyendo en la función de regresión muestral:

V̂2004:4 = 31, 058 + 4, 2235 × 1− 0, 2754 × 30 + 0, 0687 × 32 + 0, 0103 × 250

V̂2004:4 = 39, 2287 miles de kilos

TERCERA PARTE.

1. La estacionalidad es una variable explicativa cualitativa con cuatro categoŕıas, por
lo tanto, se introduce en el modelo a través de variables ficticias. Se pueden definir
tantas variables ficticias como categoŕıas:

T1t =

{
1 t ∈ 1o trimestre
0 en otro caso

T2t =

{
1 t ∈ 2o trimestre
0 en otro caso

T3t =

{
1 t ∈ 3o trimestre
0 en otro caso

T4t =

{
1 t ∈ 4o trimestre
0 en otro caso

Para evitar problemas de colinealidad perfecta entre las columnas de la matriz X,
especificamos el modelo con término independiente y tantas variables ficticias como
categoŕıas menos una. Dejamos fuera la variable ficticia del trimestre 4, de forma
que el modelo propuesto, Modelo P6.3, es:

Vt = β1 + β2 Mt + β3 Ct + β4 St + β5 PUBt + β6 T1t + β7 T2t + β8 T3t + ut
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2. La matriz de datos para el Modelo P6.3 es:

t

1999:1

1999:2

1999:3

1999:4

2000:1

2000:2

2000:3

2000:4
...

X =



C PUB Mt Ct St T1t T2t T3t

1 0 M1 C1 S1 1 0 0
1 0 M2 C2 S2 0 1 0
1 0 M3 C3 S3 0 0 1
1 0 M4 C4 S4 0 0 0
1 0 M5 C5 S5 1 0 0
1 0 M6 C6 S6 0 1 0
1 1 M7 C7 S7 0 0 1
1 1 M8 C8 S8 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...


3. Contrastes sobre el modelo Modelo P6.3.

3.1. Contraste de significación individual: estacionalidad.

H0 : β6 = β7 = β8 = 0
Ha : β6 ̸= 0 y/o β7 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde SCRNR es la suma de residuos al cuadrado del modelo no restringido,
Modelo P6.3, SCRR es la suma de residuos al cuadrado del Modelo P6.2 y
q = 3 es el número de restricciones.

F =
(11, 5427− 8, 13216)/3

8, 13216/(23− 8)
= 2, 09693 < 3, 28738 = F(3, 15)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir,
se puede concluir que la estacionalidad no es una variable significativa para
explicar el precio de venta, una vez incluidas el resto de las variables.

3.2. Contraste de restricción lineal.

H0 : β6 = β7 = β8

Ha : β6 ̸= β7 y/o β6 ̸= β8
F =

(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de residuos al
cuadrado del modelo no restringido, Modelo P6.3, SCRR es la suma de residuos
al cuadrado del siguiente modelo restringido, Modelo P6.4:

Vt = β1 + β2 Mt + β3Ct + β4 St + β5 PUBt + β6 T1t + β6 T2t + β6 T3t + ut

Vt = β1 + β2 Mt + β3Ct + β4 St + β5 PUBt + β6 (T1t + T2t + T3t) + ut
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F =
(11, 1822− 8, 13216)/2

8, 13216/(23− 8)
= 2, 81296 < 3, 68232 = F(2, 15)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que no hay diferencia en las ventas medias de los tres primeros
trimestres manteniendo el resto de las variables iguales.

4. El Modelo P6.2 porque:

Este modelo incluye la variable explicativa publicidad que es significativa. Por
lo tanto, el Modelo P6.1 omite una variable relevante, lo que implica que los
estimadores MCO de los coeficientes de regresión están sesgados, el estimador
de la varianza de las perturbaciones está también sesgado y los estad́ısticos t y
F no siguen las distribuciones habituales por lo que la inferencia no es válida.

Este modelo no incluye la estacionalidad que ha resultado ser una variable
explicativa no relevante.

Solución PRÁCTICA P7.

PRIMERA PARTE.

1. β̂MCO = (X ′X)−1X ′Y

[
β̂1

β̂2

]
MCO

=

 T
∑

Pt∑
Pt

∑
P 2
t

−1  ∑
Qt∑

Qt Pt

 =

=

[
89 801, 1691

801, 1691 7407, 915

]−1 [
225, 3035

1953, 55

]
=

=

[
0, 4249483 −0, 0459583

−0, 0459583 0, 0051054

][
225, 3035

1953, 55

]
=

[
5, 96205

−0, 381092

]

Recta de regresión muestral: Q̂t = 5, 96205−0, 381092 Pt t = 1983:1, . . . , 1990:5.
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2. β̂2: si el precio del galón de silicona aumenta en un dólar, se estima que las ventas
disminuyen en 0,381 miles de galones (= 381 galones).

En principio, el coeficiente estimado tiene el signo esperado ya que como se está es-
timando una función de demanda, se espera que la relación entre precio y ventas
sea negativa, es decir, que un aumento del precio resulte en una disminución de las
ventas.

3. Estimador insesgado de la varianza de las perturbaciones: σ̂2
u =

∑
û2
t/(T − k).

Estimación:

σ̂2
u =

∑89
t=1 û

2
t

T − k
=

Q′Q− β̂′X ′Q

89− 2
=

=

785, 7899− [5, 96205 − 0, 381092]

[
225, 3035
1953, 55

]
87

=

=
186, 99987

87
= 2, 1494

4. Contraste a una cola.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 < 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(T − k)

σ̂2
β̂2

= σ̂2
u a22 =

∑
û2
t

T − k
a22 =

186, 99987

89− 2
× 0, 005105404 = 0, 0109759

t =
−0, 381092− 0√

0, 0109759
= −3, 6375 < −1, 6625 = t(89− 2)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe evidencia en la muestra de que el precio influye negativamente
en la cantidad media de silicona vendida.

5. Para que se cumpla el Teorema de Gauss-Markov y el estimador MCO sea en conse-
cuencia el estimador lineal e insesgado de varianza mı́nima se han de cumplir todas
las hipótesis básicas de modelo de regresión lineal salvo la de normalidad de las
perturbaciones. Es decir, se han de cumplir las siguientes hipótesis:

Modelo bien especificado.

Modelo lineal en los coeficientes.
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Coeficientes constantes.

Regresores fijos.

Ausencia de colinealidad perfecta.

Media de la perturbación cero.

Varianza de la perturbación constante.

No existencia de autocorrelación en las perturbaciones.

6. Se ha de construir en primer lugar un intervalo de predicción de 95% de proba-
bilidad de la cantidad vendida de silicona bajo el nuevo precio. Si la cantidad que
espera vender el dueño pertenece a este intervalo de predicción, según el modelo y
la información muestral disponible, el dueño está en lo cierto. En caso contrario, el
dueño no está en lo cierto.

IC(Qp)95% =
[
Q̂p ± t(89− 2)0,025 σ̂p

]
donde

Q̂p = β̂1 + β̂2 Pp = 5, 96205 − 0, 381092 × 9, 5 = 2, 341676 miles de galones

σ̂2
p = σ̂2

u

[
1 +X ′

p(X
′X)−1Xp

]
=

= 2, 1494

[
1 + [1 9, 5]

[
0, 424948 −0, 045958

−0, 045958 0, 0051054

] [
1
9, 5

]]
= 2, 1762

IC(Qp)95% =
[
2, 3416− 1, 9876 ×

√
2, 1762 2, 3416 + 1, 9876 ×

√
2, 1762

]
=

= [−0, 590 5, 274] miles de galones.

El dueño prevee que las ventas pueden ser de 3500 galones = 3,5 miles de galones.
Como 3, 5 ∈ IC(Qp)95% , existe evidencia de que el dueño está en lo cierto.

SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P7.2:

Qt = α1 + α2 Pt + α3CCt + α4 ICPPt + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1983:1, . . . , 1990:5.



132 Soluciones a las prácticas

2. Contrastes de significatividad.

A. Contraste de significatividad individual de las dos variables explicativas.

H0 : αi = 0
Ha : αi ̸= 0

t =
α̂i − 0

σ̂α̂i

H0∼ t(T − k) i = 3, 4.

CC |t| =
∣∣∣∣0, 0228− 0

0, 0049

∣∣∣∣ = 4, 6412 > 1, 98827 = t(89− 4)0,05/2

ICCP |t| =
∣∣∣∣0, 22376− 0

0, 0081

∣∣∣∣ = 2, 7514 > 1, 98827 = t(89− 4)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las va-
riables casas que se van a comenzar a construir e ı́ndice combinado de construcción
son individualmente significativas para explicar las ventas.

B. Contraste de significatividad conjunta de las dos variables explicativas.

H0 : α3 = α4 = 0
Ha : α3 ̸= 0 y/o α4 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P7.2, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P7.1, y q = 2 es el número de restricciones.

F =
(186, 99987− 140, 69)/2

140, 69/(89− 4)
= 13, 9894 > 3, 10384 = F(2, 85)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las dos variables, CC e ICPP son conjuntamente significativas para
explicar las ventas.

No hay ninguna contradicción en los resultados. Las dos variables son individual-
mente significativas y, por lo tanto, son también conjuntamente significativas.

3. En el apartado anterior se obtiene que las dos nuevas variables explicativas incluidas
en el Modelo P7.2 son individualmente significativas. Por lo tanto, el Modelo P7.1
no cumple las hipótesis básicas del modelo de regresión lineal porque no está bien
especificado: hay omisión de variables relevantes. Esto hace que el estimador MCO β̂2

en el Modelo P7.1 sea, en general, sesgado. Además, tampoco se cumple el Teorema
de Gauss-Markov, por lo que el estimador MCO β̂2 no es óptimo, es decir, no es el
de varianza mı́nima.
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4.

Q̂t+1 = −1, 0331− 0, 326389Pt+1 + 0, 0228171CCt+1 + 0, 22376 ICCPt+1

Q̂t = −1, 0331− 0, 326389Pt + 0, 0228171CCt + 0, 22376 ICCPt

∆Q̂t+1 = −0, 326389∆Pt+1 + 0, 0228171∆CCt+1 + 0, 22376∆ICCPt+1 =

= −0, 326389 × (−1) + 0, 0228171 × 0, 5 + 0, 22376 × 20 =

= 4, 813 miles de galones

En este escenario, se estima que la venta de silicona disminuiŕıa en 481,3 galones.

TERCERA PARTE.

1. Modelo P7.3:

Qt = δ1 + δ2 Pt + δ3 P
2
t + δ4, CCt + δ5 ICPPt + ut t = 1983:1, . . . , 1990:5.

El Modelo P7.3 tiene las mismas variables explicativas que el Modelo P7.2, precio
(P ), casas a construir (CC) e ı́ndice combinado de construcción (ICPP ). Por lo
tanto, la diferencia entre ambos modelos no se encuentra en el número de variables
explicativas, sino en la forma funcional.

En el Modelo P7.2 la relación entre la variable dependiente Q y cada una de las
variables explicativas (P,CC, ICPP ) es lineal de forma que, ceteris paribus, una
variación unitaria en una variable explicativa tiene un efecto marginal constante en
las ventas, Q.

En el caso del precio, en el Modelo P7.2:

∂E(Qt)

∂Pt

= α2 t = 1983:1, 1983:2, . . . , 1990:5.

En el Modelo P7.3 la relación entre la variable dependiente Q y cada una de las
variables explicativas CC y ICPP sigue siendo lineal, mientras que la relación entre
la variable endógena Q y la variable explicativa precio ya no es lineal sino cuadrática,
de forma que el efecto del precio sobre las ventas no va a ser constante sino que va
a depender del nivel del precio. Aśı, en el Modelo P7.3:

∂E(Qt)

∂Pt

= δ2 + 2 δ3 Pt t = 1983:1, 1983:2, . . . , 1990:5.

Por lo tanto, cuanto mayor sea el precio, el efecto marginal del precio sobre las
ventas será mayor (o menor) dependiendo del signo de δ2 y δ3.
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2. Śı. El Modelo P7.3 es lineal en los coeficientes (aunque no en las variables), no existe
colinealidad perfecta (se han podido estimar los coeficientes del modelo) y, con la
información disponible, el modelo está bien especificado. Además, la perturbacion
sigue una distribución normal de media cero y varianza constante (σ2

u). Por último,
la covarianza entre pertubaciones distintas es cero, dado que son independientes.

3. El efecto marginal estimado de un incremento unitario en el precio sobre las ventas,
manteniendo el resto de las variables constantes:

∂Q̂t

∂Pt
= δ̂2 + 2 × δ̂3 Pt = −0, 497857 + 2× 0, 0082889Pt t = 1983:1, . . . , 1990:5.

Precio = 5 dólares:

∂Q̂t

∂Pt

= δ̂2 + 2 δ̂3 Pt = −0, 497857 + 2× 0, 0082889× 5 = −0, 415 miles de galones

Precio = 12 dólares:

∂Q̂t

∂Pt

= δ̂2 + 2 × δ̂3 Pt = −0, 497857+2×0, 0082889×12 = −0, 299 miles de galones

Se puede observar que cuanto mayor es el precio de partida, menos negativo es el
efecto de un incremento unitario del precio sobre las ventas.

4. Contraste sobre la forma funcional apropiada.

H0 : δ3 = 0
Ha : δ3 ̸= 0

t =
δ̂3 − 0

σ̂δ̂3

H0∼ t(T − k)

|t| =
∣∣∣∣0, 00828892− 0

0, 0380014

∣∣∣∣ = 0, 2181 < 1, 98861 = t(89− 5)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que la relación que existe entre la cantidad vendida y el precio es
lineal. No hay evidencia en la muestra a favor de la hipótesis del agente sobre una
relación funcional cuadrática entre la cantidad vendida y el precio.
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CUARTA PARTE.

1. Modelo P7.4:

Qt = γ1 + γ2 Pt + γ3CCt + γ4 ICPPt + γ5 dm1t + γ6 dm2t + γ7 dm3t + γ8 dm4t +

+ γ9 dm5t + γ10 dm6t + γ11 dm7t + γ12 dm8t + γ13 dm9t + γ14 dm10t +

+ γ15 dm11t + ut t = 1983:1, 1983:2, . . . , 1990:5.

En este modelo se ha introducido una nueva variable explicativa de carácter cuali-
tativo para recoger el hecho de que la cantidad vendida de silicona puede presentar
comportamiento estacional, es decir, para un mismo nivel de las variables explicati-
vas (P,CC, IPCC), la venta media de silicona puede ser distinta cada mes.

Las variables explicativas cualitativas se han de introducir en la especificación del
modelo mediante variables ficticias. Como los datos son mensuales, la variable cuali-
tativa estacionalidad tiene doce categoŕıas, una por cada mes, por lo que se definen
doce variables ficticias:

dm1t =

{
1 t ∈ Enero

0 en otro caso
dm2t =

{
1 t ∈ Febrero

0 en otro caso

dm3t =

{
1 t ∈ Marzo

0 en otro caso
dm4t =

{
1 t ∈ Abril

0 en otro caso

dm5t =

{
1 t ∈ Mayo

0 en otro caso
dm6t =

{
1 t ∈ Junio

0 en otro caso

dm7t =

{
1 t ∈ Julio

0 en otro caso
dm8t =

{
1 t ∈ Agosto

0 en otro caso

dm9t =

{
1 t ∈ Septiembre

0 en otro caso
dm10t =

{
1 t ∈ Octubre

0 en otro caso

dm11t =

{
1 t ∈ Noviembre

0 en otro caso
dm12t =

{
1 t ∈ Diciembre

0 en otro caso

Para evitar problemas de multicolinealidad perfecta en la matriz X, a la hora de
especificar el modelo sólo se introducen tantas variables ficticias como número de
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categoŕıas menos una. En este caso, se introducen once variables ficticias, las cor-
respondientes a los meses de enero a noviembre, eliminando la variable ficticia cor-
respondiente al mes de diciembre. Por lo tanto, el mes de diciembre queda como
referencia.

2. Interpretación coeficientes estimados:

γ̂1 = −0, 897081 : se estima que se venden -0,897081 miles de galones de silicona
cuando las variables P,CC e ICPP toman el valor cero y estamos en el mes
de diciembre.

γ̂14 = 0, 251659 : se estima que, para los mismos niveles de las variables P,CC e
ICPP , se venden 0,251659 miles de galones más de silicona en noviembre que
en diciembre.

3. Constraste de significación individual: estacionalidad.

H0 : γ5 = γ6 = γ7 = . . . = γ15 = 0
Ha : γ5 ̸= 0 y/o γ6 ̸= 0 y/o γ7 ̸= 0 . . . y/o γ15 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P7.4, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P7.2, y q = 11 es el número de restricciones.

F =
(140, 69− 117, 217)/11

117, 217/(89− 15)
= 1, 34715 < 1, 92056 = F(11, 74)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que no existe evidencia en la muestra de que las ventas presenten,
ceteris paribus, comportamiento estacional.

4. El Modelo P7.2 porque:

Las variables, CC y ICCP śı son significativas por lo que hay que incluirlas
en el modelo. En consecuencia, el Modelo P7.1 omite variables relevantes y los
estimadores MCO están sesgados y la inferencia no es válida.

La evidencia muestral apoya la hipótesis de que la relación funcional entre la
cantidad y el precio es lineal por lo que el Modelo P7.3 no está bien especificado.

La estacionalidad no es una variable relevante, luego no hay que incluirla en el
modelo, por lo que descartamos también el Modelo P7.4.



Soluciones a las prácticas 137

Solución PRÁCTICA P8.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG:

Si = β1 + β2 EDi + β3EXi + β4 HBi + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 49.

FRM:

Ŝi

(σ̂β̂)

= 434, 821
(258,871)

+ 133, 551
(31,5081)

EDi + 34, 4543
(12,1316)

EXi + 470, 460
(144,870)

HBi

R2 = 0, 450263 SCR = 11089355

2. β̂3 = 34, 4543: incremento estimado en el salario en dólares si la experiencia aumenta
en un año manteniendo constantes las variables educación y género.

β̂4 = 470, 460: diferencia estimada en el salario entre un hombre y una mujer para
los mismos niveles de educación y experiencia.

3. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Si − S̄)2
= 0, 450263

Interpretación: el 45,0263% de la variabilidad de los salarios en la muestra está ex-
plicada por la variabilidad de las variables explicativas: educación, experiencia y
género.

4. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

F =
0, 450263/3

(1− 0, 450263)/(49− 4)
= 12, 28577483 > 2, 81154 = F(3, 45)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas educación, experiencia y género son conjun-
tamente significativas.

5. Existirá discriminación por razones de género si, para el mismo nivel de eduación y
experiencia, el salario esperado es diferente para un hombre y para una mujer.

H0 : β4 = 0
Ha : β4 ̸= 0

t =
β̂4 − 0

σ̂β̂4

H0∼ t(N − k)
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|t| =
∣∣∣∣470, 46− 0

144, 87

∣∣∣∣ = 3, 2475 > 2, 0141 = t(49− 4)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe discriminación salarial por razones de género.

SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P8.2:

Si = β1 + β2EDi + β3 EXi + β4HBi + β5ADMi + β6 TALi + β7 TECi + ui.

La variable ocupación es una variable cualitativa con cuatro categoŕıas: administrati-
vo, empleado de taller, técnico y empleado de mantenimiento. Para introducirla en el
modelo se han definido cuatro variables ficticias, una por categoŕıa. Si incluyéramos
la variable ocupación en el modelo introduciendo las cuatro variables ficticias más
el término constante, la matriz de datos X presentaŕıa colinealidad perfecta y no se
podŕıan estimar los parámetros del modelo. Por lo tanto, se ha elegido especificar el
modelo con término constante e incluyendo tantas variables ficticias como número
de categoŕıas menos una. En particular, se ha dejado fuera la categoŕıa de empleado
de mantenimiento, que servirá de referencia en la interpretación de los coeficientes
relativos a la ocupación en el Modelo P8.2.

2. La variable ocupación no es significativa si, a igualdad de condiciones, no hay dife-
rencias en el salario por ocupar un puesto u otro en la empresa.

H0 : β5 = β6 = β7 = 0
Ha : β5 ̸= 0 y/o β6 ̸= 0 y/o β6 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N−k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P8.2, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P8.1, y q = 3 es el número de restricciones.

F =
(11089355− 5620313)/3

5620313/(49− 7)
= 13, 6232 > 2, 82705 = F(3, 42)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la ocupación es una variable significativa para explicar el salario, una
vez incluidas el resto de las variables explicativas.
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3. Según el resultado del apartado anterior, el Modelo P8.1 omite una variable rele-
vante, ocupación. Los estimadores MCO del Modelo P8.1 estarán sesgados y no son
de varianza mı́nima porque se incumple una de las hipótesis básicas necesarias para
que se satisfaga el Teorema de Gauss-Markov.

El estimador de la varianza de las perturbación es sesgado y los estad́ısticos t y F
ya no siguen las distribuciones t de Student y F de Snedecor, respectivamente, por
lo que los resultados obtenidos en los contrastes de la Primera Parte no son fiabels.
Esto significa, entre otras cosas, que no es fiable el resultado que se obtuvo sobre
la existencia de discriminación salarial utilizando el Modelo P8.1. Para obtener una
conclusión fiable, se vuelve a realizar el contraste de existencia de discriminación
salarial en el Modelo P8.2.

H0 : β4 = 0
Ha : β4 ̸= 0

t =
β̂4 − 0

σ̂β̂4

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣528, 154− 0

151, 238

∣∣∣∣ = 3, 4922 > 2, 01808 = t(49− 7)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe discriminación salarial por razones de género.

4. La diferencia estimada es:

(Ŝ|EX = 3, HB = 0, ADM = 1)− (Ŝ|EX = 4, HB = 0, ADM = 1) =

= (β̂1 + β̂2EDi + β̂3 × 4 + β5)− (β̂1 + β̂2EDi + β̂3 × 3 + β5) =

= β̂3 = 29, 2526 dólares.

5. Contraste a una cola.

H0 : β7 = 1000
Ha : β7 > 1000

t =
β̂7 − 1000

σ̂β̂7

H0∼ t(N − k)

t =
1110, 05− 1000

203, 871
= 0, 53980213 < 1, 68195 = t(49− 7)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que existe evidencia de que la empresa ha cumplido su compromiso
y la diferencia de salario entre el personal técnico y el de mantenimiento no ha sido
superior a 1000 dólares.
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TERCERA PARTE.

1. MRLG:

Si = β1+β2EDi+β3EXi+β4HBi+β5ADMi+β6 TALi+β7 TECi+β8 (EXi×HBi)+ui.

La hipótesis de linealidad del MRLG requiere únicamente linealidad en los coe-
ficientes y no en las variables, por lo que el Modelo P8.3, que es lineal en los coefi-
cientes, la cumple.

Sin embargo, el Modelo P8.3 no es lineal en las variables porque se ha introducido
un término (EX ×HB) que recoge la interacción entre la experiencia y el género,
es decir, que la variación del salario por un año adicional de experiencia es diferente
para hombres y para mujeres.

2. ŜH
i = β̂1 + β̂2 EDH

i + β̂3 EXH
i + β̂4 + β̂5 ADMH

i + β̂6 TAL
H
i + β̂7 TECH

i + β̂8EXH
i

ŜM
i = β̂1 + β̂2EDM

i + β̂3 EXM
i + β̂5 ADMM

i + β̂6 TAL
M
i + β̂7 TECM

i

En igualdad de condiciones:

ŜH
i − ŜM

i = β̂4 + β̂8 EXH
i = 52, 1988 + 53, 7363× EXH

i dólares

Es decir, a igualdad de condiciones, la diferencia salarial estimada entre un hombre
y una mujer depende de sus años de experiencia.

3.
∂Ŝi

∂EXi

= β̂3 + β̂8HBi = −8, 1917 + 53, 7363HBi dólares.

El incremento estimado en el salario por un año más de experiencia depende del
género.

4. β̂8 = 53, 7363: diferencia en el incremento estimado en el salario por un año más de
experiencia entre un hombre y una mujer, a igualdad de ocupación y manteniendo
la variable educación constante.

5. Contraste del efecto interacción.

H0 : β8 = 0
Ha : β8 ̸= 0

t =
β̂8 − 0

σ̂β̂8

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣53, 6373− 0

19, 9972

∣∣∣∣ = 2, 6872 > 2, 01954 = t(49− 8)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que un año más de experiencia se valora de forma diferente a un hombre y
a una mujer.
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6. Existirá discriminación por razones de género si, a igualdad de educación, expe-
riencia y ocupación, el salario esperado es diferente para un hombre y para una
mujer.

H0 : β4 = β8 = 0
Ha : β4 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P8.3, SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Si = β1 + β2EDi + β3 EXi + β5ADMi + β6 TALi + β7 TECi + ui

F =
(7252280− 4778683)/2

4778683/(49− 8)
= 10, 6114 > 3, 22568 = F(2, 41)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe discriminación salarial por razones de género en la empresa SXF.

7. Se puede observar que los residuos oscilan en torno a cero. Pero se ve que para los
individuos con menos experiencia la variabilidad de los residuos es superior que para
los individuos con mayor experiencia. Este comportamiento puede indicar que las
perturbaciones no tengan la misma varianza para todos los individuos de la muestra,
es decir, que es posible que no se cumpla la hipótesis básica de homocedasticidad
de las perturbaciones.

Solución PRÁCTICA P9.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG:

Pi = β1 + β2Hi + β3Bi + β4Si + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 265.

FRM:

P̂i
(σ̂β̂)

= − 10, 968
(14,249)

+ 0, 655
(2,66)

Hi + 17, 134
(3,672)

Bi + 0, 304
(0,041)

Si R2 = 0, 47943 SCR = 234507.
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2. Interpretación del coeficiente β4:

β4 =
∂E(Pi)

∂Si

: variación esperada en el precio ante un cambio unitario en la super-

ficie de la vivienda, manteniendo constante el resto de las variables.

β̂4 = 0, 304 miles de euros: se estima que un metro cuadrado de superficie adicional,
manteniéndose el resto de las variables constantes, se valora en 3040 euros.

3. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Pi − P̄ )2
= 0, 47943

Interpretación: el 47,943% de la variabilidad del precio de venta de las viviendas en
la muestra viene explicada por la variabilidad de las variables explicativas: número
de habitaciones, número de baños y superficie.

4. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

F =
0, 47943/3

(1− 0, 47943)/(265− 4)
= 80, 1240 > 2, 63919 = F(3, 261)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas habitaciones, baños y superficie son conjun-
tamente significativas.

5. Contraste de significatividad individual: número de habitaciones.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 ̸= 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣0, 655− 0

2, 660

∣∣∣∣ = 0, 246 < 1, 96909 = t(265− 4)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que el número de habitaciones no es una variable significativa para
explicar el precio de venta, una vez incluidas en el modelo las variables superficie y
número de baños.

6. Además de la variable explicativa “número de habitaciones”, están incluidas las
variables explicativas “número de baños” y “superficie de la vivienda”, siendo am-
bas significativas ya que los estad́ısticos t son superiores a 1, 96909 = t(261)0,025.
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Por otra parte, el coeficiente β2 recoge la variación producida en el precio medio
cuando la vivienda dispone de una habitación adicional manteniendo el resto de
las caracteŕısticas fijas, es decir, la superficie de la vivienda no vaŕıa ni tampoco el
número de baños. Por tanto, el resultado obtenido en el contraste hace sospechar la
presencia de un alto grado de multicolinealidad entre las tres variables explicativas,
de forma que una vez incluidas las variables B y S, la variable H no aporta ningu-
na información adicional nueva relevante para determinar el precio de la vivienda.
Para comprobar esta hipótesis habŕıa que estudiar la matriz de correlaciones entre
las variables explicativas.

7. Contraste de hipótesis (20000 euros = 20 miles de euros).

H0 : β3 = 20
Ha : β3 ̸= 20

t =
β̂3 − 20

σ̂β̂3

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣17, 134− 20

3, 672

∣∣∣∣ = 0, 7805 < 1, 96909 = t(265− 4)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5% y concluimos
que, manteniendo el resto de las variables constantes, śı se está dispuesto a pagar
20000 euros por un cuarto de baño adicional.

8. En base a la recta de regresión muestral y dadas las caracteŕısticas de la casa j, se
tiene que:

P̂j = −10, 968 + 0, 655× 4 + 17, 134× 2 + 0, 304× 100 = 56, 32 miles de euros.

9. Se calcula el intervalo de confianza del precio de venta de una vivienda con las
caracteŕıaticas citadas y se verifica si el precio pagado está o no dentro de este
intervalo.

IC(Pj)1−α =

[
P̂j ± t(N − k)α/2 σ̂u

√
1 +Xj(X ′X)−1Xj

]

donde P̂j = 56, 32 σ̂u =
234507

265− 4
= 29, 9749 Xj = (1 4 2 100)′

Utilizando el fichero de datos practicaP9.gdt, se obtiene que este intervalo es:

IC(Pj)95% = [−4, 152 116, 812]

Como 75 ∈ IC(Pj)95% , el precio pagado por el amigo es un valor posible con una
confianza del 95% y se puede concluir que no hubo engaño.
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10. Se observa que el comportamiento de los residuos no es uniforme u homogéneo. De
hecho, los residuos de la primera parte y los de la última parte de la muestra son
en su mayoŕıa negativos, mientras que los del centro de la muestra son, en general,
positivos. Por lo tanto, parece que alguna hipótesis básica del modelo no se cumple.
Podŕıa ser que se haya cometido un error en la especificación de la parte sistemática
del modelo, por ejemplo, que se haya omitido alguna variable explicativa relevante.

SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P9.2: Pi = β1+β2Hi+β3Bi+β4Si+β5Oi+β6Ei+ui i = 1, 2, . . . , 265.

La localización es una variable explicativa cualitativa con tres categoŕıas: oeste, este
y centro. Por lo tanto, se definen tres variables ficticias, una por cada categoŕıa:

Oi =

{
1 i ∈ zona oeste
0 en otro caso

Ei =

{
1 i ∈ zona este
0 en otro caso

Ci =

{
1 i ∈ zona centro
0 en otro caso

Para no tener problemas de colinealidad perfecta, el agente inmobiliario ha especifi-
cado el modelo introduciendo el término constante y tantas variables ficticias como
categoŕıas menos una: incluye las variables O y E, dejando las viviendas del centro
como referencia.

2.
1a obs. 100a obs. 265a obs.

O 0 0 1
E 1 0 0

3. FRM: P̂i
(σ̂β̂)

= 24, 51
(11,522)

+ 1, 919
(2,086)

Hi + 16, 414
(2,902)

Bi + 0, 227
(0,032)

Si − 43, 851
(3,63)

Oi − 37, 114
(3,617)

Oi

R2 = 0, 685011 SCR = 14189600

4. β̂5 = -43,851 miles de euros: la diferencia estimada en el precio de una vivienda en la
zona oeste respecto a una vivienda en el centro, para las mismas caracteŕısticas
de superficie, número de baños y número de habitaciones.

β̂6 = -37,114 miles de euros: la diferencia estimada en el precio de una vivienda en la
zona este respecto a una vivienda en el centro, para las mismas caracteŕısticas
de superficie, número de baños y número de habitaciones.

5. La variable localización no es significativa si, a igualdad de condiciones, no hay
diferencias en el precio promedio de la vivienda por estar en una zona o en otra.

H0 : β5 = β6 = 0
Ha : β5 ̸= 0 y/o β6 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)
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donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P9.2, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P9.1, y q = 2 es el número de restricciones.

F =
(234507− 141896)/2

141896/(265− 6)
= 84, 5202 > 3, 03065 = F(2, 259)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la localización es una variable significativa para explicar el precio de
venta, una vez incluidas el resto de las variables.

6. Comparando este gráfico con los residuos del Modelo P9.1, se observa que los resi-
duos del Modelo P9.2 oscilan en torno a cero y no se aprecia ya que haya una
diferencia de comportamiento entre los residuos correspondientes a la primera parte
de la muestra, los de la parte central y los de la última parte. Este resultado parece
indicar que la introducción de la variable explicativa cualitativa localización (que es
significativa) ha recogido el comportamiento no aletorio que presentaban los residuos
del Modelo P9.1 y el problema se ha solucionado. Se puede concluir que el Modelo
P9.1 estaba mal especificado por omisión de variable relevante.

7. Contraste de restricción lineal.

H0 : β5 = β6 (β5 − β6 = 0)
Ha : β5 ̸= β6 (β5 − β6 ̸= 0)

t =
β̂5 − β̂6 − 0√
v̂ar(β̂5 − β̂6)

H0∼ t(N − k)

v̂ar(β̂5− β̂5) = v̂ar(β̂5)+ v̂ar(β̂6)− 2ĉov(β̂5, β̂6) = 13, 18+13, 08− 2× 6, 64 = 12, 98

|t| =
∣∣∣∣−43, 851− (−37, 114)− 0√

12, 98

∣∣∣∣ = | − 1, 86| < 1, 96917 ≈ t(265− 6)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que, manteniéndo el resto de las variables constantes, el efecto de la
variable localización sobre el precio de la vivienda, diferencia sólo entre los pisos del
centro y los restantes.

8. Śı, dado que el resultado del contraste del apartado anterior lleva a no rechazar la
hipótesis nula β5 = β6, se propone estimar un modelo alternativo que incluya esta
hipótesis. El modelo restringido seŕıa:

Pi = β1 + β2Hi + β3Bi + β4Si + β5 Oi + β6 Ei + ui →

Pi = β1 + β2Hi + β3Bi + β4Si + β5 Oi + β5 Ei + ui →

Pi = β1 + β2Hi + β3Bi + β4 Si + β5 (Oi + Ei) + ui
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Estimar este Modelo Restringido por MCO es lo mismo que estimar el Modelo
P9.2 sujeto a la restricción β5 = β6 por Mı́nimos Cuadrados Restringidos. Como
la restricción es cierta, las propiedades de los estimadores por Mı́nimos Cuadrados
Restringidos son las siguientes: lineales, insesgados y con menor varianza que los
estimadores MCO del Modelo P9.2.

TERCERA PARTE.

1. Modelo P9.3: Pi = β1+β2 Hi+β3Bi+β4 Si+β5 periferiai+β6 (periferiai×Si)+ui.

La localización ha pasado a ser una variable cualitativa con dos categoŕıas: periferia
(zona oeste y zona este) y centro. Además, se ha incluido en el modelo un nuevo
término:

periferiai × Si =

{
Si i ∈ periferia
0 en otro caso

La variable localización aparece en el Modelo P9.3 de dos maneras diferentes: a
través de la variable periferia y a través del término (periferia×S). El nuevo término
incorporado recoge una interacción entre superficie y localización que permite que
el precio cambie debido a la acción conjunta de ambas variables, es decir, que el
efecto del incremento de superficie de una vivienda sobre el precio puede no ser
independiente de su localización.

Por lo que se refiere al modelo planteado en el apartado 8 de la Segunda Parte, en
él se incluye la variable localización pero sin el efecto de interacción con la variable
superficie. Por lo tanto, en aquel modelo la influencia posible de la localización se
recogeŕıa únicamente a través del coeficiente β5.

2. La variación del precio de la vivienda ante un cambio en la superficie de un metro
cuadrado, ceteris paribus, es:

∂E(Pi)

∂Si

= β4 + β6 periferiai =

{
β4 si periferia = 0
β4 + β6 si periferia = 1

Nótese que esta variación no es igual para todas las zonas.

Por lo tanto, la variación estimada en el precio ante un incremento de un metro
cuadrado en la superficie es:

Piso en el centro ⇒ β̂4 = 0, 297 miles de euros

Piso en la periferia ⇒ (β̂4 + β̂6) = 0, 297− 0, 114 = 0, 183miles de euros

3. El efecto de la localización está asociado a los coeficientes β5 y β6:

E(Pi | centro) = β1 + β2Hi + β3Bi + β4Si

E(Pi | periferia) = β1 + β2Hi + β3Bi + β4Si + β5 + β6Si.
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H0 : β5 = β6 = 0
Ha : β5 ̸= 0 y/o β6 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

El modelo restringido es el Modelo P9.1 y el modelo no restringido es el Modelo
P9.3.

F =
(234507− 141000)/2

141000/(265− 6)
= 85, 88 > 3, 03065 = F(2, 259)0,05

Se rechaza la hipótesis nula a un nivel de signifcación α =5%, es decir, se puede
concluir que el efecto de la localización es significativo para explicar el precio de las
viviendas.

4. De acuerdo con el Modelo P9.3, un metro cuadrado adicional de superficie cuesta

∂E(Pi)

∂Si

= β4 + β6 periferiai

Si β6 = 0, un metro cuadrado adicional cuesta lo mismo con independencia del lugar
en el que se encuentre la vivienda.

H0 : β6 = 0
Ha : β6 ̸= 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 114− 0

0, 051

∣∣∣∣ = | − 2, 230| > 1, 96917 = t(265− 6)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula a un nivel de signifcación α =5%, es decir, se puede
concluir que el precio del metro cuadrado adicional no es el mismo en el centro que
en la periferia.

5. El modelo que debemos elegir es el que mejor represente las variaciones de la variable
precio, de acuerdo con la información disponible. Comparando los dos primeros
modelos, comprobamos que el Modelo P9.1 no incorpora la variable localización
que es significativa. El modelo Modelo P9.1 se rechaza porque omite una variable
relevante, la localización, lo que supone que las estimaciones de los coeficientes y
de la varianza de las perturbaciones están sesgadas y los contrastes no son válidos
porque los estad́ısticos t y F no siguen las distribuciones adecuadas.
En el Modelo P9.2 se observa que la variable localización es significativa, aunque
la manera de incluirla en el modelo no es la mejor, debido a que se ignora una
restricción cierta (que las viviendas de la periferia tienen el mismo efecto en el
precio por su localización). A priori, parece que si se incluye la restricción, para
conseguir mayor eficiencia en la estimación, es un modelo correcto, ya que no hay
evidencias claras de mala especificación.
No obstante, cuando en el Modelo P9.3 se incluye un efecto de interacción entre la
localización y la superficie de la vivienda, este efecto resulta ser significativo, por lo
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que también en el modelo Modelo P9.2 se ha cometido un error de especificación en la
forma funcional, con las consecuencias de estimaciones sesgadas para los coeficientes,
estimación sesgada de la varianza de las perturbaciones y contrastes que no son
válidos.
Por lo tanto, de los tres modelos, el elegido debeŕıa ser el Modelo P9.3.

Solución PRÁCTICA P10.

PRIMERA PARTE.

1. Estimación MCO.

β̂2 =

∑N
i=1(Ci − C̄)(Ri − R̄)∑N

i=1(Ri − R̄)2
=

880636, 5

6041478
= 0, 145765

β̂1 = C̄ − β̂2 R̄ =
7662

40
− 0, 145765 × 17170

40
= 128, 98

Recta de regresión muestral:

Ĉi = 128, 98 + 0, 145765Ri i = 1, 2, . . . , 40.

2. β̂2 : = 0,145765: incremento estimado en el consumo de pizza, en euros, cuando la
renta aumenta en una unidad, es decir, en mil euros.

3. Coeficiente de correlación muestral:

rCR =

∑40
i=1(Ci − C̄)(Ri − R̄)√∑40

i=1(Ci − C̄)2
∑40

i=1(Ri − R̄)2
=

880636, 5√
947651, 9× 6041478

= 0, 368045

Relación entre rCR y el coeficiente de determinación R2:

R2 =
SCE

SCT
=

∑40
i=1(Ĉi − C̄)2∑40
i=1(Ci − C̄)2

=

∑40
i=1(β̂1 + β̂2Ri − C̄)2∑40

i=1(Ci − C̄)2
=
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=

∑40
i=1[(C̄ − β̂2 R̄) + β̂2Ri − C̄]2∑40

i=1(Ci − C̄)2
=

β̂2
2

∑40
i=1(Ri − R̄)2∑40

i=1(Ci − C̄)2
=

=

(∑40
i=1(Ci−C̄)(Ri−R̄)∑40

i=1(Ri−R̄)2

)2 ∑40
i=1 (Ri − R̄)2∑40

i=1(Ci − C̄)2
=

(∑40
i=1(Ci − C̄)(Ri − R̄)

)2∑40
i=1(Ci − C̄)2

∑40
i=1(Ri − R̄)2

=

=

 ∑40
i=1(Ci − C̄)(Ri − R̄)√∑40

i=1(Ci − C̄)2
∑40

i=1(Ri − R̄)2

2

= r2CR = (0, 368045)2 = 0, 135457

Interpretación: el 13,5457% de la variabilidad del consumo de pizza en la muestra
viene explicada por la variabilidad de variable explicativa renta.

4. Para que el estimador MCO sea insesgado se han de cumplir las siguientes hipótesis
básicas:

El modelo está bien especificado en el sentido de que incluye todas las va-
riables explicativas relevantes, y todas las variables explicativas incluidas son
relevantes.

Modelo lineal en los coeficientes.

Coeficientes constantes.

Regresores fijos.

Ausencia de colinealidad perfecta.

Media de la perturbación cero.

5. Modelo P10.2:

5.1. Ambos modelos relacionan las variables consumo de pizza y renta. La diferencia
entre ambos estriba en la dirección de la causalidad: en el Modelo P10.1 se
desea explicar la variabilidad del consumo en función de la variable explicativa
renta, y en el Modelo P10.2, la causalidad va en la otra dirección, explicando
la variabilidad de la renta en función del consumo.

5.2. La estimación MCO de α2:

α̂2 =

∑N
i=1(Ci − C̄)(Ri − R̄)∑N

i=1(Ci − C̄)2
=

880636, 5

947651, 9
= 0, 929282683

La estimación de α2 no coincide con la de β2, porque no están midiendo lo
mismo:
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β̂2 : incremento estimado en el consumo de pizza, en euros, cuando la renta
aumenta en una unidad (mil euros).

α̂2 : incremento estimado en la renta, en miles de euros, cuando el consumo de
pizza aumenta en una unidad (1 euros).

5.3. Los coeficientes de determinación de ambos modelos son iguales. En el apartado
3 se ha demostrado que en el modelo de regresión lineal simple el coeficiente
de determinación es igual al cuadrado del coeficiente de correlación entre el
regresor y la variable dependiente, por lo tanto:

R2
P10.1 = r2CR y R2

P10.2 = r2CR ⇒ R2
P10.1 = R2

P10.2

SEGUNDA PARTE.

1. MRLG:

Ci = β1 + β2 Ri + β3Ei + β4 Mi + β5 EPi + β6ESi + β7 EUi + ui

ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, . . . , 40

En este modelo el consumo de pizza se explica en función de cuatro variables ex-
plicativas: renta, edad, género y nivel de estudios. Dos de las variables explicativas,
género y nivel de estudios, son cualitativas por lo que han de introducirse en el
modelo a través de variables ficticias.

La variable género tiene dos categoŕıas por lo que se pueden definir dos variables
ficticias, una para los hombres y otra para las mujeres. La variable nivel de estudios
tiene cuatro categoŕıas, luego se construyen cuatro variables ficticias, una por cada
categoŕıa. Por último para evitar problemas de colinealidad exacta en la matriz de
datos X se ha optado por especificar el modelo con un término constante incluyendo
tantas variables ficticas como número de categoŕıas menos una para cada variable
cualitativa. Para la variable género ha quedado fuera la categoŕıa hombre y para
la variable nivel de estudios la categoŕıa sin estudios. Por lo tanto, los hombres sin
estudios se convierten en la clase de referencia para interpretar los coeficientes.

2. FRM:

Ĉi
(σ̂β̂)

= 280, 735
(39,0137)

+ 0, 283674
(0,0428834)

Ri − 8, 8409
(1,49434)

Ei − 181, 85
(25,8175)

Mi + 73, 1179
(37,1903)

EPi −

− 6, 4715
(40,2046)

ESi − 48, 752
(59,1766)

EUi R2 = 0, 772621 SCR = 215476, 3

β̂1 = 280,735: consumo medio estimado de pizza para un hombre de 18 años sin
estudios y sin renta.
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β̂2 = 0,283674: incremento estimado en el consumo de pizza en euros, cuando la
renta aumenta en mil euros, manteniendo la edad, el género y el nivel de estu-
dios constantes.

β̂3 = -8,8409: si la edad del individuo aumenta en un año, manteniendo el resto de
las variables (renta, género y nivel de estudios) constantes, se estima que el
consumo de pizza disminuye en 8,8409 euros.

β̂4 = -181,85: diferencia estimada en el consumo de pizza en euros entre una mujer
y un hombre a igualdad de condiciones de renta, edad y nivel de estudios.

β̂5 = 73,1179: diferencia estimada en el consumo de pizza en euros entre una persona
con estudios primarios y una persona sin estudios, a igualdad de condiciones
de renta, edad y género.

β̂6 = -6,4715: se estima que una persona con estudios secundarios consume en pizza
6,4719 euros menos que una sin estudios, a igualdad de condiciones de renta,
edad y género.

β̂7 = -48,752: el consumo de pizza medio estimado para una persona con estudios
universitarios es menor en 48,752 euros que el de una persona sin estudios, a
igualdad de condiciones de renta, edad y género.

3. No, porque la recta de regresión poblacional se basa en los verdaderos valores de los
coeficientes de regresión para la población, y la recta de regresión muestral se basa
en los valores estimados de los coeficientes en base a una muestra de la población.

4. 280,735 - 181,85 = β̂1+ β̂4: consumo medio estimado de pizza para una mujer de 18
años sin estudios y sin renta.

5. Ĉi = 280, 735 + 0, 283674Ri − 8, 8409Ei − 181, 85− 48, 752 euros

6. Contraste de significatividad individual: variable género.

H0 : β4 = 0
Ha : β4 ̸= 0

t =
β̂4 − 0

σ̂β̂4

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣−181, 85− 0

25, 8175

∣∣∣∣ = | − 7, 0438| > 2, 03452 = t(40− 7)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que el género es una variable significativa para explicar el consumo de pizza.

7. Contraste de hipótesis.

H0 : β4 = −200
Ha : β4 ̸= −200

t =
β̂4 − 0

σ̂β̂4

H0∼ t(N − k)
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|t| =
∣∣∣∣−181, 85 + 200

25, 8175

∣∣∣∣ = 0, 703 < 2, 03452 = t(40− 7)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que las mujeres consumen 200 euros menos de pizza que los hombres
a igualdad de condiciones.

8. La variable nivel de estudios no es significativa si, a igualdad de condiciones, no hay
diferencias en el consumo medio de pizza por tener un nivel de estudios u otro.

H0 : β5 = β6 = β7 = 0
Ha : β5 ̸= 0 y/o β6 ̸= 0 y/o β7 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N−k)

donde q = 3 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P10.2, SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Ci = β1 + β2Ri + β3 Ei + β4Mi + ui

F =
(275888, 8− 215476, 3)/3

215476, 3/(40− 7)
= 3, 08404 > 2, 89156 = F(3, 40− 7)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que el nivel de estudios es una variable significativa para explicar el consumo
de pizza, una vez incluidas el resto de las variables.

TERCERA PARTE.

1. Modelo P10.3:

Ci = β1+β2Ri+β3Ei+β4Mi+β5EPi+β6ESi+β7EUi+β8 (Ri×Mi)+ui i = 1, . . . , 40.

Śı, porque es un modelo lineal en los coeficientes, que es la hipótesis básica del
MRLG. Ahora bien el modelo no es lineal en las variables porque presenta un efecto
interacción entre las variables explicativas renta y género.
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2.

X =



R E M EP ES EU R×M

1 15 27 1 0 0 0 15
1 30 2 1 0 0 0 30
1 12 10 1 0 0 0 12
1 20 7 1 0 0 0 20
1 15 17 1 1 0 0 15
1 30 22 1 1 0 0 30
1 12 4 1 1 0 0 12
1 12 12 1 1 0 0 12
1 28 3 1 1 0 0 28
1 22 22 1 0 1 0 22
...

...
...

...
...

...
...

...


3. Todas las personas de la submuestra formada por las diez primeras observaciones

son mujeres. Por lo tanto, la matriz de datos correspondiente presenta colinealidad
perfecta, ya que la columna de la variable M es una columna de unos, igual a la
del término constante. Además, en este caso, se daŕıa también que Ri ×Mi = Ri,
lo que genera una segunda combinación lineal entre las columnas de la matrix X.
En consecuencia, el rango de la matriz X no es completo y no se puede invertir la
matriz (X ′X)−1 con lo que no se pueden estimar los coeficientes del modelo.

4. El efecto de la renta sobre el consumo medio es:

∂ E(Ci)

∂Ri

= β2 + β8 Mi =

{
β2 + β8 i ∈ Mujer

β2 i ∈ Hombre

Nótese que este efecto no es constante para toda la muestra ya que es distinto para
los hombres y las mujeres debido a la introducción en el Modelo P10.3 del término
de interacción entre la renta y el género. Espećıficamente, el coeficiente β8 mide la
diferencia en el incremento del consumo ante aumentos unitarios (mil euros) en la
renta entre una mujer y un hombre manteniendo constante la edad y el nivel de
educación.

H0 : β8 = 0
Ha : β8 ̸= 0

t =
β̂8 − 0

σ̂β̂8

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 152513− 0

0, 0684368

∣∣∣∣ = | − 2, 2285| > 2, 03693 = t(40− 8)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que el efecto de la renta sobre el consumo de pizza no es constante para
toda la muestra, en concreto, es distinto para mujeres y para hombres.
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5. Consumo estimado de una universitaria (M = 1, EU = 1):

Ĉi = 236, 640Ri − 8, 9736Ei − 115, 72− 56, 106− 0, 00152513Ri =

= 236, 640 + (0, 395667 − 0, 152513)Ri − 8, 9736Ei − 115, 72− 56, 106 =

= 64, 814 + 0, 243154Ri − 8, 9736Ei euros

6. La variable renta no es significativa si no afecta al consumo de pizza:

H0 : β2 = β8 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P10.3, SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Ci = β1 + β3 Ei + β4 Mi + β5EPi + β6 ESi + β7 EUi + ui

F =
(501199, 2− 186527, 9)/2

186527, 9/(40− 8)
= 26, 9919 > 3, 29454 = F(2, 40− 8)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la renta es una variable significativa para explicar el consumo de pizza,
una vez incluidas el resto de las variables.

CUARTA PARTE.

1. Modelo P10.4:

Ci = β1 + β2Ri + β3 Ei + β4Mi + β5EPi + β6ESi + β7EUi + β8 (Ri × Ei) + ui

La interacción entre las variables renta, R, y edad, E, se introduce en el modelo
a través del término (Ri × Ei) , que es capaz de recoger la hipótesis de trabajo
planteada:

∂E(Ci)

∂Ri

= β2 + β8Ei i = 1, 2, . . . , 40.

Nótese que el efecto marginal de la renta sobre el consumo de pizza depende de la
edad.

1.1. Incremento esperado en el consumo de pizza, ceteris paribus:

∆R = 500 euros : ∆E(C) = 0, 5× (β2 + β8Ei)

∆R = 1000 euros : ∆E(C) = β2 + β8 Ei
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1.2. Incremento esperado en el consumo de pizza, ceteris paribus:

∆R = 1000 euros, Ei = (20− 18) años : ∆E(C) = β2 + β8 × 2 euros

∆R = 1000 euros, Ei = (40− 18) años : ∆E(C) = β2 + β8 × 22 euros

2. Recta de regresión muestral:

Ĉi = 236, 534
(50,006)

+ 0, 4880
(0,1536)

Ri − 6, 5534
(2,2145)

Ei − 172, 861
(26,282)

Mi + 60, 327
(37,831)

EPi −

− 25, 778
(42,039)

ESi − 69, 724
(60,306)

EUi − 0, 008251
(0,005961)

(R× E)i i = 1, 2, . . . , 40

R2 = 0, 785465 SCR = 203304, 1

2.1. Incremento estimado en el consumo de pizza, ceteris paribus:

∆R = 500 euros : ∆Ê(C) = 0, 5× (β̂2 + β̂8 Ei)

∆Ê(C) = 0, 5× (0, 4880− 0, 008251Ei)

∆Ê(C) = 0, 2440− 0, 004125Ei

∆R = 1000 euros : ∆̂E(C) = β̂2 + β̂8Eî∆E(C) = 0, 4880− 0, 008251Ei

2.2. Incremento estimado en el consumo de pizza, ceteris paribus:

∆R = 1000 euros, Ei = (20− 18) años :

∆Ê(C) = β̂2 + β̂8 × 2 = 0, 4880− 0, 008251× 2 euros

∆R = 1000 euros, Ei = (40− 18) años :

∆Ê(C) = β̂2 + β̂8 × 22 = 0, 4880− 0, 008251× 22 euros

3. Contraste de la hipótesis de trabajo.

H0 : β8 = 0
Ha : β8 ̸= 0

t =
β̂8 − 0

σ̂β̂8

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 008251− 0

0, 005961

∣∣∣∣ = 1, 384 < 2, 03693 = t(265− 4)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que no hay evidencia en la muestra a favor de la hipótesis de que el
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efecto de un incremento de la renta sobre el consumo de pizza depende de la edad
del individuo.

4. La variable renta es significativa si no afecta al consumo de pizza:

H0 : β2 = β8 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P10.4, SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Ci = β1 + β3 Ei + β4 Mi + β5EPi + β6 ESi + β7 EUi + ui

F =
(501199, 2− 203304, 1)/2

203304, 1/(40− 8)
= 23, 4443 > 3, 29454 = F(2, 40− 8)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la renta es una variable significativa para explicar el consumo de pizza,
una vez incluidas el resto de las variables.

QUINTA PARTE.

1. Modelo P10.5:

Ci = β1+β2 Ri+β3Ei+β4Mi+β5 EPi+β6ESi+β7EUi+β8R
2
i + ui i = 1, . . . , 40.

Que el efecto de un incremento de la renta sobre el consumo de pizza dependa del
nivel de renta del individuo significa que la relación entre la renta y el consumo no
es lineal. En el Modelo P10.5 se propone una relación cuadrática entre la renta y el
consumo de pizza que es capaz de recoger la hipótesis de trabajo propuesta.

2. El incremento esperado en el consumo de pizza, ceteris paribus, no es constante,
sino que depende del nivel de renta del individuo:

∂E(Ci)

∂Ri

= β2 + 2 β8Ri

3. Recta de regresión muestral:

Ĉi = 250, 494
(41,996)

+ 0, 4991
(0,1341)

Ri − 10, 1336
(1,6429)

Ei − 169, 006
(26,2457)

Mi + 65, 4304
(36,4712)

EPi −

− 33, 5246
(42,2678)

ESi − 104, 923
(66,4836)

EUi − 0, 000095
(0,000056)

R2
i i = 1, 2, . . . , 40

R2 = 0, 791253 SCR = 197819, 8
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4. Contraste de la hipótesis de trabajo.

H0 : β8 = 0
Ha : β8 ̸= 0

t =
β̂8 − 0

σ̂β̂8

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 000095− 0

0, 000056

∣∣∣∣ = 1, 69 < 2, 03693 = t(40− 8)0,05/2

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que no hay evidencia en la muestra a favor de la hipótesis de que el
efecto de un incremento de la renta sobre el consumo de pizza depende del nivel de
renta del individuo.

5. La variable renta es significativa si no afecta al consumo de pizza:

H0 : β2 = β8 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P10.5, SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Ci = β1 + β3 Ei + β4 Mi + β5EPi + β6 ESi + β7 EUi + ui

F =
(501199, 2− 197819, 8)/2

197819, 8/(40− 8)
= 24, 5378 > 3, 29454 = F(2, 40− 8)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la renta es una variable significativa para explicar el consumo de pizza,
una vez incluidas el resto de las variables.

Solución PRÁCTICA P11.

PRIMERA PARTE.

1. Śı porque el modelo es lineal en los coeficientes (aunque no en las variables), no existe
colinealidad perfecta (

∑29
t=1 (logPt − logP )2 ̸= 0) y, con la información disponible,

el modelo esta bien especificado. Además, la perturbación sigue una distribución
normal de media cero y varianza constante, σ2

u. Por último, la covarianza entre
pertubaciones distintas es cero, dado que son independientes.
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2. Recta de regresión poblacional:

E (logCt) = β1 + β2 logPt + β3 logRt t = 1960, 1961, . . . , 1988.

β2 : Incremento porcentual en el consumo de cigarrillos cuando el precio aumenta
un 1%, manteniéndose la renta constante.

β3 : Incremento porcentual en el consumo de cigarrillos cuando la renta aumenta
un 1%, manteniéndose el precio constante.

Como el modelo es doble-logaŕıtmico, estos dos coeficientes, β̂1 y β̂2, son las elasti-
cidades estimadas precio y renta, respectivamente.

3.

X =



1 logP1960 logR1960

1 logP1961 logR1961

1 logP1962 logR1962

1 logP1963 logR1963
...

...
...

1 logP1988 logR1988


X ′Y =


∑

logCt∑
logCt logPt∑
logCt logRt



X ′X =


T

∑
logPt

∑
logRt∑

logPt

∑
logP 2

t

∑
logPt logRt∑

logRt

∑
logPt logRt

∑
logR2

t


4. Recta de regresión muestral:̂logCt = −4, 58987

(0,724913)

− 0, 485683
(0,101394)

logPt + 0, 688498
(0,0947276)

logRt

R2 = 0, 712058
∑

û2
t = 0, 094911

5. Contraste de significatividad individual: precio del tabaco.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 ̸= 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(T − k)

|t| =
∣∣∣∣−0, 485683− 0√

0, 101394

∣∣∣∣ = 4, 79 > 2, 05553 = t(29− 3)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, existe
evidencia en la muestra de que el precio influye en el consumo medio de tabaco.
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6. Para que la inferencia en el Modelo P11.1 sea válida, tal y como se ha realizado en
el apartado anterior, se han de cumplir todos los supuestos del modelo de regresión
lineal:

Modelo bien especificado.

Modelo lineal en los coeficientes.

Coeficientes constantes.

Regresores fijos.

Ausencia de colinealidad perfecta.

Media de la perturbación cero: E(ut) = 0 ∀t.
Varianza de la perturbación constante: V (ut) = σ2

u ∀t.
No existencia de autocorrelación en las perturbaciones : E(ut us) = 0 ∀t ̸= s.

La perturbación sigue una distribución normal.

7. Los residuos de la estimación MCO de un modelo de regresión lineal que estuviera
bien especificado, es decir, que cumpliera todos los supuestos, se debeŕıan compor-
tar de forma similar a las perturbaciones: oscilando en torno a cero con varianza
constante y de forma aleatoria, es decir, sin ningún patrón de comportamiento re-
conocible.

Los residuos del gráfico que corresponden a la estimación MCO del Modelo P11.1,
oscilan en torno a cero pero no de forma aleatoria ya que se observa que los residuos
siguen una tendencia, es decir, un comportamiento promedio creciente hasta el año
80, y a partir de los 80 decrecen bruscamente siendo casi todos negativos. Este
resultado indica que algo está fallando en la especificación del modelo. Podŕıa ser
debido a que no se ha incluido en el modelo algún factor relevante; factor que fuera
capaz de explicar el brusco cambio de comportamiento de los residuos a partir de
los años 80.

SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P11.2:

logCt = α1 + α2 logPt + α3 logRt + α4D82t + α5D86t + ut t = 1960, 1961, . . . , 1988.

En el Modelo P11.2 se han introducido dos variables explicativas nuevas de carácter
cualitativo para recoger el efecto sobre el consumo de cada una de las dos campañas
publicitarias que vamos a denominar, por ejemplo, Campaña del 82 y Campaña
del 86. Como estas variables explicativas son cualitativas se han de introducir en el
modelo mediante variables ficticias.
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La variable cualitativa Campaña del 82 tiene dos categoŕıas: no hay campaña (antes
del 82), śı hay campaña (después del 82) por lo que se definen dos variables ficticias:

ND82t =

{
1 t ∈ [1960− 1981]

0 t ∈ [1982− 1988]
D82t =

{
1 t ∈ [1982− 1988]

0 t ∈ [1960− 1981]

Para evitar problemas de multicolinealidad perfecta en la matriz X, a la hora de
especificar el modelo se introduce el término constante y tantas variables ficticias
como número de categoŕıas menos una. Es decir, en este caso, sólo se introduce una
variable ficticia, D82.
De forma similar, se introduce la variable explicativa cualitativa Campaña del 86, a
través de la variable ficticia D86.

2. Consumo promedio de cigarrillos:

1960− 1981 : E (logCt) = α1 + α2 logPt + α3 logRt

1982− 1985 : E (logCt) = α1 + α2 logPt + α3 logRt + α4

1986− 1988 : E (logCt) = α1 + α2 logPt + α3 logRt + α4 + α5

3. α̂4 = -0,101307: diferencia en el consumo de cigarrillos (en logaritmos) entre el
periodo 1960-1981 y el periodo 1982-1988, para el mismo precio y la misma
renta.

α̂5 = -0,100729: diferencia en el consumo de cigarrillos (en logaritmos) entre el
periodo 1982-1985 y el periodo 1986-1988, para el mismo precio y la renta.

4. Cada una de las campañas habŕıa sido efectiva si hubiera logrado reducir el consumo
de cigarrillos.

H0 : αi = 0
Ha : αi < 0

t =
α̂i − 0

σ̂α̂i

H0∼ t(T − k) i = 4, 5.

Campaña 82 (D82) t =
−0, 101307− 0

0, 0258239
= −3, 923 < −1, 71088 = t(29− 5)0,05

Campaña 86 (D86) t =
−0, 100729− 0

0, 0360802
= −2, 7918 < −1, 71088 = t(29− 5)0,05

En ambos casos se rechaza la hipótesis nula a un nivel de significación del 5%, por
lo que se puede concluir que tanto la campaña del departamento de Sanidad (D82)
como la campaña del periódico (D86) han influido negativamente en el consumo de
tabaco, es decir, han sido efectivas.
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5. Los residuos de la estimación MCO del Modelo P11.2 oscilan en torno a cero sin
observarse un patrón de comportamiento claro. El descenso brusco de los residuos al
final de la muestra que se observaba en los residuos del Modelo P11.1 ha desapare-
cido. Ese patrón parece haber sido recogido mediante la inclusión de las dos nuevas
variables explicativas cualitativas en el Modelo P11.2: Campaña del 82 y Campaña
del 86. Por lo tanto, se puede afirmar que en el Modelo P11.1 hab́ıa un problema
de omisión de variables relevantes.

Quizás se puede observar en el gráfico de los residuos que su variabilidad es mayor
al final de la muestra que al principio de la misma, es decir, la varianza de los
residuos no parece constante a lo largo de la muestra, lo que podŕıa ser un indicio
de heterocedasticidad en las perturbaciones.

6. El Modelo P11.2 porque en los contrastes realizados en el apartado 4 de esta Segunda
Parte, se obtiene que las variables Campaña del 82 y Campaña del 86 son indivi-
dualmente significativas. Por lo tanto, el Modelo P11.1 omite variables relevantes
con lo que los estimadores MCO son sesgados y la inferencia no es válida.

TERCERA PARTE.

1. Modelo P11.3:

logCt = δ1 + δ2 logPt + δ3 logRt + δ4D82t + δ5D86t +

+ δ6 logPtD82t + δ7 logPtD86t + δ8 logRtD82t + δ9 logRtD86t + ut

El Modelo P11.3 tiene las mismas variables explicativas que el Modelo P11.2, pero
la forma funcional es diferente: la relación de las variables logP y logR con las
variables Campaña del 82 y Campaña del 86 ya no es lineal porque se han introducido
interacciones entre ellas, de forma que el efecto del precio y de la renta sobre el
consumo (las elasticidades precio y renta) puedan ser diferente antes y después de
la puesta en marcha de cada una de las campañas publicitarias.

En este modelo estamos suponiendo que hay un cambio estructural. No sólo es que
las campañas hayan tenido efecto en el consumo de cigarrillos, sino que los coefi-
cientes de la regresión son diferentes en cada uno de los tres periodos considerados.

2. Consumo promedio de cigarrillos:

1960− 1981 :

E (logCt) = δ1 + δ2 logPt + δ3 logRt
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1982− 1985 :

E (logCt) = δ1 + δ2 logPt + δ3 logRt + δ4 + δ6 logPt + δ8 logRt

= (δ1 + δ4) + (δ2 + δ6) logPt + (δ3 + δ8) logRt

1986− 1988 :

E (logCt) = δ1 + δ2 logPt + δ3 logRt + δ4 + δ5 + δ6 logPt + δ7 logPt + δ8 logRt

= (δ1 + δ4 + δ5) + (δ2 + δ6 + δ7) logPt + (δ3 + δ8 + δ9) logRt

3. Elasticidad renta =
E (logCt)

∂ logRt

.

Estimación de la elasticidad renta:

1960− 1981 : δ̂3 = 0, 735837

1982− 1985 : δ̂3 + δ̂8 = −1, 346643

1986− 1988 : δ̂3 + δ̂8 + δ̂9 = 2, 904707

Se puede observar que no es constante en el tiempo, sino que toma tres valores
diferentes para los tres periodos diferentes.

4. δ̂8 = -2,80248: diferencia en el incremento porcentual estimado en el consumo ante
incrementos de la renta de un 1% entre el periodo 1982-1985 y el periodo
1960-1981, manteniendo el precio constante.

= diferencia en la elasticidad renta entre el periodo 1982-1985 y el periodo
1960-1981, manteniendo el precio constante.

δ̂9 = 4,25135: diferencia en el incremento porcentual estimado en el consumo ante
incrementos de la renta de un 1% entre el periodo 1986-1988 y el periodo
1982-1985, manteniendo el precio constante.

= diferencia en la elasticidad renta entre el periodo 1986-1988 y el periodo
1982-1985, manteniendo el precio constante.

5. Para elegir entre ambos modelos hay que saber si existe evidencia en la muestra a
favor de la hipótesis de cambio estructural que recoge el Modelo P11.3:

H0 : δ6 = δ7 = δ8 = δ9 = 0
Ha : δ6 ̸= 0 y/o δ7 ̸= 0 y/o δ8 ̸= 0 y/o δ9 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)
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donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P11.3, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P11.2, y q = 4 es el número de restricciones.

F =
(0, 040520− 0, 016601)/4

0, 016601/(29− 9)
= 7, 20384 > 2, 86608 = F0,05(4, 20)

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe cambio estructural.

Dado este resultado, se elige el Modelo P11.3, porque los estimadores MCO del
Modelo P11.2 al omitir este efecto relevante estarán sesgados y la inferencia no es
válida.

Solución PRÁCTICA P12.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG:

Vt = β1 + β2 Pt + β3Ct + β4 GPt + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1989:1, . . . , 2010:4

2. FRM:

V̂t

(σ̂β̂)

= 304, 430
(173,557)

− 1, 41396
(0,983204)

Pt + 2, 56275
(0,798534)

Ct + 0, 743241
(0,0757153)

GPt

R2 = 0, 994851 SCR = 96083, 63

3. β̂2 = -1,41396. Se estima que si el precio de la botella aumenta en un euro, el número
de botellas vendidas disminuye en 1,4139, manteniendo las variables precio de
los competidores y gastos en publicidad constantes.

β̂3 = 2,56275. Si el precio de la botella de las empresas competidoras aumenta en un
euro, se estima que el número de botellas vendidas aumenta en 2,56275, man-
teniendo las variables precio de la empresa y gastos en publicidad constantes.

Ambos coeficientes tienen los signos esperados. El modelo con el que estamos traba-
jando es un modelo de demanda y se espera, por lo tanto, que la cantidad vendida
esté relacionada inversamente (signo negativo) con su precio de venta y directamente
(signo positivo) con el precio de los competidores.
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4. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
t∑

(Vt − V̄ )2
= 0, 994851

Interpretación: el 99,4851% de la variabilidad de las ventas de botellas de txakoli
en la muestra está explicada por la variabilidad de las variables explicativas: precio
de la empresa, precio de las empresas competidoras y gastos en publicidad.

5. Valor observado: V90:2 = 1863, 5 botellas.

Valor estimado:

V̂90:2 = 304, 43−1, 41396×39, 4 +2, 56275×23, 7 +0, 7432×2098 = 1868, 8 botellas.

Diferencia: V1990:2 − V̂1990:2 = 1863, 5− 1868, 8 = −5, 3 botellas.

A esta diferencia se le denomina residuo.

6. Incremento estimado:

∆̂V t = V̂t − V̂t−1 = −1, 41396 ×∆Pt + 2, 56275 ×∆Ct + 0, 743241 ×∆GPt =

= −1, 41396 ×∆Pt + 2, 56275 ×∆Ct + 0, 743241 × 200 =

= (−1, 41396 ×∆Pt + 2, 56275 ×∆Ct + 148, 6482) botellas

Si las demás variables, precio de la empresa y precio de los competidores, se mantienen
constantes:

∆̂V t = 0, 743241 × 200 = 148, 6482 botellas.

7. Interpretación del parámetro β̂4 = 0,743241. Si los gastos en publicidad aumentan
en un euro manteniendo el resto de las variables constantes, se estima un incremento
en las ventas de 0,743241 botellas.

Por lo tanto, si el gasto en publicidad aumentara en 100 euros se estimaŕıa un
aumento en las ventas de 100× 0, 743241 = 74, 3241 botellas.

Este resultado se basa en una estimación por punto del coeficiente β4. Para contar
con más información se puede estimar dicho coeficiente por intervalo, lo que pro-
porcionaŕıa un ĺımite superior y un ĺımite inferior de la variación de la ventas ante
cambios en GP con una probabilidad determinada.

En este caso en particular, hay que construir un intervalo para 100β4:

IC(100β4)95% =
[
100 β̂4 ± t(T − k)0,05/2 100 σ̂β̂4

]
=

= 100
[
β̂4 ± t(T − k)0,05/2 σ̂β̂4

]
=
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= 100
[
0, 743241 ± t(88− 4)0,05/2 0, 0757153

]
=

= 100 [0, 743241 ± 1, 98861 × 0, 0757153] =

= 100 [0, 743241 ± 0, 150568202] =

= 100 [0, 592672797 0, 893809202] =

= [59, 2672797 89, 3809202] botellas

La variación mı́nima en las ventas es de aproximadamente 60 botellas y la máxima
está alrededor de 90 botellas.

8. Contraste de significatividad individual de las variables explicativas relativas a los
precios.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3.

Precio botella (P ) |t| =
∣∣∣∣−1, 41396− 0

0, 9832

∣∣∣∣ = 1, 438 < 1, 9886 = t(88− 4)0,05/2

Precio competidor (C) |t| =
∣∣∣∣2, 56275− 0

0, 79853

∣∣∣∣ = 3, 2093 > 1, 9886 = t(88− 4)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, la variable
precio del marisco no es individualmente significativa y la variable precio de los
competidores śı es individualmente significativa.

9. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 994851/3

(1− 0, 994851)/(88− 4)
= 5409, 541 > 2, 71323 = F(3, 84)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que las variables explicativas son conjuntamente significativas.

En principio, no existe ningún problema muestral, dado que en el apartado anterior
las variables precio de la competencia y renta son individualmente significativas.
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10. Se observa que los residuos oscilan en torno a cero con una variabilidad homogénea.
Ahora bien, el gráfico muestra largas rachas de residuos positivos y de residuos nega-
tivos. Este hecho puede estar indicando que las perturbaciones están autocorrela-
cionadas en el tiempo, es decir, que la perturbación en el momento t no es indepen-
diente de las perturbaciones pasadas, ut−1, . . .. Luego podŕıa estar incumpliéndose
el supuesto de ausencia de autocorrelación de las perturbaciones.

SEGUNDA PARTE.

1. Modelo P12.2:

Vt = β1 + β2 Pt + β3 Ct + β4 GPt + β5Climat + ut t = 1989:1, . . . , 2004:4

La diferencia con el Modelo P12.1 es que se ha inclúıdo la variable climatoloǵıa de
forma cualitativa con dos categoŕıas: buena climatoloǵıa y mala climatoloǵıa. En el
modelo se ha mantenido el término constante y se ha incluido una de las categoŕıas
a través de la variable ficticia Clima que da el valor 1 para el periodo de mala
climatoloǵıa y 0 en otro caso.

2. β̂5 = -55,9927: diferencia estimada en las ventas de botellas de txakoli entre un
periodo de mala climatoloǵıa para las uvas y un periodo de buena climatoloǵıa,
a igualdad de condiciones de precios (propios y de los competidores) y gastos en
publicidad. Es de esperar que las ventas disminuyan en épocas de mala climatoloǵıa
por lo que el coeficiente estimado tiene el signo esperado.

3. Contraste a una cola.

H0 : β5 = 0
Ha : β5 < 0

t =
β̂5 − 0

σ̂β̂5

H0∼ t(T − k)

t =
−55, 9927− 0

6, 59108
= −8, 4952 < −1, 66342 = t(88− 5)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe evidencia de que la mala climatoloǵıa ha disminuido las ventas.

4. En este gráfico los residuos oscilan en torno a cero con una variabilidad homogénea.
Comparando estos residuos con los del Modelo P12.1, parece que se comportan de
una forma más aleatoria, con rachas más cortas de residuos positivos y negativos,
por lo que la introducción del factor explicativo climatoloǵıa parece haber paliado
el problema que presentaba el Modelo P12.1.
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5. Contraste de significatividad individual de las variables explicativas relativas a los
precios.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3.

Precio botella (P ) |t| =
∣∣∣∣−2, 883− 0

0, 743793

∣∣∣∣ = 3, 8764 > 1, 989 = t(88− 5)0,05/2

Precio competidor (C) |t| =
∣∣∣∣3, 02811− 0

0, 590079

∣∣∣∣ = 5, 1317 > 1, 989 = t(88− 5)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las va-
riables precio del marisco y precio de los competidores son individualmente signi-
ficativas.

Como la climatoloǵıa es una variable explicativa significativa, el Modelo P12.1 es
un modelo que no cumple todas las hipótesis básicas del MRLG ya que omite una
variable relevante. Esto implica que los estimadores MCO del Modelo P12.1 son
sesgados, el estad́ıstico t no sigue la distribución t de Student y la inferencia realizada
en base a esta distribución como la que se ha llevado a cabo en el apartado 8 de la
Primera Parte puede conducir a conclusiones erróneas.

TERCERA PARTE.

1. MRLG:

Vt = β1 + β2 Pt + β3 Ct + β4 GPt + β5Climat + β6 dq1t +

+ β7 dq2t + β8 dq3t + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1989:1, . . . , 2010:4.

2. FRM:

V̂t

(σ̂β̂)

= 458, 366
(131,504)

− 2, 84476
(0,755292)

Pt + 2, 99899
(0,599282)

Ct + 0, 690514
(0,0569771)

GPt −

− 55, 9285
(6,68217)

Clima + 1, 93326
(7,61884)

dq1t + 1, 40220
(7,61273)

dq2t + 6, 30854
(7,62133)

dq3t

R2 = 0, 997272 SCR = 50907, 59

3. Estimación de las ventas:
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β̂1 = 458,366: venta estimada de botellas de txakoli en los cuartos trimestres con
buena climatoloǵıa cuando los precios (propios y de los competidores) y los
gastos en publicidad son cero.

β̂7 = 1,40220: diferencia estimada en la venta de botellas de txakoli entre el segundo
trimestre y el cuarto trimestre a igualdad de condiciones climáticas, de precios
(propios y de los competidores) y gastos en publicidad.

4. Basándonos en los datos del fichero practicaP12.gdt:

V̂03:1 = 458, 366− 2, 845P03:1 + 2, 999C03:1 + 0, 691GP03:1 − 55, 9285 + 1, 93326

= 2712, 3 botellas

V̂04:1 = 458, 366− 2, 845P04:1 + 2, 999C04:1 + 0, 691GP04:1 + 1, 93326

= 2833, 4 botellas

5. La variable estacionalidad no es significativa si, a igualdad de condiciones, no hay
diferencias en el promedio de las ventas por estar en un trimestre o en otro.

H0 : β6 = β7 = β8 = 0
Ha : β6 ̸= 0 y/o β7 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P12.3, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P12.2, y q = 3 es el número de restricciones.

F =
(51395, 28− 50907, 59)/3

50907, 59/(88− 8)
= 0, 255464 < 1, 99006 = F0,05(3, 80)

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que la estacionalidad no es una variable significativa para explicar
las ventas, una vez incluidas el resto de las variables.

6. El Modelo P12.2 porque:

El Modelo P12.1 omite la variable relevante climatoloǵıa por lo que los esti-
madores MCO están sesgados y la inferencia no es válida.

El Modelo P12.3 incluye una variable irrelevante, la estacionalidad. Los esti-
madores MCO del Modelo P12.3 siguen siendo insesgados y la inferencia es
válida. Pero el Modelo P12.2 es el Modelo P12.3 incluyendo la restricción cier-
ta de que la variable estacionalidad no es significativa. Esto implica que los
estimadores MCR (MCO en el Modelo P12.2) tienen menor varianza que los
estimadores MCO en Modelo P12.3.
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Solución PRÁCTICA P13.

PRIMERA PARTE.

1. Estimación MCO.

β̂2 =

∑N
i=1(Si − S̄)(Ei − Ē)∑N

i=1(Ei − Ē)2
=

30421, 7551

270, 5306
= 112, 452

β̂1 = S̄ − β̂2 Ē =
89190

49
− 112, 4521777 × 305

49
= 1120, 25

Recta de regresión muestral: Ŝi = 1120, 25 + 112, 452Ei i = 1, 2, . . . , 49.

2. β̂2 = 112,452: incremento estimado en el salario (en euros) si el nivel de educación
por encima de los estudios básicos aumenta en un año.

3. R2 = 1− SCR

SCT
= 1−

∑
û2
i∑

(Si − S̄)2
= 1− 16751123, 49

20172111, 96
= 0, 16959

dado que:∑
û2
i =

∑
S2
i − β̂1

∑
Si − β̂2

∑
SiEi =

= −1120, 25× 89190− 112, 452× 585584 = 16751123, 49

y∑
S2
i =

∑
(Si − S̄)2 + T S̄2 = 20172111, 96 + 49× (1820, 204082)2 = 182516114

Interpretación: el 16,959% de la variabilidad de salario en la muestra viene explicada
por la variabilidad de la variables explicativa educación.

4. Contraste de significatividad individual: educación.

H0 : β2 = 0
Ha : β2 ̸= 0

t =
β̂2 − 0

σ̂β̂2

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣ 112, 452− 0√

1317, 436485

∣∣∣∣ = 3, 0981 > 2, 01174 = t(49− 2)0,05/2

donde:

σ̂2
β̂2

=
σ̂2
u∑

(Ei − Ē)2
=

356406, 612

270, 5306
= 1317, 436485
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y

σ̂2
u =

∑
û2
i

N − k
=

16751123, 49

49− 2
= 356406, 612

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la educación es una variable significativa para explicar el salario.

5. Si todos los individuos tuvieran estudios básicos, la variable educación tomaŕıa el
valor 0 para todas las observaciones de la muestra. En este caso, el rango de la matriz
de datosX no es completo y no se pueden estimar los coeficientes por MCO. Además,
en una muestra de estas caracteŕısticas no tiene sentido analizar la influencia de los
años de educación sobre el salario.

SEGUNDA PARTE.

1. MRLG:

Si = β1 + β2Ei + β3Xi + β4Hi + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, 2, . . . , 49.

En el Modelo P13.2 se han incluido dos variables explicativas nuevas: una cuan-
titativa, experiencia medida en años, y una cualitativa, género. Esta última tiene
dos categoŕıas, hombre y mujer, por lo que se definiŕıan dos variables ficticias, una
por categoŕıa. El modelo se ha especificado introduciendo el término independiente
y una sola variable ficticia la que corresponde a la categoŕıas hombre.

2. β̂1 = 434,821: salario estimado en euros para un hombre con estudios básicos y sin
experiencia en el mercado laboral.

β̂2 = 133,551: incremento estimado en el salario en euros ante un incremento de un
año en la educación (por encima de los estudios básicos) manteniendo constante
la experiencia e independientemente del género.

β̂3 = 34,4543: se estima que el salario aumenta en 34,4543 euros ante un incremento
de un año en la experiencia laboral, manteniendo constante la educación e
independientemente del género.

β̂4 = 470,46: diferencia estimada en el salario entre un hombre y una mujer para
los mismos años de educación y experiencia.

3. A. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

F =
0, 450263/3

(1− 0, 450263)/(49− 4)
= 12, 28578 > 2, 81154 = F(3, 49− 4)0,05



Soluciones a las prácticas 171

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que las variables explicativas educación, experiencia y género
son conjuntamente significativas.

B. Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(N − k) i = 2, 3, 4.

Educación (E) |t| =
∣∣∣∣133, 551− 0

31, 5081

∣∣∣∣ = 4, 2386 > 2, 0141 = t(49− 4)0,05/2

Experiencia (X) |t| =
∣∣∣∣34, 4543− 0

12, 1316

∣∣∣∣ = 2, 8401 > 2, 0141 = t(49− 4)0,05/2

Género (H) |t| =
∣∣∣∣470, 46− 0

144, 87

∣∣∣∣ = 3, 2475 > 2, 0141 = t(49− 4)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las
variables educación, experiencia y género son individualmente significativas.

Las variables explicativas son significativas tanto individual como conjuntamente
por lo que no hay evidencia de ningún problema muestral del tipo de alto grado de
multicolinealidad entre los regresores.

4. Contraste a una cola.

H0 : β4 = 0
Ha : β4 > 0

t =
β̂4 − 0

σ̂β̂4

H0∼ t(N − k)

t =
470, 46− 0

144, 87
= 3, 2475 > 1, 67943 = t(49− 4)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que existe evidencia de que los hombres ganan más en media que las mujeres.

5. Salarios estimados:

(Ŝ|E = 5, X = 0, H = 0) = 434, 821 + 133, 551 × 5 = 1102, 576 euros

(Ŝ|E = 0, X = 5, H = 0) = 434, 821 + 34, 4543 × 5 = 607, 0925 euros
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6. Incremento estimado salario para una trabajadora: 34,4543 euros.

Incremento estimado salario para un trabajador: 34,4543 euros.

Estos resultados se obtienen porque el coeficiente β̂3 = 34, 4543 mide la variación
estimada en el salario si la experiencia aumenta en un año, manteniéndose constante
la educación, tanto para un hombre como para una mujer.

TERCERA PARTE.

1. MRLG:

Si = β1 + β2Ei + β3Xi + β4Hi + β5Ai + β6Gi + ui ui ∼ NID(0, σ2
u) i = 1, . . . , 49.

En el Modelo P13.3 se ha incluido una nueva variable explicativa cualitativa, la
localización de la sucursal de la empresa. Esta variable tiene tres categoŕıas depen-
diendo de si la sucursal está en Alava, Bizkaia o Gipuzkoa, por lo que se definen
tres variables ficticias:

Ai =

{
1 i ∈ Alava
0 en otro caso

Bi =

{
1 i ∈ Bizkaia
0 en otro caso

Gi =

{
1 i ∈ Gipuzkoa
0 en otro caso

Para evitar problemas de colinealidad perfecta en la matriz de datos X, el modelo
se ha especificado con el término constante e incluyendo tantas variables ficticias
como categoŕıas menos una. Se ha dejado fuera la categoŕıa Bizkaia, que servirá de
referencia.

2. La variable localización de la sucursal no es significativa si, a igualdad de condiciones,
no hay diferencias en el salario promedio del empleado por trabajar en una provincia
o en otra.

H0 : β5 = β6 = 0
Ha : β5 ̸= 0 y/o β6 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P13.3, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P13.2, y q = 2 es el número de restricciones.

F =
(11089355− 5689030)/2

5689030/(49− 6)
= 20, 4089 > 3, 21448 = F(2, 49− 6)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la localización de la sucursal es una variable significativa para explicar
el salario, una vez incluidas el resto de las variables.
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3. Diferencia salarial estimada entre hombres y mujeres si el resto de las caracteŕısticas
se mantienen iguales = 594,659 euros = β̂4.

Contraste de significatividad individual: género.

H0 : β4 = 0
Ha : β4 ̸= 0

t =
β̂4 − 0

σ̂β̂4

H0∼ t(N − k)

|t| =
∣∣∣∣594, 659− 0

118, 738

∣∣∣∣ = 5, 0082 > 2, 01669 = t(49− 6)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que el género es una variable significativa para explicar el salario.

4. Salario estimado para una mujer de la sucursal vizcáına con estudios básicos y sin
experiencia:

(Ŝ|E = 0, X = 0, H = 0, A = 0, G = 0) = β̂1 = 1580,34 euros.

Salario estimado para una mujer de la sucursal alavesa con estudios básicos y sin
experiencia:

(Ŝ|E = 0, X = 0, H = 0, A = 1, G = 0) = β̂1 + β̂5 = (1580,34 -1151,2) euros.

Salario estimado para una mujer de la sucursal guipuzkoana con estudios básicos y
sin experiencia:

(Ŝ|E = 0, X = 0, H = 0, A = 0, G = 1) = β̂1 + β̂6 = (1580,34 - 800,65) euros.

5. (1580,34 + 594,659) = β̂1 + β̂4 = (Ŝ|E = 0, X = 0, H = 1, A = 0, G = 0)

Salario estimado para un hombre de la sucursal vizcáına con estudios básicos y sin
experiencia.

CUARTA PARTE.

1. Restricción en los coeficientes del Modelo P13.3 que conduce a la especificación del
Modelo P13.4: β5 = β6.

Si = β1 + β2 Ei + β3 Xi + β4 Hi + β5 Ai + β6Gi + ui →

= β1 + β2 Ei + β3 Xi + β4 Hi + β5 Ai + β5Gi + ui →

= β1 + β2 Ei + β3 Xi + β4 Hi + β5 (A+G)i + ui

Esta restricción significa que, a igualdad de condiciones, no existe diferencia salarial
entre los empleados de las sucursales de Gipuzkoa y Alava, pero śı respecto de los
de Bizkaia.
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2. Salario estimado para una mujer de la sucursal vizcáına con estudios básicos y sin
experiencia:

(Ŝ|E = 0, X = 0, H = 0, A = 0, G = 0) = β̂1 = 1580,34 euros.

Salario estimado para una mujer de la sucursal alavesa con estudios básicos y sin
experiencia:

(Ŝ|E = 0, X = 0, H = 0, A = 1, G = 0) = β̂1 + β̂5 = (1503,49 - 857,85) euros.

Salario estimado para una mujer de la sucursal guipuzkoana con estudios básicos y
sin experiencia:

(Ŝ|E = 0, X = 0, H = 0, A = 0, G = 1) = β̂1 + β̂5 = (1503,49 - 857,85) euros.

Como se puede observar existen diferencias con los resultados del apartado 4. de la
Tercera Parte. Estas diferencias provienen, por un lado, de que las estimaciones de
los coeficientes son diferentes en el Modelo P13.4 y en el Modelo P13.3 y, por otro
lado, de que la especificación de los dos modelos es también diferente:

En el apartado 4 de la Tercera Parte el salario estimado de una trabajadora con
estudios básicos y sin experiencia es diferente para las trabajadoras de las tres
sucursales.

Sin embargo, según el Modelo P13.4, el salario estimado de una trabajadora con
estudios básicos y sin experiencia es el mismo para las trabajadoras de Alava y
Gipuzkoa y sólo es distinto para las de Bizkaia.

Notése que se obtendŕıa el mismo tipo de resultado para el caso de un hombre con
las mismas caracteŕısticas.

3. El Modelo P13.3 porque:

En el apartado 2 de la Tercera Parte se ha comprobado que la variable localización
de la sucursal es significativa. Además, analizando el resto de los resultados de la
estimación del Modelo P13.3, se puede concluir que las variables educación, expe-
riencia y género son también individualmente significativas ya que sus estad́ısticos
t superan el valor cŕıtico para un nivel de significación del 5%.

En consecuencia el Modelo P13.1 y el Modelo P13.2 quedan descartados porque
omiten variables relevantes lo que supone que los estimadores MCO son sesgados y
la inferencia no es válida porque los estad́ısticos t y F no siguen las distribuciones
habituales.

En lo que se refiere al Modelo P13.4, éste no es más que una versión restringida
del Modelo P13.3. Elegiremos el Modelo P13.4 si la restricción impuesta (β5 = β6)
es cierta porque, en este caso, los estimadores MCR son insesgados y su varianza



Soluciones a las prácticas 175

es menor que el estimador MCO del Modelo P13.3. Por el contrario, si la restric-
ción no es cierta, se elegirá el Modelo P13.3 porque sabemos que, en este caso, los
estimadores MCR están sesgados.

Por lo tanto, la elección depende del resultado del contraste de la restricción β5 = β6

en el Modelo P13.3.

H0 : β5 = β6 (β5 − β6 = 0)
Ha : β5 ̸= β6 (β5 − β6 ̸= 0)

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(N − k)

H0∼ F(q,N − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P13.3, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P13.4, y q = 1 es el número de restricciones.

F =
(6347297− 5689030)/1

5689030/(49− 6)
= 4, 97545 > 4, 06705 = F(1, 49− 6)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que, a igualdad de condiciones, la diferencia salarial entre los trabajadores
de las sucursales de Alava y Gipuzkoa respecto de la de Bizkaia no es la misma. Por
lo tanto, elegimos el Modelo P13.3.

Solución PRÁCTICA P14.

PRIMERA PARTE.

1. Función de producción:

logQt = β1 +β2 logKt+ β3 logLt+ β4 logEt+β5 logHt+ β6 logFt+ β7 logSt+ut

ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1948, 1949, . . . , 1993.

La estimación de este modelo por Mı́nimos Cuadrados Ordinarios proporciona los
siguientes resultados:
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Modelo P14.1: estimaciones MCO utilizando las 46 observaciones 1948–1993
Variable dependiente: l Q

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p

const 2,62172 1,48327 1,7675 0,0850
l K -0,340100 0,0886314 -3,8372 0,0004
l L -0,666346 0,0796336 -8,3677 0,0000
l E 0,208275 0,105148 1,9808 0,0547
l H 1,07952 0,384756 2,8057 0,0078
l F -0,00796152 0,0731634 -0,1088 0,9139
l S 0,141183 0,125934 1,1211 0,2691

Suma cuadrados residuos 0,0609414 R2 0,977494

Analizando los resultados de la tabla, se puede observar que los factores de produc-
ción, capital, trabajo, enerǵıa y superficie cultivada son individualmente significa-
tivos mientras que los factores de producción fertilizantes y semillas no lo son ni al
5% ni al 10%.

Comprobemos si los factores de producción fertilizantes y semillas son conjunta-
mente significativos.

H0 : β6 = β7 = 0
Ha : β6 ̸= 0 y/o β7 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde q = 2 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P14.1 y SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

logQt = β1 + β2 logKt + β3 logLt + β4 logEt + β5 logHt + ut

F =
(0, 062971− 0, 0609414)/2

0, 0609414/(46− 7)
= 0, 649457 < 3, 2381 = F(2, 39)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que los factores de producción fertilizantes y semillas no son conjuntamente
significativos.

Al no ser los factores de producción fertilizantes y semillas significativos, ni indi-
vidual ni conjuntamente, se eliminan de la especificación del modelo estimando la
siguiente función de producción:

logQt = β1 + β2 logKt + β3 logLt + β4 logEt + β5 logHt + ut

ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1948, 1949, . . . , 1993.
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Modelo P14.2: estimaciones MCO utilizando las 46 observaciones 1948–1993
Variable dependiente: l Q

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p

const 3,39123 1,29215 2,6245 0,0121
l K -0,315200 0,0850853 -3,7045 0,0006
l L -0,720098 0,0388490 -18,5358 0,0000
l E 0,191347 0,0949839 2,0145 0,0505
l H 1,08932 0,364861 2,9856 0,0048

Suma cuadrados residuos 0,0629711 R2 0,976745

FRM:

̂logQt
(σ̂β̂)

= 3, 39123
(1,29215)

− 0, 3152
(0,0850853)

logKt − 0, 720098
(0,0388490)

logLt + 0, 191347
(0,0949839)

logEt +

+ 1, 08932
(0,364861)

logHt R2 = 0, 976745 SCR = 0, 0629711

A. Interpretación de los coeficientes.

β̂1 = 3,39123: producción estimada (en logaritmos) cuando todas las variables
explicativas (en logaritmos) toman el valor cero, es decir, cuando se emplea
una unidad de cada factor.

β̂2 = -0,3152: se estima que la producción disminuye un 0,3152% cuando el
factor capital aumenta un 1%, manteniéndose el resto de los factores cons-
tantes.

β̂3 = -0,720098: se estima que la producción disminuye un 0,720098% cuando
el factor trabajo aumenta un 1%, manteniéndose el resto de los factores
constantes.

β̂4 = 0,191347 : se estima que la producción aumenta un 0,191347% cuando
el factor enerǵıa aumenta un 1%, manteniéndose el resto de los factores
constantes.

β̂5 = 1,08932 : se estima que la producción aumenta un 1,08932% cuando el
factor superficie cultivada aumenta un 1%, manteniéndose el resto de los
factores constantes.

Dado que el Modelo P14.2 es doble logaŕıtmico, los coeficientes β2, β3, β4 y β5

son las elasticidades capital, trabajo, enerǵıa y superfice cultivada, respectiva-
mente.
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B. Bondad del ajuste. R2 = 0,976745.

El 97,67% de la variabilidad de la producción en la muestra (en logaritmos)
está explicada por la variabilidad de las variables explicativas, capital, trabajo,
enerǵıa y superfice cultivada (en logaritmos).

C. Significatividad de las variables explicativas.

C.1. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = β5 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0 y/o β5 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 0, 976745/4

(1− 0, 976745)/(46− 5)
= 430, 506 > 2, 59997 = F(4, 41)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que las variables explicativas capital, trabajo, enerǵıa y superfice
cultivada son conjuntamente significativas.

C.2. Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3, 4, 5.

Capital (K) |t| =
∣∣∣∣−0, 3152− 0

0, 0850853

∣∣∣∣ = 3, 705 > 2, 01954 = t(46− 5)0,05/2

Trabajo (L) |t| =
∣∣∣∣−0, 720098− 0

0, 038849

∣∣∣∣ = 18, 54 > 2, 01954 = t(41)0,05/2

Enerǵıa (E) |t| =
∣∣∣∣0, 191347− 0

0, 0949839

∣∣∣∣ = 2, 015 ≈ 2, 01954 = t(41)0,05/2

Superficie (H) |t| =
∣∣∣∣1, 08932− 0

0, 364861

∣∣∣∣ = 2, 986 > 2, 01954 = t(41)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%,
las variables explicativas capital, trabajo, enerǵıa y superfice cultivada son
individualmente significativas.
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2. Contraste de hipótesis de rendimientos constantes a escala.

H0 : β2 + β3 + β4 + β5 = 1
Ha : β2 + β3 + β4 + β5 ̸= 1

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde q = 1 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P14.2 y SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido,

logQt = β1 + β2 logKt + β3 logLt + β4 logEt + β5 logHt + ut

logQt = β1 + (1− β3 − β4 − β5) logKt + β3 logLt + β4 logEt +

+ β5 logHt + ut

logQt − logKt = β1 + β3 (logLt − logKt) + β4 (logEt − logKt) +

+ β5 (logHt − logKt) + ut

F =
(0, 074059− 0, 0629711)/1

0, 0629711/(46− 5)
= 7, 21936 > 4, 07855 = F0,05(1, 46− 5)

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que la función de producción no tiene rendimientos constantes a escala.

SEGUNDA PARTE.

1. Hipótesis de trabajo:

Para los mismos niveles de los factores de producción, el cambio tecnológi-
co experimentado a partir de 1976 ha hecho que el nivel de producción sea
mayor que antes de 1976.

Para introducir este efecto se define la variable ficticia A76 que toma el valor 1 para
las observaciones desde 1976 en adelante y 0 en otro caso.

La especificación del modelo es la siguiente:

logQt = β1 + β2 logKt + β3 logLt + β4 logEt + β5 logHt + β6 A76t + ut

ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1948, 1949, . . . , 1993.
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Modelo P14.3: estimaciones MCO utilizando las 46 observaciones 1948–1993
Variable dependiente: l Q

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p

const 3,98004 1,19167 3,3399 0,0018
l K -0,231053 0,0821327 -2,8132 0,0076
l L -0,646251 0,0427303 -15,1239 0,0000
l E 0,0844008 0,0931791 0,9058 0,3705
l H 0,901690 0,337673 2,6703 0,0109
A76 0,0632216 0,0205339 3,0789 0,0037

Suma cuadrados residuos 0,0509067 R2 0,981200

FRM:

̂logQt
(σ̂β̂)

= 3, 98004
( 1,19167)

− 0, 231053
(0,0821327)

logKt − 0, 646251
(0,0427303)

logLt + 0, 0844008
(0,0931791)

logEt +

+ 0, 90169
( 0,337673)

logHt + 0, 0632216
(0,0205339)

A76t R2 = 0, 9812 SCR = 0, 0509067

El coeficiente estimado β̂6 = 0, 0632216 significa que, a igualdad de nivel de los
factores de producción, hay una diferencia en la producción estimada (en logaritmos)
de 0,0632212 toneladas a partir de 1976 con respecto al periodo anterior.

Se puede comprobar que este efecto es significativo:

H0 : β6 = 0
Ha : β6 ̸= 0

t =
β̂6 − 0

σ̂β̂6

H0∼ t(T − k)

|t| =
∣∣∣∣0, 0632216− 0

0, 0205339

∣∣∣∣ = 3, 0789 > 2, 02108 = t(46− 6)0,05/2

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que, para el mismo nivel de los factores, la producción media es diferente
antes y después de 1976.

2. Hipótesis de trabajo.

La función de producción es distinta antes y después de 1976, es decir,
el efecto sobre la cantidad producida de máız de un incremento en los
factores de producción es diferente antes y después de 1976.
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Esta hipótesis implica la existencia de un cambio estructural en la función de pro-
ducción a partir de 1976. Para poder contrastar esta hipótesis es preciso introducir
en el modelo los términos de interacción entre cada uno de los factores de producción
y la variable ficticia A76:

(logK ×A76)t =

{
0 t ∈ [1948− 1975]

Kt t ∈ [1976− 1993]
(logL×A76)t =

{
0 t ∈ [1948− 1975]

Lt t ∈ [1976− 1993]

(logE ×A76)t =

{
0 t ∈ [1948− 1975]

Et t ∈ [1976− 1993]
(logH ×A76)t =

{
0 t ∈ [1948− 1975]

Ht t ∈ [1976− 1993]

El modelo de regresión lineal general queda como sigue:

logQt = β1 + β2 logKt + β3 logLt + β4 logEt + β5 logHt + β6A76t +

+ β7 (logK × A76)t + β8 (logL× A76)t + β9 (logE × A76)t +

+ β10 (logH × A76)t + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1948, . . . , 1993.

La estimación MCO de este modelo proporciona los siguientes resultados:

Modelo P14.4: estimaciones MCO utilizando las 46 observaciones 1948–1993
Variable dependiente: l Q

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p

const 6,35278 2,13003 2,9825 0,0051
l K -0,0432245 0,154658 -0,2795 0,7815
l L -0,536663 0,0651691 -8,2349 0,0000
l E 0,0943920 0,240928 0,3918 0,6975
l H 0,0770934 0,470323 0,1639 0,8707
A76 -5,8641 2,68453 -2,1844 0,0355

l KA76 -0,320497 0,187181 -1,7122 0,0955
l LA76 -0,414848 0,241894 -1,7150 0,0949
l EA76 0,0754497 0,303419 0,2487 0,8050
l HA76 1,95036 0,676819 2,8817 0,0066

Suma cuadrados residuos 0,0400310 R2 0,985216

FRM:

̂logQt
(σ̂β̂)

= 6, 35278
(2,13003)

− 0, 0432245
(0,154658)

logKt − 0, 536663
(0,0651691)

logLt + 0, 0943920
(0,240928)

logEt+
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+ 0, 0770934
(0,470323)

logHt − 5, 8641
(2,68453)

A76t − 0, 320497
(0,187181)

(logK × A76)t −

− 0, 414848
( 0,241894)

(logL× A76)t + 0, 0754497
(0,303419)

(logE × A76)t +

+ 1, 95036
(0,676819)

(logH × A76)t R2 = 0, 985216 SCR = 0, 0400310

Contraste de la hipótesis de cambio estructural.

H0 : β6 = β7 = β8 = β9 = β10 = 0
Ha : β6 ̸= 0 y/o β7 ̸= 0 y/o β8 ̸= 0 y/o β9 ̸= 0 y/o β10 ̸= 0

F =
(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde SCRNR es la suma de cuadrados de residuos del modelo no restringido,
Modelo P14.4, SCRR es la suma de cuadrados de residuos del modelo restringido,
Modelo P14.2, y q = 5 es el número de restricciones.

F =
(0, 062971− 0, 0400310)/5

0, 0400310/(46− 10)
= 4, 12602 > 2, 47717 = F(5, 46− 10)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que hay cambio estructural en la función de producción a partir de 1976.

TERCERA PARTE.

1. Dados los resultados de la Segunda Parte donde se ha comprobado que hay cambio
estructural, el modelo más adecuado para la función de producción es el Modelo
P14.4. El problema común a los modelos anteriores, Modelo P14.2 y Modelo P14.3,
es que se supone que los coeficientes son constantes para toda la muestra, es decir,
que las elasticidades capital, trabajo, enerǵıa y superficie son constantes desde 1948
hasta 1983. Se ha comprobado que esta hipótesis no se cumple, lo que implica que
los estimadores MCO del Modelo P14.3 estarán sesgados, también la estimación de
la varianza de las perturbaciones estará sesgada y los estad́ısticos t y F no seguirán
las distribuciones habituales por lo que la inferencia no será válida.

2. Como el modelo es doble logaŕıtmico, los resultados se van a proporcionar en loga-
ritmos.
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Predicción por punto :

Q̂1994 = 6, 35278− 0, 0432245 logK1994 − 0, 536663 logL1994 +

+ 0, 0943920 logE1994 + 0, 0770934 logH1994 − 5, 8641A761994 −

− 0, 320497 (logK × A76)1994 − 0, 414848 (logL× A76)1994

+ +0, 0754497 (logE × A76)1994 + 1, 95036 (logH × A76)1994

= 6, 35278− 0, 0432245 logK1994 − 0, 536663 logL1994 +

+ 0, 0943920 logE1994 + 0, 0770934 logH1994 − 5, 8641−

− 0, 320497 logK1994 − 0, 414848 logL1994 +

+ +0, 0754497 logE1994 + 1, 95036 logH1994

= (6, 35278− 5, 8641)− (0, 0432245 + 0, 320497) logK1994 −

− (0, 536663 + 0, 414848) logL1994 +

+ (0, 0943920 + 0, 0754497) logE1994 + (0, 0770934 + 1, 95036) logH1994

= (6, 35278− 5, 8641)− (0, 0432245 + 0, 320497) log 59−

− (0, 536663 + 0, 414848) log 79 + (0, 0943920 + 0, 0754497) log 92 +

+ (0, 0770934 + 1, 95036) log 87 = 4, 670392

Predicción por intervalo

IC(Q1994)95% =
[
Q̂1994 ± t(46− 10)0,05/2 σ̂1994

]
= [4, 590395 4, 75039]

dado que

σ̂2
1994 = σ̂2

u [1 +X ′
1994(X

′X)−1X ′
1994] = 0, 001556

con

X ′
1994 = (1, log 59, log 79, log 92, log 87) = (1 4, 077 4, 369 4, 5217 4, 4659)
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Solución PRÁCTICA P15.

PRIMERA PARTE.

1. MRLG:

Vt = β1 + β2 PRALt + β3 PRISt + β4 PRCAt + ut ut ∼ NID(0, σ2
u) t = 1, . . . , 52.

Modelo P15.1: estimaciones MCO utilizando las 52 observaciones 1–52 Variable
dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p
const 22963,4 9806,55 2,3416 0,0234
PRAL -47084, 7957,79 -5,9168 0,0000
PRIS 9299,00 7001,26 1,3282 0,1904
PRCA 16511,3 9367,03 1,7627 0,0843

Suma cuadrados residuos 1,35872e+09 R2 0,442860

FRM:

V̂t

(σ̂β̂)

= 22963, 4
(9806,55)

− 47084
(7957,79)

PRALt + 9299, 00
(7001,26)

PRISt + 16511, 3
(9367,03)

PRCAt

R2 = 0, 442860 SCR = 1358720000

A. Interpretación de los coeficientes estimados:

β̂2 = -47084. Si el precio de la marca AL aumenta un euro, manteniéndose fijos
los precios de las marcas competidoras, se estima que las ventas disminuyen
en 47084 latas.

β̂3 = 9299,00. Si el precio de la marca competidora IS aumenta un euro, man-
teniéndose fijos los precios de las marcas AL y CA, se estima que las ventas
aumentan en 9299 latas.

β̂4 = 16511,3. Si el precio de la marca competidora CA aumenta un euro,
manteniéndose fijos los precios de las marcas AL e IS, se estima que las
ventas aumentan en 16511,3 latas.

B. Coeficiente de determinación: R2 = 0,4486.

Interpretación: el 44,86% de la variabilidad de las ventas en la muestra está ex-
plicada por la variabilidad de los precios, tanto de la propia marca, AL, como
de las competidoras, IS y CA.
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2. Hipótesis: el efecto de las poĺıticas de precios de las dos marcas competidoras es el
mismo sobre las ventas medias de la marca AL.

H0 : β3 = β4

Ha : β3 ̸= β4
F =

(SCRR − SCRNR)/q

SCRNR/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

donde q = 1 es el número de restricciones, SCRNR es la suma de cuadrados de
residuos del modelo no restringido, Modelo P15.1, SCRR es la suma de cuadrados
de residuos del siguiente modelo restringido:

Vt = β1 + β2 PRALt + β3 PRISt + β3 PRCAt + ut →

Vt = β1 + β2 PRALt + β3 (PRISt + PRCAt) + ut (P15.2)

El estad́ıstico muestral es:

F =
(1368430000− 1358720000)/1

1358720000/(52− 4)
= 0, 343166 < 4, 04265 = F(1, 48)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se puede
concluir que el efecto de las poĺıticas de precios de las dos marcas competidoras es
el mismo sobre las ventas medias de la marca AL.

3. Dado el resultado del constrate del apartado anterior, se eligiŕıa el Modelo P15.2
porque los estimadores de Mı́nimos Cuadrados Restringidos son insesgados y de
varianza más pequeña que los estimadores MCO del Modelo P15.1.

Ahora bien, este resultado desde un punto de vista económico se puede interpretar
como que las ventas de la marca AL se ven afectadas por su propio precio y por
el precio conjunto promedio de los competidores, sin distinguir entre ellos. En vez
de utilizar como medida general de los precios de los competidores la suma de los
precios PRIS y PRCA como en el Modelo P15.2, vamos a utilizar un ı́ndicador
de precios de los competidores que definimos como el precio promedio de las dos
marcas, IS y CA:

PRCOMPt =
(PRISt + PRCAt)

2

Estimamos por MCO el modelo de regresión lineal:

Vt = β1 + β2 PRALt + β3 PRCOMPt + ut (P15.3)

con los siguientes resultados:
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Modelo 3: MCO, usando las observaciones 1–52
Variable dependiente: V

Coeficiente Desv. T́ıpica Estad́ıstico t Valor p

const 25002,5 9106,37 2,7456 0,0084
PRAL −47863,7 7793,05 −6,1419 0,0000
PRCOMP 23967,8 10514,0 2,2796 0,0270

Suma cuadrados residuos 1368430000 R2 0,438877

FRM:

V̂t

(σ̂β̂)

= 25002, 5
(9106,37)

− 47863, 7
(7793,05)

PRALt + 23967, 8
(10514,0)

PRCOMPt

R2 = 0, 438877 SCR = 1368430000

A. Interpretación de los coeficientes estimados:

β̂2 = -47863,7. Si el precio de la marca AL aumenta un euro, manteniéndose
fijo el ı́ndicador de precios de los competidores, se estima que las ventas
disminuyen en 47863,7 latas.

β̂3 = 23967,8. Si el indicador de precios de los competidores aumentan un
euro, manteniéndose fijo el precio de la marca Al, se estima que las ventas
aumentan en 23967,8 latas.

B. Coeficiente de determinación: R2 = 0,438877.

Interpretación: el 43,89% de la variabilidad de las ventas en la muestra está ex-
plicada por la variabilidad de los precios, tanto de la propia marca como de las
competidoras.

C. Significatividad de las variables explicativas.

C.1. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 438877/2

(1− 0, 438877)/(52− 3)
= 19, 1624 > 3, 18658 = F(2, 49)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que las variables explicativas precio de la marca y el indicador
de precios de los competidores son conjuntamente significativas.
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C.2. Contraste significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3.

Precio AL |t| =
∣∣∣∣−47863, 7− 0

7793, 05

∣∣∣∣ = 6, 142 > 2, 00958 = t(52− 3)0,05/2

Precio PRCOMP |t| =
∣∣∣∣23967, 8− 0

10514, 0

∣∣∣∣ = 2, 28 > 2, 00958 = t(52− 3)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%, las
variables precio de la marca y indicador de precios de los competidores son
individualmente significativas.

4. Predicción por intervalo de las ventas en la semana 53.

IC(V53)95% =
[
V̂53 ± t(52− 3)0,05/2 σ̂u

√
1 +X ′

53(X
′X)−1X53

]
donde:

X ′
53 = (1 0, 82 0, 965)

V̂53 = 25002, 5− 47863, 7 × 0, 82 + 11983, 9 × 0, 965 = 8883, 11 latas.

IC(V53)95% = [8883, 11 ± 2, 00958 × 5595, 863] = [−2362, 19 20128, 42]

Las ventas en la semana 52 fueron de 6668 latas. Si el gerente piensa que las ventas
pueden aumentar en 50 unidades, quiere decir que en la semana 53 podŕıan ascender
a 6718 unidades. Como se puede observar 6718 ∈ IC(V53)95% por lo tanto, con una
confianza del 95%, existe evidencia en la muestra a favor de la hipótesis del gerente.

SEGUNDA PARTE.

1. MRLG:

Vt = β1 + β2 PRALt + β3 PRCOMPt + β4CAt + β5CBt + ut t = 1, . . . , 52.

Cada campaña publicitaria es independiente de la otra por lo que cada una de
ellas se puede considerar como una variable explicativa cualitativa. Cada una de
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estas variables explicativas tiene dos categoŕıas: campaña y no campaña, por lo que
habŕıa que definir dos variables ficticias por cada una de ellas:

Campaña A CAt =

{
1 i ∈ campaña A
0 en otro caso

NOCAt =

{
1 i ∈ no campaña A
0 en otro caso

Campaña B CBt =

{
1 i ∈ campaña B
0 en otro caso

NOCBt =

{
1 i ∈ no campaña B
0 en otro caso

Para evitar problemas de colinealidad perfecta en la matriz de datos X, el modelo
se ha especificado con término constante y 1 categoŕıa sólo, la correspondiente al
periodo de campaña, para cada una de las variables explicativas cualitativas.

Los resultados de la estimación mı́nimo-cuadrática ordinaria del modelo de regresión
son los siguientes:

Modelo P15.4: estimaciones MCO utilizando las 52 observaciones 1–52
Variable dependiente: V

Variable Coeficiente Desv. t́ıpica Estad́ıstico t valor p

const 27718,3 8325,55 3,3293 0,0017
PRAL -50671,0 7221,18 -7,0171 0,0000

PRCOMP 19583,0 9448,74 2,0726 0,0437
CA 5496,27 1454,55 3,7787 0,0004
CB 3622,38 1988,17 1,8220 0,0748

Suma cuadrados residuos 1,04429e+09 R2 0,571792

FRM:

V̂t

(σ̂β̂)

= 27718, 3
(8325,55)

− 50671, 0
(7221,18)

PRALt + 19583, 0
( 9448,74)

PRCOMPt + 5496, 27
(1454,55)

CAt +

+ 3622, 38
(1988,17)

CBt R2 = 0, 571792 SCR = 1044290000

A. Interpretación de los coeficientes estimados:

β̂1 = 27718,3. Ventas estimadas cuando los precios de la propia marca y de
los competidores son cero y no se está llevando a cabo ninguna campaña
publicitaria.

β̂2 = -50671. Se estima que las ventas disminuyen en 50671 latas, si el precio
de la marca AL aumenta un euro, manteniéndose fijos el indicador de los
precios de los competidores, e independientemente de si están en marcha
las campañas publicitarias A y/o B.
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β̂3 = 9791,51. Se estima que las ventas aumentan en 9791,51 latas si los precios
de las marcas competidoras, IS y CA, aumentan un euro en total, man-
teniéndose fijo el precio de la marca Al, e independientemente de si están
en marcha las campañas publicitarias A y/o B.

β̂4 = 5496,27. Diferencia estimada en las ventas en el periodo que hay campaña
A y en el que no la hay a igualdad de condiciones de precios e indepen-
dientemente de si está en marcha la campaña publicitaria B.

β̂5 = 3622,38. Diferencia estimada en las ventas en el periodo que hay campaña
B y en el que no la hay a igualdad de condiciones de precios e indepen-
dientemente de si está en marcha la campaña publicitaria A.

B. Coeficiente de determinación: R2 = 0,571792.

Interpretación: el 51,18% de la variabilidad de las ventas en la muestra está ex-
plicada por la variabilidad de los precios, tanto de la propia marca como de los
competidores, y las campañas publicitarias, A y B.

C. Significatividad de las variables explicativas.

C.1. Contraste de significatividad conjunta.

H0 : β2 = β3 = β4 = β5 = 0
Ha : β2 ̸= 0 y/o β3 ̸= 0 y/o β4 ̸= 0 y/o β5 ̸= 0

F =
R2/q

(1−R2)/(T − k)

H0∼ F(q, T − k)

F =
0, 571792/4

(1− 0, 571792)/(52− 5)
= 15, 69 > 2, 56954 = F(4, 47)0,05

Se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir,
se puede concluir que las variables explicativas precio de la marca, indicador
de precios de los competidores, campaña A y campaña B son conjuntamente
significativas.

C.2. Contraste de significatividad individual.

H0 : βi = 0
Ha : βi ̸= 0

t =
β̂i − 0

σ̂β̂i

H0∼ t(T − k) i = 2, 3, 4, 5.
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Precio AL |t| =
∣∣∣∣−50671− 0

7221, 18

∣∣∣∣ = 7, 0171 > 2, 00958 = t(52− 3)0,05/2

PRCOMP |t| =
∣∣∣∣19583, 0− 0

9448, 740

∣∣∣∣ = 2, 0726 > 2, 00958 = t(52− 3)0,05/2

Campaña A |t| =
∣∣∣∣5496, 27− 0

1454, 55

∣∣∣∣ = 3, 7787 > 2, 00958 = t(52− 3)0,05/2

Campaña B |t| =
∣∣∣∣3622, 38− 0

1988, 17

∣∣∣∣ = 1, 8220 < 2, 00958 = t(52− 3)0,05/2

Por lo tanto, se puede concluir que, para un nivel de significación del 5%,
las variables precio de la marca, indicador de precios de los competidores y
la campaña publicitaria A son individualmente significativas. Notése que la
campaña publicitaria B no es una variable individualmente significativa para
un nivel de significación del 5% aunque śı lo es al 10%.

2. Vistos los resultados del apartado anterior, le aconsejaŕıa al gerente que llevara a
cabo la campaña publicitaria A por dos razones:

La campaña A śı es significativa con un nivel de significación del 5%, mientras
que la campaña B no lo es, aunque śı lo es para un nivel de significación del
10%.

El incremento de las ventas que genera la campaña A es, a igualdad de condi-
ciones, superior al de la campaña B.

TERCERA PARTE.

1. El Modelo P15.4 porque en el modelo Modelo P15.3 no se ha incluido el efecto de las
campañas publicitarias sobre las ventas, efecto que es estad́ısticamente significativo.
Por lo tanto, los estimadores MCO de los coeficientes del Modelo P15.3 están sesga-
dos, y la inferencia realizada de la forma habitual no es válida porque el estimador
de la varianza de las perturbaciones también está sesgado y los estad́ısticos t y F
no siguen las distribuciones habituales.

2. Sobre el tema de las poĺıticas de marketing, por un lado, hay que resaltar que son
efectivas, por lo que son una buena medida para aumentar las ventas, y además las
más efectivas son las poĺıticas del tipo de la campaña A.

En lo que se refiere a poĺıticas de precio, sabemos que el efecto de los precios de las
empresas competidoras sobre las ventas de la marca AL es el mismo. Pero intere-
saŕıa saber también si, por ejemplo, la empresa puede contrarrestar una bajada del



Soluciones a las prácticas 191

indicador de precios de los competidores con una bajada de la misma cuant́ıa en su
propio precio. El contraste se lleva a cabo en el Modelo P15.4.

H0 : β2 = −β3 (β2 + β3 = 0)
Ha : β2 > −β3 (β2 + β3 > 0)

t =
β̂2 + β̂3 − 0√
v̂ar(β̂2 + β̂3)

H0∼ t(T − k)

donde:

v̂ar(β̂2 + β̂3) = v̂ar(β̂2) + v̂ar(β̂3) + 2ĉov(β̂2, β̂3) = 111083445,5

t =
−50671 + 19583− 0√

111083445,5
= −2, 9496 < 1, 67793 = t(47)0,05

No se rechaza la hipótesis nula con un nivel de significación del 5%, es decir, se
puede concluir que la empresa puede compensar la bajada del indicador de precios
de los competidores con una bajada similar en su propio precio.
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