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Introducción

Queremos destacar aqúı, de forma breve, los objetivos, las hipótesis de parti-
da y los resultados obtenidos. Más tarde, tanto en el resto de esta Introducción
como en el Eṕılogo (a modo de Problemas Abiertos), daremos más detalles.

Objetivos

Esta tesis se propuso, entre otros, los objetivos siguientes.

1. Prueba de las relaciones de entrelazamiento de los pseudoespectros de
órdenes de multiplicidad sucesivos de matrices complejas cuadradas que
ocurren en los puntos de coalescencia (o colisión) de las componentes co-
nexas de los pseudoespectros.

2. Dentro del conjunto de matrices que tienen pseudoespectros formados por
ćırculos o unión de ćırculos, ampliar el estudio de Karow de los pseudoes-
pectros algebraicos ordinarios de primer orden para los bloques generaliza-
dos de Jordan (véase [44]) a los los pseudoespectros algebraicos ordinarios
de primer y segundo orden para matrices bidiagonales con elementos cua-
lesquiera en la superdiagonal primera.

3. Análisis de la naturaleza geométrica de la curva frontera de los pseudoes-
pectros en torno a los puntos de coalescencia como puntos singulares de
una curva algebraica real.

4. Caracterización del número de condición de un valor propio en térmi-
nos de las derivadas del área y diámetro de la componente conexa del
ε-pseudoespectro de primer orden en torno al valor propio.

5. Probar que los pseudoespectros algebraicos de segundo orden y los geométri-
cos de cualquier orden son conjuntos semialgebraicos de R2. Averiguar si
la función a : [0, ε)→ R, dada por el área de una componente conexa del
ε-pseudoespectro de primer orden es una función semialgebraica.

Hipótesis de partida

Motivaron nuestro interés por estos problemas algunos trabajos previos. En
primer lugar, el art́ıculo de A.N. Malyshev (1999) [54] fue clave. Dados una

v
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matriz A ∈ Cn×n y un número complejo z Malyshev demostró una fórmula
expĺıcita para el cálculo de la distancia, h2(z), (respecto de la norma espectral)
de A al conjunto de matrices que teńıan a z como valor propio de multiplicidad
algebraica ≥ 2. Esta fórmula relacionaba dicha distancia con el máximo respecto
de t ∈ R del valor singular σ2n−1 de una matriz 2n× 2n. Esto dió una solución
al Problema de Wilkinson: Si A es una matriz simple, hallar la mı́nima distancia
de A al conjunto de matrices que tienen un valor propio múltiple. Aparece aśı
una función h2 : C ≡ R2 → R, a la que hemos llamado función de Malyshev de
la matriz A. Esta función comparte muchas propiedades con la función h1(z) :=
σn(zIn −A).

Otra solución al problema de Wilkinson fue dada por Alam y Bora (2005)
mediante el primer punto de colisión de los pseudoespectros de A. Su demos-
tración es más bien intuitiva, aunque muchos de sus puntos dificultosos fueron
aclarados por Burke, Lewis y Overton.

Resultados alcanzados

1. Respecto del Objetivo 1, se ha establecido el entrelazamiento existente
entre los pseudoespectros de órdenes uno y dos en un primer punto de
colisión de los pseudoespectros de una matriz: Teorema 3.3.4. También,
se ha dado una condición suficiente para dicho entrelazamiento en un
segundo punto de colisión: Teorema 3.3.6. No se ha conseguido probarlo
para un punto de colisión cualquiera. Tampoco se ha podido demostrar
para órdenes de multiplicidad de órdenes k y k + 1 con k ≥ 2.

2. En relación al Objetivo 1, sabemos que h1(z) ≤ h2(z) para todo z ∈ C,
hemos demostrado que ambas funciones alcanzan el mismo valor en los
puntos de colisión y en los puntos aislados de la frontera de los pseudo-
espectros de primer orden, véanse las Proposiciones 3.3.1 y 7.4.9. No ha
sido probada la conjetura hk(z) ≤ hk+1(z), para k ≥ 2.

3. En relación con el Objetivo 2 se ha conseguido caracterizar los pseudoes-
pectros de tales matrices, siendo un ćırculo en cada caso, como se demues-
tra en los Teoremas 5.2.1 y 5.2.2.

4. Hemos conseguido probar que la frontera de los pseudoespectros algebrai-
cos estrictos puede diferir de la frontera de los pseudoespectros algebraicos
ordinarios en un conjunto finito de puntos, para algunos niveles de ε, como
se demuestra en el Teorema 7.1.2. Además, en él, estos puntos se caracte-
rizan por ser máximos locales estrictos para la función h1.

5. Se ha indicado una demostración escueta de que los pseudoespectros geo-
métricos de todo orden, y los algebraicos de segundo orden, son conjuntos
semialgebraicos de R2. Pero, mientras no haya una demostración completa
de la caracterización de los pseudoespectros algebraicos de órdenes tres
y superiores como subconjuntos de nivel de funciones de tipo Malyshev
(Ikramov-Nazari, Mengi), no se podrá utilizar este abordaje para probar



Introducción vii

su semialgebraicidad. No hemos podido demostrar que la función área, a,
sea semialgebraica.

6. Con relación al Objetivo 4, se presentan unos teoremas que permiten ca-
racterizar los números de condición en función de la primera derivada
respecto de ε, cuando ε = 0, tanto en el caso de los diámetros como de
las áreas. Sin embargo, la existencia de la segunda derivada del área a
respecto de ε, cuando ε = 0, está sometida a la demostración de que el
área a sea una función semialgebraica.

Contenidos

Esta memoria trata de pseudoespectros de matrices complejas cuadradas.
Está dividida en ocho caṕıtulos y tres apéndices.

En el Caṕıtulo 1 se introducen algunas definiciones y notaciones. En particu-
lar, se incide en la semejanza unitaria, ya que los pseudoespectros son invariantes
frente a estas transformaciones; el Lema de Wielandt, de especial interés en el
Caṕıtulo 7; ı́ndice y número de condición de un valor propio, los cuales se utili-
zarán en el Caṕıtulo 4; finalmente, se define la distancia de Hausdorff entre dos
conjuntos compactos.

En los dos siguientes caṕıtulos se presentan resultados sobre pseudoespec-
tos de primer orden y de orden superior, respectivamente. En el Caṕıtulo 2
se introducen las definiciones de pseudoespectros ordinarios y estrictos de pri-
mer orden. En una segunda subsección, mostramos que la geometŕıa de los esos
pseudoespectros es invariante bajo transformaciones de semejanza unitaria y
afines. Como veremos, los pseudoespectros son conjuntos de puntos del plano
real que están formados por componentes conexas. Centramos nuestro interés
en los puntos donde coalescen dos de esas componentes conexas, ya que esos
puntos dan una solución al problema de Wilkinson sobre la distancia de una
matriz al conjunto de matrices que tienen un valor propio múltiple.

En el Caṕıtulo 3, se introducen los pseudoespectros algebraicos y geométri-
cos, tanto ordinarios como estrictos, de orden superior. En particular nos cen-
traremos en los pseudoespectros algebraicos ordinarios de orden 2, los cuales
se pueden limitar por los conjuntos de nivel de una función que llamaremos
función de Malyshev. Se proporcionan algunas propiedades de esa función con-
cernientes a su continuidad y derivabilidad, aśı como otras propiedades de los
pseudoespectros algebraicos de segundo orden que involucran a la función de
Malyshev.

El Caṕıtulo 4 está dedicado al estudio de la relación entre la componente
conexa Kλ(ε) de un ε-pseudoespectro que rodea a un valor propio λ y el número
de condición de este valor propio. Dadas las funciones geométricas radio medio,
diámetro y área de una de tales componentes conexas, se estudian las derivadas
de primer y segundo orden por la derecha en ε = 0. Los resultados reposan sobre
un teorema de M. Karow en que halla una especie de “derivada” por la derecha
de la función compacto-valorada ε 7→ Kλ(ε) en ε = 0 respecto de la distancia
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de Hausdorff entre compactos no vaćıos de C.
El Caṕıtulo 5 tiene su inspiración en algunos de los resultados expuestos

por M. Karow en su Tesis. Es sabido que una matriz es normal si y sólo si
el pseudoespectro ordinario de primer orden de nivel ε está formado por la
unión de ćırculos de radio ε para todo ε ≥ 0. En este caṕıtulo se estudian el
pseudoespectro algebraico de segundo orden, que también está formado por la
unión de ćırculos cuyo radio depende de ε, y el pseudoespectro geométrico de
cualquier orden, que está formado por la unión de las intersecciones de regiones
contenidas en el pseudoespectro ordinario de mismo nivel.

En el Caṕıtulo 6 se analizan las matrices que para cada ε > 0 tienen iguales
sus ε-pseudoespectros geométricos de cualquier orden. Estas matrices tienen ne-
cesariamente los mismos factores invariantes no triviales. Para ello, se introduce
la relación de equivalencia de infinitésimos dada por Hardy.

En el Caṕıtulo 7 se prueba que el pseudoespectro ordinario de primer orden y
su frontera son conjuntos semialgebraicos. Asimismo, se extienden esos resulta-
dos de conjuntos semialgebraicos a los pseudoespectros geométricos de cualquier
orden y sus fronteras, aśı como a los pseudoespectros algebraicos de segundo
orden. Por otro lado, en relación con las fronteras de los pseudoespectros se
demuestra que para algunos valores de ε se satisface que ∂Λε(A) ( ∂Λ′ε(A), de-
bido a que existen puntos aislados de ∂Λ′ε(A). Se caracteriza la existencia de esos
puntos aislados a través de los máximos relativos de la función z 7→ σn(zI−A).
Mediante un Lema de Wielandt se tiene que la frontera del ε-pseudoespectro
estricto Λ′ε(A) está contenido en una curva algebraica real q(x, y, ε) = 0, don-
de q(x, y, ε) ∈ R[x, y] y los coeficientes de q(x, y, ε) respecto de x, y pertenecen
a R[ε]. Los puntos cŕıticos se determinan mediante la resultante de Sylvester;
mientras que la naturaleza de los mismos se comprueba de varias formas: me-
diante las expresiones de las primeras y segundas derivadas de los valores sin-
gulares, que son funciones anaĺıticas reales de x, y (siendo z = x+ yi); mediante
las derivadas parciales segundas de la curva q(x, y, ε) respecto de x e y para
unos valores de ε determinados previamente. Cuando se tiene un valor singular
múltiple se utilizan las derivadas direccionales laterales. Véase [39]

En el Caṕıtulo 8 se realiza un estudio de la geometŕıa de los pseudoespectros
de matrices 2 × 2 y 3 × 3 de una forma más detallada. Esto es posible debido
a la existencia de formas canónicas de matrices para la semejanza unitaria, aśı
como la invarianza de las singularidades de la frontera de sus pseudoespectros
mediante transformaciones afines. El caso de matrices de orden 2 ha quedado
completamente resuelto; mientras que en el caso de matrices de orden 3 sólo
hemos resuelto los casos más significativos.

En el Apéndice A encontramos las definiciones y notaciones sobre curvas
algebraicas reales utilizadas en los Caṕıtulos 2, 7 y 8. En particular, se tratan
con detalle los conceptos de número de intersección de una curva algebraica con
una recta en un punto, la multiplicidad de un punto singular y las tangentes a
una curva en un punto. Asimismo, se precisa la naturaleza de los puntos dobles:
nodos ordinarios, puntos aislados, puntos cuspidales y tacnodos. Mediante el
estudio de las series formales de potencias, de Laurent y de Puiseux, se han
podido definir las parametrizaciones y ramas locales irreducibles de una curva
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algebraica real, las cuales son el marco formal donde contextualizar y entender
los resultados dados en esos caṕıtulos. Además, hemos extendido la definición
de número de intersección en un punto de una curva con una recta al de una
rama con una curva algebraica; y de dos ramas. El paquete algcurves del pro-
grama de cálculo simbólico Maple nos ha permitido utilizando las instrucciones
singularities y puiseux hallar los puntos singulares, y sus invariantes; aśı
como parametrizaciones formales de las ramas que pasan por un punto singular.

El Apéndice B fija las notaciones sobre espacios topológicos y subconjuntos
conexos; distinguiendo los conexos por arcos de los conexos. Se fijan definiciones
y resultados sobre las componentes conexas de un subconjunto cualquiera de
un espacio topológico. Como los pseudoespectros son subconjuntos de R2, nos
interesan estos conceptos referidos a los espacios eucĺıdeos ordinarios Rn.

Apéndice C reúne cuatro conceptos de amplio uso en esta Memoria: la resul-
tante de Sylvester de dos polinomios; la matriz inversa en el sentido de Moore-
Penrose; un lema de Wielandt sobre valores singulares de matrices que permi-
te ver las fronteras de los pseudoespectros como (parte de) curvas algebraicas
reales; y las σ–álgebras de subconjuntos (de Borel, medibles Lebesgue) de R2.

Todos los resultados que aparecen en esta Tesis son originales, excepto los
referidos a otros autores.

Antecedentes, notas históricas y temas relaciona-
dos

Siguiendo el dictado de Richard E. Bellman, toda tesis debeŕıa dar alguna
noticia histórica sobre el origen del tema que trata. En cumplimiento de es-
ta obligación, escribimos las siguientes notas, limitadas al alcance de nuestro
conocimiento. Nos parece imprescindible contextualizar todo resultado de una
investigación.

El origen del tema de los pseudoespectros de una matriz cuadrada pue-
de remontarse a diversos autores entre los que se encuentran Landau, Varah,
Wilkinson, Mosier, Trefethen-Embree [72], Godunov e Hinrichsen [40] (Sección
5.1.4, páginas 542 y 543). Véase el portal de Internet Pseudospectra Gateway
dedicado a pseudoespectros [33]. En los años 1990 apareció un art́ıculo de Tre-
fethen en el que llamó a prestar atención a los pseudoespectros de una matriz
A ∈ Cn×n, más que a su espectro, al estudiar cuestiones relativas a la estabi-
lidad de soluciones de los sistemas diferenciales ẋ(t) = Ax(t), t ∈ [0,∞) y en
recurrencias x(k + 1) = Ax(k), k = 0, 1, 2, . . .. En los años precedentes se hab́ıa
constatado que para ciertos problemas de ciencia e ingenieŕıa, las predicciones
basadas en los valores propios no siempre casaban con las observaciones, véase
Trefethen (1997) [71]. Se descubrió que en estas aplicaciones las matrices invo-
lucradas eran altamente no normales y teńıan valores propios volátiles. Lo que
sugeŕıa que deb́ıa buscarse un sustituto del espectro. De ah́ı surgiŕıa el concepto
de los pseudoespectros. Además, la potencia creciente de cálculo de los ordena-
dores permitiŕıa la visualización de estos conjuntos para matrices de tamaños
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medianos.
La cuestión del cálculo de las ráıces de un polinomio

p(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

se planteó con toda su crudeza en los años 1950 con el advenimiento de los
primeros ordenadores. Famoso fue el polinomio pérfido de Wilkinson,

w(λ) = (λ− 1)(λ− 2) · · · (λ− 20),

y la experiencia traumática que a éste le produjo ver que el método iterativo
de Newton-Raphson fallaba y no converǵıa a la ráız de mayor valor absoluto de
w(λ). Véanse Wilkinson [79] y Cohen [21]. En 1986 Ronald G. Mosier [55] estudió
las regiones (“root neighborhoods”) donde estaban las ráıces de un polinomio
q(λ) obtenido al perturbar los coeficientes de un polinomio p(λ) hasta una cierta
magnitud ε. Probó que en las componentes conexas de esas regiones la suma de
las multiplicidades de las ráıces que q(λ) tuviera en ellas era igual a la suma de
la multiplicidades de las ráıces que p(λ) teńıa en la misma componente. Y que
cada componente conexa teńıa al menos una ráız del polinomio original p(λ).

Queremos señalar una diferencia entre el estudio de las pseudoráıces de un
polinomio y los pseudovalores propios de una matriz cuadrada. Aunque los va-
lores propios de una matriz M ∈ Cn×n son las ráıces de su polinomio carac-
teŕıstico pM (λ), un polinomio es esencialmente un objeto unidimensional : un
vector; mientras que una matriz es un objeto bidimensional. De ah́ı que quepa
esperar más riqueza a la hora de expresar las relaciones entre los pseudovalores
propios de M y los elementos de M , que la esperable entre las pseudoráıces de
pM (λ) y los coeficientes de pM (λ).

El periódico SIAM News difundió en 1995 un art́ıculo de B.A. Cipra [20] so-
bre pseudoespectros de matrices en base al trabajo de Trefethen en los años 1990.
En él aparećıa la parte de la derecha de la Figura 1 con los ε-pseudoespectros de
la matrizA :=

(−1 5
0 −2

)
para los niveles de ε = 0,05; 0,15; 0,25; 0,35; 0,45; 0,55; 0,65.

Los números de condición de ambos valores propios eran iguales: κ(−1) =
κ(−2) = 5,0990. Este hecho apareció probado por vez primera en la Tesis de
Karow [44] para cualquier matriz de orden 2 con dos valores propios distintos.
Para cierto valor de ε las dos componentes conexas se cortaban en un punto
situado a mitad del segmento que une ambos valores propios. La figura guarda-
ba enorme parecido con óvalos de Cassini de focos los valores propios. Incluso
las gráficas de los óvalos de Cassini realizadas con Matlab (parte izquierda)
y la imagen fotocopiada del periódico (parte derecha) coincid́ıan al trasluz al
99 %. En todas las figuras de Cipra las dos componentes conexas eran iguales
y simétricas, cuando hab́ıa dos. Mejor dicho, todas las figuras eran simétricas
respecto de la recta vertical x = −1,5.

Por otra parte, desde años atrás hab́ıa un enorme interés por el problema
de Wilkinson: Dada una matriz A ∈ Cn×n con n valores propios simples,
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Figura 1: Izquierda: Óvalos de Cassini con focos (−2, 0) y (−1, 0). Derecha:
Figura original del art́ıculo de Cipra.

hallar la distancia de A al conjunto de matrices que tuviesen algún valor propio
múltiple. Wilkinson, Golub y otros hab́ıan observado que cuando en una matriz
con valores propios simples, el número de condición de uno de ellos fuera muy
grande, hab́ıa una matriz próxima con un valor propio múltiple (por lo general
doble), cercano al valor propio mal condicionado. Varias ĺıneas de pensamiento
confluyeron en una solución dada por Malyshev a este problema, como vamos a
explicar con un poco más de detalle.

En toda esta Memoria, para cualquier espacio de matrices Cm×n usaremos
la norma espectral de matrices, también llamada norma `2, o norma inducida
por las normas eucĺıdeas en Cn×1 y Cm×1. Para ello, se asocia a cualquier matriz
A ∈ Cm×n la aplicación lineal x 7→ Ax de Cn×1 en Cm×1. También se conoce
que ‖A‖ = σ1(A) donde σ1(A) es el mayor valor singular de A.

Es bien conocida la interpretación del k–ésimo valor singular, σk(A), de una
matriz A ∈ Cm×n como la distancia de la matriz A al conjunto de matrices
X ∈ Cm×n cuyo rango es menor que k.

mı́n
X∈Cm×n
rgX<k

‖X −A‖ = σk(A).

¿Qué queda en pie de esta fórmula si sustituimos X ∈ Cm×n por X ∈ Rm×n?
Bernhardsson, Rantzer y Qiu probaron que

mı́n
X∈Rm×n
rgX<k

‖X −A‖ = sup
γ∈(0,1]

σ2k−1

Å
ReA −γ ImA

γ−1 ImA ReA

ã
,
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donde ReA := (Re aij), ImA := (Im aij), siendo A = (aij). Esta fórmula de
aproximación por matrices reales fue comunicada a J.M. Gracia por M. Karow
en Barcelona el 21 de julio de 1999 en la “8th ILAS Conference”.

Es bien sabido que una matriz A ∈ Cn×n se dice estable si tiene todos sus
valores propios en el semiplano Re z < 0. Si A es estable, el radio de estabilidad
complejo viene dado por

mı́n
X∈Cn×n
X inestable

‖X −A‖ = mı́n
ω∈R

σn(ωIn −A).

Tras la publicación de la fórmula

mı́n
X∈Rn×n
X inestable

‖X −A‖ = mı́n
ω∈R

máx
γ∈(0,1]

σ2n−1

Å−ReA −γωIn
γ−1ωIn −ReA

ã
para el radio de estabilidad real por Qiu, Bernhardsson, Rantzer, Davison,
Young y Doyle [60], Malyshev vió la manera de trasladarla al problema de
encontrar la mı́nima distancia de A al conjunto M de matrices X ∈ Cn×n que
tienen un valor propio múltiple.

mı́n
X∈M

‖X −A‖ = mı́n
z∈C

máx
γ∈R

σ2n−1

Å
zIn −A γIn

O zIn −A

ã
.

No parece nada extraño que Malyshev abordara esta suerte de problema. Su
director de tesis fue Godunov en Novosibirsk, y Godunov fue uno de los intro-
ductores del concepto de pseudoespectros con el nombre de retratos espectra-
les (“spectral portraits”) o ε-espectros. Wilkinson intuyó la importancia de los
pseudoespectros de una matriz a los que llamó “dominios de inclusión funda-
mentales”; él usó la letra η en lugar del ε. Hizo notar la importancia del dominio
D(η) del plano complejo formado por los λ tales que

1

‖(A− λI)−1‖ ≤ η;

pues todos los λ ∈ D(η) son valores propios de A+F para perturbaciones F que
satisfacen ‖F‖ ≤ η. Wilkinson definió el concepto de sucesor de un valor propio
de la siguiente manera: Se dice que un número complejo z es un ε-sucesor del
valor propio λ de A si existe una matriz Eλ con ‖Eλ‖ ≤ ε tal que z es valor
propio de A + Eλ, ϕ(0) = λ, ϕ(1) = z siendo ϕ : [0, 1] → C la función continua
que describe un valor propio de la matriz A+tEλ, cuando t vaŕıa de 0 a 1. Puede
ocurrir que z sea un ε-sucesor de más de un valor propio de A. El principal interés
se centra en aquellos z que son ε-sucesores de más de un valor propio para el
mı́nimo ε. Se define que z es un ε-sucesor de, digamos, dos valores propios λ y
µ de A si ε es el valor mı́nimo para el que z es un ε-sucesor de λ y un ε-sucesor
de µ. Con todo, estas definiciones no fueron muy afortunadas, y no pudieron
clarificarse hasta que se precisó el concepto de ε-pseudoespectros de A. Véanse
los art́ıculos de Wilkinson sobre la sensibilidad de los valores propios [77] y [78].
Dejémoslo hablar con sus propias palabras ([78], página 254):
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The behaviour of the domain D(η) as η increases from zero is of fundamental
interest to us. We shall assume that A has s distinct eigenvalues λ1, λ2, . . . , λs
of multiplicities m1,m2, . . . ,ms. If all the eigenvalues are simple, then s = n
and mi = 1(i = 1, . . . , n). Clearly D(η2) contains D(η1) when η2 > η1. Indeed,
if λ is any point of D(η1) it is an internal point of D(η2) since the elements
of (A − λI)−1 are continuous functions of λ apart from poles at the λi. D(0)
consists of the s isolated points λi. When η is sufficiently small, D(η) consists
of s isolated domains, the ith of which has λi as an internal point. For any such
η and any specific E (with ‖E‖ = 1), the ith of these domains contains the mi

successors of λi. A problem of basic interest to us is the smallest value of η for
which one of these domains coalesces with one of the others. We may divide the
s values of λi into a number of distinct sets and to determine the minimum value
of η for which a domain containing the successors of one of these sets coalesces
with a domain containing the successors of another of the sets (i.e. ignoring the
possible coalescence of individual λi in the same set).

(James H. Wilkinson)

Wilkinson también desarrolló trabajos sobre la distancia de A al conjunto de
matrices con forma canónica de Jordan menos genérica; véase [76]. La ĺınea de
pensamiento de Wilkinson, utilizando ε-sucesores de los valores propios de A,
fue seguida por J.W. Demmel en su densa Tesis cuyo sugerente t́ıtulo no de-
fraudó [27]. Véase también su art́ıculo [28]. A Demmel lo siguieron con paso
firme R. Alam y S. Bora, en la Tesis de esta última, que dio lugar al art́ıculo [3];
en él apareció otra solución al problema de Wilkinson, dada a través del primer
punto de coalescencia de componentes conexas de los pseudoespectros. La pri-
mera solución la hab́ıa dado Malyshev, por un método minimax como hemos
indicado antes.

Para nosotros, a d́ıa de hoy el libro más profundo en sentido matemático que
se ha escrito sobre pseudoespectros de matrices lo constituye la Tesis Doctoral
de Michael Karow (Bremen, 2003) [44]. Documento al que no se ha prestado
la atención suficiente. La presente Tesis tiene una deuda intelectual con la de
Karow. El trabajo pionero de este autor sobre pseudoespectros, ha sido gúıa y
fuente de inspiración. A él se deben la semialgebraicidad de los valores singula-
res como funciones de una matriz y de los pseudoespectros y sus fronteras como
subconjuntos de R2, aśı como las estrechas relaciones entre la componente cone-
xa que rodea a un valor propio λ de un ε-pseudoespectro para valores pequeños
de ε y el ı́ndice de λ.

El tema de estudio de los pseudoespectros de matrices es objeto de investi-
gación muy activa en los últimos veinticinco años. Y se ha extendido a campos
como el análisis de los conjuntos de pseudoceros de sistemas de polinomios de
varias variables, habiéndose logrado generalizar los teoremas de Mosier de 1986
sobre conservación de multiplicidades de los pseudoceros en las componentes
conexas de los conjuntos de pseudoceros. Véase el trabajo de Hoffman et al. [41]
y sus referencias. El tema tiene profundas connotaciones con la geometŕıa al-
gebraica real. En muchos casos de interés natural los conjuntos de pseudoceros
son semialgebraicos.
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de Navarra por el interés que han mostrado en la realización de este trabajo.
En especial a Pedro Pagola.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Valores propios

En este trabajo denotaremos por Cp×q al espacio de las matrices rectangu-
lares complejas de orden p × q; aśı mismo In denotará la matriz identidad de
Cn×n. Denotaremos por A∗ a la matriz traspuesta conjugada de A. Aśı mismo
denotaremos por D(z, ρ) al disco cerrado centrado en z ∈ C de radio ρ, y por
D(z, ρ) al disco abierto con los mismos centro y radio.

Un número complejo λ se dice que es un valor propio de una matriz A ∈
Cn×n, si det(λIn − A) = 0. El conjunto de valores propios de una matriz A ∈
Cn×n se llama espectro de A y lo denotaremos por Λ(A). Dada A ∈ Cn×n y λ ∈
C, denotemos por m(λ,A) := dim ker(λIn−A)n a la multiplicidad algebraica
de λ respecto de A. Si λ no es valor propio de A entonces m(λ,A) = 0, y
rećıprocamente. De la misma manera, denotemos por mg(λ,A) := dim ker(λIn−
A) a la multiplicidad geométrica del número complejo λ respecto de la matriz
A. Igualmente mg(λ,A) = 0 si y sólo si λ no es valor propio de A. Con estas
notaciones, definimos los conjuntos

Λk(A) := {λ ∈ C : m(λ,A) ≥ k}
que llamaremos espectro de orden k de A, y

Λg
k(A) := {λ ∈ C : mg(λ,A) ≥ k}

que llamaremos espectro geométrico de orden k de A.

1.2. Valores singulares, semejanza unitaria

La norma matricial que usaremos en este trabajo es la norma espectral sobre
Cp×q, representada por ‖ · ‖, y definida como

‖A‖ : = máx
x∈Cq×1

‖x‖2=1

‖Ax‖2.

1
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Observación 1.2.1. Utilizaremos también la norma de Frobenius sobre
Cn×n, representada por ‖ · ‖F , y definida como

‖A‖F :=
»

tr(A∗A) =

Ã
n∑

i,j=1

|aij |2,

siendo A = (aij), con i = 1, . . . , n y j = 1, . . . , n.

Definición 1.2.2. Dados A ∈ Cn×n y δ > 0, llamamos bola abierta de centro
A y radio δ, y la denotamos como B(A, δ), al conjunto

B(A, δ) = {X ∈ Cn×n : ‖X −A‖ < δ}.

Análogamente, llamamos bola cerrada de centro A y radio δ, y la denotamos
como B(A, δ), al conjunto

B(A, δ) = {X ∈ Cn×n : ‖X −A‖ ≤ δ}.

Los valores singulares de una matriz A ∈ Cp×q se denotarán por

σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ · · · ≥ σk(A),

donde k = mı́n{p, q}. Recordemos que los valores singulares de una matriz A
son las ráıces cuadradas de los valores propios de la matriz A∗A.

Utilizando las relaciones de Courant-Fisher para los valores singulares, se
tienen las siguientes igualdades para una matriz A ∈ Cn×n.

‖A‖ = σ1(A), mı́n
x∈Cn×1

‖x‖2=1

‖Ax‖2 = σn(A).

Pasamos a enunciar algunas propiedades de los valores singulares. La primera
es la desigualdad de Weyl.

Teorema 1.2.3. Sean las matrices A,B ∈ Cp×q. Entonces

|σj(A)− σj(B)| ≤ ‖A−B‖, j = 1, . . . ,mı́n{p, q}.

Este resultado también se puede interpretar como la continuidad de los valores
singulares σj(A) respecto de la matriz A.

Recordemos que una matriz U ∈ Cn×n se dice unitaria si U∗U = In.

Proposición 1.2.4. Los valores singulares de una matriz son invariantes bajo
transformaciones unitarias. Es decir, dada A ∈ Cp×q, para todo par de matrices
unitarias U ∈ Cp×p, V ∈ Cq×q se tiene

σi(A) = σi(UAV ) i = 1, . . . ,mı́n{p, q}.

El siguiente resultado es el Teorema de descomposición de valores singulares.
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Teorema 1.2.5. Sean A ∈ Cp×q y σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0, r = rg(A), sus valores
singulares no nulos. Entonces existen matrices unitarias U ∈ Cp×p y V ∈ Cq×q
de manera que

A = UΣV ∗ (1.2.1)

donde

Σ =


r q−r

r
σ1 . . .

σr
O

p−r O O

 ∈ Cp×q.

Observación 1.2.6. Las columnas de la matriz V (respectivamente, U), vistas
como vectores de Cq×1 (resp. Cp×1), constituyen una base de vectores propios
ortonormal para A∗A (resp. AA∗). Aśı, para hallar la descomposición en valores
singulares de A basta resolver el problema de los valores propios para A∗A y
AA∗.

El teorema siguiente nos da la distancia de una matriz cuadrada al conjunto
de matrices que tienen a un complejo dado como valor propio cuya multiplicidad
geométrica es mayor o igual que k.

Teorema 1.2.7. Sean z0 ∈ C y A ∈ Cn×n. Entonces,

mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λg

k
(X)

‖X −A‖ = σn−k+1(z0In −A).

1.2.1. Semejanza unitaria

Definición 1.2.8. Dos matrices A,B ∈ Cn×n se dice que son semejantes
unitariamente si existe una matriz unitaria, U , tal que

B = U∗AU.

La notación B
u≈ B denotará que las matrices A y B son unitariamente

semejantes. Mientras que B ≈ A denota la semejanza ordinaria de matrices:
B = P−1AP con P ∈ Cn×n invertible. Tres resultados sobre la semejanza
unitaria son los siguientes.

Lema 1.2.9 (Lema de Schur). Toda matriz A ∈ Cn×n es semejante unita-
riamente a una matriz triangular superior, es decir, existe U unitaria tal que
U∗AU = T .

Como consecuencia, si A es una matriz normal, es decir A∗A = AA∗, del
lema anterior se deduce lo siguiente.

Corolario 1.2.10. Una matriz normal A ∈ Cn×n es semejante unitariamente
a la matriz

diag{λ1, λ2, . . . , λn},
siendo cada λi un valor propio de A, i = 1, 2, . . . , n.
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Teorema 1.2.11. Sean A,B ∈ Cn×n matrices triangulares superiores con los
mismos elementos diagonales aii = bii, para todo i ∈ {1, . . . , n}, y tal que aii 6=
ajj , i 6= j. Supongamos U ∈ Cn×n matriz unitaria tal que U∗AU = B, entonces
U es diagonal.

Demostración.
De la relación de semejanza unitaria entre las matrices A y B se tiene:

U∗AU = B ⇔ AU = UB.

En la anterior expresión consideramos el elemento que ocupa la posición (n, 1):

n∑
i=1

aniui1 =
n∑
j=1

unjbj1 =⇒
aij=0=bij ,

i>j

annun1 = un1b11 ⇒ un1(ann − b11) = 0.

Como aii = bii 6= bjj , se tiene un1 = 0. Análogamente, si calculamos el elemento
en la posición (n, 2):

n∑
i=1

aniui2 =
n∑
j=1

unjbj2 =⇒
aij=0=bij ,

i>j

annun2 = un2b22 ⇒ un2(ann−b22) = 0⇒ un2 = 0.

Siguiendo el razonamiento, tenemos unj = 0, para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}. Si
calculamos el valor del elemento (n− 1, 1), tenemos:

n∑
i=1

an−1,iui,1 =
n∑
j=1

un−1,jbj,1 ⇒ an−1,n−1un−1,1 + an−1,n un,1︸︷︷︸
=0

= un−1,1b11 ⇒

un−1,1(an−1,n−1 − b11) = 0,

de donde un−1,1 = 0.
Siguiendo este proceso, podemos probar que uij = 0 si i 6= j. Por lo tanto,

U = diag
(
eiα1 , . . . , eiαn

)
, αi ∈ [0, 2π], para todo i ∈ {1, . . . , n}. �

1.2.2. Lema de Wielandt

Dada una matriz M ∈ Cn×n, hay una relación entre sus valores singulares y
los valores propios de cierta matriz asociada a ella. El resultado es el siguiente.

Lema 1.2.12 (Lema de Wielandt). Sea M ∈ Cn×n. Sean s1 ≥ · · · ≥ sn ≥ 0.
Entonces

s1 ≥ · · · ≥ sn ≥ −sn ≥ · · · ≥ −s1,

son los valores propios de la matriz hermı́tica 2n× 2n

H :=

ï
O M
M∗ O

ò
ordenados en sentido decreciente si y sólo si s1 ≥ · · · ≥ sn son los valores
singulares de M ordenados en sentido decreciente.
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La matriz H se conoce como la matriz de Wielandt asociada a M .
Aśı pues el número real ε ≥ 0 es un valor singular de M si y sólo si ε es un

valor propio de H. De igual modo, por el lema del complemento de Schur (véase
Lancaster y Tismenetsky [48, pág. 46, Ejercicio 15],∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ = |D − CA−1B| |A| si |A| 6= 0,

siendo A y D matrices cuadradas, se sigue que ε ≥ 0 es un valor singular de
la matriz M si y sólo si ε2 es un valor propio de la matriz M∗M . Además, los
valores propios de las matricesï

O M
M∗ O

ò
y

ï
O −M
−M∗ O

ò
son los mismos. Veamos el porqué de esta afirmación última. El número λ0 es
un valor propio de ï

O M
M∗ O

ò
si y sólo si ∣∣∣∣λ0In −M

−M∗ λ0In

∣∣∣∣ = 0.

Multiplicando la primera fila de bloques de este determinante por −1, se tiene
que

(−1)n
∣∣∣∣−λ0In M
−M∗ λ0In

∣∣∣∣ = (−1)2n

∣∣∣∣λ0In M
M∗ λ0In

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣λ0In M
M∗ λ0In

∣∣∣∣ .
Por tanto, ∣∣∣∣λ0In −M

−M∗ λ0In

∣∣∣∣ = 0 si y sólo si

∣∣∣∣λ0In M
M∗ λ0In

∣∣∣∣ = 0;

es decir, si y sólo si λ0 es un valor propio de∣∣∣∣ O −M
−M∗ O

∣∣∣∣ .
Sea ahora A ∈ Cn×n, x, y ∈ R y ε ≥ 0 Por consiguiente, si definimos

q(x, y, ε) :=

∣∣∣∣ εIn (x+ yi)In −A
(x− yi)In −A∗ εIn

∣∣∣∣ (1.2.2)

se tiene que

q(x, y, ε) =

∣∣∣∣ εIn A− (x+ yi)In
A∗ − (x− yi)In εIn

∣∣∣∣ .
Por tanto, se tiene la proposición siguiente.

Proposición 1.2.13. Supongamos que ε ≥ 0. Entonces se tiene que q(x, y, ε) =
0 si y sólo si ε es un valor singular de (x+ yi)In −A.
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Al polinomio fε(x, y) = q(x, y, ε) lo llamaremos polinomio de Wielandt
de la matriz A para el nivel ε y lo denotaremos también por fε,A(x, y)
cuando sea necesaria la referencia a A . Es de observar que fε,A(x, y) es mirado
como un polinomio en x, y.

Lema 1.2.14. Dada A ∈ Cn×n, el polinomio fε dado por

fε(x, y) := q(x, y, ε) =
∑

i+j≤2n

cij(ε)x
iyj

tiene sus coeficientes cij(ε) en R[ε]. Es decir, el polinomio fε pertenece al anillo
R[ε][x, y] de polinomios en x, y con coeficientes en el anillo R[ε].

Demostración. En principio hay números complejos tanto en las matrices A
y A∗ como en las expresiones conjugadas x+ yi y x− yi. Por esto, expresemos
q(x, y, ε) como un elemento de C[x, y][ε]:

q(x, y, ε) = ε2n + a1(x, y)ε2n−1 + · · ·+ a2n−1(x, y)ε+ a2n(x, y),

visto como polinomio en ε. Observemos que q(x, y, ε) es el polinomio carac-
teŕıstico de la matriz hermı́ticaï

O (x+ yi)In −A
(x− yi)In −A∗ O

ò
.

Por tanto sus ráıces en ε son reales. Aśı pues, por las relaciones entre las ráıces y
los coeficientes de un polinomio, tenemos que los coeficientes de este polinomio
en ε son reales. En principio,

ak(x, y) ∈ C[x, y].

Supongamos que

ak(x, y) =
∑
i,j

a
(k)
ij x

iyj , con a
(k)
ij ∈ C, k = 1, . . . , 2n.

Para todos t ∈ R, z ∈ C, Re(tz) = tRe(z), Im(tz) = t Im(z). Como para todo
(x, y) ∈ R2 tenemos que ak(x, y) ∈ R, se sigue que Im

(
ak(x, y)

)
= 0. pero

Im
(
ak(x, y)

)
=
∑
i,j

Im(a
(k)
ij )xiyj .

Por tanto, el polinomio ∑
i,j

Im(a
(k)
ij )xiyj ∈ R[x, y]

se anula en todo punto (x, y) ∈ R2. Como el cuerpo R es infinito,

Im(a
(k)
ij ) = 0, ∀i, j.
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Por consiguiente,

a
(k)
ij ∈ R,∀i, j,

con lo cual, el polinomio q(x, y, ε) ∈ C[x, y][ε] tiene reales sus coeficientes: dicho
de otro modo q(x, y, ε) ∈ R[x, y][ε]. Lo que implica que para todo ε ≥ 0, cij(ε)
es real ∀i, j. �

También se tiene el resultado siguiente.

Lema 1.2.15.

q(x, y, ε) = det
Ä
ε2In −

(
(x+ yi)In −A

)∗(
(x+ yi)In −A

)ä
.

Demostración. z = x+ yi, x, y ∈ R.

q(x, y, ε) =

∣∣∣∣ εIn zIn −A
z̄In −A∗ εIn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣εIn − (z̄In −A∗)
1

ε
In(zIn −A)

∣∣∣∣ εn
=

∣∣∣∣1ε(ε2In − (zIn −A)∗(zIn −A)
)∣∣∣∣ εn =

1

��εn
|ε2In − (zIn −A)∗(zIn −A)|��εn.

�

Observación 1.2.16. El polinomio q(x, y, ε) mirado como elemento del anillo
R[x, ε][y] es un polinomio en y de grado 2n donde el coeficiente del monomio
y2n vale −1:

q(x, y, ε) = a0(x, ε) + a1(x, ε)y + a2(x, ε)y2 + · · ·+ a2n−1(x, ε)y2n−1 − y2n.

A los efectos prácticos, cambiando de signo, −q(x, y, ε) es un polinomio mónico
en y cualquiera que sea el valor real de ε. Este hecho nos permite usar la versión
simplificada del Teorema de Newton (véase el Teorema A.3.5) que aparece en
el libro de Abhyankar [1].

Veamos algunas consecuencias del Lema 1.2.12. Dados (x, y) ∈ R2, ε ≥ 0 y
A ∈ Cn×n, consideramos el polinomio

fε,A(x, y) := det

Å
εIn −(x+ yi)In +A

−(x− yi)In +A∗ εIn

ã
, (1.2.3)

que corresponde al polinomio q(x, y, ε) definido en (1.2.2). Sea ahora

VR(fε,A) := {(x, y) ∈ R2 : fε,A(x, y) = 0}

la curva algebraica real definida por dicho polinomio. Entonces

Lema 1.2.17. Con las notaciones anteriores se tiene

(a) (x, y) ∈ VR(fε,A) si y sólo si ε es un valor singular de (x+ yi)In −A.

(b) La curva algebraica VR(fε,A) está acotada. Concretamente está contenida
en el disco cerrado de centro el origen 0 y radio ε+ ‖A‖.
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Demostración. El apartado (a) es una consecuencia directa del Lema 1.2.12.
Para probar (b) sea (x0, y0) ∈ VR(fε,A). Entonces, por (a), existe un vector
unitario u tal que ‖((x0 + y0i)In −A)u‖ = ε. Luego

‖(x0, y0)‖ = |x0 + y0i| = ‖(x0 + y0i)u‖ = ‖((x0 + y0i)In −A)u+Au‖ ≤
≤ ‖((x0 + y0i)In −A)u‖+ ‖Au‖ ≤ ε+ ‖A‖.

�

1.3. Índice y número de condición de un valor
propio

Para introducir estos conceptos, precisamos del resultado siguiente.

Teorema 1.3.1 (Teorema de descomposición de Jordan). Dada A ∈ Cn×n sea
Λ(A) = {λ1, . . . , λr} su espectro. Entonces

A =
r∑
i=1

(λiPi +Ni),

donde

(a) para cada i ∈ {1, . . . , r}, Pi es el proyector sobre el subespacio ker(λiIn −
A)n, siendo

r∑
i=1

Pi = In, y PiPj = 0 si i 6= j;

(b) Ni = (A− λiIn)Pi son matrices nilpotentes, cumpliendo

NiNj = 0 si i 6= j, y NiPj = PjNi =

ß
0 si i 6= j,
Ni si i = j.

El subespacio ker(λiIn−A)n se conoce como el subespacio radical (o subespa-
cio propio generalizado) de la matriz A asociado al valor propio λi, y el proyector
Pi se conoce como proyector de Riesz sobre el subespacio radical asociado a λi.
El orden de nilpotencia de Ni, es decir mı́n{l ∈ N : N l

i = 0}, se llama ı́ndice de
λi, y se representa por ν(λi). Ese número corresponde con el tamaño del bloque
de Jordan más grande asociado a λi en la forma de Jordan de A. También, dicho
número es la multiplicidad de λi como ráız del polinomio mı́nimo de A.

Sea λ un valor propio de A ∈ Cn×n, de multiplicidad algebraica m. Sea
otra matriz dada A′ ∈ Cn×n. La variación espectral de A′ respecto del valor
propio λ de A, denotada por sv(A,λ)(A

′), está definida como el mı́nimo de los
ρ ≥ 0 tales que el disco cerrado D(λ, ρ) con centro λ y radio ρ contenga al
menos m valores propios de A′ (contando multiplicidades). Para fijar las ideas
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observemos que si λ ∈ Λ(A′) y m(λ,A′) ≥ m, entonces sv(A,λ)(A
′) = 0; pero si

m(λ,A′) < m, entonces

sv(A,λ)(A
′) ≥ mı́n{|µ− λ| : µ ∈ Λ(A′) r {λ}} > 0.

El número de condición de Hölder del valor propio λ ∈ Λ(A) de
orden ω > 0 está definido por

condω(A, λ) := ĺım
ε→0+

máx
0<‖X−A‖≤ε

sv(A,λ)(X)

‖X −A‖ω .

Nótese que el número condω(A, λ) ∈ [0,∞] está bien definido para cada ω > 0;
y también que hay a lo más un ω > 0 tal que 0 6= condω(A, λ) 6= ∞. Véase
Karow [44, Definición 2.6.3, pág. 33]. El ĺımite que define condω(A, λ) es un
número positivo precisamente cuando ω = 1/ν(λ).

1.4. Distancia de Hausdorff

La distancia de un punto z ∈ C a un subconjunto compacto no vaćıo K de C
viene definida por dist(z,K) := mı́nw∈K |w−z|. Si K1,K2 son dos subconjuntos
no vaćıos de C la suma (de Minkowski) viene definida por

K1 +K2 := {z1 + z2 | z1 ∈ K1, z2 ∈ K2}.

Para todo α ∈ R y K ⊂ C, se define αK := {αz | z ∈ K}. Especial valor tiene
para nosotros el espacio métrico, H(C), formado por los subconjuntos compactos
no vaćıos de C y cuya distancia viene definida por

dH(K,L) := máx{máx
z∈K

dist(z, L),máx
w∈L

dist(w,K)},

para todo par (K,L) de elementos de H(C). Esta es la distancia de Haus-
dorff 1. Resumimos algunas propiedades esenciales de la distancia dH . Para
todo K ∈ H(C) y todo ε > 0 denotamos

V (K, ε) :=
⋃
z∈K

D(z, ε),

siendo D(z, ε) := {w ∈ C : |w − z| < ε} el disco abierto de centro en z ∈ C y
radio ε > 0.

Proposición 1.4.1. Para cualesquiera K,L ∈ H(C),

dH(K,L) = sup
z∈C
|dist(z,K)− dist(z, L)|

= ı́nf{ε > 0: K ⊂ V (L, ε), L ⊂ V (K, ε)}.
1también atribuida a Pompeiu
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La proposición siguiente nos permitirá asegurar que el espacio métrico (H(C), dH)
es localmente compacto.

Proposición 1.4.2. En el espacio métrico (H(C), dH), toda bola cerrada

B(K, r) := {K ′ ∈ H(C) : dH(K ′,K) ≤ r}

con centro en K ∈ H(C) y radio r ≥ 0 es compacta.

Sea (E, d) un espacio métrico. Se dice que una sucesión (xn)∞n=0 de puntos
de E es una sucesión de Cauchy si para cada ε > 0 existe un entero positivo
n0 tal que para todos m,n ≥ n0 se tiene que d(xm, xn) < ε. Es obvio que
toda sucesión convergente es sucesión de Cauchy. Un espacio métrico (E, d) se
llama completo si toda sucesión de Cauchy en él es convergente. La siguiente
Proposición es consecuencia de que C ≡ R2 es un espacio métrico completo.

Proposición 1.4.3. El espacio métrico (H(C), dH) es completo.

De hecho, puede demostrarse que si (Kn)∞n=0 es una sucesión de Cauchy en
H(C), entonces definiendo

L := {w ∈ C : existe una sucesión (zn)∞n=0, con zn ∈ Kn, que converge a w}

se puede probar que L es un subconjunto compacto no vaćıo de C y que

ĺım
n→∞

dH(Kn, L) = 0.



Caṕıtulo 2

Pseudoespectros de primer
orden

2.1. Definiciones

Definición 2.1.1 ([3],[17]). Sea A ∈ Cn×n, para todo ε ≥ 0 se define el pseudo-
espectro algebraico ordinario de primer orden de nivel ε de la matriz
A como el conjunto

Λa
ε,1(A) : =

⋃
‖X−A‖≤ε
X∈Cn×n

Λ(X).

Es decir, el pseudoespectro algebraico ordinario de nivel ε de la matriz A está
formado por la unión de los espectros de matrices que disten de A una cantidad
menor o igual que ε, respecto de la norma espectral. De igual manera, definimos
el pseudoespectro algebraico estricto de primer orden de nivel ε de la
matriz A como

Λ′aε,1(A) : =
⋃

‖X−A‖<ε
X∈Cn×n

Λ(X).

Notemos que Λa
0,1(A) = Λ(A) y Λ′a0,1(A) = ø.

Para simplificar la exposición, vamos a aliviar de alguna manera las notacio-
nes y conceptos anteriores. Aśı, cuando no haya lugar a eqúıvocos, denotaremos
por

Λε(A) := Λa
ε,1(A) y lo llamaremos abreviadamente pseudoespectro ordinario,

Λ′ε(A) := Λ′aε,1(A) y lo llamaremos abreviadamente pseudoespectro estricto.

11
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Usando el Teorema 1.2.7, podemos caracterizar los pseudoespectros de otra
manera. Véase por ejemplo [17]. Previamente vamos a introducir unas notacio-
nes. Dados A ∈ Cn×n y ε > 0, para z ∈ C definimos

h1(z) := σn(zIn −A). (2.1.1)

Si identificamos z = x+ yi ∈ C, la notación dada en (2.1.1) se puede reescribir
de la forma siguiente: para (x, y) ∈ R2 definimos

h1(x, y) := σn((x+ yi)In −A). (2.1.2)

A lo largo del trabajo usaremos indistintamente h1(z) y h1(x, y) según conven-
ga. Pasamos a dar otra caracterización de los pseudoespectros.

Proposición 2.1.2. Con las notaciones anteriores, para todo ε > 0 se tiene

Λε(A) = {z ∈ C : h1(z) ≤ ε},
Λ′ε(A) = {z ∈ C : h1(z) < ε}.

(2.1.3)

Demostración.
Se probará, por doble inclusión, la igualdad correspondiente al conjunto

Λε(A). El otro caso se hace de forma similar. Primero supongamos que z0 ∈
Λε(A), entonces existe X0 ∈ Cn×n tal que z0 ∈ Λ(X0) y ‖X0 − A‖ ≤ ε. Esto
junto con el Teorema 1.2.7 nos conduce a que

h1(z0) = mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λ(X)

‖X −A‖ ≤ ‖X0 −A| ≤ ε.

Por lo tanto h1(z0) ≤ ε. Con lo cual, Λε(A) ⊂ {z ∈ C : h1(z) ≤ ε}.
Rećıprocamente, sea z0 ∈ C tal que h1(z0) ≤ ε. Entonces, por el Teore-

ma 1.2.7, resulta

h1(z0) = σn(z0In −A) = mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λ(X)

‖X −A‖.

Esto implica que existe una X0 ∈ Cn×n tal que h1(z0) = ‖X0 − A‖ ≤ ε y
z0 ∈ Λ(X0). Por lo tanto, z0 ∈ Λε(A). En consecuencia, {z ∈ C : h1(z) ≤ ε} ⊂
Λε(A). �

2.2. Propiedades de los pseudoespectros de pri-
mer orden

Vamos a ver algunas propiedades de los pseudoespectros. Aunque son hechos
bien conocidos, incluiremos algunas demostraciones, por razones de completitud.
Véanse, por ejemplo, el portal de Internet Pseudospectra Gateway: [33]; o la
Sección 5.1, páginas 68 y 69, de la Tesis de Karow [44].
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Lema 2.2.1 (Invarianza por semejanza unitaria). Sean A ∈ Cn×n, ε ≥ 0 y
U ∈ Cn×n una matriz unitaria. Entonces

Λε(U
∗AU) = Λε(A), Λ′ε(U

∗AU) = Λ′ε(A). (2.2.4)

Lema 2.2.2 (Invarianza por rotaciones, homotecias y traslaciones). Sean A ∈
Cn×n, α, β ∈ C y ε ≥ 0. Entonces

Λε|β|(αIn + βA) = α+ βΛε(A),

Λ′ε|β|(αIn + βA) = α+ βΛ′ε(A).
(2.2.5)

Demostración. Probamos la igualdad correspondiente al conjunto Λε(A), de-
mostrándose el otro caso de forma similar.

Si β = 0, la igualdad es obvia, pues ambos conjuntos se reducen a {α}.
Supongamos que β 6= 0. Si z ∈ Λε(A), entonces existe X tal que z ∈ Λ(X) y
‖X −A‖ ≤ ε; lo que implica que α+ βz ∈ Λ(αIn + βX), con

‖αIn + βX − αIn − βA‖ = |β|‖X −A‖ ≤ |β|ε;
de donde α+ βz ∈ Λε|β|(αIn + βA); por tanto

α+ βΛε(A) ⊂ Λε|β|(αIn + βA).

Rećıprocamente, sea w ∈ Λε|β|(αIn + βA); esto implica que existe Y tal que
w ∈ Λ(Y ) y

‖Y − αIn − βA‖ ≤ ε|β|; (2.2.6)

lo que implica que w − α ∈ Λ(Y − αIn); de donde se obtiene que

1

β
(w − α) ∈ Λ

Å
1

β
Y − α

β
In

ã
.

Por lo tanto, teniendo en cuenta (2.2.6),

1

|β| ‖Y − αIn − βA‖ ≤ ε, implica que
1

β
(w − α) ∈ Λε(A);

por consiguiente existe z ∈ Λε(A) tal que 1
β (w − α) = z, de donde se obtiene

que w = α+ βz y w ∈ α+ βΛε(A); en consecuencia

Λε|β|(αIn + βA) ⊂ α+ βΛε(A).

�

Observación 2.2.3. Lo que nos dicen las identidades (2.2.4) y (2.2.5) es que a
la hora de estudiar la geometŕıa de los pseudoespectros no se pierde generalidad
si hacemos alguna o varias de las transformaciones siguientes: (1) cambiar la
matriz A por una matriz unitariamente semejante a ella Λε(U

∗AU) = Λε(A),
con U matriz unitaria; (2) rotar el pseudoespectro y someterlo a una homotecia;
(3) trasladar el pseudoespectro. De hecho, como se probará más adelante que
la frontera de un pseudoespectro está contenida en una curva algebraica real, la
naturaleza de sus puntos singulares no cambia al someter los pseudoespectros a
transformaciones afines.
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Vamos a englobar algunas propiedades de los pseudoespectros en la propo-
sición siguiente.

Proposición 2.2.4. Sean A ∈ Cn×n y ε > 0.

(a) Λε(A) es un compacto no vaćıo contenido en el disco cerrado de centro el
origen 0 y radio ε+ ‖A‖.

(b) Λ′ε(A) es un abierto no vaćıo contenido en Λε(A).

(c) La función h1 no es constante en ningún abierto de C.

(d) La función

z 7→ ‖(zIn −A)−1‖
no es constante en ningún subconjunto abierto de C\Λ(A).

(e) Los únicos mı́nimos locales de la función h1 son los valores propios de la
matriz A.

(f) Λ′ε(A) = Λε(A).

(g) Si B ∈ Cm×m entonces

Λε(diag(A,B)) = Λε(A) ∪ Λε(B), Λ′ε(diag(A,B)) = Λ′ε(A) ∪ Λ′ε(B).

(h) ⋃
λ∈Λ(A)

D(λ, ε) ⊂ Λε(A).

Demostración. Observemos en primer lugar que el conjunto Λε(A) es no
vaćıo puesto que contiene al espectro de A. Además, si z0 ∈ Λε(A), entonces
por (2.1.3) resulta que h1(z0) ≤ ε. Ahora, por el Lema 1.2.17 (b) se tiene que
Λε(A) está contenido en el disco cerrado de centro el origen 0 y radio ε+ ‖A‖.
Por lo tanto es un conjunto acotado. De otro lado, a partir de (2.1.3), se tiene
que Λε(A) = h−1

1 [0, ε] y Λ′ε(A) = h−1
1 (−1, ε). Luego, como por el Teorema 1.2.3

la función h1(z) es continua, resulta que la contraimagen de un cerrado (abierto)
es un cerrado (abierto). Con esto probamos (a) y (b).

Vamos a probar el apartado (c), por reducción al absurdo. Supongamos que
existen un número real c y un conjunto abierto U ⊂ C tales que h1(z) = c, para
todo z ∈ U . Si c = 0, para cada z ∈ U se tiene h1(z) = σn(zIn − A) = 0; es
decir, para todo z ∈ U , z ∈ Λ(A), lo cual es imposible. Si c 6= 0, tomamos w ∈ U
y se tiene h1(w) = c > 0. Por una parte, existe X ∈ Cn×n tal que ‖X −A‖ = c
y w ∈ Λ(X). Por otro lado, para cada entero k ≥ 1, definimos la sucesión de
matrices siguiente

Xk :=
1

k
A+

Å
1− 1

k

ã
X.
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Observemos que

‖Xk −A‖ = ‖
Å

1− 1

k

ã
(X −A)‖ =

Å
1− 1

k

ã
‖X −A‖ =

Å
1− 1

k

ã
c. (2.2.7)

Como Xk → X cuando k →∞, por la continuidad del espectro se tiene que

ĺım
k→∞

Λ(Xk) = Λ(X),

respecto de la métrica Hausdorff. En consecuencia, existen una sucesión zk → w
y k0 ≥ 1 tal que, ∀k ≥ k0, se cumple que

zk ∈ Λ(Xk) ∩ U.

Como σn(zkIn −Xk) = 0, resulta que

h1(zk) = σn(zkIn −A) = σn(zkIn −Xk +Xk −A) ≤ σn(zkIn −Xk) + ‖Xk −A‖
= ‖Xk −A‖.

Si utilizamos (2.2.7), deducimos que h1(zk) ≤
(
1− 1

k

)
c < c y que zk ∈ U . Lo

que es una contradicción.
Otra prueba del apartado (c) es la siguiente. Supongamos nuevamente que

existe z0 ∈ C y δ > 0 de manera que para todo |z − z0| < δ se cumple h1(z) =
h1(z0). Si h1(z0) = 0 entonces h1(z) = 0, para todo |z−z0| < δ. En consecuencia
σn(zIn −A) = 0. Luego rg(zIn −A) < n; de donde se sigue que z ∈ Λ(A) para
todo z ∈ D(z0, δ). Lo que es absurdo.

Analicemos el caso h1(z0) = c > 0. Identificando C con R2, existe δ > 0 de
manera que si

‖(x− x0, y − y0)‖ < δ ⇒ h1(x, y) = c > 0,

por lo tanto c es un valor singular de (x + yi)In − A, para todo (x, y) tal que
‖(x − x0, y − y0)‖ < δ. Sea fc,A(x, y) el polinomio de Wielandt de la matriz A
para el nivel c. Sea α > 0 un número real suficientemente pequeño para que
el cuadrado C := [x0 − α, x0 + α] × [y0 − α, y0 + α] esté contenido en el disco
D((x0, y0), δ) de R2 de centro (x0, y0) y radio δ.

Ahora, por el Lema 1.2.17 (a) y teniendo en cuenta que

fc,A(x, y) = 0

para todo (x, y) ∈ C, se sigue1 que fc,A = 0 (polinomio cero). Lo que contra-
dice el aserto de la Observación 1.2.16 de que −q(x, y, c) := −fc,A(x, y) es un
polinomio mónico2 de grado 2n en y.

El apartado (d) es una consecuencia de (c). Se puede ver una prueba directa
de (d) en [2, Proposición 9]. Como corolario se probaŕıa (c).

1Sea K un cuerpo, y sean S1, . . . , Sn subconjuntos infinitos de K. Sea f(x1, . . . , xn) ∈
K[x1, . . . , xn]. Si f(a1, . . . , an) = 0 para todos ai ∈ Si(i = 1, . . . , n), entonces f = 0. Véase el
Corolario 1.6 de la página 176 del libro[49] de Lang.

2Se dice que un polinomio f(y) ∈ K[y] es mónico si el coeficiente del término de mayor
grado es 1.
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Para probar (e), observemos en primer lugar que, como h1(z) ≥ 0, para todo
z ∈ C y además h1(z) = 0 si y sólo si z es un valor propio de A, entonces h1(z)
tiene un mı́nimo relativo en cada valor propio de A. Luego, para probar este
apartado, basta probar que ‖(zIn − A)−1‖ no alcanza ningún máximo relativo
en el conjunto C r Λ(A). Supongamos lo contrario, es decir supongamos que
existe un z0 /∈ Λ(A) tal que ‖(zIn − A)−1‖ alcanza un máximo relativo en z0.
Ahora, como existen vectores unitarios u, v ∈ Cn tales que

‖(z0In −A)−1‖ = |u∗(z0In −A)−1v|,

para todo z ' z0 tenemos las desigualdades

|u∗(zIn −A)−1v| ≤ ‖(zIn −A)−1‖ ≤ ‖(z0In −A)−1‖ = |u∗(z0In −A)−1v|.

Por lo tanto, el módulo de la función anaĺıtica z 7→ u∗(zIn − A)v tendŕıa un
máximo relativo en z0. Con lo cual, por el principio del módulo máximo, es
constante en un entorno de z0. Lo que contradice el apartado (d).

Veamos la prueba del apartado (f). Por los apartados (a) y (b) se tiene
inmediatamente que Λ′ε(A) ⊂ Λε(A). Para probar la otra inclusión, supongamos
que existe z0 ∈ Λε(A) r Λ′ε(A). Entonces

z0 6∈ Λ′ε(A)⇒ z0 6∈ Λ′ε(A)⇒ h1(z0) ≥ ε,
z0 ∈ Λε(A)⇒ h1(z0) ≤ ε

´
⇒ h1(z0) = ε.

Como z0 6∈ Λ′ε(A), existe un δ > 0 tal que el D(z0, δ)∩Λ′ε(A) = ø. Por lo tanto,
∀z ∈ D(z0, δ) resulta que h1(z) ≥ ε, lo que implica que h1 tiene un mı́nimo local
en z0. Luego por (e), resulta que z0 ∈ Λ(A) y, por lo tanto, h1(z0) = 0, lo cual
es absurdo.

(g) se deduce directamente de la propiedad Λ(diag(A,B)) = Λ(A) ∪ Λ(B).
Finalmente, para probar (h), sea z0 ∈ D(λ0, ε); es decir |z0−λ0| ≤ ε. Sea u ∈ Cn
un vector unitario tal que Au = λ0u. Entonces

‖(z0In −A)u‖ = ‖(z0 − λ0)u‖ = |z0 − λ0| ≤ ε.

Por lo tanto h1(z0) ≤ ε, lo que implica que z0 ∈ Λε(A) por (2.1.3). �

Observación 2.2.5. Para matrices A ∈ Cn×n se tiene que Λ′ε(A) = Λε(A).
Pero si T es un operador lineal acotado actuando sobre un espacio de Banach
de dimensión infinita X, el contenido

{z ∈ C : ‖(zI − T )−1‖ > 1/ε} ⊂ {z ∈ C : ‖(zI − T )−1‖ ≥ 1/ε}

puede ser estricto. De hecho, en el art́ıculo de Shargorodsky [65], pueden verse
ejemplos de operadores T tales que⋃

‖∆‖≤ε

Λ(T + ∆) & {z ∈ C : ‖(zI − T )−1‖ ≥ 1/ε},
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e incluso de operadores S tales que⋃
‖∆‖≤ε

Λ(S + ∆) & {z ∈ C : ‖(zI − S)−1‖ ≥ 1/ε}.

Estos ejemplos significan que hay un salto significativo al pasar de los pseudo-
espectros de operadores en espacios de dimensión finita a infinita, como pod́ıa
esperarse.

2.3. Componentes conexas

Dado un subconjunto cualquiera S de C, recordemos que un punto z0 ∈ C se
llama punto frontera de S si en todo entorno D(z0, r), r > 0, de z0 hay puntos
de S y puntos que no están en S. Se llama la frontera de S al conjunto de sus
puntos frontera; la denotaremos por ∂(S) o ∂S si no hubiera lugar a confusión.

Es conocido que los pseudoespectros de primer orden están compuestos por
la unión de componentes conexas, abiertas para el estricto y cerradas para el
ordinario. Veamos algunas propiedades.

Teorema 2.3.1 (Pseudoespectros estrictos). Sea ε > 0, para cada X ∈ Cn×n
tal que ‖X−A‖ < ε, se tiene que toda componente conexa T de Λ′ε(A) contiene
al menos un valor propio de X.

Demostración. Sea z0 un elemento cualquiera de T ; por la definición de pseu-
doespectro estricto, existe una matriz X0 tal que ‖X0 − A‖ < ε y z0 es valor
propio de X0. Sea Z(t) := X0 + t(X − X0), t ∈ [0, 1]. Es claro que para todo
t ∈ [0, 1], Z(t) ∈ B(A, ε), pues toda bola en un espacio normado es convexo [48,
pág. 356, Ejercicio 2]; por tanto,

Λ(Z(t)) ⊂ Λ′ε(A).

Por Bhatia [12], Corolario VI.1.6, página 155, y Kato [45], Teorema 5.2, página
126, existen funciones continuas

λ1, . . . , λn : [0, 1]→ C

tales que para cada t ∈ [0, 1],

Λ(Z(t)) = {λ1(t), λ2(t), . . . , λn(t)} (puede haber repeticiones).

Entonces,
Λ(X0) = {λ1(0), λ2(0), . . . , λn(0)};

por consiguiente, existe un ı́ndice i ∈ {1, . . . , n} tal que z0 = λi(0). Como

Λ(X) = {λ1(1), λ2(1), . . . , λn(1)},

se sigue que λi(1) ∈ Λ(X), y dado que existe un camino continuo λi(t) que
conecta z0 = λi(0) con λi(1) dentro de Λ′ε(A), se tiene que λi(1) ∈ T . Aśı pues,
T contiene un valor propio de X. �
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Observación 2.3.2. En particular, el teorema que acabamos de demostrar
implica que toda componente conexa del pseudoespectro estricto, Λ′ε(A), contiene
al menos un valor propio de A. Otros autores demuestran primero esta aserción
recurriendo al principio del módulo máximo, [17], [32].

Proposición 2.3.3. Para todo ε > 0 las componentes conexas de Λ′ε(A) son
conjuntos abiertos conexos por arcos y cada componente conexa tiene al menos
un valor propio de A.

Demostración. Como Λ′ε(A) es un conjunto abierto, la proposición se sigue
de los Teoremas B.3.3 y B.3.5. �

Proposición 2.3.4 (Pseudoespectros ordinarios. Karow [44], Proposición 2.2.3
(i), página 17). Para cada ε ≥ 0, las componentes conexas de ΛεA son conjuntos
cerrados conexos por arcos y cada componente conexa contiene al menos un valor
propio de A.

Proposición 2.3.5 (Pseudoespectros ordinarios. Karow [44], Proposición 2.2.5
(ii), página 18). Sean ε > 0 y z un punto de la frontera de Λε(A). Entonces

mı́n
X∈Cn×n
z∈Λ(X)

‖X −A‖ = ε.

2.4. Conservación de la multiplicidad. Puntos de
colisión

Según vimos en la Observación 2.3.2 del Teorema 2.3.1 y la Proposición 2.3.4
cada componente conexa de los pseudoespectros (ordinario y estricto de una
matriz A), tiene al menos un valor propio de A. Por lo tanto el número de
componentes conexas es finito. Para cada nivel ε ≥ 0, el número de ellas viene
dado por las siguientes funciones.

Definición 2.4.1. Para cada ε ≥ 0 llamaremos ρ(ε) al número de componentes
conexas de Λε(A). De igual manera, para cada ε ≥ 0, ρ′(ε) denotará el número de
componentes conexas de Λ′ε(A). Quedan aśı definidas dos funciones ρ : [0,∞)→
R y ρ′ : [0,∞)→ R. Nótese que ρ′(ε) no denota la derivada de ρ(ε), sino que la
prima ′ se añade por coherencia con la notación Λ′ε(A) para el pseudoespectro
estricto de A de nivel ε. Véanse las Figuras 2.1 y 2.2.

Lema 2.4.2 (Propiedades de las funciones ρ y ρ′ de [0,∞) en R). Las funciones
ρ y ρ′ gozan de las propiedades siguientes.

(i) Las funciones ρ : [0,∞) → R y ρ′ : (0,∞) → R son decrecientes en los
intervalos indicados, i.e. α < β implica que ρ(α) ≥ ρ(β), ρ′(α) ≥ ρ′(β).

(ii) ρ(0) = |Λ(A)| (cardinal del espectro de A). Por el principio del palomar de
Dirichlet, la función ρ sólo tiene un número finito de discontinuidades; al
menos una si |Λ(A)| ≥ 2; ninguna si |Λ(A)| = 1. Por otro lado, ρ′(0) = 0
pues Λ′0(A) = ø. La función ρ′ es discontinua en 0; si |Λ(A)| = 1, ésta es
su única discontinuidad.
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(iii) Sean ε1, ε2, . . . , εq los puntos de discontinuidad de ρ, donde 0 < ε1 <
ε2 < · · · < εq. Si |Λ(A)| ≥ 2, las funciones ρ y ρ′ son discontinuas en
los mismos puntos ε1, ε2, . . . , εq de (0,∞). En los puntos ε1, ε2, . . . , εq la
función ρ′ es continua por la izquierda y la función ρ es continua por la
derecha.

(iv) Para todo ε ∈ [0,∞) r {0, ε1, ε2, . . . , εq}, se tiene que ρ(ε) = ρ′(ε). Sin
embargo, ρ(0) > ρ′(0) y para cada i = 1, . . . , q se tiene que ρ′(εi) > ρ(εi).

(v) Existe un número real E > 0 tal que para todo ε ≥ E
ρ′(ε) = 1 = ρ(ε).

Es decir, las funciones ρ′y ρ son finalmente constantes. Si fuera |Λ(A)| = 1
la función ρ seŕıa constante en [0,∞) e igual a 1.

Para cada ε ≥ 0, toda componente conexa C de Λε(A) es un conjunto cerrado.
Esto es debido a que la clausura de cualquier conjunto conexo es conexa. Véase
el Teorema B.2.4. Por tanto, ya que C ⊂ C, el conjunto Λε(A) es cerrado y
C ⊂ Λε(A), se tiene que C ⊂ Λε(A). Y como las componentes conexas de Λε(A)
son los subconjuntos conexos maximales, se sigue que C = C; es decir, C es
cerrado.

Proposición 2.4.3. Sea A ∈ Cn×n y sea ε > 0 tal que ρ(ε) = ρ′(ε). Sean
C(ε) y C′(ε) componentes conexas de Λε(A) y de Λ′ε(A), respectivamente, que
contienen a un mismo valor propio µ de A. Entonces

C′(ε) = C(ε). (2.4.8)

Demostración. En primer lugar veamos que C′(ε) ⊂ C(ε). En efecto, C′(ε) es
el conjunto de puntos z de Λ′ε(A) que se pueden conectar a µ mediante un arco
contenido en Λ′ε(A). Como Λ′ε(A) ⊂ Λε(A), estos puntos z son también puntos
de Λε(A) que se pueden conectar a µ mediante un arco contenido en Λε(A).

Denotemos las componentes conexas del pseudoespectro ordinario de nivel
ε de A por Ci(ε), i = 1, . . . , ρ(ε), y por C′i(ε), i = 1, . . . , ρ(ε), las del estricto,
de manera que C′i(ε) y Ci(ε) tengan un valor propio común λi de A para i =
1, 2, . . . , ρ(ε); donde el conjunto de ρ(ε) elementos

{λ1, λ2, . . . , λρ(ε)} ⊂ Λ(A).

Teniendo en cuenta que

Λε(A) = C1(ε)
·∪ C2(ε)

·∪ · · · ·∪ Cρ(ε), (2.4.9)

Λ′ε(A) = C′1(ε)
·∪ C′2(ε)

·∪ · · · ·∪ C′ρ(ε), (2.4.10)

donde
·∪ denota la unión disjunta, que Λ′ε(A) = Λε(A) y que la clausura de

una unión finita de subconjuntos S1, S2, . . . , Sr de C es igual a la unión de sus
clausuras, obtenemos lo siguiente:

Λε(A) = C′1(ε) ∪ C′2(ε) ∪ · · · ∪ C′ρ(ε). (2.4.11)
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Dado que para todo i = 1, 2, . . . , ρ(ε) se tiene que C′i(ε) ⊂ Ci(ε), comparando
las uniones (2.4.9) y (2.4.11), se tiene que

C′1(ε) = C1(ε)

...

C′ρ(ε)(ε) = Cρ(ε)(ε)

�
Hemos visto algunas propiedades de ρ(ε) y ρ′(ε). Ambas funciones están

relacionadas con los llamados puntos de colisión de componentes conexas. Damos
su definición.

Definición 2.4.4. Sean A ∈ Cn×n, z0 ∈ C r Λ(A). Decimos que z0 es un
punto de colisión (o de coalescencia) de los pseudoespectros de A si
z0 es un punto frontera de dos componentes conexas del pseudoespectro estricto
Λ′σn(z0I−A)(A).

Observación 2.4.5. Sean ε1, ε2, . . . , εq los puntos de discontinuidad de las
funciones ρ y ρ′ en (0,∞), entonces los puntos de colisión de los pseudoespectros
de A están en las fronteras de los pseudoespectros Λ′ε1(A),Λ′ε2(A), . . . ,Λ′εq (A).

Definición 2.4.6. Se llama primer punto de colisión de los pseudoes-
pectros de A a cualquier punto de colisión que esté en la frontera de Λ′ε1(A).

Proposición 2.4.7. Si εk ∈ {ε1, ε2, . . . , εq} y C′i1(εk), . . . , C′ik(εk) son las com-
ponentes conexas de Λ′εk(A) cuyas fronteras comparten puntos de colisión de los
pseudoespectros de A correspondientes al nivel ε = εk, entonces

C′i1(εk) ∪ · · · ∪ C′ik(εk) = Cj(εk),

donde Cj(εk) es una de las ρ(εk) componentes conexas de Λεk(A).

Observación 2.4.8. Si el número ε > 0 es suficientemente grande, en la Pro-
posición 2.4.3 las componentes C(ε) y C′(ε) pueden tener en común más de un
valor propio de A.

Las componentes conexas cumplen la siguiente propiedad de conservación
de las multiplicidades, según probaron J. M. Gracia [38], Teorema 16 y M.
Karow [44], Proposición 2.2.3 (iii).

Proposición 2.4.9. Supongamos que Λε(A) = C1(ε) ∪̇ C2(ε) ∪̇ · · · ∪̇ Cρ(ε)(ε).
Entonces, para k = 1, 2, . . . , ρ(ε) y para toda matriz X tal que ‖X − A‖ ≤ ε se
cumple ∑

ξ∈Λ(X)∩Ck(ε)

m(ξ,X) =
∑

α∈Λ(A)∩Ck(ε)

m(α,A).

Análogamente para el pseudoespectro estricto Λ′ε(A), se tiene la siguiente
proposición.
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Proposición 2.4.10. Supongamos que Λ′ε(A) = C′1(ε) ∪̇ C′2(ε) ∪̇ · · · ∪̇ C′ρ′(ε)(ε).
Entonces, para k = 1, 2, . . . , ρ′(ε) y para toda matriz X tal que ‖X −A‖ < ε se
cumple ∑

ξ∈Λ(X)∩C′
k
(ε)

m(ξ,X) =
∑

α∈Λ(A)∩C′
k
(ε)

m(α,A).
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Figura 2.1: Gráfica de una función ρ′.

Observemos que Λ0(A) = Λ(A) tiene como componentes conexas los valores
propios de A y Λ′0(A) = ø. Según crece ε, el pseudoespectro Λ′ε(A) tiene por
componentes conexas unos conjuntos abiertos conexos que contienen algún valor
propio de A. De manera intuitiva podemos decir que cuando las fronteras de
dos componentes conexas se juntan, el punto común a ambas fronteras se llama
punto de colisión; es decir, un punto de colisión es un punto común a la frontera
de dos componentes conexas de Λ′ε(A). En el resultado siguiente se dan algunas
propiedades sobre el número de componentes conexas de Λ′ε(A) y el número de
puntos de colisión.

Teorema 2.4.11. Dada A ∈ Cn×n, y con las notaciones de la Proposición 2.4.10
se tienen las siguientes propiedades.

(a) El conjunto Λ‖A‖(A) tiene sólo una componente conexa.

(b) El conjunto de puntos de colisión de pseudoespectros de A es finito.
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Figura 2.2: Gráfica de una función ρ.

Demostración.
Comencemos con el apartado (a). Observemos que si λ ∈ Λ(A), entonces

|λ| ≤ ‖A‖. En efecto, si λ ∈ Λ(A), existe un vector unitario x tal que Ax = λx.
Por lo tanto,

|λ| = ‖λx‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ = ‖A‖.
Por la Proposición 2.2.4 (h) resulta,

Λ‖A‖(A) ⊇
⋃

λ∈Λ(A)

D(λ, ‖A‖).

Observamos que el término derecho de la anterior expresión es un conexo, ya que
Λ(A) está contenido en el disco cerrado de centro 0 y radio ‖A‖. Por lo tanto,
si Λ‖A‖(A) tiene al menos dos componentes conexas, una de ellas no tiene en su
interior ningún valor propio de A, lo que es una contradicción.

Para probar (b), usamos el siguiente resultado, véase [3, Proposición 4.2] :
el número de puntos de colisión de dos componentes conexas de Λ′ε(A) es finito.
Esencialmente el argumento de Alam y Bora radica en la observación de que:
(1) la frontera ∂Λ′εk(A) está contenida en la curva algebraica real q(x, y, εk) = 0,
donde f(x, y) := q(x, y, εk) ∈ R[x, y] es el polinomio de Wielandt de la matriz
A para ε = εk; (2) todo punto de coalescencia de pseudoespectros de A es un
punto singular de una de las curvas q(x, y, εk) = 0, k = 1, . . . , q; (3) la curva
VC(f) en el plano af́ın C2 admite sólo un número finito de punto singulares, por
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tanto la curva VR(f) admite un número finito de puntos singulares en el plano
af́ın R2. �

Definición 2.4.12. Dada una matriz A ∈ Cn×n, decimos que es una matriz
simple si todos sus valores propios son simples.

Los puntos de colisión tienen unas propiedades a destacar. La primera es que
dan una solución al Problema de Wilkinson sobre la distancia de una matriz al
conjunto de matrices que tienen un valor propio múltiple. El resultado, que
enunciamos a continuación, puede verse en [3].

Teorema 2.4.13 (Alam-Bora). Sean A ∈ Cn×n una matriz simple, z0 6∈ Λ(A)
y σ0 := h1(z0) = σn(z0In −A).

1. Supongamos que z0 es un punto de colisión de los pseudoespectros de A.
Entonces si σ0 es un valor singular simple de z0In −A se tiene que:

1-1 existen un par de vectores singulares ortogonales u, v para σ0. Además,
para la matriz

A′ = A− σ0uv
∗

se tiene que:

1-2 ‖A′ −A‖ = σ0.

1-3 z0 es un valor propio no derogatorio y defectuoso de A′, es decir,
tiene una cadena de Jordan de longitud al menos 2.

2. Supongamos que z0 es un punto de colisión de los pseudoespectros de A
y que σ0 es un valor singular múltiple de z0In − A con multiplicidad m.
Sean U, V ∈ Cn×m matrices cuyas columnas son vectores singulares para
σ0 y tales que U∗U = Im y V ∗V = Im. Entonces, para la matriz

A′ = A− σ0UV
∗

se tiene:

2-1 ‖A′ −A‖ = σ0.

2-2 z0 es un valor propio múltiple de A′, cuya multiplicidad geométrica es
m.

Sean b, c ∈ C, al disco abierto de centro c y que tiene a b en su frontera lo
denotaremos por D(c, b). Si c = b, el disco es vaćıo, en caso contrario su radio
es |b− c|.

Otra propiedad de los puntos de colisión z0 es que tienen un par de vectores
singulares ortogonales asociados al valor singular h1(z0). Antes de demostrarla,
introducimos un teorema auxiliar, cuya demostración se puede encontrar en [4].

Teorema 2.4.14 (Alam-Bora-Byers-Overton). Sean A ∈ Cn×n una matriz sim-
ple y z0 un primer punto de coalescencia de los pseudoespectros de A. Sean Ω y Ω̂
dos componentes conexas del pseudoespectro Λ′ε1(A), con ε1 := h1(z0), en cuyas
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fronteras está z0. Supongamos que no existe ninguna sucesión {zk} ⊂ Λ′ε1(A) tal
que zk → z0 y ∇h1(zk)→ 0 cuando k →∞, siendo ∇h1(z) = (h′1x(z), h′1y(z)),
con z = x+ yi, donde x, y ∈ R. Entonces:

1. Sean zk ∈ Ω y ẑk ∈ Ω̂ sucesiones que convergen a z0. Sean (uk, vk) y
(ûk, v̂k) pares de vectores singulares para h1(zk) y h1(ẑk) respectivamente.
Supongamos, tomando subsucesiones si es preciso, que

(uk, vk)→ (u, v) y (ûk, v̂k)→ (û, v̂).

Entonces (u, v) y (û, v̂) son pares de vectores singulares de h1(z0) y, además
los discos abiertos

D(v∗Av, z0), D(v̂∗Av̂, z0)

son no vaćıos y están contenidos en Ω y Ω̂, respectivamente.

2. z0 no pertenece a la frontera de una tercera componente conexa de Λ′ε1(A).

3. Los vectores v, v̂ son linealmente independientes. Además, h1(z0) = ε1 es
un valor singular de multiplicidad 2 de la matriz z0In −A.

4. Sean g := −v∗u y ĝ := −v̂∗û. Entonces, existen los ĺımites

ĺım
k→∞

∇h1(zk) y ĺım
k→∞

∇h1(ẑk),

y son iguales a g y ĝ, respectivamente. Además existe µ ∈ (0, 1) tal que

µg + (1− µ)ĝ = 0.

Observación 2.4.15. Las clausuras de los discos D(v∗Av, z0) y D(v̂∗Av̂, z0)
son tangentes exteriormente en z0.

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.16. Bajo las condiciones del Teorema 2.4.14, en z0 no pueden
colisionar más de dos componentes conexas de Λ′ε1(A).

Teorema 2.4.17. Sean A ∈ Cn×n una matriz simple y z0 un primer punto
de colisión de los pseudoespectros de A. Entonces existen un par de vectores
singulares ortogonales u, v para el valor singular σ0 := h1(z0) de la matriz z0In−
A.

Demostración.
Si existe una sucesión {zk} ⊂ Λ′h1(z0)(A) tal que zk → z0 y ∇h1(zk) → 0

cuando k →∞, entonces por la compacidad de la bola unidad cerrada de Cn×1

no hay pérdida de generalidad en suponer que (uk, vk) → (u, v). En este caso,
resulta que

v∗u = ĺım
k→∞

v∗kuk = − ĺım
k→∞

∇h1(zk) = 0.
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Supongamos, por el contrario, que se satisfacen las hipótesis del Teore-
ma 2.4.14. Por la Observación 2.2.3, aplicando una traslación y un giro, no
se pierde generalidad si suponemos que z0 = 0 y que la tangente común a las
clausuras de los discos D(v∗Av, z0) y D(v̂∗Av̂, z0) es la recta x = 0. Además,
existen v, v̂, vectores singulares de A para σ0, tales que

a := v∗Av < 0,
b := v̂∗Av̂ > 0.

(2.4.12)

Observemos que

Av = σ0u,A
∗u = σ0v,Av̂ = σ0û, A

∗û = σ0v̂. (2.4.13)

Si sustituimos los resultados de (2.4.13) en (2.4.12), tenemos

c := v∗u =
a

σ0
,

d := v̂∗û =
b

σ0
,

rg(u, û) = rg(v, v̂) = 2

(2.4.14)

Para concluir la demostración tenemos que probar que existen α, β ∈ C tales
que |α|2 + |β|2 6= 0 y, además,

(1) αu+βû, αv+βv̂ es un par de vectores singulares no necesariamente unitarios
de σ0 para A,

(2) (αu+ βû)∗(αv + βv̂) = 0.

Para probar (1), de (2.4.13) se sigue inmediatamente

A(αv + βv̂) = σ0(αu+ βû), y A∗(αu+ βû) = σ0(αv + βv̂).

Veamos que ambos vectores tienen la misma norma, es decir, ‖αu + βû‖ =
‖αv + βv̂‖. En primer lugar,

‖αu+ βû‖2 = |α|2 + |β|2 + 2 Re(ᾱβu∗û), y

‖αv + βv̂‖2 = |α|2 + |β|2 + 2 Re(ᾱβv∗v̂).

Por otro lado, de (2.4.13) se tiene u = Av/σ0 y û = Av̂/σ0, por lo tanto,

u∗û =
v∗A∗Av̂

σ2
0

= v∗v̂,

donde se ha utilizado que A∗Av̂ = σ2
0 v̂.

Notemos que por ser rg(u, û) = rg(v, v̂) = 2, los vectores αu+ βû y αv+ βv̂
son no nulos.

(2) Para probar este apartado tenemos que encontrar α, β ∈ C tales que
|α|2 + |β|2 6= 0 y (αu+ βû)∗(αv + βv̂) = 0, es decir, por (2.4.14)

|α|2c+ |β|2d+ ᾱβu∗v̂ + αβ̄û∗v = 0. (2.4.15)
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Tomemos α ∈ R no nulo, y sean

β := β1 + iβ2, û∗v := r1 + ir2, u∗v̂ := s1 + is2,

donde β1, β2, r1, r2, s1, s2 ∈ R.
De (2.4.15), separando las partes real e imaginaria, obtenemos

cα2 + d(β2
1 + β2

2) + αβ1(s1 + r1) + αβ2(r2 − s2) = 0,
β1(s2 + r2) + β2(s1 − r1) = 0,

(2.4.16)

Si r1 = s1, tomando β1 = 0, β2 = 1, se satisface la segunda ecuación en (2.4.16).
Para la primera se tiene que

p(α) := cα2 + d+ α(r2 − s2) = 0.

Como p(0) = d > 0 y ĺım
α→∞

p(α) = −∞ < 0, existe un α0 ∈ (0,∞) tal que

p(α0) = 0. Si, por el contrario, r1 6= s1, tomando α = 1 y despejando β2 en la
segunda ecuación de (2.4.16), se tiene que

q(β1) := c+ d(1 + w2)β2
1 + β1(s1 + r1 + (r2 − s2)w) = 0,

donde w = (s2 + r2)/(r1 − s1). Como q(0) = c < 0 y ĺım
β1→∞

q(β1) = ∞ > 0,

existe un β̃1 ∈ (0,∞) tal que q(β̃1) = 0.
�

Otra demostración de este teorema puede encontrarse en [4, Teorema 5].



Caṕıtulo 3

Pseudoespectros de orden
superior

3.1. Pseudoespectros de orden k

Con los conjuntos Λk(A) y Λg
k(A), definidos en los preliminares, vamos a

generalizar el concepto de pseudoespectro ordinario.

Definición 3.1.1. Sea A ∈ Cn×n, para todo ε ≥ 0 definimos el pseudoespec-
tro algebraico ordinario de orden k de nivel ε de la matriz A como el
conjunto

Λa
ε,k(A) : =

⋃
‖X−A‖≤ε
X∈Cn×n

Λk(X).

Aśı mismo, el pseudoespectro geométrico ordinario de orden k de nivel
ε de la matriz A será el conjunto

Λg
ε,k(A) : =

⋃
‖X−A‖≤ε
X∈Cn×n

Λg
k(X).

De forma similar se pueden definir los pseudoespectros estrictos correspondien-
tes, Λ′aε,k(A) y Λ′gε,k(A).

Notemos que Λa
ε,1(A) = Λg

ε,1(A) y Λ′aε,1(A) = Λ′gε,1(A). Además Λa
0,k(A) =

Λk(A), Λg
0,k(A) = Λg

k(A) y Λg
ε,k(A) ⊂ Λa

ε,k(A).
Vamos a relacionar los pseudoespectros geométricos de orden k con los va-

lores singulares. Para ello, partiendo del Teorema 1.2.7, de forma similar a la
Proposición 2.1.2, se demuestra el siguiente resultado.

Proposición 3.1.2. Dada A ∈ Cn×n y ε ≥ 0. Para todo k se tiene

Λg
ε,k(A) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn −A) ≤ ε},

Λ′gε,k(A) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn −A) < ε}.
(3.1.1)

27
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Para el caso de pseudoespectros algebraicos de nivel k, la generalización de
la Proposición 2.1.2 pasa por determinar la distancia de la matriz A al conjunto
de matrices que tienen a z0 como valor propio de multiplicidad algebraica ≥ k.
Es decir, calcular

mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λk(X)

‖X −A‖.

Este problema sólo está resuelto, de forma completa, para el caso k = 2. Véase
Malyshev [54] y Hinrichsen y Pritchard [40], Proposición 4.3.21, página 443.
Previamente a su enunciado, vamos a introducir una definición.

Definición 3.1.3. Sea A ∈ Cn×n. Llamaremos función de Malyshev a la
función h2 : C→ R dada por

h2(z) := máx
t∈R

σ2n−1

Å
zIn −A tIn

0 zIn −A

ã
, z ∈ C.

Como la función

f(t) := σ2n−1

Å
zIn −A tIn

0 zIn −A

ã
(3.1.2)

es par, i.e. f(−t) = f(t) para todo t real, podemos restringir el dominio en el
que se maximiza f para expresar la función h2:

h2(z) := máx
t≥0

σ2n−1

Å
zIn −A tIn

0 zIn −A

ã
(3.1.3)

Aunque consideramos a C el dominio de definición de h2, no utilizamos el hecho
de que C es un cuerpo. Por eso, muchas veces cometeremos el abuso de lenguaje
de identificar C con R2 y de considerar a h2 como una función de R2 en R,
escribiendo h2(x, y) := h2(x + yi) para todo (x, y) ∈ R2. Hemos adoptado la
notación h2(z), z ∈ C, pues por definición cada uno de los puntos de un pseudo-
espectro de la matriz A ∈ Cn×n es un valor propio de una determinada matriz
X ∈ Cn×n.

Más adelante, para abreviar, utilizaremos la siguiente notación

Fz(t) =

Å
zIn −A tIn

0 zIn −A

ã
(3.1.4)

Con estas consideraciones tenemos el resultado siguiente.

Teorema 3.1.4 (Malyshev). Sean z0 ∈ C y A ∈ Cn×n. Entonces,

mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λ2(X)

‖X −A‖ = h2(z0).

Estamos ya en condiciones de generalizar la Proposición 2.1.2 para Λa
ε,2(A)

y Λ′aε,2(A).
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Proposición 3.1.5. Con las notaciones precedentes, para todo ε ≥ 0 se tiene

Λa
ε,2(A) = {z ∈ C : h2(z) ≤ ε},

Λ′aε,2(A) = {z ∈ C : h2(z) < ε}.
(3.1.5)

Demostración.
Demostraremos la igualdad correspondiente a Λa

ε,2(A). La otra se hace igual.
Primero supongamos que z0 ∈ Λa

ε,2(A), entonces existe X0 ∈ Cn×n tal que
z0 ∈ Λ2(X0) y ‖X0 − A‖ ≤ ε. Esto junto con el Teorema 3.1.4 nos conduce a
que

h2(z0) = máx
t≥0

σ2n−1

Å
z0In −A tIn

O z0In −A

ã
= mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λ2(X)

‖X−A‖ ≤ ‖X0−A‖ ≤ ε.

Por lo tanto,
Λa
ε,2(A) ⊂ {z ∈ C : h2(z) ≤ ε}.

Rećıprocamente, sea z0 ∈ C tal que h2(z0) ≤ ε. Aplicando el Teorema 3.1.4,
resulta

mı́n
X∈Cn×n
z0∈Λ2(X)

‖X −A‖ ≤ ε.

Esto implica que existe una matriz X0 ∈ Cn×n que cumple

z0 ∈ Λ2(X0) y además ‖X0 −A‖ ≤ ε.
Luego z0 ∈ Λa

ε,2(A). �

3.2. Continuidad del argumento del máximo

Para cada (x, y, t) ∈ R× R× [0,∞) definamos

s2n−1(x, y, t) := σ2n−1

Å
(x+ yi)In −A tIn

0 (x+ yi)In −A

ã
.

Malyshev demostró que para cada (x0, y0) ∈ R2 la función t 7→ s2n−1(t) tiende
a 0 cuando t → ∞; si no es una función idénticamente nula, alcanza su máxi-
mo absoluto en [0,∞) en un único punto t0; además, no tiene otros extremos
relativos. Por consiguiente, la correspondencia

(x0, y0) 7→ t0

define una función de R2 en [0,∞). Llamemos

ϕ : R2 → [0,∞)
(x0, y0) 7→ t0

a esta función. En la literatura también se la ha llamado argmax

ϕ(x0, y0) := t0 = argmax
t≥0

s2n−1(x0, y0, t).

Vamos a probar que dicha función es continua en R2.



30 Cap. 3 Pseudoespectros de orden superior

Lema 3.2.1. La función ϕ : R2 → [0,∞) es continua en cada punto de R2.

Demostración.
Sea (x0, y0) ∈ R2. Pongamos nuestra atención en la curva representativa de

la función
t 7→ s2n−1(x0, y0, t).

Sea M0 el valor máximo de esta función; aśı pues, existe un t0 ≥ 0 tal que
M0 = s2n−1(x0, y0, t0). Supondremos en primer lugar que t0 > 0. Tomemos un
δ ∈ (0,M0) y consideremos las curvas de las funciones

t 7→ s2n−1(x0, y0, t) + δ

y
t 7→ s2n−1(x0, y0, t)− δ.

Consideremos los puntos A y B que son las intersecciones de la curva

s = s2n−1(x0, y0, t) + δ

con la recta horizontal
s = M0 − δ

en el plano t, s. Véase la Figura 3.1.
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′
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′
0, t)

a(δ)

Figura 3.1: Paso angosto para la curva roja.

Sean a(δ) y b(δ) las abscisas de los puntos A y B, respectivamente. Es claro
que

t0 ∈ [a(δ), b(δ)]. (3.2.6)

Por ser las curvas
s = s2n−1(x0, y0, t)± δ
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traslaciones de la curva
s = s2n−1(x0, y0, t)

en la dirección paralela al eje vertical, estas curvas conservan la pendiente y la
curvatura para cada t ∈ [0,∞). Es fácil ver que a(δ) es una función estrictamente
decreciente de δ en (0,M0), i.e., si 0 < δ′ < δ entonces a(δ) < a(δ′). Asimismo
puede verse que b(δ) es una función estrictamente creciente en (0,M0). Por
tanto, existen los ĺımites laterales

ĺım
δ→0+

a(δ) y ĺım
δ→0+

b(δ)

y, por (3.2.6), estos ĺımites valen t0.
Dado ahora un ε > 0, buscamos un δ0 > 0 tal que para todo punto (x′0, y

′
0) ∈

R2 que satisfaga ‖(x′0, y′0) − (x0, y0)‖ < δ0 se tenga |ϕ(x′0, y
′
0) − ϕ(x0, y0)| < ε;

lo que equivaldŕıa a que ϕ fuera continua en el punto (x0, y0).
Como ĺımδ→0+ a(δ) = t0, existe un δa0 > 0 tal que para todo δ : 0 < δ ≤ δa0

se tiene que

|t0 − a(δ)| < ε

2
; (3.2.7)

de igual manera, como ĺımδ→0+ b(δ) = t0, existe un δb0 > 0 tal que para todo
δ : 0 < δ ≤ δb0 se tiene que

|t0 − b(δ)| <
ε

2
. (3.2.8)

Tomemos δ0 := mı́n(δa0 , δ
b
0). Si ahora (x′0, y

′
0) es un punto que satisface la de-

sigualdad
‖(x′0, y′0)− (x0, y0)‖ < δ0, (3.2.9)

entonces por el Teorema 1.2.3 de continuidad de los valores singulares, se sigue
que

∀t ≥ 0, |s2n−1(x′0, y
′
0, t)− s2n−1(x0, y0, t)| ≤ ‖(x′0, y′0)− (x0, y0)‖ < δ0. (3.2.10)

Sea t′0 ≥ 0 tal que

s2n−1(x′0, y
′
0, t
′
0) = máx

t≥0
s2n−1(x′0, y

′
0, t).

En este momento surgen dos casos posibles

(1) O bien s2n−1(x′0, y
′
0, t
′
0) ≥ s2n−1(x0, y0, t

′
0)− δ0.

(2) O bien s2n−1(x′0, y
′
0, t
′
0) < s2n−1(x0, y0, t

′
0)− δ0.

Pero (2) no puede ocurrir por la desigualdad (3.2.10). En consecuencia, t′0 ∈
[a(δ0), b(δ0)]. Por la elección de δ0 se tiene por (3.2.7) y (3.2.8) que

|b(δ0)− a(δ0)| ≤ |b(δ0)− t0|+ |t0 − a(δ0)| < ε.

Dado que t′0, t0 ∈ [a(δ0), b(δ0)],

|t′0 − t0| ≤ |b(δ0)− a(δ0)| < ε.
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Es decir, hemos probado que

|ϕ(x′0, y
′
0)− ϕ(x0, y0)| < ε.

En el caso en que ϕ(x0, y0) = 0, es decir, en el caso en que s2n−1(x0, y0, t)
alcanza su máximo valor en t0 = 0, la demostración se realiza de manera análoga,
pero en vez del intervalo [a(δ), b(δ)] debemos considerar el intervalo [0, b(δ)].

�

Observación 3.2.2. Reparemos en la región “triangular” cerrada ∆, de vértices
A, B y C en la Figura 3.1. Está limitada por el segmento rectiĺıneo AB y el
arco de curva s = s2n−1(x0, y0, t) + δ situado encima de él. Consideremos las
coordenadas del punto

C ′ := (t′0, s2n−1(x′0, y
′
0, t
′
0))

que es el punto más alto de la curva roja; es decir, el máximo de

t 7→ s2n−1(x′0, y
′
0, t).

Por la propiedad unimodal de esta función, el punto C ′ debe estar en la región
∆. Esta es una manera geométrica de probar que en la demostración anterior,
la posibilidad (2) no puede darse.

3.3. Mı́nimo de la función de Malyshev

En esta sección queremos probar que si z1 es un primer punto de colisión de
dos componentes conexas del pseudoespectro ordinario de una matriz A ∈ Cn×n
con todos sus valores propios simples, entonces la función de Malyshev, h2,
alcanza su mı́nimo absoluto en z1. Otras propiedades de la función h2 se dan
en las proposiciones que siguen. Véase la Definición 2.4.6 de primer punto de
colisión de pseudoespectros.

Proposición 3.3.1. Sea z0 un punto de colisión de dos componentes conexas
de Λ′aσ0,1(A). Entonces

h2(z0) = h1(z0).

Demostración. Sabemos que σ0 = h1(z0) := σn(z0In − A). Si σ0 es un valor
singular múltiple de z0In −A, entonces σn−1(z0In −A) = σ0 es la distancia de
A al conjunto de matrices que tienen a z0 como valor propio de multiplicidad
geométrica mayor o igual a 2. Por el Teorema 3.1.4 resulta que

σ0 = σn−1(z0In −A) = mı́n
mg(z0,X)≥2

‖X −A‖ ≥ mı́n
m(z0,X)≥2

‖X −A‖

= máx
t≥0

σ2n−1

Å
z0In −A tIn

0 z0In −A

ã
≥ σ2n−1

Å
z0In −A 0

0 z0In −A

ã
= σn(z0In −A) = σ0.
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Supongamos, por el contrario, que σ0 es un valor singular simple de z0In−A.
Entonces por el Teorema 2.4.13, existe una matriz X0 que tiene a z0 como valor
propio múltiple y además ‖X0 − A‖ = σ0. Por lo tanto, por el Teorema 3.1.4
resulta que

σ0 ≥ mı́n
m(z0,X)≥2

‖X −A‖

= máx
t≥0

σ2n−1

Å
z0In −A tIn

0 z0In −A

ã
≥ σ2n−1

Å
z0In −A 0

0 z0In −A

ã
= σn(z0In −A) = σ0.

�

Observación 3.3.2. Obsérvese que para todo z ∈ C, se tiene que

h2(z) ≥ h1(z),

pues

h2(z) = máx
t≥0

σ2n−1

Å
zIn −A tIn

0 zIn −A

ã
≥ σ2n−1

Å
zIn −A 0

0 zIn −A

ã
= σn(zIn −A) = h1(z).

Proposición 3.3.3. Sea z0 un punto de colisión de dos componentes conexas
de Λ′aσ0,1(A). Entonces, para todo z ∈ C que no pertenece a Λ′aσ0,1(A) se cumple
que

h2(z) ≥ h2(z0).

Demostración. Como h2(z) ≥ h1(z) y utilizando la Proposición 3.3.1, resulta
h2(z) ≥ h1(z) ≥ h1(z0) = h2(z0). �

Teorema 3.3.4. Sea A ∈ Cn×n una matriz cuyos valores propios son simples.
Sea z1 un primer punto de colisión de dos componentes conexas de Λ′aσ1,1(A).
Entonces, la función h2 alcanza el mı́nimo absoluto en z1.

Demostración. Recordemos que σ1 = h1(z1). Como z1 es un punto de colisión
de dos componentes conexas de Λ′aσ1,1(A), por la Proposición 3.3.1 se tiene que

h2(z1) = σ1.

Supongamos que existiese un punto w ∈ C tal que

h2(w) < h2(z1).

Por la Proposición 3.3.3, w tendŕıa que pertenecer a Λ′aσ1,1(A). Por tanto, se
cumpliŕıa que h1(w) < σ1. Sea Ω la componente conexa de Λ′aσ1,1(A) que con-
tendŕıa a w. Por ser z1 un primer punto de colisión, Ω sólo contendŕıa un valor
propio, α, de A. El Teorema 3.1.4 nos aseguraŕıa que existiŕıa una matriz Xw
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que tendŕıa a w como valor propio múltiple y tal que ‖Xw − A‖ = h2(w). Por
la Proposición 2.4.10 resultaŕıa que

2 ≤
∑

ξ∈Λ(Xw)∩Ω

m(ξ,Xw) =
∑

α∈Λ(A)∩Ω

m(α,A) = 1;

lo cual es absurdo. Por lo tanto, para todo z ∈ C, se tiene que h2(z) ≥ h2(z1).
Lo que implica que

mı́n
z∈C

h2(z) = h2(z1).

�

Observación 3.3.5. En el caso en que A ∈ Cn×n sea una matriz con todos sus
valores propios simples, el Teorema 3.3.4 sustancia la Conjetura del entrelaza-
miento de pseudoespectros para los pseudoespectros algebraicos de órdenes uno
y dos en un primer punto de colisión z1: Sea σ1 := h1(z1), entonces Λa

ε,2(A) = ø
si 0 ≤ ε < σ1, Λa

σ1,2(A) = {z1}, y cuando ε ≥ σ1 crece desde σ1, el pseudoes-
pectro Λa

ε,2(A) es no vaćıo y crece alrededor de z1. Véase la Figura 3.2 referida
a la matriz A ∈ C3×3 que viene a continuación y donde a σ1 se lo llamó ε1.

A =

Ñ
−1 5 6
0 −2 0
0 0 −1,8 + 0,2i

é
, ε1 < ε2 < ε3 < ε4.

-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

z
3

ε
1

ε
2

ε
2

ε
1

ε
3

ε
2

ε
3

λ
1

λ
3

λ
2

ξ
2
(t)

ξ
1
(t)

z
1

z
2

ζ
2
(t)

ζ
3
(t)

Figura 3.2: Entrelazamiento de pseudoespectros Λa
ε1,1(A) y Λa

ε2,2(A).

Diremos que z0 es un segundo punto de colisión de los pseudoes-
pectros de una matriz A ∈ Cn×n si está en la frontera de Λ′ε2(A), siendo
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ε2 el segundo punto de discontinuidad de ρ en el semieje positivo de ε. Sea
P ∈ Cn×n una matriz invertible; llamaremos número de condición de P al
valor cond(P ) := ‖P‖‖P−1‖. Sean λ un valor propio de A y ε > 0, entonces
K′λ(ε) denotará la componente conexa del pseudoespectro estricto Λ′ε(A) que
contiene a λ.

Utilizando el Teorema de Bauer-Fike (véase el Teorema 2, página 388, de
Lancaster-Tismenetsky [48]), las Proposiciones 3.3.1, 3.3.3 y el Teorema 3.3.4
se prueba el resultado que sigue.

Teorema 3.3.6 (Una condición suficiente de entrelazamiento). Sea A ∈ C3×3

con valores propios distintos λ1, λ2, λ3. Sea P ∈ C3×3 una matriz invertible que
transforma A en la matriz D = P−1AP , donde D := diag(λ1, λ2, λ3). Sean z1 y
z2 el primer y el segundo puntos de colisión de pseudoespectros de A. Llamemos
εj := h1(zj), j = 1, 2.

Supongamos que z1 es punto frontera de K′λ1
(ε1) y K′λ2

(ε1) y punto exterior
a K′λ3

(ε1). Sea A1 ∈ C3×3 una matriz a la distancia σ3(z1I3 − A) de A que
tiene a z1 como valor propio. Supongamos que los valores propios ξ1(t), ξ2(t) de
X(t) := (1− t)A+ tA1 describen caminos desde λ1, λ2 a z1 al variar t de 0 a 1.

Supongamos además que z2 es un punto frontera de K′λ1
(ε2) y de K′λ3

(ε2).
Sea A2 ∈ C3×3 una matriz a la distancia σ3(z2I3 − A) de A que tiene a z2

como valor propio. Supongamos que los valores propios ζ2(t), ζ3(t) de Z(t) :=
(1− t)A+ tA2 describen caminos desde λ2, λ3 a z2 al variar t de 0 a 1.

Si
cond(P )ε2 < |z2 − λ1|,

entonces la función h2 tiene un mı́nimo local en z2.
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Caṕıtulo 4

Derivada del área y del
diámetro

Dado ε ≥ 0 y A ∈ Cn×n, denotemos por Kλ(ε) a la componente conexa del
pseudoespectro ordinario Λε(A), que contiene al valor propio λ de A de ı́ndice
ν. Denotemos también por δ(ε), r(ε) y a(ε) el diámetro, el radio medio y el área
de dicha componente conexa. El objeto de este caṕıtulo es establecer la relación
que existe entre el número de condición de λ de orden 1/ν y las derivadas por
la derecha primera y segunda de δ, r y a en ε = 0. Todo ello es consecuencia
de que la “derivada” de Kλ(ε) respecto de ε en ε = 0, en el espacio métrico
formado por los compactos no vaćıos de C con la métrica de Hausdorff 1, es un
disco cerrado de C centrado en 0 y de radio r el número de condición:

ĺım
ε→0+

Kλ(ε)−Kλ(0)

ε
= D(0, r), para el caso en que ν = 1,

según probó Karow en su tesis [44, Teorema 2.6.6 (ii), pág. 36]. Téngase en
cuenta que Kλ(0) = {λ}, por lo que el conjunto Kλ(ε) − Kλ(0) = Kλ(ε) − λ
es el resultado de someter Kλ(ε) a la traslación z 7→ z − λ. Después actúa la
homotecia z 7→ z

ε de razón 1
ε . Véase también [7].

4.1. Elementos de áreas y de diámetros

Por la Proposición 2.2.4 (a), para todo ε ≥ 0, los pseudoespectros ordinarios
Λε(A) pertenecen a H(R2) ≡ H(C). Sea K ∈ H(C), sabemos que su diámetro
se define por

δ(K) := sup
z,w∈K

|z − w|

1Este concepto encajaŕıa en el incipiente Análisis Mutacional que trata de ecuaciones
diferenciales cuyas incógnitas son funciones con valores en un espacio métrico que no es espacio
vectorial; véanse los libros de Aubin [11] y de Lorenz [52]

37
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y su área, a(K) por la medida Lebesgue m(K), pues K es un conjunto de Borel 2

por ser cerrado. Como todo conjunto de Borel es medible Lebesgue se sigue que
la medida o área de K está bien definida. Recordemos que un subconjunto A
de un espacio topológico E se dice denso en E si la clausura de A es igual a E.
Véase B.1.3.

Proposición 4.1.1. Sea (H(C), dH) el espacio métrico formado por todos los
subconjuntos compactos no vaćıos de C, donde dH es la distancia de Hausdorff.
Entonces,

El conjunto, F ⊂ H(C), formado por los subconjuntos finitos no vaćıos de
C es denso en H(C).

Las funciones diámetro y área δ, a : H(C)→ R son

• K 7→ δ(K) continua en todo K.

• K 7→ a(K) continua en K0 si y sólo si a(K0) = 0.

• monótonas crecientes respecto de las relaciones de contenido ⊂ en C
y de orden habitual ≤ en R: K1 ⊂ K2 implica que δ(K1) ≤ δ(K2) y
a(K1) ≤ a(K2).

4.1.1. Variación del diámetro y del área de una región
plana al someterla a una homotecia.

Para hablar del área de una componente conexa como el pseudoespectro
estricto, Λ′ε(A), es un conjunto abierto acotado, todo conjunto abierto acotado
Ω de R2 es igual a la unión de una sucesión de cuadrados de lados paralelos
a los ejes de coordenadas {Qi}∞i=1 no rampantes, i.e. Q̊i ∩ Q̊j = ø si i 6= j,
con clausura contenida en Ω. Véase el Teorema C.3.2. Aśı mismo, al ser Λ′ε(A)
abierto, será un conjunto de Borel y por tanto medible Lebesgue; y como la
medida de Lebesgue es σ–aditiva, se tiene que

a
(
Λ′aε,1(A)

)
=
∞∑
i=1

a
(
Qi
)
.

Lo mismo puede decirse del conjunto K′λ(ε), componente conexa de Λ′ε(A) que
contiene al valor propio λ. Es decir, que es medible Lebesgue y la unión de
una sucesión de cuadrados abiertos no rampantes. De otro lado, como por la
Proposicion 2.2.4(c), la función h1(x, y) = σn

(
(x + yi)In − A

)
: R2 → R no es

constante en ninguna bola abierta de radio positivo, se tiene que la frontera de
Λ′ε(A) es un conjunto de medida nula; por tanto,

a(Λε(A)) = a(Λ′ε(A)).

2Se dice que B ⊂ R2 es un conjunto de Borel si B puede obtenerse por un número de
operaciones numerable, partiendo de los conjuntos abiertos, consistiendo cada operación en
tomar uniones, intersecciones o complementarios.
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Por todo ello, para establecer como afecta una homotecia con centro el origen y
razón r a Kλ(ε), basta con estudiar el comportamiento del área de un cuadrado
de lados paralelos a los ejes al someterlo a dicha homotecia. La cuestión análoga
sobre los diámetros es mucho más sencilla. Pues bien, si Q ⊂ R2 es un cuadrado
de lados paralelos a los ejes, y T : R2 → R2 es la homotecia o dilatación de
centro (0, 0) y razón r > 0, entonces

a(T (Q)) = r2a(Q).

Véanse las Figuras 4.1 y 4.2. En consecuencia,

a
(
T (Kλ(ε))

)
= r2a

(
Kλ(ε)

)
.

Figura 4.1: Áreas homotéticas

Dado ε > 0, denotemos por ∂Kλ(ε) la frontera de Kλ(ε). De Karow [44,
Proposición 2.6.5] deducimos

condω(A, λ) = ĺım
ε→0+

máx
z∈∂Kλ(ε)

|z − λ|

εω
. (4.1.1)

Observemos que
ρ(ε) := máx

z∈∂Kλ(ε)
|z − λ|

es el máximo radio de Kλ(ε) respecto de λ. Aśı pues,

ĺım
ε→0+

ρ(ε)

εω
= condω(A, λ).

Para cada ε ≥ 0 el diámetro de Kλ(ε) está definido por

δ(ε) := sup
z1,z2∈Kλ(ε)

|z1 − z2|.
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Figura 4.2: Descomposición canónica de un abierto en cuadrados, bajo una
homotecia

4.2. Ejemplos

Antes de entrar en una discusión teórica vamos a considerar cuatro ejemplos.

Ejemplo primero. Sea A ∈ Cn×n una matriz normal. Entonces Λε(A) es la
unión de discos cerrados de radio ε centrados en los valores propios de A. Aśı
pues, para ε ≥ 0 suficientemente pequeño tenemos que

Kλ(ε) = D(λ, ε).

Por lo tanto, ρ(ε) = ε, y ya que los valores propios de una matriz normal son
semisimples (i.e. de ı́ndice 1), resulta que

cond1(A, λ) = ĺım
ε→0+

ε

ε
= 1.

El diámetro de D(λ, ε) es 2ε. Por consiguiente δ′(ε) = 2 y δ′+(0) = 2. Si denota-
mos por a(ε) el área de este disco, a(ε) = πε2; de aqúı que a′(ε) = 2πε, a′′(ε) =
2π. En consecuencia, a′+(0) = 0, a′′+(0) = 2π.

Ejemplo segundo. Sea la matriz

J2(λ, d) :=

ï
λ d
0 λ

ò
,

análoga a un bloque de Jordan, donde λ, d son números complejos y d 6= 0.
En [44, Teorema 5.4.1, p. 74] Karow demostró que para cada ε ≥ 0, el pseu-
doespectro Λε(J2(λ, d)) es un disco cerrado centrado en λ con radio r2(ε) =
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máx{r > 0 |σ2

(
J2(r, |d|)

)
≤ ε}. Como

σ2

(
J2(r, |d|)

)
=

√
r2 +

|d|2
2
−
 
r2|d|2 +

|d|4
4
,

resolviendo la ecuación que sigue en la incógnita r

r2 +
|d|2
2
−
 
r2|d|2 +

|d|4
4

= ε2

hallamos que r2(ε) =
√
ε2 + |d|ε. Por tanto, δ(ε) = 2

√
ε2 + |d|ε. Consecuente-

mente,

δ′(ε) =
2ε+ |d|√
ε2 + |d|ε

, ⇒ δ′+(0) =∞.

Es obvio que ν(λ) = 2. Observemos que

ĺım
ε→0+

δ(ε)

ε1/2
= 2
»
|d|. (4.2.2)

Ahora, vamos a ver que c := cond1/2

(
J2(λ, d), λ

)
=
√
|d|. Necesitamos hacer

algunas consideraciones previas. Para una matriz cualquiera A ∈ Cn×n sea
Λ(A) = {λ1, . . . , λr} su espectro y

A =
r∑
j=1

(λjPj +Nj)

la descomposición de Jordan de A, ver 1.3.1. Por Karow [44, Teorema 5.4.4
(viii), p. 78], si νj := ν(λj), entonces

cond1/νj (A, λj) = ‖Nνj−1
j ‖1/νj . (4.2.3)

En nuestro ejemplo presente A = J2(λ, d) = λI2 +N , siendo

N =

ï
0 d
0 0

ò
,

aśı pues, c = ‖N‖1/2 =
√
|d|. Por (4.2.2), deducimos que

ĺım
ε→0+

δ(ε)

ε1/2
= 2c.

El área a(ε) está dada por π(ε2 + |d|ε). Por lo tanto, a′(ε) = π(2ε + |d|); y de
aqúı, a′+(0) = π|d| = πc2.

Ejemplo tercero. Este ejemplo es una pequeña generalización del segundo.
Sea A cualquier matriz compleja n × n que tenga un único valor propio: λ.
Además, supongamos que ν(λ) = 2. Si N := A − λIn, entonces Λ(N) = {0}.
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Aśı pues, N es una matriz nilpotente. Por consiguiente, A = λIn + N es la
descomposición de Jordan de A. De aqúı que, por (4.2.3), c := cond1/2(A, λ) =

‖N‖1/2 =
√
σ1(λIn −A). En [8, Corolario 20] fue probado que para cada ε ≥ 0,

Λε(A) = D
(
λ,
»
ε2 + εσ1(λIn −A)

)
.

Por lo que δ(ε) = 2
√
ε2 + εσ1(λIn −A), a(ε) = π

(
ε2 + εσ1(λIn − A)

)
. En

consecuencia,

δ′(ε) =
2ε+ σ1(λIn −A)√
ε2 + εσ1(λIn −A)

⇒ δ′+(0) =∞,

y

a′(ε) = π
(
2ε+ σ1(λIn −A)

)
⇒ a′+(0) = π σ1(λIn −A) = πc2.

Ejemplo cuarto. Sean λ1, λ2 dos números complejos distintos. Sea A ∈ C2×2

una matriz cuyos valores propios son λ1 y λ2. Definamos

d(A) :=
»
‖A‖2F − |λ1|2 − |λ2|2.

El número d(A) es la desviación de la normalidad de A respecto de la norma de
Frobenius. En [44, Proposición 5.5.3, p. 80] Karow probó que para cada ε > 0,

Λε(A) = D(λ1, ε) ∪D(λ2, ε) ∪Mλ1,λ2(d(A), ε) (4.2.4)

siendo

Mλ1,λ2
(d, ε) :=

{
z ∈ C :

(
|z−λ1|2−ε2

)(
|z−λ2|2−ε2

)
≤ ε2d2

}
, d ≥ 0. (4.2.5)

Consideremos la Figura 4.3 que muestra el pseudoespectro ordinario de nivel ε,
para los valores de ε = 1,00; 1,50; 1,75, de la matriz

A1 :=

ï
1 + 2i 3

0 −1− 3i

ò
.

Aśı pues, λ1 = −1 − 3i, λ2 = 1 + 2i, ‖A1‖F =
√
|1 + 2i|2 + 32 + | − 1− 3i|2 =√

5 + 9 + 10 =
√

24. Por lo tanto, d(A1) =
√

24− 5− 10 =
√

9 = 3.
Vemos que para valores de ε suficientemente pequeños Λε(A1) tiene dos com-

ponentes conexas. Fijemos nuestro atención en ε = 1,50. La Figura 4.3 muestra
una ĺınea recta que pasa por λ1 y λ2. Esta recta corta a la frontera ∂Λε(A1) en
los puntos z1, z2, z3, z4. Si consideramos el valor propio λ2, el diámetro δ(ε) de
la componente conexa Kλ2

(ε) es igual a la distancia entre z3 y z4. De (4.2.4)
y (4.2.5), podemos deducir que

δ(ε) =
1√
116

Å»
116ε2 + 116

√
38ε+ 841−

»
116ε2 − 116

√
38ε+ 841

ã
.
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Por consiguiente, δ′(0) = 2
»

38
29 . Como demostraremos más adelante este valor

es igual a dos veces el número de condición de orden 1 de λ2. En vez de hacer
un razonamiento particular para la matriz A1, vamos a encontrar una expresión
general para el diámetro δ(ε) de Kλ2

(ε) para cualquier matriz A ∈ C2×2 que
tenga por valores propios a λ1 y λ2. Por (4.2.5), la frontera ∂Λε(A) son cuasi-
óvalos de Cassini con focos en los puntos λ1 y λ2. De hecho, el conjunto Λε(A)
es simétrico respecto de la recta que pasa por los puntos λ1 y λ2. Esto es una
consecuencia de (4.2.4) y (4.2.5). Además, δ(ε) = |z4−z3| = |z2−z1|. Más tarde
necesitaremos los números de condición de λ1 y λ2 de orden 1. Estos números son
iguales. De hecho Karow [44, Proposición 5.5.8, p. 83] dio la expresión siguiente

cond1(A, λk) =

√
1 +

Å
d(A)

|λ2 − λ1|

ã2

, k = 1, 2. (4.2.6)
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Figura 4.3: ε−pseudoespectros de A1 para ε = 1,00; 1,50; 1,75.
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Aśı pues, sea ε ≥ 0 tal que Λε(A) tenga dos componentes conexas. A conti-
nuación calculamos los puntos de intersección z1, z2, z3, z4 de la recta z(t) :=
(1 − t)λ1 + tλ2, t ∈ R, con la curva ∂Λε(A). Por (4.2.5), esta curva está dada
por la ecuación (

|z − λ1|2 − ε2
)(
|z − λ2|2 − ε2

)
− ε2d(A)2 = 0. (4.2.7)

Para determinar los valores del parámetro t que corresponden a los puntos
z1, z2, z3 y z4 sustituimos z(t) en (4.2.7),

|λ1 − λ2|4t4 − 2 |λ1 − λ2|4t3 +
(
|λ1 − λ2|4 − 2 ε2|λ1 − λ2|2

)
t2

+2 ε2|λ1 − λ2|2t− ε2|λ1 − λ2|2 + ε4 − ε2d(A)2 = 0.

Para simplificar abreviamos θ := |λ1 − λ2|,

θ4t4 − 2 θ4t3 +
(
θ4 − 2 ε2θ2

)
t2 + 2 ε2θ2t− ε2θ2 + ε4 − ε2d(A)2 = 0.

Usando el comando solve de Maple 13 resolvemos esta ecuación en t ob-
teniendo

t1 =
1

2
− 1

2θ

√
θ2 + 4ε2 + 4ε

»
θ2 + d(A)2

t2 =
1

2
− 1

2θ

√
θ2 + 4ε2 − 4ε

»
θ2 + d(A)2

t3 =
1

2
+

1

2θ

√
θ2 + 4ε2 − 4ε

»
θ2 + d(A)2

t4 =
1

2
+

1

2θ

√
θ2 + 4ε2 + 4ε

»
θ2 + d(A)2

donde t1 < 0 < t2 <
1
2 < t3 < 1 < t4. De aqúı que, z3 = z(t3) y z4 = z(t4). Por

tanto,

δ(ε) = |z4−z3| =
1

2

√
θ2 + 4ε2 + 4ε

»
θ2 + d(A)2−1

2

√
θ2 + 4ε2 − 4ε

»
θ2 + d(A)2

De donde se sigue,

δ′(ε) =
2ε+

√
θ2 + d(A)2»

θ2 + 4ε2 + 4ε
√
θ2 + d(A)2

− 2ε−
√
θ2 + d(A)2»

θ2 + 4ε2 − 4ε
√
θ2 + d(A)2

δ′(0) =
2
√
θ2 + d(A)2

√
θ2

= 2

√
1 +

Å
d(A)

θ

ã2

.

Por (4.2.6), tenemos δ′(0) = 2 cond1(A, λ2).

Veremos que los resultados de estos ejemplos no son casuales. De hecho, el
número de condición de λ de orden 1/ν está relacionado con las funciones δ y
a.
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4.3. Acotación mediante discos cerrados

De los teoremas, probados por Karow, [44, Teoremas 2.6.6 and 5.4.4] dedu-
cimos el teorema siguiente.

Teorema 4.3.1. Sea λ un valor propio de A ∈ Cn×n de ı́ndice ν. Para cada
η > 0 existe un εη > 0 tal que para cualquier ε ∈ (0, εη],

D
(
λ,
(
(1− η)ε

)1/ν
c
)
⊂ Kλ(ε) ⊂ D

(
λ,
(
(1 + η)ε

)1/ν
c
)

(4.3.8)

siendo c el número de condición de λ de orden 1/ν.

De (4.3.8) deducimos que

D
(
0,
(
(1− η)ε

)1/ν
c
)
⊂ Kλ(ε)− λ ⊂ D

(
0,
(
(1 + η)ε

)1/ν
c
)

Considerando la homotecia

z 7→ z

ε1/ν
, z ∈ C,

vemos que

D
(
0, (1− η)1/νc

)
⊂ Kλ(ε)− λ

ε1/ν
⊂ D

(
0, (1 + η)1/νc

)
. (4.3.9)

4.4. Acotación mediante diámetros

Ya que el diámetro es una función monótona creciente respecto de⊂, por (4.3.9),

2c(1− η)1/ν ≤ δ(ε)

ε1/ν
≤ 2c(1 + η)1/ν . (4.4.10)

De este modo, llegamos al teorema siguiente.

Teorema 4.4.1. Sea ν el ı́ndice de λ y sea c el número de condición de orden
1/ν de λ. Entonces

ĺım
ε→0+

δ(ε)

ε1/ν
= 2c. (4.4.11)

Demostración. Definamos las funciones

f1(η) := 1− (1− η)1/ν , (4.4.12)

f2(η) := (1 + η)1/ν − 1, (4.4.13)

donde η ∈ [0, 1]. Si fuera ν = 1, entonces

f1(η) := 1− 1 + η = η,

f2(η) := 1 + η − 1 = η;

de donde tenemos que, f1(η) = f2(η) sobre [0, 1].
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Si fuera ν = 2, entonces f2(η) ≤ f1(η), porque(√
1 + η − 1

)2 ≤ (1−√1− η
)2

es equivalente a η4 ≥ 0.
En el caso de que ν ≥ 3, deduciremos que f2(η) ≤ f1(η). Esta desigualdad

última es equivalente a

(1 + η)1/ν − 1 ≤ 1− (1− η)1/ν , η ∈ [0, 1],

(1 + η)1/ν + (1− η)1/ν ≤ 2, η ∈ [0, 1].

Definamos
g(η) := (1 + η)1/ν + (1− η)1/ν , η ∈ [0, 1].

Entonces

g′(η) =
1

ν

[
(1 + η)1/ν−1 − (1− η)1/ν−1

]
.

Ya que xα := eα ln x, cuando α < 0 la función x 7→ xα es decreciente en [0,∞);
por lo tanto x 7→ x1/ν−1 es decreciente en [0,∞). De donde, si 0 < η < 1,
inferimos que 1− η < 1 + η; lo que implica que

(1− η)1/ν−1 > (1 + η)1/ν−1.

Aśı pues, g′(η) < 0. Por ende, g es decreciente sobre [0, 1]. Por consiguiente
g(η) < g(0) = 2. Es decir, f2(η) ≤ f1(η).

Dado que

2c− 2cf1(η) = 2c(1− η)1/ν ,

2c+ 2cf2(η) = 2c(1 + η)1/ν ,

por (4.4.10), tenemos que

2c− 2cf1(η) ≤ δ(ε)

ε1/ν
≤ 2c+ 2cf2(η).

Para cada ν ≥ 1, f2(η) ≤ f1(η) para η ∈ [0, 1]. Por tanto,

2c− 2cf1(η) ≤ δ(ε)

ε1/ν
≤ 2c+ 2cf1(η),

−2cf1(η) ≤ δ(ε)

ε1/ν
− 2c ≤ 2cf1(η),

o ∣∣∣∣ δ(ε)ε1/ν
− 2c

∣∣∣∣ ≤ 2cf1(η).

Pero ĺımη→0+ f1(η) = 0 y f1(η) > 0 para η > 0. Aśı pues, fijemos un η0 > 0,
entonces existe un η1 > 0 tal que 2cf1(η1) < η0. Para este η1 hay un εη1 > 0 tal
que para ε ∈ (0, εη1

], ∣∣∣∣ δ(ε)ε1/ν
− 2c

∣∣∣∣ ≤ 2cf1(η1) < η0.
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Por consiguiente, existe el ĺımite

ĺım
ε→0+

δ(ε)

ε1/ν

y es igual a 2c.

4.5. Derivadas del diámetro

En esta sección relacionaremos la derivada por la derecha del diámetro δ en
0 con el número de condición del valor propio λ, cuando ν = 1. En primer lugar,
tenemos el lema siguiente.

Lema 4.5.1. Sean A ∈ Cn×n y λ un valor propio de A de ı́ndice ν. Sea δ(ε) el
diámetro de la componente conexa de Λε(A) que contiene a λ. Sea c el número
de condición de λ de orden 1/ν. Entonces existe el ĺımite

ĺım
ε→0+

δ(ε)

ε1/ν

y es igual a ß
2c si ν = 1,
∞ si ν ≥ 2.

Demostración. Si fuera ν = 1, el Teorema 4.4.1 implica que

ĺım
ε→0+

δ(ε)

ε
= 2c.

Si fuera ν ≥ 2, del mismo Teorema se sigue que

δ(ε)

ε
=
δ(ε)

ε1/ν

1

ε1−1/ν
→ 2c · ∞,

cuando ε→ 0+.
A partir de este lema el próximo teorema se sigue inmediatamente.

Teorema 4.5.2. Sean A ∈ Cn×n y λ un valor propio de A de ı́ndice ν. Sea
δ(ε) el diámetro de la componente conexa de Λε(A) que contiene a λ. Sea c el
número de condición de λ de orden 1/ν. Entonces, existe la derivada de δ en 0
por la derecha, δ′+(0), y

δ′+(0) =

ß
2c si ν = 1,
∞ si ν ≥ 2.

4.6. Acotación por medio de áreas

Como la función del área es monótona creciente con respecto a ⊂, por (4.3.9),

πc2(1− η)2/ν ≤ a(ε)

ε2/ν
≤ πc2(1 + η)2/ν , (4.6.14)
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donde a(ε) := área o medida de Lebesgue de Kλ(ε). Aśı, llegamos al siguiente
teorema.

Teorema 4.6.1. Sea ν el ı́ndice de λ, y sea c el número de condición de λ de
orden 1/ν. Entonces

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε2/ν
= πc2. (4.6.15)

Demostración. Definamos las funciones

ϕ1(η) := 1− (1− η)2/ν , (4.6.16)

ϕ2(η) := (1 + η)2/ν − 1. (4.6.17)

Si ν = 1, entonces

ϕ1(η) = 1− (1− η)2 = 2η − η2,

ϕ2(η) = (1 + η)2 − 1 = 2η + η2;

es obvio que ϕ1(η) ≤ ϕ2(η) cuando η ≥ 0.
Si ν = 2, entonces

ϕ1(η) = 1− (1− η) = η = (1 + η)− 1 = ϕ2(η).

Si ν ≥ 3, veremos que

ϕ2(η) ≤ ϕ1(η), η ∈ [0, 1],

o, equivalentemente,

(1 + η)2/ν − 1 ≤ 1− (1− η)2/ν , η ∈ [0, 1],

(1 + η)2/ν + (1− η)2/ν ≤ 2, η ∈ [0, 1].

Definamos
ψ(η) := (1 + η)2/ν + (1− η)2/ν , η ∈ [0, 1].

Entonces

ψ′(η) =
2

ν

î
(1 + η)2/ν−1 − (1− η)2/ν−1

ó
.

Como la función x 7→ x2/ν−1 es decreciente en [0,∞), si 0 < η < 1, entonces
1− η < 1 + η implica que (1− η)2/ν−1 > (1 + η)2/ν−1 y ψ′(η) < 0. Por tanto, ψ
es decreciente en [0, 1]. Aśı, para η ∈ (0, 1], ψ(η) < ψ(0) = 2. En consecuencia,

ϕ2(η) ≤ ϕ1(η), η ∈ [0, 1].

Por (4.6.16) y (4.6.17),

(1− η)2/ν = 1− ϕ1(η),

(1 + η)2/ν = 1 + ϕ2(η).
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De las desigualdades (4.6.14) se deduce que

πc2 − πc2ϕ1(η) ≤ a(ε)

ε2/ν
≤ πc2 + πc2ϕ2(η). (4.6.18)

Caso ν ≤ 2. Como ϕ1(η) ≤ ϕ2(η) en [0, 1],

−πc2ϕ2(η) ≤ −πc2ϕ1(η).

Por tanto, por (4.6.18),

πc2 − πc2ϕ2(η) ≤ a(ε)

ε2/ν
≤ πc2 + πc2ϕ2(η); (4.6.19)

lo que es equivalente a ∣∣∣∣a(ε)

ε2/ν
− πc2

∣∣∣∣ ≤ πc2ϕ2(η).

Pero
ĺım
η→0+

ϕ2(η) = 0, ϕ2(η) > 0,∀η > 0;

aśı,
ĺım
η→0+

πc2ϕ2(η) = 0.

Fijemos η0 > 0, entonces existe un η1 > 0 tal que πc2ϕ2(η1) < η0. Para este η1

existe un εη1 > 0 tal que para ε ∈ (0, εη1 ],∣∣∣∣a(ε)

ε2/ν
− πc2

∣∣∣∣ ≤ πc2ϕ2(η1) < η0.

Esto prueba que existe el ĺımite

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε2/ν

y es igual a πc2.
Caso ν ≥ 3. Como ϕ2(η) ≤ ϕ1(η) en [0, 1], de (4.6.18) deducimos que

πc2 − πc2ϕ1(η) ≤ a(ε)

ε2/ν
≤ πc2 + πc2ϕ1(η)

y, como ϕ1(η) > 0 si η > 0 y

ĺım
η→0+

ϕ1(η) = 0,

por un razonamiento análogo al anterior, deducimos que existe el ĺımite

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε2/ν
= πc2.�
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4.7. Derivadas del área

En esta sección establecemos la relación entre la primera y segundas deri-
vadas de a en 0 por la derecha y el número de condición del valor propio λ de
orden 1/ν, cuando ν = 1 o 2. Primero, probamos el siguiente lema.

Lema 4.7.1. Sean A ∈ Cn×n y λ un valor propio de A de ı́ndice ν. Sea a(ε) el
área de la componente conexa del pseudoespectro Λε(A) que contiene a λ. Sea c
el número de condición de λ de orden 1/ν. Entonces, existe el ĺımite

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε

y es igual a  0 si ν = 1,
πc2 si ν = 2,
∞ si ν ≥ 3.

Demostración. Primero, supongamos que ν = 1. Entonces el Teorema 4.6.1
implica que

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε2
= πc2.

Por tanto,

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε
= ĺım
ε→0+

ε
a(ε)

ε2
=

Å
ĺım
ε→0+

ε

ãÅ
ĺım
ε→0+

a(ε)

ε2

ã
= 0 · πc2 = 0.

Segundo, asumamos que ν = 2. Del Teorema 4.6.1 se deduce que

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε
= πc2.

Finalmente, cuando ν ≥ 3, existen m,M, ε0 positivos tales que

m <
a(ε)

ε2/ν
< M

en (0, ε0); y como la función
1

ε(ν−2)/ν

diverge a ∞ cuando ε→ 0+, el producto

a(ε)

ε2/ν
· 1

ε(ν−2)/ν

diverge a ∞ cuando ε→ 0+. Pero

a(ε)

ε
=
a(ε)

ε2/ν
· 1

ε(ν−2)/ν
.

Luego,

ĺım
ε→0+

a(ε)

ε
=∞.�
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Teorema 4.7.2. Sean A ∈ Cn×n y λ un valor propio de A de ı́ndice ν. Sea
a(ε) el área de la componente conexa del pseudoespectro Λε(A) que contiene a
λ. Entonces, existe la derivada de a en 0 por la derecha, a′+(0), y

a′+(0) =

 0 si ν = 1,
πc2 si ν = 2,
∞ si ν ≥ 3.

Demostración. Por el Lema 4.7.1 deducimos que
si ν = 1,

a′+(0) = ĺım
ε→0+

a(ε)− a(0)

ε
= ĺım
ε→0+

a(ε)

ε
= 0;

si ν = 2,

a′+(0) = ĺım
ε→0+

a(ε)− a(0)

ε
= πc2;

si ν ≥ 3,

a′+(0) = ĺım
ε→0+

a(ε)− a(0)

ε
=∞.

Teorema 4.7.3. Sean A ∈ Cn×n y λ un valor propio semisimple. Sea a(ε)
el área de la componente conexa del pseudoespectro Λε(A) que contiene a λ.
Asumamos que existe a′′+(0). Entonces

a′′+(0) = 2πc2.

Demostración. Definamos la función

A(ε) :=

ß
a(ε), si ε ≥ 0,
a(−ε), si ε < 0.

Por el Teorema 4.7.2, como ν = 1, existe A′(0), y A′(0) = 0. Si suponemos que
existe la derivada A′′(0), entonces

A′′(0) = ĺım
ε→0

A(ε)− 2A(0) +A(−ε)
ε2

.

Pero, la existencia de este ĺımite no implica la existencia de A′′(0). Véase [6,
Ejercicio 5–20].

Cuando ε > 0, A(ε) = a(ε), A(−ε) = a(−(−ε)) = a(ε); por lo tanto, A(ε) +
A(−ε) = 2a(ε).

Cuando ε < 0, A(ε) = a(−ε), A(−ε) = a(−ε); por consiguiente A(ε) +
A(−ε) = 2a(−ε).

Entonces, por el Teorema 4.6.1, se tiene que

ĺım
ε→0+

A(ε)− 2A(0) +A(−ε)
ε2

= ĺım
ε→0+

2a(ε)

ε2
= 2πc2,

ĺım
ε→0−

A(ε)− 2A(0) +A(−ε)
ε2

= ĺım
ε→0−

2a(−ε)
(−ε)2

= ĺım
β→0+

2a(β)

β2
= 2πc2.
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Consecuentemente, existe el ĺımite

ĺım
ε→0

A(ε)− 2A(0) +A(−ε)
ε2

y es igual a 2πc2. Aśı, A′′(0) = 2πc2, y a′′+(0) = 2πc2.

Finalmente, remitimos a la Conjetura 7.4.4, en la página 91, sobre la exis-
tencia de la derivada a′′+(0), que puede leerse una vez definidas las funciones
semialgebraicas.

4.8. Área encerrada por una curva de nivel

Planteamos en esta sección el comienzo de un método alternativo que podŕıa
servir para abordar los problemas relativos a las derivadas de la función área
a(ε) en ε = 0.

Veamos una fórmula dada por Koutis [47, Teorema 14 y Corolario 3, pág.
10] que expresa el área encerrada por una curva de nivel de una función de
f : R2 → R de clase C∞, por medio de una integral en la que aparece su
gradiente. Primero se cita un teorema general de Konrod.

Teorema 4.8.1. Sean Ω ⊂ Rn un dominio (abierto y conexo) y f : Ω→ R una
función de clase C∞ acotada sobre Ω. Sea

Et := {x ∈ Ω | f(x) = t}

el conjunto de nivel t de la función f y ds el elemento (n− 1)−dimensional de
superficie sobre Et. Entonces la medida Lebesgue de Ω viene dada por

m(Ω) =

∫ sup f(Ω)

ı́nf f(Ω)

Ç∫
Et

ds

‖∇f‖

å
dt.

Sean A ∈ Cn×n, z ∈ C. Denotemos por un(z), vn(z) los vectores singulares
por la izquierda y derecha correspondientes al valor singular σn(zI − A) de la
matriz zI −A.

Corolario 4.8.2. Para cada t ≥ 0, sea ∂Kλ(t) la frontera de Kλ(t) y ds la
diferencial de la longitud de arco sobre ∂Kλ(t). Entonces

a(ε) =

∫ ε

0

Ç∫
∂Kλ(t)

|vn(s)∗un(s)|−1ds

å
dt.

El Teorema Fundamental del Cálculo nos asegura que si f : [a, b] → R es
una función continua, entonces la función

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt
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es derivable y su derivada satisface la igualdad F ′(x) = f(x) para todo x ∈ [a, b].
Por lo tanto, como la función

t 7→
∫
∂Kλ(t)

|vn(s)∗un(s)|−1ds

es continua, se sigue que existe a′(ε) y

a′(ε) =

∫
∂Kλ(ε)

|vn(s)∗un(s)|−1ds. (4.8.20)

Observación 4.8.3. Sea C una curva plana de Jordan orientada positivamente
y sea D la componente conexa interior a C de R2 r C; definamos R = D ∪ C.
Sean P y Q funciones reales continuamente diferenciables definidas en R2. Por
el Teorema de Green sabemos que∫

C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
R

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy,

donde el miembro de la izquierda es una integral curviĺınea y el miembro de la

derecha es una integral doble. Si ahora elegimos P y Q de manera que
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
≡ 1 sobre R, se tiene que

∫∫
R

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy = área(R).

Por ejemplo, eso ocurre si P (x, y) = 1 y Q(x, y) = x para todo (x, y) ∈ R2. En
este caso, por el Teorema de Green,∫

C

1 dx+ xdy =

∫∫
R

(1− 0)dxdy = área(R).

También podemos deducir de manera parecida que

área(R) =
1

2

∫
C

x dy − y dx.

Para esta cuestión puede consultarse el Courant-John [22].

4.9. Nota final. Radio medio

El radio medio de ∂Kλ(ε) alrededor de λ se define como el valor medio de
r(θ, ε) al variar θ de 0 a 2π, es decir:

r(ε) :=
1

2π

∫ 2π

0

r(θ, ε) dθ.
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La explicación del significado de la función r(θ, ε) se da aqúı: Sea E el semieje
paralelo al semieje x positivo que arranca de λ. Consideremos la semirrecta Lt de
origen λ que forma un ángulo de θ radianes con el semieje E. Hallemos el punto
de corte Pθ,ε de esta semirrecta con la curva {z ∈ C : σn(zIn−A) = ε}. Entonces
r(θ, ε) es igual a la distancia desde Pθ,ε a λ. Aśı pues r(θ, ε) es la distancia de
λ al punto variable Pθ,ε = λ + r(θ, ε)eiθ ∈ Kλ(ε). Por tanto, el radio medio de
la componente Kλ(ε) es el valor medio de la función fε : θ 7→ r(θ, ε) definida de
[0, 2π] en R:

r(ε) := fε :=
1

2π

∫ 2π

0

r(θ, ε) dθ

Bajo condiciones suficientes podemos derivar r(ε) respecto de ε mediante la
regla de Leibniz de derivación bajo el signo integral, aśı se tiene que

r′(ε) =
1

2π

∫ 2π

0

∂

∂ε
r(θ, ε) dθ.

De donde tenemos que

r′(0) =
1

2π

∫ 2π

0

∂

∂ε
r(θ, 0) dθ.

Aunque hemos centrado nuestra atención en las funciones diámetro y área,
también podŕıamos haber hecho un estudio análogo para la función radio medio.
E igualmente para los radios máximo y mı́nimo de ∂Kλ(ε) en función de ε.



Caṕıtulo 5

Pseudoespectros circulares

Es un hecho conocido que el pseudoespectro ordinario de primer orden de
una matriz normal está formado por la unión de discos, pero el rećıproco no es
cierto en general. Concretamente, M. Karow en [44, Sección 5.4, páginas 74–79]
estudia los pseudoespectros ordinarios de primer orden de bloques de Jordan
generalizados de la forma

Jn(λ, d) =


λ d

λ d
. . .

. . .

λ d
λ

 , (5.0.1)

donde λ es el único valor propio y d ∈ C. Mediante transformaciones de se-
mejanza unitaria, transforma la matriz Jn(z − λ, d) en Jn(|z − λ|, |d|). De esta
forma prueba que la única componente del pseudoespectro posee una simetŕıa
rotacional alrededor de λ, es decir, es un ćırculo centrado en λ. En este caṕıtulo
probaremos que dicha propiedad se mantiene si los elementos de la superdia-
gonal no son todos iguales. Aśı mismo, generalizaremos el resultado de Karow
para el pseudoespectro algebraico de orden dos. También, estudiaremos los pseu-
doespectros ordinarios algebraicos de segundo orden y geométrico de cualquier
orden, para matrices normales.

Comenzamos el caṕıtulo con una caracterización de las matrices normales,
via pseudoespectros.

5.1. Una caracterización de las matrices norma-
les

El objetivo de esta sección es probar la siguiente caracterización de las ma-
trices normales.

55
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Teorema 5.1.1. Sean ε ≥ 0 y A ∈ Cn×n tal que Λ(A) = {λ1, . . . , λn}. Enton-
ces, la matriz A es normal si y sólo si

Λa
ε,1(A) =

n⋃
j=1

D(λj , ε). (5.1.2)

Es decir, una matriz es normal si y sólo si el pseudoespectro ordinario alge-
braico de primer orden de nivel ε es la unión de discos con centro en cada valor
propio λi y radio ε, i = 1, . . . , n.

Para probar el Teorema 5.1.1 es preciso dar unos resultados previos que
comprenden la descomposición de Jordan para una matriz, dada en el Teore-
ma 1.3.1.

Lema 5.1.2. Sean A ∈ Cn×n y Λ(A) = {λ1, . . . , λv}, v ≤ n. Entonces, A es
normal si y sólo si

A =
v∑
i=1

λjPj ,

con PiPj = δijPj y P ∗j = Pj.

Una prueba de este lema se puede ver en [80, Teorema 8.1 (10), p. 241].
A partir de la definición del número de Hölder, dada en la página 29, y

de [44, Teorema 5.4.4 (iv),(viii), p. 77-78], se tiene el siguiente lema

Lema 5.1.3.

c 1
vj

(λj) =

{
‖Pj‖, νj = 1,

‖Nνj−1
j , ‖

1
vj , νj ≥ 2.

El último resultado previo precisa de la siguiente notación: O y Ot denotan
la matriz nula y la matriz nula de tamaño t× t, respectivamente. Por otro lado,
recordamos que un proyector P ∈ Cn×n es una matriz tal que P 2 = P . En el
siguiente lema se utiliza un resultado de valores singulares de un proyector.

Lema 5.1.4. Sea P ∈ Cn×n, P 6= O, un proyector tal que ‖P‖ = 1. Entonces,
P ∗ = P .

Demostración.
A partir de [42, p. 235], deducimos que si σ es un valor singular de P ,

entonces σ = 0 o σ = 1. Véase [5]. Mediante un resultado de Djoković, [35,
Teorema 4], se puede afirmar que existe una matriz unitaria U ∈ Cn×n tal que

U∗PU =

Å
1 s1

0 0

ã
⊕ · · · ⊕

Å
1 sk
0 0

ã
⊕ Im ⊕Ot,

si P tiene valores singulares mayores que la unidad, o

U∗PU = Im ⊕Ot,

en los demás casos. Por lo tanto, si ‖P‖ = 1, entonces los valores singulares de
P son 0 y 1. Aśı, P = U(Im ⊕Ot)U∗. Como consecuencia P ∗ = P .
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�
Demostración del Teorema 5.1.1
Si A es normal, entonces existe una matriz unitaria U ∈ Cn×n tal que

U∗AU = diag(λ1, . . . , λn). Luego, como Λa
ε,1(A) = Λa

ε,1(U∗AU), se tiene

Λa
ε,1(A) = Λa

ε,1(diag(λ1, . . . , λn)) =
n⋃
i=1

D(λj , ε).

Rećıprocamente, si para cada ε > 0

Λa
ε,1(A) =

n⋃
i=1

D(λj , ε),

entonces para cada valor propio λj de A y para cada ε no negativo suficiente-
mente pequeño tenemos Kj(ε) = D(λj , ε). Aśı, el diámetro de Kj(ε) es igual a
δj(ε) = 2ε. Por lo tanto, δ′j(ε) = 2 y δ′j(0

+) = 2. Entonces, por el Teorema 4.5.2,
resulta que el ı́ndice correspondiente al valor propio λj es igual a νj = 1. Ahora
por (4.1.1), resulta inmediatamente que el número de condición c1(λj) = 1. Lo
que lleva, por el Lema 5.1.3, a que ‖Pj‖ = 1. Finalmente, por el Lema 5.1.4, se
deduce que P ∗j = Pj . Con lo cual, Lema 5.1.2, la matriz A es normal. �

5.2. Bloques de Jordan generalizados

Pasamos al análisis de los pseudoespectros de un bloque generailizado de
Jordan.

5.2.1. Pseudoespectro ordinario de primer orden

En esta subsección vamos a probar el resultado siguiente.

Teorema 5.2.1. Sea la matriz bidiagonal de Cn×n

B(λ, a12, a23, . . . , an−1,n) :=


λ a12 0

λ a23

. . .
. . .

λ an−1,n

0 λ

 . (5.2.3)

El pseudoespectro ordinario algebraico de primer orden,

Λa
ε,1(B(λ, a12, a23, . . . , an−1,n)),

es un disco cerrado centrado en λ y cuyo radio viene dado por la expresión

r(ε) := máx{r > 0 |σn(B(r,−|a12|, . . . ,−|an−1,n|)) ≤ ε}. (5.2.4)
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La prueba del resultado se fundamenta en que los valores singulares de la
matriz

zIn −B(λ, a12, a23, . . . , an−1,n)

permanecen constantes al rotar z alrededor de λ; es decir, dado z = λ + reiθ,
para r > 0 fijo y θ ∈ [0, 2π], se tiene que el pseudoespectro ordinario algebraico
de primer orden de la matriz

zIn −B(λ, a12, a23, . . . , an−1,n) = (λ+ reiθ)In −B(λ, a12, a23, . . . , an−1,n),

es invariante para cualquier valor de θ.
Antes de comenzar la demostración, introduciremos la siguiente notación: si

λ = 0, expresaremos la matriz (5.2.3) como

B0 := B(0, a12, . . . , an−1,n).

Por otro lado, los elementos en la superdiagonal de esa misma matriz se pueden
expresar en forma exponencial como

ai,i+1 = |ai,i+1|eiθi,i+1 , i = 1, . . . , n− 1,

siendo θi,i+1 = arg(ai,i+1); finalmente, dado z ∈ C, como en el párrafo anterior,
definimos el siguiente número

w :=
z − λ
|z − λ| = eiα.

Demostración.
Definimos la matriz unitaria Dn(w) := diag(w,w2, . . . , wn). Como es una

matriz diagonal, para los w definidos previamente se satisface que

Dn (w)
∗

= Dn (w)
−1

= diag(w−1, . . . , w−n). (5.2.5)

Es fácil comprobar que las transformaciones de semejanza unitarias mediante
una matriz unitaria diagonal aplicadas a una matriz nilpotente triangular dan
como resultado otra matriz nilpotente triangular. Por lo tanto, considerando
la definición de Dn(w) y (5.2.5), podemos expresar los elementos de la matriz
Dn (w)

∗
B0Dn (w) como

(
Dn (w)

∗
B0Dn (w)

)
j,k

=

®
w−jaj,j+1w

j+1 = eiαaj,j+1, si k = j + 1,

0, en los demás casos,

con j = 1, . . . , n y k = 1, . . . , n. Por lo tanto, tenemos la siguiente relación de
semejanza unitaria,

Dn (w)
∗
B0Dn (w) = eiαB0. (5.2.6)

Sea ahora

U := diag(e−iθ1,2 , e−i(θ1,2+θ2,3), . . . , e−i(θ1,2+θ2,3+···+θn−1,n)).
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A partir de la Ecuación (5.2.6) se tiene que los elementos de la matriz U∗(Dn(w)∗B0Dn(w))U
vienen dados por

(U∗(Dn(w)∗B0Dn(w))U)j,k =eiαei(
∑j

`=1
θ`,`+1)aj,j+1e−i(

∑j+1

`=1
θ`,`+1) = eiα|aj,j+1|, si k = j + 1,

0, en los demás casos,

con j = 1, . . . , n y k = 1, . . . , n. Por lo tanto, (5.2.6) se transformará en

U∗eiα


0 a12 0

0 a23

. . .
. . .

0 an−1,n

0 0

U = eiα


0 |a12| 0

0 |a23|
. . .

. . .

0 |an−1,n|
0 0


(5.2.7)

Si aplicamos sucesivamente las dos transformaciones de semejanza unitaria a
la matriz caracteŕıstica de B(λ, a1,2, . . . , an−1,n), llegamos al siguiente resultado

(Dn(w)U)∗ (zIn −B(λ, a12, a23, . . . , an−1,n))Dn(w)U =

(Dn(w)U)∗ ((z − λ)In −B0)Dn(w)U = (z − λ)In − (Dn(w)U)∗B0Dn(w)U =

eiα
{
|z − λ|In −


0 |a12| 0

0 |a23|
. . .

. . .

0 |an−1,n|
0 0


}

=

eiα


|z − λ| |a12| 0

|z − λ| |a23|
. . .

. . .

|z − λ| |an−1,n|
0 |z − λ|

 . (5.2.8)

Ahora, como

σk(αA) = |α|σk(A), k = 1, . . . , n; (5.2.9)

aplicando este resultado en (5.2.8), tenemos que
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|eiα|σn

â
|z − λ| |a12| 0

|z − λ| |a23|
. . .

. . .

|z − λ| |an−1,n|
0 |z − λ|



ì
=

σn

â
|z − λ| |a12| 0

|z − λ| |a23|
. . .

. . .

|z − λ| |an−1,n|
0 |z − λ|



ì
. (5.2.10)

Por lo tanto, sustituyendo en (5.2.8) z = λ+ reiθ, siendo r > 0 fijo y θ cualquier
ángulo en el intervalo [0, 2π], se obtiene una matriz independiente del valor de
θ. Con lo cual, sus valores singulares, en particular σn, no dependen de θ. Esto,
junto con la igualdad en (5.2.10), nos permite concluir que el pseudoespectro es
un ćırculo centrado en λ y cuyo radio viene dado por (5.2.4).

�

5.2.2. Pseudoespectro algebraico ordinario de segundo or-
den

En esta subsección consideraremos los bloques de Jordan generalizados de la
forma (5.0.1), y probaremos que los pseudoespectros ordinarios algebraicos de
segundo orden son ćırculos centrados en su único valor propio. Las técnicas que
utilizamos para su demostración son las mismas que se han dado en la prueba
del Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.2. Sean λ, d ∈ C y n ∈ N∗. El pseudoespectro Λa
ε,2(Jn(λ, d)) es

el disco cerrado con centro en λ y radio

r(ε) := máx{r > 0 | máx
t≥0

σ2n−1

Åï
Jn(r,−|d|) tIn

O Jn(r,−|d|)

òã
≤ ε}. (5.2.11)

Demostración.
Sea z ∈ C, como queremos determinar el pseudoespectro ordinario algebraico

de segundo orden de la matriz Jn(λ, d), consideramos la siguiente matrizï
zIn − Jn(λ, d) tIn

O zIn − Jn(λ, d)

ò
=

ï
Jn(z − λ,−d) tIn

O Jn(z − λ,−d)

ò
, (5.2.12)

Asimismo, definimos las siguientes matrices unitarias de C2n×2n
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D2n(w) := diag(w, . . . , w2n), donde w =
(z − λ)d̄

|(z − λ)d| , (5.2.13)

y

U := diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n veces

, e−i((n−1)α+nβ), . . . , e−i((n−1)α+nβ)︸ ︷︷ ︸
n veces

), (5.2.14)

donde α = arg

Å
(z − λ)

|z − λ|

ã
y β = arg

Å
d̄

d

ã
.

Aplicando la trasformación de semejanza unitaria a la matriz (5.2.12) me-
diante la matriz dada en (5.2.13), obtenemos la siguiente expresión

D2n(w)∗
ï
Jn(z − λ,−d) tIn

O Jn(z − λ,−d)

ò
D2n(w) =

eiα

ï
Jn(|z − λ|,−|d|) tei((n−1)α+nβ)In

O Jn(|z − λ|,−|d|)

ò
. (5.2.15)

Si aplicamos la trasformación de semejanza unitaria a (5.2.15) mediante la
matriz dada en (5.2.14), obtenemos

U∗eiα

ï
Jn(|z − λ|,−|d|) tei((n−1)α+nβ)In

O Jn(|z − λ|,−|d|)

ò
U =

eiα

ï
Jn(|z − λ|,−|d|) tIn

O Jn(|z − λ|,−|d|)

ò
(5.2.16)

Tomando la matriz en (5.2.16) y utilizando (5.2.9), se tiene

σ2n−1

Å
eiα

ï
Jn(|z − λ|,−|d|) tIn

O Jn(|z − λ|,−|d|)

òã
=

σ
2n−1

Åï
Jn(|z − λ|,−|d|) tIn

O Jn(|z − λ|,−|d|)

òã
. (5.2.17)

Utilizando (5.2.17), podemos caracterizar el pseudoespectro ordinario alge-
braico de segundo orden, Λa

ε,2(Jn(λ, d)), como

{z ∈ C | máx
t≥0

σ2n−1

Åï
Jn(|z − λ|,−|d|) tIn

O Jn(|z − λ|,−|d|)

òã
≤ ε}.

Por lo tanto, Λa
ε,2(Jn(λ, d)) está formado por una única componente circular

centrada en λ, ya que para todos los puntos de la forma z = λ + reiθ, con
r > 0 fijo y θ variando en el intervalo [0, 2π], el valor de |z − λ| es igual a r
independientemente del valor de θ. El radio de ese ćırculo viene dado por (5.2.9).

�
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Observación 5.2.3. El valor del parámetro t para el que se alcanza el máximo
de σ2n−1 en el punto z = λ, no tiene por qué ser igual a 0.

5.3. Matrices normales

En esta sección, vamos a estudiar los pseudoespectros ordinarios algebraicos
de segundo orden y geométrico de cualquier orden para matrices normales. Para
los algebraicos de segundo orden, probaremos que el pseudoespectro es la unión
de discos cerrados centrados en el punto medio que une dos valores propios.

Previamente, vamos a introducir una notación correspondiente a las n-tuplas
desordenadas de números complejos que las denotaremos por Eig(A). Decimos
que dos n-tuplas (λ1, λ2, . . . , λn), (µ1, µ2, . . . , µn) ∈ Cn son equivalentes si existe
una permutación π del conjunto {1, 2, . . . , n} tal que

(µ1, µ2, . . . , µn) ∼ (λπ(1), λπ(2), . . . , λπ(n)).

Esto define una relación de equivalencia∼ en Cn. Denotamos por Cnsim el conjun-
to cociente Cn/ ∼. Llamamos n-tupla desordenada de números complejos a cada
elemento [(λ1, λ2, . . . , λn)] ∈ Cnsim, que denotaremos en forma abreviada como
(λ1, λ2, . . . , λn) sin riesgo de confusión. Supongamos ahora que λ1, λ2, . . . , λn
son los valores propios de una matriz A ∈ Cn×n donde los valores múltiples apa-
recen repetidos, denotamos por Eig(A) la n-tupla desordenada (λ1, λ2, . . . , λn).
Aśı, Eig(A) ∈ Cnsim. Por lo tanto, hacemos notar que los conjuntos Λ(A) y
Eig(A) pueden ser distintos, de hecho, el espectro Λ(A) es un subconjunto de
Eig(A) y puede tener menos de n elementos. Véase [12, p. 153].

5.3.1. Pseudoespectros algebraicos de segundo orden

El resultado que vamos a demostrar en esta subsección es el siguiente.

Teorema 5.3.1. Sea una matriz A ∈ Cn×n normal tal que

Eig(A) = (λ1, . . . , λn),

y sean ε un número real no negativo y (j, k) un par de números enteros tales

que 1 ≤ j < k ≤ n. Si ε ≥ |λj−λk|2 , definimos

ρjk(ε) :=

 
ε2 − |λj − λk|

2

4
, (5.3.18)

Djk(ε) := D

Å
λj + λk

2
, ρjk(ε)

ã
. (5.3.19)

Si ε <
|λj−λk|

2 , definimos Djk(ε) := ø.
Entonces,

Λa
ε,2(A) =

⋃
1≤j<k≤n

Djk(ε).
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Para su demostración, necesitamos unos resultados previos. Comencemos
con una notación. Dados z ∈ C, t ≥ 0 y A ∈ Cn×n, recordemos de (3.1.4) la
función Fz(t) definida por

Fz(t) :=

Å
zIn −A tIn

0 zIn −A

ã
.

Como pretendemos calcular sus valores singulares, entonces si A es una matriz
normal, no se pierde generalidad si A = diag(λ1, . . . , λn). Para esa función, los
valores singulares vienen dados por el siguiente resultado.

Proposición 5.3.2. Dado z ∈ C, los valores singulares de Fz(t), no necesaria-
mente ordenados, vienen dados por

f−z,1(t), f+
z,1(t), f−z,2(t), f+

z,2(t), . . . , f−z,n(t), f+
z,n(t),

donde, para cada i = 1, 2, . . . , n
f−z,i(t) :=

 
t2 + 2|z − λi| −

√
t4 + 4t2|z − λi|2

2
,

f+
z,i(t) :=

 
t2 + 2|z − λi|+

√
t4 + 4t2|z − λi|2

2
.

(5.3.20)

Demostración.

Es suficiente observar que, permutando filas y columnas adecuadamente, el
sistema de valores singulares de Fz(t) se corresponde al de la matriz

n⊕
i=1

Å
z − λi t

0 z − λi

ã
.

�
Pasamos a enunciar y demostrar propiedades de la funciones f−z,i(t) y f+

z,i(t)
definidas para t ≥ 0.

Proposición 5.3.3. Para cualquier i = 1, 2, . . . , n, se tiene:

(a) f−z,i(0) = f+
z,i(0) = |z − λi|.

(b) Si z = λj, entonces f−z,j(t) = 0 para t ≥ 0.

(c)

ĺım
t→∞

f+
z,i(t) =∞ y ĺım

t→∞
f+
z,i(t) = 0.

(d) f+
z,i(t) es creciente.

(e) f−z,i(t) es decreciente.
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Demostración.
Los asertos (a), (b), (c) y (d) son inmediatos por (5.3.20). Probar (e) es equi-

valente a probar que la función

2f−z,i(t)
2 = t2 + 2|z − λi| −

»
t4 + 4t2|z − λi|2

es decreciente, o equivalentemente, que la función

g(t) := t2 −
»
t4 + 4t2|z − λi|2

es decreciente para t ≥ 0. Si derivamos respecto de t, con t > 0, tenemos

g′(t) ≤ 0⇔ 2t− 2t3 + 4t2|z − λi|2√
t4 + 4t2|z − λi|2

≤ 0⇔ 1 ≤ t2 + 2t|z − λi|2√
t4 + 4t2|z − λi|2

⇔

t4 + 4t2|z − λi|2 ≤ (t2 + 2|z − λi|2)2,

lo cual es cierto siempre. �

Proposición 5.3.4. Si |z − λj | ≤ |z − λk|, para t ≥ 0 se tiene:

(a) f+
z,j(t) ≤ f+

z,k(t).

(b) f−z,j(t) ≤ f−z,k(t).

Demostración. El apartado (a) se puede deducir inmediatamente de (5.3.20).
Probar (b) es equivalente a probar 2f−z,j(t)

2 ≤ 2f−z,k(t)2; utilizando la expresión
en (5.3.20), es suficiente probar que la función

g(x) := 2x2 −
√
t4 + 4t2x2

es creciente para x ≥ 0. Si derivamos respecto de x, con x > 0, tenemos

g′(x) ≥ 0⇔ x− t2x√
t4 + 4t2x2

≥ 0⇔ 1 ≥ t2√
t4 + 4t2x2

,

lo cual es cierto. �

Proposición 5.3.5. Supongamos que |z − λj | ≤ |z − λk|. Entonces, f+
z,j(t) =

f−z,k(t) si y sólo si t = tzjk, donde

tzjk =


0, si λj = λk,

|z − λj |2 − |z − λk|2√
2(|z − λj |2 + |z − λk|2)

, si λj 6= λk.
(5.3.21)

Demostración.
El caso |z−λj | = |z−λk| se deduce inmediatamente de (5.3.20). Supongamos

que |z − λj | < |z − λk|. Probar que f+
z,j(t) = f−z,k(t) es equivalente a probar que
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2f+
z,j(t)

2 = 2f−z,k(t)2; a partir de la expresión (5.3.20), se tiene que f+
z,j(t) =

f−z,k(t) si y sólo si

2|z − λj | −
»
t4 + 4t2|z − λj |2 = 2|z − λk| −

»
t4 + 4t2|z − λk|2 ⇔»

t4 + 4t2|z − λj |2 = 2(|z − λk|2 − |z − λj |2)−
»
t4 + 4t2|z − λk|2.

Si definimos el número positivo α := 2(|z − λk|2 − |z − λj |2), y elevamos al
cuadrado la anterior expresión, deducimos que f+

z,j(t) = f−z,k(t) si y sólo si

t4 + 4t2|z − λj |2 = α2 + t4 + 4t2 − 2α
»
t4 + 4t2|z − λk|2 ⇔

2α
»
t4 + 4t2|z − λk|2 = α2 + 2αt2 ⇔ 2α

»
t4 + 4t2|z − λk|2 = α+ 2t2 ⇔

4t4 + 16t2|z − λk|2 = α2 + 4t4 + 4αt2.

De donde deducimos que

t2 =
(|z − λj |2 − |z − λk|2)2

2(|z − λj |2 + |z − λk|2)
.

�
La siguiente proposición describe el valor singular σ2n−1(Fz(t))

Proposición 5.3.6. Supongamos que

|z − λj | ≤ |z − λk| ≤ |z − λi|, i = 1, 2, . . . , n, i 6= j, k.

Entonces,
σ2n−1(Fz(t)) = mı́n{f+

z,j(t), f
−
z,k(t)}.

Aún más, si λj = λk,
σ2n−1(Fz(t)) = f+

z,j(t).

Demostración.
Como |z − λj | ≤ |z − λi|, para i 6= j, por la Proposición 5.3.4, se tiene para

t ≥ 0
f−z,j(t) ≤ f−z,i(t), y f−z,j(t) ≤ f+

z,j(t) ≤ f+
z,i(t),

para todo i 6= j. Aśı,
σ2n(Fz(t)) = f−z,j(t). (5.3.22)

Por otro lado, sea tzjk el punto donde f+
z,j(t) = f−z,k(t). La Proposición 5.3.3

establece que f+
z,j(t) es creciente y f−z,k(t) decreciente, además se tiene que

f+
z,j(t

z
jk) = f−z,k(tzjk); con lo cual, podemos concluir que f+

z,j(t) ≤ f−z,k(t) en el in-
tervalo [0, tzjk]. Si tenemos en cuenta este último resultado, la Ecuación (5.3.22)
y la Proposición 5.3.4, podemos establecer que

σ2n(Fz(t)) = f−z,j(t) ≤ f+
z,j(t) ≤ f−z,k(t) ≤

®
f−z,i(t), si i 6= j, k,

f+
z,i(t), si i 6= j.
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En consecuencia, σ2n−1(Fz(t)) = f+
z,j(t), para t ∈ [0, tzjk].

Ahora nos fijamos en t ∈ [tzjk,∞). Recordamos nuevamente que la Proposi-

ción 5.3.3 establece que f+
z,j(t) es creciente y f−z,k(t) decreciente, además se tiene

que f+
z,j(t

z
jk) = f−z,k(tzjk); con lo cual, podemos concluir que f+

z,j(t) ≥ f−z,k(t)
en el intervalo [tzjk,∞). Si tenemos en cuenta este último resultado, la Ecua-
ción (5.3.22) y la Proposición 5.3.4, podemos establecer que

σ2n(Fz(t)) = f−z,j(t) ≤ f−z,k(t) ≤
®
f+
z,j(t) ≤ f+

z,i(t), si i 6= j, k,

f−z,i(t), si i 6= j, k.

Por lo tanto, σ2n−1(Fz(t)) = f−z,j(t), para t ∈ [tzjk,∞). Observamos que si

λj = λk, se tiene tzjk = 0 y σ2n−1(Fz(t)) = f−z,k(t) = f−z,j(t).
�

Para la siguiente propiedad necesitamos introducir alguna notación. Sean
z ∈ C y λj , λk dos valores propios de A, supongamos que |z − λj | ≤ |z − λk|.
Con estas consideraciones, definimos

gjk(z, t) := mı́n{f+
z,j(t), f

−
z,k(t)}, (5.3.23)

gzjk := máx
t≥0

gjk(z, t). (5.3.24)

Con estas notaciones, presentamos el siguiente resultado

Proposición 5.3.7. Si tzjk es el valor definido en (5.3.21), entonces gzjk =
gjk(z, tzjk).

Demostración.
Por la Proposición 5.3.5, se satisface que f+

z,j(t
z
jk) = f+

z,j(t
z
jk). Al igual que

en la Proposición 5.3.6, podemos deducir que f+
z,j(t) ≤ f−z,k(t) en el intervalo

[0, tzjk], y f+
z,j(t) ≥ f−z,k(t) en el intervalo [tzjk,∞). Aśı, podemos concluir la

prueba utilizando el resultado de la Proposición 5.3.3 que establece que f+
z,j(t)

es creciente y f−z,k(t) decreciente.
�

Proposición 5.3.8. Supongamos que |z− λj | ≤ |z− λk| ≤ |z− λm|. Entonces,
se tiene que

(a) Para toda t ≥ 0, gjk(z, t) ≤ gkm(z, t) y gjk(z, t) ≤ gjm(z, t).

(b) gzjk ≤ gzkm y gzjk ≤ gzjm.

Demostración.
Como |z − λj | ≤ |z − λk| ≤ |z − λm|, según la Proposición 5.3.4, para t ≥ 0

se tiene que

f−z,j(t) ≤ f−z,k(t) ≤ f−z,m(t), y f+
z,j(t) ≤ f+

z,k(t) ≤ f+
z,m(t).

Aśı,
mı́n{f+

z,j(t), f
−
z,k(t)} ≤ mı́n{f+

z,k(t), f−z,m(t)},



Sec. 5.3 Matrices normales 67

y
mı́n{f+

z,j(t), f
−
z,k(t)} ≤ mı́n{f+

z,j(t), f
−
z,m(t)}.

Por lo tanto, (a) se sigue de la expresión dada para gpq(t) en (5.3.24). (b) se
sigue inmediatamente de (a).

�
Para concluir esta sección, veamos una relación entre la función h2 y gzjk,

definidas en (3.1.3) y (5.3.24), respectivamente.

Proposición 5.3.9. Sean z ∈ C y λj , λk dos valores propios de A. Supongamos
que |z − λj | < |z − λk|. Entonces,

(a) Si |z − λk| < |z − λk|, i 6= j, k, se tiene h2(z) = gzjk.

(b) h2(z) ≤ gzjk.

Demostración.
Observemos que si λp, λq son valores propios de A tales que

|z − λp| ≤ |z − λq| ≤ |z − λi|, i 6= p, q,

entonces, por la Proposición 5.3.4 y (5.3.23), se tiene

σ2n−1(Fz(t)) = mı́n{f+
z,p(t), f

−
z,q(t)} = gpq(z, t).

Por lo tanto, h2(z) = gzjk.
Para probar (b), consideramos varias situaciones: (1) j = p, k = q; (2) j =

p, k 6= q; (3) j = q; (4) j 6= p, q. El caso (1) es inmediato por (a). Para el caso
(2), como |z−λj | = |z−λp| ≤ |z−λq| ≤ |z−λk|, utilizando la Proposición 5.3.8
y el aserto (a), se tiene h2(z) = gzjq ≤ gzjk. Los casos (3) y (4) se resuelve de
forma análoga. �

Teorema 5.3.10. Sean λj , λk términos de Eig(A). Supongamos que ε ≥ |λj−λk|2 .
Definimos el punto medio del segmento de extremos λj y λk,

z0 :=
λj + λk

2
.

Entonces, para cada z ∈ C tal que |z − z0| = ρjk(ε), donde ρjk(ε) se define
en (5.3.18), si |z − λj | ≤ |z − λk| o |z − λk| ≤ |z − λj |, se tiene

gzjk = ε o gzkj = ε, respectivamente. (5.3.25)

Demostración.
Primero, asumamos que λj 6= λk; de lo contrario, la prueba es fácil. Para

abreviar la notación, escribimos ρ en lugar de ρjk(ε) y
a := Re

Ä
λj−λk

2

ä
, b := Im

Ä
λj−λk

2

ä
.

θ1 := π
2 + arctan

(
b
a

)
, si a 6= 0; θ1 := π, si a = 0.

α(θ) := a cos θ + b sin θ, θ1 ≤ θ ≤ θ1 + π.

(5.3.26)
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Figura 5.1: En el entorno de z0, punto medio entre dos valores propios próximos
λj y λk. Además, z1 = z0 + ρeiθ1 y z2 = z0 + ρei(θ1+π) son los puntos de
intersección de los ćırculos con centro en λj y λk, y de radio ε.

Es fácil demostrar que para cada θ ∈ (θ1, θ1 + π), α(θ) < 0; aśı mismo,
α(θ1) = 0 = α(θ1 + π). Hacemos notar que, a partir de la expresión (5.3.18), se
puede inferir que

ε2 = a2 + b2 + ρ2. (5.3.27)

Aún más, de (5.3.26) se puede probar que

ε2 ≥ ρ|α(θ)|. (5.3.28)

Definamos z := z0 + ρeiθ. A partir de (5.3.26), se puede concluir que

z − λj = z0 + ρeiθ − λj =
λj − λk

2
+ ρeiθ = a+ ρ cos θ + i(b+ ρ cos θ).

De forma análoga, z − λk = −a+ ρ cos θ+ i(−b+ ρ cos θ). Aśı, por las Ecuacio-
nes (5.3.26) y (5.3.27), tenemos que®

|z − λj |2 = a2 + b2 + ρ2 + 2ρ(a cos θ + b sin θ),

|z − λk|2 = a2 + b2 + ρ2 − 2ρ(a cos θ + b sin θ),
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esto es, ®
|z − λj |2 = ε2 + 2α(θ)ρ,

|z − λk|2 = ε2 − 2α(θ)ρ.
(5.3.29)

Supongamos que |z− λj | ≤ |z− λk|, por la Proposición 5.3.7 tenemos gzjk =
gjk(z, tzjk), donde tzjk está definido en (5.3.21). Utilizando (5.3.29), tenemos

tzjk =
−2α(θ)ρ

ε
. (5.3.30)

Por otro lado, mediante las expresiones (5.3.23) y (5.3.24), y considerando el
resultado de la Proposición 5.3.7, gzjk = f+

z,j(t
z
jk), es suficiente ver que gzjk =

f+
z,j(t

z
jk) = ε para probar el lema. Si utilizamos la expresión para f+

z,j(t
z
jk) dada

en (5.3.20), deducimos que

2(gzjk)2 = (tzjk)2 + 2|z − λj |2 + tzjk
»

(tzjk)2 + 4|z − λj |2.

Utilizando las expresiones para |z − λj |2 y tzjk derivadas de (5.3.29) y (5.3.30),
respectivamente, concluimos que

(
gzjk
)2

=
2α(θ)2ρ2

ε2
+ ε2 + 2α(θ)ρ− 2α(θ)ρ

ε

 
α(θ)2ρ2

ε2
+ ε2 + 2α(θ)ρ =

2α(θ)2ρ2

ε2
+ ε2 + 2α(θ)ρ− 2α(θ)ρ

ε

∣∣∣α(θ)ρ

ε
+ ε
∣∣∣.

Según (5.3.28),
α(θ)ρ

ε
+ ε ≥ 0, de donde se sigue inmediatamente queÄ

gzjk

ä2
= ε2.

El caso |z − λk| ≤ |z − λj | se puede razonar de forma similar.
�

Como consecuencia de este teorema y de la Proposición 5.3.9, podemos de-
ducir el siguiente resultado

Corolario 5.3.11. Con las notaciones del Teorema 5.3.10,

(a) sea z ∈ C tal que |z − z0| = ρjk(ε) y

máx{|z − λj |, |z − λk|} ≤ |z − λi|, i 6= j, k.

Entonces, h2(z) = ε.

(b) para todo z ∈ Djk(ε), donde Djk(ε) está definido en (5.3.19), se satisface
que h2(z) ≤ ε.

Ahora podemos probar el Teorema 5.3.1
Demostración. (Teorema 5.3.1)

Supongamos que z ∈ Djk(ε). Entonces, por el Corolario 5.3.11(b), se tiene
h2(z) ≤ ε. Como Λa

ε,2(A) = {z ∈ C |h2(z) ≤ ε},se tiene z ∈ Λa
ε,2(A).
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Rećıprocamente, sea w ∈ Λa
ε,2(A), equivalentemente, h2(w) ≤ ε. Elijamos

λj , λk tales que

|w − λj | ≤ |w − λk| ≤ |w − λi|, i 6= j, k.

Definiendo z0 :=
λj+λk

2 , podemos escribir w = z0 + ρ0eiθ, para cierto ρ0 ≥ 0
y θ ∈ [0, 2π). Observemos que por el Corolario 5.3.11(a) se tiene h2(w) = ε0,
donde

ε0 :=

√
ρ2

0 +

Å |λj − λk|
2

ã2

.

Aśı, como h2(w) ≤ ε, podemos concluir que√
ρjk(ε)2 +

Å |λj − λk|
2

ã2

= ε ≥ ε0;

es decir, ρ0 ≤ ρjk(ε).
�

Como consecuencia del Teorema 5.3.1, tenemos el siguiente resultado que
describe el conjunto Λa

ε,2(A) cuando todos los valores propios de A son múltiples.

Corolario 5.3.12. Sea A ∈ Cn×n una matriz normal, y supongamos que
Λ(A) = Λa

2(A) = {λ1, . . . , λu}. Entonces, para todo ε ≥ 0, se tiene que

Λa
ε,2(A) =

u⋃
i=1

D(λi, ε).

Demostración.
Observemos que, por el Teorema 5.3.1, es suficiente probar que para cualquier

par de valores propios λj 6= λk de A se ha de satisfacer

Djk(ε) ⊂ D(λj , ε) ∪D(λk, ε),

para cada ε ≥ 0. Observemos que si ε <
|λj−λk|

2 , entonces Djk(ε) = ø; es decir,

es un caso trivial. Supongamos que ε ≥ |λj−λk|2 . Si z ∈
scrDjk(ε), con las notaciones en (5.3.26), de la prueba del Teorema 5.3.10 se
sigue que ®

|z − λj |2 = ε2 + 2α(θ)ρ,

|z − λk|2 = ε2 − 2α(θ)ρ.

Aśı, si |z − λj |z ≤ |z − λk|, entonces α(θ) ≤ 0 y |z − λj | ≤ ε; por lo tanto,
z ∈ D(λj , ε). Por otro lado, si |z − λk|z ≤ |z − λj |, entonces α(θ) ≥ 0 y
|z − λk| ≤ ε; por lo tanto, z ∈ D(λk, ε).

�
Para finalizar esta subsección, consideramos apropiado enunciar la siguiente

conjetura

Conjetura 5.3.13. Si A ∈ Cn×n es una matriz normal, entonces para ε ≥ 0
y k = 1, 2, . . . , n se tiene que el pseudoespectro algebraico ordinario de orden k
de nivel ε, Λa

ε,k(A), viene dado por una unión de discos cerrados, o el conjunto
vaćıo.
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5.3.2. Pseudoespectros geométricos de cualquier orden

Vamos a analizar los pseudoespectros geométricos de cualquier orden, para
matrices normales. Comenzamos con un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 5.3.1. Sea A0 ∈ C4×4 la matriz

diag

Å
2,−1 +

√
3i,−1−

√
3i,

5

2
+

5

2

√
3i

ã
.

En la figura 5.2 se muestran las fronteras de Λg
ε,1(A0) en azul, Λg

ε,2(A0) en rojo
y Λg

ε,3(A0) en verde, para ε = 2,5.

−6 −4 −2 0 2 4 6 8
−6

−4

−2

0

2

4

6

Figura 5.2: Fronteras del ε-pseudoespectro geométrico.

El resultado a demostrar, en esta subsección, es el siguiente.

Teorema 5.3.14. Sea A ∈ Cn×n matriz normal. Supongamos que Eig(A) =
(λ1, λ2, . . . , λn). Dado ε ≥ 0, para k = 1, 2, . . . , n se tiene

Λg
ε,k(A) =

⋃
1≤i1<i2<···<ik≤n

k⋂
j=1

D(λij , ε).

En particular, si k = 2,

Λg
ε,2(A) =

⋃
1≤i<j≤n

(D(λi, ε) ∩D(λj , ε)) .

Demostración.
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Como A es normal, podemos asumir sin pérdida de generalidad que A =
diag(λ1, . . . , λn). Por lo tanto, dado z ∈ C, el sistema de valores singulares de
zIn −A es

|z − λ1|, |z − λ2|, . . . , |z − λn|,
no necesariamente ordenados. Recordamos la caracterización de los pseudoes-
pectros ordinarios geométricos de orden k y nivel ε, dada en (3.1.1)

Λg
ε,k(A) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn −A) ≤ ε}.

Si z ∈ Λg
ε,k(A), se tiene que σn−k+1(zIn − A) ≤ ε, es decir, existen k términos

de la n-tupla desordenada Eig(A), denotados por λij , j = 1, 2, . . . , n tales que

|z − λij | ≤ ε.

Con lo cual, z ∈ D(λij , ε) para j = 1, 2, . . . , k. La implicación contraria se puede
probar siguiendo un razonamiento inverso. �



Caṕıtulo 6

Pseudoespectros idénticos

6.1. Introducción

Si dos matrices cualesquiera A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n satisfacen que para todo
ε > 0

Λε(A) = Λε(B),

entonces los polinomios mı́nimos de A y B son iguales. Véase [31]. En este
caṕıtulo vamos a establecer que los pseudoespectros geométricos para valores
pequeños de ε determinan la forma canónica de Jordan deA o, equivalentemente,
determinan sus factores invariantes. Concretamente, vamos a probar el resultado
siguiente.

Teorema 6.1.1. Sean A,B ∈ Cn×n. Supongamos que para todo z ∈ C se
satisface que σj(zIn −A) = σj(zIn −B), j ∈ {1, . . . , n}. Entonces A ≈ B.

6.2. Órdenes de los valores singulares de una
matriz caracteŕıstica como infinitésimos

Dado un z0 ∈ C, denotamos por V ′(z0) un entorno perforado de centro z0;
por otro lado, denotamos por B′(z0, δ) la bola perforada de centro z0 y radio
δ > 0. Vamos a considerar el siguiente conjunto de funciones F := {f | f :
V ′(z0)→ R}.

Definición 6.2.1. Sean f, g ∈ F . Diremos que f y g son equivalentes según
Hardy cuando z → z0, y representamos f(z) � g(z), (z → z0), si existen
constantes δ,∆, d positivas, tales que para cualquier z ∈ B′(z0, δ) se satisface
que

f(z) > 0, g(z) > 0 y δ ≤ f(z)

g(z)
≤ ∆.

73



74 Cap. 6 Pseudoespectros idénticos

Diremos que f ∈ F es un infinitésimo cuando z → z0 si ĺım
z→z0

f(z) = 0.

Si f(z) � |z − z0|k, con k ≥ 1 entero, diremos que f es un infinitésimo de
orden k cuando z → z0. La relación � es una relación de equivalencia, damos
la demostración a continuación.
Demostración.

Sean f, g, h ∈ F tales que f(z) > 0, g(z) > 0, h(z) > 0.
Reflexiva: Sea d > 0 tal que para toda z ∈ B′(z0, d) se tiene que existen

0 < δ ≤ 1,∆ ≥ 1 tales que

δ ≤ f(z)

f(z)
= 1 ≤ ∆.

Entonces, f(z) � f(z) (z → z0).

Simétrica: Supongamos que existen δ,∆, d positivas tales que

δ ≤ f(z)

g(z)
≤ ∆, ∀ z ∈ B′(z0, d), (6.2.1)

es decir, f(z) � g(z) (z → z0). Entonces, las siguientes desigualdades también
son ciertas

1

δ
≥ g(z)

f(z)
≥ 1

∆
, ∀ z ∈ B′(z0, d). (6.2.2)

Si definimos las siguientes cantidades δ′ := 1
∆ y ∆′ := 1

δ , podemos reescri-
bir (6.2.2) como

δ′ ≤ g(z)

f(z)
≤ ∆′, ∀ z ∈ B′(z0, d).

Entonces, g(z) � f(z) (z → z0).

Transitiva: Si existen δ1, δ2,∆1,∆2, d1, d2 positivas tales que

δ1 ≤
f(z)

g(z)
≤ ∆1, ∀ z ∈ B′(z0, d1),

δ2 ≤
g(z)

h(z)
≤ ∆2, ∀ z ∈ B′(z0, d2),

(6.2.3)

y definimos d := mı́n{d1, d2}, las desigualdades de (6.2.3) se satisfacen para
todo z ∈ B′(z0, d). Por lo tanto,

δ1δ2 ≤
f(z)

g(z)

g(z)

h(z)
≤ ∆1∆2.

Definiendo δ := δ1δ2 y ∆ := ∆1∆2, podemos escribir las anteriores desigualda-
des como

δ ≤ f(z)

h(z)
≤ ∆, ∀ z ∈ B′(z0, d).

De donde se deduce que f(z) � h(z) (z → z0). �
Podemos establecer dos consecuencias de la equivalencia en sentido Hardy

en las siguientes observaciones.
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Observación 6.2.2. Sean j, k ∈ Z+∪{0} tales que |z−z0|j � |z−z0|k (z → z0),
entonces j = k.
Demostración.

Como |z − z0|j � |z − z0|k (z → z0), sabemos que existen δ,∆, d positivas
tales que

δ ≤ |z − z0|j
|z − z0|k

≤ ∆,

de donde tenemos que
δ ≤ |z − z0|j−k ≤ ∆. (6.2.4)

La implicación j = k se deduce inmediatamente de la acotación superior e
inferior de |z − z0|j−k en B′(z0, d). Supongamos que j > k, entonces para todo

z ∈ {z0 + reiθ, 0 < r < δ
1
j−k } se tendŕıa que |z − z0|j−k < δ, lo cual es absurdo

por (6.2.4). Se puede hacer un razonamiento análogo para j < k, tomando para

todo z ∈ {z0 +Reiθ, R > ∆
1
j−k } y utilizando la otra desigualdad en (6.2.4).

�

Observación 6.2.3. Si tomamos f, g ∈ F tales que f(z), g(z) > 0, la relación
de equivalencia f(z) ∼ g(z), cuando z → z0, significa que

ĺım
z→z0

f(z)

g(z)
= 1.

Es evidente que f(z) ∼ g(z), cuando z → z0, implica que f(z) � g(z), cuando
z → z0.
Demostración.

ĺım
z→z0

f(z)

g(z)
= 1⇐⇒ ∀ ε > 0,∃ δ(ε) > 0 : ∀ z ∈ B′(z0, δ),

∣∣∣f(z)

g(z)
− 1
∣∣∣ ≤ ε,

donde la última desigualdad es equivalente a

1− ε ≤ f(z)

g(z)
≤ 1 + ε.

Entonces, si definimos δε := 1− ε, ∆ε := 1 + ε y dε := d(ε), se satisface que

∀ z ∈ B′(z0, δ), δε ≤
f(z)

g(z)
≤ ∆ε.

�

Para concluir esta sección, vamos a probar el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Sea Jk(z0) ∈ Ck×k el bloque de Jordan asociado al valor z0 ∈
C. Entonces, cuando z → z0,

σj(zIk − Jk(z0)) ∼
®

1, j = 1, . . . , k − 1,

|z − z0|k, j = k.
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Demostración.
Definamos la siguiente matriz

A(z) := zIk − Jk(z0) =

à
z − z0 −1

z − z0
. . .

. . . −1
z − z0

í
. (6.2.5)

De donde se tiene que,

det(zIk−Jk(z0)) = (z−z0)k, Λ(zIk−Jk(z0)) = {z−z0}, m(z−z0, A(z)) = k.

Por otro lado,

A(z)A∗(z) =



|z − z0|2 + 1 z̄ − z̄0

z − z0 |z − z0|2 + 1 z̄ − z̄0

. . .
. . .

. . .

z − z0 |z − z0|2 + 1 z̄ − z̄0

z − z0 |z − z0|2


.

(6.2.6)
Los valores propios de (6.2.6) son los cuadrados de los valores singulares

de (6.2.5), es decir,

λj(A(z)A∗(z)) = σ2
j (zIk − Jk(z0)), j = 1, . . . , k. (6.2.7)

Tanto las matrices en (6.2.5) y (6.2.6), como las funciones en (6.2.7) son conti-
nuas respecto de z. Tomando el ĺımite cuando z → z0 se tiene

A(z0) =

à
0 −1

0
. . .

. . . −1
0

í
.

Por lo tanto,
A(z0)A∗(z0) = diag(1, . . . , 1, 0) ∈ Ck×k.

Como Λ(A(z0)A∗(z0)) = {0, 1}, siendo las multiplicidades algebraicas

m(0, A(z0)A∗(z0)) = 1 y m(1, A(z0)A∗(z0)) = k − 1,

se tiene que

∀ j ∈ {1, . . . , k − 1}, σj(zIk − Jk(z0)) ∼ 1, cuando z → z0, (6.2.8)
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mientras que si j = k,

σk(zIk − Jk(z0)) ∼ |z − z0|k, cuando z → z0. (6.2.9)

Vamos a comprobar (6.2.9), para ello tenemos en cuenta que

k∏
j=1

σ2
j (zIk − Jk(z0)) = det ((zIk − Jk(z0))(zIk − Jk(z0))∗) = |z − z0|2k.

(6.2.10)
Por otro lado,

k∏
j=1

σ2
j (zIk − Jk(z0)) = σ2

1(zIk − Jk(z0)) · · ·σ2
k−1(zIk − Jk(z0))σ2

k(zIk − Jk(z0)).

(6.2.11)
Igualando (6.2.10) y (6.2.11), y dividiendo en ambos miembros por |z − z0|2k,
tenemos que

σ2
1(zIk − Jk(z0)) · · ·σ2

k−1(zIk − Jk(z0))σ2
k(zIk − Jk(z0))

|z − z0|2k
= 1,

que podemos escribir como

σ2
k(zIk − Jk(z0))

|z − z0|2k
=

1

σ2
1(zIk − Jk(z0)) · · ·σ2

k−1(zIk − Jk(z0))
.

Si calculamos el ĺımite cuando z → z0, tenemos

ĺım
z→z0

σ2
k(zIk − Jk(z0))

|z − z0|2k
= ĺım
z→z0

1

σ2
1(zIk − Jk(z0)) · · ·σ2

k−1(zIk − Jk(z0))
= 1,

de donde se deduce que σ2
k(zIk − Jk(z0)) ∼ |z − z0|2k o, equivalentemente,

σk(zIk − Jk(z0)) ∼ |z − z0|k. �

6.3. Prueba del teorema principal

En esta sección vamos a presentar un resultado que permite determinar el
número de bloques de Jordan de un tamaño dado correspondientes a un valor
propio z0, a partir de la equivalencia en sentido Hardy entre los valores singulares
de la matriz zIk−Jk(z0) y las potencias |z−z0|k. Para ello, precisamos establecer
unos lemas previos. El primero es una aplicación del Teorema 1, pág. 44 de [61]

Lema 6.3.1. Sean M1,M2,M3 ∈ Cn×n. Se satisface, para k = 1, . . . , n, que

σn(M1)σk(M2)σn(M3) ≤ σk(M1M2M3) ≤ σ1(M1)σk(M2)σ1(M3) (6.3.12)

Lema 6.3.2. Sean M ∈ Cn×n, P ∈ GLn(C) y z0 ∈ Λ(M). Entonces, para
j = 1, . . . , n,

σj(zIn − P−1MP ) � σj(zIn −M), z → z0. (6.3.13)
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Demostración.
Aplicando el Lema 6.3.1 a las matrices M1 := P−1,M2 := zIn−M y M3 :=

P , tenemos las siguientes desigualdades

σn(P−1)σj(zIn−M)σn(P ) ≤ σj(P−1(zIn−M)P ) ≤ σ1(P−1)σj(zIn−M)σ1(P ).
(6.3.14)

Observamos que σj(P
−1(zIn −M)P ) = σj(zIn − P−1MP ) y, si z /∈ Λ(M) =

Λ(P−1MP ), σj(zIn − P−1MP ) > 0 y σj(zIn − M) > 0, para todo j ∈
{1, . . . , n}. Finalmente, podemos definir las siguientes constantes no negati-
vas δ := σn(P−1)σn(P ) y ∆ := σ1(P−1)σ1(P ). Por lo tanto, si dividimos por
σj(zIn−M) en (6.3.14) y tomamos en cuenta lo dicho en este párrafo, podemos
asegurar que

∃ d > 0, t.q. δ ≤ σj(P
−1(zIn −M)P )

σj(zIn −M)
≤ ∆, ∀z ∈ B′(z0, d).

Podemos expresar lo anterior mediante la notación de Hardy, de la siguiente
forma

σj(zIn − P−1MP ) � σj(zIn −M), z → z0.

�

Lema 6.3.3. Sean L ∈ Cq×q y z0 ∈ C tal que z0 6∈ Λ(L). Entonces, para
j = 1, . . . , q,

σj(zIq − L) � 1, z → z0.

Demostración.
Calculamos el ĺımite de los valores singulares σj(zIq − L), j ∈ {1, . . . , q},

cuando z → z0; por ser funciones continuas en la variable z, tenemos

ĺım
z→z0

σj(zIq − L) = σj(z0Iq − L) ∈ R+.

Tomando en cuenta lo dicho en la Observación 6.2.3, podemos asegurar que

σj(zIq − L) � σj(z0Iq − L), z → z0.

Como z0 6∈ Λ(L), podemos considerar que tiene asociado un bloque de Jordan
de tamaño 0. Esto implica que, en la notación de Hardy,

∀ j ∈ {1, . . . , q}, σj(zIq − L) � 1, z → z0.

�
Una vez enunciados estos lemas, podemos probar el resultado siguiente.

Lema 6.3.4. Sean J la forma de Jordan de una matriz M ∈ Cn×n, z0 ∈ C
y k ∈ {1, . . . , n}. Entonces, el número de bloques de Jordan en J con tamaño
k×k correspondientes al autovalor z0, contando repeticiones, es igual al número
de sub́ındices j ∈ {1, . . . , n} tales que σj(zIn −M) � |z − z0|k, cuando z → z0.
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Demostración.
Si z0 6∈ Λ(M), utilizando el Lema 6.3.3, σj(zIn −M) � 1, cuando z → z0.

Con lo cual, no existe j ∈ {1, . . . , n} tal que σj(zIn −M) � |z − z0|k, cuando
z → z0.

Por el contrario, si z0 ∈ Λ(M), según el Lema 6.3.2 se tiene que para j ∈
{1, . . . , n},

σj(zIn −M) � σj(zIn − J), cuando z → z0.

Sea J = J0⊕J1 la descomposición en suma directa de J , donde J0 ∈ Cn0×n0

es la suma directa de los t bloques de Jordan asociados a z0, con z0 6∈ Λ(J1).
Cuando z está suficientemente cerca de z0, los t últimos valores singulares de
zIn − J son justamente los valores singulares infinitesimales de zIn0

− J0. Aśı,

∀j ∈ {n− t+ 1, . . . , n}, ĺım
z→z0

σj(zIn − J) = 0.

El valor de j ∈ {n−t+1, . . . , n} tal que el orden del infinitésimo correspondiente
a σj(zIn−J), cuando z → z0, es k es igual al número de bloques de Jordan en J
de orden k× k asociados a z0. Para j ∈ {1, . . . , n− t}, se tiene σj(zIn− J) � 1,
cuando z → z0. �

Observación 6.3.5. En J0, para cada bloque de Jordan de orden k×k asociado
al valor propio z0, se satisface

∀ j ∈ {1, . . . , k − 1}, σj(zIn0
− J0) � 1,

y σk(zIn0 − J0) � |z − z0|k. Por otro lado, en J1, para cada bloque de Jordan
de orden k × k no asociado a z0, se tiene

∀ j ∈ {1, . . . , k}, σj(zIn1
− J1) � 1.

A continuación probaremos el Teorema 6.1.1.
Demostración.

Primero observaremos que ambas matrices tienen el mismo espectro. En
efecto, una caracterización de los valores propios de una matriz M ∈ Cn×n a
través de sus valores singulares es la siguiente:

z0 ∈ Λ(M)⇐⇒ σn(z0In −M) = 0. (6.3.15)

Como por hipótesis se satisface que σn(zIn − A) = σn(zIn − B), ∀ z ∈ C, se
tiene que Λ(A) = Λ(B) = {λ1, . . . , λp}.

Por otro lado, como σj(zIn − A) = σj(zIn − B) para cualquier z ∈ C y
j ∈ {1, . . . , n}, se tiene que para cada k ∈ {1, . . . , n} y λi ∈ Λ(A) el valor de
j ∈ {1 . . . , n} tal que σj(zIn − A) � |z − z0|k, cuando z → λi, es igual al valor
de j ∈ {1 . . . , n} tal que σj(zIn − B) � |z − z0|k, cuando z → λi. Aśı, por el
Lema (6.3.4), el número de bloques de Jordan de tamaño k × k asociados a λi
en las formas de Jordan de A y B, respectivamente, es el mismo. Como eso se
verifica para todo λi ∈ Λ(A) = Λ(B), deducimos que A ≈ B.

�
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En la prueba del teorema principal de este caṕıtulo utilizaremos los factores
invariantes, los divisores elementales y las particiones asociadas a cada valor
propio λi, i = 1, . . . , p, que conforman la caracteŕıstica de Segre de una matriz
M ∈ Cn×n. Vamos a recordar la relación existente entre ellos. Sean los divisores
elementales asociados a un valor propio λi

(λ− λi)ni1 , (λ− λi)ni2 , . . . , (λ− λi)niti ,

siendo ni1 ≥ ni2 ≥ · · · ≥ niti > 0. A partir de esa sucesión de exponentes
podemos construir la partición de Segre correspondiente a cada valor propio λi,

s(λi,M) = (ni1, ni2, . . . , niti , 0, . . . ).

Utilizaremos la siguiente notación para facilitar la escritura de las expresiones.

s(λi,M) = (s1(λi,M), s2(λi,M), . . . , sti(λi,M), . . . , sn(λi,M)).

Los factores invariantes, construidos a partir de los divisores elementales, se
pueden expresar del modo siguiente:

fn(λ) = (λ− λ1)s1(λ1,M) · · · (λ− λh)s1(λh,M) · · · (λ− λp)s1(λp,M)

fn−1(λ) = (λ− λ1)s2(λ1,M) · · · (λ− λh)s2(λh,M) · · · (λ− λp)s2(λp,M)

...
...

fj(λ) = (λ− λ1)sn−j+1(λ1,M) · · · (λ− λh)sn−j+1(λh,M) · · · (λ− λp)sn−j+1(λp,M)

...
...

f1(λ) = (λ− λ1)sn(λ1,M) . . . (λ− λh)sn(λh,M) . . . (λ− λp)sn(λp,M).

Teorema 6.3.6. Sean A ∈ Cn×n y B ∈ Cm×m. Supongamos que n ≥ m y que

gi(λ) | gi+1(λ) | · · · | gm−1(λ) | gm(λ)

sean los factores invariantes no triviales de B. Supongamos que para todo z ∈ C
y k = 1, . . . ,m− i+ 1 se satisface que

σn−k+1(zIn −A) = σm−k+1(zIn −B). (6.3.16)

Entonces los últimos m− i+ 1 factores invariantes de A,

fn−m+i(λ) | fn−m+i+1(λ) | · · · | fn−1(λ) | fn(λ) (6.3.17)

son no triviales y satisfacen que

fn(λ) = gm(λ), fn−1(λ) = gm−1(λ), . . . , fn−m+i(λ) = gi(λ). (6.3.18)
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Demostración.
Primero veremos que ambas matrices tienen el mismo espectro. En efecto,

por hipótesis se tiene que

Λg
ε,1(A) = {z ∈ C |σn(zIn −A) ≤ ε} = {z ∈ C |σm(zIn −B) ≤ ε} = Λg

ε,1(B)

y, por otro lado, tenemos que

ĺım
ε→0+

Λg
ε,1(A) = Λ(A), ĺım

ε→0+
Λg
ε,1(B) = Λ(B),

respecto de la distancia Hausdorff. Por lo tanto, podemos concluir que Λ(A) =
Λ(B) = {λ1, . . . , λp}.

A continuación, tenemos que probar las igualdades entre los factores inva-
riantes de las matrices A y B, expresadas en (6.3.18), lo cual es equivalente a
probar que las caracteŕısticas de Segre correspondientes a cada valor propio en
las matrices A y B son las mismas para h = 1, . . . , p y k = 1, . . . ,m− i+ 1, es
decir,

sk(λh, A) = sk(λh, B). (6.3.19)

Por el Lema 6.3.4, si z → λh, h = 1 . . . , p, se tiene que

σn−k+1(zIn −A) � |z − λh|sk(λh,A), σm−k+1(zIm −B) � |z − λh|sk(λh,B),
(6.3.20)

para k = 1, . . . ,m− i+ 1. De donde se puede deducir que, si z → λh,

|z − λh|sk(λh,A) � |z − λh|sk(λh,B),

pero por la Observación 6.2.2 se tiene que sk(λh, A) = sk(λh, B), k = 1 . . . ,m−
i+ 1. Con lo cual, se tiene (6.3.18).

�
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Caṕıtulo 7

Fronteras de los
pseudoespectros

7.1. Resultados principales

La frontera del pseudoespectro ordinario de una matriz A ∈ Cn×n de nivel
ε está contenida en la frontera del pseudoespectro estricto, Véase [3, p. 280,
Observación 3.2]. En este caṕıtulo demostraremos que, en general, no son igua-
les. Un problema equivalente es determinar si la función h1(z) = σn(zIn − A)
puede tener máximos locales. La respuesta es afirmativa, de hecho probaremos
que z0 ∈ ∂Λ′ε(A) r ∂Λε(A) si y sólo si h1 tiene un máximo local en z0.

Una pregunta que aparece de forma natural es ¿Cómo puede ser el conjunto
∂Λ′ε(A)\∂Λε(A)? Para tratar de responder a esta cuestión, introduciremos la
noción de conjunto semialgebraico. Citemos que, tanto el pseudoespectro ordi-
nario de una matriz A de nivel ε como su frontera son conjuntos semialgebraicos,
véase [44]. Probaremos que dicha propiedad también se cumple para el pseu-
doespectro estricto. La Figura 7.1 que representa pseudoespectros hendidos de
una matriz 3× 3 que sólo tiene un valor propio preludia la aparición de puntos
aislados y puntos crunodos en la frontera de algunos pseudoespectros.

Recapitulando, los teoremas principales de este caṕıtulo son los siguientes.

Teorema 7.1.1. Para todo ε > 0, los conjuntos Λ′ε(A) y ∂Λ′ε(A) son semialge-
braicos, de C o de R2.

Teorema 7.1.2. Dado un conjunto finito de puntos P de C, se satisface que:

1. existen un ε0 > 0 y una matriz A0 ∈ Cn×n tales que

P ⊂ ∂Λ′ε0(A0)\∂Λε0(A0),

siendo cada z0 ∈ P un punto aislado de ∂Λ′ε0(A0).

2. Para cada z0 ∈ P, la función z 7→ σn(zIn − A0) tiene un máximo local
estricto en z0.

83
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Figura 7.1: Pseudoespectros hendidos.

Por simplificación, vamos a introducir unas notaciones. Dada A ∈ Cn×n y
z ∈ C, denotaremos por

A(z) := zIn −A.
Si identificamos z = x+ yi, con (x, y) ∈ R2, la notación anterior puede reescri-

birse de la forma
A(x, y) := (x+ yi)In −A.

Observemos que con estas notaciones, se tiene h1(z) = σn(A(z)) y h1(x, y) :=
σn(A(x, y)).

7.2. Conjuntos semialgebraicos. Funciones semi-
algebraicas

En esta sección vamos a presentar los conceptos de conjunto semialgebraico
y función semialgebraica, (véanse [13] y [44]).

Sea E un conjunto. Denotemos por P(E) el conjunto de las partes o sub-
conjuntos de E. Se llama álgebra de Boole de subconjuntos de E a todo
conjunto no vaćıo B ⊂ P(E) tal que

Si A,B ∈ B, entonces A ∪B ∈ B;

Si A ∈ B, entonces Ac ∈ B. Recordemos que Ac denota el conjunto com-
plementario de A respecto de E.

Dado un conjunto G ⊂ P(E), se llama álgebra de Boole generada por
G a la intersección de todas las álgebras de Boole que contienen a G.
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Definición 7.2.1. Un subconjunto semialgebraico de Rn es un elemento del
álgebra de Boole de subconjuntos de Rn que está engendrada por los conjuntos

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) > 0}, p ∈ R[X1, . . . , Xn],

donde R[X1, . . . , Xn] denota el anillo de polinomios reales en las variablesX1, . . . , Xn.

Se sigue inmediatamente de la definición que los conjuntos

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) < 0},
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) > 0},
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) ≥ 0},
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) ≤ 0},
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) = 0},
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) 6= 0},

con p ∈ R[X1, . . . , Xn] son semialgebraicos. Se ve fácilmente que un subconjunto
S de Rn es semialgebraico si y sólo si S es una unión finita de conjuntos de la
forma

{x ∈ Rn : p1(x) = 0, . . . , pr(x) = 0, q1(x) > 0, . . . , qs(x) > 0}, (7.2.1)

con p1, . . . , pr, q1, . . . , qs ∈ R[X1, . . . , Xn].

Observación 7.2.2. El conjunto (7.2.1) es unión finita de conjuntos de la forma

{x ∈ Rn : p(x) = 0, q1(x) > 0, . . . , qk(x) > 0}

donde p ∈ R[X1, . . . , Xn] es irreducible. Si S ⊂ Rn y M ⊂ Rm son semialge-
braicos, entonces S ×M ⊂ Rn × Rm es semialgebraico.

Observación 7.2.3. La Definición 7.2.1 se puede extender a subconjuntos Cn,
identificando Cn con R2n. Aśı, dado un conjunto S ⊂ Cn, identificamos cada
elemento s ∈ S por el par (w, `), con w, ` ∈ Rn, siendo s = w + `i. Por lo
tanto, podemos suponer que S es un subconjunto de R2n. Aśı, por la Defini-
ción 7.2.1, diremos que S es semialgebraico, de Cn o R2n indistintamente, si
existen polinomios pj , q

j
l ∈ R[W1, . . . ,Wn, L1, . . . , Ln], tales que

S =
k⋃
j=1

{(w, `) ∈ Rn × Rn : pj(w, `) = 0, qjl (w, `) > 0, l = 1, . . . , rj}.

Definición 7.2.4. Dados dos conjuntos semialgebraicos no vaćıos Si ⊂ Rni , i =
1, 2, una función f : S1 → S2 se dice semialgebraica si su grafo es un conjunto
semialgebraico de Rn1 × Rn2 ≡ Rn1+n2 .

Definición 7.2.5. Sea R := R ∪ {−∞,∞}. Sea S un conjunto semialgebraico
de Rn. Se dice que una función f : S → R es semialgebraica si los conjuntos
f−1(−∞) y f−1(∞) son semialgebraicos y la restricción f

∣∣
S\f−1({−∞,∞}) es una

función semialgebraica.
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Definición 7.2.6. Un conjunto M ⊂ R2 es una subvariedad real anaĺıtica
unidimensional si para todo p ∈ M existen un abierto U ⊂ R y una función
real anaĺıtica f : U → R2 que transforma abiertos de U en abiertos (con la
topoloǵıa relativa) de M y además

p ∈ f(U) y rg[Df(u)] = 1 ∀u ∈ U,

donde Df(u) denota la diferencial de f en u.

Por tanto, de la definición se sigue queM es localmente parametrizable. Una
parametrización viene dada por las dos componentes de la función f . En el lema
siguiente se presentan algunas propiedades de los conjuntos semialgebraicos y
de las funciones semialgebraicas.

Lema 7.2.7. [Bochnak et al., Karow]

(a) La composición de funciones semialgebraicas es semialgebraica.

(b) Sea f : S1 → S2 semialgebraica. Supongamos que A ⊂ S1 y B ⊂ S2 son
conjuntos semialgebraicos. Entonces f(A) y f−1(B) son conjuntos semial-
gebraicos.

(c) Para k = 1, 2, . . . la función σk : Cn×n → [0,∞) es semialgebraica. Asimis-
mo, el conjunto Λε(A) es semialgebraico.

(d) La frontera de un conjunto semialgebraico es un conjunto semialgebraico.

(e) Si S ⊂ R2 es un conjunto semialgebraico no vaćıo, su frontera ∂S puede
descomponerse en la unión disjunta

∂S =M∪̇Q,

dondeM es el conjunto vaćıo o una subvariedad anaĺıtica de R2, unidimen-
sional, formada por un número finito de componentes conexas y Q es un
conjunto finito o el conjunto vaćıo.

(f) Sea f : S ×M→ R una función semialgebraica. Entonces las funciones

f1, f2 : S → R, f1(x) := ı́nf
y∈M

f(x, y), f2(x) := sup
y∈M

f(x, y)

son semialgebraicas.

Demostración.

Las partes (a) y (b) están en Proposición 2.2.6 y 2.2.7 de [13]. Los apartados
(c), (d) y (e) están en Corolario 3.1.22, Proposición 3.1.8, Proposición 3.1.9 y
Corolario 3.1.10 de [44].

�
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7.3. Resultados auxiliares

Comenzamos esta sección introduciendo algunas propiedades de las fronteras
de los pseudoespectros.

Proposición 7.3.1. Sea A ∈ Cn×n y ε > 0. Entonces

(a) ∂Λ′ε(A) = {z ∈ C : h1(z) = ε}.

(b) ∂Λε(A) ⊂ ∂Λ′ε(A).

Demostración.
(a) Sea z0 ∈ ∂Λ′ε(A), entonces aplicando (2.1.3) y la Proposición 2.2.4 (f),

resulta
z0 ∈ Λ′ε(A) ⊂ Λε(A)⇒ h1(z0) ≤ ε,
z0 ∈ (Λ′ε(A))c ⇒ h1(z0) ≥ ε

´
⇒ h1(z0) = ε.

Rećıprocamente, sea z0 tal que h1(z0) = ε. Si z0 6∈ ∂Λ′ε(A), entonces z0 ∈
(Λ′ε(A))c. Luego existe un δ > 0 tal que el disco D = D(z0, δ) satisface D ∩
Λ′ε(A) = ø y, por lo tanto, D ⊂ (Λ′ε(A))c. En estas condiciones, ∀z ∈ D se tiene
que h1(z) ≥ ε = h1(z0). Luego, por la Proposición 2.2.4 (e), z0 es un mı́nimo
local de h1, es decir, z0 ∈ Λ(A) y h1(z0) = 0, lo que es absurdo.

(b) Observemos en primer lugar que para todo X ⊂ C se cumple X =
X̊∪∂X. Ahora, por la Proposición 2.2.4 (a)(f), como Λε(A) es cerrado y Λ′ε(A) =
Λε(A), resulta que

˚̇
Λε(A) ∪̇ ∂Λε(A) = Λε(A) = Λε(A),

˚̇
Λ′ε(A) ∪̇ ∂Λ′ε(A) = Λ′ε(A) = Λε(A).

Por lo tanto,
˚̇

Λε(A) ∪̇ ∂Λε(A) =
˚̇

Λ′ε(A) ∪̇ ∂Λ′ε(A).

Luego, por la Proposición 2.2.4 (b), tenemos que Λ′ε(A) ⊂ Λε(A), entonces

˚̇
Λ′ε(A) ⊂ ˚̇

Λε(A)⇒ ∂Λε(A) ⊂ ∂Λ′ε(A).

�
Como consecuencia, tenemos el corolario siguiente:

Corolario 7.3.2. Son equivalentes:

1. ∂Λε(A) ( ∂Λ′ε(A).

2. Λ′ε(A) (
˚̇

Λε(A).

El siguiente resultado es clave para demostrar el Teorema 7.1.2.
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Teorema 7.3.3. Dado ε0, sea z0 ∈ ∂Λ′ε0(A). Entonces

1. z0 es un punto aislado de ∂Λ′ε0(A) si y sólo si la función h1 alcanza un
máximo local estricto en z0.

2. Si z0 es un punto aislado de ∂Λ′ε0(A), entonces z0 6∈ ∂Λε0(A). Por lo tanto,
si ∂Λ′ε0(A) tiene puntos aislados, se cumple que ∂Λε0(A) ( ∂Λ′ε0(A).

3. z0 ∈ ∂Λ′ε0(A)r∂Λε0(A) si y sólo si la función h1 alcanza un máximo local
en z0.

Demostración.
(1) Supongamos que z0 es un punto aislado de ∂Λ′ε0(A). Entonces existe un

disco abierto D := D(z0, δ), con δ > 0, de modo que ∀z ∈ B′ = D\{z0} se
cumple h1(z) 6= ε0. Veremos que h1(z) > ε0, ∀z ∈ B′, o h1(z) < ε0, ∀z ∈ B′.

Supongamos lo contrario. Sean z1, z2 ∈ B′ tal que h1(z1) < ε0 < h1(z2). Sea
γ(t) una curva continua en [0, 1], con γ(0) = z1, γ(1) = z2, tal que γ(t) ∈ B′,
∀t ∈ [0, 1]. Como h1(γ(t)) es continua en [0, 1], por el Teorema de Bolzano existe
un z3 ∈ B′ tal que h1(z3) = ε0. Lo cual es absurdo.

Si fuera h1(z) > ε0, ∀z ∈ B′, tendŕıamos que z0 seŕıa un mı́nimo local de
h1. Por lo tanto, por la Proposición 2.2.4 (e), z0 seŕıa un valor propio de A, es
decir, ε0 = 0, lo cual es absurdo. Esto implica que h1(z) < ε0, ∀z ∈ B′, es decir,
h1 tiene un máximo estricto local en z0. El rećıproco es inmediato.

(2) Como z0 es aislado en ∂Λ′ε0(A), utilizando el apartado (1), se tiene que
existe un δ > 0 de manera que ∀z ∈ D′ se cumple h1(z) ≤ ε0. Luego D ∩
(Λε0(A))c = ø. Por lo tanto, z0 6∈ ∂Λε0(A).

(3) Tomamos la notación introducida en la demostración de (1). Para probar
este apartado es suficiente notar que

z0 ∈ ∂Λ′ε0(A)\∂Λε0(A) si y sólo si

®
h1(z0) = ε0,

∀z ∈ D,h1(z) ≤ ε0.

�

Lema 7.3.4. Dada A ∈ Cn×n, para (x, y, ε) ∈ R3, con ε ≥ 0, consideramos

q(x, y, ε) := det

Å
εIn A(x, y)

A∗(x, y) εIn

ã
con A(x, y) definida en (2.1.2). Sean ε0 > 0 y (x0, y0) un punto aislado de la
curva q(x, y, ε0) = 0. Entonces, ε0 es un valor singular de A(x0, y0). Además,
si ε0 = h1(x0, y0), entonces (x0, y0) es un punto aislado de ∂Λ′ε0(A).

Demostración.
Por el Lema 1.2.17 se tiene que ε0 es un valor singular de A(x0, y0) si y

sólo si q(x0, y0, ε0) = 0. Supongamos que h1(x0, y0) = ε0. Entonces, por la
Proposición 7.3.1 (a), se tiene que

(x0, y0) ∈ ∂Λ′ε0(A) ⊂ {(x, y) ∈ R2 : q(x, y, ε0) = 0}.
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Por lo tanto, si (x0, y0) es un punto aislado de la curva q(x, y, ε0) = 0, también
lo es de ∂Λ′ε0(A). �

En la Figura 7.3 podemos ver un ejemplo en el que ∂Λ′ε0(A) 6= {(x, y) ∈
R2 : q(x, y, ε0) = 0}, mediante la matriz

A :=

Å
0 0,1
0 1

ã
, con ε0 := 0,6.

Estos hechos son ilustrados por la Figura 7.2 que representa las superficies z =
σ1(x, y) y z = σ2(x, y), siendo σ1(x, y) := σ1((x + yi)I2 − A) y σ2(x, y) :=
σ2((x+ yi)I2 −A). La Figura 7.3 muestra las curvas de nivel producidas por la
intersección de estas dos superficies por el plano horizontal z = 0,6.

Figura 7.2: Superficies z = σ1(x, y), z = σ2(x, y) = h1(x, y).

Recapitulando, llamamos a este fenómeno lo que el lema de Wielandt oculta,
pues no siempre que q(x, y, ε) = 0 significa que el punto (x, y) esté necesaria-
mente contenido en la frontera del ε-pseudoespectro estricto Λ′ε(A) de la matriz
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A. En la prueba del Teorema 7.1.2, utilizaremos las técnicas de Geometŕıa Alge-
braica descritas en el Apéndice A. En concreto, el apartado ii del Teorema A.5.1.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

σ
2
((x+yi)I

2
−A)=0.6

σ
1
((x+yi)I

2
−A)=0.6

Figura 7.3: ∂Λ′ε0(A) 6= {(x, y) ∈ R2 : q(x, y, ε0) = 0}.

7.4. Prueba de los Teoremas principales

Vamos a dar la prueba de los Teoremas 7.1.1 y 7.1.2.

7.4.1. Prueba del Teorema 7.1.1

Consideremos el diagrama siguiente

R2 g→ Cn×n σn→ [0,∞)
(x, y) 7→ (x+ yi)In −A 7→ σn((x+ yi)In −A).

Denotando por

A := (aij + bij i)
n
i,j=1, aij , bij ∈ R,
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obtenemos que el grafo de g es

grafo(g) = {(x, y, xij , yij) : xii = x− aii, yii = y − bii,
xij = −aij , yij = −bij , i, j = 1, . . . , n, j 6= i}.

Si consideramos el polinomio

P (X,Y,Xij , Yij) :=
n∑
i=1

((Xii−X+aii)
2+(Yii−Y+bii)

2)+
n∑

i,j=1
j 6=i

((Xij+aij)
2+(Yij+bij)

2),

se tiene
grafo(g) = {(x, y, xij , yij) : P (x, y, xij , yij) = 0}.

Por lo tanto, de la Definición 7.2.1 se deduce que grafo(g) es un conjunto se-
mialgebraico, de hecho es algebraico, y por la Definición 7.2.4, la función g es
semialgebraica. Si aplicamos los apartados (c) y (a) del Lema 7.2.7, concluimos
que

h1 : R2 → [0,∞)
(x, y) → h1(x, y) := σn((x+ yi)In −A)

es semialgebraica. Por otro lado, como el conjunto [0, ε) es semialgebraico, por
el apartado (c) del Lema 7.2.7 deducimos que h−1

1 ([0, ε)) es semialgebraico. Pero

h−1
1 ([0, ε)) = {(x, y) ∈ R2 : h1(x, y) < ε}.

Recordando la identificación de C con R2, por la Proposición 2.1.2 concluimos
que Λ′ε(A) es un conjunto semialgebraico. Finalmente, por el apartado (d) del
Lema 7.2.7, concluimos que ∂Λ′ε(A) es un conjunto semialgebraico. �

Observación 7.4.1. Todos los resultados obtenidos sobre la semialgebraicidad
de los pseudoespectros ordinario y estricto se pueden extender a los geométricos
de cualquier orden. La demostración es similar, partiendo de la caracterización
de los pseudoespectros geométricos dada en la Proposición 3.1.2, y usando que
la función

σn−k+1 : Cn×n → [0,∞)

es una función semialgebraica. Véase el apartado (c) del Lema 7.2.7.

Observación 7.4.2. Igualmente, partiendo de la caracterización dada en (3.1.5)
y utilizando el Lema 7.2.7 (f), se demuestra que los pseudoespectros algebraicos
de segundo orden son conjuntos semialgebraicos.

Observación 7.4.3. Sea λ un valor propio semisimple de la matriz A ∈ Cn×n.
Consideremos las funciones a(ε) y δ(ε), área y diámetro de la componente conexa
de Λε(A) que contiene al valor propio λ, introducidas en el Caṕıtulo 4. Una
conjetura que nos planteamos es la siguiente.

Conjetura 7.4.4. Las funciones δ, a : [0,∞)→ R son semialgebraicas.

El siguiente teorema se prueba en [14, Lema 3.1 (ii)]
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Teorema 7.4.5 (Regla de de l’Hôpital inversa). Si f, g : [0,∞) → R son fun-
ciones semialgebraicas, f(0) = g(0) = 0, y existe un ε0 > 0 tal que g′(ε) > 0
para ε ∈ (0, ε0), entonces

ĺım
ε→0+

f(ε)

g(ε)
= ` ∈ R =⇒ ĺım

ε→0+

f ′(ε)

g′(ε)
= `.

Si la Conjetura 7.4.4 fuera cierta, entonces del Teorema 4.7.2 deduciŕıamos
que

πc2 = ĺım
ε→0+

a(ε)

ε2
= ĺım
ε→0+

a′(ε)

2ε
= ĺım
ε→0+

a′′(ε)

2
.

Aśı, la derivada a′′+(0) existiŕıa y seŕıa igual a 2πc2. Ya que a′′+(0) = ĺımε→0+ a′′(ε).
Esto nos permitiŕıa eliminar la hipótesis de la existencia de a′′+(0), en el Teore-
ma 4.7.3.

Como el área de una región puede ser expresada por medio de una integral
de ĺınea, y tomando en cuenta que una integral paramétrica es derivable con
respecto al parámetro cuando el integrando lo es, las derivadas a′(ε) y a′′(ε)
existen para ε > 0 suficientemente pequeño.

7.4.2. Prueba del Teorema 7.1.2

Para la demostración de este Teorema precisamos de un resultado previo.

Proposición 7.4.6. Dada la matriz

A :=

Ñ
0 1 4
0 0 1
0 0 0

é
, (7.4.2)

se cumple que z0 = − 4
15 + 0i es un punto aislado de ∂Λ′1

15

(A).

Demostración. Dado (x, y) ∈ R2, sigamos las notaciones del Lema 7.3.4; es
decir, sea A(x, y) := (x+ yi)I3 −A y llamemos

q(x, y, ε) := det

Å
εI3 A(x, y)

A∗(x, y) εI3

ã
.

En primer lugar, pretendemos encontrar los puntos singulares de las curvas de
la familia, de curvas, {q(x, y, ε) = 0}ε∈(0,∞). Es decir, tratamos de encontrar
(x, y, ε) ∈ R3 que cumplan el sistema

q(x, y, ε) = 0, q′x(x, y, ε) = 0, q′y(x, y, ε) = 0.

Operando, las expresiones del polinomio q y sus derivadas parciales son:

q(x, y, ε) = ε6 − 3(x2 + y2 + 6)ε4 + [3(x2 + y2)2 + 18(x2 + y2) + 8x+ 1]ε2 − (x2 + y2)3,
q′x(x, y, ε) = −6x5 − 12x3y2 + 12x3ε2 − 6xy4 + 12xy2ε2 − 6xε4 + 36xε2 + 8ε2,
q′y(x, y, ε) = −6y[(x2 + y2 − ε2)2 + ε4].
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Si observamos la derivada parcial de q respecto de y, se tiene que:

q′y(x, y, ε) = 0⇒


(
x2 + y2 − ε2

)2
+ ε4 = 0 ⇔ (x, y, ε) = (0, 0, 0)

ó

y = 0.

Pero, como ε > 0, resulta que y = 0. Luego, al ser q′y(x, 0, ε) ≡ 0, para buscar
los puntos singulares, basta con considerar el sistema®

q(x, 0, ε) = 0,

q′x(x, 0, ε) = 0.
(7.4.3)

Buscamos las soluciones (x, ε) ∈ R2 de este sistema. Para ello consideramos
q(x, 0, ε) y q′x(x, 0, ε) como polinomios en ε con coeficientes en R[x].

q(x, 0, ε) = ε6 +
(
−3x2 − 18

)
ε4 +

(
3x4 + 18x2 + 8x+ 1

)
ε2 − x6

= ε6 + p4(x)ε4 + p2(x)ε2 + p0(x),

q′x(x, 0, ε) = −6xε4 +
(
12x3 + 36x+ 8

)
ε2 − 6x5

= p̃4(x)ε4 + p̃2(x)ε2 + p̃0(x).

Sus grados, respecto de ε, son 6 y 4, respectivamente.
Mediante la resultante de Sylvester, hallaremos los valores de x para los

que estos polinomios tienen ráıces comunes en ε. Véase (C.1.2). Procedamos, la
matriz resultante de Sylvester de q(x, 0, ε) y q′x(x, 0, ε) respecto de ε es la matriz
siguiente de orden 10 = 6 + 4:

1 0 p4(x) 0 p2(x) 0 p0(x) 0 0 0
0 1 0 p4(x) 0 p2(x) 0 p0(x) 0 0
0 0 1 0 p4(x) 0 p2(x) 0 p0(x) 0
0 0 0 1 0 p4(x) 0 p2(x) 0 p0(x)

p̃4(x) 0 p̃2(x) 0 p̃0(x) 0 0 0 0 0
0 p̃4(x) 0 p̃2(x) 0 p̃0(x) 0 0 0 0
0 0 p̃4(x) 0 p̃2(x) 0 p̃0(x) 0 0 0
0 0 0 p̃4(x) 0 p̃2(x) 0 p̃0(x) 0 0
0 0 0 0 p̃4(x) 0 p̃2(x) 0 p̃0(x) 0
0 0 0 0 0 p̃4(x) 0 p̃2(x) 0 p̃0(x)


El determinante de esta matriz, R(q(x)0, ε), q′x(x, 0, ε), ε), nos da la resul-

tante de Sylvester de los dos polinomios:

R(q(x, 0, ε), q′x(x, 0, ε), ε) =

64x10
(
21600x4 + 15120x3 + 2781x2 − 104x− 48

)2
= 0.

Simplificando, tenemos

64x = 0, 21600x4 + 15120x3 + 2781x2 − 104x− 48 = 0
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cuyas ráıces en x son

0,
−2−

√
22

24
,
−2 +

√
22

24
,− 4

15
. (7.4.4)

Sustituimos x = − 4
15 en (7.4.3) para hallar las ráıces comunes de esos polinomios

en la variable ε
q(−4/15, 0, ε) = ε6 − 1366

75
ε4 +

2731

16875
ε2 − 4096

11390625
= 0

q′x(−4/15, 0, ε) =
8

5
ε4 − 2056

1125
ε2 +

2048

253125
= 0.

Las respectivas ráıces son

1

15
,
−1

15
,

1

15
,
−1

15
,

64

15
,
−64

15
1

15
,

16

15
,
−16

15
,
−1

15
.

Como se puede observar la ráız 1
15 , es doble para el polinomio q y simple para

q′x; es decir, el punto
(
− 4

15 , 0
)

es un punto doble de la curva q(x, y, 1
15 ) = 0 y,

además,

q′′xy

Å
− 4

15
, 0,

1

15

ã2

− q′′xx
Å
− 4

15
, 0,

1

15

ã
q′′yy

Å
− 4

15
, 0,

1

15

ã
< 0;

por lo tanto, en virtud del Apartado II del Teorema A.5.1,
(
− 4

15 , 0
)

es un punto
aislado de la curva q(x, y, 1/15) = 0. Para finalizar la prueba de la Proposición
debemos probar que 1

15 es el menor valor singular de la matriz − 4
15I3 − A,

como indica el Lema 7.3.4. Los valores singulares de − 4
15I3 − A son las ráıces

cuadradas positivas de los ceros del polinomio

p(λ) = det[λI3−(− 4

15
I3−A)∗(− 4

15
I3−A)] = λ3− 1366

75
λ2+

2731

16875
λ− 4096

11390625
,

que son Å
64

15

ã2

,

Å
1

15

ã2

,

Å
1

15

ã2

.

Por lo tanto, h1(−4/15) = σ3

(
− 4

15I3 −A
)

= 1/15. Volviendo a aplicar el Le-
ma 7.3.4, deducimos que −4/15 + 0i es un punto aislado de ∂Λ′1

15

(A). �

La Figura 7.4 representa la frontera del pseudoespectro estricto de la matriz
A de nivel ε = 1/15. Obsérvese que el punto (−4/15, 0) es un punto aislado.

Analizamos a continuación las otras ráıces en (7.4.4) para el polinomio q.

1. Punto
Ä
− 2+

√
22

24 , 0
ä
.
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Figura 7.4: Punto aislado (−4/15, 0).

Sustituimos x = − 2+
√

22
24 en (7.4.3) para hallar las ráıces comunes de esos

polinomios en la variable ε


q
Ä
− 2+

√
22

24 , 0, ε
ä

= ε6 − 1741+2
√

22
96 ε4 + 31937−5708

√
22

6912 ε2 − 5629+1190
√

22
23887872

= 0

q′x
Ä
− 2+

√
22

24 , 0, ε
ä

= 2+
√

22
4 ε4 + 2810−881

√
22

576 ε2 + 1658+361
√

22
331776 = 0.

Las ráıces de q
Ä
− 2+

√
22

24 , 0, ε
ä

son

4 +
√

22

4
− 4−

√
22

24

»
2655 + 566

√
22,

4 +
√

22

4
+

4−
√

22

24

»
2655 + 566

√
22,

−4 +
√

22

4
+

4−
√

22

24

»
2655 + 566

√
22,

−4 +
√

22

4
− 4−

√
22

24

»
2655 + 566

√
22,

−25

12
+

11

24

√
22,

25

12
− 11

24

√
22.
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Las ráıces de q′x
Ä
− 2+

√
22

24 , 0, ε
ä

son

7

12
+

1

8

√
22, − 7

12
− 1

8

√
22,

−25

12
+

11

24

√
22,

25

12
− 11

24

√
22.

Como se puede observar, la ráız − 25
12 + 11

24

√
22 es simple para los polinomios

q y q′x; es decir, el punto
Ä
− 2+

√
22

24 , 0
ä

es un punto doble de la curva

q
Ä
x, y,− 25

12 + 11
24

√
22
ä

= 0.

2. Punto
Ä
−2+

√
22

24 , 0
ä
.

Sustituimos x = −2+
√

22
24 en (7.4.3) para hallar las ráıces comunes de esos

polinomios en la variable ε
q
Ä
−2+

√
22

24 , 0, ε
ä

= ε6 − 1741−2
√

22
96 ε4 + 31937+5708

√
22

27648 ε2 − 5629−1190
√

22
23887872

= 0

q′x
Ä
−2+

√
22

24 , 0, ε
ä

= 2+
√

22
4 ε4 + 2810−881

√
22

576 ε2 + 1658+361
√

22
331776 = 0.

Las ráıces de q
Ä
−2+

√
22

24 , 0, ε
ä

son

4−
√

22

4
− 4 +

√
22

24

»
2655 + 566

√
22,

4−
√

22

4
+

4 +
√

22

24

»
2655 + 566

√
22,

−4−
√

22

4
+

4 +
√

22

24

»
2655 + 566

√
22,

−4−
√

22

4
− 4 +

√
22

24

»
2655 + 566

√
22,

25

12
+

11

24

√
22, −25

12
− 11

24

√
22.

Las ráıces de q′x
Ä
−2+

√
22

24 , 0, ε
ä

son

− 7

12
+

1

8

√
22,

7

12
− 1

8

√
22,

25

12
+

11

24

√
22, −25

12
− 11

24

√
22.

Como se puede observar, la ráız 25
12 + 11

24

√
22 es simple para los polinomios

q y q′x; es decir, el punto
Ä
−2+

√
22

24 , 0
ä

es un punto doble de la curva
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q
Ä
x, y, 25

12 + 11
24

√
22
ä

= 0. Es preciso observar que ese punto no pertenece a

la ∂Λ 25
12 + 11

24

√
22(A). En efecto, se tiene que σ1(−2+

√
22

24 I3−A) = 25
12 + 11

24

√
22.

3. Punto (0, 0).

Sustituimos x = 0 en (7.4.3) para hallar las ráıces comunes de esos poli-
nomios en la variable εq (0, 0, ε) = ε6 − 18ε4 + ε2 = 0

q′x (0, 0, ε) = 8ε2 = 0.

Las ráıces de q (0, 0, ε) son

0, 0, −2 +
√

5,

− 2−
√

5, 2 +
√

5, 2−
√

5.

Las ráıces de q′x (0, 0, ε) son
0, 0.

Como se puede observar, la ráız 0 es doble para los polinomios q y q′x;
es decir, el punto (0, 0) es un punto singular (pero no doble) de la curva
q(x, y, 0) = −(x2 + y2)3 = 0. Claro que esto simplemente confirma que
z = 0 es el valor propio de A; por lo que σ3(0I3 − A) = σ3(A) = 0. Cosa
también sabida pues rgA = 2.

A continuación veremos en las Figuras 7.5,7.6 y 7.7 una ilustración
de las ideas que venimos desarrollando.

Figura 7.5: ε-pseudoespectros con ε bajo.
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Figura 7.6: Curva de nivel de h1(x, y) = σ3

(
(x + yi)I3 − A

)
que contiene un

punto de ensilladura.

Figura 7.7: Máximo relativo de h1(x, y) = σ3

(
(x+ yi)I3 −A

)
.
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Una vez visto este resultado, vamos a demostrar a continuación el Teore-
ma 7.1.2

Demostración.

Para simplificar la notación, vamos a definir

w0 := − 4

15
, ε1 :=

1

15
. (7.4.5)

Sea P := {z1, . . . , zk} ⊂ C. Tomando la matriz dada en (7.4.2), denotamos por

δ :=
1

4
mı́n

1≤p≤q≤k
|zp − zq|, γ :=

δ

ε1 + ‖A‖ , ε0 = γε1 =
γ

15
. (7.4.6)

Aplicando el Lema 2.2.2, para p = 1, 2, . . . , k resulta

Λ′ε0(γA+ (zp − γw0)I3) = zp − γw0 + γΛ′ε0/|γ|(A)

= zp − γw0 + γΛ′ε1(A).
(7.4.7)

Por la Proposición 7.4.6 deducimos que zp es un punto aislado de ∂Λ′ε0(γA +
(zp − γw0)I3).

De otro lado, por la Proposición 2.2.4 (a), de (7.4.7) resulta

Λ′ε0(γA+ (zp − γw0)I3) = zp − γw0 + γΛ′ε1(A)

⊂ zp − γw0 + γD(0, ε1 + ‖A‖) = D(zp − γw0, δ). (7.4.8)

Si definimos

A0 := diag(γA+ (zp − γw0)I3)kp=1,

y utilizamos el apartado (g) de la Proposición 2.2.4 y la expresión (7.4.8), resulta

Λ′ε0(A0) =
k⋃
p=1

Λ′ε0(γA+ (zp − γw0)I3) ⊂
k⋃
p=1

D(zp − γw0, δ).

Para finalizar la prueba del apartado (a), observemos que zp ∈ D(zp−γw0, δ).
Además, esos discos son disjuntos dos a dos, por lo tanto, zp es un punto aislado
de ∂Λ′ε0(A0). El apartado (b) se deduce del apartado (a) del Teorema 7.3.3. �

Observación 7.4.7. En la demostración del Teorema 7.1.2 hemos probado que
cada punto del conjunto P está en la frontera de una componente conexa distinta
del pseudoespectro estricto Λ′ε0(A0). La cuestión que surge es: dado un conjunto
finito de números complejos P, ¿existe una matriz A de modo que para algún
ε0 se cumple que cada z ∈ P es un punto aislado de ∂Λ′ε0(A0), y además el
conjunto P está contenido en la frontera de una misma componente conexa de
Λ′ε0(A0)? La respuesta es afirmativa como demostramos a continuación.
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Sea la matriz A0 y consideremos las notaciones de la demostración del Teore-
ma 7.1.2. Además, denotamos por dist(A,B) la distancia entre los subconjuntos
A y B de C, que se define como

dist(A,B) := ı́nf
(z,w)∈A×B

|z − w|.

En el caso de que los conjuntos A y B sean compactos (cerrados y acotados),
el ı́nfimo se puede sustituir por el mı́nimo. Dados zp, zq ∈ P, consideremos un
camino formado por un número finito de arcos Γpq que una los puntos zp y zq,
y tales que Ñ ⋃

z∈Γpq

D(z, ε0)

é
∩D(zr − γw0, δ) = ø

para r 6= p, q, de modo que podamos conectar cualquier par de puntos de dos
discos distintos. Esto es posible ya que, como ‖A‖ = 2 +

√
5, se tiene

ε0 =
15
√

5− 31

164
δ,

y además, para p 6= q se cumple

dist(D(zp − γw0, δ),D(zq − γw0, δ)) = |zp − zq| − 2δ ≥ 2δ.

Sea el arco Γpq que une los puntos zp y zq. Como ambos puntos son aislados para
∂Λ′ε0(A0), existen dos discos D(zp, η) y D(zq, η), de modo que están contenidos
en Λε0(A0). Elegimos un conjunto finito de puntos del arco γpq:

{w1, w2, . . . , wm},

tales que

|wr − ws| < 2ε0,
|zp − w1| < |zp − wr|, r > 1,
|zq − wm| < |zq − wr|, r < m,
zp 6∈ D(w1, ε0), zq 6∈ D(wm, ε0),
D(zp, η) ∩D(w1, ε0) 6= ø, D(zq, η) ∩D(wm, ε0) 6= ø

Es inmediato comprobar que los puntos del conjunto P son aislados para la
frontera del pseudoespectro estricto de nivel ε0 de la matriz

A1 = diag(A0, w1, w2, . . . , wm).

Además, zp, zq están en la frontera de una componente conexa de Λ′ε0(A1).
Repitiendo el razonamiento, podemos construir en un número finito de pasos
una matriz A, tal que el conjunto P esté contenido en la frontera de alguna
componente conexa de Λ′ε0(A).

Hemos probado que una matriz puede tener un número finito de puntos ais-
lados para la frontera del pseudoespectro estricto, y todos esos puntos están en
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una misma componente conexa. Sin embargo, podemos preguntarnos si puede
haber dos puntos aislados en la frontera de una componente conexa del pseudo-
espectro estricto, que contiene sólo un valor propio. La respuesta es afirmativa.
En efecto, si tomamos la siguiente matrizÜ

0 1 4 20
0 0 1 4
0 0 0 1
0 0 0 0

ê
,

repitiendo la demostración de la Proposición 7.4.6, se comprueba que los puntos

− 4

19
± 4
√

5

95
i

son aislados del pseudoespectro estricto de nivel ε =
√

5
95 . Sea q(x, y, ε) el po-

linomio det(ε2I4 − ((x − yi)I4 − A∗)((x + yi)I4 − A)). En la Figura 7.8 está
representada la curva algebraica real q(x, y,

√
5/95) = 0 en color azul; en color

verde aparecen los puntos dobles aislados (− 4
19 ,± 4

√
5

95 ), son acnodos, y forman
parte de esta curva. En la Figura 7.9 podemos ver la gráfica de la superficie
z = h1(x, y) = σ4

(
(x + yi)I4 − A

)
, donde aparecen dos máximos relativos de

esta función en los puntos (− 4
19 ,± 4

√
5

95 ).

Figura 7.8: Puntos acnodos (− 4
19 ,± 4

√
5

95 ).
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Figura 7.9: Máximos relativos de h1 en los puntos (− 4
19 ,± 4

√
5

95 ).

Observación 7.4.8. Hemos probado que ∂Λε(A) ⊂ ∂Λ′ε(A), y además pueden
diferir en un conjunto finito de puntos, en algún caso. La pregunta que surge es:
¿pueden diferir ambos conjuntos en un número infinito de puntos?

Supongamos que ∂Λ′ε(A) r ∂Λε(A) tiene infinitos puntos. Entonces una de
las componentes conexas de ∂Λ′ε(A), que denotamos por C, tiene infinitos puntos
que no están en ∂Λε(A). Denotemos a ese conjunto por X := C∩(∂Λε(A))c. Si X
tiene infinitos puntos aislados (respecto al mismo conjunto) entonces C∩∂Λε(A)
tiene infinitas componentes conexas, lo que es absurdo. Luego, X no tiene in-
finitos puntos aislados, es decir es a lo sumo una unión finita de subvariedades
reales anaĺıticas 1−dimensionales de R2.

Luego, los conjuntos ∂Λε(A) y ∂Λ′ε(A) difieren a lo sumo en un conjunto
finito de puntos y en una subvariedad real anaĺıtica 1−dimensional de R2, con
un número finito de componentes conexas.

Concluimos esta sección probando que las funciones h1 y h2 coinciden en los
máximos locales de h1.

Proposición 7.4.9. Sea A ∈ Cn×n. Supongamos que la función h1 tiene un
máximo local en z0. Entonces,

h2(z0) = h1(z0).
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos considerar z0 = 0. Deno-
temos por σ0 := h1(0) > 0.

Vamos a suponer en primer lugar que el valor singular σ0 de A(0) es simple.
Sea (u, v) un par de vectores singulares de A(0) asociado a σ0. Identificando
z con (x, y) ∈ R2, existe un δ > 0 tal que h1 es una función real anaĺıtica en
D((0, 0), δ), véase [70]. Además

h1(x, y) = σ0 + Re(−u∗v)x+ Im(−u∗v)y +O(x2 + y2)

cuando (x, y)→ (0, 0). Por ser h1 una función real anaĺıtica y tener un máximo
local en (0, 0), sus derivadas parciales de primer orden se anulan en ese punto,
por lo tanto, u∗v = 0. Según [54], se tiene que la matriz A(0)− σuv∗, que dista
de A(0) exactamente σ0, tiene a cero como valor propio múltiple. Con lo cual,
por el Teorema 3.1.4, resulta

σ0 ≥ h2(0) = máx
t≥0

σ2n−1

Å
A(0) tIn
O A(0)

ã
≥ σ2n−1

Å
A(0) O
O A(0)

ã
= σ0.

Supongamos ahora que σ0 sea un valor singular múltiple de A(0). Para este
caso, resulta σn−1(A(0)) = σ0. Pero como

σn−1(A(0)) ≥ σ2n−1

Å
A(0) X

0 A(0)

ã
,

para cualquier matriz X ∈ Cn×n, entonces

σ0 = σn−1(A(0)) ≥ h2(0) ≥ σ0.

�

Observación 7.4.10. Por el Teorema 3.1.4, si h1 tiene un máximo local en z0,
entonces h1(z0) es la distancia de A al conjunto de matrices que tienen a z0

como valor propio múltiple.

Observación 7.4.11. Notemos que la misma propiedad de la Proposición 7.4.9
la cumplen los puntos de colisión de dos componentes conexas, como se ha
probado en la Proposicion 3.3.1. De hecho, las funciones h1 y h2 alcanzan el
mismo valor en los puntos de ∂Λ′ε(A) que son puntos singulares de la curva
algebraica real q(x, y, ε) = 0, donde q(x, y, ε) es el polinomio de Wielandt de la
matriz A correspondiente al valor ε > 0.

7.5. Corroboración mediante derivadas

En la Subsección 7.4.2 hemos obtenido cuatro pares (x, y) con sus corres-
pondientes ε, soluciones del sistema (7.4.3). Uno de ellos es un punto singular
aislado de la curva algebraica real q(x, y, 1

15 ) = 0 (que contiene a ∂Λ′1/15(A)), y
que ha sido útil en la demostración del Teorema 7.1.2. En esta sección, el objeti-
vo es analizar los otros puntos, para ello utilizaremos el resultado siguiente, que
es una adaptación de [53, Teorema 8, p. 161] y [53, Teorema 11, p. 166] sobre
las derivadas parciales de un valor singular.



104 Cap. 7 Fronteras de los pseudoespectros

Teorema 7.5.1. Sean una matriz A ∈ Cn×n y σ0 un valor singular simple
positivo de A. Sean (p, q) un par de vectores singulares unitarios de A para σ0.
Sean

Y :=

Å
σ0In −A
−A∗ σ0In

ã
, w =

Å
p
q

ã
∈ C2n×1.

Dado un (x, y) ∈ R2, consideramos las funciones

A(x, y) = (x+ yi)In −A, B(x, y) =

Å
O A(x, y)

A(x, y)∗ O

ã
.

Entonces, existen un δ > 0, un entorno del origen D = D((0, 0), δ) y una
función real anaĺıtica f en D tal que

1. f(0, 0) = σ0,

2. para todo (x, y) ∈ D, f(x, y) es un valor singular de A(x, y), y

3.

f ′x(0, 0) = 1
2w
∗B′x(0, 0)w, f ′y(0, 0) = 1

2w
∗B′y(0, 0)w,

f ′′xx(0, 0) = w∗B′x(0, 0)Y †B′x(0, 0)w, f ′′yy(0, 0) = w∗B′y(0, 0)Y †B′y(0, 0)w,

f ′′xy(0, 0) = 1
2

(
w∗B′x(0, 0)Y †B′y(0, 0)w + w∗B′y(0, 0)Y †B′x(0, 0)w

)
.

Caso: x2 = − 2+
√

22
24 .

La matriz correspondiente es

A(x1, 0) =

Ö
− 2+

√
22

24 −1 −4

0 − 2+
√

22
24 −1

0 0 − 2+
√

22
24

è
.

El número ε2 = −50+11
√

22
24 es el menor valor singular de A(x1, 0). Si considera-

mos la descomposición en valores singulares de la matriz A(x1, 0) y aplicamos
el Teorema 7.5.1, tenemos

w =
Ä
−7+

√
22

12 , 2+
√

22
12 , 5+

√
22

12 , 5+
√

22
12 , 2+

√
22

12 , −7+
√

22
12

äT
.

Por otro lado, la matriz Y † se puede escribir como

Y † =

Å
M N
NT Q

ã
,

donde

M =

â
− 24415

√
22

228096 − 739
1296

33593
√

22
57024 + 29053

10368 − 121339
√

22
228096 − 6479

2592

33593
√

22
57024 + 29053

10368 − 341621
√

22
114048 − 18505

1296
142751

√
22

57024 + 121729
10368

− 121339
√

22
228096 − 6479

2592
142751

√
22

57024 + 121729
10368 − 325927

√
22

228096 − 562
81

ì
,
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N =

â
137861

√
22

228096 + 7345
2592 − 38983

√
22

57024 − 33155
10368

34337
√

22
228096 + 989

1296

− 162529
√

22
57024 − 138623

10368
397963

√
22

114048 + 21239
1296 − 38983

√
22

57024 − 33155
10368

390233
√

22
228096 + 650

81 − 162529
√

22
57024 − 138623

10368
137861

√
22

228096 + 7345
2592

ì
,

Q =

â
− 325927

√
22

228096 − 562
81

142751
√

22
57024 + 121729

10368 − 121339
√

22
228096 − 6479

2592

142751
√

22
57024 + 121729

10368 − 341621
√

22
114048 − 18505

1296
33593

√
22

57024 + 29053
10368

− 121339
√

22
228096 − 6479

2592
142751

√
22

57024 + 121729
10368 − 24415

√
22

228096 − 739
1296

ì
.

Utilizando el apartado (3) del Teorema 7.5.1, se tiene que

f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = f ′′xy(0, 0) = 0,

f ′′xx(0, 0) = 44+13
√

22
36 , f ′′yy(0, 0) = − 616+128

√
22

33 .

Lo cual prueba que la función h1 tiene un punto de ensilladura en (x2, 0).

Caso: x3 = −2+
√

22
24 .

La matriz correspondiente es

A(x3, 0) =

Ö
−2+

√
22

24 −1 −4

0 −2+
√

22
24 −1

0 0 −2+
√

22
24

è
.

El número ε3 = 50+11
√

22
24 es un valor singular simple de A(x3, 0). Si considera-

mos la descomposición en valores singulares de la matriz A(x3, 0) y aplicamos
el Teorema 7.5.1, tenemos

w =
Ä
−7+

√
22

12 , 2−
√

22
12 , 5−

√
22

12 , −5+
√

22
12 , −2+

√
22

12 , −7−
√

22
12

äT
.

Por otro lado, la matriz Y † se puede escribir como

Y † =

Å
M N
NT Q

ã
,

donde

M =

â
− 24415

√
22

228096 + 739
1296

33593
√

22
57024 − 29053

10368 − 121339
√

22
228096 + 6479

2592

33593
√

22
57024 − 29053

10368 − 341621
√

22
114048 + 18505

1296
142751

√
22

57024 − 121729
10368

− 121339
√

22
228096 + 6479

2592
142751

√
22

57024 − 121729
10368 − 325927

√
22

228096 + 562
81

ì
,
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N =

â
− 137861

√
22

228096 + 7345
2592

38983
√

22
57024 + 33155

10368 − 34337
√

22
228096 + 989

1296

162529
√

22
57024 − 138623

10368 − 397963
√

22
114048 + 21239

1296
38983

√
22

57024 + 33155
10368

− 390233
√

22
228096 + 650

81
162529

√
22

57024 − 138623
10368 − 137861

√
22

228096 + 7345
2592

ì
,

Q =

â
− 325927

√
22

228096 + 562
81

142751
√

22
57024 − 121729

10368 − 121339
√

22
228096 + 6479

2592

142751
√

22
57024 − 121729

10368 − 341621
√

22
114048 + 18505

1296
33593

√
22

57024 − 29053
10368

− 121339
√

22
228096 + 6479

2592
33593

√
22

57024 − 29053
10368 − 24415

√
22

228096 + 739
1296

ì
.

Utilizando el apartado (3) del Teorema 7.5.1, se tiene que

f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = f ′′xy(0, 0) = 0,

f ′′xx(0, 0) = −44+13
√

22
36 , f ′′yy(0, 0) = 616−128

√
22

33 .

Lo cual prueba que la función ‖A(x, y)‖ = σ1

(
A(x, y)

)
tiene un mı́nimo local

en (x3, 0).

Aunque ya hemos caracterizado el punto singular doble (− 4
15 , 0) mediante la

naturaleza de los puntos singulares de curvas algebraicas reales planas, vamos
a comprobar de modo alternativo que la función h1(x, y) := σ3(A(x, y)) =
σ3((x+ yi)I3 −A) tiene un máximo relativo estricto en (− 4

15 , 0).
Antes vamos a recapitular brevemente los resultados recogidos en el art́ıculo

de revisión [39] sobre derivadas direccionales por la derecha de funciones defini-
das mediante los valores singulares de matrices que dependen de varias variables
reales. Sea ϕ : Ω→ R una función definida en un subconjunto abierto Ω de Rp
con valores reales. Sean el punto x0 ∈ Ω y d ∈ Rp un vector unitario en la
norma eucĺıdea. Llamaremos derivada direccional por la derecha de ϕ en
x0 respecto de d al ĺımite

ϕ′+(x0,d) := ĺım
h→0+

ϕ(x0 + hd)− ϕ(x0)

h

si este ĺımite existe. Al ĺımite más restrictivo

ϕ′(x0,d) := ĺım
h→0

ϕ(x0 + hd)− ϕ(x0)

h

lo llamaremos derivada direccional de ϕ en x0 respecto de d. Sea A : Ω →
Cn×n una función matricial de clase C1 definida sobre el abierto Ω ⊂ Rp. Para
cada x ∈ Ω, denotemos por sk(x), k = 1, . . . , n los valores singulares de la matriz
A(x) ordenados en sentido decreciente. Obtenemos aśı n funciones sk : Ω→ R,
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k = 1, . . . , n. Hiriart-Urruty y Ye (también J.G. Sun) probaron que para todo
x0 ∈ Ω y para cada vector unitario d ∈ Rp existe la derivada direccional por la
derecha de sk en x0 respecto de d

s′k+(x0,d)

y probaron que era un determinado valor propio de una matriz hermı́tica F (x0,d),
que depende de x0,d y de las derivadas parciales primeras de la función A en
x0. Véanse los Teoremas 5 y 6 de Gracia [39]. Ahora diremos sucintamente cómo
hallar F (x0,d) y cuál de sus valores propios se trata. Por el Lema de Wielandt
sabemos que los valores propios de la matriz hermı́tica

M(x) :=

Å
O A(x)

A(x)∗ O

ã
son

s1(x) ≥ · · · ≥ sn(x) ≥ −sn(x) ≥ · · · − s1(x).

Escribamos esta lista con más detalle donde se pone la atención sobre el valor
singular k-ésimo de A(x0). Ya sabemos que para todo vector unitario d =
(d1, . . . , dp) ∈ Rp la derivada direccional por la derecha de la función sk : Ω →
R en x0 respecto de d, s′k+(x0,d), existe. Para determinar su valor hay que
precisar cuántos valores singulares deA(x0) iguales a σk(A(x0)) existen delante
y cuántos detrás de su posición. Supongamos que

s1(x0) ≥ · · · ≥ sk−ik(x0) > sk−ik+1(x0) = · · · = sk(x0)

= sk+1(x0) = · · · = sk+jk(x0) > sk+jk+1(x0) ≥ · · · ≥ sn(x0). (7.5.9)

Esto quiere decir que sk(x0) es un valor singular de multiplicidad rk := ik + jk,
siendo ik el número de valores singulares iguales a sk(x0) situados delante de
la posición k+ 1, y jk el número de valores singulares iguales a sk(x0) situados
detrás de la posición k. Obsérvese que ik ≥ 1 y que jk podŕıa ser cero. Cuando
k = 1, tenemos que i1 = 1,j1 = r1 − 1. En el caso de que sk(x0) sea simple,
ik = 1, jk = 0. Cuando k = n, que es el caso que va a ocurrir en el Ejemplo
que sigue, tenemos que in = rn y jn = 0. Aunque la notación no lo indica los
números ik, jk y rk dependen de x0.

Sea
H := M(x0).

Por el Lema de Wielandt, sk(x0) es un valor propio de multiplicidad rk de la
matriz hermı́tica H. Como H es diagonalizable, tenemos que rk es igual a la
dimensión del subespacio propio asociado a este valor propio:

rk = dim Ker
(
sk(x0)I2n −H

)
.

Sea v1, . . . ,vrk ∈ C2n×1 una base de este subespacio. Mediante el método de or-
togonalización de Gram-Schmidt obtenemos una base ortonormal u1, . . . ,urk ∈
C2n×1 del mismo. Formemos la matriz W2 que los tiene por columnas

W2 := [u1, . . . ,urk ] ∈ C2n×rk ;



108 Cap. 7 Fronteras de los pseudoespectros

partamos esta matriz en la forma ï
U2

V2

ò
donde U2, V2 ∈ Cn×rk .

Del Corolario 7 de [39] se sigue que: Para cada vector unitario d = (d1, . . . , dp) ∈
Rp se tiene que

s′k+(x0,d) = µik ,

siendo µik el valor propio de la matriz hermı́tica de orden rk

G(d) := U∗1

(
p∑
j=i

dj
∂A

∂xj
(x0)

)
V2 +

(
U∗1

(
p∑
j=i

dj
∂A

∂xj
(x0)

)
V2

)∗
que ocupa la posición ik-ésima en la ordenación decreciente

µ1 ≥ · · · ≥ µrk
de los valores propios de esta matriz.

Considerando la matriz B definida en (7.4.2) como A(x, y) := (x+yi)I3−A,
entonces

∂A

∂x
(x, y) = I3,

∂A

∂y
(x, y) = iI3,

Sea A0 := A(−4/15, 0), llamemos

H :=

Å
O A0

A∗0 O

ã
∈ R6×6.

El número 1/15 es valor propio doble de la matriz H y un par de vectores
propios asociados a él linealmente independientes son

v1 =


1
−4
0
−4
1
0

 , v2 =


4
−15
−4
−16

0
1


Aśı pues, {v1,v2} es una base del subespacio propio Ker((1/15)I6 −H). Me-
diante el método de Gram-Schmidt obtenemos una base ortogonal del mismo:

w1 := v1, w2 := v2 −
w1 · v2

w1 ·w1
w1.

Finalmente, obtenemos una base ortonormal de este subespacio propio:

u1 :=
w1

‖w1‖
, u2 :=

w2

‖w2‖
.



Sec. 7.5 Corroboración mediante derivadas 109

Lo que nos da:

u1 =
1√
34


1
−4
0
−4
1
0

 , u2 =
1√

9282


4
1
−68
−16
−64
17

 .

Con las Notaciones que preceden a este Ejemplo tenemos que

W2 := [u1,u2];

es decir, W2 es la matriz 6× 2 cuyas columnas son los vectores u1 y u2. Parti-
cionando W2 en dos submatrices U2, V2 ∈ R3×2

W2 =

Å
U2

V2

ã
,

obtenemos

U2 =



1√
34

4√
9282

−4√
34

1√
9282

0
−68√
9282


, V2 =



−4√
34

−16√
9282

1√
34

−64√
9282

0
17√
9282


.

Por lo dicho más arriba se tiene que la derivada direccional por la derecha

h′1+((−4/15, 0), (cos t, sen t)) := ĺım
δ→0+

h1(−4/15 + δ cos t, δ sen t)− h1(−4/15, 0)

δ

viene dada por el menor valor propio de la matriz 2× 2 (aqúı i3 = 2, r3 = 2).

G(cos t, sen t) := eitU∗2V2 + e−itV ∗2 U2.

De donde, con ayuda de Maple 17, deducimos que

h′1+((−4/15, 0), (cos t, sen t)) = −34

91
cos t− 5

182

√
249− 24 cos 2t.

Llamando

f(t) := −34

91
cos t− 5

182

√
249− 24 cos 2t,

se tiene que el máximo valor de f en el intervalo 0 ≤ t ≤ 2π se alcanza en π y
vale f(π) = −1/26. Véase la Figura 7.10. Esto se deduce viendo que f ′(π) = 0
y f ′′(π) < 0. Por tanto, para todo t ∈ [0, 2π)

h′1+((−4/15, 0), (cos t, sen t)) < 0.

Como todas las derivadas direccionales por la derecha de h1 en (−4/15, 0) son
negativas, la función h1 tiene un máximo relativo estricto en (−4/15, 0).
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Figura 7.10: Gráfica de la función f sobre el intervalo 0 ≤ t ≤ 2π.

7.6. Corroboración mediante curvas algebraicas

Otra forma de determinar la naturaleza de los puntos que son solución del
sistema (7.4.3) es mediante el Teorema A.5.1. En efecto, cada uno de los pares
(x, y) obtenido es un punto singular de la curva q(x, y, ε) = 0, siendo ε la tercera
componente en cada una de las ternas solución de (7.4.3). Para cada uno de esos
ε, calcularemos las derivadas parciales segundas del polinomio q(x, y, ε) y, según
el signo que tome ∆, clasificaremos el correspondiente punto singular (x, y).

Las derivadas parciales q′′xx, q′′yy y q′′xy son las siguientes

q′′xx(x, y, ε) = −36x2y2 − 6y4 + 36ε2 + 36ε2x2 − 30x4 + 12ε2y2 − 6ε4

q′′yy(x, y, ε) = 36ε2 − 6ε4 + 36ε2y2 − 6x4 − 36x2y2 − 30y4 + 12ε2x2

q′′xy(x, y, ε) = −24x3y − 24xy3 + 24ε2xy
(7.6.10)

Caso: (x0, y0, ε0) = (0, 0, 0). Este es un caso trivial a la luz de la correspondiente
curva algebraica real q(x, y, 0) = 0. En efecto,

C0 := {(x, y) ∈ R2 : q(x, y, 0) = 0} = {(x, y) ∈ R2 : − (x2 +y2)3 = 0} = {(0, 0)}.

Por lo tanto (0, 0) es un punto aislado de C0, pues el único punto de dicha curva.
Por tanto, (0, 0) es un punto singular de C0. De hecho, sabemos que 0 es el único
valor propio de A.

Caso: (x1, y1, ε1) =
(
− 4

15 , 0,
1
15

)
.

Sustituyendo los valores en (7.6.10), tenemos

A := q′′xx
(
− 4

15 , 0,
1
15

)
= 22

1125 ,

C := q′′yy
(
− 4

15 , 0,
1
15

)
= 2

15 ,

B := q′′xy
(
− 4

15 , 0,
1
15

)
= 0.

Con lo cual,

∆ := B2 −AC = − 44
16875 < 0.

Aplicando el apartado II del Teorema A.5.1, se tiene que
(
− 4

15 , 0
)

es un punto
aislado de q

(
x, y, 1

15

)
= 0.
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Caso: (x2, y2, ε2) =
Ä
−2−

√
22

24 , 0, 11
√

22−50
24

ä
.

Sustituyendo los valores en (7.6.10), tenemos

A := q′′xx
Ä
−2−

√
22

24 , 0, 11
√

22−50
24

ä
= −91685+19547

√
22

144 ,

C := q′′yy
Ä
−2−

√
22

24 , 0, 11
√

22−50
24

ä
= −1918+409

√
22

3 ,

B := q′′xy
Ä
−2−

√
22

24 , 0, 11
√

22−50
24

ä
= 0.

Con lo cual,

∆ := B2 −AC = − 11(−8335+1777
√

22))(−1918+409
√

22)
432 > 0.

Aplicando el apartado I del Teorema A.5.1, se tiene que
Ä
−2−

√
22

24 , 0
ä

es un punto

crunodo o nodo ordinario de q
Ä
x, y, 11

√
22−50
24

ä
= 0.

Caso: (x3, y3, ε3) =
Ä
−2+

√
22

24 , 0, 11
√

22+50
24

ä
.

Sustituyendo los valores en (7.6.10), tenemos

A := q′′xx
Ä
−2+

√
22

24 , 0, 11
√

22+50
24

ä
= −91685−19547

√
22

144 ,

C := q′′yy
Ä
−2+

√
22

24 , 0, 11
√

22+50
24

ä
= −1918−409

√
22

3 ,

B := q′′xy
Ä
−2+

√
22

24 , 0, 11
√

22+50
24

ä
= 0.

Con lo cual,

∆ := B2 −AC = − 11(8335+1777
√

22))(1918+409
√

22)
432 < 0.

Aplicando el apartado II del Teorema A.5.1, se tiene que
Ä
−2+

√
22

24 , 0
ä

es un

punto aislado de q
Ä
x, y, 11

√
22+50
24

ä
= 0.

7.7. Alternativa usando una fórmula de Lippert

Una forma alternativa de probar que la función h1(x, y) = σn
(
(x+yi)In−A

)
tiene un máximo relativo estricto en (−4/45, 0) puede ser basada en el lema
siguiente de Lippert [51], Lema A.5. Para la notaciones sobre ik, jk seguimos lo
indicado en (7.5.9).

Lema 7.7.1 (Lippert, Hiriart-Urruty et al.). Dada una matriz A ∈ Cn×n, sea
σk(A) > 0 un valor singular de multiplicidad rk = ik + jk; es decir

σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ . . . ≥ σk−ik(A) > σk−ik+1 = . . . = σk(A)

= σk+1(A) = . . . = σk+jk > σk+jk+1(A) ≥ . . . ≥ σn(A).

Sean U, V ∈ Cn×rk matrices ortogonales por columnas, las cuales están forma-
das por rk vectores singulares a izquierda y derecha, respectivamente, asociados
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a σk(A). Sea (x, y) ∈ R2 tal que x2 + y2 = 1. Entonces, cuando t → 0+, se
cumple

σk(t(x+ yi)In +A) = σk(A) + µik(x, y)t+O(t2),

siendo µik(x, y) el valor propio que ocupa la posición ik-ésima en la ordenación
decreciente de los rk valores propios de la matriz hermı́tica

1

2
((x+ yi)U∗V + (x− yi)V ∗U) .

Vamos a aplicar este resultado a la matriz

A =

Ñ
− 4

15 1 4
0 − 4

15 1
0 0 − 4

15

é
,

cuyos valores singulares son: σ1(A) = 64
15 > σ2(A) = σ3(A) = 1

15 . Como
σ2(A) = σ3(A), podemos elegir dos vectores singulares unitarios a izquierda
y otros dos a derecha, asociados al valor propio 1

15 , de modo que las matrices U
y V, respectivamente, sean ortogonales por columnas.

U =

á √
17

17
4
√

4641
4641

− 4
√

17
17

√
4641

4641

0 − 4
√

4641
273

ë
, V =

á
− 4
√

17
17 − 16

√
4641

4641
√

17
17 − 64

√
4641

4641

0 4
√

4641
273 .

ë
Aqúı i3 = 2 Calculamos los valores propios de la matriz 1

2 ((x+ yi)U∗V + (x− yi)V ∗U).

det

Å
λI2 −

1

2
((x+ yi)U∗V + (x− yi)V ∗U)

ã
= λ2 +

68x

91
λ− 11x2 + 75y2

364

= λ2 +
68x

91
λ− 64x2 − 75

364
,

cuyas soluciones son

µ1(x) =
−68x+ 5

√
3(91− x2)

182
, µ2(x) =

−68x− 5
√

3(91− x2)

182
,

donde se ha tenido en cuenta que y2 = 1− x2. El menor valor propio es µ2(x),
cuyo máximo en el intervalo [−1, 1] se alcanza en x = −1 y vale − 1

26 . Según el
Lema 7.7.1, se tiene que (−4/15, 0) es un máximo relativo estricto de h1.

7.8. Más sobre el caso (x0, y0, ε0) = (0, 0, 0)

Queremos hacer unos comentarios finales para completar el análisis del caso
en que (x0, y0, ε0) = (0, 0, 0), para el que ya vimos que (x0, y0) = (0, 0) es
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un punto singular aislado de la curva algebraica q(x, y, 0) = 0. Por otra parte
sabemos que 0 = 0 + 0i es el único valor propio de la matriz

A :=

Ñ
0 1 4
0 0 1
0 0 0

é
;

esto es, σ3

(
(x + yi)I3 − A

)
= 0 si y sólo si (x, y) = (0, 0). Por tanto, los pseu-

doespectros ordinarios y estrictos de nivel 0 de A son Λ0(A) = {0}, Λ′0(A) = ø
y, por ende, ∂Λ0(A) = {0}, ∂Λ′0(A) = ø; que nos da un ejemplo trivial de la
relación Λ′0(A) $ Λ0(A). Por otro lado, tenemos el teorema siguiente

Teorema 7.8.1 ([17], Teorema 4.2, página 87). Sea B ∈ Cn×n. Sea h1 : R2 → R
la función dada por

h1(x, y) := σn
(
(x+ yi)In −B

)
, (x, y) ∈ R2.

Entonces x̃ + ỹi es un valor propio de B si y sólo si la función h1 tiene un
mı́nimo relativo en (x̃, ỹ).

Véase también la Proposición 2.2.4 (b). Ya que para todo (x, y) ∈ R2,
h1(x, y) ≥ 0 y x̃+ ỹi es un valor propio de A si y sólo si σn

(
(x+ yi)In−A

)
= 0,

todos los mı́nimos relativos de h1 son mı́nimos absolutos y valen 0. Es decir,
en nuestro caso 0 es el único valor propio de A y h1(0, 0) = σ3(−A) = 0. Por
consiguiente la curva de nivel cero de la función h1,

{(x, y) ∈ R2 : σ3

(
(x+ yi)I3 −A

)
= 0}

sólo contiene el punto (0, 0).
Conclusión.- Λ0(A) = {(x, y) : h1(x, y) = 0} = {(0, 0)}. Por tanto, (0, 0)

es el único punto aislado de ∂Λ0(A).
Vamos a demostrar que todas las derivadas direccionales por la derecha de

h1 en (0, 0) son iguales a cero. Por lo que todas las derivadas direccionales
(en particular las derivadas parciales respecto de x y de y) en (0, 0) valdrán 0.
Sabemos que esta condición es necesaria para un mı́nimo relativo “suave” en
(0, 0); pero no es una condición suficiente.

Los valores singulares de la matriz (0 + 0i)I3−A son:
√

5 + 2 >
√

5− 2 > 0.
Por tanto, 0 es un valor singular simple de −A, pero ¡ojo! 0 es un valor propio
doble de la matriz

H :=

Å
O −A
−A∗ O

ã
Los 6 valores propios de esta matriz H ordenados en sentido decreciente son:

√
5 + 2 >

√
5− 2 > 0 = 0 > −(

√
5− 2) > −(

√
5 + 2).

Busquemos dos vectores propios de H linealmente independientes asociados a 0
con ayuda de la función Eigenvectors(H,output=’list’) de Maple 17:
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u1 :=


0
0
0
1
0
0

 , u2 :=


0
0
1
0
0
0


Aśı pues, hemos obtenido una base ortonormal del subespacio propio Ker(0I6−
H). Sean

s1(x, y) := σ1

(
(x+ yi)I3 −A

)
≥ s2(x, y) := σ2

(
(x+ yi)I3 −A

)
≥

s3(x, y) := σ3

(
(x+ yi)I3 −A

)
≥ −s3(x, y) := −σ3

(
(x+ yi)I3 −A

)
≥

− s2(x, y) := −σ2

(
(x+ yi)I3 −A

)
≥ −s1(x, y) := −σ1

(
(x+ yi)I3 −A

)
los 6 valores propios de la matriz

H(x, y) :=

Å
O (x+ yi)I3 −A

(x− yi)I3 −A O

ã
ordenados en sentido decreciente. Entonces,

s′3+

(
(0, 0), (cos t, sen t)

)
es igual al mayor valor propio de la matriz hermı́tica 2× 2 dada por

G(cos t, sen t) := eitU∗2V2 + e−itV ∗2 U2,

siendo

U2 :=

0 0
0 0
0 1

 , V2 :=

1 0
0 0
0 0

 .
Pero, la posición de los ceros de estas matrices implica que G(cos t, sen t) es la
matriz cero O. En consecuencia,

s′3+((0, 0), (cos t, sen t)) = 0; =⇒ s′3((0, 0), (cos t, sen t)) = 0

es decir, que h′1((0, 0), (cos t, sen t)) = 0 para todo t ∈ [0, 2π): En particular,
existen las derivadas parciales

∂h1

∂x
(0, 0),

∂h1

∂y
(0, 0)

y son iguales a cero. Aunque esto no implica que la función h1 sea diferenciable
en (0, 0).
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Matrices de orden pequeño

Debido a la existencia ńıtida de formas canónicas de matrices de órdenes dos
y tres para la semejanza unitaria, aśı como la invarianza de las singularidades de
la frontera de sus pseudoespectros mediante transformaciones afines que también
relacionan los pseudoespectros de una matriz A al sumarle una matriz escalar
o multiplicarla por un número complejo, hemos podido realizar un estudio más
pormenorizado de la geometŕıa de los pseudoespectros de estas matrices. El caso
de matrices de C2×2 ha quedado completamente resuelto en toda su generalidad.
Para el caso de matrices de C3×3 hemos resuelto los casos más significativos, no
habiendo podido abordarlos en toda su generalidad ni con ayuda del programa
de cálculo simbólico Maple.

Recordemos que dos matrices A,B ∈ Cn×n se dicen unitariamente seme-
jantes si existe una matriz unitaria U ∈ Cn×n tal que B = U∗AU . Usamos la

notación B
u≈ A para esta relación de equivalencia en Cn×n. Llamaremos forma

canónica para
u≈ a una función c : Cn×n → Cn×n que satisface:

(i) Para toda A ∈ Cn×n, c(A)
u≈ A.

(ii) Si A
u≈ B, entonces c(A) = c(B).

Si existe una matriz P ∈ Cn×n invertible tal que B = P−1AP decimos
que A es semejante a B y lo denotamos por A ≈ B. Aśı como se conocen

sistemas completos de invariantes y formas canónicas para≈, el problema para
u≈

tardó más tiempo en resolverse: un sistema completo de invariantes fue obtenido
mediante las trazas de las matrices w(A,A∗) donde w(x, y) recorre el conjunto de
todas las palabras en las variables no conmutativas x e y (Criterio de Specht
(1940)). Pero este sistema de infinitos invariantes era redundante. Bastaba con
un conjunto finito de ellos. Pearcy (1962) probó que eran suficientes las trazas
de w(A,A∗) para todas las palabras w(x, y) de grado menor o igual que 2n2. Ya

que el número de palabras de grado ≤ 2n2 es 4n
2

, esto da un sistema completo de
invariantes que contiene 4n

2

elementos. La cota superior del número de palabras

necesarias fue rebajada a
⌈ (2n2+4)

3

⌉
por Laffey (1986) y por Pappacena (1997) a

115
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n ·
»

2n2

n−1 + 1
4 + n

2 − 2. Como veremos en la Sección 1, para las matrices 2× 2 el

sistema
(
tr(A), tr(A2), tr(A∗A)

)
es un sistema completo de invariantes minimal.

Para las matrices 3× 3, Sibirskǐı [67], [68] dio el sistema(
tr(A), tr(A2), tr(A3), tr(AA∗), tr(A2A∗), tr(A2(A∗)2)), tr(A2(A∗)2AA∗)

)
,

(8.0.1)
que resultó ser un sistema completo de invariantes minimal. Es decir, en la
colección de palabras

x, x2, x3, xy, x2y, x2y2, x2y2xy

no hay ninguna redundante. Véase también Doković et al. [57]. Teniendo en
cuenta que para dos matrices M,N ∈ Cn×n, tr(MN) = tr(NM), la presentación
por diversos autores de los invariantes de Sibirskǐı puede ser aparentemente
diferente. Para la matrices 4 × 4 bastan 20 palabras, pero no se sabe si hay
redundancias.

Littlewood (1953) construyó un algoritmo que transforma cualquier matriz
A ∈ Cn×n en una matriz Acan que es unitariamente semejante a A y es tal que

A
u≈ B si y sólo si Acan = Bcan. Otros autores también dieron definiciones induc-

tivas de formas canónicas para la relación de semejanza unitaria, pero es dif́ıcil
ver la forma canónica final. Como veremos más adelante, Pearcy (1962) [59] dio
una forma canónica para las matrices 3× 3.

8.1. Reducción de matrices 2× 2

Cualquier matriz A ∈ C2×2 se puede representar como una matriz triangular
mediante la aplicación del Lema de Schur, es decir, existe U ∈ C2×2 unitaria
t.q.

U∗AU =

Å
λ1 z
0 λ2

ã
, donde λ1, λ2 ∈ Λ(A) y z = reiα, con r ≥ 0, α ∈ [0, 2π].

Además, se puede convertir a z en un número real no negativo. Para probar
esto, es suficiente elegir la matriz unitaria

V =

Å
1 0
0 e−iα

ã
, donde α = arg(z),

y aplicar el Teorema 1.2.11. En efecto,

V ∗
Å
λ1 reiα

0 λ2

ã
V =

Å
λ1 r
0 λ2

ã
.

Es más, podemos expresar el número r en función de los valores propios de la
matriz A y de la traza de A∗A, para ello realizamos el siguiente cálculo

A∗A =

Å
λ̄1 0
r λ̄2

ãÅ
λ1 r
0 λ2

ã
=

Å|λ1|2 λ̄1r
λ1r |λ2|2 + r2

ã
.
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La traza de esa matriz es igual a tr(A∗A) = |λ1|2 + |λ2|2 + r2, de donde se tiene
que

r =
»

tr(A∗A)− |λ1|2 − |λ2|2.
La traza de A∗A está relacionada con la norma de Frobenius. Por tanto, la
expresión para el número r se puede escribir como

r =
»
‖A‖2F − |λ1|2 − |λ2|2.

Ese número r no cambia bajo transformaciones de semejanza unitaria, por lo
tanto, es un invariante de la matriz A. De hecho, r junto con los valores propios
forman un sistema completo de invariantes de la matriz A para la semejanza
unitaria, y determinan uńıvocamente su forma canónica, excepto permutación
de sus valores propios. Alternativamente, podemos dar como sistema completo
de invariantes los valores propios y los valores singulares de la matriz. Un sistema
completo de invariantes para la semejanza unitaria en C2×2 está formado por
las trazas de A,A2 y A∗A: (tr(A), tr(A2), tr(A∗A)). Llamando λ1, λ2 a los dos
valores propios de A, iguales o no, tr(A) = λ1+λ2, tr(A2) = λ2

1+λ2
2. Por lo tanto,

en virtud de la relación de las sumas de Newton con las funciones simétricas
elementales los valores de λ1 + λ2 y λ2

1 + λ2
2 determinan uńıvocamente λ1 + λ2

y λ1λ2; y por tanto λ1 y λ2. Aśı pues tr(A) y tr(A2) determinan λ1 y λ2.
Finalmente, las trazas tr(A), tr(A2), tr(A∗A) determinan r.

El resultado siguiente caracteriza los puntos singulares de las curvas alge-
braicas reales

VR(fε,A) := {(x, y) ∈ R2 : fε,A(x, y) = 0,

siendo fε,A(x, y) el polinomio definido en (1.2.2)

fε,A(x, y) := det

Å
εI2 −(x+ yi)I2 +A

−(x− yi)I2 +A∗ εI2

ã
, (8.1.2)

donde ε ≥ 0 y A ∈ C2×2 tiene dos valores propios distintos.

Teorema 8.1.1. Sea A ∈ C2×2 con dos valores propios distintos, λ1 = x1 + y1i
y λ2 = x2 + y2i, donde (xi, yi) ∈ R2, i = 1, 2, y x1 ≥ x2. Sean

δ(A) :=
√

tr(A∗A)− |λ1|2 − |λ2|2,

ε0(A) :=
−δ(A) +

√
4|λ2 − λ1|2 + δ(A)2

2
,

ε1(A) :=
δ(A) +

√
4|λ2 − λ1|2 + δ(A)2

2
.

(8.1.3)

Sea (x0, y0) el punto medio del segmento que une los puntos (x1, y1) y (x2, y2).
Entonces

1. ε0(A) = σ2

(
(x0 + y0i)I2 −A

)
y ε1(A) = σ1

(
(x0 + y0i)I2 −A

)
.
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2. La curva VR(f0,A) consta de dos puntos (x1, y1) y (x2, y2), que son aisla-
dos.

3. Supongamos que la matriz A es normal. Entonces, la curva VR(fε,A), con
ε > 0, no tiene puntos singulares si ε < ε0(A). La curva VR(fε0(A),A)
tiene un tacnodo en el punto (x0, y0), su único punto singular. Para todo
ε > ε1(A), los únicos puntos singulares de la curva VR(fε,A) vienen dados
por

(x0, y0)±
√

4ε2 − |λ2 − λ1|2
2|λ2 − λ1|

(y1 − y2, x2 − x1) (8.1.4)

que son nodos con dos tangentes reales.

4. Si A es no normal, la curva VR(fε,A), con ε > 0, no tiene puntos sin-
gulares, excepto para ε0(A) y ε1(A). Además (x0, y0) es un nodo con dos
tangentes reales de la curva VR(fε0(A),A); y (x0, y0) es un punto aislado
de VR(fε1(A),A).

5. Para cualquier ε tal que 0 ≤ ε < ε0(A), Λε(A) tiene dos componentes
conexas y Λε0(A)(A) tiene sólo una.

Demostración.
Para simplificar la demostración vamos a realizar unas transformaciones so-

bre la matriz A. En primer lugar denotemos por λ0 := x0 + y0i, el punto medio
de λ1 y λ2. Como λ1 6= λ2, sea

λ1 − λ2

2
= µeθi, µ > 0.

Ahora, sea A1 := e−θi(A − λ0I2). Notemos que los valores propios de A1 son
{−µ, µ}, cuyo punto medio es el origen. Además, a partir de (8.1.3) se deduce
que δ(A1) = δ(A), ε0(A1) = ε0(A) y ε1(A1) = ε1(A). Ahora, existe una matriz
unitaria U ∈ C2×2 tal que

B := U∗A1U =

Å
µ r
0 −µ

ã
, µ > 0, r = δ(A) ≥ 0. (8.1.5)

Luego A = U(eθiB + λ0I2)U∗, con δ(B) = δ(A), ε0(B) = ε0(A) y ε1(B) =
ε1(A). Veamos la relación entre las curvas VR(fε,A) y VR(fε,B). Para ello, por
simplificación, vamos a identificar R2 con C. Aśı entonces, si z = x+yi, diremos
que z ∈ VR(fε,A) si (x, y) ∈ VR(fε,A). De igual manera fε,A(z) := fε,A(x, y).
Ahora, operando en (8.1.2) obtenemos

fε,A(z) = det
(
ε2I2 − (A− zI2)(A− zI2)∗

)
= det

(
ε2I2 − (B − e−θi(z − λ0)I2)(B − e−θi(z − λ0)I2)∗

)
= fε,B

(
e−θi(z − λ0)

)
.

Luego VR(fε,A) = λ0+eθiVR(fε,B). Es decir, la curva VR(fε,A) se puede obtener a
partir de VR(fε,B) mediante un giro y una traslación. Aśı, para probar el teorema
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no se pierde generalidad si suponemos que la matriz A es de la forma (8.1.5).
Pasamos a demostrar el teorema.

Notemos que de (8.1.3) y (8.1.5), resulta δ(A) = r y

ε0(A) = σ2

(
(0 + 0i)I2 −A

)
=
−r +

√
4µ2 + r2

2
,

ε1(A) = σ2

(
(0 + 0i)I2 −A

)
=
r +

√
4µ2 + r2

2
.

(8.1.6)

Pasamos a probar los apartados 3 y 4, es decir dada la familia de curvas
algebraicas reales

VR(fε, A) := {(x, y) ∈ R2 | fε,A(x, y) = 0},

queremos encontrar los valores de ε para los cuales hay puntos singulares, es
decir, puntos (x, y) ∈ VR(fε,A) que satisfacen el sistema

fε,A(x, y) = 0,
∂fε,A
∂x

(x, y) = 0,
∂fε,A
∂y

(x, y) = 0. (8.1.7)

Para ello, observemos en primer lugar que de la Ecuación (8.1.2) se tiene que

fε,A(x, y) = (x2 +y2)2−2ε2(x2 +y2)+2µ2(y2−x2)−r2ε2 +(ε2−µ2)2. (8.1.8)

Derivando 
∂fε,A
∂x

(x, y) = 4x(x2 + y2 − ε2 − µ2) = 0,

∂fε,A
∂y

(x, y) = 4y(x2 + y2 − ε2 + µ2) = 0.

Luego, utilizando (8.1.8), el sistema anterior y simplificando, el sistema (8.1.7)
es equivalente a


(x2 + y2)2 − 2ε2(x2 + y2) + 2µ2(y2 − x2)− r2ε2 + (ε2 − µ2)2 = 0,

x(x2 + y2 − ε2 − µ2) = 0,

y(x2 + y2 − ε2 + µ2) = 0.
(8.1.9)

De la segunda ecuación, se deduce que si x 6= 0 entonces x2 + y2 = ε2 + µ2. Es
decir

y = ±
√
ε2 + µ2 − x2.

Sustituyendo, el sistema (8.1.9) se reduce a −4µ2x2 − r2ε2 + 4µ4 = 0,

±µ2
√
ε2 + µ2 − x2 = 0.
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De la primera ecuación, deducimos

x2 =
4µ4 − r2ε2

4µ2
,

que puesta en la segunda, resulta ±εµ
√
r2 + 4µ2 = 0, lo que es absurdo. Luego

se ha de cumplir x = 0. Aśı, el sistema (8.1.9) queda reducido al sistema{
ε4 − ε2(r2 + 2y2 + 2µ2) + (y2 + µ2)2 = 0,

−yε2 + y(y2 + µ2) = 0.
(8.1.10)

Para resolver este sistema, es decir las ráıces comunes a ambos polinomios en
las variables ε, y, utilizamos la resultante de Sylvester de esos polinomios en la
variable ε, con coeficientes en R[y] que viene dado por :

S :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 p1(y) 0 p2(y) 0
0 1 0 p1(y) 0 p2(y)
−y 0 q(y) 0 0 0
0 −y 0 q(y) 0 0
0 0 −y 0 q(y) 0
0 0 0 −y 0 q(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

donde

p1(y) = −(r2 + 2y2 + 2µ2), p2(y) = (y2 + µ2)2, q(y) = y(y2 + µ2).

Las soluciones de (8.1.10) vienen dadas por los valores de y que anulan dicho
determinante. Operando, resulta S = r4y4(y2 + µ2)2. Luego tenemos dos posi-
bilidades: si y = 0, resolviendo en (8.1.10) obtenemos ε = (±r

√
4µ2 + t2)/2. Si

y 6= 0, entonces r = 0, es decir A es una matriz normal. Para este caso dedu-
cimos de (8.1.10) que y = ±

√
ε2 − µ2. Por lo tanto el sistema tiene solución si

ε ≥ µ. En la siguiente tabla resumimos todos los puntos singulares (x, y) y los
correspondientes valores de ε de la familia de curvas VR(fε,A), dependiendo de
si r > 0 ó r = 0, matriz normal.

Si r > 0, x = 0, y = 0, ε =
−r +

√
4µ2 + r2

2
.

Si r > 0, x = 0, y = 0, ε =
r +

√
4µ2 + r2

2
.

Si r = 0, x = 0, y = −
√
ε2 − µ2, ε ≥ µ.

Si r = 0, x = 0, y =
√
ε2 − µ2, ε ≥ µ.

Ahora, como de (8.1.5) se tiene que que ε0(A) =
−r+
√

4µ2+r2

2 , deducimos que
el único punto singular de la curva VR(fε0,A) es (0, 0).

Una vez determinados los puntos singulares, los clasificamos utilizando el
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Teorema A.5.1. Para ello calculamos las derivadas parciales segundas de fε,A(x, y).

∂2fε,A
∂x2

(x, y) = −4ε2 + 4(3x2 + y2 − µ2),

∂2fε,A
∂y2

(x, y) = −4ε2 + 4(x2 + 3y2 + µ2),

∂2fε,A
∂x∂y

(x, y) = 8xy.

(8.1.11)

Denotemos por

∆ε(x, y) :=

Å
∂2fε,A
∂x∂y

(x, y)

ã2

− ∂2fε,A
∂x2

(x, y)
∂2fε,A
∂y2

(x, y). (8.1.12)

Ahora, a partir de (8.1.11) y (8.1.12), si r > 0, resulta

∆ε(0, 0) = 16(µ2 + ε2)(µ2 − ε2).

Por (8.1.6), como µ2 − ε0(A)2 = r(
√

4µ2 + r2 − r)/2 > 0, y por el Teore-
ma A.5.1, deducimos que (0, 0) es un nodo con dos rectas tangentes de la curva
VR(fε0(A),A). De igual manera, al ser µ2 − ε1(A)2 = −r(

√
4µ2 + r2 + r)/2 < 0,

por el teorema A.5.1 se tiene que (0, 0) es punto aislado de la curva VR(fε1(A),A).

Cuando r = 0, como en este caso ε0 = µ, entonces ∆ε(0, 0) = 0. En con-
secuencia, del Teorema A.5.6 deducimos que (0, 0) es un punto singular con
tangente única para VR(fε0(A),A). Falta por probar que es un tacnodo, para ello
calculamos el número de intersección en (0, 0) del polinomio (8.1.8) con la recta

` =

®
x = 0 + αt,

y = 0 + βt.

Aśı, tenemos lo siguiente:

fε0(A),A(αt, βt) = t2(t(α2 + β2) + 2αµ)(t(α2 + β2)− 2αµ)

Como se puede comprobar I((0, 0), fε0(A),A, `) es igual a 2 siempre que α 6= 0;
sin embargo, para α = 0, I((0, 0), fε, T ) = 4, siendo T la recta tangente que pasa
por (0, 0). Con lo cual, se puede afirmar que (0, 0) es un punto tacnodo. Para
concluir con la demostración del apartado 3 notemos que de (8.1.10) y (8.1.12)
resulta ∆ε(0,±

√
ε2 − µ2) = 64µ2(ε2 − µ2) > 0, para ε > µ. Luego los puntos

(0,
√
ε2 − µ2) y (0,−

√
ε2 − µ2) son nodos con dos rectas tangentes de la curva

VR(fε,A).

Hay dos componentes conexas de Λε(A) para valores suficientemente pe-
queños de ε. Véase [44, Prop. 5.5.5]. Cuando ε = ε0(A) el pseudoespectro
Λε0(A)(A) es conexo y contiene a (0, 0). �
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Observación 8.1.2. Observemos que cuando la matriz A es normal, es de-
cir δ(A) = 0, entonces existe una matriz unitaria U ∈ C2×2 tal que U∗AU =
diag(λ1, λ2). A partir de la Ecuación (8.1.2) y con las notaciones del Teore-
ma 8.1.1 resulta que

fε,A(x, y) =
(
(x− x1)2 + (y − y1)2 − ε2

)(
(x− x2)2 + (y − y2)2 − ε2

)
.

Por lo tanto la curva VR(fε,A) es igual a la unión de dos circunferencias de
radio ε con centros en (x1, y1) y (x2, y2). En consecuencia, los puntos sin-
gulares son los puntos intersección de dichas circunferencias. En concreto, si
ε := 1

2

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y2)2, por lo dicho el la Subsección A.7.2.1, la curva

VR(fε,A) tiene un punto doble tacnodo en
(
x1+x2

2 , y1+y2

2

)
. Para valores de ε ma-

yores que éste la curva VR(fε,A) tiene dos crunodos situados en la mediatriz del
segmento que une los centros de las circunferencias.

En el siguiente teorema se analiza la frontera del pseudoespectro para una
matriz de orden dos con valores propios distintos, en particular si es una curva
algebraica o parte de una curva algebraica. Agradecemos la ayuda recibida de
M.J. de la Puente [26] y también hemos usado su conocido libro [25].

Teorema 8.1.3. Bajo las hipótesis del Teorema 8.1.1,

1. si la matriz A es no normal, el polinomio fε,A ∈ R[x, y] es irreducible para
todo ε > 0;

2. sea ε1 := σ1((x0 + y0i)I2 − A), entonces ∂Λ′ε(A) $ VR(fε,A) para todo
ε ≥ ε1.

Demostración.
(1) Observemos que no se pierde generalidad si suponemos que la matriz A

está en la forma (8.1.5). Por lo tanto, a partir de (8.1.8), se tiene que

fε,A(x, y) = (x2 + y2)2 − 2ε2(x2 + y2) + 2µ2(y2 − x2)− r2ε2 + (ε2 − µ2)2.

Si fε,A es reducible, entonces existen dos polinomios p, q ∈ R[x, y], de grado ≥ 1,
tales que fε,A(x, y) = p(x, y)q(x, y). Ahora, como la curva VR(fε,A) es acotada,
como degfε,A = 4, entonces deg p = deg q = 2. Luego

p(x, y) = a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a10x+ a01y + a00,
q(x, y) = b20x

2 + b11xy + b02y
2 + b10x+ b01y + b00.

Ahora, como las curvas VR(p) y VR(q) son acotadas, entonces los signos de a20 y
a02 coinciden y ambos coeficientes son no nulos; lo mismo ocurre para b20 y b02.
Observando la expresión de fε,A, como fε,A(x, y) = p(x, y)q(x, y), no se pierde
generalidad si suponemos que a20 = b20 = 1. Notemos que b02 = 1/a02Aśı,
podemos suponer que

p(x, y) = x2 +axy+ by2 + cx+dy+e, q(x, y) = x2 +fxy+y2/b+gx+hy+k,
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con b positivo. Ahora operando en fε,A(x, y) = p(x, y)q(x, y), obtenemos inme-
diatamente que f = −a, g = −c, d = −hb2, k = c2 − e − 2(ε2 + µ2). Además,
los coeficientes que acompañan a los monomios x2y2 y xy3 son a2b− (b− 1)2 y
a(b2 − 1)/b. Como ambos coeficientes han de ser cero, resolviendo el sistemaß

a2b− (b− 1)2 = 0,
a(b2 − 1) = 0,

obtenemos que la única solución posible es x = 0, b = 1. Luego, con todos los
datos obtenidos, de fε,A(x, y) = p(x, y)q(x, y) se obtiene el sistema

ch = 0,
c
(
c2 − 2e− 2(ε2 + µ2)

)
= 0,

−c2 + h2 + 4µ2 = 0,

h
((
b2
(
c2 − e− 2(ε2 + µ2)

)
− e
)

= 0,

−c2e+ e2 + 2e(ε2 + µ2)− r2ε2 + (ε2 − µ2)2 = 0.

De la primera ecuación c = 0 o h = 0. Pero si c = 0, en la tercera resulta
h2 + 4µ2 = 0, absurdo puesto que µ > 0. Luego h = 0 y c 6= 0. Aśı, el sistema
anterior se reduce a c2 − 2e− 2(ε2 + µ2) = 0,

−c2 + 4µ2 = 0,
−c2e+ e2 + 2e(ε2 + µ2)− r2ε2 + (ε2 − µ2)2 = 0.

Resolviendo, obtenemos c2 = 4µ2 y e = µ2 − ε2, y la igualdad rε = 0. En
consecuencia, r = 0 lo que contradice que A sea no normal.

Otra prueba, dada por M.J. de la Puente, es la siguiente: observemos que el
polinomio

fε,A(x, y) = y4 + (2x2 − 2ε2 + 2µ2)y2 − r2ε2 + x4 − 2x2(ε2 + µ2) + (ε2 − µ2)2,

es bicuadrático en y. Luego, resolviendo y2, el discriminante es 4µ2x2 +r2ε2 que
no es un cuadrado, salvo si r = 0. Esto impide escribir fε,A(x, y) como producto
de dos polinomios de grado 2.

(2) Cuando la matriz A es normal, la demostración del segundo apartado es
inmediata. Supongamos que A es no normal. Como

Λ′ε(A) = {(x, y)|σ2

(
(x+ yi)I2 −A

)
= ε},

VR(fε,A) = {(x, y)|σ1

(
(x+ yi)I2 −A

)
= ε ò σ2

(
(x+ yi)I2 −A

)
= ε},

resulta

VR(fε,A) r Λ′ε(A) = {(x, y)|σ1

(
(x+ yi)I2 −A

)
= ε > σ2

(
(x+ yi)I2 −A

)
}.

Sea ahora ε tal que ∂Λ′ε(A) $ VR(fε,A). Probemos en primer lugar que ε > ε0.
En caso contrario, deducimos que existe (x1, y1) tal que



124 Cap. 8 Matrices de orden pequeño

ε0 ≥ σ1

(
(x1 + y1i)I2 −A

)
= ε > σ2

(
(x1 + y1i)I2 −A

)
.

Luego, por un lado, existe una matriz X ∈ C2×2 tal que ‖X −A‖ = ε ≤ ε0, de
manera que X tiene a x1 +y1i como valor propio doble, además de multiplicidad
geométrica = 2. Pero como σ2

(
(x1 +y1i)I2−A

)
< ε ≤ ε0, resulta que x1 +y1i ∈

Λ′ε(A) que tiene dos componentes conexas. Luego, por la conservación de las
multiplicidades, resulta que no puede existir una matriz X que diste ≤ ε de A
de manera que x1 + y1i sea un valor propio múltiple de X. Luego ε > ε0.

Para probar que ε ≥ ε1, observemos que no se pierde generalidad si supone-
mos que la matriz A está en la forma (8.1.5), con r > 0. Calculando el mı́nimo de
la norma de (x+yi)I2−A, resulta que dicho mı́nimo se alcanza en (x, y) = (0, 0),
y vale ε1. Luego, para todo (x, y) resulta que σ1

(
(x+ yi)I2 −A

)
≥ ε1. En con-

secuencia ε ≥ ε1. Pero para el caso ε = ε1, por la Ecuación (8.1.6), resulta
que

σ1

(
(0 + 0i)I2 −A

)
= ε1 > σ2

(
(0 + 0i)I2 −A

)
= ε0,

es decir ∂Λ′ε1(A) $ VR(fε1,A).

�

8.2. Reducción de matrices 3× 3

En el caso C3×3, el estudio de la naturaleza de los puntos dobles de la frontera
del pseudoespectro estricto no se ha podido hacer de una forma genérica; sin
embargo, podemos presentar ejemplos que ilustran distintos casos. La existencia
de una forma canónica para las matrices C3×3 para la relación de semejanza

unitaria
u≈ facilita la reducción de los casos. Además, permite destacar el papel

que juegan los elementos de las superdiagonales en cada caso.

Sea A ∈ C3×3 una matriz con valores propios λ1, λ2, λ3, no necesariamente
distintos. Seguiremos un proceso de reducción de la matriz dada A ∈ C3×3 para
encontrar su forma canónica c(A). Primero, utilizaremos el Lema de Schur,
el cual asegura que podemos encontrar una matriz unitaria U tal que A sea
unitariamente semejante a

U∗AU =

Ñ
λ1 b12 b13

0 λ2 b23

0 0 λ3

é
. (8.2.13)

A continuación expresamos cada uno de los elementos por encima de la diagonal
en forma exponencial:

b12 = |b12|eiθ12 , b13 = |b13|eiθ13 , b23 = |b23|eiθ23 . (8.2.14)

Mediante otra transformación de semejanza unitaria, podemos considerar la
matriz (8.2.13) de modo que los elementos de la superdiagonal sean números
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reales no negativos. En concreto, sea

V =

Ñ
1 0 0
0 e−iθ12 0
0 0 e−i(θ12+θ23)

é
,

entonces

V ∗

Ñ
λ1 b12 b13

0 λ2 b23

0 0 λ3

é
V =

Ñ
λ1 |b12| |b13|eiα

0 λ2 |b23|
0 0 λ3

é
,

donde
α := θ13 − θ12 − θ23. (8.2.15)

En el caso de que alguno de los elementos b12 o b23 sean nulos, se puede llevar
el elemento de la posición (1, 3) a un número real no negativo mediante otra
transformación unitaria análoga a la anterior. En efecto,

si b12 = 0, Ṽ =

Ñ
eiα 0 0
0 eiα 0
0 0 1

é
; si b23 = 0, Ṽ =

Ñ
1 0 0
0 e−iα 0
0 0 e−iα

é
.

Una vez expresada la matriz en esa forma, podemos dar la correspondiente
forma canónica. Pearcy [59] demostró que existen distintas formas canónicas
para la semejanza unitaria de matrices C3×3 en función del número de valores
propios distintos. Más precisamente,

Lema 8.2.1. [59] Dada una matriz A ∈ C3×3, existe una matriz unitaria U ∈
C3×3, de manera que:

(1) Si A tiene un valor propio triple α, entonces

U∗AU =

Ñ
α a b
0 α c
0 0 α

é
, (8.2.16)

siendo a, c ≥ 0, b ∈ C; además, si uno de los números a, c es igual a 0, el
otro también lo es, y en este caso b ≥ 0.

(2) Si A tiene un valor propio doble α1 y otro simple α2, entonces

U∗AU =

Ñ
α1 a b
0 α1 c
0 0 α2

é
, (8.2.17)

siendo a, c ≥ 0, b ∈ C; si a = 0 entonces c = 0; y si c = 0 entonces b ≥ 0.

(3) Si A tiene tres valores propios distintos α1, α2, α3, entonces

U∗AU =

Ñ
α1 a b
0 α2 c
0 0 α3

é
, siendo

ß
a, c ≥ 0,
si a = 0 o c = 0⇒ b ≥ 0.

(8.2.18)
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Una vez determinadas las formas canónicas, seŕıa deseable poder encontrar
unos invariantes para esta relación de semejanza, tal que se pueda expresar
los elementos de la matriz mediante esos invariantes. Murnaghan [56] dio un
conjunto de 6 invariantes formados por las trazas de matrices siguientes:

tr(A), tr(A2), tr(A3), tr(A∗A), tr(A∗A2), tr((A∗)2A2).

Pearcy [59] añadió estos tres invariantes:

tr(A∗AA∗A), tr(A∗A2A∗A), tr(A∗A2(A∗)2A),

finalmente, Sibirskii [68] probó que el conjunto siguiente es un sistema minimal
completo de invariantes para la semejanza unitaria:

tr(A), tr(A2), tr(A3), tr(A∗A), tr(A∗A2), tr((A∗)2A2), tr(A∗A2(A∗)2A).
(8.2.19)

Los invariantes tr(A∗AA∗A), tr(A∗A2A∗A) se pueden expresar como polinomios
en las trazas del anterior sistema, por lo tanto, no los tomaremos en cuenta. Por
otro lado, el sistema propuesto por Murnaghan no es completo, véanse ejemplos
5), 6), 7) y 8) en [68]).

Un lema adicional que nos resultará útil para la ilustración del ejemplo al
final de esta introducción es el siguiente. Antes damos algo de notación necesaria.

Tri(a11, a22, a33, a12, a23, a13) :=

Ñ
a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

é
.

Lema 8.2.2 ([59]). Sean A1, A2 ∈ C3×3 las matrices

Ai := Tri(λ1, λ2, λ3, di, gi, fi),

con di, gi ≥ 0, fi ∈ C, i = 1, 2, y supongamos que las trazas correspondientes
tr(Ai), tr(A2

i ), tr(A3
i ), tr(A∗iAi), tr(A∗iA

2
i ), tr((A∗i )

2A2
i ), i = 1, 2, son iguales.

Entonces, los tres números

d2
i + g2

i + |fi|2

|λ3 − λ2|2d2
i + |λ2 − λ1|2g2

i + d2
i g

2
i

(λ3 − λ2)2d2
i + (λ2 − λ1)2g2

i − digif∗i

son iguales.

Las trazas de las potencias de A hasta grado igual al orden de la matriz
determinan los valores propios de la matriz. En el caso particular de una matriz
normal A ∈ Cn×n, la cual es unitariamente semejante a una matriz diagonal,
es suficiente considerar tr(Ai), i = 1, . . . , n para tener el sistema completo de
invariantes para esta relación de semejanza. El modo de expresar los valores
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propios como función de las trazas se puede hacer mediante las relaciones de
las sumas de Newton, las funciones simétricas elementales y las fórmulas de
Cardano-Ferrari para la expresión mediante radicales de las ecuaciones de grado
3. En concreto, las sumas de Newton de λ1, λ2, λ3, hasta tercer orden, se definen
como:

s0 = λ0
1 +λ0

2 +λ0
3 = 3, s1 = λ1 +λ2 +λ3, s2 = λ2

1 +λ2
2 +λ2

3, s3 = λ3
1 +λ3

2 +λ3
3.

Si identificamos λ1, λ2, λ3 con los valores propios de la matriz A, entonces:

s1 = tr(A), s2 = tr(A2), s3 = tr(A3). (8.2.20)

Por otro lado, las tres primeras funciones simétricas elementales en las variables
λ1, λ2, λ3 se definen como:

e1 = λ1 + λ2 + λ3, e2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3, e3 = λ1λ2λ3. (8.2.21)

Las identidades de Newton nos relacionan las expresiones (8.2.20) y (8.2.21);
además, conocidas las segundas, podemos expresarlas en función de las primeras:®

sk − e1sk−1 + e2sk−2 − · · ·+ (−1)k−1ek−1s1 + (−1)kkek = 0 si k ≤ n,
sk − e1sk−1 + e2sk−2 − · · ·+ (−1)nensk−n = 0 si k > n.

En nuestro caso, tenemos:


s1 − e1 = 0

s2 − e1s1 + 2e2 = 0

s3 − e1s2 + e2s1 − 3e3 = 0

⇒



e1 = s1 = tr(A)

e2 =
s21−s2

2 = tr(A)2−tr(A2)
2

e3 =
−2s3+3s1s2−s31

3

= −2tr(A3)+3tr(A)tr(A2)−tr(A)3

6 .

Finalmente las fórmulas de Cardano-Ferrari nos dan las ráıces del polinomio
caracteŕıstico de A, p(λ) = λ3 +aλ2 + bλ+ c en términos de sus coeficientes por
medio de radicales. Lo que nos permite obtener una expresión expĺıcita de los
valores propios de A en función de las trazas tr(A), tr(A2), tr(A3).

Cabŕıa esperar que las restantes trazas del Criterio de Sibirskǐı determinen
los elementos de las superdiagonales, de forma análoga a lo que ocurre en el caso
2 × 2. Sin embargo, Paulsen [58] demostró que no existe una forma canónica
continua para la semejanza unitaria en Cn×n si n ≥ 3; por lo tanto, en gene-
ral, no podemos escribir los elementos de las superdiagonales como funciones
algebraicas de los invariantes dados por las trazas (8.2.19). No obstante, pode-
mos analizar el caso particular en el que la matriz tiene un único valor propio
que, sin pérdida de generalidad, se puede tomar nulo. Dada una matriz del tipo
Tri(λ, λ, λ, d, g, a + bi), siendo λ = 0; d, g números reales no negativos, y a, b
reales, intentaremos expresar los elementos de las superdiagonales en función de
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las cuatro últimas trazas dadas en (8.2.19). Si denotamos por pi, i = 4, . . . , 7, el
valor de las correspondientes trazas, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

d2 + a2 + b2 + g2 − p4 = 0,

(a− bi)dg − p5 = 0,

d2g2 − p6 = 0,

d4g2 + d2g2a2 + d2g2b2 − p7 = 0.

Maple 13 nos da las expresiones siguientes de a, b, c, d en función de las trazas:

a =
1

2

p4p6p
2
5 + p7p4p6 − p2

5p7 − p2
7 − p3

6

αβp5p6(p4p6 − p7)
(8.2.22)

b =
1

2

(p4p6p
2
5 − p7p4p6 − p2

5p7 + p2
7 + p3

6)

αβp5p6(p4p6 − p7)
i, (8.2.23)

d = αp6, (8.2.24)

g = β. (8.2.25)

siendo

α :=

 
1

p4p6 − p7
, β :=

…
p4 −

p7

p6
.

Observación 8.2.3. Enseguida veremos cómo se pueden transformar estas ma-
trices canónicas en otras aún más reducidas, o sea más simples, mediante trans-
formaciones afines, las cuales no tienen por qué ser semejantes unitariamente a
las matrices dadas. Es decir, que a la hora de estudiar la geometŕıa de los pseu-
doespectros de las matrices A de C3×3 podemos servirnos de la forma canónica
de Pearcy, más de transformaciones del tipo A 7→ αI3 + βA, con α, β ∈ C.

Dada una matriz A ∈ C3×3, para (x, y) ∈ R2 y ε > 0 definimos:

A(x, y) := (x+ iy)I3 −A,

fε,A(x, y) := det

Å
εI3 −A(x, y)

−A(x, y)∗ εI3

ã
.

(8.2.26)

Con estas notaciones, vamos a considerar la familia de curvas algebraicas

VR(fε,A) := {(x, y) ∈ R2 : fε,A(x, y) = 0},
que, recordemos, incluye a la frontera del pseudoespectro estricto de A de nivel
ε, denotada por ∂Λ′ε(A) . Para todo valor de ε ∈ [0,∞) excepto para un número
finito de valores de ε la curva VR(fε,A) es lisa, i.e. no tiene puntos singulares.
Nuestro objetivo principal es estudiar cuáles de las curvas de la familia VR(fε,A)
al variar ε ∈ [0,∞) tienen puntos singulares (x0, y0); y después averiguar cuáles
de estos puntos (x0, y0) están contenidos en ∂Λ′ε(A); es decir, cuáles cumplan
que σ3(A(x0, y0)) = ε. Para ello, vamos a utilizar las siguientes propiedades:
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Lema 8.2.4. Con las notaciones anteriores y sobrentendiendo las operaciones
de C como las correspondientes transformaciones afines en R2 , se tiene:

(1) Si U ∈ C3×3 es una matriz unitaria, entonces VR(fε,U∗AU ) = VR(fε,A).

(2) Dados α, β ∈ C con β 6= 0, VR(fε,αI3+βA) = α+ βVR(fε/|β|,A).

(3) Las mismas propiedades se cumplen para ∂Λ′ε(A).

Nuestro objetivo es ver qué clase de puntos singulares puede tener la curva
VR(fε,A). El caso de matrices normales es muy simple, puesto que la curva
VR(fε,A) está compuesta por circunferencias de radio ε con centros en los valores
propios de A. Luego, de aqúı en adelante, supondremos que la matriz A es
no normal. Además, vamos considerar tres casos, dependiendo del número de
valores propios distintos de la matriz A.

A diferencia del caso de las matrices 2 × 2, aqúı no vamos a desarrollar de
una forma general toda la casúıstica para las matrices 3 × 3. Nos limitaremos
a ejemplos significativos que a nuestro parecer cubren todos las posibilidades
de puntos singulares de una curva VR(fε,A) que pertenezcan a la frontera del
ε-pseudoespectro estricto. Obviamente, no analizaremos los posibles puntos cru-
nodos para el caso de matrices con dos o tres valores propios distintos, que es
un caso trivial.

En las siguientes subsecciones utilizaremos la siguiente notación: Considere-
mos una curva de R2 definida por f(x, y) = 0, con f ∈ R[x, y]. Supongamos que
el punto (x0, y0) es singular para la curva f , es decir

f(x0, y0) = 0,

f ′x(x0, y0) = 0,

f ′y(x0, y0) = 0.

La curva f es una abreviatura de VR(f). Denotemos por

∆(x0, y0) := f ′′xy(x0, y0)2 − f ′′xx(x0, y0)f ′′yy(x0, y0).

Supongamos que el punto (x0, y0) es doble. Entonces por el Teorema A.5.1 se
tiene que: (i) Si ∆ < 0 el punto (x0, y0) es aislado (acnodo) para la curva f . (ii)
Si ∆ > 0 el punto (x0, y0) tiene dos tangentes (crunodo). (iii) Si ∆ = 0, el punto
(x0, y0) tiene una tangente doble, T , y puede ser un tacnodo o una cúspide;
además, si el número de intersección de la curva f con la recta T en (x0, y0),
I
(
(x0, y0), f, T

)
= 3 entonces es una cúspide ordinaria. Sin embargo, del hecho

de que I
(
(x0, y0, f, T )

)
≥ 4 no se infiere nada: hay ejemplos en los que el punto

(x0, y0) es una cúspide y otros en los que es un tacnodo. En este caso, se debe
recurrir al número de ramas centradas en (x0, y0) de la curva f para decidirlo.

8.2.1. Caso de un valor propio triple.

Teniendo en cuenta el Lema 8.2.1 no se pierde generalidad si asumimos que
A es de la forma (8.2.16). Además, por el Lema 8.2.4, podemos suponer que
α = 0. Es decir, podemos suponer que
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A :=

Ñ
0 a b
0 0 c
0 0 0

é
,

con a, c ≥ 0. Para este caso, vamos a dar ejemplos de matrices tales que la curva
VR(fε,A) tiene puntos singulares que pueden ser: o aislados (acnodos), o cruno-
dos, o de retroceso de primera especie. Seguimos la Definición Definitiva A.2.22
y las notaciones (8.2.26) sobre el polinomio de Wielandt fε(x, y). Omitiremos
la referencia a la matriz A siempre que esto no cause confusión.

Ya hemos probado en la Proposición 7.4.6, que tomando a = c = 1, b = 4,
el punto (x0, y0) = (−4/15, 0) es un punto doble para la curva f1/15(x, y), y
además es aislado. También se tiene que 1/15 es el menor valor singular de
A(−4/15, 0).

De otro lado, eligiendo la misma matriz y

(x1, y1, ε1) =

Ç
−2 +

√
22

24
, 0,

11
√

22− 50

24

å
se tiene que (x1, y1) es un punto doble de la curva fε1 y como

∆(x1, y1) =
74990311

√
22

432
− 43966967

54
≈ 0′001269414575,

resulta que es un punto crunodo. Nuevamente, se tiene que ε1 es el menor valor
singular de A(x1, y1).

Finalmente, si

a = c = 1, b = 2 +
√

3; (x2, y2, ε2) =

Ç
−
√

3

6
, 0,

2
√

3− 3

6

å
,

entonces p2 := (x2, y2) es un punto doble de la curva fε2 , ∆(x2, y2) = 0, y
además ε2 es el menor valor singular de A(x2, y2). Este es un caso de punto de
retroceso de primera especie. Ya que calculadas las singularidades de la curva
fε2 con Maple 17 nos da:

singularities(f,x,y);¶
[[−1/6

√
3, 0, 1], 2, 1, 1], [[RootOf

(
Z2 + 1

)
, 1, 0], 3, 4, 1]

©
lo que nos dice que sólo hay una rama de la curva fε2 centrada en

Ä
−
√

3
6 , 0
ä
.

Como ∆ = 0 en dicho punto, este punto doble es un punto cuspidal ordinario
pues I(p2, fε2 , T ) = 3 siendo T la recta tangente a VR(fε2) en p2 dada por las

ecuaciones paramétricas x = −
√

3
6 + t, y = 0 en virtud del Teorema A.5.1 III

(a). Para ver que es de primera especie, utilizaremos la parametrización que nos
da puiseux. Una parametrización de la rama de fε2 en el punto p2 viene dada
por

x̃(T ) = −4

3
(1 + 2

√
3)T 2 −

√
3

6
, ỹ(T ) =

208 + 64
√

3

9
T 3 + · · ·
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Vemos que x̃(0) = −
√

3/6, ỹ(0) = 0. Las derivadas sucesivas nos dan:

x̃′(T ) = −8

3
(1 + 2

√
3)T, ỹ′(T ) =

208 + 64
√

3

3
T 2 + · · · ,

x̃′(0) = 0, ỹ′(0) = 0,

x̃′′(T ) = −8 + 16
√

3

3
, ỹ′′(T ) =

2(208 + 64
√

3)

3
T + · · · ,

x̃′′(0) = −8 + 16
√

3

3
, ỹ′′(0) = 0,

x̃′′′(0) = 0, ỹ′′′(0) =
2(208 + 64

√
3)

3
.

Por lo tanto, al considerar las derivadas sucesivas de r(T ) := (x̃(T ), ỹ(T )) en
T = 0 la primera derivada, r′(0), se anula, la segunda derivada, r′′(0), no se
anula, y la tercera derivada, r′′′(0) no depende linealmente de r′′(0). Aśı pues,
por el Teorema A.2.17 y con sus notaciones se tiene que p = 2 y q = 3. Como
p es par y q es impar, la curva fε2 tiene en (x2, y2) un punto de retroceso (o
cúspide) de primera especie.

Figura 8.1: Retroceso de primera especie en (x2, y2) =

Ç
−
√

3

6
, 0

å
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8.2.2. Caso de un valor propio doble y uno simple

Nuevamente, por el Lema 8.2.1, no se pierde generalidad A es de la for-
ma (8.2.17). Además, por el Lema 8.2.4, podemos suponer que α1 = 0, α2 = 1.
Es decir, podemos suponer que

A :=

Ñ
0 a b
0 0 c
0 0 1

é
,

con a, c,≥ 0, b ∈ C. Para este caso, vamos a dar ejemplos de matrices concretas
tales que para cierto valor de ε la curva VR(fε,A) tiene un punto doble que es
un tacnodo.

Tomemos

a =

√
5

10
, b = −

√
3

6
, c =

√
15

15
; (x3, y3, ε3) =

Ç
1

2
, 0,

√
15

10

å
.

Para esta elección, se tiene que ∆(x3, y3) = 0, y además ε3 es el menor valor
singular de A(x3, y3). Vamos a probar que el punto (x3, y3) es un tacnodo de la
curva fε3 . En efecto, el polinomio fε3 viene dado por

fε3(x, y) = f =
1

40
x− 1

64
+

21

80
y2 − y6 +

21

80
x2 − 11

20
x4 − 3/5x3 − x6 + 2x5

− 3 y2x4 + 4 y2x3 − 11

10
y2x2 − 3

5
y2x− 11

20
y4 − 3 y4x2 + 2 y4x.

Con el paquete Maple[algcurves] obtenemos los puntos singulares y sus
invariantes m, δ, r, aśı como las ramas en los puntos de la forma (x3, y3):

singularities(f,x,y);{
[[1/2, 0, 1], 2, 2, 2], [[RootOf

(
Z2 + 1

)
, 1, 0], 3, 4, 3]

}
.

De aqúı se deduce que p3 := (1/2, 0) es un punto singular con m = 2, δ = 2, r =
2. Es decir, corroboramos que es un punto doble y que fε3 = f tiene dos ramas
R1 y R2 que pasan por él. Como ∆(1/2, 0) = 0, el punto p3 es un tacnodo.
Además, sea τ la recta de ecuaciones paramétricas x = 1/2, y = t, entonces el
número de intersección de fε3 con τ en el punto p3, I(p3, fε3 , τ) es igual a 4,
pues

fε3(1/2, t) = −t6 − 3

10
t4;

mas de este hecho, no se deduce nada sobre si p3 es un tacnodo o una cúspi-
de. Sólo que τ es tangente a VR(fε3) en p3. También queremos ilustrar que
∂Λ′ε2(A) ⊂ VR(fε3), pero el contenido puede ser estricto y en este caso lo es: de
hecho para el punto (0,352564517516, 0) capturado con el ratón como el vértice
de la curva interior más próximo a (1/2, 0) tenemos que

σ2

(
A(0,352564517516, 0)

)
= 0,3873 '

√
15

10
;

véanse las Figuras 8.2 y 8.3.
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Figura 8.2: Tacnodo en (x3, y3) = (1/2, 0) a la curva algebraica VR(fε3).
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Figura 8.3: Conjunto frontera ∂Λ′ε3(A)

También obtenemos mediante
puiseux(f,x=1/2,y,0,T);

[x = −T 2 +
1

2
, y = −T ], [x =

1

3
T 2 +

1

2
, y =

1

3
T ],

[x = T +
1

2
, y = RootOf

(
10Z2 + 3

)
],

de donde se deduce que las sumas parciales de los pares de series formales de
potencias en T que parametrizan las ramas R1 y R2 son (x = −T 2 + 1

2 , y = −T )
y (x = 1

3T
2 + 1

2 , y = 1
3T ), respectivamente.
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El procedimiento utilizado para demostrar que el punto (1/2, 0) es un tacnodo
para la curva algebraica C := VR(fε3) sigue la definición que aparece en el
Ejercicio 5.4.3 página 115 del libro de Walker [73]: “un tacnodo es el centro de
dos ramas (places) lineales que se cortan en él con multiplicidad dos”. Véase
más precisión en la Proposición A.7.9 del Apéndice A. Procedamos a hacer estos
cálculos con ayuda de Maple 17, usando las notaciones de la Definición A.7.8.

Sean η := ζ := e
2πi
2 = −1;

ȳ1 := −ηX1/2, ȳ2 := −η2X1/2, z̄1 :=
1

3
ζX1/2, z̄2 :=

1

3
ζ2X1/2.

De donde tenemos que,

ϕ(R1, R2) := (ȳ1 − z̄1)(ȳ1 − z̄2)(ȳ2 − z̄1)(ȳ2 − z̄2)

= (−η − ζ/3)X1/2(−η − ζ2/3)X1/2(−η2 − ζ/3)X1/2(−η2 − ζ2/3)X1/2

= (−η − ζ/3)(−η − ζ2/3)(−η2 − ζ/3)(−η2 − ζ2/3)X2 =
64

81
X2.

Por lo tanto ϕ(R1, R2) ∈ C[[X]] y su orden ord
(

64
81X

2
)

= 2; es decir,

I((1/2, 0), R1, R2) = 2.

Obviamente R1 y R2 son ramas de orden uno (lineales). Hemos acabado de
probar, según la Definición A.7.8, que fε3 tiene un tacnodo en el punto (1/2, 0).

Mas nos asalta una duda. Si tomamos sumas parciales más largas de las
series formales b + a1T + a2T

2 + · · · y b + b1T + b2T
2 + · · · ¿llegaremos a la

misma conclusión en lo que al orden de ϕ(R1, R2) respecta? Veamos, con la
instrucción puiseux con otros parámetros obtenemos:

puiseux(f,x=1/2,y,5,T);

[x = T +
1

2
, y = −649175

17496
RootOf

(
10Z2 + 3

)
T 4 − 7075

486
RootOf

(
10Z2 + 3

)
T 3

+
1045

162
RootOf

(
10Z2 + 3

)
T 2 +

5

9
RootOf

(
10Z2 + 3

)
T + RootOf

(
10Z2 + 3

)
],

[x = −T 2 +
1

2
, y =

5

128
T 9 +

1

16
T 7 +

1

8
T 5 +

1

2
T 3 − T ],

[x =
1

3
T 2 +

1

2
, y =

70793995

204073344
T 9 +

77359

314928
T 7 − 9209

17496
T 5 +

53

162
T 3 +

1

3
T ]

La componente y de la rama R1 es

y :=
5

128
T 9 +

1

16
T 7 +

1

8
T 5 +

1

2
T 3 − T ;

de donde se tiene que,

ȳ1 := η

Å
5

128
X9/2 +

1

16
X7/2 +

1

8
X5/2 +

1

2
X3/2 −

√
X

ã
,
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ȳ2 := η2

Å
5

128
X9/2 +

1

16
X7/2 +

1

8
X5/2 +

1

2
X3/2 −

√
X

ã
,

La componente y de la rama R2 es

70793995

204073344
T 9 +

77359

314928
T 7 − 9209

17496
T 5 +

53

162
T 3 +

1

3
T ;

con lo cual tenemos que

z̄1 := ζ

Å
70793995

204073344
X9/2 +

77359

314928
X7/2 − 9209

17496
X5/2 +

53

162
X3/2 +

1

3

√
X

ã
,

z̄2 := ζ2

Å
70793995

204073344
X9/2 +

77359

314928
X7/2 − 9209

17496
X5/2 +

53

162
X3/2 +

1

3

√
X

ã
;

De aqúı que

ψ(R1, R2) := (ȳ1 − z̄1)(ȳ1 − z̄2)(ȳ2 − z̄1)(ȳ2 − z̄2) =

= X2c(X),

siendo c(X) el elemento de C[[X]] dado por

382579837531913164947171300625

27099741612310992724404694155264
X16 +

411295441490796522449626375

10455147226971833612810452992
X15

− 28046371136444992247656025

580841512609546311822802944
X14 − 677446491035175543090145

5378162153792095479840768
X13

+
11546742711555729555509

49797797720297180368896
X12 +

17948174163609910579

76848453272063549952
X11

− 2290584833705753399

4269358515114641664
X10 +

5490615733383025

26354064908115072
X9 +

2419338057094745

2928229434235008
X8

− 8607835828897

6778308875544
X7 +

7828308911

125524238436
X6 +

2175086699

1162261467
X5 − 22528000

14348907
X4

− 435200

1594323
X3 +

113216

59049
X2 − 4736

2187
X +

64

81

con c(0) = 64/81. Por tanto, I((1/2, 0), R1, R2) = 2 y se corrobora que (1/2, 0)
es un tacnodo, ya que obviamente las ramas R1 y R2 son lineales.

8.2.3. Caso de tres valores propios distintos

Nuevamente, por el Lema 8.2.1, no se pierde generalidad A es de la for-
ma (8.2.18). Además, por el Lema 8.2.4, podemos suponer que α1 = 0, α2 =
1, α3 = β + γi. Es decir, podemos suponer que

A :=

Ñ
0 a b
0 1 c
0 0 β + γi

é
,
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con a, c ≥ 0. Para este caso, vamos a dar ejemplos de matrices tales que la curva
VR(fε,A) tiene puntos dobles que son tacnodos. Vamos a analizar este ejemplo
con mayor detalle.

Tomemos

a = b = 0, c = 1, β =
1

2
, γ = 1;

es decir nuestra matriz será

A :=

Ñ
0 0 0
0 1 1
0 0 1

2 + i

é
.

Si definimos su polinomio de Wielandt (1.2.2) por

q(x, y, ε) :=

∣∣∣∣ εIn (x+ yi)In −A
(x− yi)In −A∗ εIn

∣∣∣∣
tenemos que

q(x, y, ε) = det
Ä
ε2In −

(
(x+ yi)In −A

)∗(
(x+ yi)In −A

)ä
.

Y haciendo λ := ε2 para simplificar nos queda que:

p(x, y, λ) = det
Ä
λIn −

(
(x+ yi)In −A

)∗(
(x+ yi)In −A

)ä
=

1

4

(
−x2 − y2 + λ

)
(
4x4 + 8x2y2 + 4y4 − 8λx2 − 8λy2 − 12x3 − 8yx2 − 12xy2 − 8y3

+4λ2 + 12λx+ 8yλ+ 17x2 + 16yx+ 9y2 − 13λ− 14x− 8y + 5
)

Vemos que p(x, y, λ) = f(x, y, λ)g(x, y, λ), llamando

f(x, y, λ) :=
1

4
(−x2 − y2 + λ)

y

g(x, y, λ) := 4x4 + 8x2y2 + 4y4 − 8λx2 − 8λy2 − 12x3 − 8yx2 − 12xy2 − 8y3

+ 4λ2 + 12λx+ 8yλ+ 17x2 + 16yx+ 9y2 − 13λ− 14x− 8y + 5.

Deseamos hallar los valores de λ ≥ 0 para los que la curva algebraica p(x, y, λ) =
0 tiene valores singulares en los que la curva tiene una única tangente real. Esto
nos lleva a buscar los valores de x, y, λ para los que el sistema de ecuaciones

p(x, y, λ) = 0,

p′x(x, y, λ) = 0,

p′y(x, y, λ) = 0,

∆(x, y, λ) = 0,
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donde ∆(x, y, λ) := p′′xy(x, y, λ)− p′′x2(x, y, λ)p′′y2(x, y, λ), tiene soluciones en R3.

Abreviando los argumentos, este sistema queda reducido a p = 0, p′x = 0, p′y =
0,∆ = 0. Como p = fg, este sistema es equivalente al sistema de ecuaciones


f = 0,

g = 0,

4f ′xg
′
xf
′
yg
′
y − (f ′xg

′
y + f ′yg

′
x)2 = 0.

Resuelto este sistema con Maple 17 nos da que una de sus soluciones es

x =
3

8
, y =

1

8
, λ =

5

32
.

Lo que nos da lugar el punto singular

p4 := (x4, y4) =

Å
3

8
,

1

8

ã
de la curva algebraica fε4(x, y) := q(x, y, ε4) = 0, siendo ε4 :=

…
5

32
. Además,

se tiene que ∆(p4) = 0, y además ε4 es el menor valor singular de A(x4, y4).

singularities(p(x,y,5/32),x,y);

[[3/8, 1/8, 1], 2, 2, 2], [[RootOf
(

Z 2 + 1
)
, 1, 0], 3, 3, 3],

[[RootOf
(
64 Z 2 − 48 Z + 13

)
, 3/4− RootOf

(
64 Z 2 − 48 Z + 13

)
, 1], 2, 1, 2]

puiseux(q(x,y,5/32),x=3/8,y,0,T);

[x = T +
3

8
, y = −1

8
], [x = T +

3

8
, y = RootOf

(
512 Z 3 − 960 Z 2 + 440 Z − 185

)
]

[x = T +
3

8
, y =

1

8
− 3T − 40T 2], [x = T +

3

8
, y =

1

8
− 3T − 40

9
T 2],

Las ramas que pasan por p4, R1 := [x = T + 3/8, y = 1/8 − 3T − 40T 2] y
R2 := [x = T + 3/8, y = 1/8− 3T − 40

9 T 2] son lineales. Además, como

(
1/8− 3T − 40T 2

)
−
Å

1/8− 3T − 40

9
T 2

ã
=

Å
40

9
− 40

ã
T 2

se tiene que I(p4, R1, R2) = 2. De donde se deduce que el punto p4 es un tacnodo.
Véase la Figura 8.4.
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Figura 8.4: Tacnodo en (x4, y4) = (3/8, 1/8) a la curva algebraica VR(fε4).

Ejemplo final de matriz 3× 3 con tres valores propios distintos. Si
tomamos

a = b = 0, c = 2, β = 0, γ = 1; (x5, y5, ε5) =

Ç√
2− 1

2
,

√
2− 1

2
,

3− 2
√

2

2

å
.

nos queda que p5 := (x5, y5) =
Ä√

2−1
2 ,

√
2−1
2

ä
es un punto doble de la curva

algebraica fε5(x, y) := q(x, y, ε5), siendo

ε5 :=

 
3− 2

√
2

2
,

con una tangente única y dos ramas reales. Por tanto, es también un tacnodo.
Véase la Figura 8.5

Figura 8.5: Tacnodo en (x5, y5) =
Ä√

2−1
2 ,

√
2−1
2

ä
a la curva algebraica VR(fε5).



Apéndice A

Curvas algebraicas reales

Al estudiar la frontera del pseudoespectro de una matriz vemos que está
contenida en una curva algebraica real plana. Esto nos lleva a considerar los
subconjuntos de R2 que satisfacen una ecuación de la forma f(x, y) = 0 donde
f(x, y) es un polinomio de coeficientes reales en las variables x e y. Los resultados
mostrados en las dos primeras secciones este apéndice han sido recogidos en su
mayor parte del libro de C. G. Gibson [37]. También han sido consultados el
libro y los art́ıculos de M.J. de la Puente [23], [24] y [25]. Para las secciones
tercera y siguientes véanse alĺı las referencias consultadas: en especial el libro
de Walker [73].

A.1. Introducción

SeanK un cuerpo (conmutativo) y n ∈ N∗. Recordemos que N := {0, 1, 2, . . .}
y N∗ := {1, 2, . . .}. En lo que sigue, denotaremos por K[x1, . . . , xn] el anillo de
los polinomios en las variables x1, . . . , xn con coeficientes en el cuerpo K.

Definición A.1.1. Un conjunto algebraico en el espacio af́ın Kn se define
como

{(x1, . . . , xn) ∈ Kn : f1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , fs(x1, . . . , xn) = 0},

para algún s ∈ N∗ y algunos polinomios f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn].
Se denota por VK(f1, . . . , fs). También es llamado el conjunto de los ceros

de f1, . . . , fs en Kn.

Observación A.1.2. En el caso de n = 2, es usual denotar las variables como
x, y; mientras que para n = 3, se suelen utilizar x, y, z.

Una curva algebraica plana af́ın sobre K es el conjunto de los ceros en
K2 de un polinomio no constante f ∈ K[x, y]. En nuestro caso, el cuerpo es
K = R, por lo tanto, se puede definir una curva algebraica real plana como

VR(f) = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 0}

139
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donde f ∈ R[x, y] es un polinomio de grado ≥ 1. A veces, se habla de la curva
algebraica f como abreviatura de VR(f). En el estudio de las curvas algebraicas
reales planas, estamos interesados en las dos siguientes cuestiones:

1. Caracterización de los puntos de autointersección.

2. Irreducibilidad/reducibilidad de las curvas algebraicas reales.

Estas cuestiones serán planteadas al estudiar las fronteras de los pseudoespectros
de matrices de tamaño 2×2 y 3×3. Más en concreto, para las matrices de tamaño
2 × 2 estudiaremos ambas cuestiones; mientras que para las de tamaño 3 × 3,
sólo la primera.

A.2. Caracterización de los puntos de autointer-
sección

Recordamos que el grado de un polinomio es el mayor exponente de los
términos con coeficiente no nulo.

A.2.1. Aplicaciones afines

Sea K un cuerpo.

Definición A.2.1. Decimos que ϕ : K2 −→ K2 es una aplicación af́ın si

ϕ = τ ◦ λ,
siendo

λ : K2 −→ K2 una aplicación invertible, y
τ una traslación, τ(x) = x+ t, donde t ∈ K2 es un vector fijo.

Más brevemente,
ϕ(x) = Lx+ t, L ∈ GL2(K).

Podemos escribir ϕ(x, y) = (X,Y ), donde cada componente viene dada por®
X = px+ qy + u,

Y = rx+ sy + v,

con ps− qr 6= 0. El conjunto de las aplicaciones afines de K2, Af(2), forma un
grupo multiplicativo con la operación composición de aplicaciones.

Lema A.2.2. Sean a, b ∈ K2 distintos. Sea ϕ una aplicación af́ın de K2,
entonces ∀t ∈ K,

ϕ(a+ t(b− a)) = ϕ(a) + t(ϕ(b)− ϕ(a)),

ϕ((1− t)a+ tb) = (1− t)ϕ(a) + tϕ(b).

Observación A.2.3. Se pueden interpretar las anteriores expresiones del si-
guiente modo: ϕ aplica la recta parametrizada que pasa por a y b en la recta
parametrizada que pasa por ϕ(a) y ϕ(b), y conserva el parámetro.
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A.2.2. Número de intersección. Recta tangente

Sea f una curva de grado d > 0 en K2(f ∈ K[x, y], deg(f) = d > 0); ` una
recta que no es componente de VK(f) := {(x, y) ∈ K2 | f(x, y) = 0}; y p un
punto de `.

Queremos definir el número de intersección en p de f respecto de la recta
`, I(p, f, `). Para ello, precisamos de dos puntos a, b ∈ ` distintos, la función
φ(t) := f((1 − t)a + tb), llamada polinomio de intersección, y el punto p =
(1− t0)a+ t0b.

Si a = (a1, a2) y b = (b1, b2), entonces la parametrización de ` es®
x(t) = (1− t)a1 + ta2,

y(t) = (1− t)b1 + tb2,

y el polinomio de intersección a lo largo de la recta ` será φ(t) = f(x(t), y(t)),
siendo deg(f) ≤ d.

Definición A.2.4. Llamamos número (o multiplicidad) de intersección
de una curva f con una recta ` en un punto p, I(p, f, `), a la multiplicidad de
t0 como ráız del polinomio φ(t).

Si ` no es una componente de VK(f), entonces I(p, f, `) es un entero no
negativo; I(p, f, `) = 0 si y sólo si p 6∈ VK(f) ∩ `. Cuando ` es una componente
de VK(f) y p ∈ `, convenimos que I(p, f, `) =∞.

Llamaremos cambio af́ın de parámetro a la aplicación

u : K −→ K
t 7→ u(t) = at+ b.

Lema A.2.5. Supongamos que dos polinomios en una variable, φ(t) y ψ(u),
están relacionados por un cambio af́ın de parámetro, i.e. φ(t) = ψ(u(t)). En-
tonces t0 es una ráız de multiplicidad m de φ(t) si y sólo si u(t0) es una ráız de
multiplicidad m de ψ(u).

Lema A.2.6. I(p, f, `) es independiente de la parametrización elegida para `.

El siguiente lema nos garantiza que los números de intersección son inva-
riantes afines:

Lema A.2.7. Sea ϕ una transformación af́ın de K2, p un punto en una recta
`, f(x, y) ∈ K[x, y]. Denotamos por p′ = ϕ(p), `′ = ϕ(`), ϕ(V (f)) = V (g) con
g(x, y) = f(ϕ−1(x, y)). Entonces

I(p, f, `) = I(p′, g, `′).

Definición A.2.8. La multiplicidad de un punto p ∈ R2 en f , mp(f), se
define como el mı́nimo número de intersección I(p, f, `) cuando ` vaŕıa en el haz
de rectas que pasan por p; es decir,

mp(f) := mı́n
p∈`

I(p, f, `).
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Si mp(f) = 1, el punto es simple; si mp(f) = 2, doble; si mp(f) = 3, triple.
En general, si mp(f) ≥ 2, el punto se llama singular. En este caso, se satisface
que f ′x(a, b) = 0 y f ′y(a, b) = 0, donde p = (a, b).

Definición A.2.9. Llamamos recta tangente a f en p a toda recta ` que pasa
por p tal que

I(p, f, `) > mp(f).

Se dice que una recta `, tangente en p a f , es una tangente ordinaria si
I(p, f, `) = mp(f) + 1, y que es una tangente de inflexión si I(p, f, `) ≥
mp(f) + 2.

A.2.3. Determinación de mp(f)

Se dice que un polinomio F ∈ K[x, y] es homogéneo si todos sus monomios
son de igual grado. Por ejemplo, F (x, y) = 3x2y + y3 + x3 es un polinomio
homogéneo, pero G(x, y) = x4 + xy2 no lo es. Una forma F ∈ K[x, y] es un
polinomio homogéneo. Todo polinomio f ∈ K[x, y], con deg(f) = d, se puede
expresar de forma única como suma de formas

f = Fm + Fm+1 + · · ·+ Fd, con m < m+ 1 < · · · < d,

donde cada Fk, k = m+ 1, . . . , d, es cero o una forma de grado k; mientras que
la forma Fm 6= 0, a la cual se suele llamar forma de términos de grado inferior,
también se denota por TGI.

Podemos determinar la multiplicidad de un punto p = (a, b) en una curva
f(x, y) = 0 de dos formas:

1. mediante los términos de grado inferior, TGI.

2. mediante derivadas parciales.

Veamos cómo se procede con cada uno de ellos

1. Mediante los términos de grado inferior

Lema A.2.10. Sea p = (a, b) un punto de una curva f ∈ K2. Sea
g(x, y) := f(a + x, b + y). Entonces, mp(f) es el grado de la forma TGI
de g. En particular, m(0,0)(f) es el grado de la forma TGI de f .

2. Mediante derivadas parciales

Primero recordamos la expresión de la fórmula de Taylor par una función
polinómica f ∈ K[x, y], con deg(f) = d, en un punto (a, b)

f(a+ x, b+ y) =
∑

(i,j)∈N2

0≤i+j≤d

∂i+jf

∂xi∂yj
(a, b)xiyj . (A.2.1)
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El primer lema nos permitirá caracterizar la multiplicidad de puntos per-
tenecientes a curvas algebraicas mediante sus derivadas parciales. El se-
gundo nos dará una condición necesaria y suficiente para caracterizar los
puntos singulares de una curva algebraica; y, finalmente, el último lema,
consecuencia del anterior, pondrá de manifiesto que los puntos aislados
son necesariamente puntos singulares.

Lema A.2.11. Sea p = (a, b) un punto de la curva f en K2. Entonces
mp(f) = m si y sólo si

∂i+jf

∂xi∂yj
(a, b) = 0, si i+ j ≤ m,

y ∃ i, j tales que
∂i+jf

∂xi∂yj
(a, b) 6= 0, si i+ j = m.

Lema A.2.12. Una condición necesaria y suficiente para que un pun-
to p = (a, b) de una curva f sea singular es que f(a, b) = 0, f ′x(a, b) =
0, f ′y(a, b) = 0

Demostración.

Es una consecuencia del Lema A.2.11, ya que

mp(f) ≥ 2⇐⇒


f(a, b) = 0,

∂f

∂x
(a, b) = 0,

∂f

∂y
(a, b) = 0,

existe
∂2f

∂xi∂yj
(a, b) 6= 0, siendo i+ j = 2.

�

Lema A.2.13. Sea f una curva en R2. Si p es un punto aislado de la
curva f entonces es un punto singular.

Demostración.

Si p fuera un punto simple, como f(p) = 0, por el Lema A.2.12, se tendŕıa
que f ′x(p) 6= 0 o f ′y(p) 6= 0. Por el teorema de la función impĺıcita, se
seguiŕıa que la curva f(x, y) = 0 podŕıa ser parametrizada en un entorno
de p. Con lo cual, p no podŕıa ser aislado. �

A.2.4. Tangentes en un punto múltiple

Sean p = (a, b) ∈ R2, f ∈ R[x, y], con mp(f) = m. Definimos g(x, y) :=
f(a+ x, b+ y), y lo escribimos como suma de formas

g = Gm +Gm+1 + · · ·+Gd,

donde cada Gk es una forma de grado k y Gm 6= 0. Sea ` la recta que pasa por
(a, b) en la dirección del vector (α, β) ∈ R2\{(0, 0)}.
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Nuestro objetivo es estudiar las condiciones que debe satisfacer (α, β) para
que la recta ` sea una recta tangente a f en (a, b). Las ecuaciones paramétricas
de ` son las siguientes ®

x = a+ αt,

y = b+ βt.

El polinomio de intersección, φ(t), se define como

φ(t) := f(a+ αt, b+ βt) = g(αt, βt) =

Gm(αt, βt) +Gm+1(αt, βt) + · · ·+Gd(αt, βt) =

tmGm(α, β) + tm+1Gm+1(α, β) + · · ·+ tdGd(α, β). (A.2.2)

Podemos ver que 0 es ráız de (A.2.2) con multiplicidad ≥ m+1 si Gm(α, β) =
0. Es decir, βx − αy es un factor lineal de Gm(x, y). La tangente a f en (a, b)
es la recta β(x− a)− α(y − b) = 0.

A.2.5. Clasificación de puntos dobles

La terminoloǵıa sobre curvas algebraicas planas cambió drásticamente a lo
largo del siglo XX. En el transcurso de la elaboración de esta memoria encontra-
mos una serie de puntos dobles que recib́ıan los nombres de cúspides, cúspides
ranfoideas, tacnodos, oscnodos, . . . Véase, por ejemplo, la página 131 del libro
de Gibson [36]. De gran utilidad nos ha sido la consulta de la página de Wi-
kipedia [74] que reúne un glosario de geometŕıa algebraica clásica. Damos la
clasificación de los puntos singulares que estudiamos en esta sección, a saber,
los puntos dobles. No es este un asunto que los libros aclaren mucho. Supone-
mos que ello es debido a la complejidad que puede tener una curva algebraica
en el entorno de un punto singular. Citamos varias definiciones, pero no baja-
mos al detalle de armonizarlas. Cuando a una definición la llamemos concepto
queremos decir que es una descripción intuitiva o heuŕıstica de la noción.

Concepto A.2.14. Dada una curva algebraica real C definida como {(x, y) ∈
R2 : f(x, y) = 0} donde f ∈ R[x, y] tiene grado mayor o igual que uno. Decimos
que un punto doble p ∈ C es un crunodo, o nodo ordinario, si C tiene en p
dos tangentes reales distintas.

En la Figura A.1 puede verse la curva C : y2 − x3 − x2 = 0, que tiene a
(0, 0) como punto doble. Este punto es un crunodo para esta curva. Su forma de
grado inferior es y2−x2; dado que ésta se factoriza aśı: y2−x2 = (y+x)(y−x),
las rectas tangentes a la curva C en (0, 0) son y = x e y = −x.

Concepto A.2.15. Dada una curva algebraica real C definida como {(x, y) ∈
R2 : f(x, y) = 0} donde f ∈ R[x, y] tiene grado mayor o igual que uno. Decimos
que un punto p ∈ C es un punto aislado si existe un entorno D(p, ε0) de p tal
que D(p, ε0)∩C = {p}. Cuando el punto aislado p es un punto doble, se dice
que es un acnodo.
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Figura A.1: Curva y2 − x3 − x2 = 0; crunodo en (0, 0).

Figura A.2: Curva y2 − x3 + x2 = 0; acnodo en (0, 0).
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En la Figura A.2 puede verse la curva y2 − x3 + x2 = 0 que tiene a (0, 0)
como punto doble. Este punto es un acnodo para esta curva.

Concepto A.2.16. Dada una curva algebraica real C definida como {(x, y) ∈
R2 : f(x, y) = 0} donde f ∈ R[x, y] tiene grado mayor o igual que uno. Decimos
que un punto doble p ∈ C es un punto de retroceso, o punto cuspidal si C
tiene en p una tangente real T única y tal que si r es la recta perpendicular a
T que pasa por p, existe un valor ε0 > 0 tal que para todo entorno D(p, ε) de p
con 0 < ε ≤ ε0, la intersección D(p, ε) ∩ C está contenida en uno solo de de los
dos semiplanos abiertos Sr,1, Sr,2 que r determina.

Llamemos ST,1, ST,2 a los semiplanos abiertos determinados por T . Quedan
establecidos de esta forma cuatro cuadrantes alrededor del punto p:

Sr,1 ∩ ST,1, Sr,1 ∩ ST,2, Sr,2 ∩ ST,1, Sr,2 ∩ ST,2. (A.2.3)

Se dice que un punto de retroceso p es de primera especie si D(p, ε)∩C, para
todo ε ∈ (0, ε0], tiene puntos en exactamente dos de estos cuadrantes. Se dice
que es de segunda especie si D(p, ε)∩C, para todo ε ∈ (0, ε0], tiene puntos en
exactamente uno de estos cuadrantes. Véase la Figura A.3. Por otra parte, en la
Figura A.4 pueden verse: a la izquierda el punto de retroceso de primera especie
(2, 3/2) para la curva 5 + 4y−2yx2 + 4y2−6x+ 2x3−4xy = 0; y a la derecha el
punto de retroceso de segunda especie (0, 0) para la curva y2−2yx2+x4−x5 = 0.
En esta última curva la tangente T a VR(f) en el punto de retroceso (0, 0) es el
eje x y la recta perpendicular r a T que pasa por (0, 0) es el eje y. Los cuatro
cuadrantes de (A.2.3) son los cuatro cuadrantes ordinarios cartesianos: se ve
que los dos “trozos” de VR(f) que tienen sus puntos suficientemente cerca del
origen, están contenidos en el primer cuadrante (x > 0, y > 0).

En el libro de Dixmier [29] con ayuda del desarrollo de Taylor de una función
vectorial r : (a, b) → R2 definida en un intervalo (a, b) de R y suficientes veces
derivable en él, se pueden caracterizar los puntos de retroceso de primera y de
segunda especies en un punto r(t0), t0 ∈ (a, b) de la curva paramétrica x =
r1(t), y = r2(t), siendo r(t) = (r1(t), r2(t)), t ∈ (a, b), y en el que r′(t0) = 0.

Teorema A.2.17. Sea r(p)(t0) la primera derivada de r que no se anula en t0;
es decir, que

r′(t0) = r′′(t0) = · · · = r(p−1)(t0) = 0, r(p)(t0) 6= 0, p ≥ 2,

y sea r(q)(t0) el primero de los vectores r(p+1)(t0),r(p+2)(t0), . . . que no depende
linealmente de r(p)(t0). Entonces r(p)(t0) es un vector tangente a la curva en
r(t0) y se dan los dos casos siguientes.

Caso p par, q impar.- Hay en r(t0) un punto de retroceso de primera
especie.

Caso p par, q par.- Hay en r(t0) un punto de retroceso de segunda especie.

Concepto A.2.18. Dada una curva algebraica real C definida como {(x, y) ∈
R2 : f(x, y) = 0}. Decimos que un punto p ∈ C es un tacnodo si es un punto
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Figura A.3: Puntos de retroceso: 1a especie (izquierda), 2a especie (derecha).

Figura A.4: Puntos de retroceso de primera y segunda especies.
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doble con tangente real T única y si r es la recta perpendicular a T que pasa por
p, existe un valor ε0 > 0 tal que en todo entorno D(p, ε) de p, con ε ∈ (0, ε0],
la curva tiene puntos en la intersección de D(p, ε) con cada uno de los dos
semiplanos abiertos que r determina.

Dicho en términos más intuitivos, p es un tacnodo de C si la curva tiene
puntos a ambos lados de r tan cerca como queramos de p. Los tacnodos también
son llamados puntos de autoosculación.

En la Figura A.5 (Parte Izquierda) puede verse que la curva algebraica real
C = VR(f) = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0}, donde

f(x, y) :=
(
x2 + y2 − 1

)Ç
(x− 3/2)

2
+ (y − 3/2)

2 − (3−
√

2)2

2

å
,

tiene un tacnodo en p = ( 1√
2
, 1√

2
). Aśımismo, la curva algebraica real

g(x, y) :=

Å
(x− 5/2)

2
+ (y − 5)

2 − 45

4

ãÄ
(x− 2)

2
+ (y − 4)

2 − 5
ä

tiene un tacnodo en p = (1, 2) (Parte Derecha).

Figura A.5: Ejemplo de puntos tacnodos.

Definición A.2.19 (Véanse M.J. de la Puente[25], Definición 5.37, pág. 211,
y el art́ıculo de Wikipedia [75]). Sea C = VR(f), con f ∈ R[x, y], una curva
algebraica real y sea p ∈ C. Se dice que p es un punto cuspidal si existe un
cambio af́ın de coordenadas®

x = aX + bY + α,

y = cX + dY + β,
con a, b, c, d, α, β ∈ R y ad− bc 6= 0
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tal que p se transforma en (0, 0) y el polinomio f en

g(X,Y ) = Y 2 −X2n+1 + términos de grado ≥ 2n+ 2.

donde n es un entero ≥ 1. Como g′X(0, 0) = 0, g′Y (0, 0) = 0 y g′′Y 2(0, 0) = 2 6= 0,
el punto (0, 0) es doble para la curva g. Por lo tanto, en virtud del Lema A.2.7,
el punto cuspidal p es necesariamente un punto doble. Cuando n = 1, el punto
p se llama cuspidal ordinario.

Definición A.2.20 (Gibson [37] Ejercicio 7.4.3, página 93). Sea C = VR(f),
con f ∈ R[x, y], una curva algebraica real y sea p ∈ C un punto doble. Se dice p
es un punto cuspidal ordinario si C tiene una tangente real única T tal que
I(p, f, T ) = 3.

Como p es un punto doble, se tiene que mp(f) = 2. Por tanto, si I(p, f, T ) = 3,
se tiene que

I(p, f, T ) = mp(f) + 1;

esto es, C tiene en p una tangente ordinaria.

Definición A.2.21 (Wikipedia [75]). Sea C = VR(f), con f ∈ R[x, y], una
curva algebraica real y sea p ∈ C. Se dice que p es un tacnodo si existe un
cambio af́ın de coordenadas®

x = aX + bY + α,

y = cX + dY + β,
con ad− bc 6= 0

tal que p se transforma en (0, 0) y el polinomio f en

g(X,Y ) = Y 2 −X2n + términos de grado ≥ 2n+ 1.

donde n es un entero ≥ 2. Como (0, 0) es un punto doble de la curva g, por el
Lema A.2.7 el punto p es doble. En el caso en que n = 2, el punto p se llama
tacnodo ordinario.

Definiciones definitivas
Vamos a establecer unas definiciones definitivas de a qué puntos dobles lla-

mamos crunodos, acnodos, cúspides (puntos de retroceso) y tacnodos
en función de dos parámetros: el signo de ∆(p) y el número r(p) de ramas
de la curva VC(f) que tienen por centro al punto p ∈ C := VR(f), donde
f ∈ R[x, y], deg(f) ≥ 1, y p = (a, b) ∈ R2 un punto doble de f : es decir, que
f(p) = 0, f ′x(p) = 0, f ′y(p) = 0 y alguna de las derivadas parciales segundas de
f en p es no nula. Definimos las siguientes cantidades:

A := f ′′x2(a, b), B := f ′′xy(a, b), C := f ′′y2(a, b),

∆(a, b) := B2 −AC.
(A.2.4)
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Definición A.2.22. Sean f ∈ R[x, y], deg(f) ≥ 1, y p = (a, b) ∈ R2 un punto
doble de la curva complejificada1 VC(f). Se dice que p ∈ C := VR(f) es: un
crunodo de C si ∆(p) > 0; un acnodo si ∆(p) < 0; una cúspide o punto de
retroceso si ∆(p) = 0 y VC(f) tiene una rama centrada en p; un tacnodo si
∆(p) = 0 y VC(f) tiene dos ramas centradas en p.

En resumen, si
∆(p) > 0 el punto p es un crunodo;

∆(p) < 0 el punto p es un acnodo;

∆(p) = 0, r(p) = 1 el punto p es una cúspide;

∆(p) = 0, r(p) = 2 el punto p es un tacnodo.

Hay un inconveniente serio en estas definiciones y es que exigen definir qué
se entiende por rama de una curva VC(f) para un f ∈ R[x, y] que tiene por
centro a un punto de la misma. Este es un concepto elusivo que se refiere
a los “segmentos” o “trozos” de la curva que pasan por el punto considerado
p y que son homeomorfos a un intervalo (−ε, ε) de R con ε > 0 y donde p
se corresponde con el número real 0. Para ello precisamos de los conceptos de
series formales de potencias, de Laurent y de Puiseux, aśı como del Teorema
de Newton-Puiseux. Las principales referencias que seguimos para escribir este
resumen contextual son los libros de M.J. de la Puente [25], de R.J. Walker [73],
de S.S. Abhyankar [1] y de G. Fisher [34].

A.3. Series formales de potencias

El conjunto de aplicaciones de un conjunto cualquiera X en otro conjunto
cualquiera Y se denota por Y X . Sea K un cuerpo cualquiera. Siempre entende-
remos que un cuerpo es conmutativo, i.e. que su multiplicación es conmutativa.
Llamamos serie formal de potencias con coeficientes en K a cualquier suce-
sión

a = (a0, a1, . . . , ai, . . .)

con cada ai ∈ K, i = 0, 1, . . .. Dicho de otro modo, a es una aplicación de N en
K. Dada cualquier otra serie formal de potencias

b = (b0, b1, . . . , bj , . . .)

se definen su suma a+ b := (a0 + b0, a1 + b1, . . .) y su producto ab := (c0, c1, . . .)
por medio de

ck :=
∑

(i,j)∈N2

i+j=k

aibj

1Si f ∈ R[x, y] por la curva complejificada de f entendemos el subconjunto de C2 formado
por los puntos (z, w) ∈ C2 tales que f(z, w) = 0.
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para todo k = 0, 1, . . .. Con estas dos operaciones el conjunto KN de aplicaciones
de N en K llega a ser un anillo.

Si a tiene la forma

a = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .)

identificaremos a con un polinomio en una variable con coeficientes en K. En
particular, las series “constantes”, i.e. los elementos c de K son también series
formales haciendo la identificación c = (c, 0, 0, . . .). Una de estas series es el ele-
mento unidad 1 := (1, 0, 0, . . .). De ahora en adelante, dejaremos este formalismo
y escribiremos una serie formal de potencias por el śımbolo

a = a(T ) =
∞∑
n=0

anT
n

como una serie de potencias en una variable T . Cuando no haya confusión
abreviaremos serie formal de potencias por serie. No se considera ninguna
cuestión de convergencia de estas series. No se tiene el concepto de grado como
en los polinomios, sino el de orden de a, ord(a). Se llama aśı a

ord(a) :=

®
mı́n{i ∈ N : ai 6= 0}, si a 6= 0 := (0, 0, . . .)

∞ si a = 0.

Dicho de otro modo, si a 6= 0, que ord(a) = p quiere decir que a0 = a1 = · · · =
ap−1 = 0 y ap 6= 0. Aśı pues, el orden de una serie formal de potencias no nula
es un número natural. Denotaremos por K[[T ]] ≡ KN el conjunto de las series
formales de potencias con coeficientes en K en la variable T . Es sabido que con
las operaciones de suma y producto antes definidas K[[T ]] tiene estructura de
anillo. Más aun, K[[T ]] no tiene divisores de cero; es decir, a, b ∈ K[[T ]], ab =
0 implica que a = 0 o b = 0. Además, es fácil probar que las unidades o
elementos invertibles de K[[T ]] son las series de orden 0; es decir, a(T ) =
a0 + a1T + a2T

2 + · · · es invertible si y sólo si a0 6= 0. Una familia de series
formales {si(T )}i∈I , donde I designa un conjunto de ı́ndices, se dice sumable
si para cada k ∈ N existe a lo más un número finito de ı́ndices i tales que
ord(si) ≤ k. Por definición, la suma de una familia sumable de series formales

si(T ) =
∞∑
n=0

aniT
n

es la serie

s(T ) =
∞∑
n=0

anT
n,

donde, para cada n, an =
∑
i∈I ani. Esto tiene sentido puesto que por hipótesis

los ani para un n dado, son nulos salvo para un número finito de valores de i.
En particular, dados a0, a1, . . . ∈ K, la familia {anTn}n∈N es sumable y las dos
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posibles interpretaciones de la expresión

∞∑
n=0

anT
n

coinciden.

A.3.1. Sustitución de una serie en otra

Para esta subsección seguimos estrechamente el Caṕıtulo 1 del libro de Car-
tan [18]. Sean las series formales de potencias

a(Z) =
∞∑
n=0

anZ
n ∈ K[[Z]], b(T ) =

∞∑
n=0

bnT
n ∈ K[[T ]].

Queremos darle sentido a la sustitución de Z por b(T ) en a(Z) para obtener
una serie a

(
b(T )

)
que pertenezca a K[[T ]]. La sustitución de T por b por Z

en a solo tiene sentido cuando sea sumable la familia {cn}n∈N,donde

cn = an

( ∞∑
j=0

T j

)n
= anb

n
0 + · · · .

Se presentan dos casos:

si a es un polinomio, entonces la familia {cn}n∈N es finita; por tanto su-
mable.

Si a no es polinomio, entonces la familia {cn}n∈N es sumable si y sólo si
b0 = 0, si y sólo si ord(b) ≥ 1; lo que es esencial.

En particular la traslación (i.e. sustituir T por T−b0, con b0 6= 0) tiene sentido
solo cuando a sea un polinomio.

El resultado de la sustituir la serie formal b(T ) por Z en a(Z) se puede
denotar por

a(b(T )) =
∞∑
n=0

an
(
b(T )

)n
,

en la que se reagruparán los términos en T . A la serie a(b(T )) también la de-
notaremos por a ◦ b cuando no se especifica la variable o indeterminada T . Esta
“composición” ◦ goza de las siguientes propiedades en relación con la suma y el
producto ordinario de series:®

(a1 + a2) ◦ b = a1 ◦ b+ a2 ◦ b,

(a1a2) ◦ b = (a1 ◦ b)(a2 ◦ b), 1 ◦ b = 1.

para todas series formales a1, a2 ∈ K[[Z]] y b ∈ K[[T ]] tales que ord(b) ≥ 1.
Pero, no debemos creer que a ◦(b1 +b2) sea igual a a ◦b1 +a ◦b2 aunque ord(b1) ≥
1, ord(b2) ≥ 1 y ord(b1 + b2) ≥ 1.
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Observación A.3.1. Si se sustituye 0 en a(T ) =
∑∞
n=0 anT

n, se encuentra la
serie formal a0 reducida a su “término constante”. Notemos que ord(0) := ∞;
por tanto ord(0) ≥ 1 y la operación de sustitución a ◦ 0 = a0 tiene sentido. Pre-
ferimos escribir, a(0) = a0. Con estas notaciones: Para que a(T ) =

∑∞
n=0 anT

n

posea un elemento inverso para la multiplicación ordinaria de K[[T ]] es necesa-
rio y suficiente que a0 6= 0, es decir a(0) 6= 0

Asociatividad de la sustitución. Se tiene que (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) siempre
que ord(b) ≥ 1, ord(c) ≥ 1.

Derivada de una serie formal
Para definir la derivada de una serie formal no hacen faltan ĺımites. He aqúı

la definición: Sea a(T ) =
∑∞
n=0 anT

n, su serie derivada a′(T ) viene dada por
la fórmula

a′(T ) :=
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1T
n.

Se escribe también
d a

dT
, o incluso

d

dT
a,

para la derivada a′. Se tienen las propiedades (a+ b)′ = a′+ b′; (ab)′ = a′b+ab′.
Si a(0) 6= 0, se tiene que

d

dT

Å
1

a

ã
= − 1

a2

d a

dT
.

Por recurrencia, se definen las derivadas sucesivas de una serie formal. Si
a(T ) =

∑∞
n=0 anT

n, la derivada de orden n es

a(n)(T ) = n!an + términos de grado ≥ 1.

Por tanto, a(n)(0) = n!an, denotando por a(n)(0) el resultado de la sustitución
de la serie 0 por la variable T en a(n)(T ).

Series rećıprocas
La serie I(T ) definida por I(T ) = T es el elemento neutro para la com-

posición de series formales:

a ◦ I = a = I ◦ a.

Proposición A.3.2 (Función inversa formal). Sea dada una serie formal a;
para que exista una serie formal b tal que

b(0) = 0, a ◦ b = I,

es necesario y suficiente que

a(0) = 0, a′(0) 6= 0.

Si es aśı, b es única, y b ◦ a = I; dicho de otro modo, b es la inversa o rećıproca
de a para la ley de composición ◦.

No se debe confundir esta serie rećıproca de a con la inversa 1/a para el
producto ordinario. De hecho, como a(0) 6= 0 es una condición necesaria y
suficiente para que tenga sentido 1/a, cuando existe ésta, la serie rećıproca no
está definida.
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A.3.2. Series de Laurent y de Puiseux

El cuerpo de fracciones del anillo de integridad K[[T ]], lo denotaremos por

K((T )) y está formado por los cocientes
a

b
, donde a, b ∈ K[[T ]] y b no es nulo.

Por el Teorema 1.2, página 88 de Walker [73] se tiene que cualquier elemento f
de K((T )) puede expresarse en la forma

f =
a0 + a1T + a2T

2 + · · ·
T r

con r entero ≥ 0 y a0 6= 0. Esta representación es única. Como Corolario se
obtiene que toda f ∈ K((T )) se puede representar de manera única

f =
∞∑

k=−∞

akT
k

con coeficientes ak ∈ K, con la condición de que sólo haya un conjunto finito
de números enteros negativos k tales que ak 6= 0. Podemos pensar que f es la
sucesión doblemente infinita

f ≡ (. . . , 0, 0, a−r . . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . , ai, . . .)

con r ≥ 0. Aśı pues, podemos mirar a K((T )) como el subconjunto del conjunto
KZ de las aplicaciones f de Z en K tales que existe un entero s = O(f) ∈ Z
(orden de f) tal que f(s) 6= 0 y f(k) = 0 para todo k < O(f). Esto también lo
expresaremos diciendo que f(k) es nulo para casi todo k ∈ Z− := {n ∈ Z : n <
0}. A cada f se la llama serie formal de Laurent en T . Sean

f :=
∞∑

k=−∞

f(k)T k, g :=
∞∑

k=−∞

g(k)T k.

La suma y el producto en K((T )) coinciden con

f + g =
∞∑

k=−∞

(f(k) + g(k))T k

y el producto de convolución h = fg que viene dado por

∀k ∈ Z, h(k) =
∑

(i,j)∈Z2

i+j=k

f(i)g(j).

Continuando con esta ĺınea formalista, definiremos las series de Puiseux con
coeficientes en K en una variable T , según se indica en los Ejercicios 7 y 8 de la
pág. 595 del libro de N. Jacobson[43]. Sean K un cuerpo cualquiera, Q el cuerpo
de los números racionales y sea KQ el conjunto de aplicaciones de Q en K. Para
cada f ∈ KQ definamos el soporte de f como

Sop(f) := {α ∈ Q : f(α) 6= 0}.
Denotemos por P(K) el subconjunto de KQ formado por los f tales que
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(1) Sop(f) ⊂ Zn−1 para algún entero positivo n (dependiente de f);

(2) Sop(f) está acotado inferiormente.

Los elementos de P(K) pueden ser representados como series formales

f =
∑

α∈Sop(f)

f(α)Tα

y éstas son llamadas series formales de Newton-Puiseux. Si f, g ∈ P(K)
definimos f + g y fg mediante

(f + g)(α) := f(α) + g(α),

(fg)(α) :=
∑

(β,γ)∈Q2

β+γ=α

f(β)g(γ), (que está bien definida)

para todo α ∈ Q. Definimos 0 por 0(α) = 0 para todo α y 1 por

1(α) =

®
1 si α = 0,

0 si α 6= 0.

Antes de continuar adelante, vamos a introducir una presentación más in-
tuitiva de las series de Puiseux. Una serie de Puiseux en X es una suma formal
de elementos de la forma aXm/n donde a ∈ K y m/n es un número racional.
Por ejemplo, 2 + 3X−3/2 + 2X1/2 − 6X5/2, y 1 + X1/3 + X1/5 + X4/3 + X2/5

son series de Puiseux con coeficientes en Q, pero

1 +X1/2 +X2/3 +X3/4 + · · ·

no lo es, ya que los exponentes no pueden tener un denominador común. En
una serie de Puiseux puede haber potencias de X con exponentes fraccionarios:
exponentes que pueden ser negativos; pero sólo puede haber un número finito
de exponentes negativos; potencias con exponentes positivos m/n puede haber
infinitas, pero sólo ha de haber un número finito de distintos denominadores n.
Es decir, una serie de Puiseux tiene la forma

p :=

q∑
i=1

∞∑
j=1

aijX
mij/ni

donde aij ∈ K, n1, . . . , nq son enteros > 0 y mij ∈ Z. Se supone que los śımbolos
Xm/n están sujetos a operaciones “coherentes”:

X1/1 = X, (X1/rn)r = X1/n, Xm/n = (X1/n)m; Xrm/rn = Xm/n.

Como en una serie de Puiseux sólo aparece un número finito de diferentes deno-
minadores: n1, . . . , nq, podemos escribir toda serie de Puiseux como potencias
con exponentes que tengan común denominador: digamos N := n1 · · ·nq

p := a−rX
−r/N + · · ·+a−1X

−1/N +a0 +a1X
1/N +a2X

2/N + · · ·+akXk/N + · · · ,
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donde r > 0 y ai ∈ K, i = −r,−(r−1), . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . , k, . . .. Los coeficientes
ai ∈ K pueden ser algunos iguales a cero. Si nos fijamos bien, podemos consi-
derar la serie de Puiseux p como una serie de Laurent en X1/N : De este modo,
el conjunto de las series de Puiseux es el conjunto

K{{X}} :=
∞⋃
N=1

K((X1/N )).

Se puede demostrar que con estas operaciones K{{X}} = P(K) es un cuer-
po. Recordemos que un cuerpo F es algebraicamente cerrado si todo polinomio
f(X) ∈ F[X] de grado ≥ 1 admite ráıces en F. Asimismo se dice que un cuerpo
F tiene caracteŕıstica 0 si toda suma de un número finito de veces el elemento
1 nunca es igual a 0: para todo n ≥ 1, 1 +

n· · · + 1 6= 0. Con estos preliminares
se tiene el importante

Teorema A.3.3 (Newton-Puiseux(1676-1850)). Supongamos que K es un cuer-
po algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0. Entonces el cuerpo de las series
de Puiseux K{{X}} = P(K) es algebraicamente cerrado.

Una demostración constructiva de este teorema fundamental puede verse en
el libro clásico de Walker [73]. Versiones más rigurosas aparecen en el libro de
Fischer [34]. Aśı pues, designaremos el cuerpo de las series formales de Puiseux
con coeficientes en K mediante una doble llave: K{{T}}, remedando el uso de
K[[T ]] y K((T )) para las series formales, de potencias y de Laurent en T .2

Lo que el Teorema A.3.3 significa es que si f(X,Y ) en un elemento de
K{{X}}[Y ] que no pertenece a K{{X}}, entonces existe un ȳ ∈ K{{X}} tal
que f(X, ȳ) = 0 en K{{X}}. Una serie cualquiera de Puiseux también puede
escribirse aśı

ā(X) = a1X
m1/n1 + a2X

m2/n2 + · · · ∈ K{{X}},

donde
ai 6= 0, m1/n1 < m2/n2 < · · · .

Definimos el orden de ā como O(ā) := m1/n1; es un número racional. El
conjunto de elementos de K{{X}} de orden ≥ 0 es un dominio de integridad: a
saber

∞⋃
n=1

K[[X1/n]] = {ā ∈ K{{X}}|O(ā) ≥ 0}.

Si ā ∈ ∪∞n=1K[[X1/n]], el coeficiente de X0 en ā(X) será denotado por ā(0).
Obviamente ā(0) 6= 0 si y sólo si O(ā) = 0. Si 0 es la serie de Puiseux cero,
definimos O(0) :=∞.

Siguiendo a Walker [73], Teoremas 3.2 a 3.5 en la pág. 106, se tienen las
siguientes extensiones simples del Teorema A.3.3.

2 Aunque hay otros autores [9] que usan K{{T}} para el anillo (o dominio) de integridad
∪∞n=1K[[T 1/n]].
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Teorema A.3.4. Supongamos que

f(X,Y ) = ā0 + ā1Y + · · ·+ ānY
n, āi ∈ K{{X}}, ān 6= 0.

Entonces:

existe una única n-tupla desordenada (ȳ1, . . . , ȳn) ∈ K{{X}}n tal que

f(X,Y ) = ān

n∏
j=1

(Y − ȳj);

si O(ān) ≤ O(āi), i = 0, . . . , n − 1, los ȳj del apartado anterior son ele-
mentos de

⋃∞
n=1K[[X1/n]];

si O(ān) = 0, O(ā0) > 0, O(āi) ≥ 0, i = 1, . . . , n − 1, entonces para al
menos uno de los ȳj, O(ȳj) > 0;

si f(X,Y ) ∈ K[X,Y ] no tiene divisores de la forma d(X) ∈ K[X] de
grado ≥ 1, entonces f tiene un factor múltiple en K[X,Y ] si y sólo si
f(X,Y ) = 0 tiene una ráız múltiple en K{{X}}.

Por si acaso no está claro, se tiene que: todo polinomio en X es una serie
formal de potencias en X; toda serie formal de potencias en X es una serie de
Laurent en X; toda serie de Laurent en X es una serie de Puiseux en X. Es
decir, que

K ⊂ K[X] ⊂ K[[X]] ⊂ K((X)) ⊂ K{{X}}.
Finalmente, daremos una versión del Teorema de Newton que sigue el Teo-

rema de la página 89 del libro intuitivo de Abhyankar [1] que viene muy bien a
nuestros propósitos.

Teorema A.3.5. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica
0, y sea

f(X,Y ) = Y n + a1(X)Y n−1 + · · ·+ an(X) ∈ K((X))[Y ]

un polinomio mónico de grado n > 0 en Y con coeficientes a1(X), . . . , an(X).
Entonces existen un entero positivo m y n series de Laurent ηi(T ) ∈ K((T )),
i = 1, 2, . . . , n tales que

f(Tm, Y ) =
n∏
i=1

(Y − ηi(T )). (A.3.5)

También se tienen los dos suplementos siguientes.
Suplemento 1. Si ai(X) ∈ K[[X]] para i = 1, 2, . . . , n, entonces ηi(T ) ∈

K[[T ]] para i = 1, 2, . . . , n.
Suplemento 2. Si f(X,Y ) es irreducible en K((X))[Y ], entonces m = n. De

hecho, en este caso, n es el único m permisible. Además, las ráıces η1(T ), . . . , ηn(T )
pueden ser renombradas de manera que ηi(T ) = η1(ωiT ) donde ω es una ráız
n–ésima primitiva de 1. (Una ráız n–ésima ω de 1 se dice primitiva si todas
las otras ráıces n–ésimas de 1 son potencias de ella. Por ejemplo, en el caso de
que K = C podemos tomar ω = e2πi/n.)
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La ecuación (A.3.5) implica que para todo i = 1, 2, . . . , n,

f(Tm, ηi(T )) = 0.

Hab́ıamos visto que el conjunto de series de Puiseux de orden ≥ 0 forman
un dominio de integridad, denotado: ∪∞n=1K[[X1/n]]. Pues bien, cuando K es
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0, el Teorema de Newton-
Puiseux garantiza que el cuerpo de fracciones de este dominio es algebraicamente
cerrado. De hecho,

{
p(X)

q(X)
|p(X) =

∞∑
i=0

aiX
i/N , q(X) =

∞∑
j=0

bjX
j/M , con q 6= 0

}
= K{{X}}.

A.4. Ramas de una curva algebraica

Sea f ∈ R[X,Y ] un polinomio mónico en Y . Una parametrización (local)
de la curva algebraica C := VR(f) en el espacio af́ın R2 es un par de series
formales de potencias no ambas constantes (x̃(T ), ỹ(T )) ∈ C[[T ]] × C[[T ]] tales
que f(x̃(T ), ỹ(T )) = 0 como elemento de C[[T ]]. El punto (x̃(0), ỹ(0)) ∈ C2

se llama el centro de la parametrización, y claramente pertenece a la curva
compleja definida por f . Una parametrización local se dice irreducible si
no existe k ∈ N, k > 1 tal que

x̃(T ), ỹ(T ) ∈ C[[T k]].

Ejemplo. La parametrización

(T 2, T 2 − 1

2
T 6 − 1

8
T 10 − 1

16
T 14 − 5

128
T 18 + · · · )

de la lemniscata de Huygens X2 − Y 2 −X4 = 0 es reducible.
La prueba del teorema siguiente puede verse en Walker [73], Teorema 2.1,

págs. 94 y 95.

Teorema A.4.1. La parametrización (x̃, ỹ) dada por

x̃(T ) = Tn, ỹ(T ) = a1T
n1 + a2T

n2 + · · · ,

donde

0 < n, 0 < n1 < n2 < · · · , ai 6= 0,

es irreducible si y sólo si el máximo común divisor de los enteros n, n1, n2, . . .
es 1.

Para que la definición siguiente tenga sentido recordemos que sólo tiene sen-
tido sustituir la variable T de una serie de potencias por otra serie de potencias
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α(T ), cuando el orden de α, ord(α), es positivo. Se dice que dos parametriza-
ciones locales (x̃(T ), ỹ(T )), (x̃1(T ), ỹ1(T )) de una curva C ⊂ R2 son equiva-
lentes si existe una serie α(T ) ∈ C[[T ]] de orden 1 tal que

x̃1(T ) = x̃(α(T )), ỹ1(T ) = x̃(α(T )).

Como ord(α) = 1, se tiene que α(0) = 0 y α′(0) 6= 0. Por tanto, en virtud de
la Proposición A.3.2 existe la serie rećıproca de α respecto de ◦ y la relación
anterior es una relación de equivalencia. Se deduce de α(0) = 0 que el centro
(x̃(0), ỹ(0)) de la parametrización (x̃(T ), ỹ(T )) es igual al centro (x̃1(0), ỹ1(0))
de la parametrización (x̃1(T ), ỹ1(T )). Tiene sentido, pues, la definición siguiente.

Definición A.4.2. Sea p el centro de la parametrización (x̃(T ), ỹ(T )). Una
rama de la curva C con centro el punto p es una clase de equivalencia
de tales parametrizaciones locales irreducibles con centro p. A veces, cuando
digamos rama de la curva C que pasa por el punto p, sobrentenderemos
que quiere decir centrada en p, por comodidad del lenguaje.

A.5. Naturaleza de los puntos dobles

El teorema siguiente nos permite una primera clasificación de los puntos
dobles p ∈ C atendiendo al número 0, 1, 2 de tangentes reales a la curva C en
p, y a los números de intersección en p de la curva C con su recta tangente en
el caso de una sola tangente.

Teorema A.5.1. Sean f ∈ R[x, y], deg(f) ≥ 1, y p = (a, b) ∈ R2 un punto
doble de f . Definimos las siguientes cantidades:

A := f ′′x2(a, b), B := f ′′xy(a, b), C := f ′′y2(a, b),

∆ := B2 −AC.
(A.5.6)

i. Si ∆ > 0, entonces (a, b) es un crunodo, con dos rectas tangentes reales.

ii. Si ∆ < 0, entonces (a, b) es un punto acnodo.

iii. Si ∆ = 0, entonces (a, b) es un punto con una única recta tangente (real)
T : puede ser una cúspide o un tacnodo.

(a) Si I((a, b), f, T ) = 3, la curva f tiene una sola rama centrada en (a, b).
Por tanto este punto es una cúspide (ordinaria).

Demostración.
Como (a, b) es un punto doble de f , al menos uno de los números A,B,C es

distinto de cero. Supongamos que C 6= 0. Por la fórmula (A.2.1),

g(x, y) := f(a+ x, b+ y) =
1

2!
f ′′x2(a, b)x2 + f ′′xy(a, b)xy +

1

2!
f ′′y2(a, b)y2 + TGS =

G2(x, y) + TGS,
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donde TGS denota términos de grado superior.
Como las rectas tangentes a g y 2g en (0, 0) son las mismas, no se pierde

generalidad si suponemos que

G2(x, y) = f ′′x2(a, b)x2 + 2f ′′xy(a, b)xy + f ′′y2(a, b)y2 = Ax2 + 2Bxy + Cy2.

Podemos descomponer el trinomio de la siguiente forma

G2(x, y) = x2

Å
A+ 2B

y

x
+ C

y2

x2

ã
(A.5.7)

Si denotamos y
x por z, tenemos que la expresión entre paréntesis en (A.5.6) se

puede escribir como A+ 2Bz + Cz2. Calculamos sus ráıces

z =
−2B ±

√
4B2 − 4AC

2C
=
−B ±

√
∆

C
. (A.5.8)

Con lo cual,

1. Si ∆ > 0, hay dos ráıces reales r1, r2. Se tiene que

G2(x, y) = Cx2
(y
x
− r1

)(y
x
− r2

)
= C(y − r1x)(y − r2x);

por lo tanto, (a, b) es un nodo con dos tangentes reales, a saber,

y − b = r1(x− a) y − b = r2(x− a).

2. Si ∆ = 0, hay una única ráız real r = −BC , que es doble. La tangente única
es la recta real

G2(x, y) = Cx2

Å
y

x
+
B

C

ã2

= C

Å
y +

B

C
x

ã2

;

por lo tanto, (a, b) es un punto cuspidal con una única tangente real, a
saber,

y − b = −B
C

(x− a). (A.5.9)

Esta recta, T , es ortogonal al vector (B,C); con lo cual, está dirigida
a lo largo de la dirección del vector (−C,B). Por ello, sus ecuaciones
paramétricas son

T :

®
x = a− Ct,
y = b+Bt.

(A.5.10)

Vamos a analizar el número de intersección en p = (a, b) de f con la recta
T , I(p, f, T ). Para ello, damos la expresión del polinomio de intersección,
aśı como sus dos primeras derivadas, y evaluamos en t = 0.
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φ(t) = f(a− Ct, b+Bt),

φ′(t) = −Cf ′x(a− Ct, b+Bt) +Bf ′y(a− Ct, b+Bt),

φ′′(t) = C2f ′′x2(a− Ct, b+Bt)− 2BCf ′′xy(a− Ct, b+Bt)

+B2f ′′y2(a− Ct, b+Bt).

φ(0) = 0,

φ′(0) = 0

φ′′(0) = C2f ′′x2(a, b)− 2BCf ′′xy(a, b) +B2f ′′y2(a, b)

= C2A− 2B2C +B2C = C(AC −B2) = 0.

Por tanto,
I(p, f, T ) ≥ 3.

Como la multiplicidad m(a,b)(f) = 2, la recta T es tangente.

3. Si ocurre que I(p, f, T ) = 3, entonces el punto p es una cúspide y es
ordinaria. En efecto, por un lado sabemos que el número de ramas r(p) en
un punto singular p es menor o igual que su multiplicidad mp(f). Como
aqúı mp(f) = 2, el número de ramas, r(p), de la curva f en p es 1 ó
2. Veamos que no puede ser 2. Si hubiera dos ramas R1 y R2 de f que
pasaran por p se tendŕıa que p seŕıa un punto liso o simple de cada una de
las dos ramas. Por tanto, la recta tangente T en p a cada rama tendŕıa un
número de intersección, I(p,Ri, T ) ≥ 2, i = 1, 2. Como (véase la página
59, ĺınea 4 de Kending [46])

I(p, f, T ) = I(p,R1, T ) + I(p,R2, T )

se tendŕıa que I(p, f, T ) ≥ 4. Lo que contradice la suposición. Aśı pues, la
curva f tiene una sola rama que pasa por p y como ∆(p) = 0, el punto p
es una cúspide o punto de retroceso. Dado que I(p, f, T ) = mp(f) + 1 la
recta T es una tangente ordinaria; o sea, la cúspide en p es ordinaria.

4. Si ∆ < 0, no hay ráıces reales en (A.5.8). Por lo tanto, p es un punto
aislado, ya que no habrá tangentes reales.

�

Observación A.5.2. Cuando p := (a, b), ∆(p) = 0 e I(p, f, T ) ≥ 4 no se
puede asegurar que el punto p sea un tacnodo para la curva f . Puede serlo
o no. Por ejemplo, el punto (0, 0) es un punto doble de la curva f(x, y) =
x4 + x2y2 − 2x2y − xy2 + y2 pues f ′′y2(0, 0) = 2 y el polinomio f(x, 0) = x4 que

tiene a x = 0 como ráız cuádruple. De hecho, (0, 0) es un punto cuspidal de
segunda especie (o cúspide ranfoidea) de la curva f . Con ayuda de Maple 17

y de la instrucción plot_real_curve hemos dibujado la curva f que aparece
en la Figura A.6. Es decir que este punto no es un tacnodo, a pesar de que
I((0, 0), f, y = 0) es igual a 4.
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Figura A.6: Cúspide ranfoidea en (0, 0)
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Daremos una explicación intuitiva sobre los distintos puntos dobles de una
curva algebraica real f(x, y) = 0. Es posible resolver esta ecuación en y en
función de x mediante series de potencias de exponentes números racionales,
llamadas series de Puiseux. Hay un algoritmo, llamado de Newton-Puiseux, para
hacer esto, y el programa Maple calcula tales desarrollos en series de Puiseux:
basta usar la instrucción puiseux del paquete algcurves. Si (a, b) es el punto
doble que se está considerando la instrucción puiseux(f,x=a,y,n) nos da la
suma parcial de términos de exponentes racionales ≤ n de cada una de las series
de Puiseux que parametrizan la curva VC(f) en un entorno del punto x = a.
Dicho de otra forma, tendremos tantas ramas locales en x = a como sumas
parciales produzca la instrucción. Si utilizamos la instrucción con un quinto
parámetro, de nombre T; a saber, puiseux(f,x=a,y,0,T) el programa devuelve
dos series formales de Laurent en T : (ϕ1(T ), ϕ2(T )) con ϕ1(T ) = αT k + β y
ϕ2(T ) ∈ C((T )), α, β ∈ C por cada rama. De hecho, habiendo puesto n = 0,
puiseux produce sumas parciales (de las series de Laurent) lo suficientemente
largas para separar las “ramas”. En otras palabras, las parejas (ϕ1(T ), ϕ2(T ))
de series de Laurent en T son únicas. Si f(X,Y ) = a0(X)+a1(X)Y +a2(X)Y 2+
· · · + an(X)Y n, mirado como polinomio en Y con coeficientes en R[X], es tal
que an(X) 6= 0, entonces también ϕ2(T ) ∈ C[[T ]]. Si todos los coeficientes de
las series ϕ1(T ) y ϕ2(T ) son números reales decimos que tenemos ramas reales.

La diferencia entre cúspides de primera especie y de segunda especie se podŕıa
establecer mediante la presencia o no de puntos de la curva tan cercanos como
se quisiera a p y situados exactamente en uno o dos cuadrantes de los que
determinan las rectas T y r perpendicular a T por p.

A.6. Maple

Resumiendo, el programa de cálculo simbólico Maple 17 implementa el
algoritmo de Newton y con las instrucciones singularities y puiseux de su
paquete algcurves nos produce con

(1) >singularities(f,x,y);

los puntos singulares p de la curva f en el plano proyectivo complejo P2(C)
y sus invariantes (mp, δp, r(p)), donde mp es la multiplicidad del punto, δp
es el llamado invariante delta del punto, y r(p) es el número de ramas
distintas que tienen por centro al punto. Los puntos vienen dados por sus
coordenadas homogéneas (x : y : z), siendo z = 1 ó 0, según que se trate de
un punto finito o un punto infinito. Las salidas producidas son de las forma

[[x, y, z],m, δ, r];

y con
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(2) >puiseux(f,x=a,y,0,T);

obtenemos una parametrización irreducible para cada una de las distintas
ramas cuyo centro tiene coordenadas (a, β) para algún β ∈ C que satisfacen
f(a, β) = 0. En particular si β = b y (a, b) es un punto singular de la curva
VC(f), este procedimiento nos permite confirmar el número de ramas
distintas que tienen por centro a (a, b); el cual ya seŕıa conocido desde el
número de ramas asignadas al punto (a : b : 1) por singularities.

Ramas reales. Cuando todos los coeficientes de las ramas que nos da
puiseux son números reales, diremos que las ramas son ramas reales. Véase
al respecto lo que se comenta en la página 287 del libro de M.J. de la Puente [25].

Ejemplo A.6.1. Sea el polinomio

f(x, y) : = −y6 + 2y5 +

Å
−3x2 − 3

√
2 + 2x+

5

2

ã
y4 +

Ä
4x2 + 4

√
2− 4x− 4

ä
y3

+

Å√
2− 4x+ 4

√
2x− 3x4 − 6

√
2x2 + 5x2 + 4x3 − 7

4

ã
y2

+

Å
4
√

2x2 +
11

2
− 4x2 − 4

√
2 + 2x4 − 4x3 − 4

√
2x+ 6x

ã
y

+
11

2
x− 4x3 +

33

4

√
2 +
√

2x2 − 4x
√

2− 93

8
− 3
√

2x4

+ 4
√

2x3 + 2x5 +
5

2
x4 − 7

4
x2 − x6

Sabemos que (a, b) :=
Ä
(
√

2− 1)/2, (
√

2− 1)/2
ä

es un punto singular de f ;

de hecho, es un punto doble: esto es, f(a, b) = f ′x(a, b) = f ′y(a, b) = 0 y alguna
de las derivadas parciales segundas f ′′x2 , f ′′xy, f

′′
y2 no se anula en (a, b). También

hab́ıamos calculado previamente ∆(a, b) := f ′′xy(a, b)2 − f ′′x2(a, b)f ′′y2(a, b) = 0.

Luego sabemos que la curva VR(f) tiene una única tangente real en (a, b). Vea-
mos qué devuelve la instrucción

>singularities(f,x,y);¶
[[(
√

2− 1)/2, (
√

2− 1)/2, 1], 2, 2, 2],

[[RootOf
Ä
4 Z 2 +

Ä
4
√

2− 8
ä

Z − 6
√

2 + 9
ä
, 2−

√
2−

RootOf
Ä
4 Z 2 +

Ä
4
√

2− 8
ä

Z − 6
√

2 + 9
ä
, 1], 2, 1, 2],

[[RootOf
(

Z 2 + 1
)
, 1, 0], 3, 3, 3]

}
Como las ráıces de 4Z2 + (4

√
2− 8)Z − 6

√
2 + 9 = 0 son

−(1/2)
√

2 + (i/2)
√

2 + 1− i/2,−(1/2)
√

2− (i/2)
√

2 + 1 + i/2,

vemos que nos ha devuelto 1 + 4 + 2 puntos singulares en P2(C): un punto
real ((

√
2 − 1)/2, (

√
2 − 1)/2) ∈ R2 que es doble (m = 2) y tiene dos ramas
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(r = 2); estos datos sugieren que este punto es un tacnodo. Además también se
han obtenido cuatro puntos singulares en C2 y dos puntos infinitos singulares
en P2(C).

Procedamos ahora a ejecutar la instrucción
>puiseux(f,x=(sqrt(2)-1)/2,y,0,T);

Nos devuelve cuatro ramas centradas en cuatro puntos ((
√

2− 1)/2, β) de la
curva. Cada rama está representada por una parametrización formal:

[x = T − 1/2 +
√

2/2, y = 1/2−
√

2/2],

[x = T − 1/2 +
√

2/2, y = −1/2 +
√

2/2− T + T 2(−2− 2
√

2)],

[x = T − 1/2 +
√

2/2, y = −1/2 +
√

2/2− T + T 2(−1−
√

2)],î
x = T − 1/2 +

√
2/2, y = RootOf(8Z3 + (4

√
2− 20)Z2 + (−12

√
2 + 26)Z

+27
√

2− 45)
ó

Tras un minucioso examen de los resultados vemos que estas cuatro ramas son
reales. Están centradas en los valores obtenidos al hacer T = 0 en las correspon-
dientes sumas parciales de las series formales en T . Esos cuatro centros están
en la recta vertical x = −1/2 +

√
2/2. Dicho de otra forma, estas sumas parcia-

les dan parametrizaciones aproximadas de estas cuatro ramas. Las ramas que
corresponden a nuestro punto de estudio son la 2a y la 3a. Confirmado, pues,
que este punto doble es un tacnodo. Véase la Figura A.7 teniendo en cuenta que
(−1 +

√
2)/2 = 0,2071067810.

A.7. Intersección de curvas

Aunque en los casos más interesantes las ramas serán “ramas de una curva
algebraica plana f”, puede interesarnos partir de un concepto más general de
ramas. Las llamaremos ramas abstractas y en principio no tienen por que ser
ramas de una determinada curva f . En el conjunto C[[T ]]2 rC2 definimos una
relación de equivalencia entre sus elementos (x̃, ỹ) y (x̄, ȳ) mediante la existencia
de una serie ϕ ∈ C[[T ]] de orden uno y tal que x̃ = x̄ ◦ ϕ, ỹ = ȳ ◦ ϕ. Llamare-
mos rama abstracta a toda clase de equivalencia R = [(x̃, ỹ)] en el conjunto
C[[T ]]2 r C2 donde la parametrización (x̃, ỹ) es irreducible. Se llamará centro
de la rama abstracta al elemento (x̃(0), ỹ(0)), el cual no depende del par
representante elegido. Por lo dicho en los párrafos anteriores de este Apéndice
toda rama de una curva algebraica f ∈ C[x, y](f libre de cuadrados) es una
rama abstracta [(x̃, ỹ)]; sólo que en este caso, f(x̃(T ), ỹ(T )) = 0 en C[[T ]]. Lo
que no sabemos es si para todo para (x̃, ỹ) ∈ C[[T ]]2 r C2 irreducible existe o
no un polinomio f ∈ C[x, y] tal que f(x̃(T ), ỹ(T )) = 0 en C[[T ]]; es decir, no
sabemos si toda rama abstracta es rama de una curva algebraica. A veces, en
inglés a las ramas de una curva algebraica se las denomina places.

Esta Sección sigue estrechamente los apuntes de Arrondo [9] sobre curvas
algebraicas, aśı como el Caṕıtulo IV, § 5, páginas 108–115 de Walker [73].
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Figura A.7: Cuatro ramas reales centradas en la vertical x = (−1 +
√

2)/2.

Definición A.7.1. Se llama parametrización formal en el punto (a0, b0)
de una curva af́ın C := VC(f) donde el polinomio f es minimal para C a
un par (x̃(T ), ỹ(T )) de series formales de C[[T ]] no ambas constantes tales que
f(x̃(T ), ỹ(T )) = 0 en C[[T ]] y x̃(0) = a0, ỹ(0) = b0.

La parametrización (x̃, ỹ) es irreducible si no existe k ∈ N, k > 1 tal que
x̃, ỹ ∈ C[[T k]].

Teorema A.7.2 (Arrondo, Teorema 6.10). Toda parametrización formal (x̃, ỹ)
en (a0, b0) de una curva af́ın es equivalente a una parametrización de la forma
(a0 + T r, q(T )), con q(T ) ∈ C[[T ]] y q(0) = b0. Además, necesariamente r =
ord(x̃−a0) y cualquier otra parametrización de esa forma se escribe como (a0 +
T r, q(ωT )), donde ω es una ráız r–sima de la unidad.

A.7.1. Multiplicidad de intersección de una rama con una
curva

Definición A.7.3. Dadas dos curvas VC(f) y VC(g) que pasen por un punto p =
(a0, b0) donde VC(g) tiene una rama S dada por la parametrización (x̃(T ), ỹ(T ))
se llama multiplicidad de intersección de la rama S y la curva VC(f) en
el punto p al orden de la serie formal f(x̃(T ), ỹ(T )):

I(p, S, f) := ord
(
f(x̃(T ), ỹ(T ))

)
.
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La definición del número de multiplicidad de intersección de dos curvas al-
gebraicas en un punto está basada en el teorema siguiente.

Teorema A.7.4 (Walker, Teorema 5.1, p. 109). Si f(x, y) y g(x, y) son los
polinomios minimales de dos curvas algebraicas, respectivamente, que tienen un
punto común p = (a0, b0), entonces la suma de las multiplicidades de intersec-
ción de las ramas S1 = [(a0 +T s1 , q1(T ))], . . . , Su = [(a0 +T su , qu(T ))] de VC(g)
centradas en p con la curva VC(f) es igual a la suma de las multiplicidades de
intersección de las ramas R1 = [(a0 + T r1 , p1(T ))], . . . , Rv = [(a0 + T rv , pv(T ))]
de VC(f) centradas en p con la curva VC(g). Es decir,

I(p, f, S1) + · · ·+ I(p, f, Su)) = I(p, g,R1) + · · ·+ I(p, g,Rv).

O bien, con más detalle,

u∑
i=1

ord
(
f(a0 + T si , qi(T ))

)
=

v∑
j=1

ord
(
g(a0 + T rj , pj(T ))

)
.

Esta suma común se llama número de intersección en p de las curvas
C := VC(f) y D := VC(g) y se denota por

I(p, f, g) = I(p, C,D).

También se lo conoce como la multiplicidad de la intersección de C y D
en el punto p y se denota por multp(C,D). Cuando una de las curvas f ó
g es una recta `, el concepto vuelve a coincidir con el número de intersección,
I(p, f, `), de f con ` en el punto p. Nótese que el número I(p, f, g) puede ser
infinito.

A.7.2. Tangente a una rama y multiplicidad de una rama

Si p en una punto de una curva algebraica f , en la Subsección A.2.2 he-
mos definido los conceptos de multiplicidad de curva f en el punto p, y de
recta tangente a la curva f en el punto p. Vamos a extender estos conceptos
cuando sustituyamos el punto p de la curva f por una rama R de f . Primero
demostraremos el lema siguiente.

Lema A.7.5 (Teorema 5.7, pág. 113, Walker [73]). Si R es una rama con
centro p = (a0, b0), de todas las rectas L = 0 que pasan por p hay una y sólo
una, L0 = 0, tal que

I(p,R, L0) > mı́n
p∈L

I(p,R, L).

Demostración. Sea

x̃ =
∞∑
i=0

aiT
i, ỹ =

∞∑
i=0

biT
i

una parametrización de R. Ya que L = 0 pasa por p, tenemos L = a(x− a0) +
b(y− b0), y L(x̃, ỹ) =

∑∞
i=1(aai + bbi)T

i. Ahora si r es el menor entero positivo



168 Apéndice A. Curvas algebraicas reales

para el que al menos uno de ar, br es no nulo, entonces ord
(
L(x̃, ỹ)

)
= r si y sólo

si aar + bbr 6= 0. Por otra parte, si aar + bbr = 0 entonces ord
(
L(x̃, ỹ)

)
> r. De

aqúı que la condición aar + bbr = 0 determina una única L0 cuya multiplicidad
de intersección I(p,R, L0) es mayor que el mı́nimo. �

Definición A.7.6. Sea R una rama abstracta con centro p parametrizada por
(x̃(T ), ỹ(T )). Sea L una recta cualquiera que pasa por p. Llamaremos multi-
plicidad de la rama R al mı́nimo

r := mı́n
p∈L

I(p,R, L) = mı́n
p∈L

ord
(
L(x̃(T ), ỹ(T )))

)
cuando L recorre todas las rectas que pasan por p.

Una rama se dice lineal si su multiplicidad es uno. La única recta L0 que
satisface I(p,R, L0) > r se llama la tangente a R.

Ejemplo A.7.1. La rama R1 := [(T 2, T 3 + · · · )] es de multiplicidad r = 2;
su tangente es la recta L0 : y = 0; I((0, 0), R1, y = 0) = 3. Estos valores son
caracteŕısticos de una cúspide ordinaria . La rama R2 := [(T 2, T 4 +T 5 + · · · )] es
de multiplicidad r = 2; tangente y = 0 e I((0, 0), R2, y = 0) = 4. Estos valores
los t́ıpicos de una cúspide ranfoidea.

En el libro de Shikin [66], página 52, puede leerse que una rama

[(aTn, a1T
n1 + a2T

n2 + · · · )] con 1 ≤ n ≤ n1 < n2 < · · ·
tiene una cúspide ranfoidea en (0, 0) si al menos uno de los números ni no es
divisible por n y si n y n1 son pares.

La relación entre estos conceptos sobre ramas y los relativos a las multipli-
cidades y tangentes en un punto son mostrados en el teorema que sigue.

Teorema A.7.7 (Teorema 5.8, pág. 113, Walker [73]). (i) Si p es un punto
de la curva f , la suma de las multiplicidades de las ramas de f con centros
en p es mp(f).

(ii) Un punto p de f es no singular si y sólo si es el centro de una única rama
(lineal) de f .

(iii) Las tangentes de f en el punto p coinciden con las tangentes a las ramas
de f con centro p.

Hemos definido I(p, f,R) cuando f es una curva y R es una rama; también
lo hemos definido para dos curvas f y g: I(p, f, g). Pero, no lo hemos definido
para la intersección de dos ramas R y S con centro común p; i.e. I(p,R, S)
está sin definir aún. Esto es advertido claramente en el libro de Abhyankar [1]:
véanse la ĺınea -10, página 125 y la ĺınea última de la página 126, donde el
asunto es resuelto mediante el orden de una serie formal de potencias en X de
la resultante de Sylvester de dos polinomios mónicos de C[[X]][Y ] mediante el
Teorema de Preparación de Weierstrass. Nosotros vamos a dar la definición de
I(p,R, S) siguiendo los libros clásicos de Walker [73]: Ejercicio 2, p. 115; y de
Lefschetz [50]: Caṕıtulo V, § 5, p. 116.



Sec. A.7 Intersección de curvas 169

Definición A.7.8. La multiplicidad de intersección, I(p,R, S), de dos ramas
R y S de parametrizaciones (a+ T r, b+ a1T + a2T

2 + · · · ) y (a+ T s, b+ b1T +
b2T

2 + · · · ) con el mismo centro p = (a, b) se define como el orden ν de

ϕ(R,S) :=
∏

(j,k)∈r×s

(ȳj − z̄k),

donde

ȳj = ηj
∞∑
i=1

aiX
i/r, η := e2πi/r, j∈ r,

z̄k = ζk
∞∑
i=1

biX
i/s, ζ := e2πi/s, k∈ s,

con n := {1, 2, . . . , n} para cualquier entero positivo n.

Ya que ϕ(R,S) es un polinomio simétrico tanto en las ȳ1, . . . , ȳr como en
las z̄1, . . . , z̄s sólo contiene potencias enteras positivas de X (i.e. los términos
de exponente fraccionario Xm/n no aparecen). De aqúı que ϕ(R,S) = Xνc(X)
donde c(X) es una serie de C[[X]] tal que c(0) 6= 0 y ν es un entero positivo: el
orden de ϕ(R,S) ∈ C[[X]]. Aśı pues, ν es un entero positivo bien definido que
depende de R y S, e

I(p,R, S) := ν.

Proposición A.7.9 (Ejercicio 3, pág. 115, Walker [73]). Un tacnodo p de una
curva f es el centro de dos ramas lineales R1, R2 tales que I(p,R1, R2) = 2.

En literatura antigua [36] se llama oscnodo al punto (0, 0) de la curva y2 −
x6 = 0. La gráfica de esta curva puede verse en la Figura A.8. Como y2 − x6 =
(y − x3)(y + x3), se tiene que I((0, 0), y − x3, y + x3) = 3. Para nosotros este
punto es un tacnodo de orden superior. Por eso, ampliaremos la definición de
Walker de tacnodo diciendo que es un punto doble p centro de dos ramas lineales
R1, R2 tales que I(p,R1, R2) ≥ 2.

A.7.2.1. Tacnodo tangente a dos circunferencias

Comprobaremos que siempre que estemos en presencia de dos circunferencias
tangentes en un punto, dicho punto es un tacnodo de la curva algebraica definida
por la unión de las circunferencias. Sean f := (x + 4)2 + y2 − 16 y g := (x −
3)2 + y2 − 9; entonces la curva VR(fg) viene representada en la Figura A.9

singularities(f*g,x,y);){
[[0, 0, 1], 2, 2, 2], [[RootOf

(
Z 2 + 1

)
, 1, 0], 2, 1, 2]

}
luego (0, 0) es un punto af́ın donde fg tiene multiplicidad m = 2, δ = 2 y número
de ramas r = 2, Si sustituimos x = 0 en (fg)(0, y) = y4; por tanto y = 0 es ráız
cuádruple de y4 –de donde– I((0, 0), fg, x = 0) = 4; por consiguiente, x = 0 es
una tangente a fg en (x, y) = (0, 0).
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Figura A.8: Oscnodo de y2 − x6 = 0.

Figura A.9: Tacnodo de fg = 0 en el punto (0, 0).
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puiseux(f*g,x=0,y,0,T);)

R1 := [x = −8T 2, y = −8T ], R2 := [x = 6T 2, y = 6T ]

Teniendo en cuenta la Definición A.7.8 y llamando η := exp(2πi/2) = −1,
definimos

ȳ1 := −8ηX1/2, z̄1 := 6ηX1/2, ȳ2 := −8η2X1/2, z̄2 := 6η2X1/2.

Por tanto,
(ȳ1 − z̄1)(ȳ2 − z̄1)(ȳ1 − z̄2)(ȳ2 − z̄2) = 784X2.

En consecuencia, I((0, 0), R1, R2) = 2. Es decir, la curva fg tiene un tacnodo
en el punto doble (0, 0). Y es obvio que un razonamiento aśı es trasladable a
cualquier par de circunferencias tangentes, exteriores o interiores. El cual será un
caso frecuente al considerar fronteras de pseudoespectros de matrices normales.

Consideremos otro ejemplo:

h(x, y) :=

Å
(x− 5/2)

2
+ (y − 5)

2 − 45

4

ãÄ
(x− 2)

2
+ (y − 4)

2 − 5
ä

El punto p = (1, 2) es doble para la curva h y ésta tiene una tangente única L
en él. Esta recta viene dada por la ecuación (x − 1) + 2(y − 2) = 0. Además,
Maple 17 nos permite obtener

>singularities(h,x,y);

[[1, 2, 1], 2, 2, 2], [[RootOf(Z2 + 1), 1, 0], 2, 1, 2]

>puiseux(h,x=1,y,0,T);

[x = T + 1, y = 6], [x = T + 1, y = 8], [x = T + 1, y = 2− 1

2
T +

5

16
T 2],

[x = T + 1, y = 2− 1

2
T +

5

24
T 2]

lo que nos proporciona las ramas R1 = [(T + 1, 2 − 1
2T + 5

16 T
2)] y R2 =

[(T + 1, 2− 1
2T + 5

24 T
2)] que pasan por p = (1, 2); además,

ϕ(R1, R2) =
(
(2− 1

2
X +

5

16
X2)− (2− 1

2
X +

5

24
X2)

)
=

5

48
X2;

por tanto, I(p,R1, R2) = 2. Lo que confirma que p es un tacnodo de h. Véase
la Parte Derecha de la Figura A.5.
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Apéndice B

Conexión

Como una parte sustancial de esta Tesis trata sobre las componentes conexas
de un pseudoespectro añadimos este Apéndice sobre este concepto. Adelantamos
que las componentes conexas de un pseudoespectro son siempre conexas por
arcos, cómo aśı lo hicimos notar en la página 18.

B.1. Espacios topológicos

Aunque el principal espacio topológico que hemos usado es el plano C, iden-
tificado con R2, con la topoloǵıa ordinaria, daremos unas definiciones generales
de espacio conexo y conjunto conexo. Un espacio topológico es un par (E,T)
formado por un conjunto E y una colección T de subconjuntos de E llama-
das conjuntos abiertos (o abreviadamente “abiertos”) que satisfacen las tres
propiedades siguientes:

Toda unión (finita o infinita) de abiertos es abierta.

Toda intersección finita de abiertos es abierta.

El conjunto E y el conjunto vaćıo ø son abiertos.

Se dice que el conjunto T define una topoloǵıa sobre E. Cuando esté cla-
ro por el contexto cuál es la topoloǵıa, T, que estamos utilizando hablaremos
simplemente del espacio topológico E.

Definición B.1.1. Sea x0 ∈ E. Se llama entorno de x0 a cualquier subcon-
junto V de E que contenga un abierto A al que pertenezca x0. Esto es, V ⊂ E
es un entorno de x0 si existe un abierto A de E tal que

x0 ∈ A ⊂ V.

De esta definición se deduce que un conjunto abierto es entorno de todos sus
puntos. De hecho, esta propiedad caracteriza los conjuntos abiertos. Pero hay
entornos de un punto que no son conjuntos abiertos.

173
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Sea S un subconjunto de un espacio topológico E. Se llama conjunto in-
terior de S a la unión de todos los abiertos del espacio E contenidos en S. Se
denotará por S̊ y es el mayor abierto de E contenido en S. Un punto x0 ∈ S se
llama punto interior a S si existe un entorno de x0 contenido en S. Aśı pues, el
conjunto S̊ es el conjunto de todos los puntos interiores de S. Se dice que y0 ∈ E
es un punto frontera de S si en todo entorno de y0 existen algún punto de S y
algún punto que no pertenece a S. Al conjunto de todos los puntos frontera de
S le llamaremos el conjunto frontera, o frontera de S y lo denotaremos por
∂(S) o ∂S (cuando la omisión del paréntesis no dé lugar a confusión). Se dice
que el punto x0 ∈ E es un punto adherente a S, o punto de adherencia de
S, si en todo entorno de x0 hay puntos de S. Se dice que x0 ∈ E es un punto
de acumulación de S si en todo entorno de x0 existen puntos de S distintos de
x0. Aśı pues, todo punto de acumulación de S es punto adherente a S; pero el
rećıproco no es cierto. Al conjunto de puntos de adherencia de S se le llama la
adherencia, o clausura, de S y se denota por S. Un subconjunto B de E se
llama cerrado si su complemento, Bc := ErB, es un conjunto abierto. Es fácil
ver que S es un conjunto cerrado; de hecho, S es el menor conjunto cerrado que
contiene a S. Dicho de otro modo, S es la intersección de todos los conjuntos
cerrados que contienen a S. Es fácil ver que

∂(S) = S ∩ Sc.

Se dice que x0 ∈ E es un punto exterior a S si x0 es un punto interior a Sc.
Finalmente, señalemos que todo espacio topológico E admite la partición

E = S̊
·∪ ∂(S)

·∪ ı̊Sc
respecto de todo subconjunto S de E. Además, S = S̊

·∪ ∂(S).

Para todo subconjunto S de un espacio topológico E se llama subespacio
S de E al conjunto S dotado con la topoloǵıa formada por las intersecciones de
los abiertos de E con S. Se dice también que la topoloǵıa de S es inducida
por la de E o que es la topoloǵıa relativa. Se debe prestar atención a que un
abierto del subespacio S no es necesariamente un abierto de E. Aśı pues, U ⊂ S
es un abierto del subespacio S o un S–abierto si existe un abierto A de E tal
que U = S ∩A.

Proposición B.1.2 (Transitividad de los subespacios). Sean E un espacio
topológico, S un subespacio de E, y T un subconjunto de S. Las topoloǵıas sobre
T inducidas por las de E y S son idénticas.

Véase la Proposición 9–3, página 26, del libro de Choquet [19].

Definición B.1.3. Sea A un subconjunto de un espacio topológico E. Se dice
que A es denso en E si A = E. Es decir, A es denso en E si para cualquier
x ∈ E en todo entorno Vx de x existen puntos de A.
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B.2. Conexión

Definición B.2.1. Espacio topológico conexo.
Se dice que un espacio topológico E es conexo si no existe ninguna partición

de E en dos subconjuntos abiertos no vaćıos. Es decir, E es un espacio conexo
si no existen abiertos disjuntos A,B tales que E = A ∪ B, A 6= ø, B 6= ø. Esta
propiedad es equivalente a las dos siguientes:

No existen C,D subconjuntos cerrados en E, no vaćıos, disjuntos tales que
E = C ∪D.

Los únicos conjuntos de E abiertos y cerrados a la vez son E y ø.

Definición B.2.2. Subconjunto conexo. Se dice que un subconjunto S de
un espacio topológico E es conexo si el subespacio topológico S de E es un
espacio conexo.

Por lo tanto, el subconjunto S de E es conexo si y sólo si no existen abiertos
A,B en E tales que S ⊂ A ∪B, (S ∩A) ∩ (S ∩B) = ø, S ∩A 6= ø y S ∩B 6= ø.

La condición S ⊂ A ∪ B equivale a decir que S = (S ∩ A) ∪ (S ∩ B). En
resumen, el subconjunto S de E es conexo si S = U ∪ V con U, V conjuntos
S–abiertos implica que U = ø o V = ø.

Teorema B.2.3 (Choquet [19], Teorema 13–4, página 43.). Sea (Si)i∈I una
familia de conjuntos conexos de E. Si la intersección de esta familia no es
vaćıa, su unión es conexa.

Demostración. Sea
S =

⋃
i∈I

Si.

Consideremos que existan dos abiertos A,B de E tales que

S = (S ∩A) ∪ (S ∩B) (B.2.1)

(S ∩A) ∩ (S ∩B) = ø (B.2.2)

Por tanto, para cada i ∈ I, los conjuntos Si ∩A y Si ∩B son Si–abiertos. Para
todo x ∈ Si se tiene que x ∈ S. Por (B.2.1) x ∈ S ∩ A o x ∈ S ∩ B; de donde
x ∈ Si ∩A o x ∈ Si ∩B: por lo que

Si ⊂ (Si ∩A) ∪ (Si ∩B); (B.2.3)

como Si ∩A ⊂ Si y Si ∩B ⊂ Si se sigue que

(Si ∩A) ∪ (Si ∩B) ⊂ Si. (B.2.4)

En consecuencia, (B.2.3) y (B.2.4) implican que Si = (Si ∩A)∪ (Si ∩B). Como
Si es conexo, unos de estos dos conjuntos es vaćıo. Por consiguiente, o bien
Si ∩A = ø o Si ∩B = ø.

Pero
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S = (S ∩A) ∪̇ (S ∩B)
∪ ∪ ⇓ ∪
Si = (Si ∩A) ∪̇ (Si ∩B)

Si fuera Si∩A = ø, se tendŕıa que Si = Si∩B; lo que implicaŕıa que Si ⊂ S∩B
(pues Si ⊂ S). Análogamente, si fuera cierto que Si ∩ B = ø, se seguiŕıa que
Si ⊂ S ∩A.

Por tanto todo Si está contenido, ya sea en S ∩ A, ya sea en S ∩ B. Ahora
bien los Si tienen un punto en común x0 al menos, que pertenece a S. Como
S = (S ∩ A)∪̇(S ∩ B) se tiene que x0 ∈ S ∩ A o x0 ∈ S ∩ B. Sólo una de estas
relaciones es cierta; por ejemplo x0 ∈ S∩B. Por lo tanto S∩B contiene a todos
los Si y S ∩A es vaćıo. En consecuencia S es conexo. �

Teorema B.2.4 (Choquet [19], Teorema 13–5, página 44). Conexión de la
clausura. La clausura de todo conjunto conexo es conexa.

Demostración. Sea S un subconjunto conexo de E. Sean A,B abiertos en E
tales que S ⊂ A ∪ B. De donde S ⊂ A ∪ B. Como S = (S ∩ A) ∪ (S ∩ B),
donde S ∩ A y S ∩ B son S-abiertos, y S es conexo, uno de estos dos últimos,
por ejemplo S ∩ A, es vaćıo. Como S es denso en S, el conjunto A es vaćıo
igualmente. Por lo que S es conexo. �

Una demostración análoga puede demostrar que todo conjunto T tal que
S ⊂ T ⊂ S es conexo también.

Teorema B.2.5 (Choquet [19], Teorema 13–6, página 44). Toda imagen con-
tinua de un espacio conexo es conexa.

Demostración. Sea f una aplicación suprayectiva continua de un espacio co-
nexo E sobre un espacio topológico F . Para todo subconjunto Y de F cerrado
y abierto a la vez, f−1(Y ) es cerrado y abierto en E; por consiguiente es igual
a E o a ø; ahora bien Y = f(f−1(Y )), por ende Y = F o Y = ø; dicho de otro
modo F es conexo. �

B.2.1. Componentes conexas de un espacio

Podemos ahora estudiar la estructura de los espacios topológicos que no son
conexos, precisando la noción vaga de “trozo” de un espacio tal.

Definición B.2.6. Para todo punto x de un espacio topológico E, se llama
componente conexa de x a la unión C(x) de todos los subconjuntos conexos
de E que contienen a x.

El conjunto C(x) es conexo por el Teorema B.2.3; por otra parte como C(x)
es igualmente conexa y por construcción C(x) es el mayor subconjunto conexo
de E que contiene a x, se tiene que C(x) = C(x). Dicho de otro modo C(x) es
cerrada.

La relación binaria sobre E definida por x1 ∼ x2 si x1 y x2 pertenecen al
un mismo subconjunto conexo de E es una relación de equivalencia. Ahora bien
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para todo x, C(x) es la clase de equivalencia que contiene a x. Por consiguiente
los conjuntos C(x) pueden ser definidos también como las clases de equivalencia
asociadas a la relación ∼.

Sea C la colección de todos los subconjuntos conexos de E. Un elemento C ∈
C es maximal si C ⊂ D,D ∈ C implica que C = D. Entonces, las componentes
conexas de E son exactamente los subconjuntos conexos maximales de E.

B.2.2. Componentes conexas de un subconjunto

Sea E un espacio topológico y T un subconjunto de E. Por definición, las
componentes conexas de T son las componentes conexas del subespacio topológi-
co T . Por lo tanto, una componente conexa de T es un subconjunto conexo
maximal de T . Por la Proposición B.1.2 es obvio que un conjunto U ⊂ T es co-
nexo respecto del subespacio topológico T si y sólo si U es un conjunto conexo
respecto del espacio topológico E.

B.3. Conexión por arcos

Se dice que un espacio topológico E es conexo por arcos si para todo
par de puntos a, b ∈ E existe una aplicación continua f de un intervalo [α, β]
de R en E tal que f(α) = a y f(β) = b. Un subconjunto S de E se dice que
es conexo por arcos si para cada par de puntos a, b ∈ S existe una aplicación
continua f de un intervalo [α, β] de R en E tal que f(α) = a, f(β) = b y para
todo t ∈ [α, β] se tiene que f(t) ∈ S. Se dice que f([α, β]) es un arco en S que
conecta a con b.

La relación general entre los dos tipos de conexiones es

Teorema B.3.1 (Dugundji [30], Teorema 5.3, página 115). Todo espacio to-
pológico E (conjunto S) conexo por arcos es conexo. Pero un espacio (conjunto)
conexo no necesita ser conexo por arcos.

Demostración. Sea x0 un punto fijo de E. Si E es conexo por arcos, para todo
x ∈ E existe un arco A(x) := f([α0, α]) ⊂ E que conecta x0 con x. Como los
arcos A(x), x ∈ E son conexos y tienen un punto en común: x0, su unión, que
es E, es conexa por el Teorema B.2.3. �

Para probar la parte segunda del Teorema se suele utilizar el ejemplo canóni-
co siguiente (La curva senoidal del topólogo): Sea

S := {(x, y) ∈ R2 | 0 < x ≤ 1, y = sen(1/x)}.

Como S es la imagen continua del intervalo (0, 1], S es un conexo de R2. Por
tanto, por el Teorema B.2.4 su adherencia

S = S ∪ {(0, y) | −1 ≤ y ≤ 1}

es conexa. Sin embargo, S no es conexa por arcos: no existe un arco que una el
punto (0, 0) con el punto (1/π, 0). El detalle puede verse en Dugundji [30], Ej.
4, página 115.
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B.3.1. Conexión en Rn

En el espacio eucĺıdeo ordinario Rn se tienen los resultados siguientes. Re-
cordemos que se llama bola abierta de centro x ∈ Rn y radio r > 0 al conjunto
B(x, r) := {y ∈ RN : ‖y − x‖2 < r}, donde ‖·‖2 es la norma eucĺıdea en Rn.

Teorema B.3.2. Todo conjunto conexo por arcos de Rn es conexo.

Teorema B.3.3. Todo conjunto abierto conexo de Rn es conexo por arcos.

Sus demostraciones pueden verse en Apostol [6], Teoremas 8–30 y 8–31,
páginas 173 y 174. Se pueden hacer unas precisiones añadidas sobre las com-
ponentes conexas de un conjunto S ⊂ Rn.

Definición B.3.4. Si T es un subconjunto conexo de S que no está contenido
en ningún otro subconjunto conexo de S, se dice que T es una componente
conexa de S.

Como ya se dijo, las componentes conexas de S son los subconjuntos conexos
maximales de S. El siguiente teorema nos será de aplicación a las componentes
conexas de un pseudoespectro estricto Λ′ε(A). Véase Apostol [6], Teorema 8–36,
páginas 176 y 177.

Teorema B.3.5. Todo punto de un conjunto S ⊂ Rn pertenece únicamente a
una determinada componente conexa de S. Si S es abierto, cada componente
conexa de S es un conjunto abierto conexo.

Demostración. Si x ∈ S, la unión de todos los subconjuntos conexos de S
que contienen a x deber ser una componente conexa que contiene a x. Dos
componentes conexas distintas de S no pueden contener a x; de otro modo, su
unión seŕıa un subconjunto conexo mayor que contendŕıa a x. Esto demuestra
la primera aserción.

Supongamos ahora que S es un conjunto abierto. Sea T una componente
conexa de S. Veamos que cada punto x ∈ T es interior a T . Como T ⊂ S, se
tiene que x ∈ S. Como S es abierto existe una bola abierta B(x, r) de radio
r > 0 contenida en S. Pero toda bola abierta es un conjunto conexo (por arcos).
Por tanto, B(x, r) y T son dos subconjuntos conexos de S que contienen a x.
Como T es el mayor de los subconjuntos conexos que contienen a x, se sigue
que B(x, r) ⊂ T . Por lo tanto T es un conjunto abierto. �
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Miscelánea algebraica

C.1. Resultante de Sylvester

Toda información concerniente a dos polinomios en una variable debe es-
tar encerrada en los coeficientes de los mismos. Debiera ser posible extraer la
información sobre cuantas ráıces tienen comunes los polinomios simplemente
examinando sus coeficientes. Esta idea la tuvo Sylvester y es el objeto del teo-
rema siguiente.

Recordemos que el número complejo λ0 se dice que es una ráız de multipli-
cidad m del polinomio de coeficientes complejos f(λ) = λn + a1λ

n−1 + · · · +
an−1λ+ an, o que es una ráız m-múltiple, si existe un polinomio g(λ) tal que

f(λ) = (λ− λ0)mg(λ), y g(λ0) 6= 0.

Utilizando la fórmula de Taylor puede demostrarse fácilmente que λ0 es una ráız
de multiplicidad m de f(λ) si y sólo si

f(λ0) = f ′(λ0) = · · · = f (m−1)(λ0) = 0, f (m)(λ0) 6= 0. (C.1.1)

Teorema C.1.1 (Resultante de Sylvester). Sean

f(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an

g(λ) = b0λ
m + b1λ

m−1 + · · ·+ bm

dos polinomios de grados n ≥ 1,m ≥ 1, con a0 6= 0, b0 6= 0. Una condición
necesaria y suficiente para que los polinomios f(λ) y g(λ) tengan al menos una
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ráız común es que el determinante de orden n+m∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 · · · an 0 0 · · · 0
0 a0 · · · an−1 an 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · a0 a1 a2 · · · an
b0 b1 · · · bm−1 bm 0 · · · 0
0 b0 · · · bm−2 bm−1 bm · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · b0 b1 b2 · · · bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(C.1.2)

sea igual a cero.

El determinante (C.1.2) es llamado la resultante de Sylvester de f y g.
Aun más puede probarse sobre este asunto.

Teorema C.1.2. El número de ráıces comunes a los polinomios

f(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an

g(λ) = b0λ
m + b1λ

m−1 + · · ·+ bm

de grados n ≥ 1,m ≥ 1, con a0 6= 0, b0 6= 0, contando sus multiplicidades es
igual a la nulidad de la matriz

R(f, g, λ) :=



a0 a1 · · · an 0 0 · · · 0
0 a0 · · · an−1 an 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · a0 a1 a2 · · · an
b0 b1 · · · bm−1 bm 0 · · · 0
0 b0 · · · bm−2 bm−1 bm · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · b0 b1 b2 · · · bm


. (C.1.3)

C.2. Inversa de Moore-Penrose

Dada una matriz A ∈ Cm×n el sistema de ecuaciones
AXA = A, (1),

XAX = X, (2),

(AX)∗ = AX, (3),

(XA)∗ = XA, (4).

tiene una única solución X ∈ Cn×m. Veáse el libro de Lancaster-Tismenetsky,
Cap. 12. Esta única solución es llamada la inversa Moore–Penrose de A. Se
denota por A†. Hay métodos sencillos para hallar A†, cuando A es una matriz de
orden pequeño de números racionales, que están basados en factorizaciones de A
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en dos factores B y C de rango completo. También existe el método basado en
la descomposición de valores singulares. No pudiendo dejar de lado programas
de álgebra por ordenador como Derive, Maple y Mathematica, siendo potente
en métodos numéricos la aplicación Matlab.

C.3. Álgebras de conjuntos

Dado un conjunto E se llama σ–álgebra de subconjuntos de E a toda
colección S de subconjuntos de E tal que:

(i) E ∈ S.

(ii) Si A ∈ S, entonces Ac ∈ S donde Ac denota el complementario de A
respecto de E.

(iii) Si A,B ∈ S, entonces A ∪B,A ∩B ∈ S.

(iv) Si (Ai)
∞
i=1 es una sucesión de elementos de S, entonces

∞⋃
i=1

Ai ∈ S.

Ejemplos.

(1) La colección {ø, E} es una σ–álgebra de subconjuntos de E.

(2) La colección P(E) formada por todos los subconjuntos de E es otra σ–
álgebra de conjuntos de E.

Toda σ–álgebra de conjuntos de E es un álgebra de Boole de conjuntos de
E, pero el rećıproco no es cierto.

Si G ⊂ P(E), entonces existen σ–álgebras de conjuntos de E que contienen a
G; por ejemplo, la misma P(E). Como la intersección de σ–álgebras de conjuntos
de E es una σ–álgebra de conjuntos de E, tiene sentido llamar σ–álgebra de
conjuntos de E generada o engendrada por G a la intersección de todas
las σ–álgebras de conjuntos de E que contienen a G. La denotamos por σ(G).
Aśı pues,

σ(G) :=
⋂

G⊂S⊂P(E)
S σ–álgebra

S.

Llamemos T a la topoloǵıa ordinaria de R2; es decir, T es la colección de todos los
subconjuntos abiertos de R2. Se llama σ–álgebra de los conjuntos de Borel
de R2, B, a la σ–álgebra de conjuntos de R2 engendrada por T. A los elementos
de B := σ(T) los llamaremos conjuntos de Borel de R2. Es conocido que los
subconjuntos de R2 que son medibles (en el sentido de) Lebesgue forman una
σ–álgebra de conjuntos de R2 —denotémosla por M— y también que B ⊂ M.
Como CardB = c, donde c es la potencia del continuo o el cardinal de R, y
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CardM ≥ 2c, se tiene que B 6= M. Véanse la Sección 2.5.3, página 46, de
Rudin [63] y las Observaciones 10.11, página 247, de Rudin [62]. Resumamos lo
que necesitamos:

Teorema C.3.1. Todos los conjuntos abiertos de R2 son medibles Lebesgue.

Teorema C.3.2 (Descomposición canónica de un abierto de R2). Sea Ω un
subconjunto abierto no vaćıo de R2. Entonces Ω es igual a la unión de una
sucesión de cuadrados Qk, de lados paralelos a los ejes, cuyos interiores son
mutuamente disjuntos, y cuyos diámetros son aproximadamente proporcionales
a sus distancias a Ωc. Más expĺıcitamente:

(i) Ω =
⋃∞
k=1Qk.

(ii) Q̊j ∩ Q̊k = ø si j 6= k.

(iii) Existen constantes c1, c2 > 0 tales que

c1diam(Qk) ≤ dist(Qk,Ω
c) ≤ c2diam(Qk).

Las constantes c1 y c2 son independientes de Ω. De hecho, pueden tomarse
c1 = 1 y c2 = 4.

Para la demostración véanse el Teorema 1, p. 167 de Stein [69] y la Propo-
sición 4.2.16, página 166, de Asplund-Bugart [10].
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Uno de los objetivos principales, más ambicioso, de esta tesis fue extender la
solución de Malyshev al Problema de Wilkinson Generalizado: Hallar la mı́nima
distancia de A al conjunto de matrices que tienen una estructura de Jordan
E menos genérica que la de A, prefijada de antemano; lo podŕıamos llamar
una estructura de Jordan repelida por la estructura de Jordan de A en el
sentido de los Teoremas de Markus y Parilis (1983). En el camino aparecieron
trabajos de Ikramov-Nazari (2003) y Mengi (2011) que hallaron fórmulas para
la distancia hk(z) de A al conjunto de matrices que tiene a un complejo prefijado
z como valor propio de multiplicidad ≥ k, para k = 3 (Ikramov-Nazari) y k > 3
(Mengi). Sin embargo, sólo ha sido resuelto el caso genérico en que el valor

singular σkn−k+1 que se minimiza sobre t ∈ R(k−1)2

para hallar hk(z) es simple
en el punto t0 en el que se alcanza el máximo. Hoy por hoy no se conoce una
demostración válida para el caso general, aunque Mengi y Karow (2015) han
anunciado que están trabajando sobre ello. Nosotros tampoco hemos resuelto
este problema.

En esta tesis se inicia un camino para asociar a una matriz A ∈ Cn×n un
conjunto finito de números complejos que incluye a sus valores propios en pie de
igualdad con los restantes números. Consideremos las funciones cuyos conjuntos
de subnivel nos han dado los pseudoespectros algebraicos de primer, segundo,
tercer, etc. órdenes: h1, h2, h3, . . ., dadas por

h1(x, y) := σn
(
(x+ yi)In −A

)
h2(x, y) := máx

t∈R
σ2n−1

Å
(x+ yi)In −A tIn

O (x+ yi)In −A

ã
h3(x, y) := máx

t∈R4
σ3n−2

Ñ
(x+ yi)In −A t1In (t3 + t4i)In

O (x+ yi)In −A t2In
O O (x+ yi)In −A

é
y más en general, por

hk(x, y) := máx
t∈R(k−1)2

σkn−k+1

(
Ik ⊗ ((x+ yi)In −A) + Tk(t)⊗ In

)
, k = 2, 3, . . . , n,
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siendo

Tk(t) :=



0 t1 tk + tk+1i · · · t(k−1)2−1 + t(k−1)2 i

0 0 t2 tk+2 + tk+3i · · ·
...

...
. . .

...
. . .

... tk−1

0 0 0 · · · 0


.

Los números en cuestión vienen determinados por los puntos (x0, y0) donde
alguna de las n funciones h1, h2, etc. alcanza un mı́nimo relativo. A los corres-
pondientes números complejos λ0 := x0 + y0i los llamaremos los supervalores
propios de A. Véase la Figura C.1. El conjunto de supervalores propios de
A está formado por los valores propios de A junto con los puntos de colisión
de los pseudoespectros algebraicos de todos los órdenes de 1 a n de la matriz
A ∈ Cn×n.

Los valores propios de A correspondeŕıan a los puntos donde h1 alcanza sus
mı́nimos relativos. Aśı como las derivadas de las áreas de componentes conexas
Kλ(ε) de Λε(A) nos dan los números de condición de los valores propios de
A, esperamos que las derivadas de las áreas de las componentes conexas de los
pseudoespectros Λa

ε,2(A) alrededor del supervalor propio λ1 := x1 + y1i corres-
pondiente a un punto (x1, y1) donde la función h2 alcanza un mı́nimo relativo,
den lugar a un concepto análogo.

Esperamos también que el teorema de la conservación de las multiplicidades
de los pseudovalores propios en una componente conexa Kλ0

(ε) de Λε(A) tenga
un correlato en la conservación de ciertos enteros asociados a los pseudosuper-
valores propios de segundo orden presentes en la componente conexa Kλ1,2(ε)
del pseudoespectro Λa

ε,2(A).
Conjeturamos que si (xk, yk) ∈ R2 es un punto de coalescencia de dos com-

ponentes conexas de Λ′aε,k(A), donde ε := hk(xk, yk), entonces hk(xk, yk) =
hk+1(xk, yk). Este resultado generalizaŕıa la Proposición 3.3.1. También conje-
turamos que si (xk, yk) es un primer punto de coalescencia entonces la función
hk+1 alcanza su mı́nimo absoluto en (xk, yk) ∈ R2. Y los puntos de coalescencia
de Λ′aε,k(A) son puntos de ensilladura de hk y son puntos en los que hk+1 alcanza
un mı́nimo local. Véase la Figura C.2.

Ya hemos dicho que los pseudoespectros de una matriz A ∈ Cn×n perma-
necen invariables al someter a la matriz A a una semejanza unitaria U∗AU .
Las formas reducidas bajo semejanza unitaria han sido utilizadas por Boulton
et al. [16] y [15] para el estudio de los puntos singulares de la frontera de los
pseudoespectros de ciertos niveles. A propósito, queremos dejar constancia de
la sorprendente analoǵıa que presenta la matriz Tk(t) con las formas reducidas
bajo la semejanza unitaria de una matriz M ∈ Ck×k. Véase Shapiro [64]. Esto
no debe ser una casualidad; debe haber una relación causal que la explique.

Todas las figuras que vienen a continuación se construyeron a partir de la
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matriz

A :=

Ñ
−1 5 6
0 −2 0
0 0 −1,8 + 0,2i

é
, ε1 < ε2 < ε3 < ε4.

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

Figura C.1: Los seis supervalores propios de la matriz A.

Figura C.2: Las funciones h1, h2 y h3 para la matriz A.
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[7] Armentia, G., Gracia, J.-M., and Velasco, F.-E. Derivatives of the
diameter and the area of aconnected component of the pseudospectrum.
Electronic Journal of Linear Algebra 22 (October 2011), 1004–1019. 37

[8] Armentia, G., Gracia, J.-M., and Velasco, F.-E. Identical pseudos-
pectra of any geometric multiplicity. Linear Algebra Appl. 436, 6 (2012),
1683–1688. 42

[9] Arrondo, E. Apuntes de curvas algebraicas. http://www.mat.ucm.es/

~arrondo/curvas.html, 2015. [Accedido el 9 junio 2015]. 156, 165

[10] Asplund, E., and Bungart, L. A first course in integration. Holt,
Rinehart and Winston, New York, 1966. 182

[11] Aubin, J.-P. Mutational and morphological analysis. Birkhäuser, Boston,
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[67] Sibirskǐı, K. Unitary and orthogonal invariants of matrices. Soviet Math.
Dokl. 8 (1967), 36–40. 116
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