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Introduccion

Queremos destacar aqui, de forma breve, los objetivos, las hipotesis de parti-
da y los resultados obtenidos. Mas tarde, tanto en el resto de esta Introduccién
como en el Epilogo (a modo de Problemas Abiertos), daremos més detalles.

Objetivos
Esta tesis se propuso, entre otros, los objetivos siguientes.

1. Prueba de las relaciones de entrelazamiento de los pseudoespectros de
ordenes de multiplicidad sucesivos de matrices complejas cuadradas que
ocurren en los puntos de coalescencia (o colisién) de las componentes co-
nexas de los pseudoespectros.

2. Dentro del conjunto de matrices que tienen pseudoespectros formados por
circulos o unién de circulos, ampliar el estudio de Karow de los pseudoes-
pectros algebraicos ordinarios de primer orden para los bloques generaliza-
dos de Jordan (véase [44]) a los los pseudoespectros algebraicos ordinarios
de primer y segundo orden para matrices bidiagonales con elementos cua-
lesquiera en la superdiagonal primera.

3. Anélisis de la naturaleza geométrica de la curva frontera de los pseudoes-
pectros en torno a los puntos de coalescencia como puntos singulares de
una curva algebraica real.

4. Caracterizacion del numero de condicién de un valor propio en térmi-
nos de las derivadas del drea y didmetro de la componente conexa del
e-pseudoespectro de primer orden en torno al valor propio.

5. Probar que los pseudoespectros algebraicos de segundo orden y los geométri-
cos de cualquier orden son conjuntos semialgebraicos de R2. Averiguar si
la funcién « : [0,¢) — R, dada por el drea de una componente conexa del
e-pseudoespectro de primer orden es una funcién semialgebraica.

Hipétesis de partida

Motivaron nuestro interés por estos problemas algunos trabajos previos. En
primer lugar, el articulo de A.N. Malyshev (1999) [54] fue clave. Dados una

A%
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matriz A € C"*" y un nuimero complejo z Malyshev demostré una férmula
explicita para el célculo de la distancia, ho(z), (respecto de la norma espectral)
de A al conjunto de matrices que tenian a z como valor propio de multiplicidad
algebraica > 2. Esta formula relacionaba dicha distancia con el maximo respecto
de t € R del valor singular 05,1 de una matriz 2n x 2n. Esto dié una solucién
al Problema de Wilkinson: Si A es una matriz simple, hallar la minima distancia
de A al conjunto de matrices que tienen un valor propio multiple. Aparece asi
una funcién hy: C = R? = R, a la que hemos llamado funcién de Malyshev de
la matriz A. Esta funcién comparte muchas propiedades con la funcién hq(z) :=
on(zl, — A).

Otra solucién al problema de Wilkinson fue dada por Alam y Bora (2005)
mediante el primer punto de colisién de los pseudoespectros de A. Su demos-
tracién es mas bien intuitiva, aunque muchos de sus puntos dificultosos fueron
aclarados por Burke, Lewis y Overton.

Resultados alcanzados

1. Respecto del Objetivo 1, se ha establecido el entrelazamiento existente
entre los pseudoespectros de érdenes uno y dos en un primer punto de
colisiéon de los pseudoespectros de una matriz: Teorema 3.3.4. También,
se ha dado una condicién suficiente para dicho entrelazamiento en un
segundo punto de colisiéon: Teorema 3.3.6. No se ha conseguido probarlo
para un punto de colisién cualquiera. Tampoco se ha podido demostrar
para érdenes de multiplicidad de érdenes k y k+ 1 con k > 2.

2. En relacién al Objetivo 1, sabemos que hy(z) < ha(z) para todo z € C,
hemos demostrado que ambas funciones alcanzan el mismo valor en los
puntos de colisién y en los puntos aislados de la frontera de los pseudo-
espectros de primer orden, véanse las Proposiciones 3.3.1 y 7.4.9. No ha
sido probada la conjetura hy(z) < hgy1(z), para k > 2.

3. En relacién con el Objetivo 2 se ha conseguido caracterizar los pseudoes-
pectros de tales matrices, siendo un circulo en cada caso, como se demues-
tra en los Teoremas 5.2.1 y 5.2.2.

4. Hemos conseguido probar que la frontera de los pseudoespectros algebrai-
cos estrictos puede diferir de la frontera de los pseudoespectros algebraicos
ordinarios en un conjunto finito de puntos, para algunos niveles de €, como
se demuestra en el Teorema 7.1.2. Ademas, en él, estos puntos se caracte-
rizan por ser maximos locales estrictos para la funcién h;.

5. Se ha indicado una demostracion escueta de que los pseudoespectros geo-
métricos de todo orden, y los algebraicos de segundo orden, son conjuntos
semialgebraicos de R2. Pero, mientras no haya una demostracién completa
de la caracterizacién de los pseudoespectros algebraicos de 6rdenes tres
y superiores como subconjuntos de nivel de funciones de tipo Malyshev
(TIkramov-Nazari, Mengi), no se podré utilizar este abordaje para probar
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su semialgebraicidad. No hemos podido demostrar que la funcién area, a,
sea semialgebraica.

6. Con relacion al Objetivo 4, se presentan unos teoremas que permiten ca-
racterizar los numeros de condicién en funcién de la primera derivada
respecto de €, cuando € = 0, tanto en el caso de los didmetros como de
las areas. Sin embargo, la existencia de la segunda derivada del area a
respecto de ¢, cuando € = 0, estd sometida a la demostraciéon de que el
area a sea una funcién semialgebraica.

Contenidos

Esta memoria trata de pseudoespectros de matrices complejas cuadradas.
Esta dividida en ocho capitulos y tres apéndices.

En el Capitulo 1 se introducen algunas definiciones y notaciones. En particu-
lar; se incide en la semejanza unitaria, ya que los pseudoespectros son invariantes
frente a estas transformaciones; el Lema de Wielandt, de especial interés en el
Capitulo 7; indice y nimero de condicién de un valor propio, los cuales se utili-
zaran en el Capitulo 4; finalmente, se define la distancia de Hausdorff entre dos
conjuntos compactos.

En los dos siguientes capitulos se presentan resultados sobre pseudoespec-
tos de primer orden y de orden superior, respectivamente. En el Capitulo 2
se introducen las definiciones de pseudoespectros ordinarios y estrictos de pri-
mer orden. En una segunda subseccién, mostramos que la geometria de los esos
pseudoespectros es invariante bajo transformaciones de semejanza unitaria y
afines. Como veremos, los pseudoespectros son conjuntos de puntos del plano
real que estan formados por componentes conexas. Centramos nuestro interés
en los puntos donde coalescen dos de esas componentes conexas, ya que e€sos
puntos dan una solucién al problema de Wilkinson sobre la distancia de una
matriz al conjunto de matrices que tienen un valor propio multiple.

En el Capitulo 3, se introducen los pseudoespectros algebraicos y geométri-
cos, tanto ordinarios como estrictos, de orden superior. En particular nos cen-
traremos en los pseudoespectros algebraicos ordinarios de orden 2, los cuales
se pueden limitar por los conjuntos de nivel de una funcién que llamaremos
funcién de Malyshev. Se proporcionan algunas propiedades de esa funcién con-
cernientes a su continuidad y derivabilidad, asi como otras propiedades de los
pseudoespectros algebraicos de segundo orden que involucran a la funcién de
Malyshev.

El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de la relacién entre la componente
conexa Ky (&) de un e-pseudoespectro que rodea a un valor propio A y el niimero
de condicién de este valor propio. Dadas las funciones geométricas radio medio,
didmetro y area de una de tales componentes conexas, se estudian las derivadas
de primer y segundo orden por la derecha en ¢ = 0. Los resultados reposan sobre
un teorema de M. Karow en que halla una especie de “derivada” por la derecha
de la funcién compacto-valorada € — Ky (€) en € = 0 respecto de la distancia



VIII INTRODUCCION

de Hausdorff entre compactos no vacios de C.

El Capitulo 5 tiene su inspiracién en algunos de los resultados expuestos
por M. Karow en su Tesis. Es sabido que una matriz es normal si y sélo si
el pseudoespectro ordinario de primer orden de nivel € estd formado por la
unioén de circulos de radio € para todo € > 0. En este capitulo se estudian el
pseudoespectro algebraico de segundo orden, que también estd formado por la
unién de circulos cuyo radio depende de ¢, y el pseudoespectro geométrico de
cualquier orden, que estd formado por la unién de las intersecciones de regiones
contenidas en el pseudoespectro ordinario de mismo nivel.

En el Capitulo 6 se analizan las matrices que para cada € > 0 tienen iguales
sus e-pseudoespectros geométricos de cualquier orden. Estas matrices tienen ne-
cesariamente los mismos factores invariantes no triviales. Para ello, se introduce
la relacién de equivalencia de infinitésimos dada por Hardy.

En el Capitulo 7 se prueba que el pseudoespectro ordinario de primer orden y
su frontera son conjuntos semialgebraicos. Asimismo, se extienden esos resulta-
dos de conjuntos semialgebraicos a los pseudoespectros geométricos de cualquier
orden y sus fronteras, asi como a los pseudoespectros algebraicos de segundo
orden. Por otro lado, en relacién con las fronteras de los pseudoespectros se
demuestra que para algunos valores de ¢ se satisface que dA.(A) C OAL(A), de-
bido a que existen puntos aislados de 9AL(A). Se caracteriza la existencia de esos
puntos aislados a través de los mdximos relativos de la funcién z — o, (21 — A).
Mediante un Lema de Wielandt se tiene que la frontera del e-pseudoespectro
estricto AL(A) estd contenido en una curva algebraica real ¢(z,y,e) = 0, don-
de q(x,y,¢e) € Rlz,y] ¥ los coeficientes de ¢(x,y,e) respecto de x,y pertenecen
a R[e]. Los puntos criticos se determinan mediante la resultante de Sylvester;
mientras que la naturaleza de los mismos se comprueba de varias formas: me-
diante las expresiones de las primeras y segundas derivadas de los valores sin-
gulares, que son funciones analiticas reales de z,y (siendo z = z + yi); mediante
las derivadas parciales segundas de la curva g(x,y, ) respecto de x e y para
unos valores de € determinados previamente. Cuando se tiene un valor singular
miultiple se utilizan las derivadas direccionales laterales. Véase [39]

En el Capitulo 8 se realiza un estudio de la geometria de los pseudoespectros
de matrices 2 X 2 y 3 X 3 de una forma mas detallada. Esto es posible debido
a la existencia de formas candnicas de matrices para la semejanza unitaria, asi
como la invarianza de las singularidades de la frontera de sus pseudoespectros
mediante transformaciones afines. El caso de matrices de orden 2 ha quedado
completamente resuelto; mientras que en el caso de matrices de orden 3 sélo
hemos resuelto los casos mas significativos.

En el Apéndice A encontramos las definiciones y notaciones sobre curvas
algebraicas reales utilizadas en los Capitulos 2, 7 y 8. En particular, se tratan
con detalle los conceptos de ntimero de interseccién de una curva algebraica con
una recta en un punto, la multiplicidad de un punto singular y las tangentes a
una curva en un punto. Asimismo, se precisa la naturaleza de los puntos dobles:
nodos ordinarios, puntos aislados, puntos cuspidales y tacnodos. Mediante el
estudio de las series formales de potencias, de Laurent y de Puiseux, se han
podido definir las parametrizaciones y ramas locales irreducibles de una curva
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algebraica real, las cuales son el marco formal donde contextualizar y entender
los resultados dados en esos capitulos. Ademds, hemos extendido la definicién
de ntimero de intersecciéon en un punto de una curva con una recta al de una
rama con una curva algebraica; y de dos ramas. El paquete algcurves del pro-
grama de célculo simbdlico Maple nos ha permitido utilizando las instrucciones
singularities y puiseux hallar los puntos singulares, y sus invariantes; asi
como parametrizaciones formales de las ramas que pasan por un punto singular.

El Apéndice B fija las notaciones sobre espacios topolégicos y subconjuntos
conexos; distinguiendo los conexos por arcos de los conexos. Se fijan definiciones
y resultados sobre las componentes conexas de un subconjunto cualquiera de
un espacio topolégico. Como los pseudoespectros son subconjuntos de R?, nos
interesan estos conceptos referidos a los espacios euclideos ordinarios R™.

Apéndice C retne cuatro conceptos de amplio uso en esta Memoria: la resul-
tante de Sylvester de dos polinomios; la matriz inversa en el sentido de Moore-
Penrose; un lema de Wielandt sobre valores singulares de matrices que permi-
te ver las fronteras de los pseudoespectros como (parte de) curvas algebraicas
reales; y las o—élgebras de subconjuntos (de Borel, medibles Lebesgue) de R2.

Todos los resultados que aparecen en esta Tesis son originales, excepto los
referidos a otros autores.

Antecedentes, notas historicas y temas relaciona-
dos

Siguiendo el dictado de Richard E. Bellman, toda tesis deberia dar alguna
noticia histérica sobre el origen del tema que trata. En cumplimiento de es-
ta obligacién, escribimos las siguientes notas, limitadas al alcance de nuestro
conocimiento. Nos parece imprescindible contextualizar todo resultado de una
investigacion.

El origen del tema de los pseudoespectros de una matriz cuadrada pue-
de remontarse a diversos autores entre los que se encuentran Landau, Varah,
Wilkinson, Mosier, Trefethen-Embree [72], Godunov e Hinrichsen [40] (Seccién
5.1.4, pdginas 542 y 543). Véase el portal de Internet Pseudospectra Gateway
dedicado a pseudoespectros [33]. En los afios 1990 aparecié un articulo de Tre-
fethen en el que llamo a prestar atencién a los pseudoespectros de una matriz
A € C™*™ més que a su espectro, al estudiar cuestiones relativas a la estabi-
lidad de soluciones de los sistemas diferenciales #(t) = Az(t),t € [0,00) y en
recurrencias z(k + 1) = Az(k),k =0,1,2,.... En los afos precedentes se habia
constatado que para ciertos problemas de ciencia e ingenieria, las predicciones
basadas en los valores propios no siempre casaban con las observaciones, véase
Trefethen (1997) [71]. Se descubrié que en estas aplicaciones las matrices invo-
lucradas eran altamente no normales y tenian valores propios volatiles. Lo que
sugeria que debia buscarse un sustituto del espectro. De ahi surgiria el concepto
de los pseudoespectros. Ademas, la potencia creciente de célculo de los ordena-
dores permitiria la visualizacién de estos conjuntos para matrices de tamanos
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medianos.
La cuestion del cdlculo de las raices de un polinomio

p(A) ="+ A"Vt an N+ an

se planteé con toda su crudeza en los anos 1950 con el advenimiento de los
primeros ordenadores. Famoso fue el polinomio pérfido de Wilkinson,

w(d) = (A~ (A= 2) - (A - 20),

y la experiencia traumatica que a éste le produjo ver que el método iterativo
de Newton-Raphson fallaba y no convergia a la raiz de mayor valor absoluto de
w(A). Véanse Wilkinson [79] y Cohen [21]. En 1986 Ronald G. Mosier [55] estudié
las regiones (“root neighborhoods”) donde estaban las raices de un polinomio
q(X) obtenido al perturbar los coeficientes de un polinomio p(A) hasta una cierta
magnitud €. Prob6 que en las componentes conexas de esas regiones la suma de
las multiplicidades de las raices que g(\) tuviera en ellas era igual a la suma de
la multiplicidades de las raices que p(\) tenia en la misma componente. Y que
cada componente conexa tenia al menos una raiz del polinomio original p(\).

Queremos senalar una diferencia entre el estudio de las pseudoraices de un
polinomio y los pseudovalores propios de una matriz cuadrada. Aunque los va-
lores propios de una matriz M € C"*"™ son las raices de su polinomio carac-
teristico pas(A), un polinomio es esencialmente un objeto unidimensional: un
vector; mientras que una matriz es un objeto bidimensional. De ahi que quepa
esperar mas riqueza a la hora de expresar las relaciones entre los pseudovalores
propios de M y los elementos de M, que la esperable entre las pseudoraices de
pa(A) y los coeficientes de pys(A).

El periédico STAM News difundié en 1995 un articulo de B.A. Cipra [20] so-
bre pseudoespectros de matrices en base al trabajo de Trefethen en los anos 1990.
En él aparecia la parte de la derecha de la Figura 1 con los e-pseudoespectros de
la matriz A := ( _01 _52) para los niveles de ¢ = 0,05;0,15; 0,25;0,35; 0,45; 0,55; 0,65.
Los ndmeros de condicién de ambos valores propios eran iguales: x(—1) =
k(—2) = 5,0990. Este hecho aparecié probado por vez primera en la Tesis de
Karow [44] para cualquier matriz de orden 2 con dos valores propios distintos.
Para cierto valor de ¢ las dos componentes conexas se cortaban en un punto
situado a mitad del segmento que une ambos valores propios. La figura guarda-
ba enorme parecido con 6valos de Cassini de focos los valores propios. Incluso
las grificas de los 6valos de Cassini realizadas con Matlab (parte izquierda)
y la imagen fotocopiada del periddico (parte derecha) coincidian al trasluz al
99 %. En todas las figuras de Cipra las dos componentes conexas eran iguales
y simétricas, cuando habia dos. Mejor dicho, todas las figuras eran simétricas
respecto de la recta vertical x = —1,5.

Por otra parte, desde anos atras habia un enorme interés por el problema
de Wilkinson: Dada una matriz A € C"*"™ con n valores propios simples,
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Figura 1: Izquierda: Ovalos de Cassini con focos (—2,0) y (—1,0). Derecha:
Figura original del articulo de Cipra.

hallar la distancia de A al conjunto de matrices que tuviesen algtin valor propio
multiple. Wilkinson, Golub y otros habian observado que cuando en una matriz
con valores propios simples, el nimero de condicién de uno de ellos fuera muy
grande, habfa una matriz préxima con un valor propio miltiple (por lo general
doble), cercano al valor propio mal condicionado. Varias lineas de pensamiento
confluyeron en una solucién dada por Malyshev a este problema, como vamos a
explicar con un poco mas de detalle.

En toda esta Memoria, para cualquier espacio de matrices usaremos
la norma espectral de matrices, también llamada norma 5, o norma inducida
por las normas euclideas en C**! y C™*!, Para ello, se asocia a cualquier matriz
A € C™*" la aplicacién lineal z +— Az de C™*! en C™*!. También se conoce
que ||A]| = 01(A) donde 01(A) es el mayor valor singular de A.

Es bien conocida la interpretacién del k—ésimo valor singular, o1 (A), de una
matriz A € C™*™ como la distancia de la matriz A al conjunto de matrices
X € C™*"™ cuyo rango es menor que k.

(men

min || X — A|| = ox(A).

. Qué queda en pie de esta férmula si sustituimos X € C™*™ por X € R™*"?
Bernhardsson, Rantzer y Qiu probaron que

min || X — A||= sup o9r1 (
XeRrmxn 7€(0,1]
rg X<k

Re A —’yImA)
v 'ImA Red )’
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donde Re A := (Rea;;), ImA := (Ima;;), siendo A = (a;;). Esta férmula de
aproximacién por matrices reales fue comunicada a J.M. Gracia por M. Karow
en Barcelona el 21 de julio de 1999 en la “8th ILAS Conference”.

Es bien sabido que una matriz A € C"*™ se dice estable si tiene todos sus
valores propios en el semiplano Re z < 0. Si A es estable, el radio de estabilidad
complejo viene dado por

min || X — Al| = mino,(wl, — A).
Xe(cnxn wWER
X inestable

Tras la publicacién de la formula
min || X — A|| = min mix 9,1

X eRmX" weR v€(0,1]
X inestable

( —ReA —van)
v lwl, —ReA

para el radio de estabilidad real por Qiu, Bernhardsson, Rantzer, Davison,
Young y Doyle [60], Malyshev vié la manera de trasladarla al problema de
encontrar la minima distancia de A al conjunto M de matrices X € C"*™ que
tienen un valor propio multiple.

, ’ ’ ZIn - A P)/In

i X Al = mivmixon (5 )

No parece nada extrafio que Malyshev abordara esta suerte de problema. Su
director de tesis fue Godunov en Novosibirsk, y Godunov fue uno de los intro-
ductores del concepto de pseudoespectros con el nombre de retratos espectra-
les (“spectral portraits”) o e-espectros. Wilkinson intuyé la importancia de los
pseudoespectros de una matriz a los que llamé “dominios de inclusién funda-
mentales”; él usé la letra n en lugar del . Hizo notar la importancia del dominio
D(n) del plano complejo formado por los A tales que

[cA=nT ="

pues todos los A € D(n) son valores propios de A+ F para perturbaciones F' que
satisfacen || F|| < n. Wilkinson definié el concepto de sucesor de un valor propio
de la siguiente manera: Se dice que un nimero complejo z es un e-sucesor del
valor propio A de A si existe una matriz Ey con ||E)|| < ¢ tal que z es valor
propio de A + Ej, ¢(0) = X, ¢(1) = 2z siendo ¢: [0,1] — C la funcién continua
que describe un valor propio de la matriz A+tF), cuando t varia de 0 a 1. Puede
ocurrir que z sea un e-sucesor de més de un valor propio de A. El principal interés
se centra en aquellos z que son e-sucesores de mas de un valor propio para el
minimo €. Se define que z es un e-sucesor de, digamos, dos valores propios \ y
i de A si € es el valor minimo para el que z es un e-sucesor de A y un e-sucesor
de p. Con todo, estas definiciones no fueron muy afortunadas, y no pudieron
clarificarse hasta que se precisé el concepto de e-pseudoespectros de A. Véanse
los articulos de Wilkinson sobre la sensibilidad de los valores propios [77] y [78].
Dejémoslo hablar con sus propias palabras ([78], pdgina 254):
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The behaviour of the domain D(n) as n increases from zero is of fundamental
interest to us. We shall assume that A has s distinct eigenvalues A1, A2, ..., As
of multiplicities mi, ma,...,ms. If all the eigenvalues are simple, then s = n
and m; = 1(¢ = 1,...,n). Clearly D(n2) contains D(n1) when n2 > 1. Indeed,
if X is any point of D(n1) it is an internal point of D(72) since the elements
of (A — AXI)~1 are continuous functions of A apart from poles at the \;. D(0)
consists of the s isolated points A;. When 7 is sufficiently small, D(n) consists
of s isolated domains, the ¢th of which has \; as an internal point. For any such
n and any specific E (with ||E|| = 1), the ith of these domains contains the m;
successors of A;. A problem of basic interest to us is the smallest value of n for
which one of these domains coalesces with one of the others. We may divide the
s values of \; into a number of distinct sets and to determine the minimum value
of n for which a domain containing the successors of one of these sets coalesces
with a domain containing the successors of another of the sets (i.e. ignoring the
possible coalescence of individual A; in the same set).

(JAMEs H. WILKINSON)

Wilkinson también desarrollé trabajos sobre la distancia de A al conjunto de
matrices con forma canénica de Jordan menos genérica; véase [76]. La linea de
pensamiento de Wilkinson, utilizando e-sucesores de los valores propios de A,
fue seguida por J.W. Demmel en su densa Tesis cuyo sugerente titulo no de-
fraudé [27]. Véase también su articulo [28]. A Demmel lo siguieron con paso
firme R. Alam y S. Bora, en la Tesis de esta tiltima, que dio lugar al articulo [3];
en él aparecié otra solucién al problema de Wilkinson, dada a través del primer
punto de coalescencia de componentes conexas de los pseudoespectros. La pri-
mera solucion la habia dado Malyshev, por un método minimazr como hemos
indicado antes.

Para nosotros, a dia de hoy el libro més profundo en sentido matematico que
se ha escrito sobre pseudoespectros de matrices lo constituye la Tesis Doctoral
de Michael Karow (Bremen, 2003) [44]. Documento al que no se ha prestado
la atencion suficiente. La presente Tesis tiene una deuda intelectual con la de
Karow. El trabajo pionero de este autor sobre pseudoespectros, ha sido guia y
fuente de inspiracién. A él se deben la semialgebraicidad de los valores singula-
res como funciones de una matriz y de los pseudoespectros y sus fronteras como
subconjuntos de R?, asi como las estrechas relaciones entre la componente cone-
xa que rodea a un valor propio A de un e-pseudoespectro para valores pequenos
de £ y el indice de A.

El tema de estudio de los pseudoespectros de matrices es objeto de investi-
gacién muy activa en los 1iltimos veinticinco anos. Y se ha extendido a campos
como el analisis de los conjuntos de pseudoceros de sistemas de polinomios de
varias variables, habiéndose logrado generalizar los teoremas de Mosier de 1986
sobre conservacion de multiplicidades de los pseudoceros en las componentes
conexas de los conjuntos de pseudoceros. Véase el trabajo de Hoffman et al. [41]
y sus referencias. El tema tiene profundas connotaciones con la geometria al-
gebraica real. En muchos casos de interés natural los conjuntos de pseudoceros
son semialgebraicos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Valores propios

En este trabajo denotaremos por CP*? al espacio de las matrices rectangu-
lares complejas de orden p X ¢; asi mismo I,, denotard la matriz identidad de
C™*™. Denotaremos por A* a la matriz traspuesta conjugada de A. Asi mismo
denotaremos por D(z, p) al disco cerrado centrado en z € C de radio p, y por
D(z, p) al disco abierto con los mismos centro y radio.

Un nimero complejo A se dice que es un valor propio de una matriz A €
C™ " si det(AI,, — A) = 0. El conjunto de valores propios de una matriz A €
C™*" ge llama espectro de A y lo denotaremos por A(A4). Dada A € C**" y A €
C, denotemos por m(\, A) := dim ker(AI, —A)™ a la multiplicidad algebraica
de A respecto de A. Si A no es valor propio de A entonces m(\, A) = 0, y
reciprocamente. De la misma manera, denotemos por mg(\, A) := dim ker(AI,, —
A) ala multiplicidad geométrica del ndmero complejo A respecto de la matriz
A. Tgualmente mg(\, A) = 0 si y sélo si A no es valor propio de A. Con estas
notaciones, definimos los conjuntos

Ap(A) :={r e C: m(\ A) >k}
que llamaremos espectro de orden k de A, y
AF(A):={AeC: mg(\ A) >k}

que llamaremos espectro geométrico de orden k de A.

1.2. Valores singulares, semejanza unitaria

La norma matricial que usaremos en este trabajo es la norma espectral sobre

CP*4, representada por || - ||, y definida como
|A]: = mix || Az||2-
zeC?*
llzll2=1

1



2 CAP. 1 PRELIMINARES

Observacién 1.2.1. Utilizaremos también la norma de Frobenius sobre
C™*™ representada por || - |, y definida como

JAlLr = \/sr(Ar4) =

siendo A = (a;5), coni=1,...,nyj=1,...,n.

Definicién 1.2.2. Dados A € C"*" y § > 0, llamamos bola abierta de centro
Ay radio 4, y la denotamos como B(A4,J), al conjunto

B(A,0) = {X € C™": | X — A|| < o).

Andlogamente, llamamos bola cerrada de centro A y radio ¢, y la denotamos
como B(A,J), al conjunto

B(A,0) = {X € C™": || X — A < 8}

Los wvalores singulares de una matriz A € CP*? se denotaran por

donde k = min{p, ¢}. Recordemos que los valores singulares de una matriz A
son las raices cuadradas de los valores propios de la matriz A*A.

Utilizando las relaciones de Courant-Fisher para los valores singulares, se
tienen las siguientes igualdades para una matriz A € C™**".

[All = 01(4), min [Az]z = 0n(A).
Tt
Zl|l2=

Pasamos a enunciar algunas propiedades de los valores singulares. La primera
es la desigualdad de Weyl.

Teorema 1.2.3. Sean las matrices A, B € CP*?. Entonces
loj(A) —o;(B)| < |A=Bl, j=1,...,min{p,q}.

Este resultado también se puede interpretar como la continuidad de los valores
singulares oj(A) respecto de la matriz A.

Recordemos que una matriz U € C™*" se dice unitaria si U*U = I,,.

Proposicion 1.2.4. Los valores singulares de una matriz son invariantes bajo
transformaciones unitarias. Es decir, dada A € CP*9, para todo par de matrices
unitarias U € CP*P )V € CI*9 se tiene

0i(A) =0;(UAV) i=1,...,min{p,q}.

El siguiente resultado es el Teorema de descomposicion de valores singulares.
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Teorema 1.2.5. Sean A € CP*? y o1 > --- > 0, > 0, r = rg(A), sus valores
singulares no nulos. Entonces existen matrices unitarias U € CP*P y V € C1%4

de manera que
A=UXV* (1.2.1)

donde

g1
E — ‘ " UT E (Cp)(q.
p—r 0] 0

Observacién 1.2.6. Las columnas de la matriz V' (respectivamente, U), vistas
como vectores de C4*1 (resp. CP*1), constituyen una base de vectores propios
ortonormal para A*A (resp. AA*). Asi, para hallar la descomposicién en valores
singulares de A basta resolver el problema de los valores propios para A*A y
AA*.

El teorema siguiente nos da la distancia de una matriz cuadrada al conjunto
de matrices que tienen a un complejo dado como valor propio cuya multiplicidad
geométrica es mayor o igual que k.

Teorema 1.2.7. Sean zyp € C y A € C"*". Entonces,

min || X — A|| = on—k+1(z0ln — A).
XeCcnxn
Z()EA%(X)

1.2.1. Semejanza unitaria

Definiciéon 1.2.8. Dos matrices A, B € C"*™ se dice que son semejantes
unitariamente si existe una matriz unitaria, U, tal que

B =U"AU.

La notacién B ~ B denotaré que las matrices A y B son unitariamente
semejantes. Mientras que B ~ A denota la semejanza ordinaria de matrices:
B = P 'AP con P € C™ " invertible. Tres resultados sobre la semejanza
unitaria son los siguientes.

Lema 1.2.9 (Lema de Schur). Toda matriz A € C**™ es semejante unita-
riamente a una matriz triangular superior, es decir, existe U unitaria tal que
U*AU =T.

Como consecuencia, si A es una matriz normal, es decir A*A = AA*, del
lema anterior se deduce lo siguiente.

Corolario 1.2.10. Una matriz normal A € C"*" es semejante unitariamente
a la matriz
diag{A1, A2, .., An},

siendo cada \; un valor propio de A, i =1,2,...,n.
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Teorema 1.2.11. Sean A, B € C"*" matrices triangulares superiores con los
mismos elementos diagonales a;; = by;, para todo i € {1,...,n}, y tal que a;; #
aj;, t # j. Supongamos U € C™*™ matriz unitaria tal que U* AU = B, entonces
U es diagonal.

DEMOSTRACION.
De la relaciéon de semejanza unitaria entre las matrices A y B se tiene:

U*AU = B < AU =UB.

En la anterior expresién consideramos el elemento que ocupa la posicién (n,1):

§ AniUs1 = § un] ]1 AnpnpUnl = unlbll = unl(ann - bll) =

'—O— 5
i>7

Como a;; = by # bjj, se tiene u,; = 0. Andlogamente, si calculamos el elemento
en la posicién (n, 2):

E ApiUi2 = § Un] j2 0 b, OpnlUn2 = Unp2bagy = unQ(ann_b22) =0= up2 =0.
ij=Y=0ij,

i>7

Siguiendo el razonamiento, tenemos u,; = 0, para todo j € {1,...,n —1}. Si
calculamos el valor del elemento (n — 1, 1), tenemos:

E Ap—1,iUi1 = g Un—1,701 = Gn_1n-1Un—1,1 + Gn-1,n Un,1 = Up—1,1b11 =
i=1 j=1 hnry

Un—1,1(Gn—1,n—1 — b11) =0,

de donde up,—1,1 = 0.
Siguiendo este proceso, podemos probar que u;; = 0 si ¢ # j. Por lo tanto,
U = diag (€', ...,e%") , a; € [0,2n], para todo i € {1,...,n}. O

1.2.2. Lema de Wielandt

Dada una matriz M € C"*", hay una relacién entre sus valores singulares y
los valores propios de cierta matriz asociada a ella. El resultado es el siguiente.

Lema 1.2.12 (Lema de Wielandt). Sea M € C™*". Sean s1 > -+ > s, > 0.
FEntonces
S§1 228, 2 —8p =00 2 =81,

son los valores propios de la matriz hermitica 2n X 2n

O M}
m=[0 o
ordenados en sentido decreciente si y solo si s1 > --- > s, son los valores

singulares de M ordenados en sentido decreciente.
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La matriz H se conoce como la matriz de Wielandt asociada a M.

Asi pues el nimero real € > 0 es un valor singular de M si y sélo si € es un
valor propio de H. De igual modo, por el lema del complemento de Schur (véase
Lancaster y Tismenetsky [48, pag. 46, Ejercicio 15],

A B
Cc D

' =|D - CA™'B||A| si |A] #0,
siendo A y D matrices cuadradas, se sigue que £ > 0 es un valor singular de

la matriz M si y sélo si €2 es un valor propio de la matriz M*M. Ademés, los
valores propios de las matrices

e oly L5 ]

son los mismos. Veamos el porqué de esta afirmacion tltima. El nimero Ay es
un valor propio de

o)
M* O
si y sélo si
Ml, —M —0
—M* NI,

Multiplicando la primera fila de bloques de este determinante por —1, se tiene
que

(_l)n _>\OIn M _ (_1)2n >\OIn M — AOIn M
—M* Aol M* Aol M* Aolnl|”
Por tanto,
Molp M| . q Aol M|
‘—M* Aol | 0 si y sélo si M* Aol |~ 0;

es decir, si y s6lo si A\g es un valor propio de
(0] -M
-M* O |’

Sea ahora A € C"*™ z,y € Ry ¢ > 0 Por consiguiente, si definimos

. el, (x+yi)l,— A
q(z,y,¢€) = (= yi) ], — A* s (1.2.2)
se tiene que
q(x7y’€)_‘A*—($—yl)In EIn N

Por tanto, se tiene la proposicién siguiente.

Proposicién 1.2.13. Supongamos que € > 0. Entonces se tiene que q(x,y,e) =
0 si y sdlo si e es un valor singular de (x + yi)I, — A.
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Al polinomio f.(z,y) = g(z,y,e) lo llamaremos polinomio de Wielandt
de la matriz A para el nivel ¢ y lo denotaremos también por f. a(x,y)
cuando sea necesaria la referencia a A . Es de observar que fe a(z,y) es mirado
como un polinomio en z,y.

Lema 1.2.14. Dada A € C™"*", el polinomio f. dado por

fe(z,y) = q(z,y,e) = Z cij(s)xiyj

i+j<2n

tiene sus coeficientes c;j(e) en Rle|. Es decir, el polinomio f. pertenece al anillo
Rle][=,y] de polinomios en x,y con coeficientes en el anillo Rle].

DEMOSTRACION. En principio hay nimeros complejos tanto en las matrices A
y A* como en las expresiones conjugadas = + yi y « — yi. Por esto, expresemos
q(z,y,€) como un elemento de C[z,y][e]:

q(xang) = 5271 + al(xa y)52n71 +-+ a2n71(xay)€ + a2n(x,y)v

visto como polinomio en €. Observemos que ¢(z,y,¢) es el polinomio carac-
teristico de la matriz hermitica

) (x+yi)l, — A
(x —yi) I, — A* @) '

Por tanto sus raices en ¢ son reales. Asi pues, por las relaciones entre las raices y
los coeficientes de un polinomio, tenemos que los coeficientes de este polinomio
en ¢ son reales. En principio,

ak('ra y) € C[Ia y]
Supongamos que
ag(z,y) = Zal(?)xiyj, con az(-f) eC, k=1,...,2n.
i,J

Para todos t € R, z € C, Re(tz) = tRe(z),Im(tz) = tIm(z). Como para todo
(x,y) € R? tenemos que ax(x,y) € R, se sigue que Im (ak(;v,y)) = 0. pero

Im (ak(aj7 y)) = Zlm(agf))xiyj.
4,J

Por tanto, el polinomio

> Im(af)a'y’ € Rlw,y]
,J

se anula en todo punto (z,y) € R%. Como el cuerpo R es infinito,

Im(a{y) =0, Vi,j.
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Por consiguiente,
(k

alt) € R, Vi, j,

con lo cual, el polinomio ¢(z,y, ) € Clx, y][¢] tiene reales sus coeficientes: dicho

de otro modo ¢(z,y,¢) € R[z, y][e]. Lo que implica que para todo € > 0, ¢;;(e)

es real Vi, j. O
También se tiene el resultado siguiente.

Lema 1.2.15.
q(z,y,e) = det (521n — ((z + yi) I, — A)*((:v +yi) I, — A)> )
DEMOSTRACION. z = x +yi, z,y € R.

En

1
q(z,y,e) = = |eln = (21 = A")~Ln(21, — A)

el, zI, — A
zIl, — A* el,

= |2 et = A (e = )7 = ST = (a1 = ) (eE — )"

O

Observacién 1.2.16. El polinomio ¢(z,y, ) mirado como elemento del anillo
R[z,€][y] es un polinomio en y de grado 2n donde el coeficiente del monomio
y?" vale —1:

2n—1 _ ,2n

q(z,y,€) = ag(z,e) + ai(x, )y + az(z,€)y* + -+ + asn_1(z,€)y y

A los efectos précticos, cambiando de signo, —¢g(x,y, <) es un polinomio ménico
en y cualquiera que sea el valor real de . Este hecho nos permite usar la versiéon
simplificada del Teorema de Newton (véase el Teorema A.3.5) que aparece en
el libro de Abhyankar [1].

Veamos algunas consecuencias del Lema 1.2.12. Dados (z,y) € R, e >0y
A € C"*", consideramos el polinomio

el, —(x+yi) 1, +A)

fea(z,y) == det (_(x T, A s (1.2.3)

que corresponde al polinomio ¢(z,y, ) definido en (1.2.2). Sea ahora
Ve(fe,a) = {(z,y) €R*: [ a(z,y) =0}

la curva algebraica real definida por dicho polinomio. Entonces

Lema 1.2.17. Con las notaciones anteriores se tiene

(a) (z,y) € VR(fc,4) sty sdlo sie es un valor singular de (x + yi)lI,, — A.

(b) La curva algebraica Vi(fe a) estd acotada. Concretamente estd contenida
en el disco cerrado de centro el origen 0 y radio € + || A]|.



8 CAP. 1 PRELIMINARES

DEMOSTRACION. El apartado (a) es una consecuencia directa del Lema 1.2.12.
Para probar (b) sea (xo,y0) € Vr(f: 4). Entonces, por (a), existe un vector
unitario u tal que ||((zg + yoi)In — A)u|| = €. Luego

(@0, 0)ll = |0 + woil = [I(zo + yol)ull = [[((zo + yoi) In — A)u + Aul| <
< [1((@o + yoi) In — A)ul| + [[Aul] < e+ [|A].

O

1.3. Indice y niimero de condicién de un valor
propio

Para introducir estos conceptos, precisamos del resultado siguiente.

Teorema 1.3.1 (Teorema de descomposicién de Jordan). Dada A € C™"*™ sea
A(A) = {\1,..., \} su espectro. Entonces

A= i:(Az‘Pi + N;),

=1

donde

(a) para cada i € {1,...,1}, P; es el proyector sobre el subespacio ker(\;I,, —
A)", siendo

N Pi=1I,, yPP;=0sii#j;

i=1

(b) N; =(A— N\I,)P; son matrices nilpotentes, cumpliendo

NiN; =0 sii#j, y NiPj = P;N; = { ?Vl Ziii’

El subespacio ker(A; I, —A)™ se conoce como el subespacio radical (o subespa-
cio propio generalizado) de la matriz A asociado al valor propio \;, y el proyector
P; se conoce como proyector de Riesz sobre el subespacio radical asociado a A;.
El orden de nilpotencia de N;, es decir min{l € N: Nil = 0}, se llama indice de
i, ¥ se representa por v(J;). Ese niimero corresponde con el tamafio del bloque
de Jordan més grande asociado a \; en la forma de Jordan de A. También, dicho
numero es la multiplicidad de \; como raiz del polinomio minimo de A.

Sea A un valor propio de A € C"*", de multiplicidad algebraica m. Sea
otra matriz dada A’ € C"*™. La variacién espectral de A’ respecto del valor
propio A de A, denotada por sv(4 x)(A’), estd definida como el minimo de los
p > 0 tales que el disco cerrado D(\, p) con centro A y radio p contenga al
menos m valores propios de A’ (contando multiplicidades). Para fijar las ideas
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observemos que si A € A(A’) y m(\, A’) > m, entonces sv(4,x)(A") = 0; pero si
m(\, A’) < m, entonces

svian(A) >min{|p— A pe A(A) N {A}} > 0.

El ndmero de condicién de Holder del valor propio A € A(A) de
orden w > ( estd definido por

, svian (X)
du(A,N) = 1 VAN )
conda(A,0) = T wix A

Nétese que el nimero cond,, (A4, A) € [0, 00] estéd bien definido para cada w > 0;
y también que hay a lo mds un w > 0 tal que 0 # cond, (A4, \) # oo. Véase
Karow [44, Definicién 2.6.3, pag. 33|. El limite que define cond, (A, A) es un
numero positivo precisamente cuando w = 1/v(\).

1.4. Distancia de Hausdorff

La distancia de un punto z € C a un subconjunto compacto no vacio K de C
viene definida por dist(z, K') := min,ex |w —z|. Si K1, K> son dos subconjuntos
no vacios de C la suma (de Minkowski) viene definida por

Ki+ Ky := {Zl + 22 | z21 € Kl,ZQ € KQ}

Para todo a € Ry K C C, se define oK := {az | z € K}. Especial valor tiene
para nosotros el espacio métrico, H(C), formado por los subconjuntos compactos
no vacios de C y cuya distancia viene definida por

dp (K, L) := max{méx dist(z, L), mé]gf dist(w, K)},

zeK we

para todo par (K, L) de elementos de H(C). Esta es la distancia de Haus-
dorff !. Resumimos algunas propiedades esenciales de la distancia dy. Para
todo K € H(C) y todo € > 0 denotamos

V(K,e) = U D(z,¢),

zeK

siendo D(z,e) := {w € C: |w — z| < €} el disco abierto de centro en z € C y
radio € > 0.

Proposicién 1.4.1. Para cualesquiera K,L € H(C),

dy (K, L) = sup |dist(z, K) — dist(z, L)
zeC

=inf{e > 0: K CV(L,e),L C V(K,¢)}.

ltambién atribuida a Pompeiu
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La proposicién siguiente nos permitird asegurar que el espacio métrico (H(C), dg)
es localmente compacto.

Proposicién 1.4.2. En el espacio métrico (H(C),dg), toda bola cerrada
B(K,r):={K' € H(C) : dy(K',K) <r}
con centro en K € H(C) y radio r > 0 es compacta.

Sea (E,d) un espacio métrico. Se dice que una sucesién (z,)5, de puntos
de E es una sucesién de Cauchy si para cada ¢ > 0 existe un entero positivo
ng tal que para todos m,n > ng se tiene que d(z,,,z,) < e. Es obvio que
toda sucesién convergente es sucesién de Cauchy. Un espacio métrico (E,d) se
llama completo si toda sucesion de Cauchy en él es convergente. La siguiente
Proposicién es consecuencia de que C = R? es un espacio métrico completo.

Proposicién 1.4.3. El espacio métrico (H(C),dy) es completo.

De hecho, puede demostrarse que si (K,)52, es una sucesién de Cauchy en
H(C), entonces definiendo

L := {w € C: existe una sucesion (z,)r>, con z, € K,, que converge a w}
se puede probar que L es un subconjunto compacto no vacio de C y que

ltm dy(K,,L) = 0.

n—oo



Capitulo 2

Pseudoespectros de primer
orden

2.1. Definiciones

Definicién 2.1.1 ([3],[17]). Sea A € C™"*", para todo & > 0 se define el pseudo-
espectro algebraico ordinario de primer orden de nivel ¢ de la matriz
A como el conjunto

A2 (A): = | A

| X—All<e

Xecnxn

Es decir, el pseudoespectro algebraico ordinario de nivel € de la matriz A estd
formado por la unién de los espectros de matrices que disten de A una cantidad
menor o igual que ¢, respecto de la norma espectral. De igual manera, definimos
el pseudoespectro algebraico estricto de primer orden de nivel ¢ de la
matriz A como

N (A = | A

| X—-All<e
Xecnxn

a — /a —
Notemos que A§;(A) = A(A) y A'§1(A) = 0.
Para simplificar la exposicién, vamos a aliviar de alguna manera las notacio-
nes y conceptos anteriores. Asi, cuando no haya lugar a equivocos, denotaremos
por

Ac(A) := AZ,(A) v lo llamaremos abreviadamente pseudoespectro ordinario,
AL(A) :=A2,(A) y lollamaremos abreviadamente pseudoespectro estricto.

11
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Usando el Teorema 1.2.7, podemos caracterizar los pseudoespectros de otra
manera. Véase por ejemplo [17]. Previamente vamos a introducir unas notacio-
nes. Dados A € C"*™ y ¢ > 0, para z € C definimos

hi(z) := o, (2L, — A). (2.1.1)

Si identificamos z = z 4+ yi € C, la notacién dada en (2.1.1) se puede reescribir
de la forma siguiente: para (z,y) € R? definimos

hi(z,y) = on((z + yi)I, — A). (2.1.2)

A lo largo del trabajo usaremos indistintamente hq(z) y h1(z,y) segin conven-
ga. Pasamos a dar otra caracterizacion de los pseudoespectros.

Proposicion 2.1.2. Con las notaciones anteriores, para todo € > 0 se tiene

A(A)={z€C: hi(z) <e},

(2.1.3)
A(A)={z€C: h(z) <e}.

DEMOSTRACION.

Se probara, por doble inclusién, la igualdad correspondiente al conjunto
A (A). El otro caso se hace de forma similar. Primero supongamos que zg €
A.(A), entonces existe Xy € C"*™ tal que zg € A(Xp) v || Xo — 4| < e. Esto
junto con el Teorema 1.2.7 nos conduce a que

hi(z0) = min [IX ~ A < X - 4] <
zg EA(X)

Por lo tanto hi(zg) < e. Con lo cual, A, (A) C{z € C: hi(z) <e}.
Reciprocamente, sea zp € C tal que hi(zg) < e. Entonces, por el Teore-
ma 1.2.7, resulta

hi(z0) = on(z0lp, — A) = min || X — A|.
Xe(Can
20 €A(X)

Esto implica que existe una Xy € C™*" tal que hi(z0) = [|[Xo — 4] < ¢
20 € A(Xp). Por lo tanto, zg € A.(A). En consecuencia, {z € C: hy(z) < ¢}
A (A).

ON «

2.2. Propiedades de los pseudoespectros de pri-
mer orden

Vamos a ver algunas propiedades de los pseudoespectros. Aunque son hechos
bien conocidos, incluiremos algunas demostraciones, por razones de completitud.
Véanse, por ejemplo, el portal de Internet Pseudospectra Gateway: [33]; o la
Seccién 5.1, paginas 68 y 69, de la Tesis de Karow [44].
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Lema 2.2.1 (Invarianza por semejanza unitaria). Sean A € C**™ e > 0 y
U € C" " una matriz unitaria. Entonces

A(U*AU) = A(A), AL (U*AU) = AL(A). (2.2.4)

Lema 2.2.2 (Invarianza por rotaciones, homotecias y traslaciones). Sean A €

C"™" o, € C ye>0. Entonces
Acg(al, + BA) = o+ BA(A), 2.2.5
AL g (aly + BA) = a+ BAL(A). 229

DEMOSTRACION. Probamos la igualdad correspondiente al conjunto A.(A), de-
mostrandose el otro caso de forma similar.

Si 8 = 0, la igualdad es obvia, pues ambos conjuntos se reducen a {a}.
Supongamos que 3 # 0. Si z € A.(A), entonces existe X tal que z € A(X) y
| X — Al < ¢; lo que implica que o + 8z € A(ad, + $X), con

laln + BX — al, — BA| = |B|X — Al < |Ble;
de donde a + Bz € A 5(al, + BA); por tanto

Reciprocamente, sea w € A.|g(al, + BA); esto implica que existe Y tal que
welAY)y
IY — L, - BA| < |8l (2.2.6)

lo que implica que w — « € A(Y — al,,); de donde se obtiene que

1 1 o
—(w—« EA(fY——In).
ﬂ( ) B B

Por lo tanto, teniendo en cuenta (2.2.6),

1
|8l
1

por consiguiente existe z € A<(4) tal que 5(w — a) = 2, de donde se obtiene
que w =a+ Bzy w € a+ BA(A); en consecuencia

Ap(al, + BA) C a+ BA(A).

1
IY — al, — BA|| < e, implica queB(w —a) € A(A);

O

Observacién 2.2.3. Lo que nos dicen las identidades (2.2.4) y (2.2.5) es que a
la hora de estudiar la geometria de los pseudoespectros no se pierde generalidad
si hacemos alguna o varias de las transformaciones siguientes: (1) cambiar la
matriz A por una matriz unitariamente semejante a ella A (U*AU) = A.(4),
con U matriz unitaria; (2) rotar el pseudoespectro y someterlo a una homotecia;
(3) trasladar el pseudoespectro. De hecho, como se probard mas adelante que
la frontera de un pseudoespectro esta contenida en una curva algebraica real, la
naturaleza de sus puntos singulares no cambia al someter los pseudoespectros a
transformaciones afines.
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Vamos a englobar algunas propiedades de los pseudoespectros en la propo-
sicién siguiente.

Proposicién 2.2.4. Sean A € C"*" ye > 0.

(a) Ac(A) es un compacto no vacio contenido en el disco cerrado de centro el
origen 0 y radio € + || 4]

(b) AL(A) es un abierto no vacio contenido en A(A).
(¢) La funcidn hy no es constante en ningin abierto de C.

(d) La funcion
2 (2L — A)7

no es constante en ningin subconjunto abierto de C\A(A).

(e) Los tnicos minimos locales de la funcién hy son los valores propios de la
matriz A.

(f) AL(A) = A-(A).
(g) Si B € C™*™ entonces

A.(diag(A, B)) = A.(A) UAL(B), AL(diag(A, B)) = AL(A) UAL(B).

(h)

U D(e) cA(A).
AEA(A)

DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar que el conjunto A.(A) es no
vacio puesto que contiene al espectro de A. Ademds, si zg € A-(A), entonces
por (2.1.3) resulta que h1(z9) < . Ahora, por el Lema 1.2.17 (b) se tiene que
A.(A) estd contenido en el disco cerrado de centro el origen 0 y radio € + || 4]|.
Por lo tanto es un conjunto acotado. De otro lado, a partir de (2.1.3), se tiene
que A.(A) = h'[0,¢] y AL(A) = hy*(—1,¢). Luego, como por el Teorema 1.2.3
la funcién hi(z) es continua, resulta que la contraimagen de un cerrado (abierto)
es un cerrado (abierto). Con esto probamos (a) y (b).

Vamos a probar el apartado (c), por reduccién al absurdo. Supongamos que
existen un nimero real ¢ y un conjunto abierto U C C tales que h;(z) = ¢, para
todo z € U. Si ¢ = 0, para cada z € U se tiene hqi(2) = o, (zI, — A) = 0; es
decir, para todo z € U, z € A(A), lo cual es imposible. Si ¢ # 0, tomamos w € U
y se tiene hq(w) = ¢ > 0. Por una parte, existe X € C"*™ tal que | X — A|| =¢
y w € A(X). Por otro lado, para cada entero k > 1, definimos la sucesién de
matrices siguiente

1 1
X, = 1A (177)X.
RiI= AT %



SEC. 2.2 PROPIEDADES DE LOS PSEUDOESPECTROS DE PRIMER ORDEN 15

Observemos que

XAl =0 (1) == (1- ) Ix - al=(1-7)e @27

Como X — X cuando k — oo, por la continuidad del espectro se tiene que

lim A(Xy) = A(X),

k—o0
respecto de la métrica Hausdorff. En consecuencia, existen una sucesion zp — w
v ko > 1 tal que, Vk > ko, se cumple que

2k € MXp)NU.
Como o, (2,1, — Xx) = 0, resulta que

h1(2’k) = an(zkln — A) e O'n(ZkIn — X+ X — A) < O’n(zkln — Xk) + ||XV]€ — AH
= || Xk — All.

Si utilizamos (2.2.7), deducimos que hy(z;) < (1—¢)c < cy que 2z € U. Lo
que es una contradiccion.

Otra prueba del apartado (c) es la siguiente. Supongamos nuevamente que
existe zg € Cy § > 0 de manera que para todo |z — 2p| < 0 se cumple hq(z) =
h1(z0). Si hi(z09) = 0 entonces hq(z) = 0, para todo |z—zp| < J. En consecuencia
on(zI, — A) = 0. Luego rg(zI, — A) < n; de donde se sigue que z € A(A) para
todo z € D(zp,d). Lo que es absurdo.

Analicemos el caso hi(z9) = ¢ > 0. Identificando C con R?, existe § > 0 de
manera que si

Iz —zo,y —yo)|| < 0= hi(z,y) =¢c>0,

por lo tanto ¢ es un valor singular de (z + yi)l,, — A, para todo (x,y) tal que
I(x — x0,y — yo)|| < d. Sea f a(z,y) el polinomio de Wielandt de la matriz A
para el nivel ¢. Sea @ > 0 un nimero real suficientemente pequeno para que
el cuadrado C := [zg — o, xg + ] X [yo — a, Yo + ] esté contenido en el disco
D((z0,%0),6) de R? de centro (zg,%o) y radio 6.

Ahora, por el Lema 1.2.17 (a) y teniendo en cuenta que

fc,A(x7 y) =0
para todo (z,y) € C, se sigue! que f. 1 = 0 (polinomio cero). Lo que contra-
dice el aserto de la Observacién 1.2.16 de que —q(z,y,¢) := —fe a(z,y) es un

polinomio ménico? de grado 2n en y.

El apartado (d) es una consecuencia de (c). Se puede ver una prueba directa
de (d) en [2, Proposicién 9]. Como corolario se probaria (c).

1Sea K un cuerpo, y sean Si,...,Sp subconjuntos infinitos de K. Sea f(x1,...,Tn) €
Klz1,...,z5]. Si f(a1,...,an) =0 para todos a; € S;(i =1,...,n), entonces f = 0. Véase el
Corolario 1.6 de la pagina 176 del libro[49] de Lang.

2Se dice que un polinomio f(y) € K[y] es ménico si el coeficiente del término de mayor
grado es 1.
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Para probar (e), observemos en primer lugar que, como hq(z) > 0, para todo
z € Cy ademés hy(z) = 0 si y s6lo si z es un valor propio de A, entonces hq(z)
tiene un minimo relativo en cada valor propio de A. Luego, para probar este
apartado, basta probar que ||(z,, — A)7}|| no alcanza ningin méximo relativo
en el conjunto C \ A(A). Supongamos lo contrario, es decir supongamos que
existe un zg ¢ A(A) tal que ||(zI,, — A)~!|| alcanza un méximo relativo en 2.
Ahora, como existen vectores unitarios u,v € C™ tales que

I(z0Tn = A)~H = [u" (201 — A) ™Mo,

para todo z =~ 2y tenemos las desigualdades

(21 — A) Mol < (2L — A)7H < (20l — A) 7 = Ju (2010 — A) Mo

Por lo tanto, el médulo de la funcién analitica z — u*(2I,, — A)v tendria un
maximo relativo en zy. Con lo cual, por el principio del médulo méximo, es
constante en un entorno de zy. Lo que contradice el apartado (d).

Veamos la prueba del apartado (f). Por los apartados (a) y (b) se tiene
inmediatamente que AL(A) C A.(A). Para probar la otra inclusién, supongamos
que existe zp € A-(A) ~ AL(A). Entonces

20 € A/E(A) = 20 € Ag(A) = hl(Zo) > e,
20 € AE(A) = hl(ZQ) <e

} = hi(z0) = €.

Como zg & AL(A), existe un ¢ > 0 tal que el D(z,d) NAL(A) = . Por lo tanto,
Vz € D(zp,0) resulta que hy(z) > ¢, lo que implica que h; tiene un minimo local
en zg. Luego por (e), resulta que zg € A(A) y, por lo tanto, hi(z9) = 0, lo cual
es absurdo.

(g) se deduce directamente de la propiedad A(diag(A4,B)) = A(A) U A(B).
Finalmente, para probar (h), sea zo € D(\g, €); es decir |z9g—Ag| < €. Seau € C™
un vector unitario tal que Au = Agu. Entonces

1(zoLn — A)ull = [I(z0 — Ao)ull = 20 — Ao| <&
Por lo tanto hi(zg) < €, lo que implica que zg € A.(A4) por (2.1.3). O

Observacién 2.2.5. Para matrices A € C"*™ se tiene que AL(A) = A (A).
Pero si T' es un operador lineal acotado actuando sobre un espacio de Banach
de dimensién infinita X, el contenido

{2eC:ZI-T) Y| >1/ey Cc{z€C:|(zI -T) || > 1/e}

puede ser estricto. De hecho, en el articulo de Shargorodsky [65], pueden verse
ejemplos de operadores T' tales que

U AT +8)&{zeC:|[(zI =T)7Y|| = 1/e},
INEE
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e incluso de operadores S tales que

U AS+A)G{zeC: (2] —8)7Y| > 1/e}.
lAll<e

Estos ejemplos significan que hay un salto significativo al pasar de los pseudo-
espectros de operadores en espacios de dimensién finita a infinita, como podia
esperarse.

2.3. Componentes conexas

Dado un subconjunto cualquiera S de C, recordemos que un punto zy € C se
llama punto frontera de S si en todo entorno D(zp,7),r > 0, de zo hay puntos
de S y puntos que no estdn en S. Se llama la frontera de S al conjunto de sus
puntos frontera; la denotaremos por 9(5) o 9S si no hubiera lugar a confusién.

Es conocido que los pseudoespectros de primer orden estdn compuestos por
la unién de componentes conexas, abiertas para el estricto y cerradas para el
ordinario. Veamos algunas propiedades.

Teorema 2.3.1 (Pseudoespectros estrictos). Sea € > 0, para cada X € C"*™
tal que || X — A|| < e, se tiene que toda componente conexa T de AL(A) contiene
al menos un valor propio de X.

DEMOSTRACION. Sea zy un elemento cualquiera de T'; por la definicién de pseu-
doespectro estricto, existe una matriz Xy tal que || Xo — A|| < € y 2o es valor
propio de Xy. Sea Z(t) := Xo + t(X — Xp), t € [0,1]. Es claro que para todo
t €[0,1], Z(t) € B(A,¢), pues toda bola en un espacio normado es convexo [48,
pag. 356, Ejercicio 2]; por tanto,

A(Z(1)) C AL(A).

Por Bhatia [12], Corolario VI.1.6, pdgina 155, y Kato [45], Teorema 5.2, pdgina
126, existen funciones continuas

Moo A [0,1] = C
tales que para cada t € [0, 1],
AZ(@) = {Mi(t), A2(t),..., An(t)} (puede haber repeticiones).

Entonces,
A(Xo) = {A1(0), A2(0), ..., An(0) 5

por consiguiente, existe un indice i € {1,...,n} tal que zp = A;(0). Como
AX) = {A(1), Aa(1), ..., A (1)

se sigue que \;(1) € A(X), y dado que existe un camino continuo A;(t) que
conecta zg = A;(0) con \;(1) dentro de AL(A), se tiene que \;(1) € T. As{ pues,
T contiene un valor propio de X. U
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Observacion 2.3.2. En particular, el teorema que acabamos de demostrar
implica que toda componente conexa del pseudoespectro estricto, AL(A), contiene
al menos un valor propio de A. Otros autores demuestran primero esta asercién
recurriendo al principio del médulo maximo, [17], [32].

Proposicién 2.3.3. Para todo € > 0 las componentes conezxas de AL(A) son
conjuntos abiertos conexos por arcos y cada componente conexa tiene al menos
un valor propio de A.

DEMOSTRACION. Como AL(A) es un conjunto abierto, la proposicién se sigue
de los Teoremas B.3.3 y B.3.5. g

Proposicién 2.3.4 (Pseudoespectros ordinarios. Karow [44], Proposicién 2.2.3
(i), pdgina 17). Para cada € > 0, las componentes conezxas de Ac A son conjuntos
cerrados conexos por arcos y cada componente conexa contiene al menos un valor
propio de A.

Proposicién 2.3.5 (Pseudoespectros ordinarios. Karow [44], Proposicién 2.2.5
(ii), pdgina 18). Sean € > 0 y z un punto de la frontera de A.(A). Entonces
min || X — A =e.

Xecnxn
z€A(X)

2.4. Conservaciéon de la multiplicidad. Puntos de
colisién

Segin vimos en la Observacion 2.3.2 del Teorema 2.3.1 y la Proposicién 2.3.4
cada componente conexa de los pseudoespectros (ordinario y estricto de una
matriz A), tiene al menos un valor propio de A. Por lo tanto el nimero de
componentes conexas es finito. Para cada nivel ¢ > 0, el nimero de ellas viene
dado por las siguientes funciones.

Definicién 2.4.1. Para cada ¢ > 0 llamaremos p(e) al nimero de componentes
conexas de A.(A). De igual manera, para cada e > 0, p’(¢) denotara el ntimero de
componentes conexas de AL(A). Quedan asi definidas dos funciones p : [0, c0) —
Ry p' :[0,00) — R. Nétese que p'(¢) no denota la derivada de p(e), sino que la
prima ’ se anade por coherencia con la notacién AL(A) para el pseudoespectro
estricto de A de nivel €. Véanse las Figuras 2.1 y 2.2.

Lema 2.4.2 (Propiedades de las funciones p y p’ de [0, 00) en R). Las funciones
pyp gozan de las propiedades siguientes.

(1) Las funciones p: [0,00) = R y p': (0,00) — R son decrecientes en los
intervalos indicados, i.e. o < B implica que p(a) > p(B), p'(a) > p'(B).

(1) p(0) = |A(A)| (cardinal del espectro de A). Por el principio del palomar de
Dirichlet, la funcion p sdlo tiene un niumero finito de discontinuidades; al
menos una si |[A(A)| > 2; ninguna si |[A(A)| = 1. Por otro lado, p'(0) =0
pues Ay(A) = ¢. La funcion p’ es discontinua en 0; si |A(A)| =1, ésta es
su unica discontinuidad.
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(1) Sean e1,€9,...,&4 los puntos de discontinuidad de p, donde 0 < 1 <
g < -+- < gq. St |A(A)] > 2, las funciones p y p' son discontinuas en
los mismos puntos €1,¢€2,...,&4 de (0,00). En los puntos €1,¢€2,...,&4 la
funcién p’ es continua por la izquierda y la funcidn p es continua por la
derecha.

(1v) Para todo € € [0,00) \ {0,e1,€2,...,g4}, se tiene que p(e) = p'(e). Sin
embargo, p(0) > p'(0) y para cada i =1,...,q se tiene que p'(g;) > p(e;).

(V) Existe un nimero real E > 0 tal que para todo € > F

p'(e) =1=p(e).

FEs decir, las funciones p’y p son finalmente constantes. Si fuera |A(A)| =1
la funcion p seria constante en [0,00) e igual a 1.

Para cada ¢ > 0, toda componente conexa C de A.(A) es un conjunto cerrado.
Esto es debido a que la clausura de cualquier conjunto conexo es conexa. Véase
el Teorema B.2.4. Por tanto, ya que C C C, el conjunto A.(A) es cerrado y
C C A:(A), se tiene que C C A.(A). Y como las componentes conexas de A.(A)
son los subconjuntos conexos maximales, se sigue que C = C; es decir, C es
cerrado.

Proposicién 2.4.3. Sea A € C"*™ y sea ¢ > 0 tal que p(e) = p'(e). Sean
C(e) y C'(g) componentes conexas de A (A) y de AL(A), respectivamente, que
contienen a un mismo valor propio i de A. Entonces

C'(e) = C(e). (2.4.8)

DEMOSTRACION. En primer lugar veamos que C'(¢) C C(g). En efecto, C'(g) es
el conjunto de puntos z de AL(A) que se pueden conectar a p mediante un arco
contenido en AL(A). Como AL(A) C A.(A), estos puntos z son también puntos
de A:(A) que se pueden conectar a p mediante un arco contenido en A (A).

Denotemos las componentes conexas del pseudoespectro ordinario de nivel
e de A por Ci(e), i =1,...,p(e), y por Ci(e), i = 1,...,p(e), las del estricto,
de manera que C.(¢) y C;(¢) tengan un valor propio comun \; de A para i =
1,2,...,p(g); donde el conjunto de p(e) elementos

{)\1, Aoy, )‘p(s)} C A(A)

Teniendo en cuenta que
Ac(A) = Ci(e) UCa(e) U+ U Cpor,s (2.4.9)

AL(A) =Ci(e) UCH(e) U -~ UCh ), (2.4.10)

donde U denota la unién disjunta, que AZ(A) = A.(A) y que la clausura de
una union finita de subconjuntos S1,.5s, ..., S, de C es igual a la unién de sus
clausuras, obtenemos lo siguiente:

A(A) =i UGG U--- LT, (2.4.11)
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Dado que para todo ¢ = 1,2,...,p(¢) se tiene que C/(e) C C;(e), comparando
las uniones (2.4.9) y (2.4.11), se tiene que

Clp(g) (5) = Cp(s) (5)

O

Hemos visto algunas propiedades de p(e) y p'(¢). Ambas funciones estén

relacionadas con los llamados puntos de colisién de componentes conexas. Damos
su definicién.

Definicién 2.4.4. Sean A € C™ ",z € C ~\ A(A). Decimos que zp es un
punto de colisién (o de coalescencia) de los pseudoespectros de A si
zp es un punto frontera de dos componentes conexas del pseudoespectro estricto

A (zo1-a) (A)-

Observacién 2.4.5. Sean €1,€2,...,¢4 los puntos de discontinuidad de las

funciones p y p' en (0,00), entonces los puntos de colision de los pseudoespectros

de A estdn en las fronteras de los pseudoespectros AL (A), AL, (A),..., AL (A).
q

Definicién 2.4.6. Se llama primer punto de colision de los pseudoes-
pectros de A a cualquier punto de colisién que esté en la frontera de AL (A).
Proposicién 2.4.7. Siey € {e1,¢2,...,64} ¥y Ci (ek),...,C; (k) son las com-
ponentes conexas de AL, (A) cuyas fronteras comparten puntos de colision de los
pseudoespectros de A correspondientes al nivel € = gy, entonces

Ci,(en) U~ UC (ex) = Cj(ex),
donde C;(ex) es una de las p(ex) componentes conezas de A., (A).

Observacién 2.4.8. Si el nimero € > 0 es suficientemente grande, en la Pro-
posicién 2.4.3 las componentes C(¢) y C'(¢) pueden tener en comin més de un
valor propio de A.

Las componentes conexas cumplen la siguiente propiedad de conservacion
de las multiplicidades, segin probaron J. M. Gracia [38], Teorema 16 y M.
Karow [44], Proposicién 2.2.3 (iii).

Proposicién 2.4.9. Supongamos que A.(A) = Ci(e)UCa(e)U --- UCy)(e).
Entonces, para k =1,2,...,p(e) y para toda matriz X tal que || X — A|| < e se

cumple
Yo omEex)= Y m(aA).
EEA(X)NCk (e) a€A(A)NCy(e)

Andlogamente para el pseudoespectro estricto AL(A), se tiene la siguiente
proposicién.



SEC. 2.4 CONSERVACION DE LA MULTIPLICIDAD. PUNTOS DE COLISION 21

Proposicién 2.4.10. Supongamos que AL(A) = Ci(e)UCy(e) U - UC), ().
Entonces, para k =1,2,...,p'(€) y para toda matriz X tal que | X — A|| < € se

cumple
Yo omExX) = Y ma,A).
EEA(X)NC (e) a€EA(A)NC] (<)
A
€
31 ‘
|
2517 !
|
2T ‘—?
|
15+ !
|
|
|
1 4 1
0.5
€
0 €1 €9

Figura 2.1: Grafica de una funcién p'.

Observemos que Ag(A) = A(A) tiene como componentes conexas los valores
propios de A y Aj(A) = 9. Segun crece €, el pseudoespectro AL(A) tiene por
componentes conexas unos conjuntos abiertos conexos que contienen algtin valor
propio de A. De manera intuitiva podemos decir que cuando las fronteras de
dos componentes conexas se juntan, el punto comin a ambas fronteras se llama
punto de colisién; es decir, un punto de colisién es un punto comin a la frontera
de dos componentes conexas de AL(A). En el resultado siguiente se dan algunas
propiedades sobre el niimero de componentes conexas de AL(A) y el ndmero de
puntos de colision.

Teorema 2.4.11. Dada A € C™*"™, y con las notaciones de la Proposicion 2.4.10
se tienen las siguientes propiedades.

(a) El conjunto A4 (A) tiene solo una componente coneza.

(b) El conjunto de puntos de colision de pseudoespectros de A es finito.
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o
Y

0 €1 €2

Figura 2.2: Grafica de una funcién p.

DEMOSTRACION.
Comencemos con el apartado (a). Observemos que si A € A(A), entonces
[A] < ||All. En efecto, si A € A(A), existe un vector unitario x tal que Az = Az.
Por lo tanto,
Al = Azl = ([ Az ]| < [|Allf[=]] = [[A]l

Por la Proposicién 2.2.4 (h) resulta,

Aa(A 2 1 DA
AEA(A)

Observamos que el término derecho de la anterior expresién es un conexo, ya que
A(A) estd contenido en el disco cerrado de centro 0 y radio ||A||. Por lo tanto,
si Aj4)(A) tiene al menos dos componentes conexas, una de ellas no tiene en su
interior ninguin valor propio de A, lo que es una contradiccién.

Para probar (b), usamos el siguiente resultado, véase [3, Proposicién 4.2] :
el niimero de puntos de colisidn de dos componentes conexas de AL(A) es finito.
Esencialmente el argumento de Alam y Bora radica en la observacién de que:
(1) la frontera AL, (A) estd contenida en la curva algebraica real g(z,y,ex) = 0,
donde f(z,y) := q(z,y,er) € Rlz,y] es el polinomio de Wielandt de la matriz
A para € = gg; (2) todo punto de coalescencia de pseudoespectros de A es un
punto singular de una de las curvas ¢(z,y,ex) =0, k = 1,...,q; (3) la curva
Ve(f) en el plano affn C? admite sélo un niimero finito de punto singulares, por
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tanto la curva Vg(f) admite un niimero finito de puntos singulares en el plano
afin R2. O

Definicién 2.4.12. Dada una matriz A € C™"*", decimos que es una matriz
simple si todos sus valores propios son simples.

Los puntos de colision tienen unas propiedades a destacar. La primera es que
dan una solucién al Problema de Wilkinson sobre la distancia de una matriz al
conjunto de matrices que tienen un valor propio multiple. El resultado, que
enunciamos a continuacién, puede verse en [3].

Teorema 2.4.13 (Alam-Bora). Sean A € C™*" una matriz simple, zo ¢ A(A)
Yy og = hl(Z()) = Un(ZOIn — A)

1. Supongamos que zy es un punto de colision de los pseudoespectros de A.
Entonces si o9 es un valor singular simple de zoI, — A se tiene que:

1-1 existen un par de vectores singulares ortogonales u, v para oy. Ademds,

para la matriz
A=A — oouv*

se tiene que:
1-2 |JA" — A|| = 0y.

1-3 2o es un wvalor propio no derogatorio y defectuoso de A’, es decir,
tiene una cadena de Jordan de longitud al menos 2.

2. Supongamos que zy es un punto de colision de los pseudoespectros de A
y que og es un valor singular multiple de zgl, — A con multiplicidad m.
Sean U,V € C"*™ matrices cuyas columnas son vectores singulares para
oo y tales que U*U = I, y V*V = I,,. Entonces, para la matriz

Al=A—oUV*
se tiene:

2.1 A" — Al = 0.

2-2 2y es un valor propio miltiple de A’, cuya multiplicidad geométrica es
m.

Sean b,c € C, al disco abierto de centro ¢ y que tiene a b en su frontera lo
denotaremos por D(c,b). Si ¢ = b, el disco es vacio, en caso contrario su radio
es [b—¢|.

Otra propiedad de los puntos de colisién zg es que tienen un par de vectores
singulares ortogonales asociados al valor singular hi(zp). Antes de demostrarla,
introducimos un teorema auxiliar, cuya demostracién se puede encontrar en [4].

Teorema 2.4.14 (Alam-Bora-Byers-Overton). Sean A € C"*" una matriz sim-
ple y zg un primer punto de coalescencia de los pseudoespectros de A. Sean € y )
dos componentes conexas del pseudoespectro AL (A), con g1 := hi(z0), en cuyas
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fronteras estd zg. Supongamos que no existe ninguna sucesion {z} C AL (A) tal
que z — z0 Y Vhi(zx) = 0 cuando k — oo, siendo Vhi(z) = (hy,(2), hy,(2)),
con z =x + yi, donde x,y € R. Entonces:

1. Sean z, € Q y 2, € Q) sucesiones que convergen a zy. Sean (ug,vk) Y
(tig, V) pares de vectores singulares para hy(z) y hi(2x) respectivamente.
Supongamos, tomando subsucesiones si es preciso, que

(ug,vi) = (u,0) y (lk, 0) — (4,0).

Entonces (u,v) y (4, 0) son pares de vectores singulares de h1(zo) y, ademds
los discos abiertos

D(v* Av, zp), D(0* A, zp)
son no vacios y estdn contenidos en 2 y Q, respectivamente.

2. zo no pertenece a la frontera de una tercera componente conexa de AL (A).

3. Los vectores v, 0 son linealmente independientes. Ademds, hi(zo) = €1 es
un valor singular de multiplicidad 2 de la matriz zol, — A.

4. Sean g := —v*u y g := —0*0. Entonces, existen los limites
klingo Vhi(zk) y klgl(f)lo Vhi(Z),
y son iguales a g y §, respectivamente. Ademds existe p € (0,1) tal que
pg + (1 —p)g=0.

Observacién 2.4.15. Las clausuras de los discos D(v*Av, z9) y D(0* A, zg)
son tangentes exteriormente en zg.

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.16. Bajo las condiciones del Teorema 2.4.14, en zyg no pueden
colisionar mds de dos componentes conexas de A (A).

Teorema 2.4.17. Sean A € C"*™ una matriz simple y zg un primer punto
de colision de los pseudoespectros de A. Entonces existen un par de vectores
singulares ortogonales u,v para el valor singular oo := hi(zo) de la matriz 291, —

A.

DEMOSTRACION.

Si existe una sucesién {2z} C A} (, 1(A) tal que 2 — 20 y Vhi(2x) = 0
cuando k — oo, entonces por la compacidad de la bola unidad cerrada de C**!
no hay pérdida de generalidad en suponer que (ug,vr) — (u,v). En este caso,
resulta que

viu = lim vjur = — lim Vhy(z) = 0.
k—o0 k—o0
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Supongamos, por el contrario, que se satisfacen las hipdtesis del Teore-
ma 2.4.14. Por la Observacion 2.2.3, aplicando una traslacién y un giro, no
se pierde generalidad si suponemos que zyg = 0 y que la tangente comun a las
clausuras de los discos D(v*Av, 20) y D(0*A¥, 2z) es la recta x = 0. Ademds,
existen v, 0, vectores singulares de A para og, tales que

a:=v*Av <0,

bi= 0" Ab > 0. (24.12)
Observemos que
Av = aou, Afu = aov, Av = Jo’fL, A' = CT()’ZA}. (2413)
Si sustituimos los resultados de (2.4.13) en (2.4.12), tenemos
. a
c=vu=—,
a0
4= o= 2, (2.4.14)
o0

Para concluir la demostraciéon tenemos que probar que existen a, 8 € C tales
que |al? + |B]? # 0 y, ademés,

(1) au+pa, av+ P9 es un par de vectores singulares no necesariamente unitarios
de og para A,

(2) (ou+ pa)*(av+ B0) = 0.
Para probar (1), de (2.4.13) se sigue inmediatamente
A(av + B0) = og(au + Bi), y A*(au + Bi) = go(av + B0).

Veamos que ambos vectores tienen la misma norma, es decir, ||ou + S| =
|lav + B0||. En primer lugar,

law + B2 = |af? + |8 + 2 Re(@u*a), y
law + Bo]]% = |af? + ]2 + 2 Re(aBu" ).

Por otro lado, de (2.4.13) se tiene u = Av/og y 4 = A0 /og, por lo tanto,
. v*A* AD .

u*l = oz v 0,
donde se ha utilizado que A*Ad = o3d.

Notemos que por ser rg(u, @) = rg(v,d) = 2, los vectores au+ 84 y v + S0
son no nulos.

(2) Para probar este apartado tenemos que encontrar a, € C tales que
|o|? + |82 # 0y (au + Ba)*(aw + B9) = 0, es decir, por (2.4.14)

la?c + |B|*d + aBfu*s + afia*v = 0. (2.4.15)
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Tomemos o € R no nulo, y sean
B:=p1+1Bs, Wv:=r;+iry, u*0:= s +1isq,

donde 61a /627 T1,72,81,82 € R.
De (2.4.15), separando las partes real e imaginaria, obtenemos

co? +d(BF + B3) + afi(s1 + 1) + afa(re — s2) =0,

B1(sz +12) + Pa(s1 — 1) =0, (2.4.16)

Sir; = s1, tomando B; = 0, B2 = 1, se satisface la segunda ecuacién en (2.4.16).
Para la primera se tiene que

pa) :=ca® +d+ alry — s3) = 0.

Como p(0) =d >0y h;m pla) = —oc0 < 0, existe un ay € (0,00) tal que
p(ap) = 0. Si, por el contrario, r; # s1, tomando o = 1 y despejando 33 en la
segunda ecuacién de (2.4.16), se tiene que
q(B1) = c+d(1 +w*)BE + Bi(s1 + 71 + (12 — s0)w) =0,
donde w = (s2 4+ 72)/(r1 — s1). Como ¢(0) = c <0y ﬁh’m q(p1) = o0 > 0,
1—>00

existe un f; € (0, 00) tal que ¢(51) = 0.
g
Otra demostracién de este teorema puede encontrarse en [4, Teorema 5.



Capitulo 3

Pseudoespectros de orden
superior

3.1. Pseudoespectros de orden k£

Con los conjuntos Ap(A) y A%(A), definidos en los preliminares, vamos a
generalizar el concepto de pseudoespectro ordinario.

Definicién 3.1.1. Sea A € C™"*", para todo € > 0 definimos el pseudoespec-
tro algebraico ordinario de orden k de nivel ¢ de la matriz A como el
conjunto

) = J a0,

I X-Al<e
Xecnxn

Asi mismo, el pseudoespectro geométrico ordinario de orden k de nivel
¢ de la matriz A serd el conjunto

AEL(A): = | ARG
X Al<s

Xecnxn
De forma similar se pueden definir los pseudoespectros estrictos correspondien-
tes, A2, (A) y A2 . (A).
Notemos que A2,(A) = A%, (A) y A2 (A) = N8, (A). Ademds Af,(A) =
Ai(A), AG 1, (A) = AF(A) y AZ,(A) C AZ L (A).
Vamos a relacionar los pseudoespectros geométricos de orden k con los va-

lores singulares. Para ello, partiendo del Teorema 1.2.7, de forma similar a la
Proposicién 2.1.2, se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.2. Dada A € C"*™ ye > 0. Para todo k se tiene
A2 (A)={2€C: oy pr1(2l, — A) < e},

P . - (3.1.1)
AZ(A)={2€C: opps1(2ln — A) <e}.

27
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Para el caso de pseudoespectros algebraicos de nivel k, la generalizacién de
la Proposicién 2.1.2 pasa por determinar la distancia de la matriz A al conjunto
de matrices que tienen a zy como valor propio de multiplicidad algebraica > k.
Es decir, calcular

min || X — A|.
Xegrxn
z0€EAL(X)
Este problema sélo esté resuelto, de forma completa, para el caso k = 2. Véase
Malyshev [54] y Hinrichsen y Pritchard [40], Proposicién 4.3.21, pégina 443.
Previamente a su enunciado, vamos a introducir una definicion.

Definicién 3.1.3. Sea A € C™*". Llamaremos funcién de Malyshev a la
funcién hs : C — R dada por

. zI, — A tl,
hQ(Z) = %16%(02”_1 ( 0 oI, — A) , €& C.
Como la funcién
zIl, — A tl,
f(t) :==0o2n1 < 0 o, — A>

es par, i.e. f(—t) = f(t) para todo t real, podemos restringir el dominio en el
que se maximiza f para expresar la funcién ho:

(3.1.2)

zI, — A tl, > (3.1.3)

ha(2) = méx o1 ( 0 2, — A

Aunque consideramos a C el dominio de definicién de ho, no utilizamos el hecho
de que C es un cuerpo. Por eso, muchas veces cometeremos el abuso de lenguaje
de identificar C con R? y de considerar a hy como una funcién de R? en R,
escribiendo ha(x,y) := ha(x + yi) para todo (z,y) € R2. Hemos adoptado la
notacién hs(z), z € C, pues por definicién cada uno de los puntos de un pseudo-
espectro de la matriz A € C"*" es un valor propio de una determinada matriz
X 6 (Cnxn.
Mas adelante, para abreviar, utilizaremos la siguiente notacion

2, — A tl, ) (3.1.4)

Fz(t):( 0 2,4
Con estas consideraciones tenemos el resultado siguiente.

Teorema 3.1.4 (Malyshev). Sean zp € C y A € C"*". Entonces,

min || X — A|| = ha(z0).
XGCTLX’IL
20 €A (X)

Estamos ya en condiciones de generalizar la Proposicion 2.1.2 para A2 ,(A)
y A22(A).
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Proposicién 3.1.5. Con las notaciones precedentes, para todo € > 0 se tiene
25(A) ={2€C: ha(z) <e},

(3.1.5)
29(A) ={z€C: hy(z) <e}.

DEMOSTRACION.
Demostraremos la igualdad correspondiente a A2 5(A). La otra se hace igual.
Primero supongamos que zo € AZ5(A), entonces existe Xo € C"*™ tal que
20 € Aa(Xp) v || Xo — Al < e. Esto junto con el Teorema 3.1.4 nos conduce a
que

, Z()I,L—A tIn > ,
= = — < — <e.
) =g (7)< i WA < - <
20 EA(X)

Por lo tanto,
c2(A) C{z € C: ha(z) < e}

Reciprocamente, sea zg € C tal que ha(zg) < e. Aplicando el Teorema 3.1.4,
resulta
min || X — A]| <e.
XeCnxn
zp €A (X)
Esto implica que existe una matriz Xg € C"*™ que cumple
2o € Aa(Xp) y ademds | Xo — A]| < e.

Luego z € A2 5(A). O

3.2. Continuidad del argumento del maximo

Para cada (z,y,t) € R x R x [0, 00) definamos

_ (x + yi)I, — A tl, )
52n—1(xa Y, t) ‘= 0O2n-1 < 0 (;C =+ yl)In —-A)"

Malyshev demostré que para cada (zg,0) € R? la funcién t — sq,_1(¢) tiende
a 0 cuando t — o0; si no es una funcién idénticamente nula, alcanza su maxi-
mo absoluto en [0,00) en un unico punto tg; ademds, no tiene otros extremos
relativos. Por consiguiente, la correspondencia

(20, y0) — to
define una funcién de R? en [0, o). Llamemos

p: R* = [0,00)
(z0,%0) + to

a esta funcién. En la literatura también se la ha llamado argmax

90(3007 yO) =1ty = arg;rtl)ax sQn—l(xO7 Yo, t)
t>

Vamos a probar que dicha funcién es continua en R2.
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Lema 3.2.1. La funcion ¢ : R?> — [0,00) es continua en cada punto de R?.

DEMOSTRACION.
Sea (z0,30) € R?. Pongamos nuestra atencién en la curva representativa de

la funcién
t — Son—1(Z0, Yo, t).

Sea My el valor méximo de esta funcién; asi pues, existe un tg > 0 tal que
My = son—1(x0, Yo, to). Supondremos en primer lugar que ty > 0. Tomemos un
6 € (0, My) y consideremos las curvas de las funciones

t— 32n71(x07y07t) + 4]

t > s9n-1(w0, Yo, t) — 0.
Consideremos los puntos A y B que son las intersecciones de la curva
s = s2n—-1(20,Y0,1) + 0

con la recta horizontal
S = Mo — 6

en el plano t,s. Véase la Figura 3.1.

s san-1 (s Y 1)

1.8 1

1.6 2 §
1.4

Son—1(20 Son—1(T0, Yo, t)

) 2 Yo, t) — |

0.8 |

0.6 |

04t |

0.2 r |

t
LS " IR

Figura 3.1: Paso angosto para la curva roja.

Sean a(d) y b(d) las abscisas de los puntos A y B, respectivamente. Es claro
que

to € [a(6), b(5)]. (3.2.6)

Por ser las curvas
s = Sap—1(x0,Yo,t) £ 0
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traslaciones de la curva
5 = San—1(Z0, Y0, 1)

en la direccién paralela al eje vertical, estas curvas conservan la pendiente y la
curvatura para cada t € [0, 00). Es facil ver que a(d) es una funcién estrictamente
decreciente de § en (0, My), i.e., si 0 < §’ < § entonces a(d) < a(d’). Asimismo
puede verse que b(d) es una funcién estrictamente creciente en (0, My). Por
tanto, existen los limites laterales

RCIE AT
¥y, por (3.2.6), estos limites valen tg.
Dado ahora un € > 0, buscamos un dy > 0 tal que para todo punto (zy, y;,) €
R? que satisfaga ||(24,y) — (20, y0)|l < do se tenga |p(g, yg) — (20, %0)| < &
lo que equivaldria a que ¢ fuera continua en el punto (zg, yo).
Como limg_ o+ a(d) = to, existe un 63 > 0 tal que para todo ¢ : 0 < & < 4§
se tiene que

to - a(d)] < 5 (3:27)

de igual manera, como lims_,g+ b(§) = to, existe un 6§ > 0 tal que para todo
5:0<5§68 se tiene que

€
[to — b(d)| < 7 (3.2.8)
Tomemos &y := min(63,84). Si ahora (x),y}) es un punto que satisface la de-
sigualdad
1(x: 90) — (0, o)l < do, (3.2.9)

entonces por el Teorema 1.2.3 de continuidad de los valores singulares, se sigue
que

vt 2 0, ‘Sanl(x/ané),t) - Sanl(x07y0ﬂt)| S ||(x67y6) - (ZL'O, yO)” < 50‘ (3210)
Sea t(, > 0 tal que
527L—1('r67 y{)v té)) = I?ég( 8271—1(%‘67 yéa t)'

En este momento surgen dos casos posibles
(1) O bien sa,—1(x0, Yo, to) > S2n—1(T0, Yo, o) — do-
(2) O bien sa,—1(2h, Y, to) < S2n—1(z0, Yo, th) — do-

Pero (2) no puede ocurrir por la desigualdad (3.2.10). En consecuencia, tf, €
[a(dp),b(dp)]. Por la eleccién de dy se tiene por (3.2.7) y (3.2.8) que

[b(d0) — a(do)| < [b(d0) — to| + [to — a(do)| < e.
Dado que tg, %o € [a(do), b(do)],

|to — to| < [b(0) — aldo)] < e.
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Es decir, hemos probado que

lo(x0, %o) — (0, y0)| < e

En el caso en que o(xo,y0) = 0, es decir, en el caso en que s2,_1(0, Yo, t)
alcanza su méaximo valor en ¢y = 0, la demostracion se realiza de manera anéloga,
pero en vez del intervalo [a(d), b(d)] debemos considerar el intervalo [0, b(d)].

O

Observacion 3.2.2. Reparemos en la regién “triangular” cerrada A, de vértices
A, By C en la Figura 3.1. Estd limitada por el segmento rectilineo AB y el
arco de curva s = S9,_1(%0, Yo, t) + ¢ situado encima de él. Consideremos las
coordenadas del punto

"= (t6> SQn—l(xéb yé? t(/)))
que es el punto mas alto de la curva roja; es decir, el maximo de
t — son—1(20, Yo, t)-

Por la propiedad unimodal de esta funcién, el punto C’ debe estar en la regién
A. Esta es una manera geométrica de probar que en la demostracién anterior,
la posibilidad (2) no puede darse.

3.3. Minimo de la funciéon de Malyshev

En esta seccién queremos probar que si z; es un primer punto de colision de
dos componentes conexas del pseudoespectro ordinario de una matriz A € C™**"™
con todos sus valores propios simples, entonces la funcién de Malyshev, hs,
alcanza su minimo absoluto en z;. Otras propiedades de la funcién hs se dan
en las proposiciones que siguen. Véase la Definicién 2.4.6 de primer punto de
colision de pseudoespectros.

Proposicion 3.3.1. Sea zg un punto de colision de dos componentes conexas
de N'2 1 (A). Entonces

0’0,1

hQ(Zo) = hl(Zo).

DEMOSTRACION. Sabemos que o9 = hy(z0) := o, (20I, — A). Si 0¢ es un valor
singular multiple de zol,, — A, entonces o,,_1(z0l,, — A) = 0¢ es la distancia de
A al conjunto de matrices que tienen a zy como valor propio de multiplicidad
geométrica mayor o igual a 2. Por el Teorema 3.1.4 resulta que

oo =0n-1(20ln —A)= min ||X—-A4||> min |X—A|
mg(z0,X)>2 m(z0,X)>2
_ , Z()In - A tln )
a tzagia%fl ( 0 zolp, — A

= on(20l, — A) = 00.
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Supongamos, por el contrario, que o es un valor singular simple de 2o, — A.
Entonces por el Teorema 2.4.13, existe una matriz Xq que tiene a zy como valor
propio multiple y ademds || Xo — A|| = 0¢. Por lo tanto, por el Teorema 3.1.4
resulta que

o> min || X — A

m(z,X)>2
— ma (Z()In - A t_[n > > (Z()In - A 0 )
o tzg(g%_l 0 zol, — A) — T2n-1 0 zol, — A

= O'n(Z()In — A) = 09-

Observaciéon 3.3.2. Obsérvese que para todo z € C, se tiene que
ha(z) = hi(2),

pues

, 2, —A I, h—A 0
ho(z) = NAX O —1 < 0 21, — A> Z O2n-1 ( 0 21, — A)

=op(zl, — A) = hi(2).

Proposicién 3.3.3. Sea zg un punto de colision de dos componentes conexas
de '3 1(A). Entonces, para todo z € C que no pertenece a A’y 1 (A) se cumple
que

hQ(Z) Z hQ(Zo).

DEMOSTRACION. Como ha(z) > hy(z) y utilizando la Proposicién 3.3.1, resulta
hg(z) Z hl(z) Z hl(Z()) = hQ(Z()). O

Teorema 3.3.4. Sea A € C"*"™ una matriz cuyos valores propios son simples.
Sea z un primer punto de colision de dos componentes conevas de A"y 1(A).
Entonces, la funcion he alcanza el minimo absoluto en z1.

DEMOSTRACION. Recordemos que o1 = hi(21). Como 21 es un punto de colisién
de dos componentes conexas de A'3 ;(A), por la Proposicién 3.3.1 se tiene que
h2 (21) = 01.

Supongamos que existiese un punto w € C tal que

hQ(w) < hQ(Zl).

Por la Proposicién 3.3.3, w tendria que pertenecer a A’y ;(A). Por tanto, se
cumplirfa que h;(w) < o1. Sea Q la componente conexa de A’y ;(A) que con-
tendria a w. Por ser z; un primer punto de colisién, 2 sélo contendria un valor

propio, a, de A. El Teorema 3.1.4 nos aseguraria que existiria una matriz X,
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que tendria a w como valor propio multiple y tal que || X,, — A|| = ha(w). Por
la Proposicién 2.4.10 resultaria que

2< Z m(&, X,) = Z m(a, A) = 1;

EEA(Xw)NQ aeA(A)NQ

lo cual es absurdo. Por lo tanto, para todo z € C, se tiene que ha(z) > ha(z1).
Lo que implica que

inh =h .
min 2(2) = ha(21)

O

Observacion 3.3.5. En el caso en que A € C"*" sea una matriz con todos sus
valores propios simples, el Teorema 3.3.4 sustancia la Conjetura del entrelaza-
miento de pseudoespectros para los pseudoespectros algebraicos de érdenes uno
y dos en un primer punto de colisién z1: Sea o1 := hy(21), entonces AZ 5(A) = ¢
si0<¢e <o, Ay 2(A) = {z1}, y cuando € > 0y crece desde oy, el pseudoes-
pectro A2 ,(A) es no vacio y crece alrededor de z;. Véase la Figura 3.2 referida
a la matriz A € C3*3 que viene a continuacién y donde a o se lo llamé &;.

-1 5 6
A= 0 -2 0
0 0 —18+0.2i

, €1 <é&x<ez<ey.

0.4

02—

01—

01—

0.2 —

Figura 3.2: Entrelazamiento de pseudoespectros A2 (A) y A2 ,(A).

1,1 €2,2

Diremos que zp es un segundo punto de colisién de los pseudoes-
pectros de una matriz A € C"*" si estd en la frontera de AL (A), siendo
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€9 el segundo punto de discontinuidad de p en el semieje positivo de . Sea
P € C™*" una matriz invertible; llamaremos niimero de condicién de P al
valor cond(P) := ||P||||[P7!||. Sean A un valor propio de A y ¢ > 0, entonces
XK’ (¢) denotard la componente conexa del pseudoespectro estricto AL(A) que
contiene a .

Utilizando el Teorema de Bauer-Fike (véase el Teorema 2, pagina 388, de
Lancaster-Tismenetsky [48]), las Proposiciones 3.3.1, 3.3.3 y el Teorema 3.3.4
se prueba el resultado que sigue.

Teorema 3.3.6 (Una condicién suficiente de entrelazamiento). Sea A € C3*3
con valores propios distintos A1, A2, A3. Sea P € C3*3 una matriz invertible que
transforma A en la matriz D = P~YAP, donde D := diag(\1, A2, \3). Sean z1 y
zo el primer y el sequndo puntos de colision de pseudoespectros de A. Llamemos
g5 1= hl(Zj),j = ].,2

Supongamos que z1 es punto frontera de X\ (1) y K, (e1) y punto exterior
a K&g (61). Sea Ay € C3*3 una matriz a la distancia o3(z113 — A) de A que
tiene a z; como valor propio. Supongamos que los valores propios &1(t), &a(t) de
X(t) := (1—t)A+tA; describen caminos desde A1, A2 a z1 al variart de 0 a 1.

Supongamos ademds que zy es un punto frontera de X\ (e2) y de X}, (e2).
Sea Ay € C3**3 una matriz a la distancia o3(zel3 — A) de A que tiene a zo
como valor propio. Supongamos que los valores propios (a2(t),(3(t) de Z(t) :=
(1 —t)A+ tAy describen caminos desde Ao, A3 a zo al variart de 0 a 1.

Si

cond(P)eg < |z2 — A1,

entonces la funcion hy tiene un minimo local en zs.
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Capitulo 4

Derivada del area y del
diametro

Dadoe >0y A € C"*", denotemos por X, (¢) a la componente conexa del
pseudoespectro ordinario A.(A), que contiene al valor propio A de A de indice
v. Denotemos también por d(g),r(e) y a(e) el didmetro, el radio medio y el drea
de dicha componente conexa. El objeto de este capitulo es establecer la relaciéon
que existe entre el nimero de condicién de A de orden 1/v y las derivadas por
la derecha primera y segunda de §,r y a en € = 0. Todo ello es consecuencia
de que la “derivada” de X, (e) respecto de € en ¢ = 0, en el espacio métrico
formado por los compactos no vacios de C con la métrica de Hausdorff !, es un
disco cerrado de C centrado en 0 y de radio r el nimero de condicién:

lim Ka(e) — K (0)

= D(0,r), para el caso en que v = 1,
e—0t 15

segin probé Karow en su tesis [44, Teorema 2.6.6 (ii), pag. 36]. Téngase en
cuenta que X (0) = {A}, por lo que el conjunto Ky(g) — K»(0) = Kx(e) — A
es el resultado de someter Xy () a la traslacién z — z — A. Después actia la
homotecia z — £ de razén 1. Véase también [7].

4.1. Elementos de areas y de diametros

Por la Proposicién 2.2.4 (a), para todo € > 0, los pseudoespectros ordinarios
A.(A) pertenecen a H(R?) = H(C). Sea K € H(C), sabemos que su didmetro
se define por

0(K):= sup |z —w|
z,weK

1Este concepto encajarfa en el incipiente Andlisis Mutacional que trata de ecuaciones
diferenciales cuyas incégnitas son funciones con valores en un espacio métrico que no es espacio
vectorial; véanse los libros de Aubin [11] y de Lorenz [52]
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y su area, a(K) por la medida Lebesgue m(K), pues K es un conjunto de Borel 2
por ser cerrado. Como todo conjunto de Borel es medible Lebesgue se sigue que
la medida o area de K estd bien definida. Recordemos que un subconjunto A
de un espacio topoldgico E se dice denso en E si la clausura de A es igual a F.
Véase B.1.3.

Proposicién 4.1.1. Sea (H(C),dg) el espacio métrico formado por todos los
subconjuntos compactos no vacios de C, donde dy es la distancia de Hausdorff.
FEntonces,

= El conjunto, F C H(C), formado por los subconjuntos finitos no vacios de
C es denso en H(C).

» Las funciones didmetro y drea 6,a: 3 (C) — R son

o K — §(K) continua en todo K.
o K — a(K) continua en Ky si y sdlo si a(Ky) = 0.

e mondtonas crecientes respecto de las relaciones de contenido C en C
y de orden habitual < en R: Ky C Ko implica que 6(K1) < 0(K2) y
G(Kl) S a(Kg).

4.1.1. Variacion del diametro y del area de una region
plana al someterla a una homotecia.

Para hablar del drea de una componente conexa como el pseudoespectro
estricto, AL(A), es un conjunto abierto acotado, todo conjunto abierto acotado
Q de R? es igual a la unién de una sucesién de cuadrados de lados paralelos
a los ejes de coordenadas {Q;}2; no rampantes, i.e. Q; N Q; = ¢ si i # 7,
con clausura contenida en €. Véase el Teorema C.3.2. Asi mismo, al ser AL(A)
abierto, serd un conjunto de Borel y por tanto medible Lebesgue; y como la
medida de Lebesgue es o—aditiva, se tiene que

a(A21(A) = Za(Qi).

i=1

Lo mismo puede decirse del conjunto X (¢), componente conexa de AL(A) que
contiene al valor propio A. Es decir, que es medible Lebesgue y la unién de
una sucesion de cuadrados abiertos no rampantes. De otro lado, como por la
Proposicion 2.2.4(c), la funcién hy(z,y) = o, ((x + yi)I, — A) : R? = R no es
constante en ninguna bola abierta de radio positivo, se tiene que la frontera de
AL(A) es un conjunto de medida nula; por tanto,

a(Ac(A)) = a(AZ(A)).

2Se dice que B C R? es un conjunto de Borel si B puede obtenerse por un nimero de
operaciones numerable, partiendo de los conjuntos abiertos, consistiendo cada operaciéon en
tomar uniones, intersecciones o complementarios.
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Por todo ello, para establecer como afecta una homotecia con centro el origen y
razén r a X (g), basta con estudiar el comportamiento del drea de un cuadrado
de lados paralelos a los ejes al someterlo a dicha homotecia. La cuestién analoga
sobre los didmetros es mucho mas sencilla. Pues bien, si Q C R? es un cuadrado
de lados paralelos a los ejes, y T : R? — R? es la homotecia o dilatacién de
centro (0,0) y razén r > 0, entonces

a(T(Q)) = r*a(Q).
Véanse las Figuras 4.1 y 4.2. En consecuencia,

a(T(Kx(e))) = r’a(Xx(e)).

7
" T )

AL /

(a) (b) F

g B

Figura 4.1: Areas homotéticas

Dado € > 0, denotemos por 0K, (e) la frontera de Ky (g). De Karow [44,
Proposicién 2.6.5] deducimos

mix |z — A

cond,, (A, A) = lim ZE0KNE)
e—0+ ev

(4.1.1)

Observemos que
€):= max |z— A
p( ) z€0XK (¢) ‘ |
es el méximo radio de Ky (g) respecto de A. Asi pues,

l{im &i) = cond,, (4, ).

e—=0t €

Para cada € > 0 el didmetro de K (¢) estd definido por

d(e):= sup |z — 2.
21,22€K\ (g)
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| %2

1/2

Figura 4.2: Descomposiciéon candnica de un abierto en cuadrados, bajo una
homotecia

4.2. Ejemplos

Antes de entrar en una discusién tedrica vamos a considerar cuatro ejemplos.

Ejemplo primero. Sea A € C™*" una matriz normal. Entonces A (A) es la
unién de discos cerrados de radio € centrados en los valores propios de A. As{
pues, para € > 0 suficientemente pequenio tenemos que

Kr(e) = D\, &).

Por lo tanto, p(¢) = €, y ya que los valores propios de una matriz normal son
semisimples (i.e. de indice 1), resulta que

conds (A4, \) = lim o1

e—0t €

El didmetro de D(, €) es 2¢. Por consiguiente ¢'(¢) = 2 y ¢', (0) = 2. Si denota-
mos por a(e) el drea de este disco, a(e) = we?; de aqui que da'(¢) = 2me, a” () =
27. En consecuencia, a’, (0) = 0, a/[ (0) = 27.

Ejemplo sequndo. Sea la matriz

o[} 4]

andloga a un bloque de Jordan, donde A,d son nimeros complejos y d # 0.
En [44, Teorema 5.4.1, p. 74] Karow demostré que para cada ¢ > 0, el pseu-
doespectro A.(J2(A,d)) es un disco cerrado centrado en A con radio ra(e) =
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méx{r > 0| oz (Jo(r, |d|)) < e}. Como

5, ldP? a2 o ldl*
0—2(‘]2(r7|d‘)) =\/r +7 —\/T |d‘ +Tu

resolviendo la ecuacién que sigue en la incognita r

2 ‘d‘z 2 ‘d‘4 2
- — d? + — =
e+ D) T ‘ ‘ 9

hallamos que ry(e) = /&2 4 |d|e. Por tanto, 6(¢) = 24/¢2 + |d|e. Consecuente-

mente,

2e + |d|
VeZ +dfe’

Es obvio que v(\) = 2. Observemos que

m 26 _ 2,/]dl. (4.2.2)

e0+ €1/2

§'(e) = 8 (0) = oo.

Ahora, vamos a ver que ¢ := condys(J2(X,d),\) = /|d|. Necesitamos hacer
algunas consideraciones previas. Para una matriz cualquiera A € C"*" sea

A(A) ={)\,..., \-} su espectro y

A=Y (NP +N))

=1

la descomposiciéon de Jordan de A, ver 1.3.1. Por Karow [44, Teorema 5.4.4
(viii), p. 78], si v; := v(});), entonces

condy sy, (A, A;) = [N/ 7|/ (4.2.3)

En nuestro ejemplo presente A = Jo(A,d) = Al + N, siendo

N:{o d},

0 0
asf pues, ¢ = | N||'/? = \/|d|. Por (4.2.2), deducimos que

5(e)
Jm S = 2

El drea a(e) esta dada por m(e? + |d|e). Por lo tanto, a/(g) = m(2¢ + |d|); y de
2

aqui, a/, (0) = 7|d| = mc”.
Ejemplo tercero. Este ejemplo es una pequena generalizacién del segundo.

Sea A cualquier matriz compleja n X n que tenga un tUnico valor propio: .
Ademas, supongamos que v(A) = 2. Si N := A — AL,, entonces A(N) = {0}.



42 CAP. 4 DERIVADA DEL AREA Y DEL DIAMETRO

Asi pues, N es una matriz nilpotente. Por consiguiente, A = AI,, + N es la
descomposicién de Jordan de A. De aqui que, por (4.2.3), ¢ := cond; /5(A, \) =

|N||*/2 = \/o1 (A, — A). En [8, Corolario 20] fue probado que para cada ¢ > 0,

Ac(A) = D(A, /2 + 201 (M, — A)).

Por lo que 0(¢) = 2y/e% +co1(A, — A), a(e) = 7(e? + eo1(M, — A)). En
consecuencia,
5,(5) _ 25+O’1()\In—A)
Ve2 +eai (A, — A)

= §,.(0) = oo,

d(e)=n(2e+o01(\, —A4)) = d (0)=ro1(A, —A) =’

Ejemplo cuarto. Sean \, Ay dos niimeros complejos distintos. Sea A € C2*?2
una matriz cuyos valores propios son A1 y Ag. Definamos

d(A) == /A% — [M]? — [ Aol

El nidmero d(A) es la desviacién de la normalidad de A respecto de la norma de
Frobenius. En [44, Proposicién 5.5.3, p. 80] Karow prob6 que para cada € > 0,

A(A) = D(A1,6) UD(Ag,e) UMy, 2, (d(A),€) (4.2.4)
siendo
Ma, o (dig) = {2 € C: (|z=Ai[?=€%) (|z— N2> —€?) < 2d*}, d>0. (4.2.5)

Consideremos la Figura 4.3 que muestra el pseudoespectro ordinario de nivel ¢,
para los valores de € = 1,00; 1,50; 1,75, de la matriz

(1420 3

Ar: 0 —1-3i])

Asfpues, \y = =1 =3, A0 = 1421, [[Ai|lr = V1 +2iF+32+[ -1 -3i2 =
VB + 9+ 10 = v/24. Por lo tanto, d(A))=+v24-5-10= V9 = 3.

Vemos que para valores de ¢ suficientemente pequenos A (A7) tiene dos com-
ponentes conexas. Fijemos nuestro atencién en € = 1,50. La Figura 4.3 muestra
una linea recta que pasa por A\; y Aa. Esta recta corta a la frontera 0A-(A4;1) en
los puntos z1, 22, 23, z4. Si consideramos el valor propio Ag, el didmetro §(¢) de
la componente conexa Ky, () es igual a la distancia entre z3 y z4. De (4.2.4)
y (4.2.5), podemos deducir que

1
5(e) = N <\/11652 + 11638z + 841 — /1162 — 116v/33¢ + 841) .
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Por consiguiente, §'(0) = 2 %. Como demostraremos més adelante este valor
es igual a dos veces el nimero de condicién de orden 1 de As. En vez de hacer
un razonamiento particular para la matriz A;, vamos a encontrar una expresion
general para el didmetro d(¢) de Ky,(¢) para cualquier matriz A € C?>*2 que
tenga por valores propios a A1 y Ag. Por (4.2.5), la frontera dA.(A) son cuasi-
6valos de Cassini con focos en los puntos A1 y A2. De hecho, el conjunto A.(A)
es simétrico respecto de la recta que pasa por los puntos A1 y Ao. Esto es una
consecuencia de (4.2.4) y (4.2.5). Ademés, §(g) = |z4— 23| = |22 — 21|. Més tarde
necesitaremos los nimeros de condicién de A1 y Ay de orden 1. Estos ntimeros son
iguales. De hecho Karow [44, Proposicién 5.5.8, p. 83] dio la expresién siguiente

d(A)

2
condy (A, \x) = 11+ (7) . k=12 (4.2.6)
A2 — A1

Figura 4.3: e—pseudoespectros de A; para € = 1,00;1,50; 1,75.
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Asi pues, sea ¢ > 0 tal que A (A) tenga dos componentes conexas. A conti-
nuacién calculamos los puntos de interseccién z1, 22, 23, 24 de la recta z(t) :=
(1 —t)A1 +tha,t € R, con la curva 9A.(A). Por (4.2.5), esta curva estda dada
por la ecuacion

(Jz — M2 — 52) (Jz — Ao|? — 52) —e%d(A)? =0. (4.2.7)

Para determinar los valores del parametro ¢ que corresponden a los puntos
21, %2, 23 ¥ 24 sustituimos z(¢) en (4.2.7),

|>\1 —)\2|4t4 _2|>\1 _ )\2|4t3 + (‘)\1 _)\2‘4 _2€2|>\1 _ )\2|2) t?
+2%\ — A2t — €2 A1 — Ao|? + et —2d(A)? = 0.

Para simplificar abreviamos 6 := |A\; — Ao,
0t —20M° + (0% — 26°0%) #* + 26°0%t — £%6° + &' — £2d(A)? = 0.

Usando el comando solve de MAPLE 13 resolvemos esta ecuacion en t ob-

teniendo
- % - 21—9\/02+452+45\/m
to = % - %\/92—#452 —48\/@
N A T
ty =%+%\/92+452+4a\/m

donde t1 < 0 <ty < % <tz <1<ty Deaqui que, z3 = z(t3) y 24 = 2(t4). Por
tanto,

1 1
0(e) = |za—23] = 5\/02 + 4e2 + 4e4/02 + d(A)in\/QQ +4e2 — 4e4/02 + d(A)?

De donde se sigue,

Flo) o 2t [P AA? 2e— /T d(AP
V0?42 +4e\ /P F (A2 \/0? + 422 — 42\ /0% 1 d(A)?
o) _ 2P TIA? _ a4’
51(0) = = =2 H(T) .
Por (4.2.6), tenemos §’(0) = 2cond; (4, A2).

tq

t3

Veremos que los resultados de estos ejemplos no son casuales. De hecho, el
ntimero de condicién de A de orden 1/v estd relacionado con las funciones § y
a.
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4.3. Acotacion mediante discos cerrados

De los teoremas, probados por Karow, [44, Teoremas 2.6.6 and 5.4.4] dedu-
cimos el teorema siguiente.

Teorema 4.3.1. Sea \ un valor propio de A € C™"*" de indice v. Para cada
n >0 existe un e, > 0 tal que para cualquier € € (0,¢,],

DA, ((1— n)s)l/yc) CXale) DA ((1+ n)s)l/yc) (4.3.8)
siendo ¢ el nimero de condicion de A de orden 1/v.

De (4.3.8) deducimos que
D(0, (1 —n)e)"e) € K(e) = A C D(0, (1 +m)e)"e)

Considerando la homotecia

Z 1Z/u’ z €C,
vemos que
Kale) — A
D(0,(1—n)"c) C % c D(0, (1 +mn)""c). (4.3.9)

4.4. Acotacion mediante diametros

Ya que el didmetro es una funcién monétona creciente respecto de C, por (4.3.9),

2¢(1 — )/ < %f) < 2¢(1 + )", (4.4.10)
E 174

De este modo, llegamos al teorema siguiente.

Teorema 4.4.1. Sea v el indice de \ y sea ¢ el nimero de condicion de orden
1/v de X. Entonces

i(e)
Mm =7 = 2¢. (4.4.11)

DEMOSTRACION. Definamos las funciones
filn) =1-(01 -, (4.4.12)
faln) =1+ =1, (4.4.13)

donde 7 € [0,1]. Si fuera v = 1, entonces

filn) =1-14+n=n,
fa(n) =1+n-1=mn;

de donde tenemos que, f1(n) = fa(n) sobre [0, 1].
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Si fuera v = 2, entonces fa(n) < f1(n), porque

(Vitn-1)°<(1-vi-n)’

es equivalente a n* > 0.
En el caso de que v > 3, deduciremos que f2(n) < f1(n). Esta desigualdad
ultima es equivalente a

(1+77)1/V_1S1_(1_7])1/D7 ne [071]7

L+ +@-ntr <2, nelo1]

Definamos
g(n) ==L+ + 1 =)', nelo1].
Entonces 1
g'(n) =~ [+t = (@ =)t/
alnz

Ya que z¢ := ¢ , cuando « < 0 la funcién = — x® es decreciente en [0, 00);
por lo tanto z + x'/*~! es decreciente en [0,00). De donde, si 0 < 7 < 1,
inferimos que 1 —n < 1 + n; lo que implica que

Q= > @4t/

Asf pues, ¢'(n) < 0. Por ende, g es decreciente sobre [0,1]. Por consiguiente

g(n) < g(0) = 2. Es decir, fo(n) < fi(n).
Dado que

2c—2cfi(n) =2c(1—n)'",
2c+ 2¢f2(n) = 2¢(1+n)",

por (4.4.10), tenemos que

(o9

(€)

El/u

2¢ —2cf1(n) < < 2¢+ 2¢fa(n).

Para cada v > 1, f2(n) < f1(n) para n € [0, 1]. Por tanto,

(e

el/v

(=%}
~—

2¢ —2cfi(n) < < 2c+2cfi(n),

~2ei(n) < 85— 20 < 2eu),
? 5
ESB —2¢| < 2¢f1(n).

Pero lim, o+ fi(n) = 0y fi(n) > 0 para n > 0. Asi pues, fijemos un 79 > 0,
entonces existe un 7; > 0 tal que 2¢f1(n1) < 7. Para este ; hay un e, > 0 tal

que para € € (0,¢&,,],

®—20

7y < 2cfi(m) <mno.
9
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Por consiguiente, existe el limite

o(e)

e—0t 61/V

y es igual a 2¢. 0O

4.5. Derivadas del diametro

En esta seccién relacionaremos la derivada por la derecha del didmetro ¢ en
0 con el nimero de condicién del valor propio A, cuando v = 1. En primer lugar,
tenemos el lema siguiente.

Lema 4.5.1. Sean A € C"*™ y A un valor propio de A de indice v. Sea 6(¢) el
didmetro de la componente conexa de A:(A) que contiene a A. Sea c el nimero
de condicion de A de orden 1/v. Entonces existe el limite

ltm O()

0+ gl/v

y es igual a
{ 2¢c st v=1,
oo 81 v>2.

DEMOSTRACION. Si fuera v = 1, el Teorema 4.4.1 implica que

lim @

e—=0t €

= 2c.

Si fuera v > 2, del mismo Teorema se sigue que

o(e) d(e) 1

e el/vgl-1/v

— 2¢ - 00,
cuando ¢ — 0%. 0O
A partir de este lema el proximo teorema se sigue inmediatamente.

Teorema 4.5.2. Sean A € C™*" y X\ un valor propio de A de indice v. Sea
d(e) el didmetro de la componente coneza de A.(A) que contiene a A. Sea ¢ el
nimero de condicion de \ de orden 1/v. Entonces, existe la derivada de 6 en 0
por la derecha, ¢ (0), y

/ _J 2 s ov=1,
5+(0)_{oo st v > 2.

4.6. Acotacion por medio de areas
Como la funcién del drea es mondtona creciente con respecto a C, por (4.3.9),

a(e) 2 2/v
v <wc(1+n)“'", (4.6.14)

w(1—n)*/" <
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donde a(e) := 4rea o medida de Lebesgue de Ky (¢). Asi, llegamos al siguiente

teorema.

Teorema 4.6.1. Sea v el indice de A\, y sea ¢ el numero de condicion de A de

orden 1/v. Entonces
ale) _ 5
emor g2

DEMOSTRACION. Definamos las funciones

e1(n) =1—(1—n)?*",
@a(n) = (L+n)?" 1.
Si v =1, entonces
e1(n) =1-(1-n)=2n—17,
a(n) = (1+4n)?—-1=2n+n%

es obvio que ¢1(n) < pa(n) cuando n > 0.
Si v = 2, entonces

i) =1-1=n)=n=1+n)—1=p2n).

Si v > 3, veremos que

p2(n) < 1(n), nel0,1],
0, equivalentemente,
(14’77)2/”_13 1_(1_77)2/1/7 ne [071]a

L+ + 1= <2, nelo1]
Definamos
b(n) =1+ + 1 -n)?", nelo1]
Entonces

W) = 2 [ - @

Como la funcién z +— z2/v—1

(4.6.15)

(4.6.16)
(4.6.17)

es decreciente en [0,00), si 0 < 7 < 1, entonces

1 —n < 1475 implica que (1 —n)>/*~1 > (14n)%>/*~1 y 4/(n) < 0. Por tanto, ¢
es decreciente en [0, 1]. Asi, para n € (0,1],%(n) < ¢(0) = 2. En consecuencia,

w2(n) < @1(n), n€(0,1].

Por (4.6.16) y (4.6.17),

(1= =1-01(n),
(1+n)?" =1+ ¢a(n).
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De las desigualdades (4.6.14) se deduce que

mc? —mctp1(n) < c2/v < + 7wt pa(n). (4.6.18)

Por tanto, por (4.6.18),

€
mc? — mwctpa(n) < (512(/3 < wc? 4wt pa(n); (4.6.19)

lo que es equivalente a

a(e)

EQ/U S 7(-02902(77)'

—7T02

Pero
lim @o(n) =0, @2(n) > 0,Vn > 0;

n—0+

asi,

lim 7c? =0.

O ©2(n)
Fijemos 79 > 0, entonces existe un 7; > 0 tal que wc2pa(n;) < no. Para este n;
existe un €,, > 0 tal que para ¢ € (0,¢&y,],

a(e)

e2/v

—mc?| < o) < 1o.

Esto prueba que existe el limite

TG

ems0+ g2/v

y es igual a mwc2.

Caso v > 3. Como ¢2(n) < ¢1(n) en [0,1], de (4.6.18) deducimos que

mc? — w1 (n) <
y, como ¢1(n) >0sin >0y

lim_ 1 (1) =0,

n—0+

por un razonamiento analogo al anterior, deducimos que existe el limite

ale) = 2.0

e—0+ g2/v
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4.7. Derivadas del area

En esta seccion establecemos la relacién entre la primera y segundas deri-
vadas de a en 0 por la derecha y el nimero de condicién del valor propio A de
orden 1/v, cuando v = 1 o 2. Primero, probamos el siguiente lema.

Lema 4.7.1. Sean A € C"*™ y X un valor propio de A de indice v. Sea a(e) el
drea de la componente conezxa del pseudoespectro A:(A) que contiene a \. Sea ¢
el nimero de condicidn de A de orden 1/v. Entonces, existe el limite

y es igual a

DEMOSTRACION. Primero, supongamos que v = 1. Entonces el Teorema 4.6.1
implica que

lim @ = 7.
e—0t g2
Por tanto,
ale ale a(e
lim Q: lim 5%: ( lim 5) ( lim %) =0-7? =0.
e—0t € e—0t & e—0t e—0t €

Segundo, asumamos que v = 2. Del Teorema 4.6.1 se deduce que

e—=0t €

Finalmente, cuando v > 3, existen m, M, ¢y positivos tales que

ale)

m < &‘Zﬁ <M
en (0,e0); y como la funcién
1
e(v—2)/v
diverge a oo cuando ¢ — 0%, el producto
a(e) 1

2/v c(v=2)/v
diverge a oo cuando € — 0. Pero

@ _a(e) 1

e e2/v ’ elv=2)/v"

Luego,

lim @ = oo0.J
e—=0t+ €
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Teorema 4.7.2. Sean A € C™*" y X un valor propio de A de indice v. Sea
a(e) el drea de la componente conexa del pseudoespectro A (A) que contiene a
. Entonces, existe la derivada de a en 0 por la derecha, a’ (0), y

0 st v=1,
a (0) =14 7 si v=2,

00 st v > 3.

DEMOSTRACION. Por el Lema 4.7.1 deducimos que

siv=1,
siv=2,

40 = ti 40O s
siv >3,

a/,(0) = lim a(e) = a(0) =o00.0

e—0t €

Teorema 4.7.3. Sean A € C™"*™ y X\ un valor propio semisimple. Sea a()
el drea de la componente conexa del pseudoespectro A.(A) que contiene a A.
Asumamos que existe a’l (0). Entonces

a’_i'_(()) = 27c2.
DEMOSTRACION. Definamos la funcién

[ a(e), sie >0,
Ale) = { a(—e), sie<0.

Por el Teorema 4.7.2, como v = 1, existe A’(0), y A’(0) = 0. Si suponemos que
existe la derivada A”(0), entonces

1(0) = i AV 2400 + A=)

e—0 e

Pero, la existencia de este limite no implica la existencia de A”(0). Véase [6,
Ejercicio 5-20].
Cuando € > 0, A(e) = a(e), A(—¢€) = a(—(—¢)) = a(e); por lo tanto, A(e) +

A(—¢) = 2af(e).
Cuando ¢ < 0, A(e) = a(—¢), A(—¢) = a(—¢); por consiguiente A(e) +
A(—¢) = 2a(—¢).
Entonces, por el Teorema 4.6.1, se tiene que
lm A(e) —2A(0) + A(—¢) — lim 2a(e) —ome?,
0+ g2 e—0t g2
A) 240 + A(=¢) _  2a(~¢) _  2a(8) _

lim = lim =
e—0- g2 e—0- (—e)2  p—o+r (2
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Consecuentemente, existe el limite

1o AlE) = 24(0) + A=)

e—0 g2

y es igual a 2mc?. Asf, A”(0) = 2nc?, y a/[(0) = 27c?. O

Finalmente, remitimos a la Conjetura 7.4.4, en la pagina 91, sobre la exis-
tencia de la derivada a{ (0), que puede leerse una vez definidas las funciones
semialgebraicas.

4.8. Area encerrada por una curva de nivel

Planteamos en esta seccién el comienzo de un método alternativo que podria
servir para abordar los problemas relativos a las derivadas de la funcién area
a(e) en e = 0.

Veamos una férmula dada por Koutis [47, Teorema 14 y Corolario 3, pag.
10] que expresa el drea encerrada por una curva de nivel de una funcién de
f : R? = R de clase C™, por medio de una integral en la que aparece su
gradiente. Primero se cita un teorema general de Konrod.

Teorema 4.8.1. Sean Q@ C R™ un dominio (abierto y conexo) y f: Q2 — R una
funcion de clase C*° acotada sobre Q). Sea

E;:={ze€ Q| f(z)=1t}

el conjunto de nivel t de la funcion [ y ds el elemento (n — 1)—dimensional de
superficie sobre E;. Entonces la medida Lebesque de Q) viene dada por

sup f(€2) ds
m(2 :/ / > dt.
@= oo (E o7

Sean A € C"*", z € C. Denotemos por u,(z),v,(z) los vectores singulares
por la izquierda y derecha correspondientes al valor singular o, (21 — A) de la
matriz zI — A.

Corolario 4.8.2. Para cada t > 0, sea 0K (t) la frontera de Kx(t) y ds la
diferencial de la longitud de arco sobre 0K (t). Entonces

ale) = /O </83<A(t)vn(s)*un(s)_lds> dt.

El Teorema Fundamental del Célculo nos asegura que si f : [a,b] — R es
una funcién continua, entonces la funcién

F(z) = /x Ft)dt
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es derivable y su derivada satisface la igualdad F'(z) = f(z) para todo z € [a,b].
Por lo tanto, como la funcién

t— [0y (8)*un (s)| " ds
83(,\(t)

es continua, se sigue que existe a'(g) y

a'(e) = /axx(a)wn(s)*un(sﬂ ds. (4.8.20)

Observacién 4.8.3. Sea C una curva plana de Jordan orientada positivamente
y sea D la componente conexa interior a C' de R? \. C; definamos R = DU C.
Sean P y @ funciones reales continuamente diferenciables definidas en R?. Por
el Teorema de Green sabemos que

/P (2, y)de + O ,ydyf/ (%228 avay,
y

donde el miembro de la izquierda es una integral curvilinea y el miembro de la

Q

derecha es una integral doble. Si ahora elegimos P y ) de manera que — —

op Ox
— =1 sobre R, se tiene que

dy

/ @ - 8—P da: dy = drea(R).
dy

Por ejemplo, eso ocurre si P(z,y) = 1y Q(x,y) = x para todo (z,y) € R%. En
este caso, por el Teorema de Green,

/1dx—|—xdy://(1—O)dxdy=érea(R).
c R

También podemos deducir de manera parecida que
) 1
drea(R) = = | xdy —ydz.
2Jc
Para esta cuestién puede consultarse el Courant-John [22].

4.9. Nota final. Radio medio

El radio medio de 9K (¢) alrededor de A se define como el valor medio de
r(6,¢) al variar 6 de 0 a 27, es decir:
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La explicacion del significado de la funcién r(0,¢) se da aqui: Sea E' el semieje
paralelo al semieje x positivo que arranca de . Consideremos la semirrecta L; de
origen A que forma un angulo de 6 radianes con el semieje E. Hallemos el punto
de corte Py . de esta semirrecta con la curva {z € C : 0,,(21,,—A) = ¢}. Entonces
r(0,¢) es igual a la distancia desde Py a . Asi pues r(6,¢) es la distancia de
A al punto variable Pp. = A+ 7(0,¢)e!? € K, (). Por tanto, el radio medio de
la componente X, (¢) es el valor medio de la funcién f. :  — r(6, ) definida de

[0,27] en R:
e 1 2w
r(e) == fe = o /. r(0,¢e)do
Bajo condiciones suficientes podemos derivar r(e) respecto de £ mediante la
regla de Leibniz de derivacién bajo el signo integral, asi se tiene que

i
_27T 0 afir

' (e) 0,¢)do.

De donde tenemos que

1 [* 9
—% . gr(ﬁ,O)dH

r'(0)

Aunque hemos centrado nuestra atencién en las funciones didmetro y drea,

también podriamos haber hecho un estudio analogo para la funcién radio medio.
E igualmente para los radios maximo y minimo de 9K, (g) en funcién de e.



Capitulo 5

Pseudoespectros circulares

Es un hecho conocido que el pseudoespectro ordinario de primer orden de
una matriz normal estd formado por la unién de discos, pero el reciproco no es
cierto en general. Concretamente, M. Karow en [44, Seccién 5.4, paginas 74-79]
estudia los pseudoespectros ordinarios de primer orden de bloques de Jordan
generalizados de la forma

Tn(,d) = SR (5.0.1)

donde A\ es el tnico valor propio y d € C. Mediante transformaciones de se-
mejanza unitaria, transforma la matriz J,(z — A, d) en J,(]z — A|,|d|). De esta
forma prueba que la tnica componente del pseudoespectro posee una simetria
rotacional alrededor de A, es decir, es un circulo centrado en A. En este capitulo
probaremos que dicha propiedad se mantiene si los elementos de la superdia-
gonal no son todos iguales. Asi mismo, generalizaremos el resultado de Karow
para el pseudoespectro algebraico de orden dos. También, estudiaremos los pseu-
doespectros ordinarios algebraicos de segundo orden y geométrico de cualquier
orden, para matrices normales.

Comenzamos el capitulo con una caracterizacion de las matrices normales,
via pseudoespectros.

5.1. Una caracterizacion de las matrices norma-
les

El objetivo de esta seccién es probar la siguiente caracterizacion de las ma-
trices normales.

95
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Teorema 5.1.1. Seane >0 y A € C"*" tal que A(A) = {\1,..., A\ }. Enton-
ces, la matriz A es normal si y sélo si

A (A) = 0 D(A;j,€). (5.1.2)
j=1

Es decir, una matriz es normal si y sélo si el pseudoespectro ordinario alge-
braico de primer orden de nivel € es la unién de discos con centro en cada valor
propio A; yradioe, t =1,...,n.

Para probar el Teorema 5.1.1 es preciso dar unos resultados previos que
comprenden la descomposicién de Jordan para una matriz, dada en el Teore-
ma 1.3.1.

Lema 5.1.2. Sean A € C"*™ y A(A) = {)1,..., A}, v < n. Entonces, A es

normal si y sélo si
v
A=>"\P,
i=1

con PZPJ = 52'ij Yy P; = Pj.

Una prueba de este lema se puede ver en [80, Teorema 8.1 (10), p. 241].
A partir de la definicién del nimero de Hoélder, dada en la pédgina 29, y
de [44, Teorema 5.4.4 (iv),(viii), p. 77-78], se tiene el siguiente lema

P, vi =1,
CII(AJ_){H I

; (/N EREN7

)

Lema 5.1.3.

El dltimo resultado previo precisa de la siguiente notacién: O y O; denotan
la matriz nula y la matriz nula de tamano ¢ x ¢, respectivamente. Por otro lado,
recordamos que un proyector P € C"*" es una matriz tal que P? = P. En el
siguiente lema se utiliza un resultado de valores singulares de un proyector.

Lema 5.1.4. Sea P € C"*™ P # O, un proyector tal que ||P|| = 1. Entonces,
P*=P.

DEMOSTRACION.

A partir de [42, p. 235], deducimos que si o es un valor singular de P,
entonces 0 = 0 0o 0 = 1. Véase [5]. Mediante un resultado de Djokovié, [35,
Teorema 4], se puede afirmar que existe una matriz unitaria U € C"*" tal que

* _ 1 S1 1 Sk>
UPU—(O O)EB 69(0 0 D Iy, @ O,

si P tiene valores singulares mayores que la unidad, o
U*PU = 1I,, ® Oy,

en los demds casos. Por lo tanto, si ||P|| = 1, entonces los valores singulares de
Pson 0y 1. Asi, P=U(I,, ® O;)U*. Como consecuencia P* = P.
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O
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.1.1

Si A es normal, entonces existe una matriz unitaria U € C™*" tal que
U*AU = diag(A1, ..., Ay). Luego, como A2 ;(A) = A2 | (U*AU), se tiene

n

A2, (A) = A2, (diag(A, -, M) = | DO €).

i=1
Reciprocamente, si para cada € > 0

n

A2 (A) = DOy e),

i=1

entonces para cada valor propio A; de A y para cada € no negativo suficiente-
mente pequeinio tenemos KCj(e) = D(A;,¢). Asi, el didmetro de KCj(e) es igual a
dj(e) = 2e. Por lo tanto, §j(c) = 2y 65(0%) = 2. Entonces, por el Teorema 4.5.2,
resulta que el indice correspondiente al valor propio A; es igual a v; = 1. Ahora
por (4.1.1), resulta inmediatamente que el nimero de condicién ¢1(A;) = 1. Lo
que lleva, por el Lema 5.1.3, a que ||P;|| = 1. Finalmente, por el Lema 5.1.4, se
deduce que P’ = P;. Con lo cual, Lema 5.1.2, la matriz A es normal. O

5.2. Bloques de Jordan generalizados

Pasamos al andlisis de los pseudoespectros de un bloque generailizado de
Jordan.

5.2.1. Pseudoespectro ordinario de primer orden

En esta subseccion vamos a probar el resultado siguiente.

Teorema 5.2.1. Sea la matriz bidiagonal de C"*"

A ai12 O
A ags

B(X\ a12,a23,...,0n—1,0) := . (5.2.3)

A Gn—1,n

0 A
El pseudoespectro ordinario algebraico de primer orden,
A;l(B(/\, 12,023, -, 0n-1,n)),
es un disco cerrado centrado en A y cuyo radio viene dado por la expresion

r(e) := max{r > 0| 0, (B(r, —|ai2|, ..., —|an-1,n])) < e} (5.2.4)
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La prueba del resultado se fundamenta en que los valores singulares de la
matriz
zl, — B(\,a12,a23, ..., Gn_11)

permanecen constantes al rotar z alrededor de X; es decir, dado z = A + rel?,
para r > 0 fijo y 0 € [0, 27], se tiene que el pseudoespectro ordinario algebraico
de primer orden de la matriz

Z[n — B()\, 12,023, ..., an_lm) = ()\ —+ reie)In — B()\, a12,0a23, ... >an—1,n)7

es invariante para cualquier valor de 6.
Antes de comenzar la demostracién, introduciremos la siguiente notacién: si
A = 0, expresaremos la matriz (5.2.3) como

BO = B(O, a1,y ... 7047’7/*1;’”)'

Por otro lado, los elementos en la superdiagonal de esa misma matriz se pueden
expresar en forma exponencial como

i6; 4 -
Qi it1 = |ag41]€7001, i=1,...,n—1,

siendo 0; ;41 = arg(a; +1); finalmente, dado z € C, como en el parrafo anterior,
definimos el siguiente nimero

w e z—A _ oo
|z = Al
DEMOSTRACION.
Definimos la matriz unitaria D, (w) := diag(w,w?,...,w"). Como es una

matriz diagonal, para los w definidos previamente se satisface que
D, (w)* = D, (w)~" = diag(w™,...,w™"). (5.2.5)

Es facil comprobar que las transformaciones de semejanza unitarias mediante
una matriz unitaria diagonal aplicadas a una matriz nilpotente triangular dan
como resultado otra matriz nilpotente triangular. Por lo tanto, considerando
la definicién de D, (w) y (5.2.5), podemos expresar los elementos de la matriz
D,, (w)* ByD,, (w) como

wla; jw Tt =% 1, sik=j+1
D. (w)* BaD. (w)) . = 7.+ 7,3+1> ’
( n ()" BoDn ( ))]k {O, en los demaés casos,

conj=1,...,ny k=1,...,n. Por lo tanto, tenemos la siguiente relacién de
semejanza unitaria,

D,, (w)* BoD,, (w) = ¢'*By. (5.2.6)
Sea ahora

U .= diag(e—i91,278—1(91,2+‘92,3)7 o ,e_i(el,2+92,3+"'+6n—1,n)).
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A partir de la Ecuacién (5.2.6) se tiene que los elementos de la matriz U*(D,,(w)* By D, (w))U
vienen dados por

(U*(Dn(w)*BODn(w»U)g,k =

WS g St . ) ,
e”e‘(Zzzl e,tz+1)aj,j+1e 1(22:1 ce1) — e‘“\aj’j+1|, sik= 7+1,

0, en los demas casos,
conj=1,...,nyk=1,...,n. Porlo tanto, (5.2.6) se transformard en
O a19 O O |a12‘ O
0 a23 0 \a23|
U*eia .. .. U= eia
0 Gn—1,n 0 |an—1,n|
0 0 0 0
(5.2.7)
Si aplicamos sucesivamente las dos transformaciones de semejanza unitaria a
la matriz caracteristica de B(\, a1 2, ..., 0n—1,), llegamos al siguiente resultado

(Dn(w)U)* (21, — B(X, a12,a23, - . ., an-1,)) Dn(w)U =
(D (w)U)* (2 — A) I, — Bo) Dy (w)U = (2 — A1, — (Dy(w)U)* By Dy (w)U =

O |a12\ O
0 \a23|

ei“{|zf)\\fnf }:
0 0
lz= A |aw| 0
|z = Al [az2s]
@ . : (5.2.8)

|2 = Al fan-1n]

0 [z = Al

Ahora, como

op(ad) = |alor(4),  k=1,....m (5.2.9)

aplicando este resultado en (5.2.8), tenemos que
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2= Al |aw| 0

|z = Al |azs]
|eia|o,n .. _

|z = Al an—1,n]

0 [z = Al

2= A aw| 0

[z = Al |azs]
on . (5.2.10)
|z = Al an—1,n

0 |2 = Al

Por lo tanto, sustituyendo en (5.2.8) z = A+7e'?, siendo r > 0 fijo y # cualquier
angulo en el intervalo [0, 27], se obtiene una matriz independiente del valor de
#. Con lo cual, sus valores singulares, en particular ¢,,, no dependen de 6. Esto,
junto con la igualdad en (5.2.10), nos permite concluir que el pseudoespectro es
un circulo centrado en A y cuyo radio viene dado por (5.2.4).

O

5.2.2. Pseudoespectro algebraico ordinario de segundo or-
den

En esta subseccién consideraremos los bloques de Jordan generalizados de la
forma (5.0.1), y probaremos que los pseudoespectros ordinarios algebraicos de
segundo orden son circulos centrados en su tnico valor propio. Las técnicas que
utilizamos para su demostracién son las mismas que se han dado en la prueba
del Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.2. Sean \,d € C yn € N*. El pseudoespectro A2 5(Jn(A,d)) es
el disco cerrado con centro en \ y radio

1(©) = mis{r > 0] oz ({Jn(r,o—ldl) Jn(qu')b <l (52.11)

DEMOSTRACION.
Sea z € C, como queremos determinar el pseudoespectro ordinario algebraico
de segundo orden de la matriz J, (X, d), consideramos la siguiente matriz

21, — Ju(\,d) tn } = {J”(z_ o oo (5.212)

0 21, — Jo (A, d) 0 Ju(z =\, —d)

Asimismo, definimos las siguientes matrices unitarias de C2"*2"
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~Nd
Dap(w) = diag(w, ..., w>" donde w — N4 5.2.13
2n (W) iag(w, ..., w*"), onde w TEESYR ( )
y
U :=diag(1,...,1,e {((n=Dadnf)  o—il(n=DatnB)) (5.2.14)
n veces n veces
(z — A)) (J)
donde a — ( —arg (%),
onde o = arg Y y B = arg pi

Aplicando la trasformacién de semejanza unitaria a la matriz (5.2.12) me-
diante la matriz dada en (5.2.13), obtenemos la siguiente expresion

z— A, —d) tl,

Donu) |HEN D D) =

) B . i((n—1)a+np)
g [z N —d) - te . (5.2.15)

o In(lz = Al —ld])

Si aplicamos la trasformacién de semejanza unitaria a (5.2.15) mediante la
matriz dada en (5.2.14), obtenemos

) — Al = i((n—1)a+np)
U*el® |:Jn(|z A|7 |d|) te In} _

o In(lz = Al —|d])
i Jn(|zf)‘|7*|d|) tIn }
o [0 Jullz = Al,~ld) (5210
Tomando la matriz en (5.2.16) y utilizando (5.2.9), se tiene
et o In(lz = Al —|d])

Utilizando (5.2.17), podemos caracterizar el pseudoespectro ordinario alge-
braico de segundo orden, AZ ,(J,, (A, d)), como

/ Jn(|2_)‘|a_‘d|) tIn })
{z € C| méxes,, ([ 0 Tu(z = N, —ldpl) =€t

Por lo tanto, A2 5(J, (), d)) estd formado por una tinica componente circular
centrada en \, ya que para todos los puntos de la forma z = X\ + re'?, con
r > 0 fijo y 6 variando en el intervalo [0,27], el valor de |z — A| es igual a r

independientemente del valor de 6. El radio de ese circulo viene dado por (5.2.9).
O
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Observacion 5.2.3. El valor del pardmetro ¢ para el que se alcanza el maximo
de 0,, , en el punto z = A, no tiene por qué ser igual a 0.

5.3. Matrices normales

En esta seccién, vamos a estudiar los pseudoespectros ordinarios algebraicos
de segundo orden y geométrico de cualquier orden para matrices normales. Para
los algebraicos de segundo orden, probaremos que el pseudoespectro es la unién
de discos cerrados centrados en el punto medio que une dos valores propios.

Previamente, vamos a introducir una notacién correspondiente a las n-tuplas
desordenadas de nimeros complejos que las denotaremos por Eig(A). Decimos
que dos n-tuplas (A1, Ay ..., An), (p1, p2, - -, fn) € C™ son equivalentes si existe
una permutacién 7 del conjunto {1,2,...,n} tal que

(M17/L27 s 7[1’71) ~ ()\71'(1)7 >\7T(2)7 cey )\TI'(TL))

Esto define una relacién de equivalencia ~ en C". Denotamos por C;,,, el conjun-

to cociente C™/ ~. Llamamos n-tupla desordenada de nimeros complejos a cada
elemento [(A1, Az,...,A,)] € C%;,., que denotaremos en forma abreviada como
(A1, A2,..., A,) sin riesgo de confusién. Supongamos ahora que A1, Ag, ..., A,
son los valores propios de una matriz A € C"*"™ donde los valores miltiples apa-
recen repetidos, denotamos por Eig(A) la n-tupla desordenada (A1, Az, ..., \,).
Asi, Eig(A) € C%,.. Por lo tanto, hacemos notar que los conjuntos A(A) y
Eig(A) pueden ser distintos, de hecho, el espectro A(A) es un subconjunto de
Eig(A) y puede tener menos de n elementos. Véase [12, p. 153].

5.3.1. Pseudoespectros algebraicos de segundo orden

El resultado que vamos a demostrar en esta subseccién es el siguiente.

Teorema 5.3.1. Sea una matriz A € C**" normal tal que
Eig(A) = (A1,..., ),

y sean £ un nimero real no negativo y (j, k) un par de nimeros enteros tales
quel <j<k<n. Sie> M7 definimos

Aj — Ag|?

pik(e) ==1/e% — | 1 , (5.3.18)

)\jJr)\k

5 7ij(5)) : (5.3.19)

Djk(e) =D (
Sie < izl definimos D i (e) :=
5 , ik 6) = @.

FEntonces,
A= U D).

1<j<k<n
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Para su demostracién, necesitamos unos resultados previos. Comencemos
con una notacién. Dados z € C,t > 0y A € C"*", recordemos de (3.1.4) la
funcién F,(t) definida por

zI, — A tl,
Fi(t) := < 0 2l — A)

Como pretendemos calcular sus valores singulares, entonces si A es una matriz
normal, no se pierde generalidad si A = diag(A1,...,\,). Para esa funcién, los
valores singulares vienen dados por el siguiente resultado.

Proposicién 5.3.2. Dado z € C, los valores singulares de F,(t), no necesaria-
mente ordenados, vienen dados por

For O, f22(0), fo2 (), Lo (), - F20 (), £, (8),

donde, para cadat=1,2,...,n

_ 12 4 2]z — Ni| — /1 + 482z — N2
Cp T S EGES SR

s

(5.3.20)

2,1

O \/t2+2z—)\i|+ tt+ 48]z — \)?

DEMOSTRACION.
Es suficiente observar que, permutando filas y columnas adecuadamente, el
sistema de valores singulares de F,(t) se corresponde al de la matriz

- Z—)\i t
@( 0 Z—)\i)'

i=1

U
Pasamos a enunciar y demostrar propiedades de la funciones f7;(t) y f;(t)
definidas para t > 0.

Proposicion 5.3.3. Para cualquier i =1,2,...,n, se tiene:
(a) f7;(0) = f,(0) = |z — \i|.
(b) Siz=\;, entonces f, ;(t) =0 parat > 0.

(c)

lim f;:l(t) =00y tlg& f:l(t) =0.

t—o0
(d) f::i(t) es creciente.

(e) f..(t) es decreciente.
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DEMOSTRACION.
Los asertos (a), (b), (¢) y (d) son inmediatos por (5.3.20). Probar (e) es equi-
valente a probar que la funcién

217, ()2 = 12 42|z — N — \Jt4 + 422z — A2
es decreciente, o equivalentemente, que la funcién
g(t) :=1t* — \/m
es decreciente para t > 0. Si derivamos respecto de ¢, con ¢t > 0, tenemos
263 + 42|z — N2 2 4 2t]z — \i|?
m <0&1< \/MLHLTZ)\H &

th 42|z — N|? < (12 + 2]z — M[D)?,

gt <0s2t—

lo cual es cierto siempre. O
Proposicién 5.3.4. Si |z — \j| < |z — Ag|, parat > 0 se tiene:

(a) f1;(t) < f15(0).

(b) f2;() < £, (0).

DEMOSTRACION. El apartado (a) se puede deducir inmediatamente de (5.3.20).
Probar (b) es equivalente a probar 2f (t)? < 2f . (t)?; utilizando la expresién
en (5.3.20), es suficiente probar que la funcién

g(x) == 2% — /4 + 41222

es creciente para x > 0. Si derivamos respecto de x, con x > 0, tenemos

2 t2
"B)> 01— —F——e=2>081> ———x—
gle)z VIE 4222 T TV a2
lo cual es cierto. O

Proposicién 5.3.5. Supongamos que |z — A;| < |z — Ag|. Entonces, f:)'j(t) =
fon(t) siy sdlo sit =13, donde

0, si ;= A,
B =9 2= A2 = |z — A2 , (5.3.21)
. ST FE A
Vo= AP + o= M)
DEMOSTRACION.
El caso |[z—\;| = |z—Ai| se deduce inmediatamente de (5.3.20). Supongamos

que |z — Aj| < |z — Ag|. Probar que :j (t) = f. x(t) es equivalente a probar que
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2 Zj(t)2 = 2f;k(t)2; a partir de la expresién (5.3.20), se tiene que Zj(t) =
[ (t) siy sélo si

2z — Nj| — A/t F4t2]z — Nj|2 = 2]z — M| — A H A2z — N2 &
V422 — N2 =2(]2 — Mel? = |2 = M) — (1 4 482] — A2

Si definimos el niimero positivo a := 2(|z — A\g|? — |z — A\;|?), y elevamos al
cuadrado la anterior expresién, deducimos que f:: () = f. () sty solo si

th A%z — NP = a? 1 A2 = 200/t 482 — N2 &
20/t4 4+ 412|2 — Mg |2 = @? + 2at? & 200/t + 42|z — N2 = a + 20% &

4t 4 16172 — M\)? = o? + 4t* + 4at?.
De donde deducimos que

s (2= M2 = |z = A2y
20z AP - M)

La siguiente proposicién describe el valor singular oo, 1 (F%(t))

Proposicién 5.3.6. Supongamos que
lz =X <|lz—= M| < |z—Ni|, i=1,2,...,n, i # j, k.

FEntonces,
02n—1(Fz(t)) == I’Ill,n{f:](t), fz_,k(t)}

Adin mds, si A\j = A,
Uanl(Fz(t)) = Z](t)

DEMOSTRACION.
Como |z — \j| < |z — Ay|, para i # j, por la Proposicién 5.3.4, se tiene para
t>0
foi @) < £, y 2,00 < £1,00) < £5(0),
para todo i # j. Asi,

oan(F2(1)) = f2;(1). (5.3.22)

Por otro lado, sea t; el punto donde :j(t) = f.1(t). La Proposicién 5.3.3

establece que fj ;(t) es creciente y f () decreciente, ademds se tiene que

:j (t3) = f. 1 (t5;); con lo cual, podemos concluir que ::j (t) < f.x(t) enelin-

tervalo [0, 2%, ]. Si tenemos en cuenta este tltimo resultado, la Ecuacién (5.3.22)
y la Proposicién 5.3.4, podemos establecer que

;z(t)7 Sll#]vka

(.0 = 1o0) < 750 < £ < { T 502
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En consecuencia, a,—1(F(t)) = Zj(t)’ para t € [0,1%].

Ahora nos fijamos en t € [tjk, 00). Recordamos nuevamente que la Proposi-
cién 5.3.3 establece que f:j(t) es creciente y f;k(t) decreciente, ademads se tiene
que fzj(tjk) = f;k(tjz.k); con lo cual, podemos concluir que f:j(t) > f;k(t)

en el intervalo [t]z-k, 00). Si tenemos en cuenta este tltimo resultado, la Ecua-
ci6én (5.3.22) y la Proposicién 5.3.4, podemos establecer que

{ Zj(t)éf:z(t)a SIZ#],]{,
O sii 7 j, k.

Por lo tanto, o2,—1(F3(t)) = f,;(t), para t € [t7;, 00
Aj = Ak, se tiene t5, =0y 02,1 (F: (1)) = [, (t) = f.;(

oo (F=(t) = f2;(t) < [ (1) <

). Observamos que si
t

O

Para la siguiente propiedad necesitamos introducir alguna notacién. Sean

z € Cy Aj, Ay dos valores propios de A, supongamos que |z — \;j| < |z — Agl.
Con estas consideraciones, definimos

gik(z,t) == ml’n{f::j(t), fox@®} (5.3.23)
Jjk = max gy (2, 1). (5.3.24)

Con estas notaciones, presentamos el siguiente resultado

Proposicién 5.3.7. Si %, es el valor definido en (5.3.21), entonces 95k =
gin (2, 3.
DEMOSTRACION.

Por la Proposicién 5.3.5, se satisface que f;fj (t3) = ;j (t3). Al igual que
en la Proposicién 5.3.6, podemos deducir que f;fj (t) < f.,(t) en el intervalo
0,t%], v fij(t) > f.(t) en el intervalo [t3;,00). Asf, podemos concluir la
prueba utilizando el resultado de la Proposicién 5.3.3 que establece que fj j (t)

es creciente y f_, (t) decreciente.
O

Proposicién 5.3.8. Supongamos que |z — \j| < |z — x| < |z — A\p|. Entonces,
se tiene que

(a) Para todat >0, gjr(z,t) < gem(2,t) ¥y gjk(2,t) < gjm(2,1).
(%) 9k < Gim Y 95k < G-
DEMOSTRACION.
Como |z — \j| < |z — Ag| < |2z — A, segin la Proposicién 5.3.4, para t > 0
se tiene que

Fo ) < 2@ < @), v 50 < f1) < f1.0).

Asi,
min{ f7;(t), f2,,(0)} < min{f2, (1), f2. (1)},
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y
min{ Zj(t)>f;k(t)} < min{ Zj(t)7fz_,m(t)}'
Por lo tanto, (a) se sigue de la expresién dada para gpq(t) en (5.3.24). (b) se
sigue inmediatamente de (a).
O
Para concluir esta seccién, veamos una relacion entre la funciéon hs y [
definidas en (3.1.3) y (5.3.24), respectivamente.

Proposicién 5.3.9. Sean z € C y A\;, A\, dos valores propios de A. Supongamos
que |z — Aj| < |z — Ag|. Entonces,

(a) Silz— | <|z—Xil, i # j,k, se tiene ha(z) = g5,
(b) ha(2) < g5y

DEMOSTRACION.
Observemos que si Ap, Ay son valores propios de A tales que

|Z_)\P| < |Z_)‘q| < IZ_)‘1|7 Z#p7Q7
entonces, por la Proposicién 5.3.4 y (5.3.23), se tiene
U2n—1(Fz(t)) = Hll/n{f::p(t), f;,q(t)} = gpq(zv t)

Por lo tanto, ha(z) = g3,
Para probar (b), consideramos varias situaciones: (1) j = p,k = ¢; (2) j =
p,k £ q; (3)j=4q; (4) j # p,q. El caso (1) es inmediato por (a). Para el caso

(2), como |z—X;j| = |z—Ap| < |2—Ag| < |2 —Ag|, utilizando la Proposicién 5.3.8
y el aserto (a), se tiene ho(z) = g7, < g3, Los casos (3) y (4) se resuelve de
forma andloga. O

Teorema 5.3.10. Sean \;, A\, términos de Eig(A). Supongamos que e > M
Definimos el punto medio del segmento de extremos \; y Ak,

o Aj+ Ak
0= 72 .
Entonces, para cada z € C tal que |z — zo| = pji(e), donde pjr(e) se define

en (5.3.18), si |z — Aj| < |z — M| 0|z — Ai| < |z — A, se tiene
Jjk = € 0 gi; = €, respectivamente. (5.3.25)

DEMOSTRACION.
Primero, asumamos que A; # Aj; de lo contrario, la prueba es facil. Para
abreviar la notacién, escribimos p en lugar de p;r(e) y

a:=Re (252%) b:=Tm (22%).
6, := T + arctan (%) ,sia#0;0,:=m, sia=0. (5.3.26)

a(f) :=acosf +bsinb, 6, <0 <60; +m.
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Figura 5.1: En el entorno de zy, punto medio entre dos valores propios préximos
A ¥ Ak. Ademds, 21 = 20 + pel®t y 20 = 29 + pel®1+7) son los puntos de
interseccién de los circulos con centro en A; y Ag, y de radio €.

Es fécil demostrar que para cada 6 € (61,6, + ), a(d) < 0; asi mismo,
a(f1) = 0 = a(fy + 7). Hacemos notar que, a partir de la expresién (5.3.18), se
puede inferir que

2_ 2,32, 2
e°=a"+b"+p°. (5.3.27)

Aun més, de (5.3.26) se puede probar que

e2 > pla()). (5.3.28)

Definamos z := zy + pe'?. A partir de (5.3.26), se puede concluir que

A — M

5 + pel? = a+ pcosh +i(b+ pcosh).

2= A=z +pe? -\ =

De forma anéloga, z — A\, = —a + pcosf +i(—b+ pcos ). Asi, por las Ecuacio-
nes (5.3.26) y (5.3.27), tenemos que

|z = X\j|? = a® + 0% + p? + 2p(acos O + bsin ),
|2 — A\i|? = a? + 0% + p? — 2p(acos® + bsinh),
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esto es,

— A2 =¢e?+2a(0

|z — A\i|? = €2 — 2a(0)p.

Supongamos que |z — A;| < |z — Ak, por la Proposicién 5.3.7 tenemos g3, =
ik (2, t3;), donde t5; estd deﬁnldo en (5.3.21). Utilizando (5.3.29), tenemos

—20[(0)p.
€

%= (5.3.30)

Por otro lado, mediante las expresiones (5.3.23) y (5.3.24), y considerando el

resultado de la Proposicién 5.3.7, g7, = fjj (tjk) es suficiente ver que 95k =

f ;(t3;) = € para probar el lema. Si utilizamos la expresién para fr (t5,) dada
(5 3.20), deducimos que

2(93Z‘k)2 = (tjk)Q + 2|z — /\j|2 + tzk\/ (t7,)2 + 4]z — \; 2.

Utilizando las expresiones para [z — A;|* y t%, derivadas de (5.3.29) y (5.3.30),
respectivamente, concluimos que

2(%(9)2/)2

(g50)" =

2a(60)*p?

+ &% 4 2a(0)p \/ +€2+2a(0)p

e

bm/\

+e% 4+ 2a(0)p —

a(f)p

Segtn (5.3.28),

(gjk)Q =2

El caso |z — A\g| < |z — A;| se puede razonar de forma similar.

4+ ¢ > 0, de donde se sigue inmediatamente que

O
Como consecuencia de este teorema y de la Proposicién 5.3.9, podemos de-
ducir el siguiente resultado

Corolario 5.3.11. Con las notaciones del Teorema 5.5.10,
(a) sea z € C tal que |z — zo| = pjr(e) y
méx{|z — Ajl, [z = Al} S|z = Adl, i A5k
Entonces, ha(z) = €.

(b) para todo z € Dji(e), donde D (e) estd definido en (5.3.19), se satisface
que ho(z) < e.

Ahora podemos probar el Teorema 5.3.1
DEMOSTRACION. (Teorema 5.3.1)

Supongamos que z € D,(e). Entonces, por el Corolario 5.3.11(b), se tiene
ha(z) <e. Como AZ,(A) = {z € C|ha(z) < e},se tiene z € AL ,(A).
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Reciprocamente, sea w € A25(A), equivalentemente, ha(w) < . Elijamos
Aj, A, tales que
[w =X <|w—Xg| <|w— N, @57,k
Definiendo zg := )""2'”\’“, podemos escribir w = zy + poe'?, para cierto py > 0
y 0 € [0,27). Observemos que por el Corolario 5.3.11(a) se tiene hy(w) = &g,

donde
A= e\ 2
50:——\/p3—|—<| '72 k') .

Asi, como hy(w) < &, podemos concluir que

=M\ ?
\/ij(5)2+ (“Tkg =€ > €o;

es decir, po < pjx(e).
O
Como consecuencia del Teorema 5.3.1, tenemos el siguiente resultado que
describe el conjunto A2 ,(A) cuando todos los valores propios de A son miiltiples.

Corolario 5.3.12. Sea A € C™*" wuna matriz normal, y supongamos que
A(A) = A3(A) = {\1,..., \}. Entonces, para todo € > 0, se tiene que

2a(4) = U DOv o)

DEMOSTRACION.
Observemos que, por el Teorema 5.3.1, es suficiente probar que para cualquier
par de valores propios A; # Ay, de A se ha de satisfacer

Djx(e) C D(Aj,e) UD(Ak, €),

. A=A
para cada € > 0. Observemos que si € < a2l

, entonces D, (e) = g; es decir,
es un caso trivial. Supongamos que ¢ > "\57’\” Size
serDji (), con las notaciones en (5.3.26), de la prueba del Teorema 5.3.10 se
sigue que
|2 = Xj? = &% + 2a(0)p,
|z — Ak |? = €2 — 2a(0)p.
Asi, si |z — Aj|z < |z — Ag|, entonces a(f) < 0y |z — A;j| < & por lo tanto,
z € D(Aj,¢e). Por otro lado, si |z — Aglz < |z — Aj|, entonces a(f) > 0y
|z — x| < g; por lo tanto, z € D(\g, €).
g
Para finalizar esta subseccion, consideramos apropiado enunciar la siguiente
conjetura

Conjetura 5.3.13. S5i A € C™"*" es una matriz normal, entonces para € > 0
yk=12,...,n se tiene que el pseudoespectro algebraico ordinario de orden k
de nivel €, A;k(A), viene dado por una union de discos cerrados, o el conjunto
vacio.
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5.3.2. Pseudoespectros geométricos de cualquier orden

Vamos a analizar los pseudoespectros geométricos de cualquier orden, para
matrices normales. Comenzamos con un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 5.3.1. Sea Ay € C*** la matriz
. . .9 5
diag 2,71+\/§1,717\/§1,§+5\/§1 .

En la figura 5.2 se muestran las fronteras de A% | (Ao) en azul, A% ,(Ag) en rojo
y A2 5(Ao) en verde, para € = 2,5.

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 5.2: Fronteras del e-pseudoespectro geométrico.

El resultado a demostrar, en esta subseccion, es el siguiente.

Teorema 5.3.14. Sea A € C™*™ matriz normal. Supongamos que Eig(A) =
(M, A2, An). Dado e >0, para k =1,2,...,n se tiene

k

A% (A) = U (DN, e).

1<i1<ip<-<ip<n j=1

En particular, si k =2,

AL = ([ (DOie)NDOy,e).

DEMOSTRACION.
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Como A es normal, podemos asumir sin pérdida de generalidad que A =
diag(A1, ..., A,). Por lo tanto, dado z € C, el sistema de valores singulares de
zI, — A es

|z = A1, |z = Aal, - -y |2 — Anls

no necesariamente ordenados. Recordamos la caracterizaciéon de los pseudoes-
pectros ordinarios geométricos de orden k y nivel ¢, dada en (3.1.1)

A2 (A)={2€C: oppy1(2l, — A) <&}

Si z € A2, (A), se tiene que 0y, p11(21, — A) < ¢, es decir, existen k términos
de la n-tupla desordenada Eig(A), denotados por A, j = 1,2,...,n tales que

|z = Ayl <e.

Con lo cual, z € D(\;;,€) para j =1,2,..., k. La implicacién contraria se puede
probar siguiendo un razonamiento inverso. O



Capitulo 6

Pseudoespectros idénticos

6.1. Introduccién

Si dos matrices cualesquiera A € C™*™, B € C"*" satisfacen que para todo
e>0

A(A) = A(B),

entonces los polinomios minimos de A y B son iguales. Véase [31]. En este
capitulo vamos a establecer que los pseudoespectros geométricos para valores
pequenos de € determinan la forma candnica de Jordan de A o, equivalentemente,
determinan sus factores invariantes. Concretamente, vamos a probar el resultado
siguiente.

Teorema 6.1.1. Sean A, B € C"*™. Supongamos que para todo z € C se
satisface que o;(zI, — A) = 0;(zI, — B), j € {1,...,n}. Entonces A~ B.

6.2. Ordenes de los valores singulares de una
matriz caracteristica como infinitésimos

Dado un zg € C, denotamos por V’(zy) un entorno perforado de centro zp;
por otro lado, denotamos por B’(zp,0) la bola perforada de centro zp y radio
0 > 0. Vamos a considerar el siguiente conjunto de funciones F := {f|f :
V'(z9) = R}.

Definicién 6.2.1. Sean f,g € F. Diremos que f y g son equivalentes segin
Hardy cuando z — 2o, y representamos f(z) =< g(z), (z — 2zp), si existen
constantes 8, A, d positivas, tales que para cualquier z € B’(2g,0) se satisface
que

J(2)>0.9() >0y 5< 1 < a

9(2)
73
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Diremos que f € F es un infinitésimo cuando z — 2y si lim f(z) = 0.
Z—20

Si f(z) < |z — 20/¥, con k > 1 entero, diremos que f es un infinitésimo de
orden k£ cuando z — zg. La relacién =< es una relacién de equivalencia, damos
la demostracién a continuacién.
DEMOSTRACION.

Sean f,g,h € F tales que f(z) > 0,9(z) > 0,h(z) >0

Reflexiva: Sea d > 0 tal que para toda z € B'(zg,d) se tiene que existen
0<d0<1,A>1 tales que

Entonces, f(z) < f(z) (z = 20).

Simétrica: Supongamos que existen §, A, d positivas tales que

f(2) /
0 < ) <A, Vz € B'(z,d), (6.2.1)

es decir, f(z) < g(z) (2 — 20). Entonces, las siguientes desigualdades también
son ciertas

1_g(x) 1 /

- > = > \ B d). 6.2.2

5= f(Z) = A7 z € (ZOa ) ( )
Si definimos las siguientes cantidades ¢’ := % y A = %, podemos reescri-
bir (6.2.2) como

5 < 9B o a1, Yz € B'(z,d).

~ S
Entonces, g(z) < f(2) (z = 20).

~—

Transitiva: Si existen 01,2, A1, As, dy, do positivas tales que

f(z)
g(z

)
)
52 < hEZ; < AQ, Vze B/(Zo,dg),

y definimos d := min{d,ds}, las desigualdades de (6.2.3) se satisfacen para
todo z € B’(zg,d). Por lo tanto,

01 < < Ah Vze B/(Zo,dl),

(6.2.3)

515y < 1B 9B A A

Definiendo 6 := 102 y A := A1 A, podemos escribir las anteriores desigualda-
des como

(2) /
5§h()<A Vz € B'(z,d).

De donde se deduce que f(z) < h(z) (z — 20). O

Podemos establecer dos consecuencias de la equivalencia en sentido Hardy
en las siguientes observaciones.
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Observacién 6.2.2. Sean j, k € ZTU{0} tales que |z—2| =< |z—20|* (2 — 20),
entonces j = k.
DEMOSTRACION.

Como |z — 29! < |z — 20|* (z — 2), sabemos que existen J§, A, d positivas
tales que

— |7
s< Fmal A
|z — 20|*
de donde tenemos que
§<|z— 2" <A. (6.2.4)
La implicaciéon j = k se deduce inmediatamente de la acotacién superior e

inferior de |z — 29" ~* en B’(zo, d). Supongamos que j > k, entonces para todo
z€{z+rel® 0<r <577} se tendria que |z — zp)7~F < &, lo cual es absurdo
por (6.2.4). Se puede hacer un razonamiento andlogo para j < k, tomando para

todo z € {20 + Rel’, R > Af%k} y utilizando la otra desigualdad en (6.2.4).
t

Observacién 6.2.3. Si tomamos f,g € F tales que f(z),g(z) > 0, la relacién
de equivalencia f(z) ~ g(z), cuando z — 2, significa que

TAG Y
=20 g(2)
Es evidente que f(z) ~ g(z), cuando z — zp, implica que f(z) =< g(z), cuando
zZ — 20.
DEMOSTRACION.
tm L8 1 e > 0,30(5) > 0: V2 € B'(20,0), (f(z) - 1‘ <e
220 g(2) 9(2)

donde la iltima desigualdad es equivalente a

f(z)

l—-e<—=~<1+4e.

9(2)

Entonces, si definimos d. :=1—¢, A, :=1+¢y d. := d(e), se satisface que

Vze B(z,0), 0.< 1Z) A

Para concluir esta seccion, vamos a probar el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Sea Ji(2) € Ckxk ¢l bloque de Jordan asociado al valor zg €
C. Entonces, cuando z — zg,

1, j=1,.. k-1,
|z — 20|F, j=kF.

oj(2dk — Ji(20)) ~ {
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DEMOSTRACION.
Definamos la siguiente matriz
) -1

zZ— 20

A(z) = 2l — Ji(20) = (6.2.5)

Z =20
De donde se tiene que,
det(zl,—Ji(20)) = (z—20)", A(zI—Ji(20)) = {z—20}, m(z—z0,4A(2)) = k.

Por otro lado,

|z — 202 + 1 Z— 2
z— 20 |z — 202 +1 zZ— 2
A(2)A*(z) =
z— 2 |z — 202+ 1 zZ— 2
z— 2 |z — 202
(6.2.6)

Los valores propios de (6.2.6) son los cuadrados de los valores singulares
de (6.2.5), es decir,

Aj(A(2)A*(2)) = 07 (21 — Ji(20)), F=1,....k (6.2.7)

Tanto las matrices en (6.2.5) y (6.2.6), como las funciones en (6.2.7) son conti-
nuas respecto de z. Tomando el limite cuando z — zg se tiene

Por lo tanto,
A(z)A* (20) = diag(1,...,1,0) € Ck*F,

Como A(A(z9)A*(20)) = {0, 1}, siendo las multiplicidades algebraicas
m(0, A(z0)A*(20)) = 1y m(1, A(20) A" (20)) = k — 1,
se tiene que

Vie{l,....,k—1}, o,(zIx — Ji(z0)) ~ 1, cuando z — 2o, (6.2.8)
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mientras que si j = k,
or(2Iy — Ji(20)) ~ |z — 20/|*, cuando z — 2. (6.2.9)

Vamos a comprobar (6.2.9), para ello tenemos en cuenta que

k
[T 731 — Titz0)) = det (T = Jelzo)) (o1 = Tu(z0))") = |2 = 20
~ (6.2.10)
Por otro lado,
k
H 05 (2lk — Ji(20)) = 01 (21 — Ji(20)) - - o1 (21k — Ji(20)) i (21 — Ji(20)).-
~ (6.2.11)

Igualando (6.2.10) y (6.2.11), y dividiendo en ambos miembros por |z — zo|?*,
tenemos que

ot (20k — Ji(20)) - -~ 01 (21 — Ji(20)) 0% (21 — Ji(20))

|z — 29]%k =1
que podemos escribir como
o (2l — Ji(20)) 1
|2 — zo[?¥ o3 (2lk — Ji(20)) - oy (21k — Ji(20))
Si calculamos el limite cuando z — zp, tenemos
L oz, — Ju(z , 1
Jo e P ZO|ZIE o)) - O GT i) ol Gl — Taz))

de donde se deduce que o2(2l; — Ji(20)) ~ |z — 20/** o, equivalentemente,
ox(2Ix — Jp(20)) ~ |2 — 20|". O

6.3. Prueba del teorema principal

En esta seccion vamos a presentar un resultado que permite determinar el
nimero de bloques de Jordan de un tamano dado correspondientes a un valor
propio zg, a partir de la equivalencia en sentido Hardy entre los valores singulares
de la matriz 21 —Ji,(20) y las potencias |z —zo|*. Para ello, precisamos establecer
unos lemas previos. El primero es una aplicacién del Teorema 1, pag. 44 de [61]

Lema 6.3.1. Sean My, My, M3 € C*"*™. Se satisface, para k =1,...,n, que
O'n(Ml)O'k(MQ)Un(Mg) S Uk(MlMQMg) S Ul(Ml)Uk(MQ)O'l(Mg) (6312)

Lema 6.3.2. Sean M € C**" P € GL,(C) y zo € A(M). Entonces, para
j=1...,n,

o;i(2l, — P"*MP) < 0j(2I, — M), z— z. (6.3.13)
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DEMOSTRACION.
Aplicando el Lema 6.3.1 a las matrices My := P~', My := zI,, — M y M3 :=
P, tenemos las siguientes desigualdades

on(P ™Yo (2L, —M)o,(P) < o;(P~ (21,—M)P) < o1(P"Yo;(21,—M)o1(P).

(6.3.14)
Observamos que o;(P~(zI, — M)P) = 0;(zI, — P"'MP) y, si z ¢ A(M) =
A(P7YMP), 0j(zI, — P"'MP) > 0y o(zI, — M) > 0, para todo j €
{1,...,n}. Finalmente, podemos definir las siguientes constantes no negati-
vas § := 0,(P Yo, (P) y A := o1(P~1)o1(P). Por lo tanto, si dividimos por
0j(zI,— M) en (6.3.14) y tomamos en cuenta lo dicho en este parrafo, podemos
asegurar que

(P~Y(2I, — M)P
3450, tq o< B ) <A, Vre B'(x,d).

oj(zl, — M) -

Podemos expresar lo anterior mediante la notacién de Hardy, de la siguiente
forma

oj(zI, — P"*MP) < 0;(21, — M), z = 2.
O

Lema 6.3.3. Sean L € C1%? y zg € C tal que z9 ¢ A(L). Entonces, para
j = 1’ A "q7
o0j(zly— L) =<1, z — 2.

DEMOSTRACION.
Calculamos el limite de los valores singulares o;(zI; — L), j € {1,...,q},
cuando z — zp; por ser funciones continuas en la variable z, tenemos

lim o;(zI, — L) = 0(z0l, — L) € RT.

zZ—r20

Tomando en cuenta lo dicho en la Observacion 6.2.3, podemos asegurar que
0j(zly — L) < 0(zly — L), z— z.

Como zy ¢ A(L), podemos considerar que tiene asociado un bloque de Jordan
de tamano 0. Esto implica que, en la notacién de Hardy,

Vie{l,....q}, oj(zI,—L)=<1, z— 2.

O
Una vez enunciados estos lemas, podemos probar el resultado siguiente.

Lema 6.3.4. Sean J la forma de Jordan de una matriz M € C*"*", zg € C
y ke {1,...,n}. Entonces, el nimero de bloques de Jordan en J con tamano
k X k correspondientes al autovalor zy, contando repeticiones, es igual al numero
de subindices j € {1,...,n} tales que o;(zI, — M) < |z — 2|, cuando z — z.
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DEMOSTRACION.

Si zg & A(M), utilizando el Lema 6.3.3, 0(z1, — M) < 1, cuando z — 2.
Con lo cual, no existe j € {1,...,n} tal que o;(2I, — M) =< |2z — 20|*, cuando
Z — 20.

Por el contrario, si zg € A(M), segtin el Lema 6.3.2 se tiene que para j €

{1,...,n},

oj(zl, — M) < o0j(zI, —J), cuando z — 2.

Sea J = Jy@® J; la descomposicién en suma directa de J, donde Jy € Cmo*"o
es la suma directa de los ¢ bloques de Jordan asociados a zg, con zg € A(J7).
Cuando z estd suficientemente cerca de zy, los t dltimos valores singulares de
zI, — J son justamente los valores singulares infinitesimales de zI,, — Jo. Asi,

Vie{n—t+1,...,n}, lim o;(zL,—J)=0.
zZ—20
Elvalorde j € {n—t+1,...,n} tal que el orden del infinitésimo correspondiente
a 0j(zl, —J), cuando z — 2o, es k es igual al nimero de bloques de Jordan en J
de orden k x k asociados a z. Para j € {1,...,n—t}, se tiene 0;(2I, — J) < 1,
cuando z — zg. [l

Observacion 6.3.5. En Jj, para cada bloque de Jordan de orden k x k asociado
al valor propio zg, se satisface

VjE{l,...,k’—l}, O'j(ZInO—Jo)Xl,

y o2l — Jo) < |2 — 2|*. Por otro lado, en Jy, para cada bloque de Jordan
de orden k x k no asociado a zg, se tiene

Vj€{17...,k}7 Uj(ZInl _Jl)X]"

A continuacion probaremos el Teorema 6.1.1.
DEMOSTRACION.

Primero observaremos que ambas matrices tienen el mismo espectro. En
efecto, una caracterizacién de los valores propios de una matriz M € C"*" a
través de sus valores singulares es la siguiente:

z0 € AM(M) <= op(20l, — M) =0. (6.3.15)

Como por hipétesis se satisface que oy, (21, — A) = o,(2I, — B), ¥z € C, se
tiene que A(A) = A(B) = {A1,..., A}
Por otro lado, como o;(zI, — A) = 0;(zI,, — B) para cualquier z € C y
Jj € {1,...,n}, se tiene que para cada k € {1,...,n} y \; € A(A) el valor de
je{l...,n} tal que oj(zI, — A) < |z — z|*, cuando z — \;, es igual al valor
de j € {1...,n} tal que 0;(zI,, — B) < |z — 2|*, cuando z — \;. Asi, por el
Lema (6.3.4), el numero de bloques de Jordan de tamaiflo k x k asociados a \;
en las formas de Jordan de A y B, respectivamente, es el mismo. Como eso se
verifica para todo A\; € A(A) = A(B), deducimos que A = B.
(]
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En la prueba del teorema principal de este capitulo utilizaremos los factores
invariantes, los divisores elementales y las particiones asociadas a cada valor
propio A;,i = 1,...,p, que conforman la caracteristica de Segre de una matriz
M e C™ ™ Vamos a recordar la relacién existente entre ellos. Sean los divisores
elementales asociados a un valor propio \;

(/\ - /\i)nﬂv ()\ - )\i)mz, R (/\ — /\i)"”i,

siendo n;1 > nia > -+ > ny, > 0. A partir de esa sucesion de exponentes
podemos construir la particién de Segre correspondiente a cada valor propio \;,

S()\u M) = (nil, N2y ... ,nm,(), - )
Utilizaremos la siguiente notacién para facilitar la escritura de las expresiones.
8()\1', M) = (81<)\i, M), 82()\1‘, M), ey Sti()\i; M), ey 5n<)\i7 M))

Los factores invariantes, construidos a partir de los divisores elementales, se
pueden expresar del modo siguiente:

faN) = (X — )\1)51(A1,M) (A = Ah)sl(AmM) (A = ,\p)a(Ap,M)
fnoi(N) = (A= )\1)52(/\1:M) (A= Ah)52(>\haM) (A = )\p)sz(ApM)

i) =0\— )\1)5n—j+1()\1,M) - )\h)sn—j+1(>\h1M) (A= /\p)sn—j+1(>\p=M)

F1O) = (A= A5 QuM) 00— X\ )3 O M) () — \)sn Qe M)
Teorema 6.3.6. Sean A € C"*" y B € C™*™. Supongamos que n > m y que

9N 1gita (M) [+ [ gm—1(A) | gm (X)

sean los factores invariantes no triviales de B. Supongamos que para todo z € C
yk=1,...,m—1i+1 se satisface que

On—k+1(zIn — A) = opp—g+1(2L, — B). (6.3.16)
Entonces los ultimos m — i+ 1 factores invariantes de A,

SremiO) | fnempit Q) [+ [ faea (A) [ fn(X) (6.3.17)

son no triviales y satisfacen que

fn()‘) = gm(/\)a fn—l()‘) = gm—l()‘)v B fn—m-&-i()‘) = gi(/\)- (6-3-18)
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DEMOSTRACION.
Primero veremos que ambas matrices tienen el mismo espectro. En efecto,
por hipétesis se tiene que

A% (A)={2€Clon(2, — A) <e} = {2 € Clon(zl, — B) <e} = AL (B)
y, por otro lado, tenemos que

lfm A%,
e—0t ?

(4) = A(A), lim AZ,(B) = A(B),

e—0t

respecto de la distancia Hausdorff. Por lo tanto, podemos concluir que A(A) =
AB) ={ 1,...., 0}

A continuacién, tenemos que probar las igualdades entre los factores inva-
riantes de las matrices A y B, expresadas en (6.3.18), lo cual es equivalente a
probar que las caracteristicas de Segre correspondientes a cada valor propio en

las matrices A y B son las mismas para h=1,...,pyk=1,... m—i+1, es
decir,
Sk(/\h,A) = Sk()\h,B). (6319)
Por el Lema 6.3.4, si z = Ap, h =1...,p, se tiene que
Onki1(2ln = A) < [z = MO g g (20, — B) < |z = MO0,
(6.3.20)
para k=1,...,m — ¢+ 1. De donde se puede deducir que, si z — Ap,

|Z _ )\h|8k()\h,A) ~ |Z _ )\h|8k()\h,B)7

pero por la Observacién 6.2.2 se tiene que si(Ap, A) = s (A, B), k=1...,m—
i+ 1. Con lo cual, se tiene (6.3.18).
[l
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Capitulo 7

Fronteras de los
pseudoespectros

7.1. Resultados principales

La frontera del pseudoespectro ordinario de una matriz A € C"*™ de nivel
¢ estd contenida en la frontera del pseudoespectro estricto, Véase [3, p. 280,
Observacién 3.2]. En este capitulo demostraremos que, en general, no son igua-
les. Un problema equivalente es determinar si la funcién hq(z) = o, (2, — A)
puede tener maximos locales. La respuesta es afirmativa, de hecho probaremos
que zg € OAL(A) N OA(A) si y s6lo si hy tiene un maximo local en zp.

Una pregunta que aparece de forma natural es ;Cémo puede ser el conjunto
OAL(A)\OA:(A)? Para tratar de responder a esta cuestién, introduciremos la
nocién de conjunto semialgebraico. Citemos que, tanto el pseudoespectro ordi-
nario de una matriz A de nivel € como su frontera son conjuntos semialgebraicos,
véase [44]. Probaremos que dicha propiedad también se cumple para el pseu-
doespectro estricto. La Figura 7.1 que representa pseudoespectros hendidos de
una matriz 3 x 3 que sélo tiene un valor propio preludia la aparicién de puntos
aislados y puntos crunodos en la frontera de algunos pseudoespectros.

Recapitulando, los teoremas principales de este capitulo son los siguientes.

Teorema 7.1.1. Para todo € > 0, los conjuntos AL(A) y OAL(A) son semialge-
braicos, de C o de R2.

Teorema 7.1.2. Dado un conjunto finito de puntos P de C, se satisface que:
1. existen un g > 0 y una matriz Ag € C"*" tales que
PC 8A/50(A0)\5A50 (Ao),
siendo cada zo € P un punto aislado de OA. (Ao).

2. Para cada zy € P, la funcion z — o,(zI, — Ag) tiene un mdzimo local
estricto en zg.

83
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Figura 7.1: Pseudoespectros hendidos.

Por simplificacién, vamos a introducir unas notaciones. Dada A € C*"*" y
z € C, denotaremos por
A(z) :=zl, — A.

Si identificamos z = z + yi, con (z,y) € R?, la notacién anterior puede reescri-
birse de la forma
A(z,y) = (z+yi) I, — A.

Observemos que con estas notaciones, se tiene hy(z) = 0, (A(2)) y hi(z,y) :=
on(A(z,y)).

7.2. Conjuntos semialgebraicos. Funciones semi-
algebraicas

En esta seccion vamos a presentar los conceptos de conjunto semialgebraico
y funcién semialgebraica, (véanse [13] y [44]).

Sea E un conjunto. Denotemos por P(E) el conjunto de las partes o sub-
conjuntos de E. Se llama algebra de Boole de subconjuntos de F a todo
conjunto no vacio B C P(E) tal que

= Si A, B € B, entonces AU B € B;

= Si A € B, entonces A € B. Recordemos que A° denota el conjunto com-
plementario de A respecto de FE.

Dado un conjunto § C P(F), se llama dlgebra de Boole generada por
G a la interseccién de todas las algebras de Boole que contienen a G.
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Definicién 7.2.1. Un subconjunto semialgebraico de R” es un elemento del
algebra de Boole de subconjuntos de R™ que esta engendrada por los conjuntos

{(x1,...,2n) €ER™ : p(a1,...,2,) >0}, peR[Xy,...,Xn],

donde R[X7, ..., X,] denota el anillo de polinomios reales en las variables X7, . ..
Se sigue inmediatamente de la definicién que los conjuntos
{(@1,..., @) €R™ 1 p(z1,...,20) <O},
{(931, ,In)eRn : p(mla"'vxn)>0}7
{(@1,... 2n) €R™ : p(a1,...,20) = O},
{(z1,...,zn) ER™ ¢ play,...,2,) <0},
{(@1,...,2n) €R™ 1 p(z1,...,20) =0},
{(z1,...,2n) ER™ ¢ p(x1,...,25,) # 0},
con p € R[X}, ..., X,] son semialgebraicos. Se ve facilmente que un subconjunto

S de R™ es semialgebraico si y s6lo si S es una unién finita de conjuntos de la
forma

{zx €eR": p1(z) =0,...,p.(x) =0,q1(x) >0,...,qs(x) > 0}, (7.2.1)

con P1, ..y Dryqiy---5qs € R[X1, ..., X,

Observacién 7.2.2. El conjunto (7.2.1) es unién finita de conjuntos de la forma
{zr eR" : p(z) =0,q1(z) > 0,...,qx(z) > 0}

donde p € R[X3,...,X,] es irreducible. Si § C R® y M C R™ son semialge-
braicos, entonces S x M C R" x R™ es semialgebraico.

Observacion 7.2.3. La Definicién 7.2.1 se puede extender a subconjuntos C”,
identificando C™ con R2?". Asi, dado un conjunto S C C", identificamos cada
elemento s € S por el par (w,f), con w,f € R™, siendo s = w + ¢i. Por lo
tanto, podemos suponer que S es un subconjunto de R?". Asi, por la Defini-
cién 7.2.1, diremos que S es semialgebraico, de C" o R*" indistintamente, si
existen polinomios p;,q € R[Wy,..., Wy, Lq,..., L], tales que

k
S = U{(w,ﬁ) eR" xR" : pj(w, L) :0,qu(w,€) >0,l=1,...,r;}.

Jj=1

Definicién 7.2.4. Dados dos conjuntos semialgebraicos no vacios S; C R™, i =
1,2, una funcién f : S§ — S se dice semialgebraica si su grafo es un conjunto
semialgebraico de R™t x R"2 = Rm+nz,

Definicién 7.2.5. Sea R := RU {—00,00}. Sea S un conjunto semialgebraico
de R"™. Se dice que una funcién f : S — R es semialgebraica si los conjuntos
f71(—00) y f~1(o0) son semialgebraicos y la restricciéon f’s\ffl({foo,oo}) es una
funcién semialgebraica.

7Xn~
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Definicién 7.2.6. Un conjunto M C R? es una subvariedad real analitica
unidimensional si para todo p € M existen un abierto U C R y una funcién
real analftica f : U — R? que transforma abiertos de U en abiertos (con la
topologia relativa) de M y ademés

peflU) v  rwgDfwl=1 Vuel,
donde D f(u) denota la diferencial de f en w.

Por tanto, de la definicién se sigue que M es localmente parametrizable. Una
parametrizacién viene dada por las dos componentes de la funcién f. En el lema
siguiente se presentan algunas propiedades de los conjuntos semialgebraicos y
de las funciones semialgebraicas.

Lema 7.2.7. [Bochnak et al., Karow]

(a) La composicion de funciones semialgebraicas es semialgebraica.

(b) Sea [ : S — Sy semialgebraica. Supongamos que A C S; y B C Sy son
conjuntos semialgebraicos. Entonces f(A) y f~1(B) son conjuntos semial-
gebraicos.

(¢c) Para k =1,2,... la funcidn o : C"*™ — [0,00) es semialgebraica. Asimis-
mo, el conjunto A:(A) es semialgebraico.

(d) La frontera de un conjunto semialgebraico es un conjunto semialgebraico.

(e) Si S C R? es un conjunto semialgebraico no vacio, su frontera S puede
descomponerse en la union disjunta

98 = MUQ,

donde M es el conjunto vacio o una subvariedad analitica de R?, unidimen-
sional, formada por un nimero finito de componentes conexas y Q es un
conjunto finito o el conjunto vacio.

(f) Sea f: S x M —= R una funcidn semialgebraica. Entonces las funciones

fi,f2:8 =R, fi(z) = Jnf, f(x,y), f2(x) == sup f(z,y)
)

son semialgebraicas.

DEMOSTRACION.

Las partes (a) y (b) estdn en Proposicién 2.2.6 y 2.2.7 de [13]. Los apartados
(c), (d) y (e) estan en Corolario 3.1.22, Proposicién 3.1.8, Proposicién 3.1.9 y
Corolario 3.1.10 de [44].

O
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7.3. Resultados auxiliares

Comenzamos esta seccién introduciendo algunas propiedades de las fronteras
de los pseudoespectros.

Proposicién 7.3.1. Sea A € C"*" y e > 0. Entonces
(a) OAL(A) ={z € C: hi(z) =¢€}.
(b) OA(A) C OAL(A).

DEMOSTRACION.
(a) Sea zyp € OAL(A), entonces aplicando (2.1.3) y la Proposicién 2.2.4 (f),
resulta

20 € AQ(A) C AE(A) = hl(Z()) <eg,
- = h (Zo) = €.

20 € (Aé(A))C = hy (2’0) >¢€
Reciprocamente, sea zo tal que hi(z9) = e. Si 29 & OAL(A), entonces zy €
(AL(A))c. Luego existe un § > 0 tal que el disco D = D(zp, ) satisface D N
AL(A) = ¢y, por lo tanto, D C (AL(A))°. En estas condiciones, Vz € D se tiene
que hi(z) > ¢ = hi(zp). Luego, por la Proposicién 2.2.4 (e), zp es un minimo
local de hy, es decir, zo € A(A) y hi1(z0) = 0, lo que es absurdo.

_ (b) Observemos en primer lugar que para todo X C C se cumple X =
XUOX. Ahora, por la Proposicién 2.2.4 (a)(f), como A.(A) es cerradoy AL(A) =
A (A), resulta que

o
—

A-(4) UaAE(A) = AE(A

I
=
—
=

AL(A)UOAL(A) = AL(A

I
=
2.
&

Por lo tanto,

o

A(A)UOA(A) = AL(A)UOAL(A).
Luego, por la Proposicién 2.2.4 (b), tenemos que AL(A) C A.(A), entonces

A;EA) C AL(A) = OA(A) OAL(A).

Como consecuencia, tenemos el corolario siguiente:
Corolario 7.3.2. Son equivalentes:
1. OA(A) C OAL(A).

o
—

2. AL(A) € A-(A).

El siguiente resultado es clave para demostrar el Teorema 7.1.2.
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Teorema 7.3.3. Dado ¢, sea zg € OAL (A). Entonces

1. zy es un punto aislado de OAL (A) si y sélo si la funcion hy alcanza un
mdximo local estricto en zq.

2. Siz es un punto aislado de OAL (A), entonces 2o & O\, (A). Por lo tanto,
si ON, (A) tiene puntos aislados, se cumple que OA;,(A) S OAL (A).

8. zo € OAL (A) N\ OA, (A) siy sélo sila funcion hy alcanza un mdximo local
en zg.

DEMOSTRACION.

(1) Supongamos que zp es un punto aislado de JAL (A). Entonces existe un
disco abierto D := D(zp,d), con § > 0, de modo que Vz € B = D\{zp} se
cumple hq(z) # 9. Veremos que h1(z) > e, Vz € B/, 0 h1(z) < g9, Vz € B'.

Supongamos lo contrario. Sean 21,20 € B’ tal que hy(21) < g9 < h1(22). Sea
~(t) una curva continua en [0, 1], con ¥(0) = z1,7(1) = 29, tal que (t) € B,
Vt € [0, 1]. Como hy(y(t)) es continua en [0, 1], por el Teorema de Bolzano existe
un z3 € B’ tal que hi(z3) = €g. Lo cual es absurdo.

Si fuera hi(z) > g9, Vz € B', tendriamos que zy serfa un minimo local de
hi. Por lo tanto, por la Proposicién 2.2.4 (e), zo seria un valor propio de A, es
decir, g9 = 0, lo cual es absurdo. Esto implica que h;(z) < g, Vz € B, es decir,
h1 tiene un méximo estricto local en zy. El reciproco es inmediato.

(2) Como 2 es aislado en JAL (A), utilizando el apartado (1), se tiene que
existe un § > 0 de manera que Vz € D’ se cumple hi(z) < 9. Luego D N
(A (A))¢ = g. Por lo tanto, zg & 0A.,(A).

(3) Tomamos la notacién introducida en la demostracién de (1). Para probar
este apartado es suficiente notar que

C o h(z0) =0
A/ A AE A 1 7
20 € OA;, (A)\IA, (A) siy s6lo si {Vzellhl(z)ggo'
O

Lema 7.3.4. Dada A € C"™*", para (z,y,c) € R3, con e >0, consideramos

q(z,y,e) = det (A*(:c,y) el

con A(x,y) definida en (2.1.2). Sean g9 > 0 y (xo,y0) un punto aislado de la
curva q(x,y,e0) = 0. Entonces, g9 es un valor singular de A(xo,yo). Ademds,
si €0 = h1(xo,%y0), entonces (xo,yo) es un punto aislado de OAL (A).

DEMOSTRACION.
Por el Lema 1.2.17 se tiene que €y es un valor singular de A(xg,yo) si y
s6lo si q(zo,y0,e0) = 0. Supongamos que hi(zg,yo) = €o. Entonces, por la

Proposicién 7.3.1 (a), se tiene que

(0, y0) € OAL (A) C {(z,y) € R*: q(x,y,20) = 0}.
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Por lo tanto, si (xg,yo) es un punto aislado de la curva ¢(z,y,e9) = 0, también
lo es de OAL (A). O

En la Figura 7.3 podemos ver un ejemplo en el que AL (A) # {(x,y) €
R?: q(x,y,e0) = 0}, mediante la matriz

0 0,1 .
A= (0 1 ) , con gg := 0,6.

Estos hechos son ilustrados por la Figura 7.2 que representa las superficies z =
o1(z,y) y z = oa(z,y), siendo o1(x,y) := o1((z + yi)ls — A) y oo(x,y) =
o2((x +yi)Is — A). La Figura 7.3 muestra las curvas de nivel producidas por la
interseccién de estas dos superficies por el plano horizontal z = 0,6.

A=[0,0.1 50, 1]

Figura 7.2: Superficies z = o1(x,y), 2 = o2(x,y) = h1(z,y).

Recapitulando, llamamos a este fendmeno lo que el lema de Wielandt oculta,
pues no siempre que g(x,y,e) = 0 significa que el punto (z,y) esté necesaria-
mente contenido en la frontera del e-pseudoespectro estricto AL(A) de la matriz
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A. En la prueba del Teorema 7.1.2, utilizaremos las técnicas de Geometria Alge-
braica descritas en el Apéndice A. En concreto, el apartado 11 del Teorema A.5.1.

62((x+yi) | 2—A):O.6

02 01((x+yi)|2—A)=0.6

Figura 7.3: 9AL (A) # {(z,y) € R?: q(z,y,e0) = 0}.

7.4. Prueba de los Teoremas principales

Vamos a dar la prueba de los Teoremas 7.1.1 y 7.1.2.

7.4.1. Prueba del Teorema 7.1.1

Consideremos el diagrama siguiente

RZ i> Cnxn % [0700)

Denotando por
A= (aij + biji):'L,jzl’ Qij, bij eR,
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obtenemos que el grafo de g es

grafo(g) = {(xa yaxij7yij): Tis = T — G, Yis = Y — big,
Tij = —Qij,Yij = *bij,i,j = 1,. . .,Tl,j 7é Z}

Si consideramos el polinomio

P(X,Y, X35, Yi) i= Y (Xis=X+05:)*+ (Y=Y +bii) )+ > (Xij+aiy)*+(Yij+bis)?),
i=1 i,j=1
i
se tiene
grafo(g) = {(m7yax1jvy7,j) P(x7y7$1]7y2]) = 0}

Por lo tanto, de la Definicién 7.2.1 se deduce que grafo(g) es un conjunto se-
mialgebraico, de hecho es algebraico, y por la Definicién 7.2.4, la funcién g es
semialgebraica. Si aplicamos los apartados (c) y (a) del Lema 7.2.7, concluimos
que
hy : R2 — [07 OO)
(,y) = hi(z,y) =0, ((z+yi)l, — A)

es semialgebraica. Por otro lado, como el conjunto [0, ) es semialgebraico, por
el apartado (c) del Lema 7.2.7 deducimos que hy ([0, ¢)) es semialgebraico. Pero

hi'([0,€)) = {(z,y) € R?: ha(z,y) <e}.

Recordando la identificacién de C con R?, por la Proposicién 2.1.2 concluimos
que AL(A) es un conjunto semialgebraico. Finalmente, por el apartado (d) del
Lema 7.2.7, concluimos que OAL(A) es un conjunto semialgebraico. O

Observacion 7.4.1. Todos los resultados obtenidos sobre la semialgebraicidad
de los pseudoespectros ordinario y estricto se pueden extender a los geométricos
de cualquier orden. La demostracién es similar, partiendo de la caracterizacion
de los pseudoespectros geométricos dada en la Proposicién 3.1.2, y usando que
la funcion

On—kt1: C™™ — [0,00)

es una funcién semialgebraica. Véase el apartado (c) del Lema 7.2.7.

Observacién 7.4.2. Igualmente, partiendo de la caracterizacién dada en (3.1.5)
y utilizando el Lema 7.2.7 (f), se demuestra que los pseudoespectros algebraicos
de segundo orden son conjuntos semialgebraicos.

Observacion 7.4.3. Sea A un valor propio semisimple de la matriz A € C™*".
Consideremos las funciones a(e) y §(¢), drea y didmetro de la componente conexa
de A:(A) que contiene al valor propio A, introducidas en el Capitulo 4. Una
conjetura que nos planteamos es la siguiente.

Conjetura 7.4.4. Las funciones §,a: [0,00) — R son semialgebraicas.

El siguiente teorema se prueba en [14, Lema 3.1 (ii)]
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Teorema 7.4.5 (Regla de de 'Hopital inversa). Si f,g: [0,00) — R son fun-
ciones semialgebraicas, f(0) = g(0) = 0, y existe un g9 > 0 tal que ¢'(g) > 0
para € € (0,e9), entonces

/
m T8 _per — o L)
e—0+ g(e) e—0t ¢'(€)

Si la Conjetura 7.4.4 fuera cierta, entonces del Teorema 4.7.2 deducirfamos

que
/ 1
7 = 1tm ) o CE) g, @)
es0t g2 e0+t 2e es0t 2

Asf, la derivada a{ (0) existirfa y serfa igual a 2m¢?. Ya que a/{ (0) = lim._,o+ a”(¢).
Esto nos permitirfa eliminar la hipétesis de la existencia de a/{ (0), en el Teore-
ma 4.7.3.

Como el area de una regién puede ser expresada por medio de una integral
de linea, y tomando en cuenta que una integral paramétrica es derivable con
respecto al pardmetro cuando el integrando lo es, las derivadas da/(¢) y a”(¢)
existen para € > 0 suficientemente pequeno.

7.4.2. Prueba del Teorema 7.1.2

Para la demostracion de este Teorema precisamos de un resultado previo.

Proposicion 7.4.6. Dada la matriz

A=

o O O

1 4
0 1], (7.4.2)
00

se cumple que zg = —1x + 0i es un punto aislado de ON', (A).
o

5

DEMOSTRACION. Dado (z,y) € R?, sigamos las notaciones del Lema 7.3.4; es
decir, sea A(z,y) := (z + yi)Is — A y llamemos

._ els A(f&y))
q(z,y,e) := det (A*(x,y) el .

En primer lugar, pretendemos encontrar los puntos singulares de las curvas de
la familia, de curvas, {q(z,y,€) = 0}.c(0,00)- Es decir, tratamos de encontrar
(x,y,€) € R3 que cumplan el sistema

q(z,y,e) =0, q;(az,yﬁ) =0, q;(wv%g) =0.
Operando, las expresiones del polinomio ¢ y sus derivadas parciales son:
q(z,y,e) =% = 3(2® + 2 + 6)e* + [3(a® +1%)* +18(2” +y) + 8z + 1]e® — (a? +4%)*,

q.(z,y,e) = —62° — 1223y? + 12232 — 6ay* + 122y%c? — 62e* + 3622 + 8<2,
g (z,y,e) = —6y[(a® + y* — &2)? + €.
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Si observamos la derivada parcial de g respecto de y, se tiene que:

(2412 —e2)’ 44 =0 = (2,9,¢) = (0,0,0)
qy(2,y,6) =0= 16
y=0.

Pero, como € > 0, resulta que y = 0. Luego, al ser g, (z,0,¢) = 0, para buscar
los puntos singulares, basta con considerar el sistema

{Q($7 0,e) =0,

7.4.3
q,(x,0,e) = 0. ( )

Buscamos las soluciones (z,£) € R? de este sistema. Para ello consideramos
q(z,0,¢) y ¢.(x,0,€) como polinomios en € con coeficientes en R|x].

q(z,0,e) =%+ (—32% —18)e* 4+ (3a* + 1822 + 8z + 1) e — af
= €% + pa(a)e? + pa(w)e? + po(2),
¢, (x,0,6) = —6we* 4 (122° + 36z + 8) e — 62°
= pa(x)e* + pa(x)e® + po(x).
Sus grados, respecto de ¢, son 6 y 4, respectivamente.
Mediante la resultante de Sylvester, hallaremos los valores de x para los
que estos polinomios tienen raices comunes en €. Véase (C.1.2). Procedamos, la

matriz resultante de Sylvester de ¢(z,0,¢) y ¢, (z,0, ) respecto de € es la matriz
siguiente de orden 10 = 6 + 4:

1 0 pa(x) 0 pofx) O  po(z) O 0 0

0 1 0  pa(z) O  pax) O po(z) O 0

0 0 1 0 pa(z) O  pax) O po(z) O

0 0 0 1 0  pa(z) 0  pa(x) 0  po(x)
u(z) 0 pa(z) 0 folz) O 0 0 0 0

0 palz) 0  pa(z) 0O  Po(z) O 0 0 0

0 0 pal®) 0  pa(z) 0O Po(z) 0 0 0

0 0 0 pule) 0  Pale) O polz) O 0

0 0 0 0 g 0 f) 0 folz) 0

0 0 0 0 0  pa(x) O  pa(z) O polz)

(
El determinante de esta matriz, R(q(x)0,¢),q.(z,0,¢),¢), nos da la resul-
tante de Sylvester de los dos polinomios:

R(q(m7 07 6)7 q;} (x7 07 5\)7 E) =
64210 (216002" 4 151202% + 27812% — 104z — 48)° = 0.

Simplificando, tenemos

64z =0, 21600z* + 1512023 + 278122 — 104z — 48 = 0
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cuyas raices en x son

24 24 15

—2—+22 -24++/22 4

0, (7.4.4)

Sustituimos x = — - en (7.4.3) para hallar las raices comunes de esos polinomios

15
en la variable ¢

o 1366 , 2731 , 4096
- 3 e” — =
75 16875 11390625

8 o 2056 2 2048
5 1125 253125

q(—4/15,0,e) =¢

Q;(_4/157075> =

Las respectivas raices son

1 -1 1 -1 64 —64
157157157 15715 15
1 16 —16 —1
157157 15 7 15°

%, es doble para el polinomio ¢ y simple para
0) es un punto doble de la curva ¢(z,y, %5) =0y,

Como se puede observar la raiz
q.; es decir, el punto (—%,
ademas,

4 1\? < 4 1) ( 4 1)
1 - 7 _ 1 - . 1 o 7 .
qu( 5% 15) Gz \~75 0 75 ) v \ " 150 15) <0

por lo tanto, en virtud del Apartado IT del Teorema A.5.1, (—%, O) es un punto

aislado de la curva ¢(z,y,1/15) = 0. Para finalizar la prueba de la Proposicién

debemos probar que 1z es el menor valor singular de la matriz 7%1’3 — A,

como indica el Lema 7.3.4. Los valores singulares de —%Ig — A son las raices
cuadradas positivas de los ceros del polinomio
4 4 1366 2731 4096
A) =det\z—(——I3—A) (——=I3—A)] = \>— 2 —
P = detAls = (=g 5= A) (=5 5 =A)] 75 © 16875 11390625’

que son
(5 (&) (5)
15/ 7’ 15/ 7 15/ °
Por lo tanto, h1(—4/15) = o3 (—513 — A) = 1/15. Volviendo a aplicar el Le-
ma 7.3.4, deducimos que —4/15 + 0i es un punto aislado de 9A’; (A). O
15

La Figura 7.4 representa la frontera del pseudoespectro estricto de la matriz
A de nivel £ = 1/15. Obsérvese que el punto (—4/15,0) es un punto aislado.
Analizamos a continuacion las otras raices en (7.4.4) para el polinomio g.

1. Punto (—%, O).
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Figura 7.4: Punto aislado (—4/15,0).

Sustituimos ¢ = — 22}{5 en (7.4.3) para hallar las raices comunes de esos

polinomios en la variable

(_2+\/22 0 e) _ 6 _ 17414223 4 | 31037-5708v22 2 _ 5620+1100V/22

q 24 = 96 6912 23887872
=0

/(2422 _ 244/22 _4 | 2810-881v/22 _2 | 1658436122 _

G ( 24 ’078) =5t 576 e+ e =0

[\
-+
ﬁ
[ V)

Las raices de ¢ (— >4 ,0,5) son

A+V 422
tvas V2655 + 566/22,
1 24
14V 422
tvee /2655 + 566v/22,
1 91
1+V 422
- +4 + = 2655 + 56622,

1+VB 422
_ +4 — S 2655+ 566v/22,

25 n 11 25 11
12 24 12 24

22.
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Las raices de ¢, (—2+2V422 ,0, E) son

71 701
— V22, - - V22
28V T ’

8
25 11 25 11
uV¥ 5 V2

Como se puede observar, la raiz —% +35 \/ 2 es simple para los polinomios

q v q,; es decir, el punto (—%,O) es un punto doble de la curva

q(m,y,—%—l—% 22) = 0.

. Punto (%,0).

Sustituimos z = =232 en (7.4.3) para hallar las raices comunes de esos
polinomios en la variable &
(72+\/22 0 5) — 0 1Tl 2\/ 2.4 | 31037T45708V22 2 _ 5620-1190v/22
q 24 - 27648 23887872
=0
r( =244/22 _ 2+\/ o4 4 2810 881\/ £2 4 1658+361v/22
Qy ( 24 ,0,5) = + + e = 0

Las raices de q( 2+\ﬁ ,0 5) son

A3 A432
_ 2 VE2 o655 + 5664/22,
1 21
133 4+32
+ 2 V22 o655 + 566122,
1 24
A3 4433
- + 2T V22 o655 + 566v/22,
1 21
133 A4+32
S *2 V2655 + 566v22,

25 11 25 11 —

Las raices de ¢/, (’2;7;/5, 0, 5) son
7 1 7 1
S R 7
12 TV g gV
11

11
— \/ 22.
12 + 24

Como se puede observar, la raiz % + %\/ 22 es simple para los polinomios

qy q,; es decir, el punto (_242“74‘/@,0) es un punto doble de la curva
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q (x, Y, % + % 22) = 0. Es preciso observar que ese punto no pertenece a

la 6A%+%m(14). En efecto, se tiene que 01(’2;72/5[3—14) =24+ 5V22.

3. Punto (0,0).

Sustituimos = 0 en (7.4.3) para hallar las raices comunes de esos poli-
nomios en la variable €

q(0,0,e) =¢eb—18*4+£2=0
¢, (0,0,6) =82 =0.
Las raices de ¢ (0,0, ¢) son
0, 0, =2+ /5,
—2-+5,2+5, 2— 5.

Las raices de ¢}, (0,0,¢) son
0, 0.

Como se puede observar, la raiz 0 es doble para los polinomios q y ¢.;
es decir, el punto (0,0) es un punto singular (pero no doble) de la curva
q(r,y,0) = — (2% + y?)3 = 0. Claro que esto simplemente confirma que
z = 0 es el valor propio de 4; por lo que 03(0/3 — A) = 03(A) = 0. Cosa
también sabida pues rg A = 2.

A continuaciéon veremos en las Figuras 7.5,7.6 y 7.7 una ilustracién
de las ideas que venimos desarrollando.

=

Figura 7.5: e-pseudoespectros con € bajo.
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Figura 7.6: Curva de nivel de hy(z,y) = os((z + yi)Is — A) que contiene un
punto de ensilladura.

Figura 7.7: Méximo relativo de hy(z,y) = o3((z + yi)I3 — A).
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Una vez visto este resultado, vamos a demostrar a continuacién el Teore-
ma 7.1.2
DEMOSTRACION.

Para simplificar la notacion, vamos a definir

4 1
=—— = 7.4.5
T T s (7:45)
Sea P :={z1,..., 2} C C. Tomando la matriz dada en (7.4.2), denotamos por
L § ~
0= 1 1§1;’1§11;Sk ‘Zp - Zq|7 Y= m, Ep = YeE1 = T5 (746)

Aplicando el Lema 2.2.2, para p = 1,2, ...,k resulta

A/so (vA+ (Zp —ywo)l3) = —ywo + 7A€0/|’Y| (4) (7.4.7)

—ywo +vAL (A).
Por la Proposicién 7.4.6 deducimos que z, es un punto aislado de 9AL (vA +

(zp — ywo)Is).
De otro lado, por la Proposicién 2.2.4 (a), de (7.4.7) resulta

AL (VA + (2p — ywo)I3) = 2, — ywo + vAL (A)
C zp —ywo +vD(0,e1 + [|A]]) = D(zp — ywo, 9). (7.4.8)
Si definimos
Ag = diag(yA + (zp — ywo)I3)5_1,

y utilizamos el apartado (g) de la Proposicién 2.2.4 y la expresion (7.4.8), resulta

U ALy (YA + (2p — ywo)l3) C — Ywo, §).

qu

Para finalizar la prueba del apartado (a), observemos que z, € D(z,—ywo, d).
Ademés, esos discos son disjuntos dos a dos, por lo tanto, z;, es un punto aislado
de AL, (Ao). El apartado (b) se deduce del apartado (a) del Teorema 7.3.3. O

Observacion 7.4.7. En la demostracién del Teorema 7.1.2 hemos probado que
cada punto del conjunto P estd en la frontera de una componente conexa distinta
del pseudoespectro estricto AL (Ap). La cuestién que surge es: dado un conjunto
finito de niimeros complejos P, jexiste una matriz A de modo que para algin
o se cumple que cada z € P es un punto aislado de AL (Ap), y ademds el
conjunto P estd contenido en la frontera de una misma componente conexa de
AL, (Ap)? La respuesta es afirmativa como demostramos a continuacién.
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Sea la matriz Ay y consideremos las notaciones de la demostracién del Teore-
ma 7.1.2. Ademds, denotamos por dist(A4, B) la distancia entre los subconjuntos
Ay B de C, que se define como

dist(4,B) := inf |z —w|.
(z,w)EAXB
En el caso de que los conjuntos A y B sean compactos (cerrados y acotados),
el infimo se puede sustituir por el minimo. Dados z,,z; € P, consideremos un

camino formado por un nimero finito de arcos I'yq que una los puntos z, y zq,
y tales que

U D(z,e0) | N D(z, — ywo,d) = o

2€lpq

para r # p,q, de modo que podamos conectar cualquier par de puntos de dos
discos distintos. Esto es posible ya que, como ||A| = 2 + /5, se tiene

__15v%——31§

=0 164

y ademds, para p # g se cumple
dist(D(z, — ywo, ), D(zq — ywo, d)) = |zp — 24| — 20 > 24.

Sea el arco I'p, que une los puntos z, y z4. Como ambos puntos son aislados para
AL, (Ap), existen dos discos D(zp,1) y D(24,7), de modo que estan contenidos
en A, (Ao). Elegimos un conjunto finito de puntos del arco 7,q:

{’U}l,ﬂ]g, cee 7wm}7
tales que

|w, — ws| < 2,

lzp —wi| < |zp —wr|, 7>1,

|2g — Wi | < |2q —wy|, T <m,

zp & D(wi,e0), 2q & D(wm,€0),

D(me) N D(wlﬂfo) # 9, D(Zqﬂ?) N D(wmﬁo) # 0

Es inmediato comprobar que los puntos del conjunto P son aislados para la
frontera del pseudoespectro estricto de nivel €9 de la matriz

Al = dia'g(A()uwtha ) 7w’m)'

Ademds, z,, z, estdn en la frontera de una componente conexa de AL (A1).
Repitiendo el razonamiento, podemos construir en un nimero finito de pasos
una matriz A, tal que el conjunto P esté contenido en la frontera de alguna
componente conexa de AL (A).

Hemos probado que una matriz puede tener un nimero finito de puntos ais-
lados para la frontera del pseudoespectro estricto, y todos esos puntos estan en
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una misma componente conexa. Sin embargo, podemos preguntarnos si puede
haber dos puntos aislados en la frontera de una componente conexa del pseudo-
espectro estricto, que contiene sélo un valor propio. La respuesta es afirmativa.
En efecto, si tomamos la siguiente matriz

[\~

0

o O OO
OO O
O O = o

4
1 ’
0

repitiendo la demostracién de la Proposicién 7.4.6, se comprueba que los puntos

4
— =+ —4\/51
95

19
son aislados del pseudoespectro estricto de nivel € = %. Sea q(z,y,¢) el po-
linomio det(e?ly — ((z — yi)ly — A*)((x + yi)I4 — A)). En la Figura 7.8 estd

representada la curva algebraica real q(x,y, /5 /95) = 0 en color azul; en color

verde aparecen los puntos dobles aislados ( —%, i%), son acnodos, y forman

parte de esta curva. En la Figura 7.9 podemos ver la grafica de la superficie
z = hi(z,y) = 04((30 + yi)ly — A), donde aparecen dos méaximos relativos de

esta funcién en los puntos (—15, j:49—\é3).

5
+455).

Figura 7.8: Puntos acnodos (—%,
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0.04
0034
onz-

om

] = o
06

45
+595)-

Figura 7.9: Mdximos relativos de hy en los puntos (—14—9,

Observacién 7.4.8. Hemos probado que 9A.(A) C JAL(A), y ademds pueden
diferir en un conjunto finito de puntos, en algtin caso. La pregunta que surge es:
ipueden diferir ambos conjuntos en un nimero infinito de puntos?

Supongamos que OAL(A) \ OA.(A) tiene infinitos puntos. Entonces una de
las componentes conexas de JAL(A), que denotamos por C, tiene infinitos puntos
que no estdn en OA, (A). Denotemos a ese conjunto por X' := CN(IA(A))°. Si X
tiene infinitos puntos aislados (respecto al mismo conjunto) entonces CNIA.(A)
tiene infinitas componentes conexas, lo que es absurdo. Luego, X no tiene in-
finitos puntos aislados, es decir es a lo sumo una unién finita de subvariedades
reales analiticas 1—dimensionales de R2.

Luego, los conjuntos dA.(A) y OAL(A) difieren a lo sumo en un conjunto
finito de puntos y en una subvariedad real analitica 1—dimensional de R?, con
un ndmero finito de componentes conexas.

Concluimos esta seccién probando que las funciones h; y ho coinciden en los
maximos locales de hj.

Proposicién 7.4.9. Sea A € C"*". Supongamos que la funcion hy tiene un
mdzimo local en zg. Entonces,

ha(z0) = h1(20)-
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos considerar zg = 0. Deno-
temos por og := hy(0) > 0.

Vamos a suponer en primer lugar que el valor singular oy de A(0) es simple.
Sea (u,v) un par de vectores singulares de A(0) asociado a og. Identificando
z con (x,y) € R?, existe un § > 0 tal que hy es una funcién real analitica en
D((0,0),0), véase [70]. Ademds

hi(x,y) = 0o + Re(—u*v)x + Im(—u*v)y + O(z* + y?)

cuando (z,y) — (0,0). Por ser hy una funcién real analitica y tener un méximo
local en (0,0), sus derivadas parciales de primer orden se anulan en ese punto,
por lo tanto, u*v = 0. Segin [54], se tiene que la matriz A(0) — cuv*, que dista
de A(0) exactamente og, tiene a cero como valor propio multiple. Con lo cual,
por el Teorema 3.1.4, resulta

o0 > h(0) = tZ‘ég(UQn—l <Aé0) i{&) > Oop—1 (Aé()) A?O)) = 0y.

Supongamos ahora que og sea un valor singular multiple de A(0). Para este
caso, resulta o,_1(A(0)) = g¢. Pero como

O'nfl(A(O)) 2 O02n—1 (AéO) A)((Vo)) )

para cualquier matriz X € C™*", entonces

og = O'n_l(A(O)) Z hQ(O) 2 agg-
]

Observacion 7.4.10. Por el Teorema 3.1.4, si h; tiene un méaximo local en z,
entonces hi(zp) es la distancia de A al conjunto de matrices que tienen a zy
como valor propio multiple.

Observacion 7.4.11. Notemos que la misma propiedad de la Proposicién 7.4.9
la cumplen los puntos de colisién de dos componentes conexas, como se ha
probado en la Proposicion 3.3.1. De hecho, las funciones h; y ho alcanzan el
mismo valor en los puntos de OAL(A) que son puntos singulares de la curva
algebraica real ¢(x,y,e) = 0, donde ¢(z,y,¢) es el polinomio de Wielandt de la
matriz A correspondiente al valor £ > 0.

7.5. Corroboraciéon mediante derivadas

En la Subseccién 7.4.2 hemos obtenido cuatro pares (z,y) con sus corres-
pondientes €, soluciones del sistema (7.4.3). Uno de ellos es un punto singular
aislado de la curva algebraica real q(x,y, 7s) = 0 (que contiene a 8A’1/15(A)), y
que ha sido 1til en la demostracién del Teorema 7.1.2. En esta seccidn, el objeti-
vo es analizar los otros puntos, para ello utilizaremos el resultado siguiente, que
es una adaptacién de [53, Teorema 8, p. 161] y [53, Teorema 11, p. 166] sobre
las derivadas parciales de un valor singular.
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Teorema 7.5.1. Sean una matriz A € C"*"™ y gy un valor singular simple
positivo de A. Sean (p,q) un par de vectores singulares unitarios de A para oy.

Sean
—_ (o0ln —A) _ (p) 2nx1
Y'_(—A* ool ) w = 7 eC .
Dado un (z,y) € R?, consideramos las funciones

A =@ rih— A B = (g0 4GY).

Entonces, existen un § > 0, un entorno del origen D = D((0,0),d) y una
funcion real analitica f en D tal que

1. £(0,0) = oo,
2. para todo (x,y) € D, f(z,y) es un valor singular de A(x,y), y

3.
£2(0,0) = 2w*B,(0,0)w,  f}(0,0) = 2w*B;(0,0)w,
7:(0,0) = w*B,(0,0)YTB(0,0)w,  f,(0,0) = w*By(0,0)Y B} (0,0)w,
7,(0,0) = 5 (w*B(0,0)Y 1B (0,0)w + w*B;,(0,0)Y B, (0,0)w) .
Caso: 9 = —7%2\4{5.

La matriz correspondiente es

24422 1 _4
24
_ 24+1/22
A(‘Tlao) - 0 — +24 2—122
0 0 *2”4
El nimero e = % V22 o5 el menor valor singular de A(x1,0). Si considera-

mos la descomposicién en valores singulares de la matriz A(z1,0) y aplicamos
el Teorema 7.5.1, tenemos

w— <77+\/ﬁ 2422 5422 5+v22 2422 77+\/22>T
—\" 12 12 12 12 0 12 0 12 :

Por otro lado, la matriz YT se puede escribir como

vi— M N
NT Q )
donde
2441522 739 33503v22 | 29053 _121339v22 6479
228096 1296 57024 10368 223096 2592
33593v/22 | 29053  _ 341621v22 _ 18505  142751v22 , 121729
M = 57024 10368 114048 1296 57024 10368 ,
_121330V22 _ 6479  142751V22 | 121729  _ 325027v22 _ 562

228096 2592 57024 10368 228096 81
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137861v/22 | 7345 _ 3898322 _ 33155 34337+/22 4+ 989
228096 2592 57024 10368 228096 1296
_ 16252922 _ 138623 39796322 4 21239 _ 3898322 _ 33155
N = 57024 10368 114048 1296 57024 10368 ,
390233v22 | 650 16252922 138623 137861122 4 7345
228096 57024 10368 228096 2592
_325027v22 _ 562 142751v23 | 121729 _121339v22 _ 6479
228096 81 57024 10368 228096 2592
14275122 4 121729 341621v/22 _ 18505  33593v22 , 20053
Q= 57024 10368 114048 1296 57024 10368
_121339v/22 _ 6479 14275122 121729 _24415v22 _ 1739
228096 2592 57024 10368 228096 1296

Utilizando el apartado (3) del Teorema 7.5.1, se tiene que

[2(0,0) = £,(0,0) = £7,(0,0) =0,
7 (0,0) = 44+13\F7 7 (0,0) = _616+:1))§8\/ﬁ.
Lo cual prueba que la funcién h tiene un punto de ensilladura en (x4, 0).

. — —2+v22
Caso: r3 == .
La matriz correspondiente es

—2+v22 1 4
24
A(z3,0) = 0o =2 g

El nimero g3 = 5%H1V22 o5 yp valor singular simple de A(zs,0). Si considera-
mos la descomposicién en valores singulares de la matriz A(zs,0) y aplicamos
el Teorema 7.5.1, tenemos

W= (—7+x/ﬁ 2-v22 5-v22 —54v22 —24V22 —7— f)

12 ) 12 12 12 ’ 12 ) 12

Por otro lado, la matriz YT se puede escribir como

- (% 3)

donde
_ 2441523 | 739 3359322 _ 29053 _ 12133923 | 6479
228096 1296 57024 10368 228096 2592
33593v22 _ 29053  _ 341621v22 | 18505  142751V22 _ 121729
M = 57024 10368 114048 1296 57024 10368 ,
_121330v22 | 6479  142751v22 _ 121729 32592722 + 562
228096 2592 57024 10368 228096
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_ 137861v22 4 7345 38983v22 + 33155 _ 3433722 + 989

228096 2592 57024 10368 228096 1296

162529v22 _ 138623 _ 39796322 + 21239 38983v2 _,’_ 33155

N = 57024 10368 114048 1296 57024 10368 s

_390233v22 + 65() 16252922 _ 138623 _137861v2 + 7345
228096 57024 10368 228096 2592

_325927v22 4 562 14275122 _ 121729 _121339v2 + 6479

228096 57024 10368 228096 2592

14275122 _ 121729  _ 341621v22 =+ 18505 33593v22 _ 29053

Q = 57024 10368 114048 1296 57024 10368
_121339v22 + 6479 33593v22 _ 29053 _24415v/22 4 739

228096 2592 57024 10368 228096 1296

Utilizando el apartado (3) del Teorema 7.5.1, se tiene que

f;(0,0) = f;(oao) = :Ic/y(oao) =0,
7 (0,0) = —444:%3\ﬁ (0 0) = 616= 128\/7

Lo cual prueba que la funcién ||A(z,y)|| = o1(A(z,y)) tiene un minimo local
en (x3,0).

Aunque ya hemos caracterizado el punto singular doble (— 145 ,0) mediante la
naturaleza de los puntos singulares de curvas algebraicas reales planas, vamos
a comprobar de modo alternativo que la funcién hi(z,y) := o3(A(z,y)) =
o3((x + yi)I3 — A) tiene un maximo relativo estricto en (—+%,0).

Antes vamos a recapitular brevemente los resultados recogidos en el articulo
de revisién [39] sobre derivadas direccionales por la derecha de funciones defini-
das mediante los valores singulares de matrices que dependen de varias variables
reales. Sea ¢ : 0 — R una funcién definida en un subconjunto abierto 2 de R?
con valores reales. Sean el punto ¢y € Q2 y d € RP un vector unitario en la
norma euclidea. Llamaremos derivada direccional por la derecha de ¢ en
x( respecto de d al limite

, e plxo + hd) — p(x0)
SOJr(xO?d) T hli)rg+ h

si este limite existe. Al limite mé&s restrictivo

¢ (xo,d) := lim p(xo + hd) — (x0)
h—0 h

lo llamaremos derivada direccional de ¢ en x( respecto de d. Sea A : ) —
C™ ™ una funcién matricial de clase C! definida sobre el abierto Q C RP. Para
cada x € Q, denotemos por si(x), k = 1,...,n los valores singulares de la matriz
A(x) ordenados en sentido decreciente. Obtenemos as{ n funciones si : Q@ — R,



SEC. 7.5 CORROBORACION MEDIANTE DERIVADAS 107

k=1,...,n. Hiriart-Urruty y Ye (también J.G. Sun) probaron que para todo
xo € Q y para cada vector unitario d € RP existe la derivada direccional por la
derecha de si en xg respecto de d

S;ch(wO’ d)

y probaron que era un determinado valor propio de una matriz hermitica F'(xq, d),
que depende de x,d y de las derivadas parciales primeras de la funciéon A en
@(. Véanse los Teoremas 5 y 6 de Gracia [39]. Ahora diremos sucintamente cémo
hallar F'(xo,d) y cudl de sus valores propios se trata. Por el Lema de Wielandt
sabemos que los valores propios de la matriz hermitica

Mi(z) — (A(Om)* A(Ozc))

son
si(x) > > sp(x) > —s,(x) > -+ — s1(x).

Escribamos esta lista con mas detalle donde se pone la atencién sobre el valor
singular k-ésimo de A(xp). Ya sabemos que para todo vector unitario d =
(d1,...,dp) € RP la derivada direccional por la derecha de la funcién s : Q —
R en xq respecto de d, s (xo,d), existe. Para determinar su valor hay que
precisar cudntos valores singulares de A(xg) iguales a o1 (A(xg)) existen delante
y cuantos detras de su posicién. Supongamos que

s1(xo) > -+ > Sk—ip (X0) > Sk—ip+1(x0) = - -+ = sp(x0)
= skt1(®0) =+ = Sk (®0) > Skpjp+1(T0) > -+ > su(x0). (7.5.9)

Esto quiere decir que si(xg) es un valor singular de multiplicidad ry := % + ji,
siendo 45 el nimero de valores singulares iguales a si(xo) situados delante de
la posicién k + 1, y jr el nimero de valores singulares iguales a si(xq) situados
detras de la posicién k. Obsérvese que i, > 1 y que jg podria ser cero. Cuando
k = 1, tenemos que i; = 1,51 = r1 — 1. En el caso de que si(xo) sea simple,
irx, = 1,jx = 0. Cuando k = n, que es el caso que va a ocurrir en el Ejemplo
que sigue, tenemos que i, = T, ¥ jn = 0. Aunque la notacién no lo indica los
numeros ik, ji ¥y 7x dependen de xg.
Sea
H = M(ZC())

Por el Lema de Wielandt, si(xg) es un valor propio de multiplicidad r; de la
matriz hermitica H. Como H es diagonalizable, tenemos que 7 es igual a la
dimensién del subespacio propio asociado a este valor propio:

7, = dim Ker (sk(mo)Izn - H)

Sea vy, ...,v,, € C**! una base de este subespacio. Mediante el método de or-
togonalizacién de Gram-Schmidt obtenemos una base ortonormal w1, ..., u,, €
C?™*1 del mismo. Formemos la matriz W5 que los tiene por columnas

Wy = [ug,...,u,,] € CE>";
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partamos esta matriz en la forma

v
Vs
donde Uy, Vo € C™*"k,
Del Corolario 7 de [39] se sigue que: Para cada vector unitariod = (d1,...,d,) €
RP se tiene que
S;c+ ($O7 d) = iy,

siendo p;, el valor propio de la matriz hermitica de orden ry,

[, 04 (& o4 "
que ocupa la posicion ip-ésima en la ordenacion decreciente

M1 Z e 2 /J'r;c
de los valores propios de esta matriz.

Considerando la matriz B definida en (7.4.2) como A(x,y) := (x +yi)I3— A,
entonces 9A

0A .
%(%ZI) = I3, Ty(x’y) = il3,

Sea Ay := A(—4/15,0), llamemos

— o AO) 6x6
H._(AS o e R*°.

El ntimero 1/15 es valor propio doble de la matriz H y un par de vectores
propios asociados a él linealmente independientes son

1 4

—4 —15

0 -4

v = 4!’ Vo = —16
1 0
0 1

Asf pues, {v1,v2} es una base del subespacio propio Ker((1/15)Is — H). Me-
diante el método de Gram-Schmidt obtenemos una base ortogonal del mismo:

w1 - V2
wi ‘= vy, W9 (= Vg — —Wjq.
w1 - Wy

Finalmente, obtenemos una base ortonormal de este subespacio propio:

w1 wa

U = s U2 = .
[[wn ] [[ws
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Lo que nos da:

1 4

—4 1
L 0 = L —68
PB4 T Vosz | 16
1 —64

0 17

Con las Notaciones que preceden a este Ejemplo tenemos que
W = [ug, uz);

es decir, W5 es la matriz 6 X 2 cuyas columnas son los vectores u; y uy. Parti-
cionando W5 en dos submatrices Us, Vo € R3%2

_ Uz)
WQ - (‘/'2 )
obtenemos
1 4 —4 —16
V34 /9282 V34 /9282
—4 1 1 —64
U= | 7= y Va=| =
V34 /9282 V34 /9282
—68 17

0
V9282 V9282

Por lo dicho mas arriba se tiene que la derivada direccional por la derecha

—4/1 st,0sent) — hy(—4/1
1+ ((=4/15,0), (cost,sent)) = lim i ( /5+5C°“’5§ent) 1 (=4/15,0)
—

viene dada por el menor valor propio de la matriz 2 x 2 (aqui i3 = 2,73 = 2).
G(cost,sent) := eitUQ*VQ + e_itV2*U2.
De donde, con ayuda de Maple 17, deducimos que
34 5
h1,((—4/15,0), (cost,sent)) = —— cost — —+/249 — 24 cos 2t.

91 182
Llamando

34 5
— % st — 2 /319 —2dcos i
f(@) o1 cost 180 249 — 24 cos 2t,
se tiene que el maximo valor de f en el intervalo 0 < t < 27 se alcanza en 7 y
vale f(m) = —1/26. Véase la Figura 7.10. Esto se deduce viendo que f'(7w) =0
y f"(m) < 0. Por tanto, para todo t € [0, 27)

R, ((—4/15,0), (cost,sent)) < 0.

Como todas las derivadas direccionales por la derecha de hy en (—4/15,0) son
negativas, la funcion hy tiene un mdzimo relativo estricto en (—4/15,0).
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-0.71

Figura 7.10: Grafica de la funcién f sobre el intervalo 0 <t < 27.

7.6. Corroboracién mediante curvas algebraicas

Otra forma de determinar la naturaleza de los puntos que son solucién del
sistema (7.4.3) es mediante el Teorema A.5.1. En efecto, cada uno de los pares
(x,y) obtenido es un punto singular de la curva ¢(x, y, &) = 0, siendo ¢ la tercera
componente en cada una de las ternas solucién de (7.4.3). Para cada uno de esos
e, calcularemos las derivadas parciales segundas del polinomio ¢(z, y,€) y, segin
el signo que tome A, clasificaremos el correspondiente punto singular (x,y).

Las derivadas parciales ¢y, q,, v ¢y, son las siguientes

¢! (z,y,e) = =362y — 6y* + 3662 + 36222 — 302t + 12e2y? — 6
@y (@, y,€) = 366> — 6e* + 36ey> — 62t — 362%y> — 30y* + 12¢%2>

4y (x,y,€) = =243y — 24ay® 4 24y
(7.6.10)
Caso: (xg,yo,c0) = (0,0,0). Este es un caso trivial a la luz de la correspondiente
curva algebraica real g(x,y,0) = 0. En efecto,

Co = {(,y) € R*: g(2,y,0) = 0} = {(z,y) € R*: —(a”+1?)° = 0} = {(0,0)}.

Por lo tanto (0, 0) es un punto aislado de Cy, pues el tnico punto de dicha curva.
Por tanto, (0,0) es un punto singular de Cy. De hecho, sabemos que 0 es el inico
valor propio de A.

Caso: (x1,y1,€1) = (—%,O i).

' 15
Sustituyendo los valores en (7.6.10), tenemos
o 4 1y _ 22
A=qf, (=150, 35) = 15>
o 4 1y_ 2
Ci=dy, (—35:0:15) = 15
/) 4 1y
B =gz, (~15,0,15) =

Con lo cual,

Aplicando el apartado II del Teorema A.5.1, se tiene que (—%, 0) es un punto
aislado de ¢ (a:,y, 1—15) =0.
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Caso: (12,ys,62) = (252, 0, LYZ2=00),
Sustituyendo los valores en (7.6.10), tenemos

A o (=2=V22 () 11v22-50) _ —91685+19547/32

=g 22 oV 2 = 144 )

C = " (=2=v/22 () 11vV22-50) _ —1918+409/32
= lyy 22 T 21 = 3 )

— —2-/22 11v/22-50) __
B =g, (F252,0,11/22=00) — g,

Con lo cual,

A:=B2_ AC — — 11(—8335+1777\/Z)2)(—1918+409\/§) <0

Aplicando el apartado I del Teorema A.5.1, se tiene que (*25741/@, 0) es un punto

crunodo o nodo ordinario de ¢ (Jc, y, 1Lv22=50 Vgi"r’o) =0.

. _ [ =24++22 11422450
Caso: (9537113,83) - < 24 ,0, 24 )

Sustituyendo los valores en (7.6.10), tenemos

—91685—19547v22
144 ’

o (=24v22 ( 11122450
A.—qm( o0 g )

—1918-409v22
3 )

R/ —2+vV22 11v/22+50
C‘_qyy( s 00,51 )

L —24/22 11v/22450) _
B =g, (F22, 0, 1V22550)

Con lo cual,

A= B2 _ AC — — 11(8335+1777\/2)2)(1918+409\/ﬁ) < 0.

Aplicando el apartado II del Teorema A.5.1, se tiene que (%,0) es un

punto aislado de ¢ (:L’, v, W?%) =0.

7.7. Alternativa usando una féormula de Lippert

Una forma alternativa de probar que la funcién hy (z,y) = oy, ((z+yi) I, — A)
tiene un méximo relativo estricto en (—4/45,0) puede ser basada en el lema
siguiente de Lippert [51], Lema A.5. Para la notaciones sobre iy, ji seguimos lo
indicado en (7.5.9).

Lema 7.7.1 (Lippert, Hiriart-Urruty et al.). Dada una matriz A € C**", sea
or(A) > 0 un valor singular de multiplicidad ry, = iy, + ji; es decir
Jl(A) > O'Q(A) > ... > kaik(A) > Ok—iptl = -- - = Jk(A)
= Uk+1(A) = ... = Ok+tj, > Jk+jk+1(A) > ... > CTT,(A)

Sean U,V € C" " matrices ortogonales por columnas, las cuales estan forma-
das por ri vectores singulares a izquierda y derecha, respectivamente, asociados
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a oi(A). Sea (x,y) € R? tal que x®> + y? = 1. Entonces, cuando t — 07, se
cumple

Uk(t(x + yl)In + A) = Uk(A) + iy, (33, y)t + O(t2)7

siendo p;, (x,y) el valor propio que ocupa la posicion ir-ésima en la ordenacidn
decreciente de los ry, valores propios de la matriz hermitica

((x +y)UV + (x — yi)V*U).

N | =

Vamos a aplicar este resultado a la matriz

4

5 14

A == 0 _ﬁ 1 5

4

0 0 -1
cuyos valores singulares son: 01(A) = % > gy3(A) = 03(A) = L. Como
02(A) = o03(A), podemos elegir dos vectores singulares unitarios a izquierda
y otros dos a derecha, asociados al valor propio %5, de modo que las matrices U

y V, respectivamente, sean ortogonales por columnas.

V17 44641 _4v17T 164641
17 4641 17 4641

U = _4v17 V4641 V = V17 _ 644641
17 4641 ’ 17 4641
0 _ 44641 0 44641

273 273 ¢

Aqui iz = 2 Calculamos los valores propios de la matriz § ((z + yi)U*V + (z — yi)V*U).

1 - o o 68z 1lz? + 75y?
det()\Ing((eryl)U V4 (x—y))V U))—)\ JrgT)\fT

68x 64x2 — 75
=N -
+ 91 364

cuyas soluciones son

6804530177 () = 087 = 5,/3(91 — 22)
= ) 2 = ’

182 182

pii ()
donde se ha tenido en cuenta que y?> = 1 — x2. El menor valor propio es pa(z),

cuyo maximo en el intervalo [—1,1] se alcanza en x = —1 y vale —5=. Segtn el
Lema 7.7.1, se tiene que (—4/15,0) es un maximo relativo estricto de hy.

7.8. Mas sobre el caso (zg,yo,c0) = (0,0,0)

Queremos hacer unos comentarios finales para completar el analisis del caso
en que (zo,Yo,c0) = (0,0,0), para el que ya vimos que (zg,yo) = (0,0) es
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un punto singular aislado de la curva algebraica ¢(z,y,0) = 0. Por otra parte
sabemos que 0 = 0 + 0i es el inico valor propio de la matriz

01 4
A=(0 0 1]);
0 00

esto es, 03((1‘ +yi)ls — A) = 0siy sélo si (z,y) = (0,0). Por tanto, los pseu-
doespectros ordinarios y estrictos de nivel 0 de A son Ag(A) = {0}, Aj(A) =0
y, por ende, OAo(A) = {0}, OA{(A) = @; que nos da un ejemplo trivial de la
relacion Ag(A) S Ao(A). Por otro lado, tenemos el teorema siguiente

Teorema 7.8.1 ([17], Teorema 4.2, pagina 87). Sea B € C"*". Sea h; : R? - R
la funcion dada por

hi(z,y) = o, ((x +yi)I, — B), (z,y) € R%

Entonces T + yi es un valor propio de B si y sélo si la funcion hy tiene un
minimo relativo en (Z,7).

Véase también la Proposicién 2.2.4 (b). Ya que para todo (x,y) € R?,
hi(x,y) > 0y &+ gi es un valor propio de A siy sélo si oy, ((x +yi)I, — A) =0,
todos los minimos relativos de h; son minimos absolutos y valen 0. Es decir,
en nuestro caso 0 es el vinico valor propio de A y h1(0,0) = o3(—A) = 0. Por
consiguiente la curva de nivel cero de la funcién hq,

{(z,y) € R*: 03((36 +yi)I3 — A) =0}

sélo contiene el punto (0, 0).

Conclusién.- Ag(4) = {(z,y): hi(z,y) = 0} = {(0,0)}. Por tanto, (0,0)
es el unico punto aislado de OAg(A).

Vamos a demostrar que todas las derivadas direccionales por la derecha de
hi en (0,0) son iguales a cero. Por lo que todas las derivadas direccionales
(en particular las derivadas parciales respecto de z y de y) en (0,0) valdrén 0.
Sabemos que esta condicion es necesaria para un minimo relativo “suave” en
(0,0); pero no es una condicidn suficiente.

Los valores singulares de la matriz (0 + 0i)I3 — A son: VE+2>/5-2>0.
Por tanto, 0 es un valor singular simple de —A, pero jojo! 0 es un valor propio

doble de la matriz
0 —A
m= (% )

Los 6 valores propios de esta matriz H ordenados en sentido decreciente son:
V54+2>v5-2>0=0>—-(vV5-2)>—-(vV5+2).

Busquemos dos vectores propios de H linealmente independientes asociados a 0
con ayuda de la funciéon Eigenvectors(H,output="1list’) de Maple 17:
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0 0
0 0
0 1
U1:1,U2:0
0 0
0 0

Asi pues, hemos obtenido una base ortonormal del subespacio propio Ker(0lg —
H). Sean

si(z,y) == o1((x +yi)ls — A) > sa(x,y) == 02((x + yi)[s — A) >
ss(x,y) == o3((x +yi)Is — A) > —s3(z,y) == —o3((x + yi)[s — A) >
— s2(w,y) = =02 ((x + yi)Is — A) > —s1(z,y) := —o1((x + yi)I3 — A)

los 6 valores propios de la matriz

. o (x4+yi)ls — A
H(z,y) := (($—yi)13—A 0 )

ordenados en sentido decreciente. Entonces,
55, ((0,0), (cost,sent))
es igual al mayor valor propio de la matriz hermitica 2 x 2 dada por
G(cost,sent) := e UiV + eV, Uy,
siendo

0
0 5 V2 =
1

S O =
S O O

Pero, la posicién de los ceros de estas matrices implica que G(cost,sent) es la
matriz cero O. En consecuencia,

s3,((0,0), (cost,sent)) =0; = s5((0,0), (cost,sent)) =0

es decir, que h}((0,0), (cost,sent)) = 0 para todo ¢ € [0,27): En particular,
existen las derivadas parciales

Ohy Ohy

—(0,0), —(0,0

ax ( ) )7 6:[/ ( ) )
y son iguales a cero. Aunque esto no implica que la funcién h; sea diferenciable
en (0,0).



Capitulo 8

Matrices de orden pequeno

Debido a la existencia nitida de formas canénicas de matrices de 6rdenes dos
y tres para la semejanza unitaria, asi como la invarianza de las singularidades de
la frontera de sus pseudoespectros mediante transformaciones afines que también
relacionan los pseudoespectros de una matriz A al sumarle una matriz escalar
o multiplicarla por un nimero complejo, hemos podido realizar un estudio més
pormenorizado de la geometria de los pseudoespectros de estas matrices. El caso
de matrices de C2*2 ha quedado completamente resuelto en toda su generalidad.
Para el caso de matrices de C3*3 hemos resuelto los casos més significativos, no
habiendo podido abordarlos en toda su generalidad ni con ayuda del programa
de célculo simbdlico Maple.

Recordemos que dos matrices A, B € C™*™ se dicen unitariamente seme-
jantes si existe una matriz unitaria U € C"*" tal que B = U*AU. Usamos la
notacién B ~ A para esta relacion de equivalencia en C™*". Llamaremos forma
candnica para & a una funcién ¢ : CPX" — Crxn que satisface:

u

(1) Para toda A € C™*", ¢(A) = A.
(11) Si A~ B, entonces ¢(A) = c¢(B).

Si existe una matriz P € C"*" invertible tal que B = P~ 'AP decimos
que A es semejante a B y lo denotamos por A ~ B. Asi como se conocen
sistemas completos de invariantes y formas candnicas para =2, el problema para ~
tard6é mas tiempo en resolverse: un sistema completo de invariantes fue obtenido
mediante las trazas de las matrices w(A, A*) donde w(z, y) recorre el conjunto de
todas las palabras en las variables no conmutativas x e y (Criterio de Specht
(1940)). Pero este sistema de infinitos invariantes era redundante. Bastaba con
un conjunto finito de ellos. Pearcy (1962) prob6 que eran suficientes las trazas
de w(A, A*) para todas las palabras w(x,y) de grado menor o igual que 2n?. Ya
que el nimero de palabras cle grado < 2n? es 4"2, esto da un sistema completo de
invariantes que contiene 4™ elementos. La cota superior del nimero de palabras

necesarias fue rebajada a (%W por Laffey (1986) y por Pappacena (1997) a
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2 .2 .
n-/ 3711 + i + 5 — 2. Como veremos en la Seccién 1, para las matrices 2 x 2 el

sistema (tr(A), tr(A?),tr(A*A)) es un sistema completo de invariantes minimal.
Para las matrices 3 x 3, Sibirskii [67], [68] dio el sistema

(tr(A),tr(Ag),tr(A?’),tr(AA*),tr(AQA*)7tr(AQ(A*)Q)),tr(AQ(A*)QAA*)),
(8.0.1)
que resulté ser un sistema completo de invariantes minimal. Es decir, en la
coleccién de palabras

2 3 2, 2,2 2 2
:Z:?x 5$ ?':l:y7'1: y?xy ’xy'ry

no hay ninguna redundante. Véase también Dokovié¢ et al. [57]. Teniendo en
cuenta que para dos matrices M, N € C"*" tr(MN) = tr(NM), la presentacién
por diversos autores de los invariantes de Sibirskii puede ser aparentemente
diferente. Para la matrices 4 x 4 bastan 20 palabras, pero no se sabe si hay
redundancias.

Littlewood (1953) construyé un algoritmo que transforma cualquier matriz
A € C™*" en una matriz Ac,, que es unitariamente semejante a A y es tal que
A% Bsi y 86lo si Acan = Bean- Otros autores también dieron definiciones induc-
tivas de formas candnicas para la relacion de semejanza unitaria, pero es dificil
ver la forma candnica final. Como veremos mds adelante, Pearcy (1962) [59] dio
una forma candnica para las matrices 3 x 3.

8.1. Reduccion de matrices 2 x 2

Cualquier matriz A € C2*2 se puede representar como una matriz triangular
mediante la aplicaciéon del Lema de Schur, es decir, existe U € C2*2 unitaria

t.q.

)\1 z

UAUz(0 o

) , donde A\j, A\ € A(A) y 2z =re'®, con 7 >0, € [0,27].

Ademaés, se puede convertir a z en un nimero real no negativo. Para probar
esto, es suficiente elegir la matriz unitaria

1 0
V= <0 e*ia) , donde a = arg(z2),

y aplicar el Teorema 1.2.11. En efecto,
w (M Tei“) B ()\1 r)
v ( 0 )V T\0 x)

Es mas, podemos expresar el nimero r en funcién de los valores propios de la
matriz A y de la traza de A* A, para ello realizamos el siguiente célculo

* o 5\1 p) </\1 T‘) o (|)\1‘2 5\17“ )
A A_ (r /\2 O )\2 o /\1’/‘ |)\2‘2+T2 ’



SEC. 8.1 REDUCCION DE MATRICES 2 X 2 117

La traza de esa matriz es igual a tr(A*A) = |A\;|?> + |X2]? + 72, de donde se tiene
que

r=/tr(A*A) — M2 - A2,

La traza de A*A estd relacionada con la norma de Frobenius. Por tanto, la
expresion para el ntimero r se puede escribir como

r= A2 = M2 - A2

Ese ntiimero r no cambia bajo transformaciones de semejanza unitaria, por lo
tanto, es un invariante de la matriz A. De hecho, r junto con los valores propios
forman un sistema completo de invariantes de la matriz A para la semejanza
unitaria, y determinan univocamente su forma candnica, excepto permutacion
de sus valores propios. Alternativamente, podemos dar como sistema completo
de invariantes los valores propios y los valores singulares de la matriz. Un sistema
completo de invariantes para la semejanza unitaria en C2*? estd formado por
las trazas de A, A% y A*A: (tr(A),tr(A42),tr(A*A)). Llamando A;, A2 a los dos
valores propios de A, iguales o no, tr(A) = A\;+ g, tr(A2%) = A2+ )2. Por lo tanto,
en virtud de la relacién de las sumas de Newton con las funciones simétricas
elementales los valores de A1 + A2 ¥ A? + A% determinan unfvocamente \; + Ao
¥y A1Ag; y por tanto A\; y Mo. Asi pues tr(A4) y tr(A?) determinan \; y Mo.
Finalmente, las trazas tr(A), tr(A42),tr(A*A) determinan r.

El resultado siguiente caracteriza los puntos singulares de las curvas alge-
braicas reales

V]R(fE,A) = {(l’,y) S RQ : fE,A(xay) = 07
siendo fe a(z,y) el polinomio definido en (1.2.2)

ely —(z+yi)Io +A> ’ (8.1.2)

f&A(xay) :=det <7(£L'7y1)12+A* ely
donde € > 0y A € C?*? tiene dos valores propios distintos.

Teorema 8.1.1. Sea A € C?*2 con dos valores propios distintos, \; = x1 +y1i
Y Ao = X9 + Yoi, donde (x;,y;) € R?, i =1,2, y x1 > x2. Sean

0(4) = tr(A*A) — [\ = [A2f?,

—0(A) + /4A2 — M2+ 6(A)2
2 )
6(A) + V4ha — M2 +6(A)?
5 )

Sea (z9,y0) el punto medio del segmento que une los puntos (x1,y1) ¥ (T2,y2).
Entonces

eo(A) = (8.1.3)

El(A) =

1. EQ(A) = 0'2((330 + yol)lg — A) Yy 61(A) = 0'1((.2?0 + yol)IQ — A)
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2. La curva Vr(fo,a) consta de dos puntos (x1,y1) y (x2,Y2), que son aisla-
dos.

3. Supongamos que la matriz A es normal. Entonces, la curva Vr(fe ), con
e > 0, no tiene puntos singulares si ¢ < e9(A). La curva Vr(fe(a),4)
tiene un tacnodo en el punto (xg,yo), su Unico punto singular. Para todo
e > e1(A), los dnicos puntos singulares de la curva Vi(fe ) vienen dados

por
\/482—‘)\2—)\1‘2

+ —Y2,To — T 8.1.4

s — M| (y1 — y2, 22 1) ( )

que son nodos con dos tangentes reales.

(w0, y0)

4. St A es no normal, la curva Vr(fe a), con € > 0, no tiene puntos sin-
gulares, excepto para £9(A) y e1(A). Ademds (xo,y0) es un nodo con dos
tangentes reales de la curva Ve(f-y(a),4); ¥ (To,y0) es un punto aislado

de Vr(fe,(a),4)-

5. Para cualquier € tal que 0 < € < eo(A), Ac(A) tiene dos componentes
conexas y M., (a)(A) tiene sélo una.

DEMOSTRACION.

Para simplificar la demostraciéon vamos a realizar unas transformaciones so-
bre la matriz A. En primer lugar denotemos por \g := zg + yoi, €l punto medio
de A1 y A2. Como A # A, sea

A1 — A .
12 2:,ueel, w>0.

Ahora, sea A; = e % (A — \gI5). Notemos que los valores propios de A; son
{=u, p}, cuyo punto medio es el origen. Ademds, a partir de (8.1.3) se deduce
que §(A1) = 5(A), e0(A1) = eo(A) y €1(A1) = €1(A). Ahora, existe una matriz
unitaria U € C2*2 tal que

B = U AU = (‘5 _TM), p>0,1=05(A)>0. (8.1.5)
Luego A = U(e?'B + \l2)U*, con §(B) = §(A), eo(B) = eo(A) y e1(B) =
€1(A). Veamos la relacién entre las curvas Vr(fe,4) v Vr(f-,5). Para ello, por
simplificacién, vamos a identificar R? con C. Asf entonces, si z = x4+ yi, diremos
que z € Wr(fe,a) si (z,y) € Vr(fe,a). De igual manera f. 4(z) = fq a(z,y).
Ahora, operando en (8.1.2) obtenemos

fe,A(Z) = det 6212 - (A*ZIQ)(A*ZIQ)*)
= det 6212.— (B — e_ei(z — AO)IQ)(B — e_ei(z — /\0)[2)*)
= fs,B (e_el(z - )\0))

Luego Vi (f-.4) = Ao+e? Vi (f-.5). Es decir, la curva Vi (f- 4) se puede obtener a
partir de Vk(fe, 5) mediante un giro y una traslacién. Asi, para probar el teorema
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no se pierde generalidad si suponemos que la matriz A es de la forma (8.1.5).
Pasamos a demostrar el teorema.

Notemos que de (8.1.3) y (8.1.5), resulta 6(A) =ry

_ 4 2 2
co(A) = 02 (0 + 00) [, — A) = %
S (8.1.6)
. r+\/4p® +r
e1(A) = 02 ((0+ 00) I — A) = +

Pasamos a probar los apartados 3 y 4, es decir dada la familia de curvas
algebraicas reales

Ve(fe, 4) = {(z,y) € R?| fo,a(z,y) = 0},

queremos encontrar los valores de € para los cuales hay puntos singulares, es
decir, puntos (x,y) € Vk(fe,a) que satisfacen el sistema

ofe of.
foalo) =0, ey <o, g—y’f“(x,w:o. (8.17)

Para ello, observemos en primer lugar que de la Ecuacién (8.1.2) se tiene que

fealzy) = (2% +y?)? =262 (2® +°) + 20°(y° —2%) =12 + (€* — p*)%. (8.1.8)

Derivando
afe,A
o (@) = dw(@® +y* = —p?) =0,
8f€,A
5y (@Y= dy(a® +y* —* +p®) = 0.

Luego, utilizando (8.1.8), el sistema anterior y simplificando, el sistema (8.1.7)
es equivalente a

(@2 422 — 22207 + ) + 227 — %) — 17+ (2 = ) =0,
o(a? 1y — e — ) =0,
y(? +y? -2+ p?) = 0.
(8.1.9)
De la segunda ecuacién, se deduce que si x # 0 entonces z2 + y? = 2 + p%. Es

decir
y=x\e?+p? — a2

Sustituyendo, el sistema (8.1.9) se reduce a

—4p22% — 2% +4p* =0,

+u?/e2 + p2 — 22 =0.
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De la primera ecuacion, deducimos

L At — 122
4p? 7

que puesta en la segunda, resulta +epu+/7r2 + 4u? = 0, lo que es absurdo. Luego
se ha de cumplir x = 0. Asi, el sistema (8.1.9) queda reducido al sistema

et —e2(r? + 2y% + 24%) + (y? + p?)? =0,
(8.1.10)

—ye? +y(y* + p?) = 0.

Para resolver este sistema, es decir las raices comunes a ambos polinomios en
las variables ¢, y, utilizamos la resultante de Sylvester de esos polinomios en la
variable €, con coeficientes en R[y] que viene dado por :

10 pi(y) 0 pay) O
0 1 0 m(y) 0  pay)
s.—|7v 0 4y O 0 0
10—y 0 gy O 0 |’
0 0 -y 0 gy 0
0 0 0 —y 0 qy)

donde

my) =—-+20° +24%), p(y) = @+ 17 aly) =y +u1?).

Las soluciones de (8.1.10) vienen dadas por los valores de y que anulan dicho
determinante. Operando, resulta S = r*y*(y? + p?)2. Luego tenemos dos posi-
bilidades: si y = 0, resolviendo en (8.1.10) obtenemos ¢ = (£r+/4u? 4+ t2)/2. Si
y # 0, entonces 7 = 0, es decir A es una matriz normal. Para este caso dedu-
cimos de (8.1.10) que y = /2 — p2. Por lo tanto el sistema tiene solucién si
€ > p. En la siguiente tabla resumimos todos los puntos singulares (z,y) y los
correspondientes valores de € de la familia de curvas Vg(f. 4), dependiendo de
sir >0 6 r =0, matriz normal.

_ 12 12
Sir>0, =0, y=0, szw.
T4 \/4p? +r?

Si7’>07 {E=07 y:(), £ = 2

Sir=0, z=0, y=—e2—pu2 &>pu.
Sir=0, =0, y=+/e2—pu?, e>p.

Ahora, como de (8.1.5) se tiene que que go(A) = —VAET ”;L“W
el tnico punto singular de la curva Vi(f:,. 4) es (0,0).
Una vez determinados los puntos singulares, los clasificamos utilizando el

, deducimos que
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Teorema A.5.1. Para ello calculamos las derivadas parciales segundas de fe a(x,y).

32fs,A _ 2 2 2 2
o912 (x,y)—*llé‘ +4(31‘ +y — K )7
2
Do ) = 2 A 4 3 ), (8.1.11)
82fs,A o
Denotemos por
_(Pfen )2 O fen, Pfon
M) = (552 w0) - en TP en. sl

Ahora, a partir de (8.1.11) y (8.1.12), si » > 0, resulta

AL(0,0) = 16(u? + ) (u* — 7).

Por (8.1.6), como p? — g9(A)? = r(y/4p?+12 —1r)/2 > 0, y por el Teore-
ma A.5.1, deducimos que (0,0) es un nodo con dos rectas tangentes de la curva
Vi(fz(4),4). De igual manera, al ser p? — e1(A)? = —r(\/4p? + 12 +1r)/2 <0,
por el teorema A.5.1 se tiene que (0, 0) es punto aislado de la curva Vi (fz,(a),4)-

Cuando r = 0, como en este caso g9 = p, entonces A(0,0) = 0. En con-
secuencia, del Teorema A.5.6 deducimos que (0,0) es un punto singular con
tangente tinica para Vk(f-,(a),4). Falta por probar que es un tacnodo, para ello
calculamos el niimero de interseccién en (0,0) del polinomio (8.1.8) con la recta

_Jz=0+at,
y =0+ St.

Asi, tenemos lo siguiente:
feo(ay,alat, Bt) = t2(t(a® + %) 4 2ap) (t(a® + 5%) — 2ap)

Como se puede comprobar I((0,0), fz,(a),4,¢) es igual a 2 siempre que o # 0;
sin embargo, para « = 0, 1((0,0), fo,T) = 4, siendo T la recta tangente que pasa
por (0,0). Con lo cual, se puede afirmar que (0,0) es un punto tacnodo. Para
concluir con la demostracién del apartado 3 notemos que de (8.1.10) y (8.1.12)
resulta A, (0, £4/e2 — p2) = 64p2(e® — p?) > 0, para € > u. Luego los puntos
(0, /€2 — pu?) y (0,—+/e? — p2) son nodos con dos rectas tangentes de la curva
Ve(fe,a)-

Hay dos componentes conexas de A.(A) para valores suficientemente pe-
quetios de e. Véase [44, Prop. 5.5.5]. Cuando ¢ = ¢o(A) el pseudoespectro
A, (4)(A) es conexo y contiene a (0,0). O
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Observacién 8.1.2. Observemos que cuando la matriz A es normal, es de-
cir §(A) = 0, entonces existe una matriz unitaria U € C2*? tal que U*AU =
diag(A1, A2). A partir de la Ecuacién (8.1.2) y con las notaciones del Teore-
ma 8.1.1 resulta que

fea(z,y) = ((z - 1)+ (y— 1) — 52) ((z— 12)% 4 (y — o) — 32).

Por lo tanto la curva Vr(f: 4) es igual a la unién de dos circunferencias de
radio € con centros en (x1,y1) y (22,y2). En consecuencia, los puntos sin-
gulares son los puntos interseccién de dichas circunferencias. En concreto, si
e:=1/(za —21)% + (y2 — y2)2, por lo dicho el la Subseccién A.7.2.1, la curva
Vr(f-,4) tiene un punto doble tacnodo en (%, %) Para valores de € ma-
yores que éste la curva Vgr(f: 4) tiene dos crunodos situados en la mediatriz del

segmento que une los centros de las circunferencias.

En el siguiente teorema se analiza la frontera del pseudoespectro para una
matriz de orden dos con valores propios distintos, en particular si es una curva
algebraica o parte de una curva algebraica. Agradecemos la ayuda recibida de
M.J. de la Puente [26] y también hemos usado su conocido libro [25].

Teorema 8.1.3. Bajo las hipdtesis del Teorema 8.1.1,

1. sila matriz A es no normal, el polinomio f. 4 € Rlz,y] es irreducible para
todo € > 0;

2. sea £1 = o1((xo + yoi)I2 — A), entonces OAL(A) & Vk(fe,a) para todo
e>eq.

DEMOSTRACION.
(1) Observemos que no se pierde generalidad si suponemos que la matriz A
estd en la forma (8.1.5). Por lo tanto, a partir de (8.1.8), se tiene que

fea(z,y) = (@2 +y*)? = 2% (2 + %) + 2% (y? — 2?) — r?e® + (2 — p?)%

Si fe,a es reducible, entonces existen dos polinomios p, ¢ € R[z,y], de grado > 1,
tales que f. a(z,y) = p(x,y)q(z,y). Ahora, como la curva Vi(f: 4) es acotada,
como degf. 4 = 4, entonces degp = degq = 2. Luego

p(z,y) = axz? + ar12y + ag2y® + a10z + ag1y + aco,
q(z,y) = baox? + b1zy + bo2y? + broz + bory + boo-

Ahora, como las curvas Vg (p) y Vr(¢) son acotadas, entonces los signos de asg y
ap2 coinciden y ambos coeficientes son no nulos; lo mismo ocurre para bog y bgs.
Observando la expresién de fe 4, como fe a(x,y) = p(z,y)q(x,y), no se pierde
generalidad si suponemos que agg = by = 1. Notemos que bpa = 1/ag2Asf,
podemos suponer que

p(z,y) = 2> +azy+by* +ex+dy+e, q(z,y) =2°+ fry+y°/b+gz+hy+k,
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con b positivo. Ahora operando en f; a(z,vy) = p(z,y)q(z,y), obtenemos inme-
diatamente que f = —a, g = —¢, d = —hb?, k = ¢ — e — 2(¢? + p?). Ademss,
los coeficientes que acompaifian a los monomios x?y? y xy? son a?b — (b—1)% y
a(b® — 1)/b. Como ambos coeficientes han de ser cero, resolviendo el sistema

{ a*b—(b—1)? =0,
a(® —1) =0,

obtenemos que la Unica solucién posible es z = 0,b = 1. Luego, con todos los
datos obtenidos, de f: a(z,y) = p(z, y)q(z,y) se obtiene el sistema

ch =0,

c(c? —2e —2(e2 4 p?)) =0,

—c?+ h? +4p® =0,

(B2 = e =22+ 12) —¢) =0,

—c?e+e? 4+ 2e(e? + p?) —r2e? + (2 — p?)2 = 0.
De la primera ecuacién ¢ = 0 o h = 0. Pero si ¢ = 0, en la tercera resulta
h? + 4u% = 0, absurdo puesto que u > 0. Luego h = 0 y ¢ # 0. Asi, el sistema
anterior se reduce a

2 —2e—2(2+p?) =0,

—c? +4p% =0,

—c?e+e? + 2e(e? + p?) — 122 + (2 — p?)? = 0.
Resolviendo, obtenemos ¢? = 4 y e = pu? — €2, y la igualdad re = 0. En
consecuencia, r = 0 lo que contradice que A sea no normal.

Otra prueba, dada por M.J. de la Puente, es la siguiente: observemos que el
polinomio

fealw,y) =y* + (207 = 282 + 20°)y% — 17 + 2t — 227 (% + %) + (¢° — 1i*)?,

es bicuadrético en y. Luego, resolviendo y2, el discriminante es 4u2x2 +1r2e? que
no es un cuadrado, salvo si r = 0. Esto impide escribir f. 4(z,y) como producto
de dos polinomios de grado 2.

(2) Cuando la matriz A es normal, la demostracién del segundo apartado es
inmediata. Supongamos que A es no normal. Como

AL(A) = {(z,y)|o2((z + yi) o — A) = ¢},
Ve(fe,a) = {(;v,y)\al((x +yi)ly — A) =0 02((96 +yi)ls — A) = ¢},
resulta
Ve(fe,a) N AL(A) = {(z,9)|o1 ((z + yi) [ — A) =& > oo ((z + yi) [ — A) }.

Sea ahora ¢ tal que OAL(A) G Vik(fc,4). Probemos en primer lugar que € > &o.
En caso contrario, deducimos que existe (x1,y1) tal que
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o > 0'1((.%'1 + yli)fg — A) => 02((1'1 + y11)12 — A)

Luego, por un lado, existe una matriz X € C?*2 tal que || X — A|| = ¢ < &g, de
manera que X tiene a x1+y;1 como valor propio doble, ademés de multiplicidad
geométrica = 2. Pero como 02((x1 +y1i) 1o fA) < e < g, resulta que z1 +y1i €
AL(A) que tiene dos componentes conexas. Luego, por la conservacién de las
multiplicidades, resulta que no puede existir una matriz X que diste < ¢ de A
de manera que x1 + y1i sea un valor propio multiple de X. Luego € > &.

Para probar que € > ¢1, observemos que no se pierde generalidad si supone-
mos que la matriz A estd en la forma (8.1.5), con r > 0. Calculando el minimo de
la norma de (x+yi) s — A, resulta que dicho minimo se alcanza en (x,y) = (0,0),
y vale e1. Luego, para todo (z,y) resulta que o4 ((:z: +yi)ls — A) > ;1. En con-
secuencia £ > ¢1. Pero para el caso ¢ = g1, por la Ecuacién (8.1.6), resulta
que

o1((0+0i)I; — A) = &1 > 02((0+ 0i)I; — A) = &,
es decir OA (A) ; VR(fey.4)-

8.2. Reduccion de matrices 3 x 3

En el caso C3*3, el estudio de la naturaleza de los puntos dobles de la frontera
del pseudoespectro estricto no se ha podido hacer de una forma genérica; sin
embargo, podemos presentar ejemplos que ilustran distintos casos. La existencia
de una forma candnica para las matrices C3*3 para la relacién de semejanza
unitaria 2 facilita la reduccién de los casos. Ademas, permite destacar el papel
que juegan los elementos de las superdiagonales en cada caso.

Sea A € C3*3 una matriz con valores propios A1, A2, A3, no necesariamente
distintos. Seguiremos un proceso de reduccién de la matriz dada A € C3*3 para
encontrar su forma candnica ¢(A). Primero, utilizaremos el Lema de Schur,
el cual asegura que podemos encontrar una matriz unitaria U tal que A sea
unitariamente semejante a

)\1 b12 b13
UAU = 0 Ay bos | . (8.2.13)
0 0 Xs

A continuacién expresamos cada uno de los elementos por encima de la diagonal

en forma exponencial:
i0 16 162

b12 = |b12\e1 12, b13 = \b13|el 13, b23 = |b23|€1 2, (8.2.14)

Mediante otra transformacion de semejanza unitaria, podemos considerar la

matriz (8.2.13) de modo que los elementos de la superdiagonal sean ndmeros
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reales no negativos. En concreto, sea

1 0 0
V=[0 et 0 ,
0 0 e*i(912+923)

entonces .

A1 bz by A |big|  |bisle™

VAL 0O Xy b | V=1 0 X baz| ],

0 0 /\3 0 0 /\3

donde
Q= 913 — 912 — 923. (8.2.15)

En el caso de que alguno de los elementos b12 0 bag sean nulos, se puede llevar
el elemento de la posicién (1,3) a un nimero real no negativo mediante otra
transformacién unitaria andloga a la anterior. En efecto,

/e 0 0 /1 0 0
si b12 = 0, V= 0 eio‘ 0 3 si b23 = 0, V= 0 e_io‘ 0
0 0 1 0 0 ei@

Una vez expresada la matriz en esa forma, podemos dar la correspondiente
forma candnica. Pearcy [59] demostré que existen distintas formas canénicas
para la semejanza unitaria de matrices C3*3 en funcién del nimero de valores
propios distintos. Mas precisamente,

Lema 8.2.1. [59] Dada una matriz A € C3*3, existe una matriz unitaria U €
C3%3, de manera que:

(1) Si A tiene un valor propio triple a, entonces

(0% a
U'AU=[0 « , (8.2.16)

siendo a,c > 0,b € C; ademds, si uno de los nimeros a,c es igual a 0, el
otro también lo es, y en este caso b > 0.

(2) Si A tiene un valor propio doble o y otro simple as, entonces
a; a b

U'AU=[ 0 a1 ¢ |, (8.2.17)
0 0 (65

siendo a,c > 0,b € C; si a =0 entonces c =0; y si c =0 entonces b > 0.
(3) Si A tiene tres valores propios distintos ay, ag, as, entonces
(651 a

b
U'AU=|( 0 a2 ¢ |, siendo {
0 0 Qs

a,c >0,
sta=00c=0=b>0.

(8.2.18)
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Una vez determinadas las formas candnicas, seria deseable poder encontrar
unos invariantes para esta relaciéon de semejanza, tal que se pueda expresar
los elementos de la matriz mediante esos invariantes. Murnaghan [56] dio un
conjunto de 6 invariantes formados por las trazas de matrices siguientes:

tr(A), tr(A?), tr(A%), tr(A* A), tr(A* A?), tr((A*)? A?).
Pearcy [59] afiadi6 estos tres invariantes:
tr(A*AA*A), tr(A*AZA* A), tr(A* A% (A*)%A),

finalmente, Sibirskii [68] probd que el conjunto siguiente es un sistema minimal
completo de invariantes para la semejanza unitaria:

tr(A), tr(A?), tr(A3), tr(A*A), tr(A* A?), tr((A*)? A?), tr(A* A2 (A*)2 A).

(8.2.19)

Los invariantes tr(A*AA* A), tr(A* A2 A* A) se pueden expresar como polinomios

en las trazas del anterior sistema, por lo tanto, no los tomaremos en cuenta. Por

otro lado, el sistema propuesto por Murnaghan no es completo, véanse ejemplos
5), 6), 7) y 8) en [68]).

Un lema adicional que nos resultara util para la ilustracién del ejemplo al

final de esta introduccion es el siguiente. Antes damos algo de notacién necesaria.

Tri(a11, age, ass, aiz, a3, a13) == 0 a2 a3

Lema 8.2.2 ([59]). Sean A1, Ay € C3*3 las matrices
Ai = Tri()\la )‘23 A37 di7gi7 fi)a

con d;,g; > 0, fi € C, i =1,2, y supongamos que las trazas correspondientes
tr(A;), tr(A2), tr(A3), tr(AFA;), tr(AFA2), tr((AF)2A?), i = 1,2, son iguales.
Entonces, los tres nimeros

d; + g7 + |fil?

A3 = Xo*d} + [Aa — M P07 + dig?

(As = X2)?d? + (Mo — M1)°g7 — digi f7

son iguales.

Las trazas de las potencias de A hasta grado igual al orden de la matriz
determinan los valores propios de la matriz. En el caso particular de una matriz
normal A € C™"*", la cual es unitariamente semejante a una matriz diagonal,
es suficiente considerar tr(A%),i = 1,...,n para tener el sistema completo de
invariantes para esta relacién de semejanza. El modo de expresar los valores
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propios como funcién de las trazas se puede hacer mediante las relaciones de
las sumas de Newton, las funciones simétricas elementales y las férmulas de
Cardano-Ferrari para la expresion mediante radicales de las ecuaciones de grado
3. En concreto, las sumas de Newton de A, A2, A3, hasta tercer orden, se definen
como:

50 =AHAHA] =3, 51 = A+ Ao+ A3, s2 = AT HAIH NS 53 = AT+ A3+ A
Si identificamos A1, A2, A3 con los valores propios de la matriz A, entonces:
51 =tr(A), so=tr(A?), s3=tr(4%). (8.2.20)

Por otro lado, las tres primeras funciones simétricas elementales en las variables
A1, A2, A3 se definen como:

e1 =AM+ X+ A3, e3=AA+ A A3+ A3, e3 = A1 A2)3. (8221)

Las identidades de Newton nos relacionan las expresiones (8.2.20) y (8.2.21);
ademads, conocidas las segundas, podemos expresarlas en funcién de las primeras:

Sk — e18k_1 +easp_o — -+ (=) lep 181 + (1) ke, =0  sik <n,
Sk — €18k—1 + €e28g—2 — -+ + (=1)"epsp—p =0 si k> n.

En nuestro caso, tenemos:

e =81 = tI‘(A)
S1 —€1 = 0
52 —sy tr(A)%—tr(A?)

€2 =5 = 2

S9 — €18 +2€2f0 =
—2s3+3s1s —83
es 3 152 1

$3 — €152 + €251 — 3e3 =0 _ —26r(A%)43tr(A)tr(A%) —tr(A)°
= ! _

Finalmente las férmulas de Cardano-Ferrari nos dan las raices del polinomio
caracterfstico de A, p(\) = A3 4+ aA? + bA + ¢ en términos de sus coeficientes por
medio de radicales. Lo que nos permite obtener una expresién explicita de los
valores propios de A en funcién de las trazas tr(A), tr(A?), tr(A3%).

Cabria esperar que las restantes trazas del Criterio de Sibirskii determinen
los elementos de las superdiagonales, de forma analoga a lo que ocurre en el caso
2 X 2. Sin embargo, Paulsen [58] demostré que no existe una forma candnica
continua para la semejanza unitaria en C"*™ si n > 3; por lo tanto, en gene-
ral, no podemos escribir los elementos de las superdiagonales como funciones
algebraicas de los invariantes dados por las trazas (8.2.19). No obstante, pode-
mos analizar el caso particular en el que la matriz tiene un tnico valor propio
que, sin pérdida de generalidad, se puede tomar nulo. Dada una matriz del tipo
Tri(A, A\, A\, d, g,a + bi), siendo A = 0; d, g ntimeros reales no negativos, y a,b
reales, intentaremos expresar los elementos de las superdiagonales en funcién de
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las cuatro tltimas trazas dadas en (8.2.19). Si denotamos por p;,i =4,...,7, el
valor de las correspondientes trazas, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
d> +a® + 0>+ g% —ps =0,
(a—bi)dg —ps =0,
d*g* —ps =0,
d*g* + d*g*a® + d*¢*v* — p; = 0.
MAPLE 13 nos da las expresiones siguientes de a, b, ¢, d en funcién de las trazas:

o — Lpapeps + prpaps — pipr — pF — 1

8.2.22
2 aBpspe(paps — pr) ( )
1 2 2 2 3
p — L (Papops — prpaps — p3pr + 7 +p6)i’ (8.2.23)
2 aBpspe(paps — p7)
d= ope, (8.2.24)
9= 5. (8.2.25)

siendo

_ 1 Y
ai=4———, Bi=4/pa——.
Pape — P7 DPe

Observacion 8.2.3. Enseguida veremos cémo se pueden transformar estas ma-
trices candnicas en otras ain mas reducidas, o sea mas simples, mediante trans-
formaciones afines, las cuales no tienen por qué ser semejantes unitariamente a
las matrices dadas. Es decir, que a la hora de estudiar la geometria de los pseu-
doespectros de las matrices A de C3*3 podemos servirnos de la forma candnica
de Pearcy, més de transformaciones del tipo A — als + SA, con a, 3 € C.

Dada una matriz A € C3*3, para (x,y) € R? y € > 0 definimos:
A(z,y) = (z +iy)l3 — A,

(it 50)

Con estas notaciones, vamos a considerar la familia de curvas algebraicas

Vi(fea) = {(2,y) €R?: foa(w,y) = 0},

que, recordemos, incluye a la frontera del pseudoespectro estricto de A de nivel
g, denotada por 9AL(A) . Para todo valor de € € [0, 00) excepto para un nimero
finito de valores de € la curva Vr(f: 4) es lisa, i.e. no tiene puntos singulares.
Nuestro objetivo principal es estudiar cudles de las curvas de la familia Vr(f: 4)
al variar ¢ € [0, 00) tienen puntos singulares (zg,yo); y después averiguar cudles
de estos puntos (zg,yo) estdn contenidos en JAL(A); es decir, cudles cumplan
que o3(A(xo,y0)) = . Para ello, vamos a utilizar las siguientes propiedades:
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Lema 8.2.4. Con las notaciones anteriores y sobrentendiendo las operaciones
de C como las correspondientes transformaciones afines en R? | se tiene:

(1) SiU € C3*3 es una matriz unitaria, entonces Ve(fev-av) = Vi(fe ).

(2) Dados a, 8 € C con # 0, Ve(fe,a1,484) = a + BVr(fe/15,4)-
(3) Las mismas propiedades se cumplen para OAL(A).

Nuestro objetivo es ver qué clase de puntos singulares puede tener la curva
Wr(f-.4)- El caso de matrices normales es muy simple, puesto que la curva
Vr(f-,4) estd compuesta por circunferencias de radio € con centros en los valores
propios de A. Luego, de aqui en adelante, supondremos que la matriz A es
no normal. Ademds, vamos considerar tres casos, dependiendo del nimero de
valores propios distintos de la matriz A.

A diferencia del caso de las matrices 2 x 2, aqui no vamos a desarrollar de
una forma general toda la casuistica para las matrices 3 x 3. Nos limitaremos
a ejemplos significativos que a nuestro parecer cubren todos las posibilidades
de puntos singulares de una curva Vg(f. 4) que pertenezcan a la frontera del
e-pseudoespectro estricto. Obviamente, no analizaremos los posibles puntos cru-
nodos para el caso de matrices con dos o tres valores propios distintos, que es
un caso trivial.

En las siguientes subsecciones utilizaremos la siguiente notacién: Considere-
mos una curva de R? definida por f(z,y) = 0, con f € R[x,y]. Supongamos que
el punto (x,yo) es singular para la curva f, es decir

f(x07y0) = Oa
fa(z0,90) =0,
fg;(m()ayo) =0.

La curva f es una abreviatura de Vg(f). Denotemos por

Alzo,y0) = fry(20,40)* — fun(0,y0) fory (T05 Yo)-

Supongamos que el punto (zg,yo) es doble. Entonces por el Teorema A.5.1 se
tiene que: (i) Si A < 0 el punto (xg,yo) es aislado (acnodo) para la curva f. (ii)
Si A > 0 el punto (xo, yo) tiene dos tangentes (crunodo). (iii) Si A = 0, el punto
(z0,y0) tiene una tangente doble, T, y puede ser un tacnodo o una cispide;
ademas, si el ndmero de interseccién de la curva f con la recta T en (zo, o),
I((Jco7 Yo)s T) = 3 entonces es una cuspide ordinaria. Sin embargo, del hecho
de que I((mo, Yo, [, T)) > 4 no se infiere nada: hay ejemplos en los que el punto
(20, y0) es una cuspide y otros en los que es un tacnodo. En este caso, se debe
recurrir al ndmero de ramas centradas en (xg,yo) de la curva f para decidirlo.

8.2.1. Caso de un valor propio triple.

Teniendo en cuenta el Lema 8.2.1 no se pierde generalidad si asumimos que
A es de la forma (8.2.16). Ademds, por el Lema 8.2.4, podemos suponer que
a = 0. Es decir, podemos suponer que
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0 a b
0 0 ¢
0 0 0
con a,c > 0. Para este caso, vamos a dar ejemplos de matrices tales que la curva
Vr(fe,4) tiene puntos singulares que pueden ser: o aislados (acnodos), o cruno-
dos, o de retroceso de primera especie. Seguimos la Definicién Definitiva A.2.22
y las notaciones (8.2.26) sobre el polinomio de Wielandt f.(z,y). Omitiremos
la referencia a la matriz A siempre que esto no cause confusién.
Ya hemos probado en la Proposicién 7.4.6, que tomando a = ¢ = 1,b = 4,
el punto (z0,y0) = (—4/15,0) es un punto doble para la curva fi,15(z,y), v

ademds es aislado. También se tiene que 1/15 es el menor valor singular de
A(—4/15,0).

De otro lado, eligiendo la misma matriz y

( e) = 2422 0 1122 — 50
T1,Y1,€1) = 24 s Uy 24

se tiene que (z1,y1) es un punto doble de la curva f., y como

A=

?

74990311122 43966967
Az1,y1) = 432\ﬁ— w1 ~ /001269414575,

resulta que es un punto crunodo. Nuevamente, se tiene que €1 es el menor valor
singular de A(z1,y1).
Finalmente, si

3  2v/3-3
a=Cc= 17b: 2+\/§7 (anyQMEQ) = <_\é>a 7\/>6> B
entonces ps := (x2,y2) es un punto doble de la curva f.,, A(z2,y2) = 0, y
ademds €5 es el menor valor singular de A(xs,y2). Este es un caso de punto de
retroceso de primera especie. Ya que calculadas las singularidades de la curva
fe, con Maple 17 nos da:

singularities(f,x,y);
{[=1/6V/3,0,1],2,1,1], [[RootOf (2* + 1) ,1,0],3,4, 1]}

lo que nos dice que sélo hay una rama de la curva f., centrada en (—%, ()).

Como A = 0 en dicho punto, este punto doble es un punto cuspidal ordinario
pues I(pa, fe,, T) = 3 siendo T la recta tangente a Vr(f:,) en p2 dada por las

ecuaciones paramétricas r = —? +t,y = 0 en virtud del Teorema A.5.1 III
(a). Para ver que es de primera especie, utilizaremos la parametrizacién que nos
da puiseux. Una parametrizacion de la rama de f., en el punto py viene dada

por

3 208 4- 64v/3
\/> NT :+7\/>T3+...

;i(T)=—§(1+2\/§)T2—7, u(T) 9



SEC. 8.2 REDUCCION DE MATRICES 3 X 3 131
Vemos que #(0) = —/3/6,§(0) = 0. Las derivadas sucesivas nos dan:

208 + 641/3
_ 208464V3 5

)

#(T) = —2(1 +2V3)T,  §(T)

3

#'(0) =0, 7'(0) =0,

- 8 +16v3 N 2(208 4 64+v/3
//(T):_%’ y”(T)Z(fﬂT"‘F”' ,

84+ 16v3
()= -SEVE g o,
2(208 4+ 64v/3
j':l//(o) — O, g///(o) — ( —; \/7) .
Por lo tanto, al considerar las derivadas sucesivas de »(T') := (Z(T),3(T)) en

T = 0 la primera derivada, r'(0), se anula, la segunda derivada, r"(0), no se
anula, y la tercera derivada, r"/(0) no depende linealmente de r/(0). Asi pues,
por el Teorema A.2.17 y con sus notaciones se tiene que p = 2 y ¢ = 3. Como
p es par y ¢ es impar, la curva f., tiene en (z3,y2) un punto de retroceso (o
cispide) de primera especie.

3
Figura 8.1: Retroceso de primera especie en (x2,y2) = (—{7 0)
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8.2.2. Caso de un valor propio doble y uno simple

Nuevamente, por el Lema 8.2.1, no se pierde generalidad A es de la for-
ma (8.2.17). Ademds, por el Lema 8.2.4, podemos suponer que a; = 0,5 = 1.
Es decir, podemos suponer que

b
A=

)

o O O
o O e

c
1
con a,c,> 0,b € C. Para este caso, vamos a dar ejemplos de matrices concretas
tales que para cierto valor de ¢ la curva Vr(f: 4) tiene un punto doble que es

un tacnodo.
Tomemos

w

a =

Vi VB _VE (1 VE
10’ - 67 - 157 3,Y3,€3) = 27 ) 10 .

Para esta eleccién, se tiene que A(zs,ys) = 0, y ademds e3 es el menor valor
singular de A(xs,ys). Vamos a probar que el punto (z3,ys) es un tacnodo de la
curva f.,. En efecto, el polinomio f., viene dado por

1121, 4 21, 11, s s
fo g T2 62 L4 gypa8 649
fa@y) =F=pr—gto? ¥V Hg® ¢ 36—’ +20
11 3 11
_324 423_ 2,2 _ 2,2 . 4_342 24.
yxm+4yw 10933 5y3: 20y yx-+2yw

Con el paquete Maple[algcurves] obtenemos los puntos singulares y sus
invariantes m, d, r, asi como las ramas en los puntos de la forma (z3,ys):
singularities(f,x,y);

{[(1/2,0,1],2,2,2], [[RootOf (Z* + 1) ,1,0],3,4,3]} .

De aqui se deduce que ps := (1/2,0) es un punto singular con m = 2,0 = 2,r =
2. Es decir, corroboramos que es un punto doble y que f., = f tiene dos ramas
R; y R que pasan por él. Como A(1/2,0) = 0, el punto ps es un tacnodo.
Ademds, sea 7 la recta de ecuaciones paramétricas © = 1/2,y = ¢, entonces el
nimero de interseccién de f, con 7 en el punto ps, I(ps, fes,T) s igual a 4,
pues 5
fes(1/2,) = —t° — 1—0154;

mas de este hecho, no se deduce nada sobre si p3 es un tacnodo o una cuspi-
de. Sélo que 7 es tangente a Vi(f.,) en ps. También queremos ilustrar que
OAL,(A) C Vr(fe,), pero el contenido puede ser estricto y en este caso lo es: de
hecho para el punto (0,352564517516,0) capturado con el ratén como el vértice
de la curva interior mas préximo a (1/2,0) tenemos que

15
02(A(0,352564517516,0)) = 0,3873 ~ %;

véanse las Figuras 8.2 y 8.3.
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Figura 8.2: Tacnodo en (z3,y3) = (1/2,0) a la curva algebraica Vi(fe,)-

1

0.8 4

0.6 7

0.4 7

-1 L L L I I
-0.5 0 0.5 1

Figura 8.3: Conjunto frontera 9AZ, (A)

También obtenemos mediante
puiseux(f,x=1/2,y,0,T);

1 1 1 1
= T2+ - y=-Tlx==-T>+= y==T
o=-T*+ 5y =-Thle =T+ 5,y =37
1
[x =T+ =,y = RootOf (10Z° + 3)],

2

133

de donde se deduce que las sumas parciales de los pares de series formales de
potencias en T' que parametrizan las ramas Ry y Ry son (v = —T? + %7 y=-T)

y (x = 3T%+ 3,y = +T), respectivamente.
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El procedimiento utilizado para demostrar que el punto (1/2,0) es un tacnodo
para la curva algebraica C := Vg(fc,) sigue la definicién que aparece en el
Ejercicio 5.4.3 pagina 115 del libro de Walker [73]: “un tacnodo es el centro de
dos ramas (places) lineales que se cortan en él con multiplicidad dos”. Véase
mas precisiéon en la Proposicién A.7.9 del Apéndice A. Procedamos a hacer estos
célculos con ayuda de Maple 17, usando las notaciones de la Definicién A.7.8.

Sean 1 :=( := e =1,

1 1
U= X2 gy = —?XV2, z = §§X1/2, Zo 1= §§2X1/2.
De donde tenemos que,

o(R1,Ra) == (41 — 21) (41 — 22) (Y2 — 21) (Y2 — 22)

= (=0 = ¢/3)X 2 (= = C/3)X P (=0 = ¢/3) XV (—n® - /3) X/
64

= (=0 = ¢/3)(=n = /3)(=n* = {/3)(—n* = ¢*/3) X* 8*1X2

Por lo tanto (R, R2) € C[[X]] y su orden ord ($1X?) = 2; es decir,
I1((1/2,0), Ry, Ry) = 2.

Obviamente Ry y Rg son ramas de orden uno (lineales). Hemos acabado de
probar, segiin la Definicién A.7.8, que f., tiene un tacnodo en el punto (1/2,0).

Mas nos asalta una duda. Si tomamos sumas parciales mas largas de las
series formales b + a1 T + asT? 4+ -+ y b+ biT + byT? + --- ;llegaremos a la
misma conclusién en lo que al orden de ¢(R;, Ry) respecta? Veamos, con la
instruccién puiseux con otros parametros obtenemos:

puiseux(f,x=1/2,y,5,T);

1 649175 7075

=T+ -,y=— RootOf (102% + 3) T* — ——=RootOf (1022 4 3) T®
2 =T+ 34 = ~Trggg Root0f (1027 +3) 186 1000 (1027 +-3)

1045 5
+ go [00tOf (1027 + 3) T? + S RootOf (1027 + 3) T + RootOf (1027 + 3)],

1 5 1 1 1

=T+ Sy =T+ T+ T+ 5T =T

[= TVt et tet Tt b
1 1 70793995 77359 9209 53 1

=T+ -y= T° T" - TP+ ——T°+ =T
o= 37"+ 59 = 501073344 . T 314928 7206° T 162! T30

La componente y de la rama R es

5 1 1 1
= —T%4 774 75 T3 T;
V=gt Tyt Tt t

de donde se tiene que,

o ::n(128X9/2+1 X724 X°/2+ X“‘/2 x/f),
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5 1 1 1
o 1= 2 7}(9/2 7)(7/2 *X5/2 *XB/Q _ X)
Y2 =1 <128 16 *3 *3 VX

La componente y de la rama Ry es

70793995 , o 77359 .. 9209 . 53 . 1
B N R
204073344 314928 17496 162 3

con lo cual tenemos que

70793995 77359 9209 53 1
7 — 7}(9/2 7}(7/2 _ 7}(5/2 7)(3/2 - X)
“1 ¢ (204073344 + 314928 17496 + 162 + 3\/> ’

70793995 77359 9209 53 1
7o (2 LTTTT x9/2 11999 weT/2 T2Y x5/2 . 99 x3/2 X) .
2= (204073344 314928 17496 * 162 * 3\/» ’

De aqui que

Y(Ry, R) := (1 — 21) (11 — 22) (2 — Z1) (Y2 — Z2) =
= X?¢(X),

siendo ¢(X) el elemento de C[[X]] dado por

382579837531913164947171300625 ., 411295441490796522449626375
27099741612310992724404694155264 10455147226971833612810452992
_ 28046371136444992247656025 1,  677446491035175543000145 5

580841512609546311822802944 53781621537920954798407683
11546742711555720555500 1, | 17948174163609910579
49797797720297180368896 76848453272063549952
2290584833705753399 .,  5490615733383025 _,  2419338057094745 _ ¢

~ 4269358515114641664 26354064908115072 2928229434235008

8607835828897 . 7828308911 _, 2175086699 _. 22528000

6778308875544 125524238436 1162261467 © 14348907

| 435200 113216, 4736 . 64
1594323 59049 2187 81

con ¢(0) = 64/81. Por tanto, I((1/2,0), Ry, R2) = 2 y se corrobora que (1/2,0)
es un tacnodo, ya que obviamente las ramas R; y Ro son lineales.

8.2.3. Caso de tres valores propios distintos

Nuevamente, por el Lema 8.2.1, no se pierde generalidad A es de la for-
ma (8.2.18). Ademds, por el Lema 8.2.4, podemos suponer que a1 = 0,y =
1,3 = B8 + ~i. Es decir, podemos suponer que

0 a b
A=(0 1 c ,
0 0 B+ni
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con a,c > 0. Para este caso, vamos a dar ejemplos de matrices tales que la curva
Vr(fe,4) tiene puntos dobles que son tacnodos. Vamos a analizar este ejemplo
con mayor detalle.

Tomemos

1
a:b:OaC:17B:§77:1;
es decir nuestra matriz sera
0 0 0
A=(0 1 1
0 0 §+i

Si definimos su polinomio de Wielandt (1.2.2) por

q(z,y,e) ==

el (r+yi)l,— A
(x —yi) I, — A* el,

tenemos que
g(w,y,€) = det (21, — ((z + yi)In — A)"((z + yi)In — A)) .
Y haciendo A := 2 para simplificar nos queda que:
plz,y,\) = det ()\In — (@ +yi) L, — A) ((z + yi) I, — A)) = % (—2® =2 + )

(4:04 + 82%y% + 4y* — 8 \x? — 8 y? — 122 — 8ya? — 1229 — &2
+4X% + 12Xz + 8y + 172% + 16yz + 9y® — 13\ — 14z — 8y + 5)

Vemos que p(z,y,\) = f(z,y,\)g(z,y, A), lamando

flx,y,A) = i(—xQ — 2+ N)

g(x,y, \) := 4x* + 8x%y% + 4y* — 8 x? — 8)\y? — 122° — Sya? — 1229° — 8°
+4X2 + 120z + 8y + 1722 + 16yz + 9y% — 13X — 142 — 8y + 5.
Deseamos hallar los valores de A > 0 para los que la curva algebraica p(z,y, \) =

0 tiene valores singulares en los que la curva tiene una inica tangente real. Esto
nos lleva a buscar los valores de z, y, A para los que el sistema de ecuaciones

p(z,y,\) =0,
Pz, y, ) =0,
Py (@, y,A) =0,

A(z,y,A) =0,
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donde A(z,y, \) := pi, (2,9, \) — plla (2, y, )\)pZZ (7,9, \), tiene soluciones en R3.
Abreviando los argumentos, este sistema queda reducido a p = 0,p), = 0,p; =
0,A = 0. Como p = fg, este sistema es equivalente al sistema de ecuaciones

f = 07
g=0,

2 __
4f29:F,9, — (fog, + £,92)2 =0

Resuelto este sistema con Maple 17 nos da que una de sus soluciones es

1 )
=, A=
7y 8’ 32

xr =

ool w

Lo que nos da lugar el punto singular

31
P4 = (37473/4) = ga g

)
de la curva algebraica fe,(x,y) := q(x,y,e4) = 0, siendo 4 := 4/ 3 Adems3s,
se tiene que A(pys) =0, y ademds €4 es el menor valor singular de A(x4,ys).

singularities(p(x,y,5/32),x,y);

((3/8,1/8,1],2,2,2], [[RootOf (-Z* +1),1,0],3,3,3],

) ) )

[[RootOf (64-2% — 48 _Z +13) ,3/4 — RootOf (642> —48_Z +13),1],2,1,2)

puiseux(q(x,y,5/32),x=3/8,y,0,T);

3 1 3
[x=T+§,y=—g],[:c:T+§,y:RootOf(512,23—960,Z2+440,Z—185)]
3 1 3 1 40
=T+ -,y=-—-3T—40T*,[x=T+<-,y=- —3T— —T?
le=T+5v=3 hle=T+gv=3 g 'l

Las ramas que pasan por py, Ry = [t = T +3/8,y = 1/8 —3T —40T?] y
Ry:=[z=T+3/8,y=1/8—3T — % T? son lineales. Ademés, como

(1/8=3T —40T?) — (1/873T7 %zﬂ) = (% f40) T?

se tiene que I(py, Ry, R2) = 2. De donde se deduce que el punto p4 es un tacnodo.
Véase la Figura 8.4.
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SN

Figura 8.4: Tacnodo en (x4,y4) = (3/8,1/8) a la curva algebraica Vr(/f<,).

Ejemplo final de matriz 3 x 3 con tres valores propios distintos. Si
tomamos

V2-1 vV2-1 3-2V2
a:b:O,c:Q,ﬁ:O,’y:L (x57y5555):< 2 ) 2 y 2 .

nos queda que ps := (x5,y5) = (%, %) es un punto doble de la curva

algebraica f..(x,y) := q(x,y,€5), siendo

3—2v2
€5 = 2 )

con una tangente Unica y dos ramas reales. Por tanto, es también un tacnodo.
Véase la Figura 8.5

e
05!

Figura 8.5: Tacnodo en (z5,y5) = (‘/52*1, \/52*1) a la curva algebraica Vg(fz;)-



Apéndice A
Curvas algebraicas reales

Al estudiar la frontera del pseudoespectro de una matriz vemos que esta
contenida en una curva algebraica real plana. Esto nos lleva a considerar los
subconjuntos de R? que satisfacen una ecuacién de la forma f(z,y) = 0 donde
f(x,y) es un polinomio de coeficientes reales en las variables = e y. Los resultados
mostrados en las dos primeras secciones este apéndice han sido recogidos en su
mayor parte del libro de C. G. Gibson [37]. También han sido consultados el
libro y los articulos de M.J. de la Puente [23], [24] y [25]. Para las secciones
tercera y siguientes véanse alli las referencias consultadas: en especial el libro
de Walker [73].

A.1. Introduccion

Sean K un cuerpo (conmutativo) y n € N*. Recordemos que N := {0,1,2,...}
y N*:={1,2,...}. En lo que sigue, denotaremos por K|x1,...,z,] el anillo de
los polinomios en las variables x1,...,x, con coeficientes en el cuerpo K.

Definicién A.1.1. Un conjunto algebraico en el espacio afin K™ se define
como

{(x1,...,zn) € K" : fi(x1,...,2n) =0,..., fs(z1,...,2,) =0},

para algin s € N* y algunos polinomios f1,..., fs € K[z1,...,2n].
Se denota por Vi (f1,..., fs). También es llamado el conjunto de los ceros
de f1,...,fs en K™,

Observacion A.1.2. En el caso de n = 2, es usual denotar las variables como
x,y; mientras que para n = 3, se suelen utilizar z, vy, z.

Una curva algebraica plana afin sobre K es el conjunto de los ceros en
K? de un polinomio no constante f € K[z,y]. En nuestro caso, el cuerpo es
K =R, por lo tanto, se puede definir una curva algebraica real plana como

Ve(f) = {(z,y) € R?| f(z,y) = 0}

139
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donde f € R[z,y] es un polinomio de grado > 1. A veces, se habla de la curva
algebraica f como abreviatura de Vg(f). En el estudio de las curvas algebraicas
reales planas, estamos interesados en las dos siguientes cuestiones:

1. Caracterizacion de los puntos de autointerseccion.
2. Trreducibilidad /reducibilidad de las curvas algebraicas reales.

Estas cuestiones seran planteadas al estudiar las fronteras de los pseudoespectros
de matrices de tamano 2x2 y 3x3. Mas en concreto, para las matrices de tamano
2 x 2 estudiaremos ambas cuestiones; mientras que para las de tamano 3 X 3,
sélo la primera.

A.2. Caracterizacion de los puntos de autointer-
seccion

Recordamos que el grado de un polinomio es el mayor exponente de los
términos con coeficiente no nulo.

A.2.1. Aplicaciones afines
Sea K un cuerpo.
Definicién A.2.1. Decimos que ¢ : K? — K? es una aplicacién afin si
p=TOAM\,
siendo

A : K2 — K? una aplicacién invertible, y
7 una traslacién, 7(z) = z +t, donde t € K? es un vector fijo.

Mas brevemente,
p(r) =Lz +t, L e GLa(K).

Podemos escribir ¢(z,y) = (X,Y), donde cada componente viene dada por
X =pxr+qy+u,
Y =rx+sy+o,

con ps — qr # 0. El conjunto de las aplicaciones afines de K2, Af(2), forma un
grupo multiplicativo con la operacién composiciéon de aplicaciones.

Lema A.2.2. Sean a,b € K? distintos. Sea ¢ una aplicacion afin de K2,
entonces Vt € K,

pla+t(b—a)) = ¢(a) +t(e(b) — ¢(a)),
(1 —t)a+tb) = (1 — t)p(a) + t(d).
Observacién A.2.3. Se pueden interpretar las anteriores expresiones del si-

guiente modo: ¢ aplica la recta parametrizada que pasa por a y b en la recta
parametrizada que pasa por ¢(a) y ¢(b), y conserva el pardmetro.
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A.2.2. Numero de interseccién. Recta tangente

Sea f una curva de grado d > 0 en K2(f € K|[z,y], deg(f) = d > 0); £ una
recta que no es componente de Vi (f) := {(z,y) € K?| f(z,y) = 0}); y p un
punto de /.

Queremos definir el nimero de interseccién en p de f respecto de la recta
£, I(p, f,£). Para ello, precisamos de dos puntos a,b € ¢ distintos, la funcién
o(t) == f((1 — t)a + tb), llamada polinomio de interseccién, y el punto p =
(1 — to)a + tob.

Sia=(ay,az2)y b= (by,b2), entonces la parametrizacién de £ es

{x(t) (1 —=1t)ay + tas,
y(t) = (1 = )by + thy,

y el polinomio de interseccién a lo largo de la recta ¢ serd ¢(t) = f(x(t),y(t)),
siendo deg(f) < d.

Definicién A.2.4. Llamamos ndmero (o multiplicidad) de interseccién
de una curva f con una recta ¢ en un punto p, I(p, f,£), a la multiplicidad de
to como raiz del polinomio ¢(t).

Si £ no es una componente de Vi (f), entonces I(p, f,¢) es un entero no
negativo; I(p, f,£) = 0 siy s6lo si p &€ Vi (f)N¥¢. Cuando £ es una componente
de Vi (f) y p € £, convenimos que I(p, f,£) = oc.

Llamaremos cambio afin de parametro a la aplicacién

u: K — K
t — ult)=at+b.

Lema A.2.5. Supongamos que dos polinomios en una variable, ¢(t) y ¥(u),
estdn relacionados por un cambio afin de pardmetro, i.e. ¢(t) = ¥(u(t)). En-
tonces tg es una raiz de multiplicidad m de ¢(t) si y sdlo si u(to) es una raiz de
multiplicidad m de 1(u).

Lema A.2.6. I(p, f,0) es independiente de la parametrizacion elegida para £.

El siguiente lema nos garantiza que los nimeros de interseccién son inva-
riantes afines:

Lema A.2.7. Sea ¢ una transformacién afin de K?, p un punto en una recta

L, f(z,y) € K[z,y]. Denotamos por p' = p(p), ' = o), p(V(f)) = V(g) con
g(z,y) = f(¢~ (z,y)). Entonces

I(p, f,0) =1(p', 9, 1").
Definicién A.2.8. La multiplicidad de un punto p € R? en f, m,(f), se
define como el minimo nimero de interseccién I(p, f, £) cuando £ varfa en el haz
de rectas que pasan por p; es decir,
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Simy(f) =1, el punto es simple; si m,(f) = 2, doble; si m,(f) = 3, triple.
En general, si m,(f) > 2, el punto se llama singular. En este caso, se satisface
que f;(a,b) =0y f,(a,b) =0, donde p = (a,b).

Definicion A.2.9. Llamamos recta tangente a f en p a toda recta £ que pasa
por p tal que
I(p, f,£) > my(f).

Se dice que una recta ¢, tangente en p a f, es una tangente ordinaria si
I(p, f,€) = mp(f) + 1, y que es una tangente de inflexién si I(p, f,¢) >
my(f) + 2.

A.2.3. Determinacién de m,(f)

Se dice que un polinomio F € K]z, y] es homogéneo si todos sus monomios
son de igual grado. Por ejemplo, F(z,y) = 322y + y3 + 23 es un polinomio
homogéneo, pero G(z,y) = z* + zy* no lo es. Una forma F € K|z,y] es un
polinomio homogéneo. Todo polinomio f € K|z,y], con deg(f) = d, se puede
expresar de forma Unica como suma de formas

f=Fn+Fpp+--+F;, coom<m+1<---<d,

donde cada Fy, k =m+1,...,d, es cero o una forma de grado k; mientras que
la forma F;,, # 0, a la cual se suele llamar forma de términos de grado inferior,
también se denota por TGIL.

Podemos determinar la multiplicidad de un punto p = (a,b) en una curva
f(z,y) =0 de dos formas:

1. mediante los términos de grado inferior, TGI.
2. mediante derivadas parciales.

Veamos cémo se procede con cada uno de ellos

1. Mediante los términos de grado inferior

Lema A.2.10. Sea p = (a,b) un punto de una curva f € K?. Sea
g(z,y) == fla+z,b+y). Entonces, my(f) es el grado de la forma TGI
de g. En particular, mo,0)(f) es el grado de la forma TGI de f.

2. Mediante derivadas parciales
Primero recordamos la expresion de la férmula de Taylor par una funcién
polinémica f € K[z, y], con deg(f) = d, en un punto (a,b)

ai-‘rjf

Ozt OyJ

fla+x,b+y) = (a,b)z'y’. (A.2.1)

(4,)EN?
0<iti<d
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El primer lema nos permitira caracterizar la multiplicidad de puntos per-
tenecientes a curvas algebraicas mediante sus derivadas parciales. El se-
gundo nos dara una condicién necesaria y suficiente para caracterizar los
puntos singulares de una curva algebraica; y, finalmente, el ultimo lema,
consecuencia del anterior, pondra de manifiesto que los puntos aislados
son necesariamente puntos singulares.

Lema A.2.11. Sea p = (a,b) un punto de la curva f en K2. Entonces
my(f) =m siy sdlo si

oiti

al’layf] (aab> = 07 st +.7 < m,
y 31,7 tales que

otif B £ 0. siit i

8xi8yj(a’ ) #0, sii+j=m.

Lema A.2.12. Una condicion necesaria y suficiente para que un pun-
to p = (a,b) de una curva [ sea singular es que f(a,b) = 0, fi(a,b) =
0. fj(a.) =0

DEMOSTRACION.

Es una consecuencia del Lema A.2.11, ya que

f(a,b) =0, g—i(a,b) =0, g—f(a, b) =0,
my(f) > 2 <= o Yy
existe W(a, b) #0, siendo i+ j =2.

O

Lema A.2.13. Sea f una curva en R2. Si p es un punto aislado de la
curva f entonces es un punto singular.

DEMOSTRACION.

Si p fuera un punto simple, como f(p) = 0, por el Lema A.2.12, se tendria
que fr(p) # 0 o fy(p) # 0. Por el teorema de la funcién implicita, se
seguirfa que la curva f(z,y) = 0 podria ser parametrizada en un entorno
de p. Con lo cual, p no podria ser aislado. O

A.2.4. Tangentes en un punto miltiple

Sean p = (a,b) € R?, f € R[z,y], con m,(f) = m. Definimos g(z,y) :=
fla+x,b+y), y lo escribimos como suma de formas

g=Gpn+Gpi1+ -+ Gy,

donde cada Gy es una forma de grado k y G,,, # 0. Sea £ la recta que pasa por
(a,b) en la direccién del vector (o, 8) € R*\{(0,0)}.
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Nuestro objetivo es estudiar las condiciones que debe satisfacer (a, 8) para
que la recta ¢ sea una recta tangente a f en (a,b). Las ecuaciones paramétricas
de / son las siguientes

r= a+ at,
y= b+ St.

El polinomio de interseccién, ¢(t), se define como

o(t) == fla+at,b+ pt) = g(at, Bt) =
G (at, Bt) + Gpi1(at, Bt) + - - + Galat, ft) =
t" G, B) + ™G 1 (o, B) + -+ + 121G (e, B). (A.2.2)

Podemos ver que 0 es raiz de (A.2.2) con multiplicidad > m+1si G, (o, 8) =
0. Es decir, Bz — ay es un factor lineal de G,,(z,y). La tangente a f en (a,b)
es la recta f(z —a) — a(y — b) = 0.

A.2.5. Clasificacion de puntos dobles

La terminologia sobre curvas algebraicas planas cambié drésticamente a lo
largo del siglo XX. En el transcurso de la elaboracién de esta memoria encontra-
mos una serie de puntos dobles que recibian los nombres de cuspides, cuspides
ranfoideas, tacnodos, oscnodos, ... Véase, por ejemplo, la pagina 131 del libro
de Gibson [36]. De gran utilidad nos ha sido la consulta de la pagina de Wi-
kipedia [74] que retine un glosario de geometria algebraica cldsica. Damos la
clasificacién de los puntos singulares que estudiamos en esta seccion, a saber,
los puntos dobles. No es este un asunto que los libros aclaren mucho. Supone-
mos que ello es debido a la complejidad que puede tener una curva algebraica
en el entorno de un punto singular. Citamos varias definiciones, pero no baja-
mos al detalle de armonizarlas. Cuando a una definicidn la llamemos concepto
queremos decir que es una descripcién intuitiva o heuristica de la nocién.

Concepto A.2.14. Dada una curva algebraica real C' definida como {(z,y) €
R?: f(x,y) = 0} donde f € R[z,y] tiene grado mayor o igual que uno. Decimos
que un punto doble p € C es un crunodo, o nodo ordinario, si C tiene en p
dos tangentes reales distintas.

En la Figura A.1 puede verse la curva C : y? — 23 — 22 = 0, que tiene a

(0,0) como punto doble. Este punto es un crunodo para esta curva. Su forma de
grado inferior es y? — x2; dado que ésta se factoriza asi: y? — 2% = (y+z)(y — 2),
las rectas tangentes a la curva C en (0,0) son y =z e y = —z.

Concepto A.2.15. Dada una curva algebraica real C' definida como {(z,y) €
R?: f(x,y) = 0} donde f € R[z,y] tiene grado mayor o igual que uno. Decimos
que un punto p € C' es un punto aislado si existe un entorno D(p,q) de p tal
que D(p,e0) NC = {p}. Cuando el punto aislado p es un punto doble, se dice
que es un acnodo.
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Figura A.1: Curva y? — 2% — 22 = 0; crunodo en (0, 0).

v 02 0 3 08 )
22
En

Figura A.2: Curva y? — 23 + 22 = 0; acnodo en (0, 0).
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En la Figura A.2 puede verse la curva y? — 2® + 22 = 0 que tiene a (0,0)
como punto doble. Este punto es un acnodo para esta curva.

Concepto A.2.16. Dada una curva algebraica real C' definida como {(z,y) €
R?: f(z,y) = 0} donde f € R[z,y] tiene grado mayor o igual que uno. Decimos
que un punto doble p € C' es un punto de retroceso, o punto cuspidal si C
tiene en p una tangente real 7" tnica y tal que si r es la recta perpendicular a
T que pasa por p, existe un valor 9 > 0 tal que para todo entorno D(p,¢) de p
con 0 < € < gp, la interseccién D(p,e) N C estd contenida en uno solo de de los
dos semiplanos abiertos S, 1, Sr2 que r determina.

Llamemos St,1, S7,2 a los semiplanos abiertos determinados por 7'. Quedan
establecidos de esta forma cuatro cuadrantes alrededor del punto p:

Sr1NSry, SriNSr2, Sr2NSti, Sr2NSrte. (A.2.3)

Se dice que un punto de retroceso p es de primera especie si D(p,e)NC, para
todo € € (0,¢¢], tiene puntos en exactamente dos de estos cuadrantes. Se dice
que es de segunda especie si D(p,e)NC, para todo € € (0, gyl tiene puntos en
exactamente uno de estos cuadrantes. Véase la Figura A.3. Por otra parte, en la
Figura A.4 pueden verse: a la izquierda el punto de retroceso de primera especie
(2,3/2) para la curva 5+ 4y — 2yx? + 4y? — 6x + 223 — 4xy = 0; y a la derecha el
punto de retroceso de segunda especie (0, 0) para la curva y? —2yz?+2* —25 = 0.
En esta tltima curva la tangente T a Vg(f) en el punto de retroceso (0,0) es el
eje = y la recta perpendicular r a T' que pasa por (0,0) es el eje y. Los cuatro
cuadrantes de (A.2.3) son los cuatro cuadrantes ordinarios cartesianos: se ve
que los dos “trozos” de Vk(f) que tienen sus puntos suficientemente cerca del
origen, estdn contenidos en el primer cuadrante (z > 0,y > 0).

En el libro de Dixmier [29] con ayuda del desarrollo de Taylor de una funcién
vectorial 7 : (a,b) — R? definida en un intervalo (a,b) de R y suficientes veces
derivable en él, se pueden caracterizar los puntos de retroceso de primera y de
segunda especies en un punto r(tg),to € (a,b) de la curva paramétrica x =
r1(t),y = ra(t), siendo r(t) = (ri(t),m2(¢)),t € (a,b), y en el que r'(ty) = 0.

Teorema A.2.17. Sea 7P)(ty) la primera derivada de r que no se anula en to;
es decir, que

' (to) = 7" (to) = - =PV (ty) = 0,7P (ty) £0, p>2,

y sea 79 (to) el primero de los vectores 1PtV (t) rPT2)(t4), ... que no depende
linealmente de ) (ty). Entonces rP)(to) es un vector tangente a la curva en
r(to) y se dan los dos casos siguientes.

CASO p PAR, ¢ IMPAR.- Hay en 7(tg) un punto de retroceso de primera
especie.

CASO p PAR, q PAR.- Hay en r(tg) un punto de retroceso de sequnda especie.

Concepto A.2.18. Dada una curva algebraica real C' definida como {(z,y) €
R?: f(x,y) = 0}. Decimos que un punto p € C es un tacnodo si es un punto
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T

Figura A.3: Puntos de retroceso: 1* especie (izquierda), 2* especie (derecha).

Figura A.4: Puntos de retroceso de primera y segunda especies.
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doble con tangente real T tinica y si r es la recta perpendicular a T’ que pasa por
p, existe un valor €y > 0 tal que en todo entorno D(p,e) de p, con € € (0,&g],
la curva tiene puntos en la interseccién de D(p,e) con cada uno de los dos
semiplanos abiertos que r determina.

Dicho en términos maés intuitivos, p es un tacnodo de C' si la curva tiene
puntos a ambos lados de r tan cerca como queramos de p. Los tacnodos también
son llamados puntos de autoosculacién.

En la Figura A.5 (Parte Izquierda) puede verse que la curva algebraica real
C =V(f) = {(z,y) € R?: f(x,y) = 0}, donde

3—2)?2
fley) = (@ 47~ 1) ((m ~3/2)° 4 (y - 3/2° - <2f)) ,
tiene un tacnodo en p = (%, %) Asimismo, la curva algebraica real

g(o.y) = (@ =527 + (=57 = 2) (0 =27 + (s~ 4° - 5)

tiene un tacnodo en p = (1,2) (Parte Derecha).

9

8

SN

Figura A.5: Ejemplo de puntos tacnodos.

Definicién A.2.19 (Véanse M.J. de la Puente[25], Definicién 5.37, pdg. 211,
y el articulo de Wikipedia [75]). Sea C' = Vi(f), con f € R|x,y], una curva
algebraica real y sea p € C. Se dice que p es un punto cuspidal si existe un
cambio afin de coordenadas
{m =aX +bY + q,

con a,b,c,d,a, €R yad—bc#0
y=cX +dY + 3, b Y #
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tal que p se transforma en (0,0) y el polinomio f en
g(X,Y)=Y?— X* ! 1 términos de grado > 2n + 2.

donde n es un entero > 1. Como ¢’ (0,0) = 0, ¢5-(0,0) =0y g1(0,0) =2 # 0,
el punto (0,0) es doble para la curva g. Por lo tanto, en virtud del Lema A.2.7,
el punto cuspidal p es necesariamente un punto doble. Cuando n = 1, el punto
p se llama cuspidal ordinario.

Definicién A.2.20 (Gibson [37] Ejercicio 7.4.3, pagina 93). Sea C = Vr(f),
con f € Rz, y], una curva algebraica real y sea p € C' un punto doble. Se dice p
es un punto cuspidal ordinario si C tiene una tangente real unica T tal que
I(p, f,T) = 3.

Como p es un punto doble, se tiene que m,(f) = 2. Por tanto, si I(p, f,T) = 3,
se tiene que

I(p, f,T) = my(f) + 1

esto es, C' tiene en p una tangente ordinaria.

Definicién A.2.21 (Wikipedia [75]). Sea C' = Vg(f), con f € R|z,y], una
curva algebraica real y sea p € C. Se dice que p es un tacnodo si existe un
cambio afin de coordenadas

{xzaX—&—bY—&—a, con ad — bc # 0

y=cX +dY + 0,
tal que p se transforma en (0,0) y el polinomio f en
g(X,Y)=Y? - X?" + términos de grado > 2n + 1.

donde n es un entero > 2. Como (0,0) es un punto doble de la curva g, por el
Lema A.2.7 el punto p es doble. En el caso en que n = 2, el punto p se llama
tacnodo ordinario.

DEFINICIONES DEFINITIVAS

Vamos a establecer unas definiciones definitivas de a qué puntos dobles lla-
mamos crunodos, acnodos, cispides (puntos de retroceso) y tacnodos
en funcién de dos pardmetros: el signo de A(p) y el ntimero r(p) de ramas
de la curva V¢ (f) que tienen por centro al punto p € C := Vg(f), donde
f € Rlx,yl, deg(f) > 1, y p = (a,b) € R? un punto doble de f: es decir, que
f(p) =0, f.(p) =0, f,(p) = 0 y alguna de las derivadas parciales segundas de
f en p es no nula. Definimos las siguientes cantidades:

A= f;lz(avb)7 B = glc/y(aab)a C:= f;g(avb)a
(A.2.4)
A(a,b) := B% — AC.
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Definicién A.2.22. Sean f € R[z,y], deg(f) > 1,y p = (a,b) € R? un punto
doble de la curva complejificada’ Ve (f). Se dice que p € C := Vr(f) es: un
crunodo de C si A(p) > 0; un acnodo si A(p) < 0; una cispide o punto de
retroceso si A(p) = 0y Ve(f) tiene una rama centrada en p; un tacnodo si
A(p) =0y Ve(f) tiene dos ramas centradas en p.

En resumen, si

A(p) >0 el punto p es un crunodo;
A(p) <0 el punto p es un acnodo;

A(p) =0,r7(p) =1 el punto p es una cuspide;
A(p) =0,7(p) =2 el punto p es un tacnodo.

Hay un inconveniente serio en estas definiciones y es que exigen definir qué
se entiende por rama de una curva Vg(f) para un f € R[z,y| que tiene por
centro a un punto de la misma. Este es un concepto elusivo que se refiere
a los “segmentos” o “trozos” de la curva que pasan por el punto considerado
p y que son homeomorfos a un intervalo (—e,e) de R con € > 0 y donde p
se corresponde con el nimero real 0. Para ello precisamos de los conceptos de
series formales de potencias, de Laurent y de Puiseux, asi como del Teorema
de Newton-Puiseux. Las principales referencias que seguimos para escribir este
resumen contextual son los libros de M.J. de la Puente [25], de R.J. Walker [73],
de S.S. Abhyankar [1] y de G. Fisher [34].

A.3. Series formales de potencias

El conjunto de aplicaciones de un conjunto cualquiera X en otro conjunto
cualquiera Y se denota por YX. Sea K un cuerpo cualquiera. Siempre entende-
remos que un cuerpo es conmutativo, i.e. que su multiplicacién es conmutativa.
Llamamos serie formal de potencias con coeficientes en K a cualquier suce-
sion

a = (ap,as,...,a;...)
con cada a; € K,i =0,1,.... Dicho de otro modo, a es una aplicacién de N en
K. Dada cualquier otra serie formal de potencias

b= (bo,b,...,bj,...)

se definen su suma a+b := (ag + bg, a1 + b1, ...) y su producto ab := (cg, c1, . ..)

por medio de
C = Z aib]-

(4,4)EN?
i+j=Fk

1Si f € R[z,y] por la curva complejificada de f entendemos el subconjunto de C? formado
por los puntos (z,w) € C? tales que f(z,w) = 0.
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para todo k = 0, 1,.... Con estas dos operaciones el conjunto K" de aplicaciones
de N en K llega a ser un anillo.
Si a tiene la forma

a = (ag,a,...,a,,0,0,...)

identificaremos a con un polinomio en una variable con coeficientes en K. En
particular, las series “constantes”, i.e. los elementos ¢ de K son también series
formales haciendo la identificacién ¢ = (¢, 0,0, ...). Una de estas series es el ele-
mento unidad 1 := (1, 0,0, ...). De ahora en adelante, dejaremos este formalismo
y escribiremos una serie formal de potencias por el simbolo

a=a(T)= Z ap,T"

n=0

como una serie de potencias en una variable 7. Cuando no haya confusion
abreviaremos serie formal de potencias por serie. No se considera ninguna
cuestién de convergencia de estas series. No se tiene el concepto de grado como
en los polinomios, sino el de orden de a, ord(a). Se llama asi a

ord(a) — {ml’nt{z’ €N:a; #0}, sia#0:=(0,0,...)
oo sia=0.

Dicho de otro modo, si a # 0, que ord(a) = p quiere decir que ag = a3 = -+ =
ap—1 =0y ap, # 0. Asi pues, el orden de una serie formal de potencias no nula
es un nimero natural. Denotaremos por K[[T]] = K" el conjunto de las series
formales de potencias con coeficientes en K en la variable T'. Es sabido que con
las operaciones de suma y producto antes definidas K[[T] tiene estructura de
anillo. Méds aun, K[[T]] no tiene divisores de cero; es decir, a,b € K[[T]],ab =
0 implica que a = 0 o b = 0. Ademds, es facil probar que las unidades o
elementos invertibles de K[[T]] son las series de orden 0; es decir, a(T) =
ag + a1 T + asT? + --- es invertible si y sélo si ag # 0. Una familia de series
formales {s;(T)}icr, donde I designa un conjunto de indices, se dice sumable
si para cada k € N existe a lo mds un nimero finito de indices 7 tales que
ord(s;) < k. Por definicién, la suma de una familia sumable de series formales

SZ(T) = Z amT”
n=0
es la serie
s(T) = Z apT",
n=0

donde, para cada n, a, = Y ;c; ani. Esto tiene sentido puesto que por hipétesis
los ay; para un n dado, son nulos salvo para un nimero finito de valores de 1.
En particular, dados ag, a1, ... € K, la familia {a,T™ },cn es sumable y las dos



152 APENDICE A. CURVAS ALGEBRAICAS REALES

posibles interpretaciones de la expresién

o0
E ap,T"
n=0
coinciden.

A.3.1. Sustitucién de una serie en otra

Para esta subseccién seguimos estrechamente el Capitulo 1 del libro de Car-
tan [18]. Sean las series formales de potencias

a(Z) =Y anZ" € K[[Z]], b(T) =Y b,T" € K[T]].

Queremos darle sentido a la sustitucién de Z por b(T) en a(Z) para obtener
una serie a(b(T)) que pertenezca a K|[[T]]. La sustitucién de T por b por Z
en a solo tiene sentido cuando sea sumable la familia {c¢;, }nen,donde

jo%s) n
e (ZT]) = anbf + -
=0

Se presentan dos casos:

= si a es un polinomio, entonces la familia {c, }nen es finita; por tanto su-
mable.

= Si a no es polinomio, entonces la familia {c, },en es sumable si y sélo si
bo = 0, si y sélo si ord(b) > 1; lo que es esencial.

En particular la traslacidén (i.e. sustituir T por T — by, con by # 0) tiene sentido
solo cuando a sea un polinomio.

El resultado de la sustituir la serie formal b(T) por Z en a(Z) se puede
denotar por

a(b(T)) = an(b(T))",
n=0

en la que se reagrupardn los términos en T. A la serie a(b(T)) también la de-
notaremos por a b cuando no se especifica la variable o indeterminada T'. Esta
“composicién” o goza de las siguientes propiedades en relacién con la suma y el
producto ordinario de series:

(a1 +a2)0b:a10b+a20b,
(a1a2)ob=(a1 Ob)(agob), lob=1.
para todas series formales a1,a2 € K[[Z]] y b € K[[T]] tales que ord(b) > 1.

Pero, no debemos creer que a-(by +by) sea igual a acby + a-by aunque ord(by) >
1,ord(be) > 1 y ord(by + b2) > 1.
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Observacién A.3.1. Si se sustituye 0 en a(T) = Y o_ga,T", se encuentra la
serie formal ag reducida a su “término constante”. Notemos que ord(0) := oo;
por tanto ord(0) > 1 y la operacién de sustitucién a -0 = aq tiene sentido. Pre-
ferimos escribir, a(0) = ag. Con estas notaciones: Para que a(T) = > 72 a,T"
posea un elemento inverso para la multiplicacion ordinaria de K[[T]] es necesa-
ri0 y suficiente que ag # 0, es decir a(0) # 0

Asociatividad de la sustitucion. Se tiene que (aob)oc = ao (bo c) siempre
que ord(b) > 1, ord(c) > 1.

DERIVADA DE UNA SERIE FORMAL

Para definir la derivada de una serie formal no hacen faltan limites. He aqui
la definicién: Sea a(T) = >, a,T", su serie derivada a/(T") viene dada por
la férmula

d(T) =Y (n+Dan T
n=0
Se escribe también
ﬁ, o incluso e

para la derivada a’. Se tienen las propiedades (a+b) = o' +b'; (ab)’ = a’b+ab'.
Si a(0) # 0, se tiene que

4 (1) __1lda

dT \a/  a2dT’
Por recurrencia, se definen las derivadas sucesivas de una serie formal. Si
a(T) =>72oa,T", la derivada de orden n es

a™(T) = nla, + términos de grado > 1.

Por tanto, a(™(0) = nla,, denotando por a(™(0) el resultado de la sustitucién

de la serie 0 por la variable T en a(™(T).

SERIES RECIPROCAS
La serie I(T) definida por I(T) = T es el elemento neutro para la com-
posicién de series formales:
aol=a=1I-a.

Proposicién A.3.2 (Funcién inversa formal). Sea dada una serie formal a;
para que exista una serie formal b tal que

b(0)=0, a-b=1,
es necesario y suficiente que

a(0) =0, d'(0)#0.
Si es ast, b es unica, y bea = I; dicho de otro modo, b es la inversa o reciproca
de a para la ley de composicion o.

No se debe confundir esta serie reciproca de a con la inversa 1/a para el
producto ordinario. De hecho, como a(0) # 0 es una condicién necesaria y
suficiente para que tenga sentido 1/a, cuando existe ésta, la serie reciproca no
estd definida.
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A.3.2. Series de Laurent y de Puiseux
El cuerpo de fracciones del anillo de integridad K[[T]], lo denotaremos por
K((T)) y estd formado por los cocientes %, donde a,b € K[[T]] y b no es nulo.

Por el Teorema 1.2, pagina 88 de Walker [73] se tiene que cualquier elemento f
de K((T)) puede expresarse en la forma

CLQ+(11T+a2T2—|—“'
r= -

con 7 entero > 0y ap # 0. Esta representacién es tnica. Como Corolario se
obtiene que toda f € K((T) se puede representar de manera tnica

f = io: aka

k=—0o0

con coeficientes ar, € K, con la condicién de que sélo haya un conjunto finito
de ntumeros enteros negativos k tales que ap # 0. Podemos pensar que f es la
sucesion doblemente infinita

f=0..,0,0,a_...,a_2,a_1,a0,a1,G2,...,a...)

con r > 0. As{ pues, podemos mirar a K ((T")) como el subconjunto del conjunto
K7 de las aplicaciones f de Z en K tales que existe un entero s = O(f) € Z
(orden de f) tal que f(s) # 0y f(k) =0 para todo k < O(f). Esto también lo
expresaremos diciendo que f(k) es nulo para casi todo k € Z_ :={n € Z:n <
0}. A cada f se la llama serie formal de Laurent en 7. Sean

fe= > JRT" g:= Y gk)T"
k=—o0 k=—oc0
La suma y el producto en K ((T)) coinciden con
Fro= S (F) +g(0)T*
k=—o00

y el producto de convolucion h = fg que viene dado por

VkeZ, h(k)= Y f(D)g()-

(i,5)€Z?

i+j=k
Continuando con esta linea formalista, definiremos las series de Puiseux con
coeficientes en K en una variable T, segin se indica en los Ejercicios 7 y 8 de la
pég. 595 del libro de N. Jacobson[43]. Sean K un cuerpo cualquiera, Q el cuerpo
de los niimeros racionales y sea K@ el conjunto de aplicaciones de Q en K. Para

cada f € K2 definamos el soporte de f como

Sop(f) :={a € Q: f(a) #0}.

Denotemos por P(K) el subconjunto de K@ formado por los f tales que
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(1) Sop(f) C Zn~! para algin entero positivo n (dependiente de f);
(2) Sop(f) estd acotado inferiormente.

Los elementos de P(K') pueden ser representados como series formales

f= > fla)T*

a€Sop(f)

y éstas son llamadas series formales de Newton-Puiseux. Si f,g € P(K)
definimos f + g y fg mediante

(f +9)(@) = fla) + g(a),

(fg) (@) := Z f(B)g(7), (que esta bien definida)
(51)6@2
Y=

para todo a € Q. Definimos 0 por 0(«) = 0 para todo o y 1 por

1 sia=
)= 2070
0 sia#0.

Antes de continuar adelante, vamos a introducir una presentacién mas in-
tuitiva de las series de Puiseux. Una serie de Puiseux en X es una suma formal
de elementos de la forma aX™/™ donde a € K y m/n es un niimero racional.
Por ejemplo, 2 +3X3/2 £ 29X1/2 _ 6X5/2 vy 1+ X3 4 XV/5 4 X4/3 4 X2/5
son series de Puiseux con coeficientes en Q, pero

1+Xl/2+X2/3+X3/4+"'

no lo es, ya que los exponentes no pueden tener un denominador comun. En
una serie de Puiseux puede haber potencias de X con exponentes fraccionarios:
exponentes que pueden ser negativos; pero sélo puede haber un nimero finito
de exponentes negativos; potencias con exponentes positivos m/n puede haber
infinitas, pero s6lo ha de haber un nimero finito de distintos denominadores n.
Es decir, una serie de Puiseux tiene la forma

o0
i=1j=1
donde a;; € K, nq,...,nq son enteros > 0y m;; € Z. Se supone que los simbolos

X™/™ estdn sujetos a operaciones “coherentes”:
Xl/l _ X, (Xl/rn)r _ Xl/n’ Xm/n _ (Xl/n)m’ er/rn _ Xm/n

Como en una serie de Puiseux sélo aparece un nimero finito de diferentes deno-
minadores: nq,...,ny, podemos escribir toda serie de Puiseux como potencias
con exponentes que tengan comtn denominador: digamos N :=n; - ng

p=a_ XNy ta X VN pag+a XV 4ag XN 4o XN o
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donder >0ya; € K,i=—r,—(r—1),...,—1,0,1,2,...k,.... Los coeficientes
a; € K pueden ser algunos iguales a cero. Si nos fijamos bien, podemos consi-
derar la serie de Puiseux p como una serie de Laurent en X/V: De este modo,
el conjunto de las series de Puiseux es el conjunto

o0

E{Xx} = [ K(xYY).

N=1

Se puede demostrar que con estas operaciones K{X}} = P(K) es un cuer-
po. Recordemos que un cuerpo F es algebraicamente cerrado si todo polinomio
f(X) € F[X] de grado > 1 admite raices en [F. Asimismo se dice que un cuerpo
F tiene caracteristica 0 si toda suma de un nimero finito de veces el elemento
1 nunca es igual a 0: para todon > 1, 1 + RN | # 0. Con estos preliminares
se tiene el importante

Teorema A.3.3 (Newton-Puiseux(1676-1850)). Supongamos que K es un cuer-
po algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Entonces el cuerpo de las series
de Puiseur K{{X}} =P(K) es algebraicamente cerrado.

Una demostracion constructiva de este teorema fundamental puede verse en
el libro clasico de Walker [73]. Versiones mas rigurosas aparecen en el libro de
Fischer [34]. Asf pues, designaremos el cuerpo de las series formales de Puiseux
con coeficientes en K mediante una doble llave: K{{T'}}, remedando el uso de
K|[T]] y K(T)) para las series formales, de potencias y de Laurent en T2

Lo que el Teorema A.3.3 significa es que si f(X,Y) en un elemento de
K{X}}[Y] que no pertenece a K{{X}}, entonces existe un § € K{{X}} tal
que f(X,7) = 0 en K{{X}}. Una serie cualquiera de Puiseux también puede
escribirse asi

a(X) = a X™/™ fapX™2/m2 e KXY,

donde
a; 70, mi/ng <mag/ng < ---.

Definimos el orden de @ como O(a@) := mj/ni; es un nimero racional. El
conjunto de elementos de K{{X}} de orden > 0 es un dominio de integridad: a
saber

o0

U KXV = {a € K{X}|O(a) = 0}.

n=1
Sia € U, K[[X'/"]], el coeficiente de X° en a(X) serd denotado por a(0).
Obviamente a(0) # 0 si y sélo si O(a) = 0. Si 0 es la serie de Puiseux cero,
definimos O(0) := co.

Siguiendo a Walker [73], Teoremas 3.2 a 3.5 en la pdg. 106, se tienen las

siguientes extensiones simples del Teorema A.3.3.

2 Aunque hay otros autores [9] que usan K{{T}} para el anillo (o dominio) de integridad
Upe ([T
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Teorema A.3.4. Supongamos que
fX,)Y)=a+a Y+ ---+a,Y", a € K{X}, a,#0.
Entonces:

» existe una Unica n-tupla desordenada (J1,...,9n) € K{XP" tal que
n

f(X7Y) = an H(Y _gj);

j=1

w 5i O(a,) < 0(@;),t =0,...,n—1, los g; del apartado anterior son ele-

mentos de | Joo K[[X'/"]];

= s5i O(a,) = 0,0(ag) > 0,0(a;) > 0,s = 1,...,n — 1, entonces para al
menos uno de los y;, O(y;) > 0;

w si f(X,Y) € K[X,Y] no tiene divisores de la forma d(X) € K[X] de
grado > 1, entonces f tiene un factor multiple en K[X,Y] si y sdlo si
f(X,Y) =0 tiene una raiz mailtiple en K{X}}.

Por si acaso no estd claro, se tiene que: todo polinomio en X es una serie
formal de potencias en X; toda serie formal de potencias en X es una serie de
Laurent en X; toda serie de Laurent en X es una serie de Puiseux en X. Es
decir, que

K CK[X]CK[X]]C K(X)) c K{X}}.

Finalmente, daremos una versién del Teorema de Newton que sigue el Teo-
rema de la pagina 89 del libro intuitivo de Abhyankar [1] que viene muy bien a
nuestros propédsitos.

Teorema A.3.5. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
0, y sea

fX,Y)=Y"4+a(X)Y" - 4 a,(X) € K(X)]Y]

un polinomio mdnico de grado n > 0 en'Y con coeficientes ai(X), ..., an(X).
Entonces existen un entero positivo m y n series de Laurent n;(T) € K(T)),
1=1,2,...,n tales que

n
FTmY) = [1(Y = na(T)). (A.3.5)
i=1
También se tienen los dos suplementos siguientes.

Suplemento 1. Si a;(X) € KI[[X]] para i = 1,2,...,n, entonces n;(T) €
K[|T)] parai=1,2,...,n.

Suplemento 2. Si f(X,Y) es irreducible en K(X))[Y], entonces m = n. De
hecho, en este caso, n es el unico m permisible. Ademds, las raices m (T), ..., n.(T)
pueden ser renombradas de manera que 1;(T) = 11 (w'T) donde w es una Taiz
n—ésima primitiva de 1. (Una raiz n—ésima w de 1 se dice primitiva si todas
las otras raices n—ésimas de 1 son potencias de ella. Por ejemplo, en el caso de
que K = C podemos tomar w = >™/"))
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La ecuacién (A.3.5) implica que para todo i =1,2,...,n,

Habiamos visto que el conjunto de series de Puiseux de orden > 0 forman
un dominio de integridad, denotado: U2, K[[X'/"]]. Pues bien, cuando K es
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0, el Teorema de Newton-
Puiseux garantiza que el cuerpo de fracciones de este dominio es algebraicamente
cerrado. De hecho,

{SEQIP(X) =D aiX"M,q(X) =3 b XM, con g # 0} = KA
i=0 j=0

A.4. Ramas de una curva algebraica

Sea f € R[X,Y] un polinomio ménico en Y. Una parametrizacién (local)
de la curva algebraica C' := Vi(f) en el espacio afin R? es un par de series
formales de potencias no ambas constantes (Z(T),7(T)) € C[[T]] x C[[T]] tales
que f(Z(T),§(T)) = 0 como elemento de C[[T]]. El punto (#(0),5(0)) € C?
se llama el centro de la parametrizacion, y claramente pertenece a la curva
compleja definida por f. Una parametrizacion local se dice irreducible si
no existe k € Nk > 1 tal que

#(T),5(T) € C[[T"]).
EJEMPLO. La parametrizacion

(T2,T2 _ 1T6 _ ETIO _ iT14 _ iTlS + .. )
2 8 16 128

de la lemniscata de Huygens X? —Y? — X* = 0 es reducible.
La prueba del teorema siguiente puede verse en Walker 73], Teorema 2.1,
pags. 94 y 95.

Teorema A.4.1. La parametrizacion (Z,§) dada por
yT)=T1" §(T)=aT™ +aT™ +---,

donde
0<n, 0<ni<ng<---,a; #0,
es irreducible si y solo si el mdzrimo comiun divisor de los enteros n,ny,no,. ..

es 1.

Para que la definicién siguiente tenga sentido recordemos que sélo tiene sen-
tido sustituir la variable T de una serie de potencias por otra serie de potencias
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a(T), cuando el orden de o, ord(a), es positivo. Se dice que dos parametriza-
ciones locales (Z(T),4(T)),(Z1(T),3:1(T)) de una curva C C R? son equiva-
lentes si existe una serie «(7T') € C[| ]] de orden 1 tal que

21(T) = 2(a(T)),  5(T) = &(a(T)).

)
Como ord(«) = 1, se tiene que a(0) = 0 y /(0) # 0. Por tanto, en virtud de
la Proposicién A.3.2 existe la serie reciproca de « respecto de o y la relacion
anterior es una relacién de equivalencia. Se deduce de a(0) = 0 que el centro
(2(0),9(0)) de la parametrizacién (Z(T), (7)) es igual al centro (Z1(0),71(0))
de la parametrizacion (Z1(T), 91 (T")). Tiene sentido, pues, la definicién siguiente.

Definicién A.4.2. Sea p el centro de la parametrizacién (Z(7T),9(T)). Una
rama de la curva C con centro el punto p es una clase de equivalencia
de tales parametrizaciones locales irreducibles con centro p. A veces, cuando
digamos rama de la curva C que pasa por el punto p, sobrentenderemos
que quiere decir centrada en p, por comodidad del lenguaje.

A.5. Naturaleza de los puntos dobles

El teorema siguiente nos permite una primera clasificacién de los puntos
dobles p € C atendiendo al nimero 0, 1,2 de tangentes reales a la curva C en
p, ¥y a los nimeros de interseccién en p de la curva C' con su recta tangente en
el caso de una sola tangente.

Teorema A.5.1. Sean f € R[z,y], deg(f) > 1, y p = (a,b) € R? un punto
doble de f. Definimos las siguientes cantidades:

A= fl(a,b), B:= ff,(a,b), C:= f;é(a,b),
(A.5.6)
A := B% - AC.

1. Si A >0, entonces (a,b) es un crunodo, con dos rectas tangentes reales.
II. Si A <0, entonces (a,b) es un punto acnodo.

1. Si A =0, entonces (a,b) es un punto con una Unica recta tangente (real)
T': puede ser una cuspide o un tacnodo.

(a) SiI((a,b),f,T) =3, la curva f tiene una sola rama centrada en (a,b).
Por tanto este punto es una cispide (ordinaria).

DEMOSTRACION.
Como (a, b) es un punto doble de f, al menos uno de los ntimeros A, B, C' es
distinto de cero. Supongamos que C' # 0. Por la férmula (A.2.1),

1 1
9(@,y) = fla+2,b+y) = 5 f2(a,)2* + I, (a, b)zy + 5 fii(a, b)y® + TGS =

GQ(JI, y) + TG87
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donde TGS denota términos de grado superior.
Como las rectas tangentes a g y 2g en (0,0) son las mismas, no se pierde
generalidad si suponemos que

Ga(w,y) = flz(a,b)z® 4+ 211 (a,b)zy + [, (a,b)y” = Az® + 2Bzy + Cy?.

Podemos descomponer el trinomio de la siguiente forma
y A9
Go(z,y) = 22 (A+2B; +Oﬁ) (A.5.7)

Si denotamos £ por z, tenemos que la expresién entre paréntesis en (A.5.6) se
puede escribir como A + 2Bz + C'z2. Calculamos sus raices

—2B++4B2 —4AC -B++VA
z = = .

A58
2C C ( )
Con lo cual,
1. Si A > 0, hay dos raices reales r1, 7. Se tiene que
_ 2 (Y Y _ .
Ga(z,y) = Cx (; - 7‘1) <E - 7‘2) =C(y —mx)(y — r2x);
por lo tanto, (a,b) es un nodo con dos tangentes reales, a saber,
y—b=ri(z—a) y—b=ra(z —a).
2. Si A = 0, hay una unica raiz real r = —g, que es doble. La tangente unica

es la recta real

2 2
_ 2 (Y E) _ ( B ) .
Go(z,y) = Cx <x+C’ =C y—|—Ca3 ;

por lo tanto, (a,b) es un punto cuspidal con una tnica tangente real, a

saber,
B
—b=——=(z—a). A5.9
y—b=-5(—a) (4.5.9)
Esta recta, T, es ortogonal al vector (B,C); con lo cual, estd dirigida
a lo largo de la direccién del vector (—C, B). Por ello, sus ecuaciones

paramétricas son

r.{T= e ot (A.5.10)
y= b+ Bt.

Vamos a analizar el nimero de interseccién en p = (a,b) de f con la recta
T, I(p, f,T). Para ello, damos la expresién del polinomio de interseccién,
asi como sus dos primeras derivadas, y evaluamos en t = 0.
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o(t) fla—Ct,b+ Bt),

¢ (t) ~Cfl(a—Ct,b+ Bt) + Bf)(a — Ct,b+ Bt),

¢"(t) = C?fl(a—Ctb+ Bt)—2BCf} (a— Ct,b+ Bt)
+B%f)>(a — Ct,b+ Bt).

¢(0) =0,

¢'(0) =0

¢"(0) = C?f%(a,b) — 2BCfY, (a,b) + B f/4(a,b)
= C2A - 2B2C + B*C = C(AC — B?) = 0.

Por tanto,
I(p, f,T) = 3.

Como la multiplicidad m, ) (f) = 2, la recta T' es tangente.

3. Si ocurre que I(p, f,T) = 3, entonces el punto p es una cispide y es
ordinaria. En efecto, por un lado sabemos que el nimero de ramas r(p) en
un punto singular p es menor o igual que su multiplicidad m,(f). Como
aqui m,(f) = 2, el nimero de ramas, r(p), de la curva f en p es 1 6
2. Veamos que no puede ser 2. Si hubiera dos ramas Ry y Rg de f que
pasaran por p se tendria que p seria un punto liso o simple de cada una de
las dos ramas. Por tanto, la recta tangente T en p a cada rama tendria un
nimero de interseccién, I(p, R;, T) > 2,9 = 1,2. Como (véase la pigina
59, linea 4 de Kending [46])

I(pafaT) :I(p7R13T)+I(paR27T)

se tendrfa que I(p, f,T) > 4. Lo que contradice la suposicién. Asf pues, la
curva f tiene una sola rama que pasa por p y como A(p) = 0, el punto p
es una cuspide o punto de retroceso. Dado que I(p, f,T) = my(f) +1la
recta T' es una tangente ordinaria; o sea, la cispide en p es ordinaria.

4. Si A < 0, no hay raices reales en (A.5.8). Por lo tanto, p es un punto
aislado, ya que no habrda tangentes reales.

O

Observacién A.5.2. Cuando p := (a,b), A(p) = 0e I(p,f,T) > 4 no se
puede asegurar que el punto p sea un tacnodo para la curva f. Puede serlo
o no. Por ejemplo, el punto (0,0) es un punto doble de la curva f(x,y) =
2t + 22y? — 22%y — xy® + y? pues f;’z (0,0) = 2 y el polinomio f(z,0) = 2* que
tiene a © = 0 como rafz cuddruple. De hecho, (0,0) es un punto cuspidal de
segunda especie (o cispide ranfoidea) de la curva f. Con ayuda de Maple 17
y de la instruccién plot_real_curve hemos dibujado la curva f que aparece
en la Figura A.6. Es decir que este punto no es un tacnodo, a pesar de que

1((0,0), f,y = 0) es igual a 4.
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Figura A.6: Cuspide ranfoidea en (0, 0)
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Daremos una explicacién intuitiva sobre los distintos puntos dobles de una
curva algebraica real f(z,y) = 0. Es posible resolver esta ecuacién en y en
funcién de x mediante series de potencias de exponentes nimeros racionales,
llamadas series de Puiseux. Hay un algoritmo, llamado de Newton-Puiseux, para
hacer esto, y el programa Maple calcula tales desarrollos en series de Puiseux:
basta usar la instruccién puiseux del paquete algcurves. Si (a,b) es el punto
doble que se estd considerando la instruccién puiseux(f,x=a,y,n) nos da la
suma parcial de términos de exponentes racionales < n de cada una de las series
de Puiseux que parametrizan la curva Ve (f) en un entorno del punto z = a.
Dicho de otra forma, tendremos tantas ramas locales en x = a como sumas
parciales produzca la instruccién. Si utilizamos la instruccién con un quinto
parametro, de nombre T; a saber, puiseux(f,x=a,y,0,T) el programa devuelve
dos series formales de Laurent en T: (p1(T), 2(T)) con ¢1(T) = oT* + B y
w2(T) € C(T)), a, 8 € C por cada rama. De hecho, habiendo puesto n = 0,
puiseux produce sumas parciales (de las series de Laurent) lo suficientemente
largas para separar las “ramas”. En otras palabras, las parejas (¢1(T), ¢2(T))
de series de Laurent en T son tinicas. Si f(X,Y) = ag(X)+a1(X)Y +a2(X)Y2+
<+ + ap(X)Y™, mirado como polinomio en Y con coeficientes en R[X], es tal
que a,(X) # 0, entonces también ¢o(T) € C[[T]]. Si todos los coeficientes de
las series ¢1(T") v w2(T) son nimeros reales decimos que tenemos ramas reales.

La diferencia entre cuspides de primera especie y de segunda especie se podria
establecer mediante la presencia o no de puntos de la curva tan cercanos como
se quisiera a p y situados exactamente en uno o dos cuadrantes de los que
determinan las rectas T' y r perpendicular a T" por p.

A.6. Maple

Resumiendo, el programa de cédlculo simbélico Maple 17 implementa el
algoritmo de Newton y con las instrucciones singularities y puiseux de su
paquete algcurves nos produce con

(1) >singularities(f,x,y);

los puntos singulares p de la curva f en el plano proyectivo complejo P?(C)
y sus invariantes (my,d,,7(p)), donde m,, es la multiplicidad del punto, §,
es el llamado invariante delta del punto, y r(p) es el nimero de ramas
distintas que tienen por centro al punto. Los puntos vienen dados por sus
coordenadas homogéneas (z : y : 2), siendo z = 1 6 0, segiin que se trate de
un punto finito o un punto infinito. Las salidas producidas son de las forma

[[x’ y? Z}? m’ 57 T];

y con
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(2) >puiseux(f,x=a,y,0,T);

obtenemos una parametrizacién irreducible para cada una de las distintas
ramas cuyo centro tiene coordenadas (a, §) para algin 5 € C que satisfacen
f(a,8) = 0. En particular si 8 =by (a,b) es un punto singular de la curva
Ve(f), este procedimiento nos permite confirmar el nimero de ramas
distintas que tienen por centro a (a,b); el cual ya serfa conocido desde el
nimero de ramas asignadas al punto (a: b: 1) por singularities.

RamAs REALES. Cuando todos los coeficientes de las ramas que nos da
puiseux son numeros reales, diremos que las ramas son ramas reales. Véase
al respecto lo que se comenta en la pagina 287 del libro de M.J. de la Puente [25].

Ejemplo A.6.1. Sea el polinomio

fla,y) = —y5 +20° + (—3352 —3V2+ 2z + g) 't (422 + V2 — 4o —4)
+ (\[—43:4—4\[23:—3364 — 6v2x? + 5x? + 4% — g) 7>
+ (4\/§x2+% —42® — 4V2 + 22t — 42 74\@x+6x)y
+%m—4x3+%\/54-\/5962—4%\/5—%—3\/5304

5 7
+4v223 + 225 + 5304 — ZxQ —2°
Sabemos que (a,b) := ((\/5 -1)/2,(vV2 - 1)/2) es un punto singular de f;
de hecho, es un punto doble: esto es, f(a,b) = f,(a,b) = f,(a,b) = 0 y alguna
de las derivadas parciales segundas f)%, f7, f,> no se anula en (a,b). También

habfamos calculado previamente A(a,b) := f7, (a,b)* — fI, (a,b)f,2(a,b) = 0.

Luego sabemos que la curva Vg(f) tiene una unica tangente real en (a,b). Vea-
mos qué devuelve la instruccion
>singularities(f,x,y);

{l(V2-1)/2,(vV2-1)/2,1),2,2,2],

[RootOf (4-2° + (4v/2—8) Z —6V2+9),2— V2
RootOf (4-2° + (4V2-8) Z - 6V2+9),1],2,1,2),
[[RootOf (-Z* +1),1,0],3,3,3]}
Como las raices de 422 + (4v/2 — 8)Z — 6v/2 + 9 = 0 son
—(1/2V2+ (i/2)V2+1—i/2, —(1/2)V2 — (i/2)V2 + 1 + /2,

vemos que nos ha devuelto 1 + 4 + 2 puntos singulares en P?(C): un punto
real ((v2 —1)/2,(v/2 —1)/2) € R? que es doble (m = 2) y tiene dos ramas
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(r = 2); estos datos sugieren que este punto es un tacnodo. Ademds también se
han obtenido cuatro puntos singulares en C2 y dos puntos infinitos singulares
en P?(C).

Procedamos ahora a ejecutar la instruccién

>puiseux (f,x=(sqrt(2)-1)/2,y,0,T);

Nos devuelve cuatro ramas centradas en cuatro puntos ((v/2—1)/2,3) de la
curva. Cada rama estd representada por una parametrizacion formal:

[x=T—1/2+V2/2,y =1/2 —V2/2],

2 =T —1/2+V2/2,y = —1/2 +V2/2 = T + T*(-2 — 2v2)],
[2=T—1/24+V2/2,y = —1/2+V2/2 = T+ T?(-1 — V2)],

[ =T—1/2+2/2,y = RootOf(8Z° + (4v/2 — 20) 2% + (-12V2 + 26)Z
+27V/2 — 45)]

x

X

Tras un minucioso examen de los resultados vemos que estas cuatro ramas son
reales. Estan centradas en los valores obtenidos al hacer T' = 0 en las correspon-
dientes sumas parciales de las series formales en T'. Esos cuatro centros estan
en la recta vertical x = —1/2 ++/2/2. Dicho de otra forma, estas sumas parcia-
les dan parametrizaciones aproximadas de estas cuatro ramas. Las ramas que
corresponden a nuestro punto de estudio son la 2% y la 3. Confirmado, pues,
que este punto doble es un tacnodo. Véase la Figura A.7 teniendo en cuenta que
(=1 +v/2)/2 = 0,2071067810.

A.7. Interseccion de curvas

Aunque en los casos mas interesantes las ramas serdan “ramas de una curva
algebraica plana f”, puede interesarnos partir de un concepto mas general de
ramas. Las llamaremos ramas abstractas y en principio no tienen por que ser
ramas de una determinada curva f. En el conjunto C[[T]]? \. C? definimos una
relacién de equivalencia entre sus elementos (Z,§) y (Z, §) mediante la existencia
de una serie ¢ € C[[T]] de orden uno y tal que & = T, §j = 7 o . Llamare-
mos rama abstracta a toda clase de equivalencia R = [(Z,¢)] en el conjunto
CI[[T])? \ C? donde la parametrizacién (Z,7) es irreducible. Se llamard centro
de la rama abstracta al elemento (Z(0),g(0)), el cual no depende del par
representante elegido. Por lo dicho en los parrafos anteriores de este Apéndice
toda rama de una curva algebraica f € Clz,y](f libre de cuadrados) es una
rama abstracta [(Z,7)]; sélo que en este caso, f(Z(T),y(T)) = 0 en C[[T]]. Lo
que no sabemos es si para todo para (#,7) € C[[T]]? \ C? irreducible existe o
no un polinomio f € C[z,y] tal que f(Z(T),y(T)) = 0 en C[[T]]; es decir, no
sabemos si toda rama abstracta es rama de una curva algebraica. A veces, en
inglés a las ramas de una curva algebraica se las denomina places.

Esta Seccién sigue estrechamente los apuntes de Arrondo [9] sobre curvas
algebraicas, asi como el Capitulo IV, §5, piginas 108-115 de Walker [73].



166 APENDICE A. CURVAS ALGEBRAICAS REALES
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Figura A.7: Cuatro ramas reales centradas en la vertical z = (—1 + v/2)/2.

Definicién A.7.1. Se llama parametrizacién formal en el punto (ag,bo)
de una curva afin C := V(f) donde el polinomio f es minimal para C a
un par (Z(T),5(T)) de series formales de C[[T]] no ambas constantes tales que
f(@&(T),5(T)) = 0 en C[[T]] y 2(0) = ao, §(0) = bo.

La parametrizacién (Z,7) es irreducible si no existe £ € N,k > 1 tal que
%, € C[[T*]).

Teorema A.7.2 (Arrondo, Teorema 6.10). Toda parametrizacion formal (Z,7)
en (ag,by) de una curva afin es equivalente a una parametrizacidn de la forma
(ap + T7,q(T)), con q(T) € C[[T]] v q(0) = by. Ademds, necesariamente r =
ord(Z —ag) y cualquier otra parametrizacidn de esa forma se escribe como (ag+
T, q(wT)), donde w es una raiz r—sima de la unidad.

A.7.1. Multiplicidad de interseccién de una rama con una
curva

Definicién A.7.3. Dadas dos curvas V¢ (f) v Ve(g) que pasen por un punto p =
(ag, bo) donde V(g) tiene una rama S dada por la parametrizacion (£(T"), §(T))
se llama multiplicidad de interseccién de la rama S y la curva V¢(f) en
el punto p al orden de la serie formal f(Z(T),4(T)):

I(p, S, f) := ord (f(2(T),5(T)))-
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La definicién del nimero de multiplicidad de interseccién de dos curvas al-
gebraicas en un punto estd basada en el teorema siguiente.

Teorema A.7.4 (Walker, Teorema 5.1, p. 109). Si f(z,y) y g(z,y) son los
polinomios minimales de dos curvas algebraicas, respectivamente, que tienen un
punto comin p = (ag,by), entonces la suma de las multiplicidades de intersec-
cion de las ramas S1 = [(ao+T°*, 1 (T))], ..., Su = [(a0 + T+, ¢, (T))] de V(g)
centradas en p con la curva Ve (f) es igual a la suma de las multiplicidades de
interseccion de las ramas Ry = [(ag + T, p1(T))], ..., Ry = [(a0 + T, po(T))]
de Ve (f) centradas en p con la curva Ve(g). Es decir,

I(p, f,81) + -+ 1(p, f,Su) = 1(p,g, R1) + -+ 1(p, g, Ry).

O bien, con mds detalle,
u v
Zord (f(ag + Tsi,q,;(T))) = Zord (g(ao + Trj,pj(T))).
i=1 j=1

Esta suma comun se llama niimero de intersecciéon en p de las curvas
C:=Ve(f)y D:=Vc(g) y se denota por

I(p, f,g9) = I(p,C, D).

También se lo conoce como la multiplicidad de la interseccién de C'y D
en el punto p y se denota por mult,(C, D). Cuando una de las curvas f 6
g es una recta £, el concepto vuelve a coincidir con el nimero de interseccién,
I(p, f,0), de f con ¢ en el punto p. Nétese que el nimero I(p, f,g) puede ser
infinito.

A.7.2. Tangente a una rama y multiplicidad de una rama

Si p en una punto de una curva algebraica f, en la Subsecciéon A.2.2 he-
mos definido los conceptos de multiplicidad de curva f en el punto p, y de
recta tangente a la curva f en el punto p. Vamos a extender estos conceptos
cuando sustituyamos el punto p de la curva f por una rama R de f. Primero
demostraremos el lema siguiente.

Lema A.7.5 (Teorema 5.7, pdg. 113, Walker [73]). Si R es una rama con
centro p = (ag,bg), de todas las rectas L = 0 que pasan por p hay una y sélo
una, Lo =0, tal que

I(p,R, Lgy) > ggil I(p,R,L).

DEMOSTRACION. Sea
oo o0
F=Y al, §=> bT
1=0 =0

una parametrizacién de R. Ya que L = 0 pasa por p, tenemos L = a(x — ag) +
bly—bo), y L(z,9) = 352, (aa; 4+ bb;)T*. Ahora si r es el menor entero positivo
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para el que al menos uno de a,., b,- es no nulo, entonces ord (L(ﬂE, gj)) = rsiy sdlo
si aa, + bb,. # 0. Por otra parte, si aa, + bb, = 0 entonces ord (L(s?:, g])) > r. De
aqui que la condicién aa, + bb,. = 0 determina una unica Ly cuya multiplicidad
de interseccién I(p, R, Lo) es mayor que el minimo. O

Definiciéon A.7.6. Sea R una rama abstracta con centro p parametrizada por
(Z(T),y(T)). Sea L una recta cualquiera que pasa por p. Llamaremos multi-
plicidad de la rama R al minimo

ro= IJIEIE I(p,R,L) = glel’ilord (L(&(T),5(T))))

cuando L recorre todas las rectas que pasan por p.

Una rama se dice lineal si su multiplicidad es uno. La tnica recta Lo que
satisface I(p, R, Lg) > r se llama la tangente a R.

Ejemplo A.7.1. La rama Ry := [(T?, T3 + ---)] es de multiplicidad r = 2;
su tangente es la recta Lo : y = 0; 1((0,0), Ry,y = 0) = 3. Estos valores son
caracteristicos de una cispide ordinaria . La rama Ry := [(T? T*+T°+---)] es
de multiplicidad r = 2; tangente y = 0 e I1((0,0), Ra,y = 0) = 4. Estos valores
los tipicos de una cuspide ranfoidea.

En el libro de Shikin [66], pigina 52, puede leerse que una rama
[(@T™, a1T™ +aT™ + )] conl<n<ng <ng <---

tiene una cispide ranfoidea en (0,0) si al menos uno de los niimeros n; no es
divisible por n y si n y n; son pares.

La relacién entre estos conceptos sobre ramas y los relativos a las multipli-
cidades y tangentes en un punto son mostrados en el teorema que sigue.

Teorema A.7.7 (Teorema 5.8, pag. 113, Walker [73]). (1) Si p es un punto
de la curva f, la suma de las multiplicidades de las ramas de f con centros

en p es my(f).

(1) Un punto p de f es no singular si y sdlo si es el centro de una dnica rama
(lineal) de f.

(1) Las tangentes de f en el punto p coinciden con las tangentes a las ramas
de f con centro p.

Hemos definido I(p, f, R) cuando f es una curva y R es una rama; también
lo hemos definido para dos curvas f y g: I(p, f,g). Pero, no lo hemos definido
para la interseccion de dos ramas R y S con centro comin p; i.e. I(p,R,S)
estd sin definir aun. Esto es advertido claramente en el libro de Abhyankar [1]:
véanse la linea -10, pagina 125 y la linea ultima de la pagina 126, donde el
asunto es resuelto mediante el orden de una serie formal de potencias en X de
la resultante de Sylvester de dos polinomios ménicos de C[[X]][Y] mediante el
Teorema de Preparacion de Weierstrass. Nosotros vamos a dar la definicién de
I(p, R, S) siguiendo los libros cldsicos de Walker [73]: Ejercicio 2, p. 115; y de
Lefschetz [50]: Capitulo V, § 5, p. 116.
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Definicién A.7.8. La multiplicidad de interseccién, I(p, R, S), de dos ramas
Ry S de parametrizaciones (a +T",b+a;T +asT?+---) y (a+T%,b+b;T +
byT? + ---) con el mismo centro p = (a,b) se define como el orden v de

e’,S) = [ @ -2,

(4:k)erxs
donde
oo
g=n' Y aXT, g e,
i=1
(o]
Z=CPY b XV (=60 ke,
i=1
con n:={1,2,...,n} para cualquier entero positivo n.
Ya que p(R,S) es un polinomio simétrico tanto en las g1, ...,%, como en
las z1,...,Zs s6lo contiene potencias enteras positivas de X (i.e. los términos

de exponente fraccionario X™/™ no aparecen). De aqui que ¢(R,S) = X"¢(X)
donde ¢(X) es una serie de C[[X]] tal que ¢(0) # 0 y v es un entero positivo: el
orden de ¢(R,S) € C[[X]]. As{ pues, v es un entero positivo bien definido que
depende de Ry S, e

I(p,R,S) :=v.

Proposicién A.7.9 (Ejercicio 3, pag. 115, Walker [73]). Un tacnodo p de una
curva f es el centro de dos ramas lineales Ry, Ry tales que I(p, Ry, Rs) = 2.

En literatura antigua [36] se llama oscnodo al punto (0,0) de la curva y? —
2% = 0. La gréfica de esta curva puede verse en la Figura A.8. Como 3% — 2% =
(y — 2%)(y + 2?), se tiene que I((0,0),y — 23,y + x3) = 3. Para nosotros este
punto es un tacnodo de orden superior. Por eso, ampliaremos la definicién de
Walker de tacnodo diciendo que es un punto doble p centro de dos ramas lineales
R1, Ry tales que I(p, R1, Ro) > 2.

A.7.2.1. Tacnodo tangente a dos circunferencias

Comprobaremos que siempre que estemos en presencia de dos circunferencias
tangentes en un punto, dicho punto es un tacnodo de la curva algebraica definida
por la unién de las circunferencias. Sean f := (z +4)2 + 4> - 16y g := (v —
3)2 4+ y% — 9; entonces la curva Vz(fg) viene representada en la Figura A.9

singularities(f*g,x,y);)

{[[0,0,1],2,2,2], [RootOf (-Z* +1),1,0],2,1,2]}

luego (0, 0) es un punto afin donde fg tiene multiplicidad m = 2, § = 2 y nimero
de ramas 7 = 2, Si sustituimos z = 0 en (fg)(0,y) = y*; por tanto y = 0 es raiz
cuadruple de y* —de donde— I((0,0), fg,z = 0) = 4; por consiguiente, x = 0 es
una tangente a fg en (z,y) = (0,0).
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Figura A.8: Oscnodo de y? — 2% = 0.

Figura A.9: Tacnodo de fg = 0 en el punto (0, 0).
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puiseux (f*g,x=0,y,0,T) ;)

Ry :=[r=-8T%y=-8T|,Ry:=[x=6T%y=06T)|
Teniendo en cuenta la Definicién A.7.8 y llamando 1 := exp(27i/2) = —1,
definimos
Y1 = —817X1/2,21 = 677X1/2,gj2 = —8772X1/2,22 = 6772X1/2.
Por tanto,
(th — 21) (2 — 21) (Ih — 22) (2 — Z2) = T84X>.

En consecuencia, I((0,0), Ry, Re) = 2. Es decir, la curva fg tiene un tacnodo
en el punto doble (0,0). Y es obvio que un razonamiento asi es trasladable a

cualquier par de circunferencias tangentes, exteriores o interiores. El cual serd un
caso frecuente al considerar fronteras de pseudoespectros de matrices normales.

Consideremos otro ejemplo:

ney) = (@528 4 =57 = 2) (0~ 2+ (v~ 47 ~5)

El punto p = (1,2) es doble para la curva h y ésta tiene una tangente tnica L
en él. Esta recta viene dada por la ecuacién (x — 1) + 2(y — 2) = 0. Ademas,
Maple 17 nos permite obtener

>singularities(h,x,y);

[[1,2,1],2,2,2], [[RootOf( Z* +1),1,0],2,1,2]
>puiseux(h,x=1,y,0,T);

1 5
p=T+lLy=0[e=T+lLy=8[z=T+1y=2- 5T+ T
1 5
[z + 1,y 5+ 57 T]

lo que nos proporciona las ramas Ry = [(T + 1,2 — 3T + %Tz)] y Ry =
[(T+1,2— 1T+ 2 T?)] que pasan por p = (1,2); ademds,
1 5 1 5 5
Ri,R)=(2-=X+—-X?)-(2—=X+—X?))=—=X?%
por tanto, I(p, R1, Ry) = 2. Lo que confirma que p es un tacnodo de h. Véase
la Parte Derecha de la Figura A.5.
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Apéndice B
Conexion

Como una parte sustancial de esta Tesis trata sobre las componentes conexas
de un pseudoespectro anadimos este Apéndice sobre este concepto. Adelantamos
que las componentes conexas de un pseudoespectro son siempre conezxas por
arcos, cémo asi lo hicimos notar en la pagina 18.

B.1. Espacios topologicos

Aunque el principal espacio topoldgico que hemos usado es el plano C, iden-
tificado con R2, con la topologia ordinaria, daremos unas definiciones generales
de espacio conezxo 'y conjunto conexo. Un espacio topoldgico es un par (E,T)
formado por un conjunto E y una colecciéon T de subconjuntos de F llama-
das conjuntos abiertos (o abreviadamente “abiertos”) que satisfacen las tres
propiedades siguientes:

= Toda unién (finita o infinita) de abiertos es abierta.
= Toda interseccién finita de abiertos es abierta.
= El conjunto E y el conjunto vacio ¢ son abiertos.

Se dice que el conjunto T define una topologia sobre E. Cuando esté cla-
ro por el contexto cudl es la topologia, T, que estamos utilizando hablaremos
simplemente del espacio topoldgico E.

Definiciéon B.1.1. Sea xy € E. Se llama entorno de xg a cualquier subcon-
junto V de F que contenga un abierto A al que pertenezca xg. Estoes, V C E
es un entorno de g si existe un abierto A de FE tal que

ro€ACV.

De esta definicién se deduce que un conjunto abierto es entorno de todos sus
puntos. De hecho, esta propiedad caracteriza los conjuntos abiertos. Pero hay
entornos de un punto que no son conjuntos abiertos.
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Sea S un subconjunto de un espacio topolégico E. Se llama conjunto in-
terior de S a la unién de todos los abiertos del espacio E contenidos en S. Se
denotard por S y es el mayor abierto de E contenido en S. Un punto xg € S se
llama punto interior a S si existe un entorno de o contenido en S. Asi pues, el
conjunto S esel conjunto de todos los puntos interiores de S. Se dice que yg € E
es un punto frontera de S si en todo entorno de yg existen algtin punto de S'y
algin punto que no pertenece a S. Al conjunto de todos los puntos frontera de
S le llamaremos el conjunto frontera, o frontera de S y lo denotaremos por
9(S) 0 9S8 (cuando la omisién del paréntesis no dé lugar a confusién). Se dice
que el punto ¢ € F es un punto adherente a S, o punto de adherencia de
S, si en todo entorno de zy hay puntos de S. Se dice que ¢ € E es un punto
de acumulacién de S si en todo entorno de xg existen puntos de S distintos de
xg. Asi pues, todo punto de acumulacion de S es punto adherente a S; pero el
reciproco no es cierto. Al conjunto de puntos de adherencia de S se le llama la
adherencia, o clausura, de S y se denota por S. Un subconjunto B de E se
llama cerrado si su complemento, B¢ := E ~\ B, es un conjunto abierto. Es facil
ver que S es un conjunto cerrado; de hecho, S es el menor conjunto cerrado que
contiene a S. Dicho de otro modo, S es la interseccién de todos los conjuntos
cerrados que contienen a S. Es facil ver que

9(S) =SNS5

Se dice que xg € E es un punto exterior a S si g es un punto interior a S°.
Finalmente, sefialemos que todo espacio topolégico E admite la particién

E=SU8(S)U S

respecto de todo subconjunto S de E. Ademés, S = S U d(5).

Para todo subconjunto S de un espacio topolégico F se llama subespacio
S de E al conjunto S dotado con la topologia formada por las intersecciones de
los abiertos de E con S. Se dice también que la topologia de S es inducida
por la de F o que es la topologia relativa. Se debe prestar atencién a que un
abierto del subespacio S no es necesariamente un abierto de E. Asi pues, U C S

es un abierto del subespacio S o un S—abierto si existe un abierto A de E tal
que U =SnNA.

Proposicién B.1.2 (Transitividad de los subespacios). Sean E un espacio
topolégico, S un subespacio de E, y T un subconjunto de S. Las topologias sobre
T inducidas por las de E y S son idénticas.

Véase la Proposicién 9-3, pagina 26, del libro de Choquet [19].
Definicién B.1.3. Sea A un subconjunto de un espacio topolégico F. Se dice

que A es denso en E si A = E. Es decir, A es denso en E si para cualquier
x € F en todo entorno V,, de z existen puntos de A.
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B.2. Conexiéon

Definicién B.2.1. Espacio topoldgico conexo.

Se dice que un espacio topoldgico E es conexo si no existe ninguna particién
de E en dos subconjuntos abiertos no vacios. Es decir, F es un espacio conexo
si no existen abiertos disjuntos A, B tales que E = AU B, A # ¢, B # ¢. Esta
propiedad es equivalente a las dos siguientes:

= No existen C, D subconjuntos cerrados en F, no vacios, disjuntos tales que
E=CuUD.

= Los tnicos conjuntos de E abiertos y cerrados a la vez son E' y @.

Definicién B.2.2. Subconjunto conexo. Se dice que un subconjunto S de
un espacio topologico E es conexo si el subespacio topoldgico S de E es un
espacio conexo.

Por lo tanto, el subconjunto S de E es conexo si y sélo si no existen abiertos
A,Ben E talesque SC AUB, (SNA)N(SNB)=9, SNA#0y SNB#g.

La condicién S C A U B equivale a decir que S = (SN A)U (SN B). En
resumen, el subconjunto S de E es conexo si S =U UV con U,V conjuntos
S—abiertos implica que U =g o V = g¢.

Teorema B.2.3 (Choquet [19], Teorema 13-4, pagina 43.). Sea (S;)icr una
familia de conjuntos conexos de E. Si la interseccion de esta familia no es
vacia, su union es conera.

DEMOSTRACION. Sea

S=Js:

iel
Consideremos que existan dos abiertos A, B de E tales que
S=(SNAU(SNB) (B.2.1)
(SNA)N(SNB)=g9 (B.2.2)
Por tanto, para cada i € I, los conjuntos S; N A y S; N B son S;—abiertos. Para

todo x € S; se tiene que x € S. Por (B.2.1) x € SN A oz € SN B; de donde
reS;NAoxeS;NB: porlo que

S; C (SZ N A) U (SZ N B), (B23)
como S;NACS;yS;NB C.S; se sigue que
(Sz n A) U (Sz n B) c S;. (B24)

En consecuencia, (B.2.3) y (B.2.4) implican que S; = (S; N A) U (S; N B). Como
S; es conexo, unos de estos dos conjuntos es vacio. Por consiguiente, o bien
SsNA=9¢0S5,NB=g¢.

Pero
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S = (SnA4) U (SnB)
U u U U
S; = (S;nA) U (S;NnB)

Si fuera S; N A = ¢, se tendria que S; = S; N B; lo que implicarfa que S; C SNB
(pues S; C S). Andlogamente, si fuera cierto que S; N B = g, se seguiria que
S; CSNA.

Por tanto todo S; esta contenido, ya sea en S N A, ya sea en SN B. Ahora
bien los S; tienen un punto en comin z( al menos, que pertenece a S. Como
S = (SN A)U(SN B) se tiene que g € SN A 0 xg € SN B. S6lo una de estas
relaciones es cierta; por ejemplo g € SN B. Por lo tanto SN B contiene a todos
los S; y SN A es vacio. En consecuencia S es conexo. O

Teorema B.2.4 (Choquet [19], Teorema 13-5, pdgina 44). Conezion de la
clausura. La clausura de todo conjunto conexo es conexa.

DEMOSTRACION. Sea S un subconjunto conexo de E. Sean A, B abiertos en F
tales que S C AU B. De donde S € AUB. Como S = (SN A)U (SN B),
donde SN Ay SN B son S-abiertos, y S es conexo, uno de estos dos tltimos,
por ejemplo S N A, es vacio. Como S es denso en S, el conjunto A es vacio
igualmente. Por lo que S es conexo. g

Una demostracion andloga puede demostrar que todo conjunto T tal que

S CTCS es conexo también.

Teorema B.2.5 (Choquet [19], Teorema 13-6, pdgina 44). Toda imagen con-
tinua de un espacio conero es conezxa.

DEMOSTRACION. Sea f una aplicacién suprayectiva continua de un espacio co-
nexo E sobre un espacio topoldgico F'. Para todo subconjunto Y de F' cerrado
y abierto a la vez, f~1(Y) es cerrado y abierto en E; por consiguiente es igual
a E o a g; ahora bien Y = f(f~1(Y)), por ende Y = F 0 Y = g; dicho de otro
modo F' es conexo. g

B.2.1. Componentes conexas de un espacio

Podemos ahora estudiar la estructura de los espacios topolégicos que no son
conexos, precisando la nocién vaga de “trozo” de un espacio tal.

Definicién B.2.6. Para todo punto x de un espacio topolégico E, se llama
componente conexa de x a la unién C'(x) de todos los subconjuntos conexos
de F que contienen a .

El conjunto C(x) es conexo por el Teorema B.2.3; por otra parte como C/(x)
es igualmente conexa y por construccién C(x) es el mayor subconjunto conexo
de E que contiene a z, se tiene que C(z) = C(x). Dicho de otro modo C(z) es
cerrada.

La relacién binaria sobre F definida por x1 ~ s si 1 y xo pertenecen al
un mismo subconjunto conexo de E es una relacion de equivalencia. Ahora bien
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para todo z, C(x) es la clase de equivalencia que contiene a . Por consiguiente
los conjuntos C'(z) pueden ser definidos también como las clases de equivalencia
asociadas a la relacién ~.

Sea € la coleccién de todos los subconjuntos conexos de E. Un elemento C' €
C es mazimal si C C D, D € € implica que C' = D. Entonces, las componentes
conexas de E son exactamente los subconjuntos conexos maximales de E.

B.2.2. Componentes conexas de un subconjunto

Sea E un espacio topolégico y T un subconjunto de E. Por definicién, las
componentes conexas de T' son las componentes conexas del subespacio topologi-
co T. Por lo tanto, una componente conexa de T es un subconjunto conexo
maximal de T'. Por la Proposicién B.1.2 es obvio que un conjunto U C T es co-
nexo respecto del subespacio topoldgico T si y sélo si U es un conjunto conexo
respecto del espacio topolégico E.

B.3. Conexion por arcos

Se dice que un espacio topolégico F es conexo por arcos si para todo
par de puntos a,b € E existe una aplicacién continua f de un intervalo [a, (]
de R en E tal que f(a) =ay f(8) =b. Un subconjunto S de E se dice que
es conexo por arcos si para cada par de puntos a,b € S existe una aplicaciéon
continua f de un intervalo [, 5] de R en F tal que f(a) = a, f(8) = by para
todo ¢ € [«, 8] se tiene que f(t) € S. Se dice que f([a, B]) es un arco en S que
conecta a con b.

La relacion general entre los dos tipos de conexiones es

Teorema B.3.1 (Dugundji [30], Teorema 5.3, pdgina 115). Todo espacio to-
poldgico E (congunto S) conexo por arcos es conexo. Pero un espacio (conjunto)
COMETO MO necesita Ser conexo Por arcos.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un punto fijo de E. Si E es conexo por arcos, para todo
x € E existe un arco A(x) := f([ag,a]) C E que conecta xy con z. Como los
arcos A(x),z € F son conexos y tienen un punto en comun: g, su unién, que
es F, es conexa por el Teorema B.2.3. O

Para probar la parte segunda del Teorema se suele utilizar el ejemplo canéni-
co siguiente (La curva senoidal del topélogo): Sea

S :={(z,y) €eR? |0 <2 <1,y =sen(l/x)}.

Como S es la imagen continua del intervalo (0, 1], S es un conexo de R%. Por
tanto, por el Teorema B.2.4 su adherencia

S=8U{(0y)|-1<y<1}

es conexa. Sin embargo, S no es conexa por arcos: no existe un arco que una el
punto (0,0) con el punto (1/7,0). El detalle puede verse en Dugundji [30], Ej.
4, pagina 115.
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B.3.1. Conexion en R"

En el espacio euclideo ordinario R™ se tienen los resultados siguientes. Re-
cordemos que se llama bola abierta de centro z € R™ y radio » > 0 al conjunto
B(z,r) :={y € RN: ||y — z||z2 < r}, donde ||-||2 es la norma euclidea en R™.

Teorema B.3.2. Todo conjunto conexo por arcos de R™ es conexo.
Teorema B.3.3. Todo conjunto abierto conexo de R™ es conexo por arcos.

Sus demostraciones pueden verse en Apostol [6], Teoremas 8-30 y 8-31,
paginas 173 y 174. Se pueden hacer unas precisiones anadidas sobre las com-
ponentes conexas de un conjunto S C R”.

Definiciéon B.3.4. Si T es un subconjunto conexo de S que no esta contenido
en ningun otro subconjunto conexo de S, se dice que T es una componente
conexa de S.

Como ya se dijo, las componentes conexas de S son los subconjuntos conexos
maximales de S. El siguiente teorema nos serd de aplicacién a las componentes
conexas de un pseudoespectro estricto AL(A). Véase Apostol [6], Teorema 8-36,
paginas 176 y 177.

Teorema B.3.5. Todo punto de un conjunto S C R" pertenece inicamente a
una determinada componente conexa de S. Si S es abierto, cada componente
conexa de S es un conjunto abierto conexo.

DEMOSTRACION. Si z € S, la unién de todos los subconjuntos conexos de S
que contienen a x deber ser una componente conexa que contiene a x. Dos
componentes conexas distintas de S no pueden contener a x; de otro modo, su
unién seria un subconjunto conexo mayor que contendria a x. Esto demuestra
la primera asercién.

Supongamos ahora que S es un conjunto abierto. Sea T una componente
conexa de S. Veamos que cada punto z € T es interior a T. Como T C S, se
tiene que z € S. Como S es abierto existe una bola abierta B(z,r) de radio
r > 0 contenida en S. Pero toda bola abierta es un conjunto conexo (por arcos).
Por tanto, B(x,r) y T son dos subconjuntos conexos de S que contienen a x.
Como T es el mayor de los subconjuntos conexos que contienen a x, se sigue
que B(z,r) C T. Por lo tanto T es un conjunto abierto. O



Apéndice C

Miscelanea algebraica

C.1. Resultante de Sylvester

Toda informacién concerniente a dos polinomios en una variable debe es-
tar encerrada en los coeficientes de los mismos. Debiera ser posible extraer la
informacién sobre cuantas raices tienen comunes los polinomios simplemente
examinando sus coeficientes. Esta idea la tuvo Sylvester y es el objeto del teo-
rema siguiente.

Recordemos que el nimero complejo Ay se dice que es una raiz de multipli-
cidad m del polinomio de coeficientes complejos f(A) = A" + a A" 1 + -+ +
ap—1A + an, 0 que es una raiz m-miltiple, si existe un polinomio g(\) tal que

f) = (A=2)"g(N), ¥y 9(ho) # 0.

Utilizando la formula de Taylor puede demostrarse facilmente que Ay es una raiz
de multiplicidad m de f()\) siy sélo si

fo)= (o)== fmD(N) =0, FO™ () #0. (C.1.1)
Teorema C.1.1 (Resultante de Sylvester). Sean

f(A) = a0>‘n + l]'1>\7171 + -+ (079
g()\) — b0>\7n + blAﬂL—l ot bm

dos polinomios de grados n > 1,m > 1, con ag # 0,bg # 0. Una condicidn
necesaria y suficiente para que los polinomios f(X) y g(A) tengan al menos una
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raiz comun es que el determinante de orden n +m

ap aip - an, 0 0O --- 0
0 a -+ ap—1 an 0O --- 0

0 0 e ag aq s e G

bp b1 - bmo1  bm 0 - 0 (C.1.2)
0 0 bo by by bon

sea igual a cero.

El determinante (C.1.2) es llamado la resultante de Sylvester de f y g.
Aun maés puede probarse sobre este asunto.

Teorema C.1.2. El nidmero de raices comunes a los polinomios

fO) =aA"+ e A"+ Fap
gA) = boA™ + by A"+ 4 by,

de grados n > 1,m > 1, con ag # 0,bg # 0, contando sus multiplicidades es
igual a la nulidad de la matriz

ag aq .. (079 O O e 0
0 ag - Ap_1 an 0 . 0
L 0 0 P ag aq as e (479
R(f,9,A) = bo by -+ bpq b, 0 - 0| (C.1.3)
0 bO : bm—2 bm—l bm o 0
O 0 bO bl b2 bm

C.2. Inversa de Moore-Penrose
Dada una matriz A € C™*" el sistema de ecuaciones

AXA= A, (1),
XAX = X, (2),

(AX)" = AX, (3),
(XA)* = XA, (4).

tiene una tunica solucién X € C™"*™. Vedse el libro de Lancaster-Tismenetsky,
Cap. 12. Esta tnica solucién es llamada la inversa Moore—Penrose de A. Se
denota por Af. Hay métodos sencillos para hallar At, cuando A es una matriz de
orden pequeno de nimeros racionales, que estdn basados en factorizaciones de A
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en dos factores B y C' de rango completo. También existe el método basado en
la descomposicion de valores singulares. No pudiendo dejar de lado programas
de &lgebra por ordenador como Derive, Maple y Mathematica, siendo potente
en métodos numéricos la aplicacion Matlab.

C.3. Algebras de conjuntos

Dado un conjunto E se llama oc—algebra de subconjuntos de E a toda
coleccién § de subconjuntos de E tal que:

(1) Ees.

(m) Si A € 8, entonces A° € 8§ donde A° denota el complementario de A
respecto de F.

(1) Si A, B € 8, entonces AUB,ANB € 8.

(1v) Si (A;)22, es una sucesién de elementos de 8, entonces
oo
U A; €8.
i=1

Ejemplos.
(1) La coleccién {g, E} es una o—élgebra de subconjuntos de E.

(2) La coleccién P(FE) formada por todos los subconjuntos de E es otra o—
algebra de conjuntos de F.

Toda o—élgebra de conjuntos de F es un algebra de Boole de conjuntos de
E, pero el reciproco no es cierto.
Si G C P(F), entonces existen o—algebras de conjuntos de E que contienen a
G; por ejemplo, la misma P(E). Como la interseccién de o—édlgebras de conjuntos
de E es una o—algebra de conjuntos de F, tiene sentido llamar c—algebra de
conjuntos de E generada o engendrada por § a la interseccién de todas
las o—4lgebras de conjuntos de E que contienen a §. La denotamos por o(9).
Asi pues,
a9 := (] s
SCS8SCP(E)
8 o—4algebra
Llamemos 7 a la topologia ordinaria de R?; es decir, T es la coleccién de todos los
subconjuntos abiertos de R2. Se llama oc—4lgebra de los conjuntos de Borel
de R?, B, a la o-4lgebra de conjuntos de R? engendrada por 7. A los elementos
de B := o(7T) los llamaremos conjuntos de Borel de R?. Es conocido que los
subconjuntos de R? que son medibles (en el sentido de) Lebesgue forman una
o—4lgebra de conjuntos de R? —denotémosla por M— y también que B C M.
Como CardB = ¢, donde c es la potencia del continuo o el cardinal de R, y
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CardM > 2¢ se tiene que B # M. Véanse la Seccién 2.5.3, pagina 46, de
Rudin [63] y las Observaciones 10.11, pagina 247, de Rudin [62]. Resumamos lo
que necesitamos:

Teorema C.3.1. Todos los conjuntos abiertos de R% son medibles Lebesgue.

Teorema C.3.2 (Descomposicién canénica de un abierto de R?). Sea © un
subconjunto abierto no vacio de R?. Entonces Q es igual a la unién de una
sucesion de cuadrados Qy, de lados paralelos a los ejes, cuyos interiores son
mutuamente disjuntos, y cuyos didmetros son aprorimadamente proporcionales
a sus distancias a Q°. Mas explicitamente:

(1) Q=21 @r
(1) C}jﬁ@k =0 sij#k.
(111) Ezisten constantes c1,cz > 0 tales que

crdiam(Qy) < dist(Qg, Q°) < codiam(Qy).

Las constantes c1 y co son independientes de ). De hecho, pueden tomarse
c1=11yco=4.

Para la demostracién véanse el Teorema 1, p. 167 de Stein [69] y la Propo-
sicién 4.2.16, pdgina 166, de Asplund-Bugart [10].



Epilogo

Uno de los objetivos principales, méds ambicioso, de esta tesis fue extender la
solucién de Malyshev al Problema de Wilkinson Generalizado: Hallar 1la minima
distancia de A al conjunto de matrices que tienen una estructura de Jordan
€ menos genérica que la de A, prefijada de antemano; lo podriamos llamar
una estructura de Jordan repelida por la estructura de Jordan de A en el
sentido de los Teoremas de Markus y Parilis (1983). En el camino aparecieron
trabajos de Ikramov-Nazari (2003) y Mengi (2011) que hallaron férmulas para
la distancia hy(z) de A al conjunto de matrices que tiene a un complejo prefijado
z como valor propio de multiplicidad > k, para k = 3 (Ikramov-Nazari) y k > 3
(Mengi). Sin embargo, sélo ha sido resuelto el caso genérico en que el valor
singular og,_x+1 que se minimiza sobre t € R(k—1)? para hallar hy(z) es simple
en el punto ¢y en el que se alcanza el maximo. Hoy por hoy no se conoce una
demostracién vélida para el caso general, aunque Mengi y Karow (2015) han
anunciado que estan trabajando sobre ello. Nosotros tampoco hemos resuelto
este problema.

En esta tesis se inicia un camino para asociar a una matriz A € C™"*" un
conjunto finito de niimeros complejos que incluye a sus valores propios en pie de
igualdad con los restantes nimeros. Consideremos las funciones cuyos conjuntos
de subnivel nos han dado los pseudoespectros algebraicos de primer, segundo,
tercer, etc. érdenes: hy, ho, hs, ..., dadas por

hi(z,y) == oy ((@ + yi) I, — A)

o (x+y)I, — A tl, )
ha(@,y) = T&é{@"—l ( 0 (x4+yi),— A
hs(z,y) == méi( O3n—2 0] (x+yi) I, — A tol,
bek @) 0] (z+yi)l, — A

y més en general, por

hi(e.y) = mix o (I © (@ + )L = A) + Th(0) © L) k= 2,3,....m,
teR(E—
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siendo
0 t1 g+ tgpal s tk—1)2—1 +tE_1)2l
0 O to thto + thysl :
Tk(t) =
: te—1
0 0 0 cee 0

Los niimeros en cuestién vienen determinados por los puntos (zg, yp) donde
alguna de las n funciones hq, hs, etc. alcanza un minimo relativo. A los corres-
pondientes nimeros complejos \g := xg + yoi los llamaremos los supervalores
propios de A. Véase la Figura C.1. El conjunto de supervalores propios de
A esta formado por los valores propios de A junto con los puntos de colisién
de los pseudoespectros algebraicos de todos los érdenes de 1 a n de la matriz
A E CnXTL.

Los valores propios de A corresponderian a los puntos donde h; alcanza sus
minimos relativos. Asi como las derivadas de las dreas de componentes conexas
K(e) de A.(A) nos dan los nimeros de condicién de los valores propios de
A, esperamos que las derivadas de las areas de las componentes conexas de los
pseudoespectros AZ 5(A) alrededor del supervalor propio A; := x1 + y1i corres-
pondiente a un punto (z1,y;) donde la funcién he alcanza un minimo relativo,
den lugar a un concepto andlogo.

Esperamos también que el teorema de la conservacién de las multiplicidades
de los pseudovalores propios en una componente conexa Xy, (¢) de A;(A) tenga
un correlato en la conservacion de ciertos enteros asociados a los pseudosuper-
valores propios de segundo orden presentes en la componente conexa Ky, 2(¢)
del pseudoespectro AZ ,(A).

Conjeturamos que si (r3,yx) € R? es un punto de coalescencia de dos com-
ponentes coneras de A'%,(A), donde e := hy(wg,yx), entonces hy(rg,yr) =
hi+1(2k, yx ). Este resultado generalizarfa la Proposicién 3.3.1. También conje-
turamos que si (xg, yx) es un primer punto de coalescencia entonces la funcién
hi41 alcanza su minimo absoluto en (zx,yx) € R2. Y los puntos de coalescencia
de A2 ; (A) son puntos de ensilladura de hy, y son puntos en los que hj1 alcanza
un minimo local. Véase la Figura C.2.

Ya hemos dicho que los pseudoespectros de una matriz A € C**"™ perma-
necen invariables al someter a la matriz A a una semejanza unitaria U*AU.
Las formas reducidas bajo semejanza unitaria han sido utilizadas por Boulton
et al. [16] y [15] para el estudio de los puntos singulares de la frontera de los
pseudoespectros de ciertos niveles. A proposito, queremos dejar constancia de
la sorprendente analogia que presenta la matriz Ty () con las formas reducidas
bajo la semejanza unitaria de una matriz M € C***, Véase Shapiro [64]. Esto
no debe ser una casualidad; debe haber una relaciéon causal que la explique.

Todas las figuras que vienen a continuacién se construyeron a partir de la
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matriz

-1 5 6
A= 0 -2 0 , €1 <egg<ez<ey.
0 0 —-1,8+0,2i

Figura C.1: Los seis supervalores propios de la matriz A.

= ===
S

Figura C.2: Las funciones hi, hy y hs para la matriz A.
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