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Resumen

Esta memoria contiene toda la informacion correspondiente a Ia
realizacion del proyecto de fin de grado elaborado para la especialidad
de computacion del Grado en Ingenieria Informatica de la Universidad
del Pais Vasco impartido en la Facultad de Informatica de Donostia-San
Sebastian.

La cual tiene como tema del proyecto la realizacion de una plataforma
de visualizacidon de diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales para
un problema concreto, el problema de los n cuerpos, para la parte de
visualizacién de este proyecto se utiliza HTML5, para crear la pagina
web, que serd la que contiene la aplicacion, con elementos de JavaScript
para el tratamiento de errores, actualizacién de elementos, y demas,
pero también proporciona lo mas importante, el entorno grafico, que se
enlaza a la pagina mediante el propio JavaScript.

Este entorno grafico se trata de WebGL, el cual esta integrado en Ia
mayoria de navegadores actuales para dotar a los navegadores web la
capacidad de renderizar graficos en 3D directamente desde el propio
navegador, solamente con la propia API integrada, sin la necesidad de
tener que instalar ningun tipo de plug-in externo para ejecutarse ni
similares, del cual, utilizaremos la libreria de Three.js, la cual es una
herramienta muy completa que nos proporciona diferentes
funcionalidades a la hora de desarrollar nuestra aplicacién para este
proyecto.
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1

Introduccion



1.1. Objetivos y Alcance

El objetivo principal de este proyecto es desarrollar una aplicacion para
poder visualizar diferentes sistemas de resolucién de ecuaciones
diferenciales, los denominados como métodos numéricos de resolucion
de ecuaciones diferenciales, mediante la implementacién de dichos
métodos en un entorno grafico 3D, en el que se pueda ver el progreso
gue sigue el sistema de resolucion seleccionado, en este caso el entorno
grafico estara incluido en un navegador web. Este proyecto, mas
concretamente, tiene el objetivo de resolver las ecuaciones diferenciales
gue nos propone el problema de los n cuerpos para predecir los
movimientos de los objetos que se rigen por las leyes de la gravitacion
universal de Newton, aunque haciendo algunas modificaciones en la
aplicacion podria resolver las ecuaciones diferenciales de otros
problemas diferentes.

La aplicacién final sera una aplicaciéon web ejecutable en cualquier
navegador web compatible con WebGL, capaz de mostrar en el propio
navegador web un entorno grafico en el cual se podra observar el
progreso que sigue el método de resolucidn seleccionado, en este caso
se realizaran los métodos de Euler (explicito e implicito) y los métodos
de Runge-Kutta de orden cuatro (explicito e implicito), sobre los
diferentes cuerpos introducidos, ademas de una visualizacion del error
cometido en el tiempo por el método que se esta ejecutando en un
intervalo de la ejecucion a modo de muestra del error que se esta
cometiendo.

Con lo anteriormente comentado, conseguiriamos aunar varias materias
gue se han impartido a lo largo del grado en un mismo proyecto, por
ejemplo, como Graficos por Computador y Computacién Cientifica.



1.2. Motivacion Personal

Uno de los motivos por los que empecé en esto de la informatica es
debido a que desde pequefio me han gustado los ordenadores, la
informatica, los videojuegos, la tecnologia y demas, y ya desde muy
joven tenia en mente que mi objetivo era ser Ingeniero Informatico.

Y uno de los temas o0 campos que me suscitan mas atraccion e interés es
el relacionado con los graficos 3D, entornos virtuales y demas, es un
tema que siempre ha estado rondando por mi mente y en un futuro me
gustaria tener la oportunidad de poder disfrutar de ¢él mas
extensamente y realizar cosas interesantes.

Entonces, finalmente, se optd por realizar este proyecto ya que contiene
tareas de desarrollo de objetos 3D y también debido a que en mi caso
aparte de la informatica, la fisica es uno de esos otros temas que me
producen bastante interés y al realizar este proyecto el resultado final
seria una mezcla de dos campos que me parecen muy interesantes.

1.3 Planificacién

1.3.1. Tareas

A lo largo de todo el proyecto se ha tenido que realizar distintas tareas,
tanto como de investigaciéon, como de implementacion, como de
formacién y demas, de los diferentes temas que engloban al desarrollo
de todo el trabajo de fin de grado.



A continuacion se listaran los diferentes tipos de tareas con sus

respectivas tareas correspondientes que se han realizado para la

finalizacion del proyecto

Gestion:

e Planificacion

e Control de Horas

e Control de Riesgos
e Asistencia a tutorias

Formacioén y Estudio:

e [studio de los sistemas de resolucion de ecuaciones diferenciales

o Meétodos Numéricos
= Problemas de Valor Inicial (PVI)
o Tipos de Métodos
= Métodos Explicitos
= Meétodos Implicitos
» Métodos Iterativos
o Meétodos de Runge-Kutta
o Tablero de Butcher
o Errores
e Estudio de los cuerpos gravitatorios
o Problema de los 2 cuerpos
o Problema de los 3 cuerpos
o Problema de los n cuerpos
e Estudio sobre Three.js
e Formacién en Three.js
e Redaccion de la Memoria



Aplicacion:

e Disefio Web

e Implementacion de la aplicacion.
o Programacion de Codigo
o Correccion de Errores
o Realizacién de Pruebas
o Depuracion

1.3.2. Gestion del Tiempo

En este apartado se detallara una aproximacion de las horas dedicadas a

las diferentes tareas que se han tenido que llevar acabo para la

elaboracion del proyecto de fin de grado.

Tareas de Gestion Horas
Planificacion 5
Control de Horas 2.5
Control de Riesgos 2.5
Asistencia a tutorias 20

Tabla 1.3.2.1. Tiempo Dedicacién en Tareas de Gestidon




Tareas de Formacion y Estudio Horas

Estudio de los sistemas de resolucion de 40
ecuaciones diferenciales

Estudio de los cuerpos gravitatorios 40
Estudio sobre Three.js 10
Formacién en Three.js 15
Realizacion de la Memoria 45

Tabla 1.3.2.2. Tiempo Dedicacidon en Tareas de Formacion y

Estudio
Tareas de la Aplicacion Horas
Disefio Web 25
Implementacion de la Aplicacion 150

Tabla 1.3.2.3. Tiempo Dedicacion en Tareas de la Aplicacion

Lo que suma aproximadamente un total de 355 horas invertidas para la
realizacion del proyecto.




1.3.3. Riesgos

En el momento en que se empieza con un proyecto que hay que realizar
para unas fechas determinadas con un tiempo determinado, siempre
hay posibles riesgos que se pueden producir a la largo del mismo, por
tanto, hay que realizar un estudio de los riesgos, que influencia pueden
tener en el proyecto, que posibilidad hay de que se produzcan y que
opciones tenemos para evitarlos o minimizarlos lo maximo posible.

1.3.3.1. Almacenamiento del Proyecto y Documentacion

Cuando se trabaja con ordenadores u otros dispositivos que almacenan
los datos en si mismos, hay que tener un control sobre ellos, ya que,
todo aparato electrénico estd expuesto a una serie de riegos que
pueden conllevar la perdida de todo lo realizado hasta el momento, lo
gue tendria un impacto muy alto en el proyecto.

Por tanto, como medida preventiva a lo largo del proyecto todos los dias
rigurosamente se ha ido haciendo una copia de seguridad de todos los
archivos que engloban al proyecto de fin de grado al final del dia en un
almacenamiento en la nube, mas concretamente en Dropbox y Drive,
con lo que conseguimos tener nuestros datos a salvo de cualquier riesgo
gue se pueda producir en el ordenador en el que estamos trabajando,
ademads de tenerle en dos sistemas de almacenamiento en la nube
diferentes también nos protegemos por posibles fallos que pudiesen
surgir en dichas plataformas.



1.3.3.2. Cambios de Disefio

En un proyecto de esta envergadura es posible que se produzcan
cambios en el disefio de la aplicacion en fases de implementacién
avanzada o intermedia, lo cual puede tener un gran impacto en el
desarrollo del proyecto, al tener que cambiar dependencias en el codigo
con gran envergadura.

Por tanto, para evitar este posible riesgo, en un principio se definio la
aplicacion que se iba a llevar a cabo y las funcionalidades que tenia.
Posteriormente, se han ido haciendo reuniones periddicas con el tutor
para ver que se conseguian los objetivos marcados o si por problemas
encontrados en la realizacion de los objetivos marcados en las
definiciones iniciales planteadas, reconducir el proyecto en la linea
adecuada lo antes posible para minimizar el riesgo de tener que cambiar
un volumen de implementacion muy alto.

1.3.3.3. Realizacién del Proyecto

Desde un principio se organizo el proyecto de fin de grado con el fin de
estar libre de otras responsabilidades que pudieran entorpecer la
realizacion del mismo, ya que, existe el posible riesgo de tener
diferentes actividades que consuman gran parte del tiempo y que por la
realizacion de ambas actividades simultdneamente una pueda influir en
el buen desempefio de la otra.

Por tanto, el primer cuatrimestre de este curso se hizo una dedicacion
para acabar los créditos pendientes del grado y poder elaborar el
proyecto de fin de grado sin tener pendientes otras activades.



1.4. Herramientas

Para desarrollar con éxito la aplicacion hace falta tener las herramientas
adecuadas para poder avanzar de la mejor manera y completar las
diferentes tareas. Posterior a elaborar el estudio de las tareas a
desarrollar, se optd por utilizar las siguientes herramientas para realizar
las correspondientes tareas:

1.4.1. StopWatch

Para llevar el control total de las horas invertidas en el proyecto, se
contabilizaron las horas mediante este gadget de escritorio para
Windows 7.

11:34:37.3

Figura 1.4.1.1. Gadget: StopWatch



1.4.2. Atom

Es un editor de textos, con una gran cantidad de lenguajes soportados,
acepta JavaScript, HTML, CSS, PHP, Python, XML, C, C++, C#, Java, y
demads. La mayoria del proyecto se ha realizado con esta aplicacion, es
un IDE bastante completo, con muchas opciones, atajos de teclado vy
funcionalidades. Ademas, es software libre, esta desarrollado por
GitHub.

En mi caso, se ha considerado buena opcién, ya que, el proyecto
engloba varios tipos diferentes de lenguajes programacion, lenguajes de
etiqguetas como HTML, lenguajes orientados a objetos como JavaScript,
hojas de estilos en cascada como CSS, y demas.

Figura 1.4.2.1. Interfaz de Atom
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1.4.3. Notepad++

Notepad++ es otro editor de texto que también se ha utilizado en la
realizacion del proyecto, ya que, es un editor muy ligero con una buena
cantidad de lenguajes soportados. Es un IDE bastante inferior a Atom,
debido a que no tiene tantos atajos ni funcionalidades, pero al ser tan
ligero es muy manejable y puedes instalarlo en casi cualquier ordenador,
ya que, exige muy pocos requisitos y espacio, por consiguiente, lo que
permite poder trabajar casi en cualquier lugar. Ademas, también es
software libre y si tienes poca memoria en el ordenador es una muy

buena opcidn.

[ DATFG\Proyectod\cssistylesd2.css - Notepad
cje Corfiguracion Macro Ejecutar Plugins Ventana 7

a3 |BEH1 [ EIDA D06 R E

! | SR H eylestzoss 3

visibility: visible;*/

<lzbel id="errorGraphTitle’>¢nbsp AeuEUlacien del Ervor</lsbel>

<label id="errorGraphH"sh</label>
orGraphError’ >error</labal>

e="text/I1aVASSEiRE" SES="15/Prebed’. iz >e/s

< I O

Cascade Style Sheets File length: 4906  lines : 347 Ln:191 Col:5 Sel:0[0 Dos\Windows UTF-8 wfo BOM NS

Figura 1.4.3.1. Interfaz de Notepad++
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1.4.4. Microsoft Word 2010

Microsoft Word es un procesador de textos para crear documentos y es
uno de los mas populares del mundo, se encuentra incluido en el
paquete ofimatico de Microsoft Office, cuyo propietario del software es
el mismo Microsoft.

Es una herramienta muy completa que permite realizar documentos con
muchos elementos variados, y la cual tiene muchas funcionalidades,
tanto de organizacion de texto, como de integracion de imagenes, como
de insercion de tablas, organigramas, temas y muchas mas.

En mi caso se optd por esta herramienta, ya que, aparte de ser muy
completa, se tenia un gran conocimiento previo del funcionamiento de
la misma y resultaria mas comodo a la hora de redactar la memoria.

i@ 9- 0 o |
Inicio | Insertar  Disefodepagina  Referencias  Comespondenda  Revisar Vista  PDF Architectd Creator  PDF Architect I 7)
= " Buscar
’ CalibriLight ~ + 14~ " - = 4 - , . P %ﬂ
B alibri Lig AN A 8l 9 aabce AsBbCA AaBbC azsbce AADB asmiee acsbceo & Resmplazar
Pegar N & § - abe X, X° B A~ - . THormal  TSinespa..  Titulol Titula 2 Titula Subtitulo  Enfasis sutil | Cambiar
« < Copiar formato ) e 7| estilos | k¢ Seleccionar =
Portapapeles Fuente Pérrafo Estilos Edicion
R SR X X R AP RN KN MR ANRIERN RS X XK R KNG N RN s Y K EN s s s
Q
-
Facultad de Informatica
o Grado de Ingenieria Informatica
= Proyecto Finde Grado -
Computacion
Plataforma de Visualizacion de Sistemas de Resolucion
de Ecuaciones Diferenciales i
)
=
Pagina:1de5l | Palabras: 2689 | <& Espafiol (alfab. internacional) | [Elmi == % 0 L} {+)

Figura 1.4.4.1. Interfaz de Microsoft Word 2010
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1.4.5. Google Chrome

Google Chrome es un navegador web que esta disponible gratuitamente
para su instalacion desde la propia pagina web de google, esta
desarrollado por la compafiia Google, la cual da nombre a la misma
aplicacion, y hoy en dia se mantiene entre los navegadores mas usados a

nivel mundial.

El uso de un navegador web era indispensable para efectuar con éxito
este proyecto, ya que, la aplicacion es una aplicacion web y el entorno
grafico se ejecutara en el navegador. Este fue uno de los navegadores
utilizados en la realizacion del proyecto. Cuenta con un modo
desarrollador que veremos mas ampliamente al final de esta seccidn,
gue es muy Util a la hora de ver los resultados que se estan obteniendo
en la aplicacion.

/ G Google X

<« C ) | @ Esseguro | https//www.google.es ® G N E &k 8 @ :

Google

Espaiia

(-

Buscar con Google Voy a tener suerte

Google.es también en: catala galego euskara

Publicidad ~ Empresa  Acercade Privacidad  Condiciones  Configuracion

Figura 1.4.5.1. Interfaz de Google Chrome
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1.4.6. Opera

Opera, es un navegador web desarrollado por Opera Software, al
principio era un navegador de pago que después paso a ser freeware. Es
compatible con Windows, Linux y Mac. Cuenta con un modo
desarrollador integrado que es muy similar al de Google Chrome.

A modo de certificar el correcto funcionamiento de la aplicacion
también se ha utilizado este navegador en lo largo de la realizacion del
proyecto.

Una de sus funcionalidades interesantes es que cuenta con una red
privada virtual con la cual puedes navegar por internet como si lo
estuvieras haciendo desde otra parte del mundo como Canada,
Alemania y demas.

G =E

O Meni | G Google X |5 . N . . m |

< Gl ez & wwgooglees 00 BB D
Gmal Imagenss 35 m

Google

Espafia

Buscar con Google Voy a tener suerte

Google.es también en: catala galego euskara

Publicidad Empresa Acerca de Privacidad Condiciones Configuracion

Figura 1.4.6.1. Interfaz de Opera
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Tanto, Opera como Google Chrome tiene un modo desarrollador

integrado en el navegador web que nos permite tener un control de lo

que se esta visualizando en el navegador.

Este modo desarrollador cuenta con:

Un inspector de elementos, que nos muestra los diferentes
elementos HTML gque se estan ejecutando en la pagina, ademas
de los estilos que usan cada uno de los elementos y sus valores, y
aparte estos estilos los podemos modificar a mano cambiando los
valores, introduciendo otros nuevos o eliminandolos del elemento
y poder visualizar el cambio que se produce en él, en directo.

Una consola, donde se observan posibles errores, advertencias o
informacion que se esté mostrando por la misma consola, que
viene muy bien a la hora de estar probando el codigo que hemos
realizado si tiene fallos o no es posible de ejecutar, esto se
mostraria en la consola.

Un visualizador de archivos fuente, esto nos permite observar los
archivos web que se estan ejecutando en el navegador, asi como
como su codigo original, la estructura de carpetas y los vinculos
entre archivos.

A continuacion, se muestra dos figuras con la interfaz de los dos

navegadores utilizados en la realizacion de este proyecto.

Las interfaces son practicamente iguales, por tanto, no se ha tenido

ninguna dificultad en efectuar las pruebas en uno u otro navegador.
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1.4.7. Dropbox

Dropbox es una de las plataformas para el almacenamiento de los
archivos en la nube que se han utilizado en la realizacion del proyecto,
gue esta desarrollada por Dropbox Inc.,, en 2007, vy proporciona un
espacio de almacenamiento en la nube gratuito de 2.5 GB para el
usuario. Tiene paquetes adicionales que se pueden comprar para
extender el almacenamiento y que también proporciona nuevos
servicios, pero en este caso, se ha utilizado la version gratuita.

Con esta aplicacion puedes crear una carpeta en tu ordenador que
estara enlazada con tu cuenta de almacenamiento en la nube y todos los
archivos que se introduzcan en dicha carpeta, Dropbox , mediante una
conexidon de internet activa, los subird a tu cuenta de forma automatica,
creando una copia de seguridad en la nube, en la que podras acceder a
todos tus archivos desde un navegador web. También puedes subir los
archivos directamente desde el navegador para dejarlos almacenados en

>4 L
% Dropbox Q Buscar JaRES
Archivos Nombre ~ Uttima medificacion Miembros H

DI ‘Subir archivos

Compartiendo [5] Nueva carpeta
. et compartida

. Cargas de camara - Solo td c
Recientes

[ Nueva carpeta

Solicitar archivos Otras Cosas -- Solo th

Archivos eliminados
Programacion - Solo t

=]

SAR - 2 miembros

. ¢Necesitas mas
TFG - Solo t
espacio?
Prueba Dropbox
TFG Documentacion - Solotd Business.

rueba gratuita
Uni - Solo ti Prueba gratuita

Personal r— .
Salo == Alegaciones_2017.docx 30/1/2017 12:16 Solo tl

Ayuda Privacidad coo

Figura 1.4.7.1. Interfaz Web de Dropbox
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1.4.8. Google Drive

Google Drive, es la otra plataforma de almacenamiento de archivos en |a
nube que se ha utilizado para este proyecto, a modo de minimizar el
riesgo de pérdida de datos.

El funcionamiento y estructura es similar a Dropbox, esta plataforma
estd desarrollada por Google, cuenta con una version gratuita que
proporciona 15 GB de almacenamiento en la nube gratuito a cada
usuario, ampliables mediante planes de pago.

Tiene la opcion de crear diferentes documentos al momento en la
misma nube y también proporciona la posibilidad de hacer una copia de
seguridad de los mensajes del WhatsApp del movil o de las fotos del
movil, ademas de otras funcionalidades.

Google Drive Q_  Buscaren Drive - [ ) G

m Compartido conmigo =
» B wiunidad Archivos y carpetas que otras personas han compartido

— contigo.

. " i

& CIIEEEDD Descubre I calaboracién en tiempo real y olvidate de enviar documentas por

correo electrdnico. Arrastra tus elementos compartidos 2 Mi unidad para que

©  Reciente se pueda acceder a ellos con facilidad. Mas informacion

4 GoogleFotos

&  Destacado

W Papelera

@  Copias de sequridad

2= Adquirir m4s almacenamiento

[L]  Obtener Drive para PG

Figura 1.4.8.1. Interfaz Web de Drive
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2.1. Métodos Numéricos

Los ordenadores tienen gran capacidad de computo con lo que pueden
hacer calculos matematicos complejos facilmente, pero en realidad por
debajo con lo que trabajan son con operaciones matematicas simples,
numeros binarios y con una representacion de la informacion limitada, a
pesar de ser tan potentes en el cdlculo, tienen una cantidad finita de
posiciones con las que pueden representar los numeros, es decir, para
ndmeros que superan la longitud maxima del ordenador, se cometen
pequefios errores de redondeo en el calculo.

Por tanto, lo que hacen estos métodos numéricos es adecuar un
problema, como el de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias,
modificando la forma en la que se resuelve el problema a una forma en
la que siguiendo un método obtendriamos una aproximacion de la
solucion, en vez de resolverlo de forma analitica. Por ejemplo, en vez de
resolver una ecuaciéon diferencial ordinaria de manera que haya que
identificar de qué tipo de ecuacién es para luego resolverla de una
forma o de otra segun el tipo del que la hayamos identificado, en este
caso seguiria un método que finalmente acabaria por devolver una
aproximacion de la solucion que estdbamos buscando, ya que, siempre
tendremos cierto error debido al numero finito de digitos que soportan
los ordenadores, con lo que conseguiriamos de esta manera que un
ordenador si fuese capaz de resolver ese problema.

Estos métodos también se utilizan para resolver problemas que no
tienen forma de resolverse de modo analitico, como las ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales.
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2.1.1. Problema de Valor Inicial

Un problema de valor inicial en el campo de las ecuaciones diferenciales
es una ecuacion diferencial ordinaria, en la que se nos proporciona en
un punto del domino de la solucién de la funcion, un valor especifico,
gue se denomina condicion inicial, con el cual tendremos que ser
capaces de hallar la solucién a la ecuacion. También se puede encontrar
con el nombre de problema de Cauchy.

Estas ecuaciones diferenciales lo que nos indican es la variacion que
sufren las diferentes variables de nuestro problema respecto del tiempo,
como se relacionan esas variables con el tiempo, es decir, a medida que
avanza el tiempo que cambios tendrian esas variables, esto viene
determinado por lo siguiente:

y' = fty)
y € R4
con f: R - R4

Figura 2.1.1.1. Formula de los problemas de valor inicial,
ecuacion 1

Por lo que, f recibe d+1 valores reales y nos devuelve d valores
reales.

Como ocurre en nuestro caso, en f(t, y) es posible que no
necesitemos introducir la variable t del tiempo como
parametro de la funcion, por lo tanto, la ecuacién pasaria a
tener esta forma:
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y' = f(y)
y € R4
con f:R% — R

Figura 2.1.1.2. Formula de los problemas de valor inicial,
ecuacion 2

En caso de que si fuese necesario, para esta forma,
denominada la forma auténoma, introducir la t para evaluar
las ecuaciones diferenciales del problema, lo que hariamos
seria introducir t entre las variables afiadiendo la ecuacion t’ =
1, por lo que nos quedaria una formula como la siguiente:

z' = g(2)
7 E Rd+1
con g: R%*1 — Rd+1

Figura 2.1.1.3. Formula de los problemas de valor inicial,
ecuacion 3

Lo que quiere decir que, z tendria un elemento mas que los
gue tiene y de la ecuacion anterior, el cual, seria t, lo
podriamos poner de la forma que z = (y,t), donde indicariamos
gue z aparte de las variables de y tendria la variable t. g recibe
en este caso d+1 valores y nos devolveria g+1 valores, pero el
ultimo valor que devolveria ese g siempre seria uno, ya que,
corresponde a la ecuaciéon t’ = 1.

Con esto podriamos decir que la ecuacién de la figura 2.1.1.2.
es igual a la ecuacion de la figura 2.1.1.3. pero introduciendo
d+1 variables en vez de d, por lo que podriamos referirnos a
las ecuaciones de forma general directamente como aparece
en la ecuacion 2.
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El problema del valor inicial indica que para t = t, tenemos un estado y,
es decir, para t = t, tenemos y =y,

Una vez tengamos esto, las ecuaciones diferenciales se pueden resolver
de diferentes formas, en este caso utilizaremos los métodos numéricos
de la familia de métodos de Runge-Kutta, que lo que hacen es dividir el
tiempo en tamafo de pasos, que denominaremos h, la cual podria ser
fija o variable, y va dando pasos de ese tamafio para un tiempo final,
guedaria algo como esto:

t0< t1< t2<"'<tf

En esos tiempos se obtendrian las soluciones numéricas para cada uno
de esas t;, es decir, partiendo de y, se obtiene y;, en un segundo paso,
partiendo de y; se obtiene y,, y asi sucesivamente hasta conseguir
obtener el paso final de y;.

2.1.2. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son un grupo de métodos iterativos
pertenecientes a la familia de los problemas de valor inicial en el area de
los métodos numéricos, que se utilizan para resolver las ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante la obtencién de soluciones
aproximadas al problema que se nos indica. Hay dos tipos de métodos
de Runge-Kutta, los explicitos y los implicitos.

Los métodos de Runge-Kutta se rigen mediante la siguiente expresion:

S
Yk = Yk-1 + h _Zlbi f(¥)
i=

Figura 2.1.2.1. Formula de los Métodos de Runge-Kutta, parte 1.
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Donde, y es la solucion al método en la etapa k que seria la actual,
para la que se esta ejecutando el método, y,_1 también es la solucion
al método pero en este caso en la etapa k — 1 que corresponde a la
etapa anterior, o el valor inicial si estuviéramos en el inicio del método,
f seria la funcion de la ecuacion diferencial ordinaria, h es el tamafio del
paso con el que se ejecutaria el método, s el nimero de etapas que
tiene el método de Runge-Kutta que se esté utilizando, b; uno de los
coeficientes proporcionados por el tablero de butcher segin el esquema
de resolucion seleccionado, que se vera en el siguiente sub-apartado, Y;
se refiere a los pasos intermedios del método, que varian en numero
seguln el esquema utilizado y el nimero de etapas del mismo, definido
mediante la siguiente ecuacién:

S
Y= Yiew + R 3 af(7)

Figura 2.1.2.2. Formula de los Métodos de Runge-Kutta, parte 2.

Donde, Y;es la solucion del paso intermedio, yx_1 de nuevo es la
solucién al método en la etapa anterior, h es el mismo tamafio de paso
que para la ecuacion anterior, s el mismo numero de etapas, a;; es otro
coeficiente perteneciente al tablero de butcher, f la misma funcién que
la anterior, e ¥; seria el paso intermedio pero el de indice j.

Para esta aplicacion los métodos de Runge-Kutta que se han
implementado han sido, los métodos de Euler explicito e implicito,
ambos de orden uno y una Unica etapa, el método de Runge-Kutta de
orden cuatro y cuatro etapas, RK4, y uno de los métodos implicitos de
Runge-Kutta, el denominado método de Gauss de tres etapas y orden
6 (los métodos Runge-Kutta implicitos de Gauss tienen un orden que es
igual al doble del nUmero de etapas)
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2.1.2.1. Tablero de Butcher

Los coeficientes anteriormente mencionados son proporcionados por
este tablero que caracteriza al método de Runge-Kutta utilizado.

El tablero de Butcher es un esquema el cual nos proporciona los
coeficientes a utilizar para un método de Runge-Kutta u otro, por lo
tanto, antes de realizar cualquier método de Runge-Kutta tendriamos
gue tener la tabla correspondiente al método para poder ejecutarlo.

El tablero de butcher tiene la siguiente forma:

@1 | G411 @4z ... i
S | Gz Gzz ... Oz
s Gs1 Ggo [

by b bs

Figura 2.1.2.1.1. Tablero de Butcher Forma General.

Donde s es el nimero de etapas del método.

La matriz A, formada por los coeficientes a;j, segun la forma de la

misma, determina el tipo de método de Runge-Kutta.

2.1.2.1.1. Métodos Explicitos

Para el caso de los explicitos, la matriz A todos sus coeficientes a;; por

encima de la diagonal y en la misma diagonal serian cero, por lo tanto,
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Y, solo necesitaria los valores correspondientes a j <1, que
corresponden a los obtenidos en los anteriores pasos intermedios, por
lo que solo depende de los pasos intermedios anteriores.

A continuacién se muestra en la siguiente figura, el tablero de butcher
correspondiente al método de Runge-Kutta estandar de orden cuatro,
también denominado RK4:

0 o 0 0 0

1] 4

~|5 0 0 0

i 1

= o0 = 0 0

1 o 0 1 0
1 01 1 4
& 3 3 &

Figura 2.1.2.1.1.1. Tablero de Butcher RK4 Estandar.

2.1.2.1.2. Métodos Implicitos

Los métodos implicitos tienen un tablero de butcher diferente, hay dos
tipos, los implicitos diagonales, que cuenta con la matriz A triangular
inferior, es decir, todos los coeficientes a;; por encima de la diagonal son
cero, pero en este caso los coeficientes de la diagonal si son distintos a
cero. La siguiente figura muestra un ejemplo de tablero de butcher
implicito diagonal:
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i i

-z 0 0 00

4 4

b5 i i

S - - 0 00

4 2 4

i1 i¥ -1 i

==z = = 00

20 B0 2K 4

i 3F1 —135% ik i 0

o 1360 2520 Ed44 4

1 25 —449 125 — &k i
24 48 16 iz 4
2K —449 12K — &K i
24 48 16 iz 4

Figura 2.1.2.1.2.1. Tablero de Butcher SDIRK4 Implicito diagonal.

Los implicitos completos son aquellos que la matriz A cuenta con todos

sus correspondientes coeficientes a;;, es decir, los coeficientes de la

ijr
matriz son distintos de cero, no es una matriz triangular. En la siguiente
figura se observa un tablero de butcher correspondiente a un implicito

completo:

1 -1 1
ol - = =
& 3 &
1] 1 K -1
2 | & 1z 12
1 2 1
112 =2 -
& % &
1 2 1
& 2 &

Figura 2.1.2.1.2.2. Tablero de Butcher Lobatto3c Implicito
completo.

Los implicitos nos indican, que a diferencia de los métodos explicitos,
estos no solo dependen de los pasos intermedios anteriores, para cada
paso se necesitaria tener evaluada con anterioridad la funcion de los
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demas pasos intermedios (implicitos completos) o como minimo tener
evaluada la funciéon en el mismo paso intermedio el cual se esta
resolviendo (implicitos diagonales), esto nos crea un problema, debido a
que no tenemos el paso intermedio resuelto y necesitamos tener
evaluada la funcion de este mismo paso intermedio, por lo tanto,
tenemos que recurrir a métodos iterativos, como el método iterativo del
punto fijo, para resolver este problema.

El método del punto fijo, es un método iterativo que permite resolver
sistemas de ecuaciones, el cual se ha utilizado en este proyecto para
resolver el problema que se produce en los métodos implicitos a la hora
de calcular los pasos intermedios.

Los métodos implicitos en el momento de calcular los pasos intermedios
tienen el problema anteriormente mencionado, cada uno de los pasos
intermedios necesita el valor de la funcion evaluada en los demas pasos
intermedios y en si mismo, por tanto, lo que nos queda en cada etapa es
un sistema de ecuaciones que tenemos que resolver de alguna forma,
entonces, ahi es donde entra el método del punto fijo.

El método del punto fijo, desde un primer momento se nos tiene que
proporcionar un estado inicial, después a partir de ese estado inicial, lo
que hace el método en cada iteracion es lo siguiente, hallamos la
solucion a ese estado inicial, para el paso siguiente repetimos el mismo
proceso que hemos realizado pero ejecutando el método con el estado
gue hemos obtenido como solucion de la iteracion anterior, lo que nos
proporciona una nueva aproximacion a la solucién y para las siguientes
iteraciones procedemos de la misma manera, y asi sucesivamente, por
lo tanto, en cada iteracién nos deberiamos estar aproximando cada vez
mas a la solucidn, y cuando ya no pueda mejorar mas, se detiene, ya
que, habremos encontrado la solucidon al punto fijo y habremos
solucionado el problema de los métodos implicitos.
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El procedimiento del punto fijo seria el siguiente, partiendo de una
ecuacion que define al punto fijo que tiene la siguiente forma:

v=g()

Figura 2.1.2.1.2.3. Ecuacion que define al punto fijo

Partimos de una aproximacién a esa v que cumple esa ecuacion, por lo
que se va iterando de la siguiente manera:

v(i+1)=g)

Figura 2.1.2.1.2.4. Ecuacién de la iteracion del punto fijo

Con el fin de que la nueva aproximacion a la solucién, es decir, v(i+1) se
acerque a Vv, que corresponde al punto fijo que buscamos.

En los métodos de Runge-Kutta implicitos, lo que tenemos que resolver
es un sistema de ecuaciones implicito, como el propio nombre del
método indica, por lo tanto, tendriamos algo parecido a esto:

Y1 =yk1 + 91N, Yo, 00 YS)
Y, = yk-1 + 9.(Y, Yz, .0, Y5)
Y3 =y,_1+93(Y, Y2 .0, Ys)

YS = Yk-1 + gs(er YZI LR Ys)

Figura 2.1.2.1.2.5. Sistema de ecuaciones Runge-Kutta implicito
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El punto fijo nos tendra que devolver todas las componentes
correspondientes a las Y del sistema de ecuaciones, las componentes de
Y1,Y,,Y5,..., Y, el punto fijo que buscamos se podria indicar de Ia
siguiente forma v = (¥,,Y,,Y;, ...,Y;), donde cada uno de los
componentes de v, seria de dimension igual a d, por lo que el punto fijo,
v, tendria s*d componentes, siendo s el nimero de ecuaciones del
sistema a resolver y d la dimension de cada una de esas ecuaciones y
podemos decir que la ecuacién implicita a resolver es la siguiente:

v =G6wW)
v € RS*d
con G: RS*4 — Rs*d

Figura 2.1.2.1.2.6. Formula del punto fijo

Entonces, lo primero que tenemos que hacer para resolver el sistema de
ecuaciones, es decir, hallar los componentes Y;,Y,,Y;, ..., Y, , es
inicializar todas esas componentes Y;,Y,, Y3, ..., Y5 con y, en t, por lo
tanto al principio tendriamos un vector de la siguiente forma:

Vo = (Vk=1,Yk=1>Yk—=1» 1 Yk-1)

Figura 2.1.2.1.2.7. Método del punto fijo, inicializacién
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Y a partir de esos valores obtendremos la solucién a la siguiente
iteracion, v; = G(vy) y asi sucesivamente hasta que decidamos parar
porque hemos llegado a que v = (Y3, Y5, Y3, ..., ¥5), es ese momento
podremos hallar la solucién al paso del método implicito que estabamos

S
calculando yy, que tiene laforma y, = yx—1 + h Y. b; f(Y}).
i=1

La condicién de parada que se ha implementado en este proyecto para
el método del punto fijo, funciona de la siguiente manera, se obtiene la
diferencia en valor absoluto entre los componentes de las soluciones
obtenidas en la actual iteracién, con los componentes de las soluciones
obtenidas en la iteracion anterior (lo que implica un minimo de
iteraciones antes para poder empezar a hacer la diferencia), tendremos
un minimo que guardara para cada componente el minimo de ese
componente que hemos conseguido en el método hasta la fecha, menos
si el valor fuese cero, en ese caso el valor del minimo no se actualiza.

Los resultados obtenidos en esa diferencia se comparan siguiendo las
siguientes pautas:

e En cada iteracion, si alguno de los componentes para los que se
esta ejecutando el método del punto fijo, mejora, seguimos
iterando, es decir, si uno solo de los elementos que hemos
obtenido en la diferencia es menor que el almacenado en el
minimo, seguimos, y se actualiza el minimo para ese componente,
menos en el caso de que sea cero, que el minimo queda con el
mismo valor.

El método pararia para los siguientes casos:

e Cuando todos los elementos de la diferencia sean cero, en ese
caso habremos llegado a la solucion del método del punto fijo.

e Cuando no se pueda mejorar mas la solucion obtenida, es decir, si
al hacer la diferencia de los valores actuales con los de la anterior
iteracion, todos los valores son mayor que su valor
correspondiente en el minimo o iguales a cero, dejariamos de
buscar, no encontraremos solucion mejor, debido a que el fin del
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meétodo en cada iteracion es ir obteniendo valores mas proximos a
la solucién, en el momento que no lo haga habremos llegado a la
solucion mas préxima al punto fijo.

El punto flaco de este método podria ser la lentitud del mismo, el
método suele necesitar de bastantes iteraciones para poder obtener la
aproximacion de la solucién final, existen otros métodos para hallar la
solucidn a este problema, como el método de Newton, el cual tiene una
mejor convergencia, a la hora de hallar la solucion es bastante mas
rapido, llega a la solucién antes que el método del punto fijo, pero
también exige unos calculos mas complejos, como el calculo del
Jacobiano, para hallar la aproximacion de la solucion.

A continuacion veremos un ejemplo de como procederia el método del
punto fijo, y que resultados se obtienen.

Para la siguiente ecuacion:

x=9(0)=—

Figura 2.1.2.1.2.8. Ecuacion ejemplo método del punto fijo.

Y un estado inicial concreto, en este caso xy = 4, el progreso que tendra
el método corresponde al que se muestra en la siguiente tabla:
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x=g() = — &
X0 4 0
X4 1.5 2.5
X3 -6 7.5
X3 -0.375 5.625
X4 -1.2632 0.8882
X5 -0.9193 0.3438
Xg -1.0276 0.1083
X7 -0.9908 0.0367
Xg -1.0030 0.0012
Xg -0.9990 0.004
X10 -1.0003 0.0013
X11 -0.9999 0.0004
X1z -1.0000 0.0001
X13 -1 0

Tabla 2.1.2.1.2.1. Resultados ejemplo método del
punto fijo.

Estos son los resultados que nos devolveria el método del punto fijo
para una precision de cuatro decimales, aunque como se puede
observar a partir de la sexta o séptima iteracién podriamos hacernos
una idea de que el punto fijo que encontrariamos al final de la ejecucidn
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del método seria el menos uno. A medida que el método avanza, sobre
todo a un nivel de iteraciones alto o cercano a la solucién, se aprecia
gue el incremento que se obtiene va decreciendo, debido a que cada
iteracion estariamos mas cerca de la solucion, por tanto, los resultados
gue obtendremos seran muy parecidos entre si, esto también nos indica
gue el método para ese estado inicial que se ha ejecutado, converge, es
decir, al final de la ejecucién habremos hallado la aproximacion a la
solucion, lo que no sabemos es cuando encontrara dicha solucion.

Se ha hecho también un control aparte para cuando el método del
punto fijo diverge, no converge, en vez de que siga intentando hallar la
solucién obteniendo cada vez valores mas alejados de la solucion,
cuando detecta ese tipo de comportamiento muestra un mensaje de
error, y directamente para el método y acaba el programa, debido a que
no tiene solucion, y lo Unico que va hacer es hallar soluciones cada vez

peores.
Esta pagina dice:
[* ERROR - FIXED POINT ®)
Mo se puede hallar una solucion para &l punto fijo
& punto .".f: D SO rge.

Evita que esta pagmna Cred Cuadnos de ﬂl.‘lf.‘.gt Adigionales

i Aceptar

Figura 2.1.2.1.2.9. Mensaje de Error — Punto Fijo Diverge
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2.1.2.2. Método de Euler

El método de Euler es el mas sencillo de los métodos de Runge-Kutta, es
un meétodo de orden uno, lo que implica que el tamafio del paso
determina el error, es decir, el error cometido es proporcional al tamafio
del paso que hayamos elegido.

Los tableros de butcher correspondientes a su forma explicita e
implicita, son los siguientes:

Figura 2.1.2.2.1. Tablero de Butcher Euler Explicito

Figura 2.1.2.2.2. Tablero de Butcher Euler Implicito
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En este caso, la formula general quedaria de la siguiente forma, para el
caso de Euler explicito:

Yk = Yk-1 th (V1)
Yi =y
Yk = Yk-1 th (k)

Figura 2.1.2.2.3. Férmula del método de Euler

Mientras tanto, para el método de Euler implcito quedaria de esta
manera:

Yk = Yik-1 +h (Y1)
Vi =y +hf(¥1)

Figura 2.1.2.2.4. Férmula del método de Euler implicita

2.1.2.3. Método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4)

El método de Runge-Kutta de orden cuatro, también conocido como
RK4, es el método mas conocido asociado a los métodos de Runge-
Kutta, muchas veces cuando se hace referencia al método de Runge-
Kutta se habla de este método.

Es un método de cuatro etapas y orden cuatro, lo que implica que el
error cometido es igual al tamafio de paso elevado a la cuatro, por tanto,
para tamafios de paso pequefios se obtiene un error menor que el que
comete el método de Euler.
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El tablero de butcher correspondiente a su forma explicita es el
siguiente:

o0 0 0 0

i3

-3 0 0 0

i i

=0 % 0 0

110 0 1 0
£ 3 & 4
6 3 3 6

Figura 2.1.2.3.1. Tablero de Butcher RK4 Explicito

Por tanto la formula general de los métodos de Runge-Kutta se podria
reescribir de esta forma:

1 1 1 1
Vi = )’k—1+h(gf(y1)+ §f(Y2)+ §f(Y3)+ gf(y4))

1
Yk = Yk-1+h g(f(yﬂ +2f (Vo) + 2f(Y3) + f(Ya))

Figura 2.1.2.3.2. Formula del método RK4
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Y para el caso de los explicitos, los pasos intermedios quedarian de la
siguiente forma:

Yi =Yk

Y, = yk-1+ hay f(Y1)

Ys =y +haz f(Y1) +has, f(Y2)

Yo =Yg+t hay f(Y1) thay, f(Y2) +hays f(Y3)

Yi =Yk
1
Yo = Yier +h f(1)

1
Ys=yr_1t+h 5 f(Yz)
Yy = Y1+ h f(¥3)

Figura 2.1.2.3.3. Formula de los pasos intermedios de RK4
Explicito

2.1.2.4. Método de Gauss de tres etapas, orden seis

En este caso tenemos un método de Runge-Kutta implicito de
tres etapas, y orden igual al doble de etapas, es decir, este
método seria de orden seis, es conocido con el nombre de
método de Gauss.

Por tanto, este método para tamafios de paso h pequefios el
error cometido seria todavia mas pequefio que para los otros
métodos mencionados anteriormente, y seria el que mejor
resultados nos mostraria en la aplicacion, siempre que el
tamafio de paso no sea muy alto.
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Este método tiene el siguiente tablero de butcher asociado:

1 _ 415 5 O VA £ R - H i €]
2 710 76 g~ 15 38 30
1 B 4+ 15 2 5 15
5 55 1T 54 5 %6 94
1 JIE| 5, VIE 2 JiE 5
s+ 95 | T 0 071 15 TS
il 4 kil
18 5 18

Figura 2.1.2.4.1. Férmula del método de Runge-Kutta, método
de Gauss s=3

Por lo que, para el caso de los implicitos la forma general de la férmula
de los métodos de Runge-Kutta se podria reescribir de esta manera:

Yi =yk-1+hay f(Y1)+hag, f(Y2) +hags f(Y3)
Y =yk-1thaz f(V1) thay, f(Y2) + hays f(Y3)
Y3 =yk-1thaz f(V1) thas, f(Y2) + hass f(Y3)

Figura 2.1.2.4.2. Formula de los pasos intermedios Implicitos
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3

Problema de los n-cuerpos
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Para este proyecto, el problema que se ha integrado en la aplicacién es
el problema de los n-cuerpos, el cual, se define como el problema que
hay que resolver para hallar el movimiento que se produce en los
diferentes cuerpos debido a las leyes de gravitacion de Newton,

Estos cuerpos por el simple hecho de existir y tener masa ejercen una
fuerza gravitacional sobre los demas cuerpos al igual que los demas
cuerpos ejercen una fuerza gravitacional sobre este.

El problema plantea que mediante el calculo de las siguientes
ecuaciones, podremos resolver el problema:

N

4oy - z Gm; (q; — q;)
l l [[(q; — )l

Jj=1,j#i

Figura 3.1. Problema de los n-cuerpos, formula 1

Donde, el indice i indica el objeto para el que se esta calculando |a
aceleracion, y el indice j el objeto que esta influyendo
gravitacionalmente sobre j, N es el numero de objetos que hay en el
espacio, G es la constante de gravitacion universal que es igual a

6.647 x 10711 m; es la masa del cuerpo que inflige la fuerza de
gravitacion sobre /, (q; — q;) es la diferencia de la posicion del cuerpo
de indice i con el cuerpo de indice j, que en nuestro caso tendremos un
resultado de la aceleracion por cada coordenada en el espacio, que
corresponden aX, Y, Z, y por ultimo, [[(q; — q;)I|, es la norma del

vector posicion que hemos mencionado.

Gracias a esta férmula podriamos hallar las ecuaciones del movimiento
gue corresponde a cada cuerpo, obteniendo asi una ecuacion por cada
cuerpo en el espacio, lo que resulta en un sistema de ecuaciones.
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Estas ecuaciones diferenciales también se pueden encontrar de la
siguiente manera:

N
, z G mim; (q; — q;)
a, =m;P =
[[(q; — )l

Jj=1,j=#i

Figura 3.2. Problema de los n-cuerpos, formula 2

Donde m;P’ se define como el momento angular del cuerpo de indice i.
lo que nos daria que m;P' = v'.

Entonces, lo que nuestra aplicacion resuelve es este problema, realiza el
calculo de las ecuaciones diferenciales mediante los métodos numéricos
anteriormente explicados, ya que, la funcion que utilizan en la ejecucion
del método es la correspondiente a este problema de los n-cuerpos.

En nuestro caso, para representar después los cuerpos en el entorno
grafico y poder observar la trayectoria que realizan influenciados por los
diferentes cuerpos que haya a su alrededor, la funcién también calcula la
derivada de la posicién, con lo que devuelve los datos correspondientes
a las nuevas aceleraciones y velocidades de todos los cuerpos, que son
respectivamente las derivadas de las velocidades y las posiciones, en
todas las coordenadas del espacio, es decir, en X, Y, Z, por lo que
tendremos una ecuacion de aceleracion y velocidad por cada eje de
coordenadas del cuerpo.

Estos datos obtenidos mediante estas ecuaciones diferenciales, los
utilizamos con los métodos de resolucién numeéricos que se han
implementado, lo que al ejecutar el método, nos proporciona el estado
siguiente en el que se encontrara cada cuerpo gracias a las soluciones
proporcionadas por este sistema de ecuaciones.
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Three.js



4.1. Caracteristicas

Es una libreria JavaScript que utiliza WebGL para crear y mostrar
animaciones 3D graficas en un ordenador utilizando un navegador web,
fue desarrollada por Ricardo Cabello, mas conocido como Mr.doob, v el
codigo esta alojado en GltHub.

Cuenta con diferentes tipos de objetos, como pueden ser huesos, lineas,
particulas, mallas, y demas.

En el caso de las mallas pueden estar formadas por distintas geometrias

gue incluye Three.js, como las esferas, cubos, planos y demas,

Figura 4.1.1. Cubo Verde en Three.js
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Figura 4.1.2. Lineas Azules en Three.js

Contiene un elemento Scene, que hace referencia a la escena donde se
visualizaran todos los objetos que hayamos introducido, es decir, si
creamos objetos pero no los introducimos en la escena nunca se
llegaran a visualizar.

Al igual que ocurre con la escena, sino introducimos el elemento
Renderer de Three.js con el que poder renderizar la escena, no
podremos ver los objetos que tengamos en la escena. Three.js soporta
tres tipos de renderizadores que son:

e CanvasRenderer
e SVGRenderer
e WebGLRenderer
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Three.js también dispone de varios tipos diferentes de iluminacion,
como la luz ambiente, la cual ilumina toda las caras de todos los objetos
qgue haya en la escena, la luz direccional, que incidira en la escena segun
la direccién que le marquemos, la luz de foco, que ilumina simulando el
haz de luz de un foco, y al igual que ilumina también es capaz de generar
sombras.

Figura 4.1.3. Cubo iluminado por la parte frontal

Como se puede observar en la imagen anterior también cuenta con la
opcién de cargar texturas.
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Figura 4.1.4. Escena iluminada con luz focal

Otro de los elementos importantes de Three.js es la cdmara,
hay varios tipos, como la camara perspectiva,
PerspectiveCamera, esta disefiada para simular la forma
humana de visidon, es la mas utilizada comunmente, vy la
camara ortografica, OrthographicCamera, la que produce que
el tamafio de un objeto no varié independientemente de a la
distancia que esté de la camara, y otros tipos como la camara
cubica, CubeCamera, y demas.

Far

Vertical FOV

Figura 4.1.5. Esquema de la camara
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https://threejs.org/docs/#api/cameras/PerspectiveCamera

Cuenta con muchas mas caracteristicas, como animaciones,
efectos, shaders, materiales y demas, pero los tres pilares
basicos para poder vislumbrar algo en el navegador web que
estemos utilizando son, la camara, la escena y el renderer,
después veremos como utilizarlos para poder tener una
primera vision de nuestra escena.

4.2. Funcionamiento

En este apartado aprenderemos el funcionamiento de Three.js y como
utilizar la herramienta.

Primero lo que tenemos que tener claro es, que la aplicacion
desarrollada sera una aplicacion web, es decir, se ejecutara en un
navegador web, entonces, lo primero que tenemos que hacer es definir
un documento HTML, ya que es con lo que trabaja Three.js, para crear la
pagina en la que vamos a tener nuestra escena grafica.

Lo siguiente serd enlazar la pagina web con la libreria de Three.js, ya sea,
descargando el archivo three.js para introducirlo en el proyecto vy
enlazarlo, como se muestra en la siguiente figura (Figura 4.1.6.), o
enlazando directamente con la ubicacion de esa libreria en internet, es
decir, mediante la URL del cddigo de Three.js donde esté alojado (Figura
4.1.7.), ambas formas son igualmente validas, lo Unico, esta ultima
opcién requiere de una conexion a internet para poder ejecutar la
libreria.
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<1DOCTYPE html>

<htmlz=
<head>
<meta charset=utf-8=
<title>My first three.js app</title>
<style>
body { margin: @; 1
canvas { width: 198@%; height: 1@@% }
</style>
</head>
<body>
<script src="js/three.js"=</script>
<script=
// Our Javascript will go here.
</script>
</body>
</html=

Cdédigo 4.2.1. Pagina HTML con Three.js, libreria en el proyecto

=IDDCTYEE html>

|<html=>

<head>
<meta charset=utfi-E»
<titlexMy first three.]g app< /titler
<3tyler
body { margin: 0; }
canvas { width: 100%; height: 100% }
</fatylex
</head>
<body>
<script src="httﬂ:ffthrggjg.qufbuildfthree.min.ia">{f5cript4
<3cript»
fY Our Javascript will go here.
<jfacript>
</ body>

</ htmlx

Cdodigo 4.2.2. Pagina HTML con Three.js, libreria en URL
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Una vez que tenemos este paso terminado ya podemos empezar a
escribir nuestro codigo JavaScript de Three.js.

El codigo JavaScript debe ir entre las etiquetas denominadas script, o
gue nuestro codigo tendriamos que tenerlo escrito entre estas etiquetas

de la siguiente forma:

<script>
// Aqui iria nuestro cdéddigo
</script>

Cdodigo 4.2.3. Etiquetas script

Entonces para hacer nuestra primera escena, esta vez haremos una
esfera y le daremos algo de movimiento con una animacion de rotacion,
simulando la rotacién de un planeta, necesitaremos como minimo los
tres elementos basicos para poder visualizar una escena en nuestro

navegador web:

e Scene
e (Camera
e Renderer

El codigo para definir dichos elementos seria el siguiente:
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// Crea la escena
var scene = new THREE.Scene();

// Crea la camara

var camera = new THREE.PerspectiveCamera( 40, window.innerWidth /
window.innerHeight, 0.1, 1000 );

camera.position.set (0,0,10);

// Crea el renderer
var renderer = new THREE.WebGLRenderer () ;

// Afadir el tamafio del Area que va a controlar el
renderer, en este caso el ancho y alto de la ventana del
navegador.

renderer.setSize( window.innerWidth, window.innerHeight

) ;

//Se afiade el elemento al documento HTML
document .body.appendChild( renderer.domElement );

Cdédigo 4.2.4. Definicion de la escena, camara y renderer

Vamos explicar un poco que contiene cada elemento, se ha definido una
PerspectiveCamera, la cual sus argumentos son los siguientes, el primer
argumento indica el campo de vision de la camara, en nuestro caso seria
40, el segundo argumento es el aspect, que es el aspecto que tendran
los objetos vistos con la cdmara, en nuestro caso el aspecto sera el
mismo que el tamafio del renderizado, para ver los objetos sin
deformaciones, con un tamafio distinto al del renderizado, el aspecto de
los objetos apareceria aplastados, deformados, etc. Como tercer
argumento tenemos la componente near, esto nos sefiala como de
cerca podemos ver los objetos, es decir, en nuestro caso, en caso de que
nos acerquemos a un objeto demasiado y superemos la distancia
minima de 0.1, entonces el objeto se dejaria de ver, y el ultimo
parametro seria el far, que es parecido al near, pero en este caso lo que
se controla es la distancia maxima a la que puede estar un objeto para
gue se puede visualizar, en este caso, si un objeto se encuentra a una
distancia mayor de 1000 de la camara, el objeto se dejaria de ver. La
siguiente instruccion coloca la posiciéon de la camara en la posicion
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(0,0,10) de coordenadas x,y,z, ya que, por defecto, todos los elementos
se introducen en el mismo punto el (0,0,0). También cuenta con otros
atributos como el lookAt que indica a que coordenadas estaria mirando
la cdmara, en este caso no lo hemos modificado, ya que, por defecto son
las coordenadas del origen, es decir, las coordenadas (0,0,0), en las que
estara nuestro objeto.

Después, se ha definido el renderer, que en este caso se va a utilizar el
WebGLRenderer, y a continuacion se define el tamafio que se
renderizara de la escena, en este caso sera el tamafio de la ventana del
navegador. Y por ultimo, afladiremos el renderer que hemos creado al
documento.

Con esto ya tendriamos todas las piezas para empezar a renderizar, pero
por el momento seguiriamos sin ver nada, nos apareceria algo como
esto:

s

@ B2 [  file///D:/TFG%20Documentacion/Memaria/Three js/Tutorial%20Memoria Tutorial. html C ueee

Figura 4.2.1. Pagina HTML en blanco

Esto ocurre, porgue aparte de definir los elementos, como hemos hecho
previamente, tendremos que renderizar la escena, para esto tenemos
que introducir el bucle de animacion y el renderizado de la camara con
la escena, el bucle de animacion, conocido como
requestAnimationFrame se ejecuta 60 veces por segundo y todo lo que
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se introduzca después de él y antes del renderizado de la camara con Ia
escena (renderer.render( scene, camera )), se ejecutara
continuamente, a no ser de que se interrumpa el bucle de alguna forma.

Entonces lo que tendriamos que hacer seria definir una funcion como la
que se vera en el siguiente recuadro de cédigo (Codigo 4.2.3.), en la que
al requestAnimationFrame se le esta indicando que la funcion que va a
ejecutarse en bucle es la propia render(), por lo que cuando hagamos
una llamada a esa funcidn, en nuestro caso denominada render(),
entraremos en el bucle de animacién, en el que estara continuamente
renderizado todos los objetos que estén en la escena o otros nuevos que
se vayan introduciendo con el transcurso de la ejecucion.

function render () {
requestAnimationFrame ( render );

// Agqui iria todo lo que quisiéramos animar
// Esto se ejecutara cada frame (60 veces por segundo)

renderer.render ( scene, camera );

}

render () ;

Cdédigo 4.2.5. Bucle de animacion y renderizacion de la camara con la escena

Y ahora si, después de haber definido la funcién de esta manera y hacer
la llamada a dicha funcidn, ya podremos visualizar el contenido de Ia
escena, nos quedaria algo asi en el navegador web:
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Figura 4.2.2. Visualizacion de la escena vacia

En estos instantes ya estariamos visualizando la escena, lo que pasa, es
gue no tenemos nada dentro de la escena, por eso se ve todo el espacio
en negro, a continuacion introduciremos la esfera que habiamos
comentado anteriormente.

var sphereGeometry = new THREE.SphereGeometry( 1, 30, 30 );
var sphereMaterial = new THREE.MeshBasicMaterial( { color:
"$#FFFFEE" } )

sphere = new THREE.Mesh( sphereGeometry, sphereMaterial );

scene.add ( sphere );

Cdédigo 4.2.6. Creacidn e introduccion de una esfera en la escena
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THREE.SphereGeometry, crea la geometria de la esfera, donde, en este
caso tiene tres argumentos, los cuales son, el primero es el radio de la
esfera, que por defecto seria cincuenta, después, el segundo parametro
indica el numero de segmentos horizontales que tendra la esfera, que
debe tener un minimo de tres y por defecto su valor es ocho, y el tercer
argumento es el niumero de segmentos verticales, que el minimo son
dos y por defecto son seis.

Después, se ha definido el THREE.MeshBasicMaterial, que es el material
basico que se utiliza con muchos de los objetos, y en este caso al
atributo propio color del material le hemos dado un color blanco, tiene
otros tipos de atributos que se le pueden modificar, como el wireframe,
gue si ponemos este valor a true nos mostrara solamente las aristas de
la malla, en nuestro caso las aristas de nuestra esfera, se puede observar
un ejemplo en la figura 4.2.6.

Finalmente, aplicamos a la geometria que hemos definido, el material
que hemos creado mediante THREE.Mesh, donde el primer argumento
es la geometria, y el segundo el material a aplicar a esa geometria, y
esto se guarda en la variable sphere que al no definirla como var pasa a
ser una variable global, que podemos utilizar en otras funciones vy
demas.
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Figura 4.2.3. Visualizacion de esfera blanca

G%20Documentacion/Memaria/Three js/Tutorial®20Memoria/Tutorial htm eBae ¥

Figura 4.2.4. Visualizacién de esfera blanca wireframe

Y con esto ya tendriamos nuestra primera escena, y si queremos darle
algo de movimiento para observar un pequefio ejemplo de animacién lo
que podemos hacer es, darle un movimiento de rotacion en el eje ‘Y,
simulando el paso del dia en un planeta. Afladiendo el siguiente codigo
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dentro del bucle de animacion lo que haremos sera darle ese
movimiento de rotacion a la esfera:

function render () {
requestAnimationFrame ( render );

sphere.rotation.y += 0.002356;

renderer.render ( scene, camera );

Cdédigo 4.2.7. Creacién e introduccién de una esfera en la escena

La sphere al ser una variable global la podemos utilizar dentro de
nuestro bucle de animacién, por lo tanto, le sumamos un valor al
atributo rotacion en un eje y podemos ver como en estos momentos la
esfera, en vez de estar parada, va girando continuamente sobre si misma
como si de un planeta se tratase, para observar bien el giro recomiendo
en este caso poner el wireframe a true, ya que sin el cuesta mas
diferenciar el giro que realiza el objeto.

Se ha afiadido una linea roja con el fin de hacer mas visible el giro que
hace el objeto en las imagenes siguientes:
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Figura 4.2.5. Rotacién de esfera blanca

Three.js tiene muchas mas funcionalidades y herramientas para
desarrollar modelos 3D, animaciones y demas, como la carga de texturas
en los objetos, la definicién de diferentes tipos de controles de camara, y
un largo etcétera de posibilidades para nuestro navegador web.
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5

Aplicacion Web



5.1. Caracteristicas

Esta aplicacion cuenta con una interfaz grafica web, que tendremos que
saber utilizar para ejecutarla correctamente.

Esta dividida en dos partes, la primera, es la pagina web inicial que esta
desarrollada en HTML, y contiene diferentes tipos de tecnologias web,
como hojas de estilos en cascada, denominadas CSS, para definir el
estilo de los elementos web, como tablas con clases de Bootstrap, como
jQuery, el cual se ha utilizado para, por ejemplo, al seleccionar algun
radiobutton o el botén de afiadir la pagina se desplaza hacia arriba, para
cambiar el tamafio de tablas, la visibilidad de botones en ciertas
condiciones y demas, y para enlazar Three.js contiene JavaScript,
ademas de para otras cosas, como recoger los valores de los campos a
rellenar, o hacer control de errores por si no se han rellenado todos los
campos y demas.

La segunda parte, una vez introducidos todos los datos y demos al botdn
de iniciar, se nos cambiara la pagina y entraremos en el entorno grafico
de Three.js, en el cual podremos ver los objetos introducidos que
hayamos definido en la pagina anterior y el progreso que seguiran segun
el método seleccionado, aparte cuenta con algunas funcionalidades, y
un grafico donde se hace una pequefia muestra del error que se comete
con el método de resolucion seleccionado.
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5.2. Interfaz

La interfaz que se ha definido para este proyecto tiene sus
funcionalidades, pero mayormente se ha buscado realizar una interfaz
simple, clara y limpia, la cual fuese lo mas comprensible posible, donde
se pudieran ver claramente los campos a rellenar, los datos introducidos
y la forma de ejecutar la aplicacion.

Flatatorma de Vismliraskn de Hsiemas de Resoiuslon de Esuaclones Dilsrenciabes

Elemenio #1 ndo Elsmenios introdusidos

Pogiion

Maca

Radio

Cpetonet del Jicisma

Maiodo de Rerolucian
Euter Expikia (EE)
Euler mpiicia (E1)
Funge-Hutla Explkcio (RH4-E)
Feunge Hutia implicho iGauce)
Tamafio de Faco

noo= 0.1
Numera de Pasos

noo= 520

Figura 5.2.1. Pagina web principal completa

La primera parte de la pagina consta de una tabla que esta dividida en
dos partes, primero en la parte superior estan los datos que hay que
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introducir para el elemento que queramos introducir en el entorno,
podemos introducir tantos elementos, en este caso cuerpos, como
queramos, pero tenemos que tener en cuenta que cuantos mas
elementos introduzcamos mas requisitos de computo se nos exigiran,
por lo tanto, si tenemos un numero elevado de cuerpos para los que
ejecutar, el procedimiento puede que fuera mas lento de lo normal.

Elemento #1
Posicion
X = 0
Y0 = 0
0 = 0
Velocidad
VX = 0
vy = 0
VoZ = 0
Masa
1
Radio

0,27

Figura 5.2.2. Interfaz web, tabla 1, parte superior
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En esta seccion de la pagina web, sera donde introduzcamos los valores
iniciales de todos los cuerpos que queramos introducir en el entorno
grafico para ejecutar la aplicacion.

Tenemos un titulo que enumera el elemento que se esta introduciendo
en este instante, que se incrementa segun vayamos introduciendo
elementos, el cual utiliza JavaScript para realizar esta accion, como se
muestra en la siguiente figura.

Elemento #1 Elemento #2 Elemento #3

Figura 5.2.3. Interfaz web, incremento del titulo del elemento

A continuacién, tendriamos los valores de posicidon que le queramos dar
al objeto a introducir, que corresponde con las coordenadas X, Y, Z en el
momento cero, es decir, en el valor inicial:

Posicion
X0 = 1
Yo = 2
0 = 3

Figura 5.2.4. Interfaz web, campos de posiciones

Donde X0 hace referencia a la coordenada X en el instante cero, YO a la
coordenada Y en el instante cero y Z0 a la coordenada Z en el instante
cero, en este caso, tendriamos un objeto en la posicién (1, 2, 3) del
espacio.
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Los siguientes campos a rellenar son los de la velocidad del cuerpo en el
momento inicial, que corresponden a las velocidades en los ejes de
coordenadas, X, Y, Z:

Velocidad
VX = 1
vy = 0
VoZ = 1

Figura 5.2.5. Interfaz web, campos de velocidades

Donde VOX hace referencia a la coordenada X de la velocidad en el
instante cero, VOY a la coordenada Y de la velocidad en el instante ceroy
VOZ a la coordenada Z de la velocidad en el instante cero, en este caso,
tendriamos un objeto con un vector velocidad (1, 0, 1) en el momento

inicial.

Después de la velocidad, tendriamos el campo asociado a la masa que
tendra ese objeto:

Masa

10000 |2

Figura 5.2.6. Interfaz web, campo de masa

Para el ejemplo que se puede observar en la figura, tendriamos un
objeto de masa 1000, el cual esté no variara a lo largo de la ejecucion
del programa.
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También, contamos con la opcidon de asignarle al objeto que queremos
introducir, en nuestro caso una esfera, el radio con el que contara. La
cual, se utilizara el siguiente campo para rellenar dicho dato:

Radio

0,27

Figura 5.2.7. Interfaz web, campo de radio de la esfera

El cual, en este caso, se estaria introduciendo una esfera de radio 0.27.

Y por ultimo, tenemos el botén de afiadir, el cual lo que harad es
introducirnos el elemento para el que hayamos introducido todos los
datos, y asi una vez ejecutemos el programa poder visualizar sobre el el
método utilizado.

Anadir

Figura 5.2.8. Interfaz web, botén afiadir

Este botdn tiene una funcionalidad extra, la cual, en el momento en que
es pulsado, ejecuta una funcién de jQuery por la cual se hace scroll en la
pagina para ubicarse arriba del todo de la misma.
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En la segunda parte de la primera tabla se encuentran las opciones del
sistema, donde tendremos los métodos de resolucion de ecuaciones
diferenciales que podremos ejecutar y el campo a rellenar con el valor
de h, que corresponde al tamafio de paso.

Opciones del Sistema

Metodo de Resolucion

Euler Explicito (EE) 2
Euler Implicito (El)

Runge-Kutta Explicito (RK4-E)
Runge-Kutta Implicito (Gauss)

Tamario de Paso

Numero de Pasos

n = 500

Figura 5.2.9. Interfaz web, tabla 1, parte inferior

Aqui encontremos primero los métodos de resolucién disponibles para
ejecutarse en el programa, que son el método de Euler explicito, el
método de Euler implicito, el método de Runge-Kutta de cuarto orden
explicito y el método de Runge-Kutta de cuarto orden implicito,
podremos seleccionar cualquiera de ellos para resolver el problema,
cada uno tiene su tablero de Butcher correspondiente asociado.

68



Metodo de Resolucion
Euler Explicito (EE) @
Euler Implicito (El) -

Runge-Kutta Explicito (RK4-E)
Runge-Kutta Implicito (Gauss)

Figura 5.2.10. Interfaz web, métodos de resolucion

Estos radiobuttons tienen la misma funcionalidad que el botdon afadir
mencionado anteriormente, al seleccionar uno de los métodos utilizara
la misma funcién de jQuery, la cual, desplazara la ubicacién de la pagina
hasta la parte de arriba de la misma.

A continuacion, en esta primera tabla tenemos el campo para definir el
tamafio de paso que se utilizara a la hora de resolver el problema, el
tamafio de h.

Tamafio de Paso

h = 0,1

Figura 5.2.11. Interfaz web, campo de tamafio de paso
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Por ultimo, contamos con un campo asociado al nimero de pasos que
ejecutaria el método.

Numero de Pasos

n = 500

Figura 5.2.12. Interfaz web, campo de numero de pasos

En este caso contariamos con un numero de pasos igual a quinientos, lo
gue quiere decir, que cuando alcanzase ese paso, se detendria vy
habriamos llegado a dicha situacion, y también se ha implementado la
opcion de que si introducimos un numero negativo en ese campo, lo que
obtendriamos seria la ejecucion del programa de forma infinita, sin un
determinado numero de paso final.

Esto es todo para la primera tabla que tenemos en la pagina web
principal, ahora vamos con la siguiente tabla y el botdon de iniciar el
programa.

En esta segunda tabla de primeras tenemos una tabla vacia con cero
elementos en ella, como se puede observar en la siguiente figura:

Info Elementos Introducidos

Figura 5.2.13. Interfaz web, tabla 2, informacién de elementos introducidos
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En esta tabla, a medida que se van introduciendo objetos al programa,
iran apareciendo aqui en modo lista, cada una de las filas contendra al
numero del objeto, la posicion que ocupa en las coordenadas X, Y, Z, los
valores de velocidad para las correspondientes coordenadas X, Y, Z, Ia
masa del mismo y el radio de la esfera. En la siguiente figura veremos un
ejemplo de tres objetos introducidos hasta el momento.

Info Elementos Introducidos - 3 Elemento(s)

Numero Posicion Velocidad Masa Radio

1 000 000 1000 2.5
"""""" 2 . 300 | ooe1o i om | o> |
"""""" s . o020 | o100 i om | o>

Figura 5.2.14. Interfaz web, tabla 2, informacién de elementos introducidos 2

Adema3s, esta tabla incorpora JavaScript para la actualizacion de los
elementos en la lista y del titulo de la tabla que indica el nUmero de
elementos introducidos en la misma, funciona de la misma forma que el
titulo de la primera tabla anteriormente mencionado, y jQuery para el
caso de tener demasiados elementos listados, define un tamafo de
tabla y se convierte en una tabla con barra de desplazamiento, para ser
capaz de ver los demads elementos que hay introducidos sin incrementar
la altura maxima de la tabla.
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Y para terminar, en el momento que introduzcamos el primer objeto en
esta lista, se hara visible el elemento HTML que contiene al botén iniciar,
para poder iniciar el programa.

Iniciar

Figura 5.2.15. Interfaz web, botén iniciar

Este botén también incorpora funciones de jQuery, que es el que hace
que el elemento HTML que contiene al botdn se vuelva visible.

Ahora vamos con la interfaz del entorno Three.js, la apariencia inicial del
entorno grafico es la siguiente:

= Camera Position

Error Graph

~ Camera Options
Center on Origin
Center on Next

~ Emor Graph Options
Show / Hide

Glose Controls

Figura 5.2.16. Interfaz entorno grafico, entorno grafico completo
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El entorno grafico tiene tres partes principales, la primera es la escena
renderizada con la camara, como hemos comentado anteriormente,
Three.js utiliza una escena, un renderer y una camara para visualizar el
contenido de la escena, esa escena es en la que se vera la ejecucion del
programa y en la que podremos interactuar de alguna forma, con la
camara mas concretamente.

A continuacién, tenemos un menu desplegable, en el cual tenemos las
siguientes opciones para realizar en nuestra aplicacion, que son:

e Activar o Desactivar Grafica de Error

e Cambiar Posicion Camara

e Cambiar Direccidon de Vision de Camara

e Centrar cdmara en el origen, direccién y ubicacién

e Centrar la cdmara en el siguiente objeto

Este menu cuenta con directorios, los cuales, tienen la funcionalidad de
poderse plegary desplegar en funcion de lo que desee el usuario,
también se podria plegar el menu entero si se quisiese, como se muestra
en la figura siguiente:
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Came:

X
Y
z

v

+ Camera Options
Center on Ongin
Center on Next

+ Emor Graph Options

Show / Hide

Figura 5.2.17. Interfaz entorno grafico, menu, desplegado (izquierda) y plegado
(derecha)

El menu esta organizado en funcion de esos directorios, el primer
directorio corresponde a la posicion de la camara, en la que se
mostraran los valores correspondientes a las coordenadas X, Y, Z en las
gue se encuentra ubicada la camara, estos campos son modificables y
repercutiran en la camara, esto lo veremos mas ampliamente en el
siguiente apartado.

= Camera Position
=

Figura 5.2.18. Interfaz entorno grafico, mend, directorio ubicacién camara
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El siguiente directorio del menu es el correspondiente al LookAt de Ia
camara, aqui se puede cambiar la direccion de la vision de la camara, es
decir, podremos ubicar el objetivo de la camara.

= Camera LookAt

XK=

Figura 5.2.19. Interfaz entorno grafico, mend, directorio LookAt cdmara

Debajo de este directorio, iria el de las opciones de la camara, que
cuenta con dos botones, el primero de nombre Center on Origin lo que
hace es centrar la cdmara en el origen de coordenadas, tanto el LookAt
como la ubicacién de la camara en si, excepto para el eje Z de la
ubicacion de la misma, que se modifica con el valor diez, y segundo
tendremos un botén llamado Center on Next, el cual centrard la cdmara
y el LookAt de la misma, en el siguiente objeto que tengamos en la
escena, en el caso de que estuviéramos centrados con la camara en el
ultimo objeto de la escena pasariamos a centrar la cdmara en el primer
objeto directamente.

= Camera Oplions

Center on Ongin

Center on Next

Figura 5.2.20. Interfaz entorno grafico, menu, directorio opciones de la camara
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Por ultimo tendremos el directorio correspondiente a las opciones de la
grafica de error que se muestra en el entorno grafico.

~ Emor Graph Options

Show | Hide

Figura 5.2.21. Interfaz entorno grafico, menu, directorio opciones de la grafica de
error

Este directorio cuenta con un botén que tiene la funcionalidad de poder
mostrar y ocultar el grafico de error que tenemos integrado en el
entorno grafico, y el Close Controls que aparece al final del mismo menu
es el boton que pliega el mend completo cuando esta abierto, cambia de
nombre y se ubica en la parte de arriba de la ventana y cuando esta
cerrado también se modifica el valor del nombre y se despliega el menu

completo.

Eso es todo sobre el mend, la interfaz del entorno también cuenta con la
grafica de error anteriormente citada, que seria la siguiente:
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Error Graph

Figura 5.2.22. Interfaz entorno grafico, grafica de error

Esta grafica de errores estaria ubicada en la parte superior izquierda de
nuestra ventana, la cual, nos permitira observar el error que esta
cometiendo el método en cada paso de tamafio h, el eje horizontal
define los pasos de h, y el eje vertical define el error cometido.
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5.3. Funcionamiento

En esta seccidén explicaremos como se ha realizado el proyecto y el
funcionamiento que tiene el mismo.

El proyecto se ha realizado siguiendo las pautas explicadas
anteriormente, descritas en la seccién para el funcionamiento de
Three.js, el proyecto esta divido en dos partes la pagina web principal y
el entorno grafico creado con WebGL y Three.js.

Por lo tanto, lo primero con lo que cuenta es con una pagina web
desarrollada en HTML5, con sus respectivos estilos mediante una hoja
de estilos en cascada CSS, JavaScript para enlazar las diferentes librerias
gue utilizaremos, como Three.js, y para control de errores, actualizacién
de datos y otras funcionalidades, como las de la libreria jQuery, eso a
modo de resumen de |la pagina web principal.

Para utilizar correctamente esta pagina web tendremos que seguir los
pasos que comentaremos a continuacion.

Primero, tenemos que introducir el nimero de objetos, con sus estados
iniciales, para los que queramos que se ejecute el programa, a medida
gue vamos introduciendo cuerpos a nuestra plataforma, se observa en la
tabla de la misma pagina el nUmero de objetos, y los datos que tienen
cada uno.
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Elemento #3 Info Elementos Introducidos - 2 Elemento(s)

Posicion
Numero Posicion Velocidad Masa Radio
x= 5 1 o000 000 | 10000000000 1
Yo = 0 b o
70 = 0 2 500 0 025 0 1 0.5
Velocidad
Vox = 0
voy = 0,25
vz - o Iniciar
Masa
1
Radio
0,5

Figura 5.3.1. Pagina principal con dos cuerpos introducidos.

En la anterior figura tenemos dos cuerpos introducidos en la tabla, los
cuales, ya estarian a disposicidon de introducirse en la escena.

A continuacion, lo que tendriamos que hacer es completar las opciones
del sistema que son las siguientes:
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Opciones del Sistema

Metodo de Resolucion
Euler Explicito (EE) 2
Euler Implicito (El)

Runge-Kutta Explicito (RKA-E)
Runge-Kutta Implicito (Gauss)

Tamarnio de Paso

Numero de Pasos

n = 500

Figura 5.3.2. Opciones del Sistema

Esta parte contiene las opciones con las que ejecutaremos el programa,

cuenta con una opcioén para elegir el método de resolucion que

gueramos, los métodos que se han implementado ha sido los siguientes:

Método de Euler Explicito: Es un método perteneciente a |a
familia de los métodos de Runge-Kutta, el cual, es el mas sencillo
de ellos, es de orden uno y de una Unica etapa, por lo tanto, el
error es de orden h.

Método de Euler Implicito: Es el mismo método que el anterior
pero en su forma implicita, el cual, necesita de un célculo previo
de los puntos intermedios, en este caso un Unico paso intermedio
mediante el método del punto fijo, para que se pueda resolver su
forma implicita.

80



e Método de Runge-Kutta Explicito (RK4): Este método es de orden
cuatro y cuatro etapas, en este caso estd implementado para su
forma explicita, por lo que el error cometido por el método es de
orden h a la cuarta.

e Método de Runge-Kutta Implicito (Gauss): En este caso
tendriamos un método de Runge-Kutta implicito, mas
concretamente el método de Gauss de tres etapas y orden seis.

Lo que hace la seleccion de uno de estos métodos es cargar todo lo
necesario para que se ejecute el método que hemos seleccionado.

Cuando tengamos seleccionado el método procederiamos a introducir el
tamafio de paso h para el que queramos ejecutar el programa, lo
recomendable es introducir un tamafio de paso pequefio, ya que, el
error que cometen los métodos esta asociado al tamafio del paso, por lo
tanto, si optamos por introducir uno grande no obtendriamos resultados
satisfactorios.

Y por ultimo, tendremos que introducir el niUmero de pasos para los que
queremos ejecutar la aplicacion, el nimero de pasos determinara el
numero de veces que se ejecutan los métodos, y en el momento que se
detenga el método habremos obtenido el estado para ese paso que
hemos introducido, como se muestra en la siguiente figura:
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Esta pagina dice:
[* FIM DEL METODO =]

Este es el estado para el numero de pasos determinado.

Evita que esta pagina cree cuadros de dialege adicionales.

Figura 5.3.3. Mensaje de finalizacion del método.

En el caso de que no queramos visualizar un numero de pasos
determinado y solamente queramos ver como se va ejecutando el
meétodo, se ha implementado la opcién de que si introducimos un
numero negativo como numero de pasos del método, el método pasara
a ejecutarse continuamente hasta que cerremos la aplicacion.

Para introducirse en el entorno grafico, finalmente, con todos los valores
anteriormente citados ya completados, nos habra aparecido debajo de
la tabla de informacidn de los cuerpos introducidos, un botdn con la
palabra Iniciar como este:

| Iniciar |

Figura 5.3.4. Boton de iniciar el programa.

El cual en cuanto lo pulsemos entremos directamente en el entorno
grafico, en el que ya podremos visualizar los objetos que hayamos
introducido en la escena.
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La segunda parte del proyecto trata del entorno grafico, lo primero que
se ha definido ha sido la camara, escena y renderer, este Ultimo se ha
definido como WebGLRenderer, con el que utilizariamos directamente la
tecnologia de WebGL, ademas de ser mas rapido, que el
CanvasRenderer, por ejemplo.

La camara es una PersepectiveCamera, posicionada inicialmente en las
coordenadas del primer objeto introducido y a una distancia treinta
veces mayor a su radio, para asi tener una camara mas dinamica que
una que empiece siempre desde un punto fijo, por convencién, en
principio, el primer elemento que se introducira sera el sol, si
representamos un sistema solar.

Las coordenadas de la camara luego las podremos modificar mediante el
menu gque tenemos integrado en el entorno, es una camara dinamica la
cual utiliza la funcionalidad de OrbitControls que proporciona Three.js,
con la cual, también la podremos manejar de forma que, con el botén
izquierdo del raton podamos rotar la escena, con el botdn derecho
podamos trasladar de ubicacién la escena, y con la ruleta del mouse
podremos hacer zoom, el zoom también lo podemos hacer dejando
pulsado el botén central del ratdon y deslizando el mismo para acercar y
alejar.

A la cdmara, se le han afadido dos formas mdas de establecer su
ubicacién y direccidn visual, como hemos comentado anteriormente, el
menu lleva integradas varias opciones para manejar la camara en plena
ejecucion del programa, por tanto, podremos manejar la camara a
nuestro gusto.
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Figura 5.3.5. Menu de la camara.

La escena cuenta con todos los elementos que le hayamos introducido
en la pagina web previa que explicabamos al principio de este apartado,
ademas del menu y de la grafica de error que estan integrados en la
misma escena.

Ahora, una vez dentro del entorno grafico, al principio tendremos un
mensaje de bienvenida, que cuando estemos listos para que empiece a
ejecutarse el método podemos cerrar o dar a aceptar.

En ese instante ya tendriamos la aplicacion con nuestros datos
introducidos ejecutandose, y podriamos ver cémo los cuerpos van
siguiendo el método seguln el método seleccionado.
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Figura 5.3.6. Entorno grafico, estado inicial

Figura 5.3.7. Entorno grafico, estado objetos, numero de paso 206
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Figura 5.3.8. Entorno grafico, estado objetos, numero de paso 280

Figura 5.3.9. Entorno grafico, estado objetos, numero de paso 403
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Esta pagina dice:

[* FIN DEL METODO *]
Este es el estado para el numero de pasos determinado.

Evita que esta pagina cree cuadros de didlogo adicionales.

Figura 5.3.10. Entorno grafico, estado objetos, numero de paso 500, final

En las anteriores imagenes se muestra la trayectoria que siguen dos
cuerpos con un estado inicial y un método seleccionado, y en este caso
para un numero de pasos igual a quinientos.

Finalmente, habriamos llegado al estado final y el programa habria
acabado.

Podemos observar que la trayectoria que sigue es una orbita del cuerpo
de tamafio menor alrededor del cuerpo de tamafio superior, esto se
debe a los valores iniciales introducidos, y a las leyes de gravitacion de
Newton que se han implementado en el proyecto, el cuerpo de mayor
tamafio al tener una masa muy elevada y el otro cuerpo tener una masa
mas pequefa y una velocidad solamente en el eje y, se ejerce una fuerza
de atraccion sobre el cuerpo de menor masa, por lo que esto repercute
en el cambiando la trayectoria del mismo, y finalmente creando una
Orbita alrededor del cuerpo de mayor tamafo .
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En este caso los datos iniciales han sido los siguientes:
e Cuerpo 1:
o Posicién (0,0,0)
o Velocidad (0,0,0)
o Masa = 10000000000 (1710)
e (Cuerpo 2:
o Posicion (5,0,0)
o Velocidad (0, 0.25, 0)

o Masa=1

En este caso, no se ha movido la cdmara pero podriamos realizar
diferentes acciones como acercarnos al cuerpo que tenemos centrado,
que como hemos mencionado anteriormente inicialmente es el primer
objeto, para ver mas de cerca la trayectoria.

Figura 5.3.11. Entorno grafico, cuerpos acerados mediante zoom
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También podriamos centrar la camara en el otro objeto para ver como
sigue el método desde la perspectiva del otro cuerpo.

Figura 5.3.11. Entorno grafico, cdmara centrada en siguiente objeto

La camara la podriamos manejar de muchas maneras, ya sea, mediante
el ratdn, rotando, trasladando, acercando y alejando la escena, como
mediante el menu integrado en la aplicacion, centrando en el origen, en
un cuerpo u otro, moviendo la direccion de la vision de la cdmara o
trasladando la propia cdmara a un punto de las coordenadas concreto
que queramos.

Después, lo que podriamos hacer es probar con los diferentes métodos,
en este caso se estaba utilizando el método de Euler explicito, para ver
gue trayectoria siguen o cual seria el estado final para ese mismo
ndmero de pasos, si hay desviacién en la orbita segln el método y
demas.
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5.4. Errores

Para este proyecto se ha realizado un control de errores tanto en la
interfaz web como en el entorno grafico de Three.js, aparte en este
ultimo se hace una muestra del error cometido por el método.

5.4.1. Web

El primer control de error que se implementd en la pagina web principal,
fue el siguiente, si alguno de los campos de la parte superior de la
primera tabla de la pagina ha quedado vacio, se ejecuta un alert que
indica que ha habido un error, y que se han de rellenar correctamente
todos los campos.

Esta pagina dice:
[* ERROR-01 7]

Mo se han introducido los datos correctamente,
asegurese de completar todos los campos de manera adecuada.

Aceptar

Figura 5.4.1.1. Mensaje de Error 01

A continuacion, podriamos insertar el valor y continuar introduciendo
los datos normalmente o iniciar el método.

90



El siguiente control de error que se implementd fue el control de que el
campo correspondiente al valor h y al valor de n, hayan podido quedar
vacios cuando se pulsa el boton iniciar, por lo tanto, en tal caso,
apareceria un alert con el siguiente mensaje de error:

Esta pagina dice:
[* ERROR-02 7]

Ha habido un fallo con los datos del sistema,
asegurese de que rellena correctamente los campos asociados a'h' y 'n'.

Aceptar

Figura 5.4.1.2. Mensaje de Error 02

Y debido a este error, aparte de mostrar dicho mensaje, se recargara la
pagina entera.

Al principio, se implementd un tercer control de error en la pagina web,
el cual si dabas al botdn iniciar sin ningln objeto introducido apareceria
el mensaje de error y se volveria a cargar la pagina, pero esto se cambio,
y se optd por hacer invisible el botdn iniciar en el momento inicial, y una
vez afiadido, al menos, un objeto se volveria visible para ejecutar el
programa.
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5.4.2. Three.js

Una vez dentro del entorno grafico, debido al método del punto fijo que
se ejecuta a la hora de resolver los problemas implicitos, puede dar lugar
a que el punto fijo no converja, es decir, dado un estado inicial no
consiga encontrar solucion al problema, cada iteracion estaria mas lejos
de la solucién, por tanto, se ha hecho un control para cuando esto
ocurra, la funcionalidad que tiene es que reinicia la pagina si se da este
caso, y muestra un mensaje de error indicando el problema, como se ve
en la figura siguiente:

Esta pagina dice:

YOR - FIXED POINT "]

No se puede hallar una solucidn para el punto fiyo
¢l punto fijo no converge
Evitd que esta pdging cree cuadros de didlogo adicionales.

| Acentar |
lasficeptac ]

Figura 5.4.2.1. Mensaje de Error — Método del Punto Fijo
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Para el error que se visualiza en la grafica de error, el error cometido por
el método que se esté ejecutando, se calcula de la siguiente forma, a
medida que se va ejecutando el método, simultaneamente esta el
mismo método seleccionado ejecutandose continuamente en paralelo
pero con una tamafio de paso de la mitad de tamafio que el que se ha
introducido, por lo que considerariamos como solucion del método esta
ultima ejecucion, este método con la mitad del tamafio de paso nos
estaria devolviendo el doble de estados que para la ejecucion normal,
por lo tanto, a la hora de calcular el error cometido lo que se hace es
comparar un resultado obtenido del método normal con uno de cada
dos resultados obtenidos del método con tamafio de paso la mitad, es
decir, si se esta ejecutando el método normal con un tamafio de paso h
= 0.1, la otra ejecucion del método lo estaria haciendo con un tamafio
de paso h = 0.05, por lo tanto, para poder diferenciar los valores
correspondientes tendriamos que comparar los valores obtenidos del
meétodo normal con los valores obtenidos del método con la mitad del
tamafio de paso pero para los que coincidan con la misma h, si el
meétodo normal se ejecuta en 0.1 en el siguiente paso se ejecutara en
0.2, mientras que el otro método que se ejecuta en paralelo a este,
ejecutaria con la mitad de esa h, por lo que ejecutaria en 0.05, 0.1, 0.15,
0.2 y asi sucesivamente, entonces lo que tenemos es que este ultimo
método hace el doble de pasos, por lo tanto, si queremos hacer la
diferencia entre los dos métodos para considerarla como el error que se
comete, tendremos que diferenciar para uno de cada dos pasos
ejecutados en el método de h inferior, en este caso se haria la diferencia
con los tamafios de paso h=0.1y h=0.2.

Ese error se representard en la grafica como el logaritmo del error que
hemos obtenido de la diferencia, por lo que en el primer paso h,
tendriamos una grafica como esta:
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Figura 5.4.2.2. Grafica del Error, ejemplo de paso, imagen 1

Y a medida que se fueran completando los pasos obtendriamos nuevos
valores que se irian representando en la grafica como puntos, esto se
debe a que la grafica, es una grafica que va haciendo escala, es decir, por
cada diferencia que se realiza, la cual determina el error cometido para
el paso actual, el resultado que se obtiene se representa en la grafica
mediante puntos escalados, en cada diferencia obtenida en los pasos
correspondientes se hace la escala de la grafica entonces se ubican los
puntos en esa misma grafica pero para el nuevo paso de h vy la diferencia
obtenida, reajustando los introducidos anteriormente.

Figura 5.4.2.3 Grafica del Error, ejemplo de paso, imagen 2
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Figura 5.4.2.4 Grafica del Error, ejemplo de paso, imagen 3

Finalmente, si se estan ejecutando muchos pasos o lo estamos
ejecutando de forma infinita, a partir de un nimero determinado de
puntos en la grafica parariamos de introducir mas puntos que
representaran los errores, debido a que ya tendriamos una muestra
observable del error que comete el método, y los puntos estarian muy
cerca unos de otros.
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6.1. Conclusiones

Una vez acabado el proyecto y echando la vista atras, podemos concluir
en que el proyecto cumple lo que se definia en el alcance.

Se ha generado una aplicacion ejecutable en un navegador web
compatible con WebGL, capaz de resolver los sistemas de ecuaciones
diferenciales que se proponian en un principio, tanto los explicitos como
los implicitos, y se muestra en un entorno grafico, como lo es Three.js, el
progreso que siguen estos métodos para el problema de los n cuerpos,
también se ha hecho una pequefia grafica donde se muestra el error
provocado por los métodos, para tener una pequefia muestra del error.

En lo que respecta a la realizacion del mismo, en un principio se
estimaron menos horas de las que finalmente se han dedicado, debido a
gue este proyecto engloba varios temas complejos, por lo menos para
mi persona, lo que dificultaba la implementacion de los mismos, lo cual
provoco algun cambio de direccién a la largo del proyecto que supuso
tiempo extra de dedicacion, debido a alguna confusién de algunos de los
conceptos.
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6.2. Posibles Mejoras

e Integrar en la aplicacion el método de Runge-Kutta que ajusta el
tamafio del paso para mantener el error acotado en todo
momento, y asi no incrementar el error que se produce por el
tamafio del paso, el error se mantendria estable y el tamafio de
paso seria variable, en cada paso se calcularia el tamafio de paso
mas adecuado.

e Ampliar la interfaz con mas funcionalidades o métodos de
resolucion diferentes

e También se podria hacer una lista de texturas aplicables a los
cuerpos que se van introduciendo de manera aleatoria, de modo
gue hubiese una variedad de cuerpos con texturas diferentes.

e |a posibilidad de eliminar los objetos introducidos mediante la
interfaz web, es decir, si introducimos un objeto por error con
algun dato incorrecto, tener la opcién de eliminarlo al momento,
sin tener que volver a cargar la pagina.

e Afadir mas ubicaciones diferentes de la camara para ver la escena
desde otras situaciones, por ejemplo, se podria colocar encima de
uno de los objetos y mirando hacia el origen o hacia un eje fijou
otro objeto o similar.

e \olcar los datos que se van obteniendo debido a la resolucion del
método en un fichero externo, para tener la opcion después de
manejar esos datos con otras aplicaciones y demas.

e Proporcionar al usuario la posibilidad de ejecutar otro tipo de
problemas o que defina el usuario el problema y pueda decir que
variables hay que tener cuenta para dibujar los objetos.
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Glosario

WebGL: API para renderizacion de graficos 3D en navegadores web

Plug-in: Complemento que aporta una funcién nueva especifica a una
aplicacion.

Freeware: El termino anglosajén para denominar al software libre.

Renderizacion: Proceso de generacién de una imagen o animacion a
partir de un modelo 3D.

CanvasRenderer: Renderizador que no utiliza WebGL, dibuja utilizando Ia
AP| Canvas 2D Context con una lentitud mayor que WebGL.

SVGRenderer: Renderizador de graficos vectoriales bidimensionales,
basado en XML.

WebGLRenderer: Renderizador que utiliza WebGL para renderizar.

Shaders: Tecnologia para la realizacion de sombreado.

URL: Referencia a un recurso web que especifica su ubicacién en la red.
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Wireframe: Método de renderizacién que solo muestra las aristas de las
mallas.

HTML: Lenguaje de etiquetas o marcas, utilizado para la creacion de
paginas web.

CSS: Lenguaje de disefio, que se utiliza en paginas HTML, para
personalizar los elementos y crear el disefio visual de la pagina.

Bootstrap: es un framework que contiene disefios para paginas web.

Framework: Se denomina a un entorno de trabajo que proporciona
diferentes herramientas para el desarrollo de software.

jQuery: Es una biblioteca de JavaScript para dotar a las paginas web de
animacion y demas, para hacerlas mas dinamicas.

JavaScript: Lenguaje de programacion orientado a objetos y que se
ejecuta normalmente en la parte del cliente, proporciona dinamismo.

Alert: Mensaje enviado mediante JavaScript al cliente, suele utilizarse
como advertencia.

Scroll: Referido a la accidon de desplazar la barra de desplazamiento de la
ventana.

Radiobutton: Elemento HTML, botones de una Unica seleccidén dentro de
un grupo de opciones.
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LookAt: Referencia a la funcién de Three.js, la cual, mediante un vector
direccion indica hacia donde estd mirando la cdmara.
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Anexo A: Enlaces Herramientas

A.1. Enlaces Herramientas

En esta seccion se pueden ver los enlaces a las herramientas que se han
utilizado para desarrollar el proyecto.

StopWatch:

http://win7gadgets.com/clock/blue-stopwatch.html

Atom:

https://atom.io

Notepad++:

https://notepad-plus-plus.org/download/v7.4.2.html

Microsoft Word 2010:

https://www.office.com

Google Chrome:

https://www.google.es/chrome/browser/desktop/index.html
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Opera:

http://www.opera.com/es

Dropbox:

https://www.dropbox.com

Google Drive:

https://www.google.es/drive/apps.html
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