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Introduccion

Tradicionalmente, hablamos de dos tipos de ondas. Por un lado estan las
ondas lineales y por otro lado las ondas no lineales. Las primeras, las ondas
lineales, son las ondas familiares de la vida diaria, como, por ejemplo, las
ondas de luz y las ondas de sonido. Estas tienen sea cusl sea su forma,
velocidad, amplitud y longitud de onda constante. Mientras que en el caso
de las ondas no lineales esta propiedad no se cumple.

Un ejemplo claro de ondas no lineales, las cuales son menos familiares y son
bien distintas de las lineales, es una ola en el mar aproximandose hacia la
orilla. En este ejemplo se puede apreciar que la distancia entre las crestas
va decreciendo, la altura de las olas va creciendo mientras van percibiendo
el fondo, y la velocidad cambia lo que permite que la parte superior de la
ola se adelante sobre la inferior cayendo sobre ella y rompiendo la ola.

Centrandonos ahora en la Matematica y Fisica No lineal, uno de los logros
mas notables se consiguio en la segunda mitad del siglo XX con la Teoria
de Solitones.

Los solitones son ondas no lineales que exhiben un comportamiento ex-
tremadamente inesperado e interesante, se trata de ondas solitarias que se
propagan sin deformarse.

Para aclarar algunas ideas, haremos un pequeno repaso histérico sobre el
tema.

Transcurria el ano 1834, mientras se realizaban experimentos para deter-
minar un diseno eficiente para barcos de canal, cuando un joven ingeniero
escocés llamado John Scott Russell (1808-1882) hizo un notable descubri-
miento cientifico.

Durante un paseo a caballo por los alrededores de Edimburgo, en el Union
Canal en Hermiston, muy cerca del campus Riccarton de la Universidad
Heriot-Watt, el ingeniero observé cémo una barcaza era remolcada a lo largo
de un estrecho canal por dos caballos que tiraban desde tierra. Mientras
Russell, contemplaba el espectaculo, la barcaza se detuvo repentinamente,
ocasionando un movimiento violento del agua. Ante el asombro de Russell,
se levant6 una ola en la proa de la nave y “fué deslizandose a gran velocidad
hacia delante, formando una tnica ondulacién de gran altura; una montafia
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de agua, redondeada y bien diferenciable, que continué su recorrido por el
canal, sin variar aparentemente su forma o reducir la velocidad”.

Russell al observar este fendmeno monté en su caballo y persiguié a la ola
hasta que desaparecio entre las innumerables curvas del canal. La gigantesca
ola que vio Russell en el canal era un promontorio tnico sobre la superficie
en calma del agua, que mantenia su forma intacta mientras avanzaba. Sor-
prendido por aquella visién, Russell tenia que averiguar sin demora si habia
sido victima, quizés, de alguna ilusién 6ptica. Por este motivo, el ingeniero
volvié una y otra vez al canal para hacer nuevas observaciones, y en cada
ocasién tenia la oportunidad de contemplar aténito olas tinicas. Russell las
llamo “great waves of translation” y se dedic a perfeccionar diferentes
técnicas para reproducirlas en su laboratorio (el jardin trasero de su casa).
Entre sus resultados empiricos se encuentra que la amplitud es proporcional
a la velocidad de la onda, que el volumen de agua en la onda es igual al
del agua desplazada, y fue capaz de obtener una férmula que expresaba la
velocidad de la onda en términos de la amplitud y profundidad del canal.
Asi, en 1844 en su “Report on Waves” Russell describié lo ocurrido como:

I believe I shall best introduce the phenomenon by describing the circumstan-
ces of my own first acquaintance with it. I was observing the motion of a boat
which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair of horses, when
the boat suddenly stopped - not so the mass of water in the channel which it
had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of
violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great
velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a rounded, smooth
and well-defined heap of water, which continued its course along the channel
apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on
horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine
miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long and a foot
to a foot and a half in height. Its height gradually diminished, and after a
chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel. Such,
in the month of August 1834, was my first chance interview with that sin-
gular and beautiful phenomenon which I have called the Wave of Translation.

Finalmente, pudo recopilar los datos suficientes como para redactar un in-
forme coherente, que envié a la Royal Society de Edimburgo. Su pu-
blicaciéon impresioné tanto a los investigadores de la naturaleza de todo
el mundo, que éstos también intentaron observar las misteriosas olas en
charcas, estanques, lagos y canales, para desvelar los mecanismos de su for-
macion. El descubrimiento de las olas tnicas por parte del investigador
escocés tuvo como consecuencia el despertar de un nuevo y enorme interés
por este fenémeno desconocido hasta entonces.

Muchos cientificos investigaron este fenémeno durante anos, pero no fue
hasta 1895, cuando Diederick Johannes Korteweg (1848-1941) y su estu-
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diante Gustav de Vries (1866-1934) presentaron la ecuacién en derivadas
parciales no lineal que captura la esencia de este fenémeno, la ecuacién de
Korteweg-de Vries o KdV:

up + Uy + Ugre = 0, u = u(x,t),

donde como veremos en el primer capitulo de la presente memoria, el se-
gundo y tercer término son los responsables de este curioso fenémeno. De
hecho, en el primer capitulo estudiaremos la ecuaciéon KdV y explicaremos
el equilibrio entre los efectos de dispersion y no linealidad que dan lugar a
la solucién de tipo solitén.

En el segundo capitulo, presentaremos el concepto de integrabilidad. Apli-
caremos la técnica del par de Lax a la més simple ecuacion en derivadas
parciales de primer orden y lineal, la ecuacién de adveccién, y a la ecuacién
KdV indicada arriba. En este caso se mostraré la no unicidad de los opera-
dores que intervienen en el par de Lax y se mostraran algunos casos con-
cretos. Ademads, se analizard el formato matricial del par de Lax también
aplicado a la ecuacion KdV citada anteriormente.

Asimismo, en el tercer capitulo usaremos el par de Lax para volver a obtener
la solucién de tipo solitéon obtenida en el capitulo introductorio y se daran
unas pinceladas de las posibles generalizaciones para poder obtener otras
soluciones de la ecuacion KdV.

Por 1ltimo, cabe destacar que se anaden tres apéndices, uno por cada
capitulo. En el Apéndice A, se presentan brevemente los métodos numéricos
necesarios para realizar la resolucién numérica de la ecuaciéon KdV en Mathe-
matica.

En el Apéndice B se adjuntan cuatro programas en Mathematica. Fn los
dos primeros se desarrollan las “manipulaciones” para obtener la ecuacién
KdV como una condicién de compatibilidad de la ecuacion de Lax a través
de diferentes operadores que constituyen el denominado par de Lax. En el
tercero, se desarrolla un programa en Mathematica donde se obtiene una
variante de la ecuacion KdV mencionada arriba donde el coeficiente que
acompaiia al termino no lineal es —6, utilizando un par de Lax donde los
operadores contienen variables desconocidas. En el tltimo, se da un ejemplo
del par de Lax en formato matricial aplicado también a la ecuacion KdV
citada anteriormente.

Finalmente, en el Apéndice C se anaden las ideas para poder demostrar unas
Propiedades, Lemas y Proposiciones mencionadas en el tercer capitulo.






Capitulo 1

La ecuacion de Korteweg-de
Vries o KAV

La ecuacion de Korteweg-de Vries o ecuacion KdV es una de las ecuaciones
en derivadas parciales no lineal completamente integrable. Existen muchas
definiciones de sistema integrable, que consisten en la practica en una lista de
propiedades comunes de este tipo de sistemas (quizds con alguna excepcién).
Entre estas propiedades podemos citar: solubilidad mediante la Transfor-
mada Inversa de Scattering y el problema lineal subyacente asociado (el
Par de Lax), transformaciones de Darboux, transformaciones de Béacklund
y las correspondientes férmulas de superposicién no lineales; la propiedad
de Painlevé, tanto para la propia ecuacién en derivadas parciales (EDPs),
como para sus reducciones a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs); un
namero infinito de leyes de conservacion; estructura multihamiltoniana, ope-
radores de recurrencia y jerarquias asociadas; asi como la forma bilineal de
Hirota.

En este primer capitulo vamos a describir la ecuacién KdV explicando la
solucién de tipo soliton. Ademads, vamos a realizar una resolucién numérica
mediante Mathematica para entender con una representacién grafica el com-
portamiento del solitém.

1.1 Ondas lineales

Una onda es una senal que se transfiere de una parte de un medio a otra con
una velocidad de propagacién dada, transportando energia y cantidad de
movimiento pero sin transporte de materia. Las particulas vibran alrededor
de la posicion de equilibrio pero no viajan con la perturbacion. Su origen
puede deberse a cualquier disturbio ocasionado en el medio al variar alguna
cantidad especifica, pero que permite identificar claramente su ubicacién en
cualquier tiempo determinado.
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Consideremos inicialmente la ecuacién de onda unidimensional [1, 2]

Pu  ,0%u

ez~ ¢ aa?
donde c es la velocidad de propagacién de la onda. Dicha ecuacién describe
la altura de una cuerda vibrante en funcién del tiempo y el espacio. Cuando
la onda se propaga por la cuerda, cada punto de la cuerda se mueve hacia
arriba y hacia abajo (perpendicularmente a la direccién de propagacion)
experimentando un movimiento arménico simple cuya frecuencia es la del
diapason.

u=u(z,t), (1.1)

A continuacién, vamos a definir algunos elementos de una onda, los cuales
apareceran en la Figura 1.1.

- Periodo (T): es el tiempo que emplea el objeto desplazado para realizar
una oscilacién completa alrededor de su posicion de equilibrio.

- Frecuencia (f): es el numero de oscilaciones que efectia cualquier punto
de la onda por unidad de tiempo.

Se puede ver que el reciproco del periodo es la frecuencia:

1

T

f=

- Amplitud (A): es el desplazamiento méximo respecto de la posicién de
equilibrio. La posicién més alta con respecto a la posiciéon de equilibrio se
llama cresta, mientras que la posicién mas baja respecto a la posicién de
equilibrio es denominada valle.

- Longitud de onda (A): es la distancia minima recorrida en el espacio hasta
que la funcién de onda se repite (la distancia entre crestas por ejemplo).

- Velocidad de propagacion: es la velocidad con la que se propaga una onda.

Cresta

Paosicidn de equilibrio
L“ Amplitud /\ /
Amplitud \M \/
|
1

Longitud de anda, A Valle

Figura 1.1: Onda.
Una solucién sencilla de la ecuacién de onda (1.1) es [3, 4]
u(z, t) = Ae'Fetet) (1.2)

que se trata de una onda plana donde A, k 'y w son constantes.
A k se le denomina numero de onda, A es la amplitud de la onda y w es
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la frecuencia angular. El ntimero de onda esta relacionado con la longitud

27w
de onda A y la frecuencia w, mediante la expresion k = — = —, de donde

obtenemos que w = ck, donde ¢ = ¢(k), que es la denominada relacién de
dispersion para este tipo de ondas.
En general, la relaciéon de dispersion indica que la frecuencia w depende del
numero de onda, es decir, w = w(k), lo cual significa, fisicamente, que existe
una relacién entre la energia del sistema y su momento.
Para una onda plana como (1.2) se tiene que e/(kz+et) — e®@HED | por lo
tanto la velocidad de la onda depende del niimero de onda, lo que nos lleva
a concluir que ondas con diferente ntimero de onda se mueven a diferente
velocidad, asi que la propagacién es dispersiva.
En definitiva, se puede concluir que un problema de propagacion de ondas
es no dispersivo si la velocidad de la onda % es constante.
La relacién de dispersién es importante porque gracias a ella podemos des-
cribir como se disipa la energia en un sistema dado, esto indica que es posible
definir dos tipos de velocidades, la velocidad de fase y la velocidad de grupo.
Para una onda de la forma u(z,t) = f(kx 4+ wt) donde k y w son contantes,
la velocidad de fase es

Up = —.

k
Y la propagacién de la energia en un sistema estd dado por la velocidad
de los paquetes de onda, dicha velocidad se denomina velocidad de grupo y
esta definida por
0w
- Ok
En el caso de la onda plana, la velocidad de fase y la velocidad de grupo son
iguales, puesto que w(k) = ck, por lo tanto, tenemos que:

Vg

w ck
V== =

k k

Si aplicamos lo explicado anteriormente a distintas ecuaciones de evolucién
asumiendo la solucién (1.2), podemos ver distintos tipos de relaciones de
dispersién. Por ejemplo, veamos tres casos bésicos [4].

C:’Ug.

Sea '
u(z, t) = Ae'lkrtet) (1.2)

Sus derivadas parciales son

aj _ Z-wAei(ka:ert) @ _ Z-kAei(k:erwt)

ot T Ox ’

&*u 82 A i(krdwt) 2212 4 i(ketwt)

W:(zk)Ae =1ik"Ae .
Entonces, las relaciones de dispersion vienen dadas por

= jwAel kel — i geitkrtet) o = k,
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2
% - % = jwAeilhrtwt) _ ;22 peilkatwt) ) ik?,
T
2
g:f = igz = iwAe' kel = 2 Aeikrtel o = k2,
T

Por lo tanto, la solucién para cada caso se reduce a
u(z, t) = Ae'krtet) — peilkatht) — fotk(@+t) — Alcos k(z4t)+isen k(z+1)],

donde la velocidad es ¢ = 1, para el primer caso.
Para el segundo caso la solucién viene dada por:

u(:n,t) — Aei(kw-ﬁ-wt) _ Aei(kx-{-ik%) _ A(elk”" ) e_k2t),

de manera que cuando t — 0o, la solucién u(z,t) — 0.
Finalmente,

u(z,t) = Aeika=k?1) — poik(a—kt) _ Alcos k(z — kt) + isenk(x — kt)],

en este ultimo caso la velocidad es ¢ = —k que depende del valor k.

De esta forma podemos concluir que la primera ecuacién corresponde a una
onda viajera lineal, la segunda aparece en la ecuacién del calor y es la que
refleja la disipacién, y por iltimo, la tercera es la que muestra la dispersion.
Y como veremos mas adelante, en la ecuacion KdV linealizada la relacién
de dispersién es w = k% que también muestra dispersién.

1.2 La ecuacion de Korteweg-de Vries o KAV

La ecuacién de Korteweg-de Vries aparece escrita en la literatura de muchas
formas, una de ellas es la siguiente:

Ut + Uty + Uggr =0,  u=u(x,t). (1.3)

Como se puede apreciar se trata de una ecuacién en derivadas parciales no
lineal.

En esta ecuacién, el primer término denota la variacién temporal de la onda,
el segundo término es el termino no lineal debido a la multiplicacién entre
u y su primera derivada parcial con respecto al espacio y el tercer término
es el dispersivo debido a la tercera derivada parcial respecto al espacio.
Cabe destacar que el coeficiente € que acompana al término no lineal se
puede escalar a un numero real y en la literatura suele tomar los valores
e==41ye==6.

A continuacién, vamos a trabajar con la ecuacién KdV, analizando que
ocurre cuando eliminamos el término no lineal y el término dispersivo.
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i) En primer lugar eliminamos el término no lineal, obteniendo de esta
p g
forma la ecuaciéon KdV linealizada

Ut + Ugze =0,  u=u(z,t), (1.4)

que se trata de una ecuacién de tercer orden.
Resolvemos este problema aplicando el método de separacién de varia-
bles [1], de forma que la solucién viene dada por:

u(x,t) = Aetthrtet) e R, w e C, (1.2)

donde k es el nimero de onda y w es la frecuencia angular.
Mientras que la relaciéon de dispersién es en este caso:

3 . .
88': _ _gz = Z-wAez(ka:ert) — _(Z-k)BAez(karwt) = w=k3
X

Observacién. Resolvemos el problema:
Ut + Ugge = 0,  u=u(z,t), (1.5)

usando el método de separacién de variables (SV).

En primer lugar, definimos la solucién u(z,t) como producto de una
funcién dependiente de la variable espacial x y otra dependiente de la
variable temporal ¢, es decir,

u(z,t) = X(x)T(t)
de forma que:
U+ Ugzr = 0 = X(2)T'(t) + X" (2)T(t) =0

X///(l,) o T/(t)

X(2) T(t):_)\i AeR.

De esta forma obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

{ X" (z) + XiX(z) =0,
T/(t) = NIT(#) = 0.

Resolvemos en primer lugar la segunda, obteniendo una solucién del
tipo:

T'(t) = NiT(t) =
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A continuacién, resolvemos la primera. Como es un problema de coefi-
cientes constantes calculamos las raices de su polinomio caracteristico,
por lo tanto:

P4+Xi=0 MeR.

Y las soluciones vienen dadas por (aplicamos la férmula para hallar
las rafces ctibicas de —\i):

TR = AL/3 [cos(Wr) +1 sen<_77/23+2k7r>] , parak=0,1,2.

Distinguimos casos y obtenemos los valores de las tres raices del poli-
nomio caracteristico:

3 eos( = i sen( =TV = (V3 L
o = A [cos( 5 >+zsen< 5 )] A < 5 i5 )
L= A/3 ] cos 3—7T +1 sen g—ﬂ = A3 cos il +1 sen il = \/3
6 6 2 2 ’
i 7w V3 1
_\1/3 m . ML g3 _Vv2 .1
r9g = A [COS(6>+Z sen<6>] A ( 5 12>.

Por lo que, las soluciones son las siguientes:

Xo(l') = Clekl/s(g_i%)x’

Xl(l‘) _ 026)\1/31;1’
Xy(z) = CaeM P F—ig)e

Pero queremos conseguir una soluciéon en concreto, por lo que elegimos
como valor de las constantes:

Ci=0,Cy=1, C3=0.
De esta manera la solucién de éste problema viene dada por
X(z) = AN

Una vez obtenidas las soluciones de cada problema por separado obte-
nemos que la solucién del sistema viene dada por (para seguir con la
notacién anterior sustituimos la constante Ko = A):

u(z, t) = X(x)T(t) = AN Piw it — g i Baat)

Si definimos A = w y hacemos uso de la relacién de dispersién w = k3
obtenida anteriormente, obtenemos el siguiente resultado:

u(z,t) = At OVBatAt) g ikatwt) _ g ik(o+k?t)
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Ahora, si tenemos en cuenta que en este caso la relacién de dispersion

es w = k3, podemos calcular su velocidad de fase y velocidad de grupo

_w_k:3_k2 _8w_0k3_

PEE TR T YT e T ok

Se puede apreciar en este caso que las ondas descritas por la ecuacién

(1.5) tendrén velocidades de fase y grupo elevadas a medida que au-

mente el valor de k, siendo la velocidad de grupo el triple que la veloci-

dad de fase. Ademaés, como se trata de una onda formada por super-

posicién de componentes elementales con diferentes niimero de onda,
k, la onda se dispersa o cambia su forma a medida que se propaga.

3k2.

A continuacién, eliminamos el término de dispersién de la ecuacién
KdV (1.3) de forma que obtenemos la siguiente ecuacién

up + euuy, = 0. (1.6)

Por lo tanto, vemos que tenemos una ecuacion no lineal que puede ser
resuelta por el método de las caracteristicas.
Buscamos curvas caracteristicas

x=ux(s), t=t(s),

de forma que

u(s) = u(x(s), t(s))

du
sea constante a lo largo de tales curvas, es decir, e 0. Por tanto, la
s

ecuacién (1.6) puede ser escrita en término de los nuevos parametros
COmo

du dx dt dx dt d(z — eut)
=T =Up— t U5 =Upg— — EUUL—— = umT

ds ds ds ds ds
Esto significa que las caracteristicas son las rectas de la forma:

0

T — eut = constante.
Entonces, la solucién general se puede escribir en forma implicita como
u= f(r—eut), u=u(z1), (1.7)
donde f es una funcién arbitraria tal que

u(z,0) = f(x).

Ademas, esto implica que cada punto de la curva f(z) viaja con una
velocidad proporcional a su altura (¢ u). Los puntos més altos viajan
a mayor velocidad que los mas bajos. En consecuencia la curva se
estrecha y distorsiona.

Por lo tanto, se puede afirmar que la no linealidad conduce a un cambio
en la forma de la propagacion de la onda y a una rotura de la propia
onda.
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De esta forma quedan descritos los efectos de dispersién y no linealidad por
separado.

Pero en el caso de la ecuacion KdV, estos efectos se equilibran entre si de
forma que este equilibrio permite que las soluciones de onda se propaguen
sin cambiar su forma. Este equilibrio es una propiedad fundamental de las
soluciones del tipo soliton de la ecuacién KdV, que podemos apreciar en la
siguiente figura.

¥
;/\ Dispersidn de la onda ; \
/ \ \

j‘l \\ "/ _\ / \J /ql. ;
t>0 ' f
\ \j \\

\‘\
Compensacion de /f\\ Solitén /\\\
los fendmenos  / \ ,f \
/ | — /
J 2 o 3
t=0 t>0
/"

P
Ruptura no lineal de la onda i Vd
'

N—»'c §
g == A
///\ ( //:’/7
t=0 ~ t>0 > t>>0 k&‘

Figura 1.2: Equilibrio entre los efectos de dispersién y no linealidad.

1.3 Solucion exacta de la ecuacion KdV

En este apartado vamos a deducir la solucién de tipo solitéon que admite la
ecuacion KdV, mediante la obtencién de la solucién canénica exacta [3].
Supongamos que la solucién de la ecuacion KdV es una funcién de onda
viajera de la forma:

u(z,t) =v(x —ct) =v() con zeR, t>0,

para una funcién v, con velocidad de onda constante c.
Si & = x — ct, las derivadas de u respecto de x y ¢ son:

g = A dv
PTacdt T de
_dvdf  dv d3v

Uy

= =75 = = Ugry = .

dé dx  dE’ ags
Por lo tanto, si sustituimos las expresiones de las derivadas de u en la
ecuacion KdV, entonces la funciéon u serd solucion de la ecuacion KdV si
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la funcién v es solucién de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:
B dv  d3v B
Ug + EUUL + Uppy = cd—g—i-av §+d7§3 =0.
Integramos dicha ecuacién una vez respecto de £ obteniendo:
2 2
v d“v
—cv+e—+ — = A,
Tyt
siendo A la constante de integracion.
d
A continuacion, multiplicamos ambos lados de la igualdad por d—v, de forma

que obtenemos:

—e® f@+@d£_Adl
de " "2 de T de2de T Tde

Ahora integramos nuevamente respecto de £ y obtenemos:

v? v3 dv 2
—c— — 4 = =A B.
02+5 + <d§> v+

En este momento, se tiene en cuenta que buscamos una onda solucién del

tipo onda solitén, entonces si | { |— oo, pedimos que:

dv d?v

d—€—>0 y d§2—>0

v —> 0,

Esta es la razon por la cual las constantes A y B son cero.
De esta forma la ecuacion queda:

de la cual despejamos —

df

Lidv\*_e? o

o\ae) ~ 2 "%
d)*_(e? o
¢ ) 2 6 )’
v 2—6112—6”—3
¢) 37
d 3
W w2~
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dv v
— =dvy/c—e-.
Tz vy /c 83

Ahora, separando variables y realizando integrales indefinidas en ambos
miembros obtenemos:

dv

v
vy/C—E=
3

eliminamos el caso en el que aparece el signo positivo, sin perdida de genera-
lidad, de forma que trabajamos con

= Fdg,

donde k7 es una constante de integracion.

. . . . . 3c
A continuacién, realizamos el cambio de variable v = —sech?y, entonces
€

6¢
dv = ——sech?y tanh y dy y sustituimos en la ecuacién anterior obteniendo
€
/ — —secth tanh y dy
—sech2 y\/c— 5 —sech2
B / 2 tanh y dy

v/ e sech2

Por tltimo, realizamos el cambio tanh?y = (1 — sech?y), de modo que el
valor de £ es:

2tanhy d 2
EZ/yzy—IﬁZ/dy—kl,
v/ c tanh”y Ve
2

S
6 \/Ey+2 1

Con lo cual el valor de y queda:

yz\g&@rd,



Capitulo 1. La ecuacion de Korteweg-de Vries o KdV 11

donde llamamos d = ko — k1 a la nueva constante de integracion.

. - 3¢
De manera que si sustituimos el valor de y en v = —sech?y obtenemos
€

v = %sechQ (ﬁf + d>.
€ 2

Pero £ = x — ct, por lo que deshaciendo el cambio u(z,t) = v(§) obtenemos
la solucién exacta de la ecuacién KdV.

w(z, ) = %sechz <\f(x o) + d) |

Como d es una constante de integraciéon tomamos como valor de d:

que nos dice donde esta el maximo de la campana.
Por lo tanto, una solucién exacta de la ecuacion KdV, que es con la cual
vamos a trabajar a lo largo de la presente memoria, queda como:

w(z, t) = %sechZ (f(:ﬁ - ct)). (1.8)

A continuacién, damos un ejemplo numeérico de la solucién solitén correspon-
diente a la ecuacién KdV (1.3) donde el valor del coeficiente que acompania
al término no lineal es € = 1.

Una breve explicacion de los métodos numéricos y el algoritmo especifico
para realizar la resolucién numérica de la ecuacion KdV se adjuntan en el
Apéndice A.

La ecuacion KdV es en este caso

U + Uy + Ugpe = 0,  w = u(x,t), (1.9)

y tiene soluciones de onda viajera del tipo:
u(z,t) = 3¢ sech? <\§(:1; — T — ct)), Va,teR. (1.10)

Se trata de ondas con amplitud 3¢ y velocidad ¢ y al contrario que en el
caso lineal, donde la velocidad es independiente de la amplitud, vemos que
la velocidad y la amplitud en este caso estdn relacionadas.

Ademads, las colisiones entre soluciones solitén son colisiones eldsticas, es
decir, colisiones en las cuales dos cuerpos o mas chocan y tras el choque
emergen sin cambio de forma pero con un relativo cambio de fase.

Este fenémeno se puede apreciar en la siguiente figura en la cual se muestra
el resultado de la ejecucién en la versién 10.4.1 del software Mathematica
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del programa presentado en el Apéndice A.

S W e 5 u

1)

..-"';:.-""

o
e
-

A
\ﬁﬁ”

Figura 1.3: Colisién entre dos solitones y cambio de fase.

Como se puede apreciar en la figura 1.3, tenemos dos ondas una de las cuales
tiene mayor amplitud que la otra (con condiciones ¢; = 252 y 21 = —2 y
ca = 162 y 2o = —1). Esta onda estd localizada en la parte izquierda y
debido a su mayor amplitud es més rapida que la de menor amplitud. De
forma que la de mayor amplitud adelanta a la otra, con una interaccién no
lineal y entonces las dos emergen con sus formas inalteradas y un relativo

desplazamiento, conocido como “cambio de fase” .



Capitulo 2

Integrabilidad y pares de Lax
aplicados a la ecuacion KdV

El concepto “integrabilidad completa de un sistema de ecuaciones en deriva-
das parciales” ha sido un tema de investigacién activa durante mas o menos
los ltimos 40 anos [5, 6] y como ya se ha mencionado anteriormente existen
muchas definiciones.

Incluso a dia de hoy, no hay una definicién del concepto integrabilidad acep-
tado generalmente.

Se han defendido muchos enfoques, todos ellos tienen sus méritos, pero
ninguno parece sintetizar la esencia de la integrabilidad. Sin embargo, un
concepto que ha aparecido en muchos enfoques es el método del Par de Lax.
Este método consiste en una reformulacién del sistema original de
ecuaciones no lineales como la condicién de compatibilidad de un
sistema de ecuaciones lineales asociados a dos operadores, cono-
cido como Par de Lax.

La historia de los pares de Lax comenzd con el descubrimiento por parte de
Peter Lax (1968) de un sistema lineal para la ecuacién KdV. Esta ecuacién
modela una variedad de fenémenos de ondas no lineales, incluyendo las on-
das de agua de poca profundidad y ondas acusticas de iones en plasmas.
Este descubrimiento de Lax arrojoé luz al entonces recién encontrado método
de la transformada inversa de Scattering (1967) que servia para resolver la
ecuacion KdV. Este método permitié la extension a una variedad de ecua-
ciones integrables. En 1979 el par de Lax se interpreté como una condicién
de curvatura cero. Esto condujo a generalizaciones del método de la trans-
formada inversa de Scattering. Las aplicaciones posteriores al par de Lax
incluyen las transformaciones de Béacklund-Darboux, operadores de recur-
sividad y generacién de jerarquias integrables a través del método de la raiz.
Sin embargo, habia un problema que todavia es una cuestion por resolver.
El problema consiste en que dada una ecuacion no es posible saber a priori
si dicha ecuacion tiene una representacién a través del par de Lax.

13



14 2.1. Pares de Lax en formato operador

El par de Lax es asociado con la propiedad de tener infinitas jerarquias de
leyes de conservacién local, precursora de la integrabilidad completa. Esta
propiedad excepcional la poseen las ecuaciones en derivadas parciales in-
tegrables por el método de la transformada inversa de Scattering como la
ecuacion KdV. Por una “ley de conservacion local” queremos decir que exis-
te una funcién de las variables dependientes y sus derivadas que, cuando
se diferencian en el tiempo, resulta en una derivada espacial total de otra
funcién de las variables dependientes y sus derivadas. Aprovechando este
hecho H.D. Wahlquist y F.B. Estabrook propusieron un método basado en
pseudopotenciales que en ciertos casos podria permitir una construccién del
par de Lax para una ecuaciéon dada. Pero este método estd basado en un
numero de conjeturas en la estructura del operador L y conduce a una
algebra no trivial, un problema algebraico correspondiente a la denominada
algebra de Lie que trata de encontrar una representacion del dlgebra de Lie
cuando solo un subconjunto de relaciones de conmutaciéon son conocidos.
Otro enfoque para la construccién de los pares de Lax es proporcionado
por el analisis de singularidad. En 1977 se puso de manifiesto que todas
las reducciones de simetria de las ecuaciones de completa integrabilidad
clasica resultan en ecuaciones que pueden ser transformadas a ecuaciones de
Painlevé. Esta observacion fue llamado test de Painlevé. En este enfoque
los pares de Lax son generados de expansiones de Painlevé truncados. Sin
embargo, la complejidad de la expansiéon de Painlevé depende criticamente
de la eleccién de la variable de expansion.

En este trabajo nos limitaremos a abordar el tema de trabajar con el par de
Lax, en forma de operador para la ecuacién KdV. En el presente capitulo va-
mos a ver los distintos operadores que dan como condiciéon de compatibilidad
a la ecuaciéon KdV [6, 7].

2.1 Pares de Lax en formato operador

Como se ha indicado en la introduccién, el termino Pares de Laz se refiere a
un conjunto de dos operadores que si existen, indican que su correspondiente
ecuacién de evolucién particular, obtenida como condicién de compatibili-
dad es integrable [7].

En este trabajo vamos a considerar un caso simple de un sistema de ecua-
ciones de evolucién no lineales en (141) dimensiones [6],

u; = F(u,uy, ugy, ...), (2.1)

donde x y t son las variables espacio y tiempo, respectivamente. El vector
u(z,t), en general, tiene N componentes u; y F es una funcién no lineal de
sus argumentos.

Peter Lax mostré que las EDPs no lineales completamente integrables tienen
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un sistema asociado de EDPs lineales en una funcién auxiliar ¢(z,t):
Lé = Ao, (2.2)

¢t = Mo, (2.3)
donde L y M son operadores diferenciales lineales y ¢(z,t) es la autofuncién
de L correspondiente al valor propio A. Los operadores (L,M) son conocidos
como Par de Lax para (2.1).

La propiedad de que (2.1) sea completamente integrable se ve reflejada en
el hecho de que los valores propios no cambian con el tiempo.

Dicho de otra forma [7], sea un operador lineal L, que puede depender de una
funcién u(x,t), la variable espacial = y las derivadas espaciales ug, Ugy, ...,
etc., pero no de manera explicita de la variable temporal ¢, de forma que se
tiene

Ly =2, ¢=¢(z,1),
donde ¢ es la autofuncién de L correspondiente al valor propio A.
La idea es encontrar otro operador M, a través del cual:

¢t = Mo.

A continuacién, tomamos la derivada temporal de la ecuacién (2.2) y obte-
nemos

Li¢p + Loy = M\ + Ao
Ve =Mo
Lip+ LMo = Mo+ AM¢o
b Ap=Lg¢
Lig+ LM¢p =X ¢p+ ML
Y
(Lt + LM — ML)} = M. (2.4)

Por lo tanto, con el fin de resolver para el caso de autofunciones no triviales
o(x,t), se debe verificar que

Lo+ L, M) =0, (2.5)
donde el conmutador [L, M] viene definido como
[L,M]:=LM — ML, (2.6)

que es cierto si y solo si Ay = 0. La ecuacién (2.5) es conocida como la
representacion de Lax de una EDP dada, también conocida como ecuacion
de Laz, y [L,M] en la ecuacién (2.6) representa el conmutador de los dos
operadores L y M, los cuales forman el par de Lax. De esta forma vemos que
el par de Lax, es decir, los operadores L y M que satisfacen las ecuaciones
(2.2) y (2.3), tienen las siguientes propiedades:
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(a) Los valores propios son independientes del tiempo, es decir, \; = 0.
(b) La relacién de compatibilidad L; + (LM — ML) = 0 debe ser cierta.

Nota. La ecuacién (2.5), que es la condicién de compatibilidad, es equiva-
lente a
Lt = [M7 L]7 (27)

va que [M,L] = —(LM — ML) = ML — LM = —[L, M].

2.2 El uso del operador

Dado que L es un operador compuesto que puede consistir en diferenciales,
funciones y escalares, por coherencia, cada término debe actuar como un
operador. Los diferenciales son operadores por definicion y, por ello, los no
diferenciales se considera que deben incluir un operador identidad.

Por consiguiente, un ejemplo de un operador puede ser definido como:

L =D} + au(z,t)], (2.8)

donde D7 representa el enésimo operador de la derivada total, la variable I
es el operador identidad, « es el escalar y u es una funcién que depende de
la variable espacial x y la variable temporal ¢.

El concepto derivada total hace referencia a lo siguiente [6]:

Sea G una funcién diferencial (funcional), es decir, una funcién de z, t, u
v las distintas derivadas parciales de orden superior de u con respecto de x
y t, esto es, las denotamos como u,, = 020fu. Las deriadas totales de G
vienen dadas por:

oG oG
D,G =< T i,
ox - Oup.q ptlg
Y 0G 0G
DG =—+

—Upgr1-
ot ou pa
g CUpa

Por lo tanto, en el caso de que L opere sobre una funcién auxiliar G= ¢(x, t)
y si por ejemplo, n = 2, obtenemos:

Lo = (D2 + aul)o, (2.9)
0 equivalentemente
6=22 1 oug (210)
= og2 Toud. .

En este caso, vemos que la derivada total de orden 2, D2, se reduce a la

derivada parcial respecto de x de orden 2 debido a que la funcién ¢ depende
solo de x y t. Por lo que el segundo término, el sumatorio de la expresién
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de la derivada total D, desaparece.
Sin embargo, si L opera sobre un segundo operador, el resultado es otro
operador. Por ejemplo, si el segundo operador es M = ¢I, obtenemos

LM = (D2 4 aul)(¢I) = D(¢I) + aul (1) =
= D, (D,(¢I)) + augl =
¢
=D, <8I =+ qum) + aupl =

2
<a ¢I+ ¢D + %Dm +¢D§) + aupl =

ox2" ' Oz ox
2
g ¢I+22¢D + ¢D? + augl.

Y por otra parte
L = (¢I)(D? + aul) = $D? + augl.

Claramente la composicion de los operadores no es conmutativa y por lo
tanto, hay que tener cuidado para asegurarse de que todos los términos
actian correctamente.

Nota. En los ejemplos que se desarrollaran a lo largo del capitulo se consi-
derara que el operador identidad esta implicito y no utilizaremos el simbolo
I. Ademés, los operadores actuaran sobre la funcién auxiliar ¢(z,t) y por lo
tanto, como ya se ha dicho anteriormente, las derivadas totales se reduciran
a derivadas parciales.

2.2.1 La ecuacion de adveccion

La bien conocida ecuacién de adveccién en una dimensién viene dada por:

% +c gz 0, u=u(z,t). (2.11)
Ahora consideraremos el par de Lax siguiente:
82
L= 72 W u = u(z,t), (2.12)
Y 0
M = o (2.13)

donde c es una constante.

A continuacién, desarrollamos cada elemento del conmutador (2.6), por se-
parado, teniendo en cuenta que los operadores actian solo sobre los términos
de su derecha, de manera que obtenemos los siguientes resultados.

82 0 83 8
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0 0? o3 0 ou

Por lo tanto, una vez obtenidas las expresiones de los operadores producto
LM y ML calculamos el valor de su diferencia, es decir, el conmutador y
obtenemos:

3 3
LM - ML = —ca— + cuﬁ - <—cax + cug + C@u) = —c%. (2.16)

Y como la ecuacién de Lax viene dada por L; + [L, M], es decir, la ecuacién

oL 0
(2.5), siendo L; = T —8—? sustituyendo cada expresién en este caso
obtenemos:
ou  Ou
Li+[L,M]=1L LM —-—ML)=—— —c—=0.
¢+ 1L, M] e+ ( ) ot~ oz

Vemos que salvo el signo se trata obviamente de la ecuacién de adveccién
(2.11)

?;:—f-cgz = 0. (2.11)
Cabe destacar, que si ¢ > 0, la funcién u representa una onda que se mueve
hacia la derecha, y si ¢ < 0, u se mueve hacia la izquierda. De esta forma,
queda demostrado que L y M satisfacen la ecuacién de Lax (2.5) y que la
condicion de compatibilidad para u es la ecuaciéon de adveccion.
Por lo tanto, la ecuacion de adveccién puede ser pensada como una condicién
de compatibilidad para los operadores del par de Lax (2.12) y (2.13).

2.3 Pares de Lax para la ecuacién KdV

FEn esta seccién vamos a obtener algunas versiones de la ecuacién KdV como
condicién de compatibilidad (2.5), para distintos operadores L y M que
conforman el par de Lax. La ecuacion KdV viene dada por:

Up + EUUL + Uggy = 0, (1.3)

donde el pardmetro ¢ se puede escalar a cualquier nimero real; como ya
hemos dicho anteriormente y en la literatura mayoritariamente suelen usar-
se los valores € = +1 0 € = +6.

Caso 2.3.1. Si trabajamos con el pardametro € = 1 la ecuacién KdV viene
dada por:

Up + Uy + Uggpe = 0,  u = u(x,t). (1.9)
Y un par de Lax correspondiente a la ecuacién (1.9) es:
82
L=—-6——u, u=u(x,t), (2.17)

02
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3 0 10u

923 "or 201
Cabe destacar, que la ecuacién L¢ = A¢, se convierte en la ecuacion de
Sturm-Liouville [1].

M=-4 u=u(x,t). (2.18)

A continuacién, calculamos el valor del conmutador teniendo en cuenta que
los operadores actian solo sobre los términos de su derecha, de forma que
obtenemos los siguientes resultados.

02 o3 0 10u
LM = (‘%xz B “) <‘4axz "o m) =

o 0? 0 0% (Ou 03 90 uou

Calculamos el valor explicito de los dos término entre corchetes:

IO\ oo (,0\]_0fowo O _
0z? u@x Oz | Oz u@x Oz |0z Ox u@wQ N

d%u 0 ou 02 ou H? 93 d%u 0 ou H? 93

T 0020z 0r02 ororr 1ol T 020z Cora | Yor

y
(0] _ 00 (u\]_ 9 [0 dud]_
ox2\ oz )| Ox|0x\ox)| 0Ox|dz®2 0Oxdx|

PBu  0*u 9 d%u 0 ou 92 Bu 282u 0 ou 92

5% " 020z T 9:20s | 00022 08 | 0220z | 0z 0a2

Nota. Recordar que se ha omitido el operador identidad I.
Sustituyendo dichos valores en el operador producto LM obtenemos:

9° 93 ou 92 d%u 0 Pu 9%u 0 ou 92

05 93
rau 22 B0
ox3 0r  20x
ol o3 0u ou 02 0%u 0 50 wou

o 03 9% )\ ou Pu L\ 0 _du
=24—+10u—% 1b—+= = 12— —4+3—. (2.1
8x5+ 0u8m3+< 58m2+2>8x+< 8m2+u >8x+38x3 (2.19)

_l’_



20 2.3. Pares de Lax para la ecuacion KdV

Una vez hallado el valor del operador producto LM repetimos el mismo
proceso para el operador producto M L.

93 0 10u 9?2
ML= <‘4ax3 U m) (‘6&62 ‘“)

Calculamos el valor de la expresion siguiente:

93 H? of[oTfa 0?2
o <‘6ax2 - “) =% [ax [ax (‘Gaxz - “)H =
0[O ( (0 ou ON|_ ,0( 0" Oud u_ & 0ud\ _
0x3 Oz u@x o ozt 0OxO0x Ozx? u@xQ ordr)
B —4(—6 9 Ou d* w9 Bu Pud Ou 9? 3 0%u 0 Ou 02 > B

025 01022 012 0x 028 012 0r 0z 01° 01 0220z Or 012

oMl 03 ou 0? 0%u 0 Pu

De esta forma el operador producto ML es de la forma:

o 93 ou 92 d%u 0 Pu
—|—6ua—3 +u2£ +u% +3@8—2 + udu_
oz3 oz Oz or 0r2  20x

R 03 ou 0? < 0%u 2> 0 <483u 3 8u>

_l’_

=24— +10u—— + 15— — 12—
oxd + u(?x?’ + Oz 02 + 0z2 tu

ox

ox3 + 2" 0z

(2.20)
Una vez obtenidas las expresiones (2.19) y (2.20) calculamos el valor de su
diferencia, es decir, el valor del conmutador y obtenemos:

5 3 2 2 3
MM =202 11002+ (158+“) Qu, (128“+u2) O g0,
X

dxd O3 dx2 " 2 ) dx Ox? dx ' ox3
d° X ou ? 0?u 5\ 0 Pu 3 Ou
24— +10u— + 15— —— + (122~ =4 (45— 4 2u
925 © Ou8x3+ 58w8x2+< 92 Y >8x+< x3+2u8x>}’
entonces,
ou  Ou
LM =LM-ML=—-—u—— —. 2.21
2, M] wst = o (221)

Finalmente, sustituimos dichas expresiones en la ecuacién de Lax, la ecuacién
(2.5), y cambiamos el signo del resultado, obteniendo la ecuacién KdV (1.9)
como condicion de compatibilidad:

ou ou  Ou

Lt‘i’[L,M]:*a*U%*@:O,
ou  Ou Ou
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Caso 2.3.2. En este caso trabajaremos con la ecuacién KdV en la cual el
parametro € = —6, es decir, la ecuacién KdV que viene dada por:

— 6uly + Ugze =0,  u=u(z,1). (2.22)

Ahora, consideramos el siguiente par de Lax:

82
=52 u, u=u(x,t), (2.23)
Y 93 0 ou
M=—-4—+6u—+3—, u=u(x,t). (2.24)

ox3 ox ox’
A continuacién, calculamos el valor del conmutador (2.6), desarrollando cada
elemento por separado y nuevamente teniendo en cuenta que los operadores
solo actian sobre los términos de su derecha, de forma que obtenemos los
siguientes resultados.

2 3
LM = <8 —u) <—48 +6ul +38“> =
X

0z2 0z3 Oz oz
o° 02 0 9?2 ou 93 e, ou
= s T [axa (6%)] * [axa (3&;)] g 0y Ty

El calculo explicito de los dos términos entre corchetes esta hecho en el caso
2.3.1. Por lo tanto, escribiremos el resultado final directamente.

9 ok ou ? 0*u 0 Pu % 0 ou 02

LM =42 v6ut 11220 7 462" gua
95 0 T o T2 s T30 3+6a 292 S oron2
P20, O
o 3 ou 9? ou? 9\ O ou ou
— 1 15— 4 (122= — =),
85+ Ou83+ 58m8x2+< 972 6u)a +<383 3u8x>
(2.25)

Una vez hallado el valor del operador producto LM repetimos el mismo
proceso para el operador producto M L.

0? 9 ou 0?

Al igual que el en caso anterior calculamos el valor de la expresion:

IR R N I Y i _
0z3 \ 0x2 )= oz | 0z | 0x \ 022 - -

"0z |02\ 023 0z oz oz

O[d [0 0Ou 0 B 48 ot ou 9 *u 9% Ou 9
N Ozt Oxdr Ox? u@:cQ Oz Oz
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0x5 Ox 0x2 0120x 0Ox3 0x20x Oz 02 u6$3 022 0x Oz 02

9° 93 ou 02 d%u 0 Pu
—_— 4+ dy— + 12— + 12— — +4—.
ozd + “axi’» + Oz 0z2 + 0z2 Ox + 0z3

__(85 ou 0?2 Pud Pu 0*ud Ou 0? 3 9%u 0o 8u62>_

=—4

De esta forma el operador producto ML es de la forma:

o 03 ou 02 0%u 0 9u
3 0 ou ou 0? ou
Gl gy == el —
+6ua 7 — bu 3 6 8$+38x8x2 3u8
R X ou 0? 0%u 9\ O Pu ou

(2.26)
Una vez obtenidas las expresiones de los operadores producto (2.25) y (2.26)
calculamos el valor del conmutador y obtenemos:
ou  Bu

[L,M]=LM — ML = +6u—

5~ 3" (2.27)

Finalmente, conocido el valor del conmutador, la ecuacién (2.27) y teniendo
en cuenta el valor de L; sustituimos en la ecuacién de Lax, la ecuacién (2.5)
y cambiamos el signo de la expresién,

ou ou  Pu

ou ou  Ou

Vemos que de esta forma se obtiene la ecuaciéon KdV (2.22).

Caso 2.3.3. Ahora vamos a dar un ejemplo de un par de Lax generalizado
para la ecuacién KdV con el pardmetro e = —6, ecuacién (2.22), donde los
operadores a utilizar contienen variables desconocidas.
Consideremos el par de Lax:

82

L= 2 W U= u(z,t), (2.28)

03 0
M =a— — B(z,t)—
o3 ( )Bac
donde « es una constante y B y C' son funciones atin por determinar.
Calculamos en primer lugar el valor del conmutador desarrollando cada ele-

mento por separado, de forma que obtenemos los siguientes resultados.

— C(x, 1), (2.29)
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0? 0? 0

P oo 0 oo 0? 0

Como antes, calculamos el valor de los términos entre corchetes por sepa-
rado:

012 (52)]-2[22 45 2] -

Oz | Ox ox Ox | Ox Ox ox?
9?°B 0 OB 0? 03 OB 9? 0’B o OB 0? 93

o2 or T ororr P T oro oror Coron D

o3
y
0[0,]_0f0C, 0] _#C 0C0o o aCo _
ox|0x |  Ox|ox Oz o0x2 Oz Oz ox2  Ox Or

_6270_‘_2@ a _|_082
Qa2 Oz Ox ox?’

Y sustituyendo dichos valores en el operador producto LM obtenemos:

5 2 2 3 2 2
LM:aa <838 2838 Ba)_(ac 2808 C8>+

05 020z "0 022 " Co3) \ o2 Toror C o2

3

—uaﬂ +UB§ +uC =

5 3 2 2 2
o e D (0) (a5 P 0V D B

Ox 922

(2.30)
Una vez hallado el valor del operador producto LM repetimos el mismo
proceso para M L:

0° 0 0?

5 a0 o3 0, ou_ 0
—al o2 (L) - B Byl e
“ o a@x[@x(@xu>] o8 T Bugy TBa, ~ O Tl

x> 03 0 0z dz? 0

Calculamos el valor de la expresion siguiente:

Df0 (0N _ 00 (o, 9N]_. 0 (Fu ud & ouo
a@m oz 8xu _ac%c Ox \ Ox u@x _a&c 0x2 Oz Ox u3x2 Oz Oz

(P 00 i o 0 ou i w9
0x3  0x20x Ox0x?2 0220z u@m?’ Or 0x2 Ox dx? 0x20x)

>:
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(P o ue | o
N 0x3 0x? Oz Ox Ox? ox3 )’

Sustituimos dicho valor en el operador producto M L y obtenemos:

5 3 2 2 3
ML:aa <6u 0%y 0 Ou 0 8>+

975 \“08 T2 05 T % 002 T o

93 0 ou 9?2
B@ 3+uBa +B% C’a 2+uC’

ol 83 3u 62 0%u\ 0
u ou

Una vez obtenidos los valores de los operadores producto (2.30) y (2.31)
calculamos el valor del conmutador y obtenemos:

5 3 2
[L,M]=LM — ML=a2 (B+au)8 —<83+0>0

0z® oz3 0 0z2
9’B oc\ o0 92C o°
93 0 O ou
—(B+au)ax3—< > (uB 3a )8 —I—uC—aw—l—Bax} =
(a0 OB\ E (O BB 00\ 0 O ou_ 0
0z Oz ) Ox2 0x?2 Ox2 Oz ) Ox ox3 Or Ox2’

(2.32)
Finalmente, como el conmutador [L, M| = LM — ML debe ser un operador
multiplicativo, se deben cumplir las siguientes condiciones:

3a— —2°— =0, (2.33)

30t — = — 2= =0, (2.34)

es decir, se deben anular los coeficientes que acompafian a los operadores

82

derivadas — y —.

oz 0z
Nota. Para que el conmutador sea un operador multiplicativo lo que se
debe cumplir es que él mismo no tiene que tener términos del tipo operador.
De hecho, en los ejemplos vistos anteriormente (caso 2.3.1 y caso 2.3.2) y
como se verd en el caso 2.3.4, lo términos de tipo operador se anulan entre
si.
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Para hallar los valores de B y C integramos las ecuaciones (2.33) y (2.34)
respecto de la variable espacial x. De manera que si ignoramos las constantes
de integracién obtenemos:

50% — [2%8ar —0 — 3au—28-0,
ox ox
0%u 9’°B oC ou OB
3a8x2 dx 92 dx o dr=0 = 3« 9 D2 C =0,

que nos lleva a obtener:

3
3au—2B =0 = B:§au,

ou OB 3 Ou 10B
0 T ae TV = O= g0y T a
L OB 3, 0u
oxr 2 Or
3 Ou 3 Ou
€=2% 1%
3 Ou
En definitiva, los valores de B y C son:
3 3 Ou
B = Fau Y C= %92 (2.35)

Por lo que sustituyendo los valores de B y C en la ecuacién (2.32), obten-
dremos el resultado deseado.
Pu ou 0°C Pu 3 ou 3 Bu

LM =LM-ML=aq2%_po2¢_ 9% _ 2u_2°
(L, M] a8x3 Ooxr  Oz2 a8x3 9 Y

oz 19023

= ——au— + -a—. (2.36)
Una vez mas, como la condicién de compatibilidad, la denominada ecuacién

de Lax, viene dada por L; + [L,M] =0,y L; = —g:: cambiando de signo

dicha ecuacién obtenemos:

ou n 3 Ou 1 0%
— 4+ —au— — —a=—
ot 2 0x 4 023
que es otra forma mas general de la ecuacion KdV.
Si tomamos a = —4 el resultado es, en efecto, la ecuacion KdV del caso

2.3.2, donde el coeficiente del término no lineal es € = —6.

ou ou Ou

=0,
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Y el par de Lax en este caso nos queda:

82
;o9 _ 2.2
s u=ula,t), (223)
Yy
3 3

%08 2% 10 93 " " 0r  “ox

(2.24)
que son justamente los operadores L y M asociados a la ecuacion (2.22) del

caso 2.3.2.

Caso 2.3.4. Por iltimo, vamos a dar un ejemplo de un par de Lax asociado
a la ecuacion general KdV, la ecuacién (1.3). Sea

up + Uty + Ugrr = 0,  u=u(z,t). (1.3)
Consideremos el siguiente par de Lax:

i

=29 _
€ Ox?

u, u=u(x,t), (2.37)

3
M = —4% - eu% — %%, u=u(x,t), (2.38)
A continuacion, calculamos el valor del conmutador desarrollando cada ele-
mento de la ecuacién (2.6) por separado, y nuevamente teniendo en cuenta
que los operadores actiian solo sobre los términos de su derecha, de forma

que obtenemos los siguientes resultados.

6 02 o? 0 g Ou
L= (‘wxz - “) (‘4(%3 Ty T m) =

e 0P 022\ 0z2 \ Oz Yot T o T 2 ar

Fl calculo explicito de los dos términos entre corchetes esta hecho en el caso
2.3.1. Por lo tanto, escribiremos el resultado final directamente.

24 9P o3 ou 02 9u 0 Pu  0%u 9 ou 02
LM = T T 2000 02 0e 0 T 002 00 Pon o

_|_4u673 + E’U,QE + ﬂ% —
oz3 or 2 0r
24 O 03 O3u ou 9? 0%u 0 5 0  eudu
=29 qoul 438 Y 53T 02 O < -
e 0xd + Ou@x?’ +38x3 + 581: 0z2 + 0z2 Ox teu or 2 Oz

24 &° 03 < 0? £u> ou < 0%u 5\ O Ou

= 00— + (150 + L) 24 (1228 A
€ 8x5+ u8x3+ 8:U2+ 2 8x+ 8x2+€u Oz oz3
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Una vez hallado el valor del operador producto LM repetimos el mismo
proceso para el operador producto M L:

83 0 edu 6(92

Calculamos el valor de la siguiente expresién:

L6 N_ ,0[9[0( 69 _
ox3 € Ox? = Ox |0z |0x\ e0x2 v -
8[8(663 ou 8)]__48<684 ou 0 0%*u 0?2 8u8)

0z 0w\ £04% 0z ow 0x\ c0xt Ordr 0a° 022 Oxow

__4< 6 0° Ou 0®> Pud Pu 0*ud Ou 0> 3 9%u 0o 6u82>_

€0x® Ox0r? 0O0x20r Ox3 0z20x OrOzx? “ax3 0z2 0x Oz 0x2
T e 0 e T 9 oa2 T “s20r | 0a8

De esta forma el operador producto ML es:

24 9P 93 ou 0? 9%u 0 D o 9 0 ou
ML= 44y % 1199 11979 4 6 Y a2 L e
- o T g T 2, g T2 g0 gyt g Touga ted g teug T
Lgu & eudu
Oz 02 2 0r
24 85 83 ou 82 0%u 0 83 3e Ou
(2.40)

Una vez obtenidas las expresiones (2.39) y (2.40) calculamos el valor del
conmutador y obtenemos:

5 3 2 2 3
v-mn =222 10,2 (15a+ >8“+<128+ cu )aa IPLACN

e 0xb 913 Ox? 0 Ox? ox3
° o3 ou 02 0%u 0 PBu 3 Ou
24 1 15— — 12— — 4 —U—
65+0u83+58m8x2+< a2 TEU >a +<ax3+2“ax>}’
entonces 5 83
U U

Por lo que si sustituimos estas expresiones en la condiciéon de compatibilidad,
la denominada ecuacién de Lax, la ecuacién (2.5), y cambiamos el signo del
resultado; obtenemos la ecuacién (1.3).

ou ou  u

Lt+[L,M] :—E—E’U,%—@ :0,
ou ou u
E +€u87£6 + % =0. (1.3)
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Cabe destacar que los operadores L y M que se utilizan no son tnicos. Por
ejemplo, en lugar del operador (2.37) también puede usarse como par de
Lax el operador

0% ¢
L= 922 + g u= u(z,t), (2.42)

asociado al mismo operador M, es decir7 la ecuacién (2.38) que suele apare-
cer en la literatura.

Se aniaden en el Apéndice B apartado B.1 tres programas escritos en Math-
ematica donde se implementan los diferentes casos, en los dos primeros pro-
gramas se implementa el par de Lax constituido por los operadores (2.37)
y (2.42) asociado cada uno con el operador M dado por (2.38). Y en el
altimo, se desarrolla el caso en el que el par de Lax asociado a la ecuacién
KdV contiene variables desconocidas.

2.3.1 Generalizacién

Aparte de los operadores mencionados anteriormente, de forma més general
existen varias alternativas para los operadores del par de Lax [6].

Por ejemplo, se puede definir L = L — A\ y M = M — D, de manera que,
Lé = \¢, ecuacion (2.2) y, ¢ = M¢, ecuacién (2.3) se convierten en L¢ = 0
y M¢ = 0, respectivamente.

Y la ecuacién de Lax, la ecuacién (2.5), es entonces [L, M] = 0.

El orden del operador M puede ser también disminuido. Si el orden de L es
n entonces cualquier término de la forma D?*" en M puede ser reescrito en
términos de derivadas de orden como mucho n — 1. Es importante recalcar
que esto ocurre debido a que el operador reducido M tiene una dependencia
explicita de los valores propios A.

A continuacién, aplicaremos lo explicado a la ecuacién KdV (1.3).
Consideramos el siguiente par de Lax:

02 €
L=241° - 2.42
J i u=u.o) (2.42)
' 9 9 <9
M= eyl ST = (e t). (2.38)

dx? dr 20x’
Hacemos uso de la ecuacién (2.2):
o %¢<

0=Lo-Ap=77 + up—Ap = 55 =

£
A — 6u> ¢. (2.43)

Una vez obtenido este resultado, nuestro objetivo es reducir el orden del
operador M, por lo que:

83q§_ 0 [0%¢ 0 € e Y0¢o €edu
oo = o L] = o (0 5)] = (- 5) 5 e 2
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Pensando ahora en operadores, el operador M que era de orden 3 queda
reducido a:

873_5 ﬁ—i%——él )\_E 0 € o0u . 0 € ou
ox3 “ax 20x b u@:c 2 0z

2 0 4e £\ Ou € 0 e0u

que es un operador de orden 1 que depende de .

M=—4

dr 60z

2.4 Formato matricial de los pares de Lax

En 1974 Ablowitz, Kaup, Newell y Segur publicaron el formalismo matricial
para los pares de Lax, donde introdujeron una construccién que evita la
necesidad de considerar operadores de Lax de orden elevado.

En sus anélisis ellos introdujeron el siguiente sistema:

D,® = X, (2.46)

D,® = TQ, (2.47)

donde X y T son matrices que corresponden a los operadores L y M respec-
tivamente, y ® es una funcién vector auxiliar.

Las matrices X y T, en general, dependen del valor propio independiente
del tiempo A, y la dimensién de ® depende del orden del operador L. Esto
es, si L es de orden n, entonces el vector ® tendrd n elementos y X y T
seran matrices de dimensiéon n X n.

La condicién de compatibilidad para las ecuaciones (2.46) y (2.47) viene
dada por:

[De, Do)® = (DyDy — DyDy)® = Dy( Dy @) — Dy Dy ®)=0.
Si sustituimos las ecuaciones (2.46) y (2.47) obtenemos
[Dy, Dy|® = Di(X®)— D, (TP) = (D X))+ XD®— (D, T)®—-TD,P =0,
o equivalentemente

[Dy, D3P = (D X))+ XT® — (D, T)® —-TXP =0, (2.48)
que puede ser escrita como

(DyX — D, T+ [X, T))® =0, (2.49)

donde [X, T es conocido como el conmutador matricial, que viene dado por:

[X,T]:= XT — TX. (2.50)
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La ecuacion (2.49) tiene que ser valida para toda funcién ®, por tanto la
ecuacion matricial de Lax es la siguiente:

DX — D,T +[X,T)] = 0. (2.51)

Dados los operadores (L, M) conocidos como el par de Lax correspondiente
a una ecuacién de evolucién particular, encontrar su correspondiente par de
Lax matricial (X,T) es un calculo sencillo pero pesado [6]. Como hemos
visto en (2.44), el operador L permite escribir derivadas de orden elevado en
x en términos de derivadas de orden inferior. Sea n el orden de L, suponga-
mos sin perdida de generalidad que el orden del coeficiente que acompaia a
la derivada enésima en = es 1. Por lo tanto:

L=D"+ f, 1D 4 . 4 fol. (2.52)
Sea:
¢
o= | V0|
Dr 1o
entonces la ecuacion L¢ = A¢ es equivalente a la forma matricial:
[0 1 0o - 0 ]
Do 0 0 1 0
D ..
Do=| | =] : : S | d=Xd.  (253)
. 0 0 0o - 1
Dn
w® A=Jo —fr —f2 - —fa-1]

El célculo de T es algo méas elaborado. Partiendo de ¢; = M ¢ su forma
matricial es:

on Mo
Dyé D.M¢
poe=| " l=|""""]=re (2.54)
Drle]  |Dr e

A continuacién, hacemos uso de (2.2) y (2.52) y obtenemos,
Lo=Ap —= Léb—Ap=0
Lo —Ap=[DI+ foo1 D214 o4 (fo — MI]p =0
= D= —[fou1 D27+ o+ (fo — N0

Pero como se quiere aplicar esta formula para derivadas de orden elevado,
es decir, para r > 1 lo aplicamos:

D[Dp¢] = Dyt'¢ = =Dl fu1 Dy~ 4 o+ (fo — Mo (2.55)

Por lo tanto, toda derivada de ¢ en x de orden n o superior es eliminada
aplicando (2.55) sucesivamente, y el resultado es un vector que dependera
linealmente de ¢ y sus primeras n — 1 derivadas, es decir, D;® = T'®.
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2.4.1 Formato matricial del par de Lax para la ecuaciéon KdV

En este apartado vamos a aplicar el método matricial del par de Lax a la
ecuacién general KdV, la ecuacién (1.3) que hemos utilizado en el caso 2.3.4.

Ut + Uy + Upgr =0,  u=u(x,t). (1.3)

Para la ecuacién (1.3) consideraremos el siguiente par de Lax:

0% ¢
=522 + gu, u=u(z,t), (2.42)
' 0 0
~ g g ou

Podemos apreciar que aqui el operador L es de orden 2, entonces tendremos
que las matrices X y T son de dimensién 2 x 2.
En este caso, la matriz X de la ecuacién (2.53) se reduce a

0 1

X = (2.56)

)\—%u of”’

dado que n = 2, fy = %u y fi = 0. Para obtener la matriz T' debemos

realizar algtin calculo més. Teniendo en cuenta la ecuacién (2.3) obtenemos

>a¢+€au¢

N €
Dt¢_M¢_—<4/\+u 5+ 55

3

B e \0%¢ e0udp e0%*u edudop
Dx(Dt¢)_—<4>\+u>— ¢+687x871:_

3 )ox? 30x0x + 6 02
e \0%¢ e0udp e0%u
=—|(4d+-u|l=— -+ =-==9.
< * 3u> dz? 60z Ox + 68x2¢
Sin embargo, sustituyendo la expresion de la derivada parcial de orden 2
dada en (2.43) podemos simplificar el valor de D, (D;¢) de forma que queda

CO1mMo:
_ € € edudp edu,

U——-u+su

4 e Ae g2 £ 0%u € O0u 0o
_ (g2 4 2 2
< AT 6 3 18 6 8362)

Ae g2 e 0%u € Ou ¢
_ (a2 2E Ry eou), _couoe
< )\+3u+18u +66x2>¢
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Entonces, sustituyendo los resultados en la ecuacién (2.54) obtenemos

€ ou €
et 4\ — =
6 Oz 3"
D® = d=T0,
4)\2+)\5 +52 2+582u € O0u
_ PRI BT it et
3 18 6 0z2 6 Oz

que nos proporciona la matriz T'.
A continuacién, procedemos a hallar la ecuacién KdV como condicién de

compatibilidad, a través de la ecuacién (2.51).

Para ello calculamos:

(2.57)

[0 1 cdu €
6 0x 3"
XT = _
€ e g2 e 0%u € Ou
A—-u O |—ax24+ 2= 2y 222
-~ o6 Tt R 50 6 Oz
[ e g2 e 0%u e ou i
a2 N 2 20 _cau
TRUTRY T G2 6 Oz
cdu €2 Ou e € g2
cdqu_ = 2t AN S Sy 2
] 60z 36 Oz g Ut 6“'%18“_
(2.58)
y
g ou € 0 1
—_ _4A _
6 0x 3"
TX = _
e g2 e 0%u € Ou €
—4)\2 - = a2 -z -7 _ -
TR Yoo oor ) M !
[ e € g2 € ou i
—40? — “u+ 4 -u+ —u? -
g AU T g 6 Oz
cOu €2 Ou e g2 e 0%u
_pedw e o a2 Ny 2 20
i 60z ' 36 Ox HERRRTRRNT =)
(2.59)

Una vez obtenidas los valores de los productos matriciales, ecuaciones (2.58)
y (2.59), hallamos el valor del conmutador matricial:
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e Qu _g0u]
6 Ox2 30z
[X,T| = XT - TX = . (2.60)
cou_¢& ou b
I 30x 18 Oz 68x2_

Tras hallar el valor del conmutador, calculamos el valor de las derivadas par-

ciales para cada caso, para posteriormente sustituir las expresiones obtenidas
en la ecuaciéon matricial de Lax.

0 1 0 0
DX =Dy - = . O , (2.61)
A——u 0 — 0
6 Ot
r e Ou €
et 4N
6 O 3"
AE g2 e 0%u e ou
—AN2 4+ = —u 4+ == -
TR RY T 5002 T 6os
' e O%u _£0u]
6 0z2 30z
= . (2.62)
Aedu 2, Ou edu cdu
30x 18 Oz 60x3 6 0z2
Por lo tanto, la ecuacién matricial de Lax
DX — D, T+ [X,T] =0, (2.51)
es ahora:
[ 0 o I £ u _g0u]
6 Oz2 30z
—~ +
e Ou Xedu €2 Ou edPu 0%
= 0| |S5+ 2uf+ e —oas
6 Ot 30x 18 Oz 60x 6 Ox
[ Pu _edu]
6 0z2 30z
0 0
+ = s
cou 2 ou cow| U0
I 30x 18 Ox 68x2_




34 2.4. Formato matricial de los pares de Lax

entonces,

- . (2.63)
€ (au Ju 83u> 0 0 0

6\ ot +€U83} + 0z3

Y prestando atencién a la tnica expresién no nula, vemos que obtenemos:

6\at " Mor o)

De esta forma queda demostrado que la condicion de compatibilidad para
las matrices X y T, es decir, la ecuacién matricial de Lax, es

3
88? + €ugz + g;; =0, (1.3)
que es justamente la ecuacion KdV general que hemos usado en el caso
2.3.4.
En el Apéndice B apartado B.2 se anade un programa escrito en Mathe-
matica donde se implementa el formato matricial del par de Lax explicado
anteriormente.



Capitulo 3

Operadores de Lax y
soluciones exactas

En el capitulo anterior se han usado los operadores de Lax y la ecuacién de
Lax para deducir las distintas formas de la ecuacion KdV como condicién
de compatibilidad. En este capitulo usaremos el par de Lax para deducir
la solucién de tipo solitén ya obtenida en el capitulo introductorio de una
manera alternativa [8].

Al igual que en el capitulo anterior la ecuacion KdV con la que vamos a
trabajar es la siguiente:

Ut + Uy + Upgr =0,  uw=u(x,t), (1.3)

para la cual, como ya hemos visto en el Capitulo 1, una familia de soluciones
viene dada por:

w(z, ) = %Sechz (f(x S ct)). (1.8)

Esta familia de soluciones se obtiene directamente, mediante la buisqueda de
soluciones de onda viajera de la forma u = v(§), siendo £ = = — ¢t, y por
lo tanto, reduciendo la ecuaciéon KdV a una ecuacién no lineal diferencial
ordinaria, tal y como hemos hecho en el Capitulo 1.

A continuacién, veremos como la representacion de la ecuacién KdV como

una condicién de compatibilidad del par de Lax del caso 2.3.4 (ver (2.37) y
(2.38)) con

L¢ = _gszx —up=Ap y ¢r=M¢=—4Psps — cUPy — %ux¢a (31)

nos permite volver a obtener la solucién (1.8) y otras muchas soluciones
exactas de una manera sistemética.

35
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De forma andloga se puede aplicar esta técnica a cualquier otra ecuacién
que pueda ser expresada mediante la ecuacion de Lax.

En concreto, la idea consiste en construir soluciones simultaneas con las
autofunciones ¢(z,t) asociadas al par de Lax (3.1) de la ecuaciéon KdV y
las soluciones u(z,t) de la ecuacién KdV (1.3) (v = 0 y la solucién de
tipo solitén (1.8)). Una vez obtenidas estas autofunciones particulares, se
pasard a una generalizacién que permita obtener nuevamente las soluciones
mencionadas anteriormente.

3.1 Las autofunciones del par de Lax asociadas a
la ecuacion KdV

La técnica para la elaboracién de soluciones de la ecuacién KdV a partir de
su par de Lax consiste en sustituir la expresién de la solucién u(x,t) en los
operadores L y M del par de Lax, y tras unas “manipulaciones” algebraicas,
resolver el sistema para obtener la autofuncién ¢(z,t) asociada [8].

3.1.1 Solucién idénticamente cero

Una solucién trivial de la ecuacién KdV es u(zx,t) = 0.
Como se trata de una soluciéon de la ecuacién KdV, las ecuaciones del par
de Lax sustituyendo u = 0 quedan de la forma

Lo = —g% =Xy ¢t = Mo = —4raa, (3:2)

que pueden ser resueltas simultaneamente para ¢. De hecho, una solucién
simple es:

i 3 e
¢ = ket qonde k=], (3.3)
6
que se obtiene mediante la resoluciéon de cada ecuacién, como veremos a
continuacién.

Sea 6
Lo = —gqu = Ao,

hallamos su polinomio caracteristico,

—1r"=A=0 = —27'2:)\ = r2:—% == r == %

Procedemos a distinguir casos:

A=0:7=0, ¢(x) = Cy + Cax,
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/A
A<LO0:r=7F EE = Fk, ¢(z) = Cre " 4+ Cheth®

A>0:7= ii\/f = +ik, (z) = C1e® + Che—ke,

La otra ecuacién es:
d)t + 4¢mmx = 07

que podemos resolver de forma muy parecida a lo hecho en el capitulo 1,
para la ecuacién us + gz = 0 usando el método de separacion de variables.
La solucién viene dada por:

oz, t) = VA Bim it _ ei[(/\/4)1/3x+>\t]’

Si definimos A = w y hacemos uso de la relacion de dispersiéon que en este
caso es w = 4k3, obtenemos el siguiente resultado:

o(z,t) = ei[()\/4)1/3x+)\t] _ pilka+ak3t) (3.4)

De esta manera queda probado que efectivamente (3.3) es solucién de las
ecuaciones (3.2), es decir, se trata de una solucién del par de Lax cuando
u = 0. Otra solucién simultanea puede ser obtenida sustituyendo & por —k.

3.1.2 Solucién solitén

Para empezar, dado que el solitén decae a cero paratodox y ¢ (| x — ¢t | = oo
ver apartado 1.3), tiene sentido realizar el cambio

O(x,t) = (x, ) FoHaRD), (3.5)

Con este cambio, modificaremos las ecuaciones del par de Lax.
Sea:

¢ = wei(k:c+4k3t)

by = wxei(kr+4k3t) + w(ik)ei(km+4k3t),
brz = Yoz ik +4k>t) + 2, (ik) pilkz+4k>t) W k2 ei(kz+4k3t)7

P ¢xxxei(kx+4k3t)+3¢xx(ik)€i(kw+4k3t)_3k2wxei(km+4k3t)_wik3ei(kx+4k3t)’

b = wtei(kx+4k3t) + ¢4ik3 eilkz+4k3t)

Sustituimos estos valores en las ecuaciones del par de Lax (3.1). Para la
primera ecuacién tenemos que:

6
0=Lo—Ap=—"¢ra —up - Ap =
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_9 |:¢mxei(kx+4k3t) + 2¢x(ik’)€i(k$+4k3t ka i(kw+4k t):| _ uwei(kx-l-élkgt)_'_
13

12

)\we (kz+4k3t) [ Y — 71]& ( ) ¢k2 —wp — )‘@Z}:| i(ka+4k3t )

6
Sustituyendo el valor de A\ = —k? y simplificando obtenemos:
€

12
0 = —Zhse = (i) + 20K — ) — 2
9 9 g g

6 12
= | = tow — kil — u)p = 0. (3.6)

Y para la segunda:

e
0=M¢— ¢y = —Abzs — cudy — SUst — b1 =
- [%zxe“’“”“’“?’tuwm(z'k)e“’fm“’f‘”’t —3l el kR wik3ei(k”+4k3t)] +

—cu [w pilka+4k>t) +¢(Zk) i(kz+4k3t) | u 1/J€ i(kz+4k3t) _ Wy pilka+4k3t) +z/14zk3 z(kx+4k3t):| _

2
— [—4wzm—12wm(ik)+12k2¢z+4wik3—euz/zz—euw(ik)—;uzw—wt—wélikg] eikot4k’t)

gy — 120kt + 12520, — cuth, — cikur) — %um — =0

entonces,

UV = —4ppe — 120k, + (121{:2 — eu)thy — (ez’ku + ;uz>¢ (3.7)

Por lo tanto de esta forma ya tenemos las nuevas expresiones de las ecua-
ciones de Lax.

6 12

WV = —4ppre — 120k, + (12k'2 — eu)hy — <5iku + ;uz>¢ (3.7)

Nuestro objetivo ahora es obtener una nueva expresién de la ecuacién (3.7).
Por lo que usaremos la primera ecuacion, la ecuacién (3.6), para simplificar
la segunda, la ecuacion (3.7), y de esa forma hacer desaparecer las derivadas
parciales de orden superior (de orden elevado).

Para empezar reescribimos la ecuacién (3.6) como:

_717/}11 = Blk% +up = |y = =21k, — %UUJ (3'8)
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Una vez obtenida la expresién de 1), ecuacién (3.8), sustituimos su valor
en la segunda ecuacién, la ecuacién (3.7):

YV = — 4y — 120k, + (121{:2 — eu)thy — (ez’ku + ;uz>w, (3.7)

b = —Atppgn — 12¢k<—2¢k¢w . 2u1/1> (12K — cu)apy — (mm + ;ux>z/1

Yy = —Mhyae — 24K%0), + 2eikur) + (1252 — u)p, — <5ik‘u + ;ux>w,

Wy = —dgan — (12K% + eu)thy + <5iku - ‘;ux>¢ (3.9)

Por otro lado, derivamos respecto de z la ecuacién (3.8), de manera que
obtenemos una expresiéon para la derivada tercera de v con respecto de x:

9 9

A continuacién, volvemos a hacer uso de la ecuacién (3.8) sustituyéndola en
la ecuacién (3.10) de manera que obtenemos:

. . 9 IS £
Voaz = _QZk<_2kax - 61“?) - gu% - 8“x¢ =

= <—4k‘2 - 2u> Yy + <§zk:u — 21@)#} (3.11)

Finalmente, sustituimos la nueva expresién de 1., ecuacién (3.11), en la
ecuacién (3.9).

Y = —dVppe — (121{:2 +eu)y + (5iku — ;ux>¢ =

— 4 [ (—4k2—gu> Dot <§zku—zuz> w] — (122 eu),+ (m‘ku—;%) b =

2 4 2
= 16k, + Zeuthy — geikut + Zeust) — 12K, — cuth, + eikuy) - guw —

= 4k, — Sut, — Siku + g
_(a2_¢ _&, €
Py = (411: 3u> Vg + < SZku + 6ux>1p. (3.12)

De forma que la nueva escritura del par de Lax es:

6 12
—gwm - ?z'/mpz —utp =0, (3.6)
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Wy = <4k2 _ §u> by + <—§zk:u n Zum>w (3.12)

Ahora vamos a resolver este sistema sujeto a que u sea la solucién:
3¢ c
u(z,t) = =sech? <\2[(1: — 0 — ct)). (1.8)
€

Dado que w involucra funciones hiperbdlicas, podemos conseguir expresiones
mas sencillas si usamos un cambio de coordenadas hiperbdlico. La transfor-
macién que vamos a realizar va de (z,t) a (y,7), donde

Yy = tanh(\f(az —x — ct)> =tanh((), 7=t, (3.13)

Este cambio transforma el intervalo —oco < x < 400 a —1 <y < 1. A con-
tinuacion, calcularemos el valor del Jacobiano con la ayuda de las siguientes
identidades

C;lctanh(C) =sech?(¢) y tanh?(¢) +sech?(¢) = 1. (3.14)

Y aplicando la regla de la cadena llegamos a:

Oe 0e Oy 0Oe 01 1o O (Ve o N0 _
dr Oy 8a:+87' amiseCh (©) &c( (z = o Ct)) o=

= \gasechz(g“)

de |4/
oy 7(1 —tanhQ(C))—y,

Os _Oe Oy O %—s hQ(C)'a<\gE(x—xo—Ct))a. 5 =

ot oy ot or ot ¢

=|(1 — tanh?(¢)) <—02

oy o’
entonces,
o e o O o 9 AP o O
= NMT )= — = — — — (1 —y*)=—. 1
5~ 9 y)ay Y 5 =5 5\ y)ay (3.15)

Por lo tanto, aplicando estas derivadas a la funcién vy tenemos,

e =5~ (1= 1)y,

L=y =] = (1= )= )y — 290 =

= 21— )%y, — gy(l — )y,
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312

wt = % - 7(1 - y2)¢y-

También, usando las ecuaciones (1.8) y (3.13) con la segunda igualdad de
(3.14) sobre u resulta que:

_ 3¢ o
u = 5(]‘ y)a
entonces,
_\ﬁ_z _\ﬁ_2836_2_\ﬁ_2_30_
up = 5 (L =y )uy = (1 y)afy A=y =5 0-y)| -2y | =
3¢3/2 3¢3/2
=—(1-y)—y=—"—y(l—¢").

Finalmente, con estos datos podemos transformar las ecuaciones en las
nuevas coordenadas (y, 7).

Para la primera:

e — iy —up =0,

—S T =)y, — Sy(1 - y%%} - mik\f(l — Yy — %(1 —y* ) =0,
SOy + (1= Py — LRVE Py — (1) =0,
S + (L= Bieve )y - Lo =0,

que para € # 0 se reduce a
_%(1 — )by + (Bey — Giky/C)ib, — 3y = 0. (3.16)

Para la segunda:

Wy = <4k2 - §u> e + <—§zku + Zux>1/1

3/2
o= (42520 ) Lyt |- i 0 (2w ) o,
Y = (4k* — c + cyQ)\éE(l - yQ)wy - (zk + fy) c(1 —y*)p.
Ademads, sabemos que:
3/2 3/2
wt = ¢T - 07(1 - y2)¢y <~ ¢T = ¢t + 67(1 - y2)'¢y7
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y combinando estas dos ecuaciones nos queda lo siguiente

3/2
U = (K2 et ey?) Y1), (m@) (1= + (=)0,

Uy = (4" —ct ey’ + @f(l ~ Yty - (zk + fy)c(l — )Y,

entonces,

br = W+ ) 50—y~ (i Ly )e -0 )

De forma que hemos obtenido las nuevas expresiones:

) )y + (Bey — ik, — 3e = 0, (3.16)

2
bo= @2 4 a?) (S0 ) - (i et -0 a0

Si prestamos atencién a la ecuacién (3.16) es facil ver que una solucién es
una familia de funciones lineales de y. De hecho, sustituyendo ¢ = Ay + B
donde A = A(7) y B = B(7), podemos ver que se obtiene;

Y=Ay+ B, Yy=A, y Py =0. (3.18)

Por lo tanto:

3c

5 (1 — y*)yy + (3cy — 6iky/c)1by — 3cyp = 0,

0+ (3cy — 6iky/c)A — 3c(Ay + B) =0,
3cyA — 6ik/cA — 3cAy — 3¢B = 0,
—6ik\/cA = 3¢B,
B
6iky/c’

c

= ——\,[B.
2ik

A continuacioén, suponemos que la funcién v es constante con respecto de la

nueva variable 7, es decir, ¢, = 0. Entonces, la ecuacién (3.17) se reduce a

una identidad, de forma que podemos dar un valor explicito a las variables

Ay B.

vr = (4k° + cy”) <“25<1 - y%;,) - (m + fy)c(l ~y),
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donde

Entonces, si sustituimos las expresiones de ¢ y 1, en la ecuacién (3.17) y
tenemos en cuenta que v, = 0 obtenemos el valor de B.
c Ve Ve

(A2 2 € v o (.., VC N A _
e =~ o) o (=208 (i 50 et —o7) (32 By B) =0,

¥y = —c(1 —1?) [(41@2 + cgﬁ)% + (m + ?y) <—;ﬁBy + B)] =0,

B W/ Ve
2 2 Ve _ _
— (4k +cy)4ik+(zk+2y>< 2ik:By+B) 0
Bk ¢ Ve , c Ve
— — 4+ — By’ - Y"By+ Bik— —By>+ Y—By =
T aEPY T g Byt Bik = Byt S By =0
B—,kJrBz’k:O = Bk—Bk=0
1

_[0=0] vB.

Sin perdida de generalidad elegimos B = ik para simplificar la expresién de
A.
De esta forma, hemos obtenido los valores de A y B que son:

Ve Ve .
A= k=—— B = ik.
2ik 2 7 !
Por lo tanto, las expresiones de 1 y sus derivadas, que aparecen en (3.18)
quedan como:

NG

2

5 Py = 0. (3.19)

Esto significa que hemos encontrado una solucién simultanea al problema
del par de Lax con L y M dados en (3.1), la solucién u(z,t) dada en (1.8)
y la funcion ¢(x,t) con el cambio ¢ = ¢ei(kx+4k3t) definido en (3.5).

Por lo tanto siendo ¢ = wei(kx+4k3t), la ecuacién (3.5), donde

Y= —\fy + ik, (3.20)

Ve
2

ey = tanh< (x —xzp — ct)), la ecuacién (3.13), la solucién simultanea es

oz, t k) = (zk: - \f tanh(f(x — 1z — ct)))tcj(’““r‘l/’f?’t)7 (3.21)
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con u(x,t) dada en (1.8).

Una vez obtenida la solucién ¢(z,t), podemos observar una propiedad in-
teresante, que serd la base de la generalizacién posterior. El factor eilka+4k’t)
es una parte de la tangente hiperbodlica si k = +i/c/2, es decir,

e 3/
gb‘ = :I:iﬁi e tanh ﬁ(m —xo — ct) e*iz%wﬂ(g%)t),
k=+i\/c/2 2 2 2

ve e ve (F Lot Lt
= ~— — Y _tanh(| Y—(z — 9 —
¢‘k:ﬁ:i\/é/2 ($ 2 9 tan 9 (x —x9—ct) ) |e\T2 )

Ve Ve N
= Y2 (51 — tanh | Y- (z — 29 — T (=), 22
¢‘k:ﬂﬁ/2 5 (T tan 5 (x —x9—ct)) |eT2 (3.22)

En el apéndice C apartado C.1 mostramos los detalles que demuestran que
en realidad estas dos funciones dependientes de x y ¢ son proporcionales la
una a la otra, es decir

C
X0

LI 9%
’k+z\/6/2_ 2e” 2 — Ve (3.23)

(b’ 9% 0

k=—i\/c/2

En efecto, este es el rasgo distintivo que se trata de emular en la generacién
de soluciones més complicadas de la ecuacién KdV a través del par de Lax.
Pasamos por lo tanto a ver como generalizar la obtencién de soluciones del
par de Lax y de la ecuacién KdV.

3.2 Generalizacion y otras soluciones de la ecuacién
KdV

Generalizacién. La idea que se desarrolla a continuacion es pensar que
quizas para alguna otra solucién de la ecuacion KdV, existen soluciones
simultaneas ¢ del par de Lax que tienen la siguiente forma:

o(x,t, k) = ((ik)N+An_1(z,t)(ik) N+ An_o(a, t) (i) 24 4+-Aq (2, ) (ik)+

+Ag(z, )’ Fr ) para todo N =0,1,2,3,.... (3.24)

que es una generalizacion de la forma vista en (3.21).
Ademsds, supondremos que esta funcién satisface las siguientes relaciones:

oz, t,iky) = (=1)"cpo(z,t, —iky), mn=1,...,N, (3.25)

donde 0 < k1 < ke < ... < ky_1 < kKN y donde ¢, > 0 para todo n, que es
la relacién de proporcionalidad vista en (3.23).
De hecho, cabe destacar que para el caso N = 0 se obtiene la solucién trivial
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u = 0 de la ecuacién KdV, y para N = 1 se obtiene la solucién soliton (1.8)
de la ecuacién KdV, como veremos explicitamente en el corolario 3.2.4.

La primera observacién importante es que las N condiciones homogéneas
de (3.25) determinan realmente ¢(z,t, k) tinicamente para todo (z,t) € R.
Esto es una consecuencia de los siguientes resultados, cuyas lineas de de-
mostracién se indican en el Apéndice C apartado C.2.

Lema 3.2.1. Para cada (z,t) € R?, el conjunto A de funciones f(x,t,k) de
variable compleja k de la forma

Fla,t, k) = (k)N Fy + (k)N Fyoy + o (k) Fy 4 Fo)elkot %)

es un espacio vectorial de dimension N + 1 sobre C. Dado un conjunto de
numeros 0 < kK1 < Ko < ... < KN—1 < KN Y ¢cn >0, paran =1,...,N, el
conjunto de elementos de A que satisfacen las condiciones homogéneas de
(8.25) forman un subespacio lineal Ag. Ademds,

dim(Ao) =1 N

para todo (x,t) € R, En particular, esto significa que si f € Ao se normaliza
asumiendo que Fry = 1, entonces estd determinado de manera unica, y que
si f € Ao satisface que Fry = 0, entonces f(z,t,k) = 0.

Proposicién 3.2.2. La funcion ¢(x,t, k) satisface el operador L del par de
Laz (3.1)

6
Lo = _g¢mx —up = A,
donde A = gkz y donde la funcion potencial viene dada por

_1204n-,

uz,t) = e Oz

(3.26)

Proposicién 3.2.3. La funcion ¢(x,t, k) satisface el operador M del par
de Lax (3.1)

61 = Mo = ~46s0s — uds — usd,

donde de nuevo la funcidn potencial u(x,t) viene dada por

12 0AN_1
u(x,t) = —— . 3.26
(o) = ——K (3.26)
Corolario 3.2.4. Dados los numeros positivos 0 < k1 < ko < ... < KN
y los nimeros positivos c1, . ..,cn, los coeficientes Ay_1(x,t) son construi-

dos imponiendo las condiciones homogéneas (3.25) en la forma de (3.24).

Entonces la funcion
120AN_1
t)=—— 3.26
u(e,t) = == (3.26)

es una solucion de la ecuacion KdV, la ecuacion (1.3).
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Veamos que ocurre para los casos N =0y N = 1:

-N=20:
Como hemos visto en la generalizacion, las soluciones simultaneas ¢ del
par de Lax son de la forma:

¢, t, k) = (k)N +An_1(, 8) (ik)V T+ An o (2, 8) (k)Y 2. 4 Ay (2, ) (i) +
+Ap(x, t))ei(szkSt), para todo N =0,1,2,3,.... (3.24)

Como estamos trabajando en el caso N = 0 la solucién simultanea es,

d(z,t, k) = ((ik)0)eilhat4k’t) — pilke+ak®)

que coincide con la (3.4) vista al principio del apartado anterior. Sin em-
bargo, el Lema 3.2.1, las Proposiciones y el Corolario 3.2.4 tienen sentido
para N > 1. Ademas, los coeficientes Ay _1(z,t) son construidos imponiendo
las condiciones homogéneas (3.25) en la forma (3.24) con n = 1,..., N. Por
lo que en el caso N = 0 no es posible construirlos y la tnica solucién que
tiene sentido es la idénticamente nula, u = 0.

-N=1:

En este caso la solucién simultanea del par de Lax obtenida de (3.24) y
(3.26) viene dada por:

b(x, 1, k) = (ik + Ag)e! TNy u(z, ) = _%%'

Si elegimos la funcién ¢(z,t, k) como la dada por la ecuacién (3.21), identi-
ficamos Ay = —ﬁ tanh<f(z —x0 — ct)) y por lo tanto tenemos que

u(z,t) = 1204 = 129 [—ﬁtanh<ﬁ(x —x0 — ct)>:| =

e Oz e Ox 2 2

— _1?2 <—zsech2 (é&(x — 3o — ct))) - %sech2 <\é6(m — 2o — ct)),

que como ya se ha visto es una solucién de la ecuacion de Korteweg-de Vries,
U + eutly + Upye = 0.

Finalmente, cabe destacar que la idea de esta generalizacién es poder cons-
truir nuevas soluciones de la ecuacién KdV a partir de la definicién de dife-
rentes expresiones para la funcién ¢(z,t, k). Pero esto ya no entra en el
desarrollo del presente trabajo.



Apéndice A

Resolucion numeérica de la
ecuacion KdV en
Mathematica

Antes de presentar el algoritmo disenado para la resoluciéon numérica de la
ecuaciéon KdV vamos a explicar en que consisten los métodos de Runge-
Kutta [9]. Para la resolucién numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordi-
nales, EDOs, hemos elegido el método mas usado de entre los métodos de
un paso para aproximar ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, el Método de Runge-Kutta.

Dado el problema de valores iniciales para ecuaciones diferenciales ordinarias

un método de un paso es una ecuacién en diferencias finitas de orden 1, es
decir, en la que sélo aparecen 2 y,, consecutivos relacionados. La estructura
general de un método de un paso es

{ Yn+l = Yn + hd)(ajnv Yn; h)7
Yo = Th,

donde la funciéon ¢ se llama funcion incremento del método, que supon-
dremos continua en D = [a,b] x R x [0, hg].

Dentro de los métodos Runge-Kutta podemos diferenciar dos tipos, los
método implicitos y los explicitos. Consideraremos los tdltimos, los métodos
explicitos. La estructura general de un método de Runge-Kutta explicito de

47
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R tapas viene dada por

( Yn+1 = Yn + h (T, yn; ),

R

¢(x7yﬂ h) = ZCTkTa

r=1

k1= f(I,y),

r—1
kr:f(x+har7y+hzbrsks)v conr=23,..,R,

s=1

r—1
ar =Y by, T=2,3,..,R
\ s=1

Este método de Runge-Kutta de R etapas emplea R evaluaciones de la
funcién f(x,y), es decir, una evaluacién por cada etapa, que pueden consid-
erarse como aproximaciones de la derivada y'(x) en diversos puntos. En este
sentido, podemos interpretar ¢(x, y; h) como una media de dichas aproxima-
ciones. Por ello, por consistencia, se exige que

De forma que la eleccién de diferentes constantes c,,a, y b,s dard lugar a
diferentes métodos de Runge-Kutta con diferentes propiedades. Ademas en
los métodos explicitos cada k, sélo depende de los ks previamente calculados,
al contrario que en el caso de los métodos implicitos que no solo depende de
los ks anteriores si no que depende de todos ellos.

A pesar de que los métodos implicitos son mas eficientes que los explicitos
éstos tienen un coste computacional més elevado. Aun asi, hemos elegido
para la resolucién numérica de la ecuacion KdV un método Runge-Kutta
explicito de cuatro etapas, R = 4. Que es el siguiente:

Ynt1 = Yn + L(k1 + 2k + 2ks + ka),
kl = f(xn7yn)7
ko = f(xn + 2R, yp + Shk1),

ks = f(zn + L, yn + Shka),

k4 = f(xn + h7yn + hk?))'
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Como se ha dicho anteriormente, para la resolucién numérica de ecuaciones
en derivadas parciales, EDPs, se pueden usar distintos métodos de aproxi-
maciéon. Empezando por alguno mas sencillo como el Método de Lineas, en
el que solamente se discretiza una variable, hasta otros méas complejos en los
que todas las variables son discretizadas.

Para la resolucién numérica de la ecuacion KdV hemos decidido usar un
método pseudoespectral que usa la Transformada de Fourier, la
denominada Transformada rapida de Fourier [10]. De esta forma, para
una funcién u(x) definida en R, su transformada de Fourier continua (k)
es definida como

o0 )
k) = (Fu)(k) = \/12? / e~y (z) dz, Yk € R,

donde x es la variable fisica y £ es la variable de Fourier conocida como
frecuencia si x es el tiempo o nimero de onda si x es el espacio.
El poder real de la Transformada de Fourier es que bajo la transformada
la operacién diferenciaciéon se convierte en la operacién multiplicacién, es
decir,
o
Oz
Pero como tratamos con aproximaciones discretas, usaremos la denominada
Transformada discreta de Fourier, donde la variable fisica x se mueve en un
entorno finito, = € [0, L], siendo L = 27. La variable x se considerara en los
puntos de la malla x; = jh, j = 1,..., N donde h = %’r con N par.
Consideraremos una malla periddica uniforme

(k) = (ik)a(k).

0:x0<x1<...<xN_1<acN:L:27r.

De esta forma la Transformada discreta de Fourier viene dada por:

N

, N N

A — k .

o(k) = (Fno)(k) = the Fovg, k=-T 15
j:

También podemos definir su inversa como:

1 N/2

,UJ:(’F]?[L{})(QTJ):? Z eikxjf&kv .7:177N

k=—N/2+1

Pero por razones técnicas definimos 0_/p = Up/2 y reemplazando este valor
en la ecuacién anterior obtenemos
N/2

1 _ ,
Vi =5 Z cp,e™ i, j=1,...,N.
k=—N/2
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donde ¢ = i para k = :I:% y ¢ = 1 en el resto de los casos.

Esta transformada es precisamente la que se usa en el algoritmo disenado
para la resolucién numérica que presentamos a continuacion.

Una vez explicado el procedimiento de los métodos Runge-Kutta y la trans-
formada réapida de Fourier, procedemos a desarrollar el algoritmo para la
resolucion numérica de la ecuacién KdV mediante el uso del programa Ma-
thematica.

El algoritmo modela la ecuaciéon KdV wu; + wuy + Uz = 0, ecuacion (1.9),
por el método espectral de Fourier en el intervalo [—m, 7). Recordemos que
este método pseudoespectral necesita condiciones periddicas.

El esquema de discretizacion temporal de este programa es la férmula Runge-
Kutta de orden cuatro, descrita anteriormente.

El algoritmo que se desarrolla a continuacién se construye en una forma
modificada, es decir, basado en el método del Factor integrante, lo que
permite trabajar con un paso de tiempo grande, como hemos explicado an-
teriormente.

Por lo tanto, se puede concluir que esta resolucién esta basada en los si-
guientes seis pasos, los cuales hacen uso de la Transformada rapida de Fourier
y el método del Factor integrante [10].

(i) Escribimos la ecuacién KdV, la ecuacién (1.9), en su forma conserva-
tiva, es decir:

1
U + i(uz)x + Uggz = 0.

(ii) A continuacién, pasamos a trabajar en el espacio de Fourier usando la
trasformada continua de Fourier que viene dada por

~ 1 oo —ikx
u(k) = (Fu)(k) = \/ﬂ/ e "u(x)dr, VkeR

de forma que obtenemos
@ + %k(u/Q\) — ke =o0.

iii) Ahora multiplicamos por € ikt ue se trata del factor inte rante, obte-
niendo:

134 7 i3+ oY . —ik3t A
e R + 5]6’6 2) — ke g = 0.

(iv) Definimos una nueva variable:

e—ik3t N

D
I

cuya derivada es
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por lo tanto reescribiendo la expresion del apartado anterior obtenemos
Ut + 5/{:671’“%(1@) = O,
donde el término lineal ha desaparecido.

(v) Trabajando en el espacio de Fourier, podemos discretizar el problema
en la forma siguiente:

Us + se W F((FH (M 10))) = 0.
donde F es el operador transformada de Fourier.

(vi) Por tultimo cabe destacar que para discretizar el problema temporal se
hace uso de métodos de Runge-Kutta de orden cuatro.

Y el resultado que se obtiene tras ejecutar el programa escrito en Mathe-
matica siguiendo las instrucciones mencionadas anteriormente es la figura
1.3 que aparece en el Capitulo 1.

El programa codificado en Mathematica usado para realizar la simulacién
numérica de la ecuacion KdV u; + uuy, + tger = 0 es el siguiente:

Clear ["Global ‘*"]

(¥ Inicializamos el contador del tiempo para saber cuanto
tiempo tarda el programa en ejecutarse. x)

tl = TimeUsed[];

(¥ Creamos la malla con la que vamos a trabajar. *)

NN = 256; (*x Tomamos este valor como nimero de divisiones de la
malla. *)

At = 5 x 10°-6; (* Elegimos este valor para cada paso en el
tiempo. *)

L = 2 Pi; (* Definimos el espacio en el intervalo [-Pi,Pi]. x)
Ax = L / NN; (* Definimos este valor como incremento de x. *)

(* Tomamos las siguientes condiciones iniciales %)

cl = 2572; (* Velocidad de la primera onda. x*)

c2 = 1672; (* Velocidad de la segunda onda. x*)

x1 = -2; (* Posicién inicial de la primera onda *)

x2 = -1;(* Posicién inicial de la segunda onda *)

(¥ Suma de dos soluciones exactas de la ecuacién de
Korteweg-de Vries. x)

u0[x_] :=3 * c1 * (Sech[Sqrt[cl] / 2 * (x - x1)])"2 +

3 *x c2 * (Sech[Sqrt[c2] / 2 * (x - x2)]1)"2;

(* Definimos cada x en la que vamos a trabajar. *)

x = Tablel[i, {i, -NN / 2, NN / 2 - 1}] * (L / NN);

(* Definimos valores que posteriormente necesitaremos para
resolver la EDP usando el método de la transformada rapida de
Fourier y las EDOs mediante el método de Runge Kutta de cuatro
etapas. x*)

u = u0[x];

(* Hacemos uso de la Transformada rdpida de Fourier. *)

v = Fourier[u,FourierParameters — {1, -1}1;
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k = Join[Table[i, {i, O, NN / 2 - 1}], {0},

Table[i, {i, -NN / 2 + 1, -1}11;

ik3 = I * k~3;

tmax = 0.006;

(* Definimos el valor nplt= 10 que nos indica la cantidad de
subdivisiones de la malla. *)

nplt = 10;

(¥ Iteraciones necesarias para alcanzar el valor tmax. x*)
nmax = Round[tmax / At];

udata = {u};

tdata = {0};

(* Resolvemos la EDP mediante el método de la transformada
rapida de Fourier y las EDOs a través del método Runge Kutta de
orden cuatro. *)

For[n = 1, n <= nmax, n ++, t = n * At; g = -I x At * k / 2;
E1 = Exp[At * ik3 /2]1;

E2 = E172;

a = g *Fourier[Re[InverseFourier[v,

FourierParameters — {1, -1}]]1"2, FourierParameters — {1, -1}];
b = g *Fourier[Re[InverseFourier[El * (v + a / 2),
FourierParameters — {1,-1}]]1"2, FourierParameters — {1, -1}1;
¢ = g *Fourier[Re[InverseFourier[El * v + b / 2,
FourierParameters — {1, -1}]]1"2, FourierParameters — {1, -1}];
d = g *Fourier [Re[InverseFourier[E2 * v + E1 * c,
FourierParameters — {1, -1}]]1"2, FourierParameters — {1, -1}];
v = E2 * v + (E2 * a + 2 x E1l *x (b + c) + d) / 6;

If [Mod[n, nplt] == 0, u = Re[InverseFourier[v,
FourierParameters — {1, -1}]]; udata = Append[udata, ul;

tdata = Append[tdata, t]];]

(* Representacién en 3D. *)

Data3D = Table[{Ax * j - Pi, 0, udatal[1, jI11}, {j, 1, NN}I;
Do[Data3D = Join[Data3D, Table[{Ax * j - Pi,

At * k * nplt, udatallk, jI11}, {j, 1, NN}1],

{k, 1,Lenght[udatal}];

ListPlot3D[Data3D,PlotRange — All,Mesh — {0, 40},

AxesLabel — {" Espacio - x"," Tiempo - t"," KdV - u"}]

(¥ Volvemos a hacer uso del contador de tiempo. *)

t2 = TimeUsed[];

(* Realizamos la diferencia de los valores obtenidos mediante
los contadores de tiempo para saber el tiempo de ejecucién del
programa. *)

t2-t1



Apéndice B

Pares de Lax aplicados a la
ecuacion KdV en
Mathematica en formato
operador y matricial

B.1 Pares de Lax en formato operador

En este segundo apéndice se adjuntan tres algoritmos desarrollados en Ma-
thematica que realizan la deduccién de la ecuacion KdV

Up + Uy + Uggy = 0,  u = u(z,t). (1.3)

como condicion de compatibilidad a través de diferentes operadores que
constituyen el denominado par de Lax.

En el primer programa que se desarrolla en Mathematica se hace uso del
siguiente par de Lax aplicado a la ecuacion KdV.

6 02

L=-—°>2% _
€ 0z2

u, u=u(x,t), (2.37)

03 0 0
M=—-4— —cu—— E—u,
Ox3 or 20z
mientras que en el segundo programa desarrollado en Mathematica el par
de Lax considerado es

u=u(x,t), (2.38)

62
=55t %u u = u(z,1) (2.42)

asociado al mismo operador M del programa anterior la ecuacién (2.38).
El programa en Mathematica desarrollado para el par de Lax constituido
por los operadores (2.37) y (2.38) es el siguiente.

93
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(¥ Introducimos los operadores L y M. *)

opL[x_, t_1 := -6 / ¢ *(D[#, {x, 2}]) - ulx, t] # &

opM[x_, t_] :=

(-4D[#, {x, 3}] - ¢ *ulx, t] D[#, x] -

(1 / 2 *exD[ulx, t], x]) #) &

(* Realizamos la composicién de operadores,es decir, calculamos
LM y ML. %)

LM :=ExpandAll [Composition[opL[x, t], opM[x, tll[le¢lx, tl]]

ML :=ExpandAll[Composition[opM[x, t], opL[x, tlll¢lx, tI]]

(* Posteriormente calculamos el valor del conmutador. *)
Conmutador :=Simplify[LM-ML]

Conmutador

(* Finalmente comprobamos que se verifica la condicién de
compatibilidad, que se trata de la deniminada ecuacién de Lax,
L+ [L,M]=0. %)

PrimeraderivadaopLt := D[opL[x, tl, tll¢lx, tl]
PrimeraderivadaopLt
Condicidéncompatibilidad := PrimeraderivadaopLt + Conmutador

Condicidéncompatibilidad

(* Vemos que obtenemos la ecuacién de Korteweg-de Vries
cambiada de signo por lo que negamos el valor de la condicién
de compatibilidad y obtenemos el resultado deseado. *)
Resultado := FullSimplify[-(Condiciéncompatibilidad)]== 0
Resultado

Y el segundo es:

(¥ Introducimos los operadores L y M. *)

opL[x_, t_1 := (D[#, {x, 2}]) + ¢ / 6 ulx, t] # &

opM[x_, t_] :=

(-4D([#, {x, 3}] - ¢ *ulx, t] D[#, x] -

(1 / 2 *exD[ulx, tl, x]1) #) &

(* Realizamos la composicién de operadores, es decir,
calculamos LM y ML. *)

LM :=ExpandAll [Composition[opL[x, t], opM[x, tlll¢lx, tl]]
ML :=ExpandAll[Composition[opM[x, t], opL[x, tlll¢lx, tI1]]
(* Posteriormente calculamos el valor del conmutador. *)
Conmutador :=Simplify[LM-ML]

Conmutador

(* Finalmente comprobamos que se verifica la condicién de
compatibilidad, que se trata de la deniminada ecuacién de Lax,
L+ [L,M]=0. %)

PrimeraderivadaopLt := D[opL[x, tl, tll¢lx, tl]
PrimeraderivadaopLt
Condiciéncompatibilidad := PrimeraderivadaopLt + Conmutador

Condicidéncompatibilidad

(¥ Vemos que en este caso a diferencia que en el programa anterior
obtenemos la ecuacién de Korteweg-de Vries multiplicada por una
constante. Pero como la condicién de compatibilidad estd igualada
a cero, el valor de la constante no influye y obtenemos al igual
que en el programa anterior la ecuacién KdV Ut + EUUE + Ugze = 0. *)
Resultado := FullSimplify[-(Condiciéncompatibilidad)]== 0
Resultado

En los dos casos tras aplicar la técnica del par de Lax se obtiene como
resultado de la condicién de compatibilidad la ecuacién KdV (1.3).
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Cabe destacar que si sustituimos el valor de ¢ en los operadores (2.37) y
(2.38) por 1 y —6 se obtienen los resultados de los casos 2.3.1 y 2.3.2.
Finalmente, se anade un programa en Mathematica donde se implementa el
caso 2.3.3 explicado en el Capitulo 2.

(* Introducimos los operadores L y M. *)
opL[x_,t_1:=(D[#,{x,2}]-ulx,tl#) &
opM[x_,t_]:=(a*D[#,{x,3}])-Blx,t]*xD[#,x]-Clx,t]l#)&

(¥ Realizamos la composicién de operadores,es decir,

calculamos LM y ML.=*)

LM:=ExpandAll [Composition[opL[x,t],opM[x,t]][¢[x,t]]]

ML:=ExpandAll [Composition[opM[x,t],opL[x,t]1][¢[x,t]1]]

(* Posteriormente calculamos el valor del conmutador.*)

Conmutador :=Simplify [LM-ML]

Conmutador

(* Una vez llegado a este punto queremos que el conmutador sea un
operador multiplicativo, es decir, se deben anular los coeficientes
que acompafilan a los términos de tipo operador, por lo que tras

exigir dicha condicién procedemos a hallar los valores de B y C. x*)
ecuaciénl[x_,t_J:=3*ax(D[ulx,t],x])-2«D[B[x,t],x]
ecuacién2[x_,t_J:=3*xax(D[ulx,t],{x,2}])-D[B[x,t],{x,2}]1-2*%D[C[x,t],x]
ecuacién3[x_,t_]l:=Integrate[ecuaciénl[x,t],x]
ecuaciénd[x_,t_]l:=Integratel[ecuacién2[x,t],x]
soluciénl[x_,t_]:=Solve[{ecuaciénl[x,t]==0 &&
ecuacioén3[x,t]==0,ecuaciénd[x,t]==0},{B[x,t],D[B[x,t],x],Clx,t]}]
soluciéni[x,t]

(* A continuacién, sustituimos los valores de B y C en el conmutador. *)
conmutadorversiénl:=ReplaceAll [B[x,t]— 3/2 a*ulx,t]][Conmutador]
conmutadorversién2:=

ReplaceAll[D[B[x,t]]— 3/2 a D[ulx,t],x][conmutadorversiéni]
conmutadorversién3d:=

ReplaceAll [C[x,t]— 3/4 a*D[ulx,t],x][conmutadorversién2]
conmutadorversiénéd:=

ReplaceAll [D[C[x,t],x]— 3/4axD[ulx,t],{x,2}] [conmutadorversidn3]
conmutadorversiénb:=

ReplaceAll [D[C[x,t],{x,2}]1— 3/4 a*D[ulx,t],{x,3}][conmutadorversion4]
Finalconmutador:=

ReplaceAll [D[B[x,t],{x,2}]— 3/2 a*xD[ulx,t],{x,2}] [conmutadorversién5]
Finalconmutador

(*# Finalmente comprobamos que se verifica la condicién de
compatibilidad, es decir, la denominada ecuacién de Lax L;+ [L,M]=0.%)
PrimeraderivadaopLt:=D[opL[x,t],t][¢[x,t]]

PrimeraderivadaopLt

Condiciéncompatibilidad:= PrimeraderivadaopLt+Finalconmutador
Condiciéncompatibilidad

(* Vemos que obtenemos la ecuacién Korteweg-de Vries como condicién
de compatibilidad cambiada de signo, por lo que negamos el valor de
la condicién de compatibilidad y obtenemos el resultado deseado. *)
Resultado:= FullSimplify[-(Condidiciéncompatibilidad)]==

Resultado
(¥ Vemos que el resultado viene dado en funcién de «, por lo que
sustituimos a=-4 y obtenemos la ecuacién KdV donde €= —6. * )

Resultadodefinitvo:=FullSimplify[ReplaceAll [a——4][Resultado]]
Resultadodefinitivo
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B.2 Par de Lax en formato matricial

En este apartado se adjunta un programa desarrollado en Mathematica en
el que se trabaja con el par de Lax en formato matricial. Es decir, en este
caso en lugar de los operadores L y M que constituian el denominado par
de Lax, tenemos las dos matrices X y T'.

El procedimiento a seguir es el mismo y da como resultado la ecuacién
KdV wu 4 euug + uggr = 0 (1.3), con la que se ha trabajado a lo largo de la
memoria.

El programa es el siguiente:

(* En primer lugar escribimos las matrices X y T. %)

X[x_,t_J:= {{0,1},{A- e/6% ulx,t],0}}

Tlx_,t_1:= {{(e/6 * D[ulx,t],x]1)-4X- /3 * ulx,tl},

{-4X"2+ (A*e)/3 * ulx,t]+(e"2/18)*% ul[x,t]"2 +

€/6* D[ulx,t],{x,2}],-¢/6*% D[ulx,t],x]}}

MatrixForm[X[x,t]]

MatrixForm [T [x,t]]

(¥ A continuacién, calculamos el valor del producto de matrices

XT y TX. *)
XT:= FullSimplify[Dot[X[x,t],T[x,t]]]
TX:= FullSimplify[Dot[T[x,t],X[x,t]]]

(* Una vez hallados los valores de XT y TX procedemos a realizar
la diferencia entre dichas matrices, lo que en el caso de los
operadores L y M hemos llamado conmutador. En este caso se
denomina conmutador matricial y viene dado por [X,T]= XT-TX. *)
Conmutador :=Fullsimplify [XT-TX]

MatrixForm[Conmutador]

(¥ Tras hallar el valor del conmutador matricial procedemos a
verificar si se cumple la condicién de compatibilidad que viene
dada por D:X — D,T+[X,T]=0. Para ello en primer lugar
calcularemos el valor de las derivadas y posteriormente la
condicién de compatibilidad. x*)

Derivadal:= D[X[x,t],t]

MatrixForm[Derivadall

Derivada2:= D[T[x,t],x]

MatrixForm[DerivadaZ2]
Condiciéncompatibilidad:=FullSimplify[Derivadal -Derivada2+Conmutador]
MatrixForm[Condicidéncompatibilidad]

(* Vemos que en la condicién de compatibilidad la expresién no
nula es la ecuacién KdV multiplicada por una constante. Igualamos
dicha expresiémn a cero tal y como indica la propia condicién de
compatibilidad y vemos que efectivamente se obtiene la ecuacién
KdV. Que era justo el resultado deseado. *)

Matrizceros:= {{0,0},{0,0}}
Verificacién=Condicidéncompatibilidad== Matrizceros



Apéndice C

Demostraciones

C.1 Demostracion de la Propiedad de proporciona-
lidad

En el Capitulo 3 al final del primer apartado con la deduccién de una solucién
exacta de la ecuacion KdV a partir de los pares de Lax, vimos que una vez
obtenida dicha solucién se observaba una propiedad interesante que era

0| e
=+i/c -2 0 —
k=+ \[/2 _ e 2 — ¢ Cx()' (323)

7z
2¢72 *0

(z)’k:—i\/E/Q

La ecuacién (3.23), muestra que en realidad estas dos funciones dependientes
de x y t son proporcionales la una a la otra.
A continuacién, realizamos la demostracién de dicha propiedad.

Demostracion. La funcién ¢ de la solucién simultanea obtenida es

O = (zk - \f tanh(f(x — 1z — ct)))ei(kx+4k3t). (3.21)

kx+4k3t)

Se puede apreciar que el factor el es una parte de la tangente

hiperbdlica si k = +i/c/2, es decir,

¢‘k:ﬁ:z‘\/6/2 - (i' 2

= ( \f - \f tanh(éé(x —a— ct)>)e(¢2°wi“fct) -
\f (?1 - tanh<‘2/<x — 0 — ct)))ejF 2 (@=ct)
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Sea

(1 - tanh(%(m o — Ct)>>e¢;(x_ct) : (C.3)

Haciendo uso de la definicién de la tangente hiperbdlica

Ve Ve
X (z—zp—ct) _ ,—%(z—wo—ct)
tanh(xf(x —xy— ct)> - ¢’

6%(9371076” + 67§(x7xofct)’

obtenemos para el numerador

(—1 — tanh(f(m — 1z — ct)))eéz(md)

Ve Ve
7e—§(m—ct) B e5 (w—zo—ct) _ =5 (z—mo—ct) 6—§(m—ct) _
e%(xfxofct) _i_ef%(xfxofct)

\/E( 9 egaj,%%,c‘”’f t7§x+cs2/2t _ 67§m+§x0+632/2 t7§m+632/2t
= —6_7 Tr—ct) _ =
e%(w—zo—ct) +e—§(z—ro—ct)

NG

VE (z—ct) e w0 _ omVertFaote/ 2t
= ¢ g (@—et)
6% (z—z0—ct) + e—g(z—xo—ct)

Ponemos denominador comun y simplificamos, trabajando solo con el nu-
merador de esta fraccion:

Ve

— —e_T(x_Ct) (eg(m—xo—ct)ﬂ_e—%

(:r—ro—ct)>_<e—§mg o e—\/5$+§:r0+c3/2t) —

3/2 3/2 3/2 3/2

2 7ty

e

—e 2 %0 +e” cm+§a}o+03/2t —
— _67%:1:0 — e cx+c3/2t+§:po

_ e*§$0 + e*\ﬁIJr%IoJng/zt — _26*§$0_
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De esta forma hemos hallado el valor del numerador de la expresién (C.3).
Repetimos el mismo proceso para el caso del denominador.

<1 - tanh(\ga(a: —x0 — ct)))eéz(z_d) =

Ve Ve
- X (z—zp—ct) _ ,—%(z—wo—ct) -
_ [e‘g(m—ct) - (6 2 0 e 2 0 >62(x—ct)] _

6§(I—xo—ct) _i_e—%(x—xo—ct)
3/2 3/2 3/2 3/2
= —e 2 — =
6%(273707015) +67§(:v7:rofct)

% (z—z0—Cct) +e % (z—z0—ct)

Ve, 3/2 Ve
e

Nuevamente poniendo denominador comun y simplificando de nuevo solo el
numerador de esta ultima fraccién obtenemos:

_ e%(x—ct) (e%(x—xo—ct) + e—%(a}—xo—ct)) o (e\/E —§xo—c3/2t _ €§IO> _

§17032/2t+\/2 N 03/2 \/E:x 03/2t7ﬁx+£1’ +03/2

=e FETTG T gl g T gty ot Tty
_6—§mo—c3/2t + 6%% _
— pVer—c2t—faq + e %m0 _ pv/er—Sao—c¥/t + e %0 — 9p% w0,
Finalmente sustituyendo las dos expresiones en (C.3) queda probado que:
¢) — ¥l
k=+iye/2 _ —2e” 270 _
+’L\/E/ — "G = —¢ Cxo' (323)
qb) 2¢72 0
k=—iy/c/2

Lo cual pone de manifiesto que las dos funciones son dependientes de = y
t, es decir, las ecuaciones (C.1) y (C.2) son proporcionales la una a la otra.
De esta forma hemos obtenido la ecuacién (3.23) como se deseaba.

O

C.2 Demostracion del Lema 3.2.1 y Proposiciones
3.2.2y 3.2.3

Lema 3.2.1. Para cada (z,t) € R?, el conjunto A de funciones f(z,t,k) de
variable compleja k de la forma

Fla,t, k) = (k)N Fy + (k)N " Fy_y + oo 4 (ik) Fy + Fp)elFo+48°0
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es un espacio vectorial de dimension N + 1 sobre C. Dado un conjunto de
numeros 0 < kK1 < kg < ... < KN—1 < KN Y Cn > 0, paran =1,....N, el
conjunto de elementos de A que satisfacen las condiciones homogéneas de
(3.25) forman un subespacio lineal Ao. Ademds,

dzm(Ag) =1 s

para todo (x,t) € R%. En particular, esto significa que si f € Ao se normaliza
asumiendo que Fry = 1, entonces esta determinado de manera unica, y que
si f € Ao satisface que Fy = 0, entonces f(x,t,k) = 0.

Ideas de la demostracion. Es obvio que A se trata de un espacio vectorial
complejo de dimensiéon N + 1 (los coeficientes F,, pueden ser considerados
como coordenadas). Ahora como las condiciones de (3.25) son lineales y
homogéneas en los coeficientes F;,, estéd claro que Ag es un subespacio lineal
de A. Si estas N condiciones son independientes, cada una de ellas reduce
la dimensién en una unidad, de forma que obtenemos que dim(Ag) = 1. En
definitiva, el hecho de que las condiciones sean efectivamente independientes
para todo (z,t) € R? equivale a decir que el determinante no es cero para
todo (z,t) € R2. O

Asi, por el momento entendemos que ésta funcién ¢(x, t, k) definida en (3.24)
y (3.25) estd bien definida, y entonces también lo estdn los coeficientes
Ag, A1, ..., AN_1, que son funciones de (z,t) € R%2. Ahora mostraremos que
estas funciones satisfacen algunas ecuaciones diferenciales lineales.

Proposicién 3.2.2. La funcion ¢(z,t, k) satisface el operador L del par
de Lax (3.1)

6
Lo = ——¢ox — ugp = AP,
donde A = gkz y donde la funcion potencial viene dada por

_1204n-,

e (3.26)

u(z,t) =

Demostracion. Consideremos la funcién w(z,t, k) definida por
w = Lo — Ao,

donde por el momento consideraremos el valor del potencial u(z,t) como
arbitrario. La funcién w(z,t, k) es, para cada (z,t) € R?, un elemento del
espacio Ag. Por lo tanto, calculamos el valor de w, pero para ello haremos
uso de la segunda derivada con respecto de la variable espacial x de ¢.

Por lo tanto, escribimos:

¢ = (k)Y + An-1 (k)N 4 Aya(iR)V 7 4 Au(ik) + Ag)e!Be 0,
(C.4)
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br = (AN_12(iR) N1 4 Ay o2 (ik)N "2 4 .+ Ag )l Bt 4E70 4

+ (k) ((ik)N + An—1(k)N 1+ An_a(ik)V 72 + .+ Ag)el ket Ak,
(C.5)

Gre = (AN_1.20((E)N ™1 4 AN 000 (ik)N 72 4 ... 4 Ag gy ) R0 4
F (AN_12 (k)N Ao (iR)N 72 4+ .+ Ag ) (ik)e R4k
+ (An-1,2 (RN + An o a(iR)N 72 + .+ Ag ) (ik)ei bt 8 4
+ (i)Y + An_1 (RN + Ay _o(ik)N "2 + .+ Ag)(ik)2e Bt ak?t) —
= (AN-1.00(IR)N ™" + AN 220 (k)N 72 + .+ Agag)e BT 4
+ 2ik(An 12 (k)N 4+ Ay oo (ik)N 72 4 L Ag,)elR AR 4

— K2((ik)N + An_1(ik) VT An_a (k)N T 4 4 Ag)elhet iy,
(C.6)

Nota. Para abreviar la notaciéon hemos escrito la funcién ¢ y los coeficientes
An_1,AN_2, ..., Ag obviando que son dependientes de las variables espacial
y temporal x y t. De la misma forma cabe destacar que en el caso de la
funcién ¢ se ha omitido que es dependiente de la variable k.

Por lo tanto, el valor de w es:

P P

= (AN R+ AN (RN 2 4 ot Ag )i+

12 4
_ 7Zk(AN 11,(“{)) —|— AN_Q,x(Z-k')N72 4.+ AO,Z‘)el(kx+4k3t)+

+ §k2((ik) + AN (RN b AN o (i) N2 4 L+ Ag)et (ke tak®n) 4
— w((ik)N + An_1 (RN + Ay o (ik)N 2 4 4 Ag)el Bt Akt
— MY + An 1 (BN + An_o(ik)N 2 4+ 4 Ag)elhatak®t),

6
Sustituyendo A = —k? el valor de w queda:
€

12 ‘
_72k(AN 1 x('Lk) 1y AN,Q,I(Ug)N*2 4o+ Aojx)ez(kx+4k3t)_’_

—u((ik)N + An_1 (k)N + Ay (ik)N 2 4 4 Ag)elthetak®n),

A continuacién, reescribimos esta expresion como:

w = (Wx(ik)N + Wi_1 (k)N + Wy _a(ik)N "2 4 ... + Wy )elhet4k°t),
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donde

12 6 12

Wy = _?AN—L:D —u, Wn_1= _EAN—I,;UI — —ANn_2; —UuAN_1,

€
y asi sucesivamente se hallan el resto de valores de los coeficientes W; para
todo i € [0, N — 2]. Esto nos muestra inmediatamente que w es un ele-
mento del espacio de vectores A. Para ver si pertenece al subespacio Ag,
solo queda comprobar si w(z,t, k) satisface las relaciones homogéneas de
(3.25). Pero este hecho se deduce de que ¢(z,t, k) satisface las relaciones
para todo (z,t) € R?, y que las condiciones homogéneas de (3.25) que afslan
el subespacio Ag de A son todos independientes de x y t.

Ahora, observamos que si el potencial u no es arbitrario, sino que se conside-

ra relacionado con el coeficiente An_1 mediante v = ——Axn_1 4, entonces

Wy =0, para todo x y ¢, y en consecuencia (debido a qse el subespacio Ag
es unidimensional, y por lo tanto todos los elementos son proporcionales a
¢(x,t, k) por un factor que es funcién de x y t) w(z,t, k) = 0.
De esta forma la demostraciéon queda completada.

O

Cabe destacar que gracias a esta proposicion se aprecia que Wy_1 = 0, o
en otras palabras,

6 12
0= _*ANfl,xm - 7AN72,:): —uAN_1 =
€ €
6 12 12
=——AN-122 — —AN-22 + —AN_12AN—1, (C.7)
€ € €
que para € # 0 es
’6AN—17aca; + 12AN—2,x — 12AN_1755AN_1 = 0. ‘ (C8)

Proposicién 3.2.3. La funcién ¢(z,t, k) satisface el operador M del par
de Laz (3.1)

61 = M = ~A6.z — Suds — Uz,

donde de nuevo la funcién potencial u(z,t) viene dada por

1204y

u(z,t) = PR

(3.26)

Demostracion. Consideramos z(x,t, k) definida como
2= ¢y — Mo¢.

Y al igual que en la demostracién de la Proposicion 3.2.2, z(z, ¢, k) satisface
las mismas relaciones homogéneas de (3.25) que satisfacia ¢(z,t, k).
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A continuacién hallaremos el valor de z, pero para ello antes escribiremos
los valores de ¢ y su correspondiente derivada parcial respecto de la variable
temporal t:

b= (k)N + An_1(ik)N "1 + An_o(ik)N "2 + .. + Ay (ik) + Ag)elFe+4k0)
(C.4)
bt = (AN—10(ik) N+ An_o(iR) V72 o Ay (ik) + Agg)el Rt R0 4

4k ((ik)N 4+ An_1(ik)N " + An_o(ik)N "2 + ..+ A1 (ik) + Ag)elFe 4k,
(C.9)

mientras que la primera y segunda derivada parcial con respecto de = estan

dadas en las ecuaciones (C.5) y (C.6), la derivada tercera viene dada por:

brae = (AN—-1.000((K)V ™1+ AN 2200 (ik) V72 + .+ Ag g ) FeHE0 4
k(AN 10008V ™Y + AN_.00 (k)N "2+ o+ Aggp)eiEmt4°0 4
+ 26k (AN 120 (i8)N 7+ AN—2.00 (6)N 72 + oo+ Ag ag)eiETHE 4
+ 2(ik)*(AN—12(ik)N 1 + AN 2. ()N 2+ L+ Ao’m)ei(kx“"lkgt)-k
—kz(AN_Lx(ik)N_l _i_AN_QJ(Z-k)N—Q_’_m+A07$)ei(kx+4k3t)+
_k2(ik)<(ik)N+AN_l(ik)Nfl+AN_2(Z-]€)N72+.._+A0)ei(kx+4k3t) _
= (AN 1222 (1F) Y+ AN 9 00e (iB)N 72 4+ A07$x$)ei(kx+4k3t)+
30k (AN—1,20 (TF)N 7+ AN—200 ()N 72 4 o A )l ETHR
— 3k (AN 12 (k)N Ay o, (k)N 72 4 L+ Ag )t Bt 4

— K2(ik) (k)N + An_1 (i) 4+ Ay (k)N T2 4 L 4 Ag)eilhr )
(C.10)

Por lo tanto el valor de z es:
z2=¢t— Mo = ¢t + 4dzaa + €udz + %umqﬁ:

= (AN—1, (k)N An_gp(ik)N 72 4 L+ Agy)elketako0
+ ik (i)Y + An_1(ik)V 7+ Ay o(ik)V 72 4 4 Ag)eitketak®n)
+ (AN 1000 (1B) V7 + AN_2 000 (1B)V 72 + L+ Ag ) ET TR 1
+ 120k (AN—122(i0) Y+ AN o e (k)Y 2+ + Ao’zx)ei(kx+4k3t)+
— 12k2(AN_1’$(ik)N_1 + AN_Z:E(H{)N—Z bt Ao’m)ei(ka:+4k3t)+
_ 4k2(ik)((ik)N + AN_1<,L-k,)N—1 + AN_Q(ik)N_z bt Ao)ei(kx+4k3t)+
+ eu(AN—1,0 ()N 4 AN (k)N 72 4 Ag g )el et |
+ ikeu((ik)N + An_1 (k)N L+ Ay _o(ik)N 2 4 . +A0)ei(kx+4k3t)

+ gux((z’k)N + AnC1 (k)N T Ay a (k)N T2 4 L Ag)el e AR =
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= (An_10 )N+ Aoy (ik)N 72 + .+ Ag)el ket 4k°0
+ 4(AN_1 222 (iE) N+ AN 2 20e (IB)N 72 4+ Ao’zm)ei(k””+4k3t)+
F12(ik) (AN 1,00 (6)N " 4+ An_200(ik)N 72 4 .+ Ag gp)elFo 470 4
+12(ik)2 (AN 1,2 (k)Y 4+ Ay oo (ik)V 72 4 4 Ag ) eibot 4k
t ew(An_12(ik) N+ An_g4 (k)N "2 4 . 4 Agp)el Rt
+eu(ik) (k)N + An_1(ik)N T+ Ay _o(ik)N 72 4 L+ Ag)elFatak)
+ %um((ik)N + AN RN 4 Anoo (iR 2 4+ Ao)ei(kx+4k3t) _
= (Zn+1 k)N + Zn ()N + .+ Zo)ei(kx+4k3t)’
donde,
ZNt1 = 12AN_1 ; +€u, IN =12AN 140 +12AN 2, +cuAN_1+ %u%

y asi sucesivamente hallamos los valores de los coeficientes Z; para todo
i € [0, N —1]. Ahora si especificamos que u sea u = ——Ay_ 5, entonces

Zn+1 = 0. Una vez llegado a este punto, hemos probado que z es para cada
(x,t) € R? un elemento del espacio lineal unidimensional Ag. Si podemos
establecer que Zy = 0 también, entonces habremos probado que z(x,t, k) =

0. Pero, cabe destacar que el hecho de que Zy = 0 viene de (C.7) con

12 .
u=——AN_14, es decir,
€

12 € 12
ZN =12AN_1 40 + 12AN 2, + € <_€AN—17J;>AN—1 t3 <_€AN—1,CC:C>
= 12AN—1,:U;B + 12AN—2,$ - 1214N—1,$A’4N—1 - 6AN—1,a:a: =
=6AN_14z +12AN_2, — 12AN_1 . AN—1

que por (C.8) es cero, entonces

’ N = 6AN—173737 + 12AN72,:1: — 12AN,171AN,1 =0. ‘ (C.ll)

De esta forma la demostraciéon queda completada. ]
Por supuesto, las dos ecuaciones lineales que satisface ¢(z,t, k) no son otras
que el par de Lax para la ecuacion u; + euty, + tgqze = 0, la ecuacion (1.3),
donde v = ——ANn_1 4.

Y como hemog creado una solucién simultanea ¢(z,t, k) a través del par de
Lax de la ecuacién KdV (1.3), para esta u, es necesario que u = ——An_1 4

satisfaga la ecuacién (1.3). Entonces, hemos probado el Corolario 3.2.4 del
Capitulo 3.
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