eman ta zabal zazu
ZTF-FCT
o83 “} Zientzia eta Teknologia Fakultatea
.....

Facultad de Ciencia y Tecnologia

Universidad  Euskal Herriko '?;‘;-...
del Pais Vasco  Unibertsitatea oo’

El problema de los tres cuerpos

Trabajo Fin de Grado
Grado en Matematicas

lker Garcia Ribote

Trabajo dirigido por
Virginia Muto Foresi

Leioa, 20 de noviembre de 2017






Indice general

Introduccion

1. Problema de los dos cuerpos
1.1. Introduccién. . . . . . . . . . . ...
1.2. Propiedades generales de las soluciones de las EDOs . . . . .
1.3. Mecédnica de Newton . . . . . .. ... ... ... .......
1.4. Mecéanica de Hamilton-Jacobi . . . . .. ... ... ......
1.5. Solucién analitica al problema de los dos cuerpos . . . . . . .
1.6. Solucién numérica. . . . . . . . . ...

2. Problema de los tres cuerpos
2.1. Introduccién. . . . . . . . . .. ...
2.2. Un breve camino por la historia . . . . . . . ... .. ... ..
2.2.1. De Newton a Poincaré . . . . ... ... ... .....
2.2.2. De Poincaré a la actualidad . . . . ... .. ... ...
2.3. Formulacién del problema de los tres cuerpos . . . . . .. ..
2.3.1. Mecéanica Newtoniana . . . ... .. ... ... ....
2.3.2. Integrales del movimiento . . . . . . ... .. ... ..
2.3.3. Mecanica Hamiltoniana . . . .. ... ... ......
2.4. Soluciones de Euler y Lagrange . . . . . .. ... ... .. ..
2.4.1. Soluciones triangulares . . . . . . .. ... ... ... .
2.4.2. Soluciones colineales . . . . . .. .. ... .. .....
2.5. Sistema Binario. Simulacién numérica . . . . . . ... . ...
2.5.1. Planteamiento de las ecuaciones . . . ... ... ...
2.5.2. Simulaciones numéricas . . . . . . . .. ... ... ..
2.6. Conclusiones . . . . . . . . . ...

A. Método de Euler
A.1. Descripcion del método . . . . . . ...
A.2. Implementacion del método en Mathematica . . . . . . . . ..

B. Método de Runge-Kutta explicito
B.1. Descripcion del método . . . . . .. ..o
B.2. Implementacion del método en Mathematica . . . . . . . . . .

iii

_ =

\V)

20

25
25
26
26
27
29
29
30
31
32
34
36
37
37
39
42

43
43
44



C. Sistema binario

Bibliografia

v

51

53



Introduccion

El propésito de este trabajo es introducir al lector en un problema que surgié
de manera natural tras el descubrimiento de la famosa Ley de Gravitacion
Universal de Newton: El problema de los tres cuerpos. El objetivo princi-
pal del problema es encontrar las ecuaciones que definen la trayectoria de
tres cuerpos sometidos a atraccién gravitacional mutua dadas unas ciertas
posiciones y velocidades iniciales.

Desde que el ser humano alzé la vista por primera vez y contempld
las estrellas, un mar de dudas invadié su ser, la inmensidad del espacio y
nuestra necesidad de dar explicacion a lo que nos rodea son una combinacién
peligrosa. Asi pues, este problema ha llamado la atencién de los cientificos
durante mas de 300 afos.

Pese a los avances en la tecnologia y la capacidad computacional que
hemos logrado en pleno siglo XXI, sigue habiendo muchas dudas y muchos
casos sin resolver en torno a este problema. A dia de hoy se siguen realizando
estudios tanto analiticos como numéricos sobre este problema, sin embargo,
la complejidad que hay detras sigue siendo inexpugnable en ciertos casos. Por
ejemplo, en 2017, XiaoMing Li y ShiJun Liao en la Universidad Jiaotong de
Shanghai, determinaron con éxito 695 familias nuevas de 6rbitas peridédicas
bajo unas condiciones particulares utilizando el supercomputador TH-2" en
Guangzhou.

Cuando planteamos el problema surgen de manera inmediata las ecua-
ciones diferenciales, ya que queremos representar la variacién de la posicion.
Como matematicos, la complejidad de resolver ciertas ecuaciones diferen-
ciales es bien conocida, por esto, supone un reto que no podemos desoir.
Ademas, el hecho de explicar un fenémeno que se da en la naturaleza nos
influye directamente como cientificos, méas aun, la cantidad de casos en los
que se puede aplicar el problema es inmensa, todo esto hace que sea un
problema relevante y sustancioso cuanto menos.

“Es una supercomputadora desarrollada por la Universidad Nacional de Tecnologia de
Defensa de China (NUDT) y la empresa china Inspur. Estd ubicada en el Centro Nacional
de Supercomputacién en Guangzho (NSCC-GZ) Republica Popular China. Tiene un ren-
dimiento de 33.86 petaFLOPS (33.860.000.000.000.000 operaciones de coma flotante por
segundo), con un pico tedrico de 54.9 petaFLOPS que la convirtié en la supercomputadora
més rapida del mundo entre junio de 2013 y junio de 2016.
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El problema de los tres cuerpos se ha considerado en temas relacionados
con astronomia, vuelos espaciales, dindmica galactica, formacién estelar y
la determinacion de trayectorias para misiones de naves espaciales, tanto
aterrizajes roboticos y satélites como viajes tripulados.

Entre otros descubrimientos, se encuentra la idea de que un sistema
estelar binario pueda albergar planetas. Esta idea ha sido explorada con gran
detalle desde 1981 por Gonczi y Froeschle hasta 2014 por Cuntz, finalmente
verificada gracias a las observaciones realizadas por la Misién Kepler de la
NASA.

Recientemente, utilizando los datos de Kepler, mas de 700 candidatos a
exoplanetas™ obtuvieron el estatus de exoplanetas basdndose en un método
estadistico para identificar la probabilidad de candidatos falsos positivos en
la muestra. Esto presagia la necesidad de aplicar el problema de los tres
cuerpos ya que cada caso considerado incluye la posible interaccién de tres
masas. Se han realizado muchos otros descubrimientos detectando multiples
sistemas planetarios, incluyendo KOI-142, que es otro hallazgo de un par de
planetas basado en sus interacciones mutuas.

Las aplicaciones de vuelos espaciales implican la determinacién de las
trayectorias de las naves espaciales para las misiones de satélites y de espa-
cio de aterrizaje. Las misiones Apollo 8-10 de la NASA a la luna requirieron
soluciones numéricas precisas para el problema de los tres cuerpos. La NA-
SA también lanzé varias misiones de exploracion, siendo las mé&s notables
el Telescopio Espacial Hubble, el Observatorio de Rayos X CHANDRA, el
Telescopio Espacial SPITZER, el Telescopio Espacial Kepler y el préximo
Telescopio Espacial James Webb. Cada una de estas misiones implica dife-
rentes soluciones al problema de los tres cuerpos y todos, excepto Kepler,
orbitan la Tierra.

Las aplicaciones mas basicas del problema de los tres cuerpos involucran
satélites artificiales cominmente utilizados para fines militares y/o de co-
municacion. Estos satélites generalmente se consideran dentro del ambito de
un problema restringido de tres cuerpos. Un problema restringido de tres
cuerpos simplifica la soluciéon porque una de las masas es mucho menor que
las demads y tienen una influencia gravitacional insignificante.

Entre las posibles soluciones del problema de los tres cuerpos, la simpli-
ficacién impuesta en el problema restringido de tres cuerpos ha sido el més
practico, y por lo tanto muchos sistemas astrondémicos diferentes han sido
estudiados dentro de este marco. Entre otros, el sistema Tierra-Luna-Nave
espacial, Tierra-Sol-Luna, Sol-Jupiter-Asteroide.

Explorar el problema dentro de un entorno astronémico puede abarcar
una escala amplia, en este trabajo discutiremos sélo los casos mas bésicos.
Sin perder de vista el objetivo principal de este trabajo, es decir, dar las
herramientas necesarias para un primer contacto con el problema y dotar de

“*Planetas que se encuentran fuera del Sistema Solar.



Introduccion vii

los conocimientos necesarios para proseguir, si se desea, con un estudio més
profundo, se comenzard con el problema de los dos cuerpos. Para ello, se
realizard un estudio analitico y numérico. En la parte analitica se mostraran
varias formas de resolver el problema dando las ventajas y los inconvenien-
tes de cada una. Respecto a la parte numérica se mostraran los resultados
obtenidos mediante el uso de métodos numéricos. En los apéndices apare-
cerd de forma mas detalla tanto el método como el desarrollo de éste en
Mathematica.

Finalmente se estudiard el problema de los tres cuerpos. De manera
analoga al caso de dos cuerpos, se comenzard con un estudié analitico del
problema para acabar con unos resultados numéricos. Al comienzo de ambas
partes se introducird el problema desde un punto de vista histérico con
la intencién de adentrar al lector en el mismo entendiendo el porqué y la
evolucién de este a lo largo de la historia.

Cabe destacar que a lo largo del trabajo se mencionaran muchos libros y
articulos relacionados con el problema que quedaran registrados en la biblio-
grafia, sin embargo, con el fin de no mezclar estas obras de interés general
con el material empleado para el desarrollo de este trabajo, a continuacién
se citaran los libros utilizados.

Para el problema de los dos cuerpos se han utilizado: la pagina web de
la universidad [1], el libro Introduction to Hamiltonian Dynamical Systems
and the N-Body Problem [2], una seccién (Section 7.4) de un libro The Two-
Body Problem-Difference Equations to Differential Equations [3], asi como
apuntes recopilados durante la carrera, sobre todo para las aproximaciones
numéricas se han utilizado los apuntes de la asignatura Métodos II de tercero
que se obtienen principalmente del libro Numerical Methods for Ordinary
Differential Systems[4].

Para el problema de los tres cuerpos se han utilizado principalmente,
un trabajo llamado The three-body problem [5], el libro New Foundations of
Classical Mechanics [6], un articulo de una revista Estructuras simplécticas
en la fisica matemdtica [7] y datos numéricos recogidos en el trabajo New
Families of Solutions in N-Body Problems [8]. Para la parte de simulaciones
numéricas se ha utilizado un experimento llamado Un experimento numérico
sobre el problema de los tres cuerpos en Mat Lab 5.1 [9] con su posterior
traduccién al lenguaje de programacion Mathematica.






Capitulo 1

Problema de los dos cuerpos

1.1. Introduccién

Como caso particular del problema de los n-cuerpos nos encontramos en
primer lugar con el problema de los 2 cuerpos. Este caso nos ayudara a
comprender en qué consiste la resolucion de un problema de cuerpos bajo
atraccién gravitatoria para luego analizar problemas mas avanzados donde
el niimero de cuerpos es mayor.

Este, a diferencia de otros mas complejos si tendra solucion, siendo un
problema tradicional en la fisica tanto antigua como moderna. Surge de
manera natural cuando nos planteamos el movimiento de la tierra alrededor
del sol, de la luna alrededor de la tierra y otro tipo de movimientos similares.

Durante la historia se ha resuelto de muchas formas distintas, sin embar-
go, en este capitulo nos centraremos en dos métodos de resolucion analitica
distintos: compararemos como afronta el problema la mecdnica de Newton
frente a la mecanica de Hamilton-Jacobi.

En la actualidad, el mundo computacional es de gran relevancia tanto
en la fisica como en las matematicas y por tanto acabaremos este capitulo
adentrandonos en algunos métodos de resolucién numérica para este proble-
ma.

1.2. Propiedades generales de las soluciones de las
EDOs

En general, para todo problema de n-cuerpos, el objetivo principal es dar
las ecuaciones que definen la posicién de cada cuerpo a lo largo del tiem-
po, es decir, encontrar las ecuaciones x;(t). En consecuencia, al plantear el
problema nos encontraremos con unas ciertas ecuaciones diferenciales ordi-
narias, por esto, es conveniente repasar algunos conceptos bésicos sobre las
propiedades de las soluciones de las EDOs.
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Las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias que describen el
problema general de los tres cuerpos pueden ser representadas por curvas en
3D. En un caso especial, la solucién puede ser un tinico punto, conocido como
punto fijo o solucién de equilibrio. Normalmente, las érbitas periédicas estan
centradas en esos puntos, por ello se les denomina también puntos estables
o centros estables.

Desde un punto de vista matematico, se requiere que la solucién de la
EDO exista y que sea unica. La existencia de la solucién puede ser, o bien
global, cuando dicha solucidén estd definida para todo ¢, o bien local, cuando
sélo estd definida para un determinado intervalo de ¢. La unicidad de la
solucién implica que sélo hay una tnica solucién para cada punto.

La existencia y unicidad para EDOs dadas han sido establecidas por
teoremas matematicos. Sea la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
y'(z) = f(y(x),x), donde ¢y = dy/dx, y sea la condicién inicial y(x¢) = yo,
con x siendo el valor inicial para x € [zg—e¢, zo+€]. El teorema de existencia
de Picard establece que si f(y(z),x) es una funcién continua y Lipschitz en
x e y, entonces existe € > 0 tal que existe una solucién tnica para y(z) en
el intervalo [xg — €, ¢ + €.

Otra condicién es que el problema esté bien definido, esto significa que
la solucién tiene que ser continua con respecto al dato inicial.

1.3. Mecanica de Newton

La mecdnica newtoniana o también llamada mecénica vectorial estudia el
movimiento de particulas y sélidos en un espacio euclideo tridimensional.
La formulacién de la misma se hace en un sistema de referencia inercial
como los que aqui nos atanien. En este trabajo nos centraremos en la parte
dindmica que estudia los movimientos y las causas que lo producen, es decir,
las fuerzas y energias que influyen en el movimiento.

Supongamos que tenemos dos cuerpos a y b con masas my y ms y con

posiciones 1 y @3 respectivamente. Hay que tener en cuenta que estamos

3 . - - .

en R, es decir, 21 = (211,212, %13) ¥ 2 = (221, 22, x23). En adelante escri-
biremos x1 y x2 sin la flecha para simplificar la notacion.

Por la 22 ley de Newton tenemos que:

Fio(21,29) = myz! = mydy, (1.1)

nl " —
Foi(z1, x2) = maxhy = mados.,

donde F, 12 es la fuerza en mq debido a la interaccién con mo y ﬁgl es la fuerza
en mg debido a la interaccién con m;. (Notar que la derivada segunda de la
posicién es la aceleracion, es decir, usamos la 2% ley de Newton que nos dice
F=mad).
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Queremos determinar la trayectoria de a y b respectivamente, luego
queremos calcular z1(t) y z2(t) Vt dadas las posiciones iniciales z1(t = 0)
y x2(t = 0) y las velocidades iniciales v1(t = 0) = 2 (t = 0) y va(t = 0) =

/

Nos encontramos ante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
En este caso, trabajando con ambas expresiones podemos llegar a una solu-
cién:

Sumando las ecuaciones: (Movimiento del centro de masas)
Tenemos en cuenta que la posicién del centro de masas (baricentro) viene
dada por la expresién

mix1 + maxs

€T =
cm mi + me
Entonces,
ﬁ12 + ﬁ21 = mlx’{ + mgx’g’ = (m1 + mz):ch
Aplicando la 3% ley de Newton tenemos que Fio = —Fy luego, llegamos

a la conclusién de que:

xh = 0. (1.2)

cm

De aqui podemos deducir también la conservacion de la cantidad de movi-
miento de la siguiente manera:

/
&

2 =0 = =z

/ /
em m = Uem = Cte = mixy| + moxy = cte.

Restando las ecuaciones: (Movimiento del vector desplazamiento)

v o [ P2 Fn
o —af = ——-—|.
mq mo

Aplicando de nuevo la 3% ley de Newton (1*:"12 = —ﬁgl) llegamos a que:
1 1\ =
ZL’lll — I'IQI = < + ) Fyo.
ma meo

Despejando Fis llegamos a la expresion:

7

Fip = 4 1 (z] —3)

mima " "
— X7 —To).
<m1 +m2> (2 2)

mip M2
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Ahorasea r=x1 —Tay u = (mlm2> entonces podemos escribir:
mi + mg
Fio(r) = pr". (1.3)
Usando la definicién de 7y de x.,, tenemos que:
ma
zl(t) =Tem + Wr(t)a
o(t) = xem, — mr(zﬁ).

Cabe recalcar que son expresiones no explicitas para la solucién del pro-
blema segiin la mecénica de Newton. Es decir, obtenemos que tanto z1(t)
como z2(t) dependen de una variable que depende de ¢, el vector posicién
7(t).

Veamos un ejemplo préactico. Supongamos que nos encontramos en un
sistema solar formado por una unica estrella y un planeta que gira a su
alrededor describiendo una érbita circular. Gracias a una serie de mediciones
sabemos que la masa de esa estrella es del orden de 2 * 103%kg y la masa del
planeta es del orden de 6% 10%%kg. Por otro lado, sabemos que se encuentran
a una distancia r = 149, 6 millones de km. Efectivamente, las condiciones
de masa y distancia son muy parecidas a las de nuestro Sol y la Tierra pero
en este sistema solar solo hay dos cuerpos y ademas su érbita es circular
y no eliptica. A continuaciéon nos preguntamos como serd una ecuaciéon que
describa la posicién de la tierra para cada instante de tiempo t.

En primer lugar consideraremos tanto la estrella como el planeta como si
fueran objetos puntuales de masa mgo y m; respectivamente. Ademas z(t)
describira la posicién de la estrella para cada momento t y andlogamente
x1(t) para la tierra. Entonces, dada la solucién que hemos visto anterior-
mente, la ecuaciéon que describe la posicion de la tierra a lo largo del tiempo
es la siguiente.

ma
x1(t) = Tem +

——7r ().
mi + ms
Dado que la masa mg de la estrella es 3 * 10° veces mayor que la del
planeta mi, consideraremos que el centro de masas estd en la estrella, es
. o ’ . e m2 .
decir, Tep = T2, Ademas consideraremos también que - T ~ L. Luego,
tenemos que:

x1(t) = xo + ().

Ahora, colocando el origen de coordenadas en la estrella, y dado que no
se mueve tenemos que z2(t) = 0 Vt. En definitiva sélo tenemos que definir
el vector de posicién r(t).

En este caso, dado que el planeta sigue una trayectoria circular alrede-
dor del origen de coordenadas, expresamos el vector posicién en coordenadas
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polares como r(t) = (r cos(wt), r sin(wt)). En definitiva, tenemos que la ecua-
cién que define la posicion del planeta para cada instante de tiempo t, siendo
el origen de coordenadas la estrella viene dada por:

x1(t) = (149, 6 * 10° cos(wt), 149, 6 * 106 sin(wt)).

Figura 1.1: Orbita del planeta (azul) alrededor de la estrella (rojo).

Introducimos el factor de conversion w = 2% siendo T' el periodo, es

decir, el tiempo que tarda el planeta en dar una vuelta completa al sol, ya
que tanto el sin(f) como el cos(f) esperan un angulo como variable y no
el tiempo. De esta forma si por ejemplo medimos el tiempo en dias, y el
planeta que hemos tomado como ejemplo tarda 400 dias en dar una vuelta
completa, tendriamos que

z1(t) = (149,6 % 10% cos (£5t) , 149, 6 = 10%sin (Ft) ).

Es decir, si queremos saber su posicién al cabo de 100 dias tendriamos
que

l‘l(t) = (149,6 * ]_06 CcOS (g) , 149’ 6 * 106 sin (%))

1.4. Mecanica de Hamilton-Jacobi

En primer lugar cabe recalcar que los sistemas que se pueden estudiar bajo
la mecénica de Hamilton-Jacobi, conocida como teoria Hamiltoniana, son
sistemas conservativos, es decir, sistemas en los que se conserva la energia
total, o sea la energia total se mantiene constante en el tiempo.

Como ya adelanté Newton, el sistema solar es un sistema conservativo,
y como este va a ser el principal punto de representacién de este trabajo
podemos proceder de la siguiente manera.

Supongamos el caso especifico del sistema sol-tierra. En primer lugar da-
do que el sol supone el 99.8 % de la masa total del sistema solar, supongamos
que el objeto de mayor masa M (el sol) estd en un punto fijo del espacio con
masa M > m y con centro de masas en el interior de este.
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El cuerpo de menor masa m (la tierra) se movera bajo el campo gravi-
tatorio que produce el de mayor masa. Expresamos la energia cinética y la
energia potencial gravitatoria en coordenadas cartesianas:

Vaz 42
donde G es la constante gravitacional y su valor es aproximadamente

N m?2
kg% ’

6,67 % 10711

si medimos la fuerza en Newtons, la distancia en metros, y la masa en
kilogramos.

Consideramos el movimiento en el plano XY ya que tenemos un potencial
central y el vector momento angular’ se conserva ya que suponemos que
no hay fuerzas exteriores. Si denotamos por Z al eje del momento, como el
vector normal al plano de los movimientos esta representado por el momento
angular, el movimiento de m estard en el plano XY.

Dado el planteamiento del problema, por la simetria y la dependencia
del momento angular hacemos un cambio a coordenadas polares:

T =rcosb,
y =rsind.

“En la mecénica newtoniana, el momento angular de una particula o masa puntual
con respecto a un punto O del espacio se define como el momento de su cantidad de
movimiento p’ con respecto a ese punto. Normalmente se designa mediante el simbolo L.
Siendo 7 el vector que une el punto O con la posicién de la masa puntual, sera

L=7Xp=7Xxmi.

El vector L es perpendicular al plano que contiene 7y ¥, en la direccién indicada por la
regla del producto vectorial o regla de la mano derecha y su médulo o intensidad es

|| = m|##] sin(6) = [71]7 sin(6).

|w|:n1.:}..___ /
o] - f,_f'{

Figura 1.2: Vector momento angular I_:o.
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Derivando ambas variables respecto a la variable temporal:

_ Oz _Ozdr  Oxdf =cosf r' —rsinf ¢,

T Ot Ordt ' 90 dt
, Oy 8y@ Oy do

V=%t "ordt To0d
Luego, tenemos que:

33,

=sinf r' +rcosf ¢.

(@) + () = (") +r2(0). (1.4)

Asi nuestro sistema de energia cinética y potencial planteado antes se rees-
cribe como:

T= %m ((r)?+72(0")?),

v—_gMm

r

Siguiendo la teoria de la mecanica hamiltoniana, definimos ahora el Lagran-
giano del sistema:

L=T-V= %m ("2 +r2%(0)?) + G@.

Escribimos las ecuaciones lagrangianas del movimiento para representar
la dindmica del sistema. Segun el formalismo estandar las ecuaciones se es-

criben como:
d oLy oL _
dt \ 9q! dg;

donde ¢; y q;- representan posiciones y velocidades respectivamente.
Para llegar al Hamiltoniano H del sistema usamos la siguiente transfor-

H=> pq,—L.
A

Se definen los momentos para el sistema de dos cuerpos teniendo en

macion:

. . oL
cuenta que los momentos asociados a las variables son de la forma p; = 2%
4
Entonces, en nuestro caso los dos grados de libertad vienen representados
porry6:
oL ,
=—=mr,
Pr=g55
oL 9
—=mrf
bo 00

Veamos como queda H:

1 M
H = prT, +p99/ — §m ((T/)Q + 7”2(9/)2) — G Tm.
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Como p, =m 1’y pg = m r? #' tenemos que:

H— m(r')2—|—mr2(9')2—%m () + 7“2(9’)2)—G]Wr m_ %m(r’)2—|—%mr2(¢9/)2—G

Es decir, tenemos que:

En definitiva:
1 P M
H=_— [p2—|—pe] Ry
r

Por la definicion de sistema conservativo tenemos que H no depende del
tiempo:
OH
— =0.
ot

En resumidas cuentas, vemos que sobre las trayectorias del sistema existe
una cantidad conservada, la energia E (H = E).

El sistema de Hamilton representa las ecuaciones de movimiento del
sistema. En forma general:

dpi _ OH
dt N 8(]1"
dg; _ OH
dt B api'

Siendo q1 =1, g2 = 6, p1 = pr, p2 = py, aplicando las ecuaciones a nuestras
variables obtenemos:

87H__ ,  GMm B pg
or Pr="03 mr3’
O0H ,
0~ =0
OH _ po —y
Opg  mr? ’
O0H p, ,
=" =7
op, m

Mm
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Entonces el sistema escrito de forma compacta es:

(

, pg _GMm
br= mr3 r2’
py =0,

bo

o2

mr2
= Pr
—

Obtenemos un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden, en
lugar de las n de segundo orden obtenidas en el apartado en el que aplicamos
la mecanica de Newton.

El objetivo de este trabajo no es centrarse en la mecanica Hamiltoniana y
en la obtencién de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, més bien recomendar
la mecanica hamiltoniana para el estudio de la estabilidad del sistema solar
frente a la mecanica newtoniana, debido principalmente a la reduccién de
orden de sus ecuaciones diferenciales.

Por otro lado quiero recalcar, antes de empezar con la parte compu-
tacional, que el problema de los dos cuerpos aqui expuesto tiene solucién
analitica, con lo que podremos predecir las trayectorias. Més adelante, en
casos mas complicados que el de los dos cuerpos, veremos que no siempre
es asi y que no quedard mas remedio que afrontar el problema con procesos
relacionados con la aproximacién numérica mediante el uso de ordenadores.

1.5. Solucién analitica al problema de los dos cuer-
pos

En 1609 Johan Kepler (1571-1630) publicé las primeras dos de sus tres leyes
sobre el movimiento de los planetas. La primera aseguraba que los planetas
se movian en una 6rbita eliptica con el sol en uno de sus focos. Dedujo esta
conclusién tras analizar con esmero los datos que Tycho Brahe (1546-1601)
habia recogido tras observar el movimiento del planeta Marte durante un
periodo de mas de 20 afios. Su trabajo fue un triunfo para la ciencia ya que
habia conseguido crear un modelo del sistema solar més preciso y simple que
los de Copernico y Ptolomeo. Sin embargo, aunque brillante, los resultados
de Kepler no daban respuesta a la pregunta de por qué los planetas se
movian bajo esas 6rbitas. En 1687 Newton aporté los principios que faltaban.
En su gran trabajo Philosophiae naturalis principia mathematica, Newton
demostrd que la orbita eliptica de los planetas es una consecuencia de sus
tres leyes del movimiento y de la ley del cuadrado inverso de la gravitacion.
Por lo tanto el comportamiento de los planetas podia ser explicado por las
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mismas leyes que describen la caida de una manzana del arbol al suelo.
Por primera vez en la historia quedé claro que los cuerpos celestiales no se
comportaban de manera diferente a los objetos de nuestra vida cotidiana.
En esta seccién veremos como el movimiento de los planetas queda explicado
usando solo las leyes de Newton y las herramientas aprendidas en el calculo
diferencial e integral. La solucién a este problema es uno de los mayores
triunfos de la inteligencia humana y del calculo en particular.

P

r(t)
010))

N
S

Figura 1.3: Trayectoria de P alrededor de S

Para empezar, supongamos que tenemos dos cuerpos, uno de masa m,
que denotaremos por P y otro de masa M que denotaremos por S. Consi-
deraremos que S representa el sol y P un planeta. Las leyes de Newton del
movimiento se sostienen en un sistema de coordenadas con el origen situado
en el centro de masas de uno de los cuerpos. Para simplificar, asumiremos
que M es significativamente mayor que m, permitiéndonos asumir que el
centro de coordenadas esta situado en el centro de masas de S. Elegimos el
sistema de coordenadas en el plano complejo tal que S esta en el origen y z(t)
representa la posiciéon de P con respecto a S en el tiempo . Si expresamos
z(t) en coordenadas polares, entonces

z(t) = T(t)eie(t),
con 1y 6 funciones de valores reales. Para simplificar la notacion, en general
omitiremos la referencia explicita a t escribiendo

2z =re?.

Bajo las leyes de gravitaciéon de Newton la magnitud de la fuerza de atraccion
gravitacional entre los dos cuerpos es

GMm

F| =
==
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La fuerza gravitacional entre dos cuerpos es directamente proporcional al
producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la dis-
tancia que los separa. Matematicamente se expresa de la siguiente formas:

GMm
2

F=— Up,

r
donde u, es un vector unitario que expresa la direccion de actuacion de la
fuerza.

Como la gravedad es una fuerza atractiva y asumimos que S estd en
reposo en el origen, F se dirige desde P hacia el origen. Por lo tanto tenemos
que

o GMm it
r2 ’
donde —e* es el vector unitario que apunta hacia S segin la posicién de P.

Ademads, asumimos que esta serd la tnica fuerza que actia sobre los
dos cuerpos. Ahora si v(t) y a(t) representan la velocidad y la aceleracién,
respectivamente de P en el momento ¢, entonces por la 2% ley del movimiento
de Newton, F' = ma, tenemos

GMm

0
e.
r2

ma = —

Siendo k = GM esto queda simplificado a

Por otro lado como z(t) = €% tenemos entonces que

—@—%ﬁ+%dr 19d0_|_ ieﬁ
e B T S T L TR T

Y sabemos que

Lo _d (L pdf dr
Cdt dt dt dt )

B 0 +d9d( .)+wd dr +@g(w)_
=i\ ) T ara e g ) e €)=

= irei? @er—e izt 20 4 00T +’9£+ﬁ 06 _
N ez dt dt dt a2 dt dt
 d?0 [ df do dr d?r do dr
N /- ey 1 B Bl 0 297 0 _
T e e <dt> T T A T

o (9O e &0 dodry
e e T rE Y



12 1.5. Solucién analitica al problema de los dos cuerpos

Juntando este resultado con (1.5) tenemos que

_E__ @ 2+@+' ﬁ_FQ@@ (16)
2= "\ a2 T\ e T arar ) ‘

La igualdad (1.6) implica que la parte real del miembro izquierdo de la
ecuacién es igual a la parte real del derecho y andlogamente con la parte
imaginaria. Esto es,

k doN*  d?r
d’o df dr

luego tenemos que

d [ ,do
- Z)1=0 1.9
dt < dt) (19)
De (1.9) deducimos que
db
2
— = 1.1
P (1.10)

siendo ¢ una constante cualquiera.
Para cualquier intervalo de tiempo de interés, tendremos que r > 0, esto es,
Sy P no estén en el mismo punto del espacio, entonces, r2 > 0.

Si ¢ = 0, entonces I = 0 para todo t, que corresponderia al caso

relativamente no interesante donde 6 es constante y P se mueve en una
linea recta que pasa por S.
Los casos més interesantes son cuando ¢ < 0 y ¢ > 0. El primero im-

do
plicaria que — < 0 para todo t y el segundo que T > 0 para todo t, es
decir, de la eleccién del signo de ¢ depende la orientacion elegida para el
sistema de coordenadas, es decir, la direccién en la que tomamos la medida

de los angulos positiva. Sin perdida de generalidad asumimos ¢ > 0, es decir,
do
0.

%>
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N 1
Vamos a usar ahora la sustituciéon s = — para poner (1.7) de manera
r

mas simple.

dt  dt

_d(1\_ lds_ 1dsag
o s2dt s2dfdt’

S

Entonces por (1.9) tenemos que

de
E:%:w{ (1.11)
y por lo tanto
dr _ _ ds
dt — df’

Aplicando diferenciacién de nuevo tenemos que

d*r _d( ds\ _ d(ds\ _ d (ds\d§  dfd’s
a2~ at\ a0) " “ac\ao) T Cao\ao) at T " Carae*

Ahora usando (1.10) tenemos que

d*r 5 od%s
1
Finalmente sustituyendo (1.11), (1.12) y s = — en (1.7) tenemos que
r
1 d? d?
—ks? = —;(052)2 - CQSQ—sz = —?s3 — czsz—dej

Dividiendo ambos lados de la ecuacién por —c?s? tenemos que

d’s k

Esta es la ecuacién diferencial a la que queriamos llegar. La solucién a
esta ecuacién serd una expresién para s en funcion de 6, teniendo en cuenta

1
que r es ahora una funcién de s, exactamente, r = —. Esto nos dard a r en

funcién de 6 y nos permitira determinar la trayectf)ria del movimiento de
P. Observamos que sin embargo no hemos encontrado r en funcién de ¢. En
otras palabras, seremos capaces de determinar la trayectoria del movimiento
de P, pero no seremos capaces de determinar donde se encuentra P en un
determinado momento t.

Para resolver (1.13), primero observamos que si y(f) es solucién de la
ecuacién homogénea

d%y
haliCA =0
d92 + y )
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entonces la funcién z(0) dada por

satisface la ecuacién

ya que,

a2 \Y T 2 ITe) T TV T 2T 2 2

Por lo tanto para resolver (1.13), sélo tenemos que resolver la ecuacién

d’s
W + s = 0. (1.14)
Es decir, solo tenemos que encontrar una funcién s de 6 tal que
d?s

Ahora (1.15) simplemente nos dice que s es una funcién con la propiedad de
que su segunda derivada es ella misma con el signo negativo. Pero nosotros
ya conocemos dos de esas funciones, que son, sinf y cosf; mas aun, para
cualquier constantes A y B, la funcién Asinf 4+ B cos 6 también tiene esa
propiedad. Pese a no justificarlo de manera formal debido a que este no
es el fin del trabajo y con la intencién de priorizar lo que aqui nos atane,
tomaremos como cierto que cualquier solucién a (1.14) debe ser de la forma

Asinf + B cosb,
para algunas constantes A y B. De aqui deducimos que la solucién a (1.13)
tiene que ser de la forma

s:Asin9+BCOSH—|—E2, (1.16)
c

para algunas constantes A y B. Buscamos ahora valor para las constantes

Ay B tal que
ds
-2 =0 1.17
(@),..~" 10

d23)
25 <o (1.18)

Intuitivamente, esto significa que estamos buscando valores que satisfacen
la condicién para que s tenga un maximo local en 6 = 0. Es decir, estas
condiciones se dan si 7 tiene un minimo local en # = 0. Interpretamos esto
como que elegimos A y B de manera que P esta mas cerca de .S cuando la
trayectoria de P cruza el eje real de las abscisas. Ahora,
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ds ds
— =A — Bsi — =A
10 cosf sinf = <d9>90
y
d?%s . d?s
W:—ASIHQ—BCOSH = (dQZ)OZOZ_B

Finalmente las condiciones (1.17) y (1.18) se satisfacen si tomamos A =0y
B > 0. En otras palabras, las condiciones (1.16) y (1.17) quedan satisfechas
si

k
s:BCOSH—i—C—z, (1.19)
donde B > 0. En términos de r (1.19) queda

1 k _ ?Bcos+k
C

r c? ’
es decir,

2

r = ¢ = k
~ 2Bcosh+k 2B '
1+ ——cosé

k
2

Ahora sea o = L ye=a B, entonces nuestra expresién de r en funciéon

de 0 queda reducida a
@

r= Y
1+ ecosf
donde € > 0 y a > 0 son constantes.
Podemos observar por ejemplo cuando € = 0 y a = 2, se obtiene la érbita
circular de P. De radio constante r = 2.

(1.20)

Figura 1.4: Orbita de P paraa=2ye=0

Es importante observar que, como indicamos previamente, nuestra so-
lucién no nos da valores de r y de 6 para valores especificos de ¢, es decir,
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(1.20) nos da valores de r para cualquier valor de especifico de §. En otras
palabras, nuestra solucién no nos da la posicién de P para un tiempo ¢ dado,
pero nos dice la posicion de P en funcién de 0. En efecto, si dibujamos los
puntos z = re?? para todos los valores de  en el intervalo [-m,7], con r dado
en (1.20), entonces la curva resultado serd la trayectoria de la érbita de P
entorno a S. Por ejemplo si € = 0, entonces r = « para todo t y la érbita de
P es una circunferencia de radio o y centro S, como vemos en la figura 1.4

para a = 2. Observamos que como hemos asumido d—e > 0, el movimiento
sobre la curva serd en la direccién opuesta al de las agujas del reloj.

Si 0 < e < 1, entonces €cosf tiene un valor maximo en € cuando 6§ = 0
y un valor minimo en —e cuando § = —7w 0 6 = 7.

Asfi el valor minimo de r es

y el valor méximo es

Por lo tanto la érbita de P entorno a S es una curva cerrada con

« o
lim r(0) = lim = —
e—1>1— ( ) e—1>1— 1 + € 2
y
lim r(7) = lim 9 -~
e—1— es1-1—¢€

Por lo tanto cuando € se aproxima a 1 por la izquierda, el punto de mayor
. ., .« .
aproximacion de P a S se contrae hacia 3 pero el punto en el que P estd

maés alejado de S aumenta sin limite. Asi, cuando € varia de 0 a 1, la érbita
de P se aplasta, cambiando de un circulo a tn ovalo. La figura 1.5 muestra
la evolucién de la érbita de P para o = 1 y los valores de € € {0,0,7,0,9} V
0 € [0,27]. Debido a este comportamiento, € es llamado la excentricidad™
de la 6rbita de P.

"La excentricidad € de una elipse es la razén entre su semidistancia focal (longitud del
segmento que parte del centro de la elipse y acaba en uno de sus focos), denominada por
la letra ¢, y su semieje mayor. Su valor se encuentra entre cero y uno.

€= —, (0<e<1).

C
a

La excentricidad indica la forma de una elipse; una elipse serd més redondeada cuanto
maés se aproxime su excentricidad al valor cero.
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0.5 10

Figura 1.5: Orbita de P paraa=1ye=0,0,7,0,9

Destacar que, en armonia con las leyes de Kepler, S se encuentra siempre
en uno de los focos de la elipse.

Cuando € = 1, r no esta definido para § = —7 y 6 = 7. En efecto, en
este caso
o

Iim ()= lim —— =

O—m— ©) 0—n— 1+ cosd
y

lim r(f) = lim —— =0

f—mt 90—t 1 4 cosd

Por lo tanto la érbita de P no es cerrada; P hace su mayor aproximacion
«
a S cuando 6 = 0, en ese punto la distancia de P a S es de 5y luego sigue

una trayectoria que se aleja mas y mas de S. La situacién para a = 1y
€ = 1 se muestra en la figura 1.6.

1 P LN
T

Figura 1.6: Orbita de P paraa=1ye=1

Para € > 1 tenemos dos angulos 67 y 63, con

™ ™
—T< < —= — < 6y <,
U 1 2 y 2 2 7r

tales que
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cosfy = cosfy = ——,
€
es decir, se anula en el denominador de (1.19).
Cuando —m < 0 <6100y <6 <7 tenemos 14+ecosf <0. Yaquea>0

y r > 0 para todo 6, la 6rbita de P en este caso estd definida por (1.19)
cuando 61 < 6 < 0. Ademaés

lim r(0) = lim — % =
067 9—o7 1+ €ecost
y
«
lim r(0) = lim —— =
005 (6) 9—0, 1 +ecosf

Asi otra vez la érbita de P no es cerrada, P se aproxima a S a una

distancia de cuando @ = 0 y sigue una trayectoria que se aleja de S.

€
Se puede observar en la figura 1.7.

Figura 1.7: Orbita de P para o = 2 y € = 2

No es dificil observar que si reescribimos la ecuacién (1.20) en coordena-
das rectangulares, siendo = e y respectivamente la parte real e imaginaria
de z = re', entonces

X

Por lo tanto si z es un punto en la curva de la ecuacién (1.20), tenemos

r=yx24+y?> y cosh=
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e a a4 y?
1+ —2 Va2t ten

Dividiendo ambos lados por /22 + 32 obtenemos
e

2242 tex

1=

y entonces
VAT P —a—en
Elevando al cuadrado ambos lados:
22 + 9% = a® — 2aex + €222,
de donde obtenemos que
(1 —e*a? + y* + 2aex — a* = 0. (1.21)

Por consiguiente si las coordenadas polares de z satisfacen (1.20), entonces
las coordenadas rectangulares de z deben satisfacer (1.21). Mas aun, sabemos
por la geometria analitica que la curva en el plano con la ecuacién

ar? +bay + ey’ +dr+ey+ f =0, (1.22)

donde a, b, ¢, d, e y f son todas constantes, es una elipse si b*> — 4ac < 0,
una parabola si b?> — 4ac = 0, y una hipérbola si b*> — 4ac > 0. Por esto,
llamamos al numero

D =b* — dac
discriminante de (1.22). En el caso de (1.21), tenemos que
D=0—4(1—¢€) = —4(1 — ).

Por consiguiente, D < 0 cuando 0 < e < 1, D = 0 cuando ¢ = 1 y
D > 0 cuando ¢ > 1. Como ya hemos visto que la drbita de P es una
circunferencia cuando € = 0 (un caso particular de una elipse), tenemos
ahora una clasificacién para las 6rbitas de P entorno a S en términos de la
excentricidad de e:

Excentricidad ‘ Orbita de P

e=0 Circunferencia
O<ex<l1 Elipse

e=1 Parabola
e>1 Hipérbola
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Cabe recalcar que, en conjunto, estas curvas son todas conocidas como
secciones conicas.

Hemos visto que comenzando con las suposiciones de Newton sobre las
leyes de la gravitacién y su segunda ley del movimiento, hemos concluido
que la orbita de un cuerpo P entorno a otro cuerpo S va a ser una seccion
conica. Aunque increible el logro de Newton para la fisica, las matematicas
y la filosofia este no es el final de la historia. En esta seccién s6lo hemos tra-
bajado con dos cuerpos y tomando como tnica fuerza entre ellos la atraccién
gravitatoria, sin embargo, en la realidad, el modelo de nuestro sistema solar
tendria que tener en cuenta el sol, nueve planetas, muchas lunas, asteroides
y cometas.

El problema del movimiento para tres cuerpos o mas que interactuan
entre ellos debido a su atraccién gravitatoria ha supuesto un reto para los
matematicos desde los tiempos de Newton. Sin embargo, nosotros sabemos
que este problema, conocido como el problema de los n-cuerpos, no puede
ser resuelto en general. Desde el trabajo de Henri Poincare (1854-1912) los
avances en este problema han sido cualitativos y cuantitativos respecto a la
descripcién de las orbitas, pero no respecto a la solucién analitica. En efecto
fue Poincare el primero en mostrar que incluso en el simple caso de los tres
cuerpos, las érbitas pueden ser altamente complejas, revelando la sensibi-
lidad a las condiciones iniciales que hacen imposible la prediccién sobre la
futura trayectoria de cualquier cuerpo dado. En los siguientes capitulos nos
introduciremos en estos problemas.

1.6. Solucién numérica.

Antes de comenzar este apartado, hay que decir que hemos decidido recu-
b
perar la notacion con flechas dada su influencia a la hora de entender bien
los métodos numéricos, es decir, para diferenciar bien cuando se trata de
b )
vectores y cuando no.
Partimos de las ecuaciones del movimiento

i= LR 5,0,
m

Dadas las fuerzas, el problema de integracién no es para nada trivial. Se
trata de una ecuacién diferencial en la que la cantidad a integrar depende
de las magnitudes que queremos hallar. En la mayoria de los problemas no
existe solucién analitica como ya hemos explicado antes, un ejemplo es el
problema de los tres cuerpos. Sin embargo, esto no quiere decir que no po-
damos hallar la solucién a las ecuaciones del movimiento, existen diferentes
técnicas que nos permiten aproximar una soluciéon con la precision que se
desee mediante el uso de ordenadores. Entre estos métodos destacamos los
métodos numéricos que nos van a proporcionar una lista de valores de las
variables para unos instantes de tiempo t.
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En esta secciéon vamos a utilizar dos métodos, el método de Euler y el
método de Runge Kutta (R-K) de 4 etapas. Estudiaremos un caso précti-
co en el que conoceremos la solucién exacta, para posteriormente comparar
ambos métodos. De todas formas, también disponemos del comando ND-
Solve en Mathematica que nos permite conocer una aproximaciéon numérica
sin necesidad de implementar el método. No nos centraremos en explicar en
que consisten estos métodos, en los apéndices aparece una breve explicacién
de cada método y el programa escrito en Mathematica.

Dado un intervalo de tiempo muy corto podemos suponer que la veloci-
dad y la aceleracién son constantes, asi, dada la posicién, la velocidad y la
aceleracién en un instante concreto, podemos hallar la posicién y velocidad
en un instante posterior. Dadas la nueva posicién y velocidad hallamos el
nuevo valor de la fuerza y asi la aceleracién. Luego repetimos el proceso
cuantas veces queramos.

Escribimos las ecuaciones del movimiento como sigue:

ar

—:/U’

gt 1

U o

W R ).
dt m (7,0,%)

Como bien es sabido, debemos tener cuidado ya que si la aproximacion no es
buena los errores se van acumulando y podemos acabar con una posicién y
velocidad muy incorrectas, es decir, en primera instancia, si la aproximacién
no es buena el valor de la posicién y la velocidad sera ligeramente errénea
pero tras varias iteraciones ese error se acumula y obtenemos valores que
distan mucho de la realidad.

Vamos a analizar un caso concreto:

dx
dt

v
dt

En primer lugar calculamos la solucién analitica, el sistema se reduce a
resolver la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden z” = —kz. Es facil
ver que una solucién es 2 = cos(vk t) + C. Hemos decidido tomar k = 1
para ver un ejemplo concreto.

Vamos a comparar ahora ambos métodos, el de Euler y el de Runge
Kutta, para ello vamos a ver las diferencias entre las grafica de la solucién
analitica y las gréaficas de los métodos numéricos, asi como las diferencias
entre los diagramas de fases.

Empezamos con pasos de tamano 0,1.



22 1.6. Solucién numérica.

-0.5}
-1.0F
-15F

Figura 1.8: En azul método de R-K, en verde y discontinuo solucién exacta,
en naranja y a puntos NDSolve y en rojo método de Euler.

Como se puede ver, el método de Runge Kutta se ajusta de manera muy
buena a la realidad, mientras que el método de Euler no. En el método de
Euler se ve a la perfeccién lo mencionado anteriormente, es decir, como em-
pieza siendo muy buena aproximacién pero luego el error se va acumulando
hasta que se dispara.

En la figura 1.8 se muestra también el resultado obtenido con el comando
NDSolve del Mathematica, que claramente es tan bueno como el obtenido con
R-K. Es importante notar que el comando NDSolve usa algoritmos numéri-
cos de orden superior y paso variable que en general, no podemos controlar,
es decir, si no se anaden especificaciones concretas, es el propio programa el
que decide que método utilizar. Veamos también el diagrama de fases de los
tres métodos en la figura 1.9.

Figura 1.9: En verde el método de R-K, en azul método de Euler y en naranja
y punteado el NDSolve.
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Vemos como tanto la aproximacién obtenida con el método de R-K como
con el comando NDSolve se mantienen en la circunferencia de radio uno, sin
embargo, la aproximacién obtenida con el método de Euler se va alejando
cada vez mas, debido a la acumulacion del error.

Veamos ahora qué ocurre si tomamos pasos de tamano 0,05. El método
de R-K ya es muy bueno y no se notara la mejoria, pero veamos con el de
Euler.

x(t)

1.0
0.5\
R
4 6 10 12

-05¢
-1.0¢

Figura 1.10: Grafico y diagrama de fases para paso més pequeno.

De nuevo, el método de R-K se ajusta fielmente a la realidad, en esta ocasién
el método de Euler se ajusta mejor que en el caso anterior, sin embargo, otra
vez vemos claramente en el diagrama de fases como, aunque mas tarde, el
error se vuelve a acumular alejando la aproximacion respecto a la obtenida
con R-K.

En conclusién, recomendar el método de Runge Kutta de cuatro etapas
para este tipo de aproximaciones numéricas respecto al método de Euler.






Capitulo 2

Problema de los tres cuerpos

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos el movimiento de tres cuerpos en el espacio
bajo la influencia de la atraccién gravitatoria mutua. El problema consiste en
hallar el movimiento a lo largo del tiempo de estos cuerpos dadas unicamente
sus posiciones y velocidades en un determinado momento tg.

En general, el movimiento de los cuerpos tiene lugar en tres dimensiones
y no hay requisitos ni para sus masas ni para las condiciones iniciales. Por
todo esto nos referimos a esto como El problema general de los tres cuerpos.

Frente al problema de los dos cuerpos, el anadir un cuerpo extra vuelve
este problema demasiado complicado como para obtener el mismo tipo de
soluciones. Este tipo de soluciones no existen porque el movimiento de los
tres cuerpos es en general impredecible, esto hace que el problema de los tres
cuerpos sea uno de los mayores desafios en la historia de la ciencia.

En la mecénica celeste los ejemplos tipicos del problema de los tres cuer-
pos son los sistemas: Sol-planeta-planeta, Sol-planeta-luna y Sol-planeta-
asteroide. El ultimo caso puede ser simplificado ya que la masa del asteroide
es despreciable frente a la masa del Sol o del planeta, esto implica que tedri-
camente podemos omitir la influencia gravitacional del asteroide sobre el
Sol o el planeta. Si se dan estas condiciones, el problema general de los tres
cuerpos se transforma en el problema de los tres cuerpos restringido o P3CR.
En este ultimo caso se dan dos opciones, que los dos cuerpos con masas do-
minantes se muevan alrededor de sus centros de masas en Orbitas elipticas
0 que se muevan en Orbitas circulares. Estos corresponden a el problema de
los tres cuerpos restringido circular o eliptico. Hay que recalcar qué como
veremos luego, el mds estudiado ha sido el caso circular (P3CRC).

El problema general de los tres cuerpos ha sido estudiado por maés de
trescientos anos. En este capitulo daremos una pequena vista global de la
historia de este problema, a continuacién nos adentraremos en como se puede
formular, para luego exponer los estudios analiticos y numéricos que se han
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realizado a lo largo de la historia.

2.2. Un breve camino por la historia

Hemos decidido dividir esta seccién en dos partes, siguiendo la metodologia
realizada por otros autores. Por un lado resumiremos el periodo desde la
publicacién de Principia [10] por Newton en 1687 hasta la publicacién de
Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste [11] por Poincaré en 1892
(volimenes 1y 2) y en 1899 (volumen 3). Por otro lado, nos centraremos en
el desarrollo que ha habido desde 1900 hasta hoy.

2.2.1. De Newton a Poincaré

El problema de los tres cuerpos fue formulado por Newton en su libro Princi-
pia [10], donde él consideraba el movimiento de la tierra y la luna alrededor
del Sol. Una forma especial del problema fue propuesta por Euler en 1767
[12]. El consideré tres cuerpos de masas arbitrarias situados en una linea
recta. Euler mostré que los cuerpos siempre se mantendrian alineados para
unas condiciones iniciales apropiadas, y que esa linea giraria alrededor del
centro de masas de los cuerpos llevando asi a estos a girar en un movimiento
periddico a lo largo de elipses. En 1772, cinco anos més tarde, Lagrange [13]
encontré una segunda clase de érbitas periddicas para el problema, mostré
que si los cuerpos se encuentran de tal forma que generan un tridngulo
equilatero, se moveran a lo largo de elipses para una ciertas condiciones ini-
ciales, manteniéndose siempre en los vértices de un triangulo equilatero. Las
soluciones dadas por FEuler y Newton son soluciones particulares al proble-
ma general de los tres cuerpos y hablaremos mas sobre ellas en posteriores
secciones.

Euler fue el primero en formular el P3CRC en un sistema de coordenadas
rotacional. Esto supuso un avance importante en el estudio del problema.
Lagrange también estudié el P3CRC, deduciendo que tenia cinco puntos de
equilibrio (conocidos ahora como los puntos de Lagrange).

Contribuciones importantes al P3CRC fueron hechas por Jacobi, quien
us6 el sistema de coordenadas rotacional introducido por Euler para demos-
trar la existencia de la integral de movimiento. Después, la integral fue usada
por Hill [14] para determinar el movimiento de un asteroide en el proble-
ma y para introducir las denominadas curvas de velocidad cero (CVC). Hill
consider6 un caso especial del P3CRC, donde dos masas son mucho menores
(conocido como el problema de Hill), y asi descubrié una nueva clase de so-
luciones periddicas. Tras unos doscientos anos desde la formulacion original
de Newton, Hill desarroll su teoria lunar, la cual tras ciertas modificaciones
hechas por Brown es todavia hoy usada en la mecénica celeste [15].

En la segunda mitad del siglo diecinueve, Poincaré estudié y avanzo en
la solucién del problema de los tres cuerpos. Su gran libro compuesto por
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tres volumenes Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste [11] origi-
nalmente publicado en 1892-99, contiene la mayoria de sus contribuciones al
estudio del P3CRC. Poincaré desarrollé unos cuantos métodos cualitativos
para la resolucion de ecuaciones diferenciales, que usé para estudiar e identi-
ficar posibles érbitas periddicas a la par que demostraba la no integrabilidad
del sistema de ecuaciones que describen el problema de los tres cuerpos. Los
nuevos métodos de Poincaré permitieron identificar la imposibilidad de pre-
diccién que supone el problema y observar las primeras manifestaciones de
un nuevo fenémeno, que es hoy cominmente conocido como Caos.

2.2.2. De Poincaré a la actualidad

Poincaré (1892) estudié el problema de Hill y generalizé la definicién de
Hill sobre érbitas peridédicas. El trabajo de Poincaré sobre la existencia de
soluciones periddicas en un sistema dinamico con un grado de libertad fue
extendido por Bendixson [16](1901). Bendixon formul6 y probé un teore-
ma que hoy en dia en conocido como el teorema de Poincaré-Bendixson, el
cual nos da un criterio para la existencia de soluciones periddicas en estos
sistemas. El trabajo de Poincaré llevé a la busqueda sistematica de érbitas
periddicas en el problema de los tres cuerpos y a su clasificacién a Darwin
[17], Moulton [18] y Strémgren y Pedersen [19] (1897-1922), asi como al es-
tudio de la estabilidad de estas que fue iniciado por Poincaré y seguido por
Levi-Civita [20] y Lyapunov [21] entre 1901 y 1907.

Otras generalizaciones y extensiones de las ideas de Poincaré sobre la
estabilidad y periodicidad de las orbitas fueron propuestas por Birkhoff
[22](1912), que entre otras cosas probé el dltimo teorema geométrico for-
mulado por Poincaré. El problema de Poincaré-Brikhoff dice que hay infini-
tas érbitas periddicas cercanas a una Orbita periodica estable, esto implica
también la existencia de 6rbitas cuasiperiédicas .

En la bisqueda de soluciones periédicas y no peridédicas al problema, se
descubrié que las ecuaciones diferenciales que describen el problema con-
tienen singularidades bajo las cuales la solucién finaliza stubitamente. Un
ejemplo de estos desenlaces son las colisiones entre dos o tres cuerpos; que
denominamos singularidades por colision. Una vez conscientes de su exis-
tencia, el siguiente paso era eliminarlas mediante un proceso llamado de
regularizacién. Painlevé [23] aport6 un gran trabajo en este campo entre los
anos 1896 y 1897. Determiné que las colisiones eran la tinica singularidad
y que esas colisiones podian ser excluidas por un conjunto de ciertas condi-
ciones iniciales para las cuales las ecuaciones de movimiento del problema
podrian ser integrables usando series de potencias. El problema de la regu-

“Un movimiento cuasiperiédico es el tipo de evolucién temporal que presenta un
fendmeno fisico que sin ser periddico repite una y otra vez condiciones arbitrariamente
cercanas a una posicién previa del sistema. Un fenémeno cuasiperiédico oscila una y otra
vez mostrando cada cierto tiempo un aspecto similar al que tuvo el sistema previamente.
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larizacién de las colisiones entre dos cuerpos fue investigado principalmente
por Levi-Civita [20], Bisconcini [24] y Sundman [25] entre los anos 1907 y
1912. Siegel y Moser también estudiaron las triples colisiones y formularon
teoremas que permiten establecer condiciones para estas colisiones [26].

Tras darse cuenta de que la posibilidad de encontrar soluciones al proble-
ma de forma parecida era improbable los investigadores consideraron buscar
soluciones en series infinitas. Delaunay [27] us6 variables canénicas en la
teoria de la perturbaciéon del problema de los tres cuerpos. Siguiendo este
trabajo, Lindstedt [28] y Gylden [29] introdujeron series infinitas y estudia-
ron los radios de convergencia, sin embargo, no fueron capaces de presentar
una demostraciéon formal de la convergencia. Poincaré aclaré los conceptos
de convergencia y divergencia de series infinitas y expuso ciertas imper-
fecciones en los métodos desarrollados por estos autores. Painlevé también
intenté encontrar soluciones al problema en series infinitas pero fallé como
sus predecesores, sin embargo, predijo que esta soluciones eran posibles, por
lo menos en principio.

Efectivamente, Painlevé estaba en lo cierto y Sundman encontro una
solucién completa al problema de los tres cuerpos dada en términos de ex-
pansion en serie de potencias en 1912. Desafortunadamente la solucién pro-
puesta por Sundman convergia muy despacio por lo que no se podia usar
para ninguna aplicacién practica. Hay que tener en cuenta que la existen-
cia de la soluciéon de Sundman no contradice la imposibilidad de predecir el
movimiento de los tres cuerpos planteada por Poincaré, ya que la solucién
de Sundman no determina directamente la trayectoria de cualquiera de los
tres cuerpos.

El sistema de tres cuerpos aqui considerado es un sistema Hamiltoniano,
lo que significa que la energia total se conserva. En general, los sistema
Hamiltonianos se pueden dividir en dos tipo: integrables y no integrables.
Poincaré expresé las ecuaciones diferenciales del problema en la forma Ha-
miltoniana y estudié las integrales del movimiento [30]. A pesar de lo dicho
anteriormente, aunque los sistemas son principalmente no integrables pue-
den tener soluciones periddicas dependiendo de las las condiciones iniciales.
Poincaré, Birkhoff y otros consideraron soluciones cuasiperiédicas en mu-
chos sistemas. La pregunta fundamental que ellos trataron de contestas fue:
;, Qué ocurre con las soluciones de un sistema Hamitoniano integrable cuando
las ecuaciones que lo gobiernan son algo perturbadas? La primera respues-
ta correcta a esta pregunta fue dada por Kolmogorov [31] en el ano 1954
pero sin una demostracién formal, la cual fue posteriormente obtenida por
Moser [32] en 1962 y por Arnold [33] en 1963 de manera totalmente inde-
pendiente. El teorema formal es hoy en dia conocido como el teorema de
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM).

Como hemos mencionado anteriormente, las érbitas periédicas fueron
descubiertas en el pasado usando métodos analiticos. Tras el descubrimiento
de los ordenadores y mediante el uso de simulaciones con éstos, Hénon [34]
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y Szebehely [35] encontraron muchas 6rbitas periddicas y las clasificaron
entre los anos 1965 y 1974. Un trabajo reciente realizado por Suvakov y
Dmitra’sinovic [36] en el ano 2013 muestra que todavia se estan descubriendo
orbitas periédicas.

Hoy en dia la aplicacién al problema de los tres cuerpos ha sido exten-
dida a muchos mas casos, gracias al progreso, cada dia se descubren nuevos
planetas y estrellas con propiedades muy distintas a lo que conociamos hasta
hoy, dando lugar a sistemas distintos como estrella-estrella-planeta y agujero
negro-estrella-planeta etc.

2.3. Formulacion del problema de los tres cuerpos

2.3.1. Mecanica Newtoniana

En el problema general de los tres cuerpos, tres cuerpos de masa arbitraria se
mueven en el espacio de tres dimensiones debido a su atracciéon gravitatoria
mutua. Sin embargo, si el movimiento de los cuerpos estd en un plano el
problema se llama FEl problema general plano de los tres cuerpos. En esta
situacién usaremos la teoria de la gravedad de Newton para describir la
interaccién gravitatoria de los tres cuerpos.

Como hemos comentado previamente para resolver el problema de mane-
ra completa necesitamos determinar las posiciones de los cuerpos a lo largo
del tiempo de forma tnica, partiendo de sus posiciones y velocidades en un
momento determinado tg.

Denotaremos las tres masas como M; y sus posiciones respecto al origen
del sistema de coordenadas cartesianas por los vectores R; para i = 1,2, 3,
respectivamente. De esta manera la posicion de un cuerpo respecto a otro
vendra dada por 7; = R} — RZ donde r;; = —rj; para i,j = 1,2, 3.

Siendo la tinica fuerza que actiia sobre los cuerpos la fuerza gravitacional
de Newton, las ecuaciones del movimiento quedan descritas de la siguiente
forma:

d?R; > MM,
MZW = GZ 7“3. T‘ij, (21)
j=1 i

donde G es la constante de gravitacion universal. Notar que ahora, a diferen-
cia de lo visto en el capitulo uno, cuando relatdabamos la solucién analitica
al problema de los dos cuerpos, 75; no es un vector unitario, de ahif que en
este caso tengamos un rf’j en el denominador y no al cuadrado.

En definitiva, tenemos un sistema de tres ecuaciones diferenciales or-
dinarias de segundo orden que pueden ser escritas de manera explicita en
términos de las componentes del vector RZ De esta manera tendriamos 9
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. Dado que cada una de

ellas puede convertirse en dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
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orden, tendriamos un total de 18 ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden que describen al completo el problema general de los tres cuerpos.
Si las integrales del movimiento existen podemos proceder a resolverlas me-
diante el uso de cuadraturas * . Por lo tanto, vamos a determinar ahora el
numero de integrales del movimiento para el problema general de los tres
CUETPOS.

2.3.2. Integrales del movimiento

Sea la ecuacién (2.1) y teniendo en cuenta la condicién de simetria Tij = —Tji
tenemos que:
5. &R,
(]
=1
integrando,
3 —
dR; -
> M=t =0, (2.3)
P dt

donde el vector @1 es constante. Integrando otra vez:

3
Z Mzéz = éit + 62, (2.4)
=1

siendo C_E otro vector constante.

Dado que el centro de masas del sistema queda definido por

ﬁcm = ?:317]\?7
=1 g

la ecuacién (2.4) determina el movimiento del centro de masas, mientras
que la ecuacién (2.3) nos muestra que se mueven a velocidad constante. Los
vectores C) y C, son las integrales del movimiento, por lo tanto tenemos 6
integrales del movimiento considerando las componentes de esos vectores.

Por otro lado la conservaciéon del momento angular sobre el centro del
sistema de coordenadas cartesianas nos da otras integrales para el problema
general de los tres cuerpos. Tomamos el producto vectorial de la ecuacion
(2.2) con R; y obtenemos:

3 —
d*R;
ZE - MZRl X a2 = O, (25)

*k ’ . s . . ’
El término cuadratura numérica (a menudo abreviado a cuadratura) es méds o menos
sinénimo de integraciéon numérica, especialmente si se aplica a integrales de una dimensién
a pesar de que para el caso de dos 0 mds dimensiones (integral multiple) también se utiliza.
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integrando obtenemos que:

—

L 4R, -
M;R; = (s, 2.6
; X 3 (2.6)

siendo C73 un vector constante. Asi obtenemos tres integrales més del movi-
miento.

Otra integral de movimiento estd relacionada con la conservacién de la
energia total. Siendo la energia cinética:

3 - -
1 dR; dR;
Bon = 3 2 Mgy g 27)
y la energia potencial:
G o~ o~ MM
_ iy
Ba=-$3°5 2l 23)
=1 j=1 k

sabemos que Eio = Fein + Epot, luego tenemos que:

3 —

= 3 3
1 dR;, dR; G M; M
Bigpg=-Y M;—. —* - — =y, 2.
tot 2; n dr 2;; ") Cy (2.9)

siendo Cy una constante.

En conclusién, hay 10 integrales (cldsicas) del movimiento para el pro-
blema de los tres cuerpos, lo que significa que el conjunto de 18 ecuaciones
diferenciales ordinarias se puede reducir a 8.

Se pueden calcular otras dos integrales del movimiento relacionadas con
la eliminacién del tiempo y la eliminacién del denominado nodo ascendente.
Sin embargo, estas se alejan de las nociones de las que disponemos en este
trabajo. Para méds informacién se puede consultar los estudios realizados
por Szbehely [35] y Barrow-Green [37] al respecto. Es decir, tenemos un
total de 12 integrales del movimiento, luego, finalmente el sistema de 18
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden se puede reducir a 6. Ha
sido probado que no existen mas integrales del movimiento independientes
de las anteriores por matematicos como Bruns [38], Poincaré [11], Whittaker
[39], Szebehely [35], Valtonen y Karttunen [40].

Dado que la Egy, > 0y la Epyy < 0, la Epy 0 C4 puede ser positiva
negativa y cero, luego C4 puede ser usada para clasificar los movimientos
del problema general de los tres cuerpos.

2.3.3. Mecanica Hamiltoniana

La formulaciéon estandar del problema general de los tres cuerpos presentada
en la seccién anterior ha sido sustituida por la formulacién Hamiltoniana
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por algunos matemaéticos, entre otros Poincaré. Hay otras posibles variantes
como las definidas y usadas por Siegel y Moser, sin embargo, nosotros sélo
consideraremos la Hamiltoniana.

Empezamos tomando G=1 en las formulas (2.1) y (2.8). Ademds, escribi-
mos ]%Z = (Rui, Rai, R3i) = qxi, donde Ry;, Ro; y Rs; son las componentes del
vector ]—?Z en el sistema de coordenadas cartesianas, y k = 1,2 y 3. Usando
esta notacién, definimos el momento pg; como

dgpi

= M—ri 2.10
Pki 1 dt ( )
y la energfa cinética como
3 p2
- ki
Eein = kzl AL (2.11)
’/[/:

Entonces, calculamos el Hamiltoniano H = E.y, + Ep, que nos permite
escribir las ecuaciones del movimiento en la siguiente forma Hamiltoniana

dqg;  OH dpri _  OH
dt N 8pki, dt N 8qki'

(2.12)

Esas ecuaciones que forman de nuevo un conjunto de 18 ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden de manera equivalente a las dadas por la
ecuacién (2.1).

2.4. Soluciones de Euler y Lagrange

Como ya hemos mencionado anteriormente, Euler [12] (1767) y Lagrange [13]
(1772) obtuvieron dos clases diferentes de soluciones periddicas al problema
general de los tres cuerpos, considerando el posicionamiento lineal y trian-
gular de los cuerpos respectivamente. En ambos casos demostraron que los
cuerpos se mueven describiendo érbitas elipticas. A pesar de que la masa de
los cuerpos es totalmente arbitraria, la posicién de los mismos no lo es, por
esto, las soluciones propuestas por Lagrange y Euler se caracterizan como
soluciones particulares. La existencia de estos posicionamientos especiales
juegan un rol importante en el estudio de estabilidad de las érbitas.

En primer lugar, partiendo de (2.1) y teniendo en cuenta que 7j; =

—

(xj —x;) y que z; son los vectores R; nos queda la ecuacién:

T; — Tj
i#]

parai,5 =1,2,3.
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Omitiendo la constante gravitacional (G = 1), sustituyendo en (2.13)
para el caso de tres cuerpos obtenemos el sistema

X1 — T2 Tr1 — I3
V= My — My
T N Tk B Y ek B
1’2 - 3 |$2 — 1173’3 1 |1172 — .’131|37 (214)
3 — a1 r3 — T2
Qj”:—M —_— —_—
[ P Has — a1 *Tas — zaf?

Con el centro de masas en el origen, la posicién de los vectores viene dada
por
Mixq1 + Moxo + Msxg = 0. (2.15)

Las tres ecuaciones de movimiento para los tres cuerpos tienen su forma més
simétrica cuando las expresamos en términos de sus vectores de posicién
relativos s1, s9, s3 definidos por:
§1 = X3 — T2,
S9 = X1 — I3, (2.16)
83 = X9 — I1.
Estas variables estan relacionadas por

s1+ 850453 =0, (2.17)

como se puede ver en la figura 2.1.

S
2 s,

X1

M1 S3 M2

Figura 2.1: Vectores de posicién para el problema de los tres cuerpos.
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Usando (2.15) y (2.16) para zj y sumando y restando términos convenien-
temente elegidos, obtenemos las siguientes igualdades

Mz = M3sy — Mass,
Mxo = Mis3 — M3sq, (2.18)

M$3 = M281 — M182,

donde M = M; + My + Ms.

Necesitamos (2.18) para relacionar la solucién en términos de las varia-
bles simétricas si con el centro de masas fijado.

Usando las definiciones (2.16) y las ecuaciones (2.14) y sumando y res-
tando nuevamente los términos convenientes obtenemos las ecuaciones del
movimiento en forma simétrica
( s{=-M S

M &
|81|3 + 199,

52

1!
=-M
%2 |s23

" __ 83
S3 = —Mw + M3®,

donde s s s

1 2 3
+ + .
|82|3 |33\3

=T (2.20)

Esta notacion fue introducida por primera vez por Broucke y Lass [41] en
1973. Es curioso que en dos siglos de investigacién sobre el problema de los
tres cuerpos nadie se habia percatado de esta formulacién dada su notable
simplicidad. Vamos a ver a continuacién como nos proporciona una forma
directa para la comprension de las soluciones exactas al problema de los tres
CUETPOS.

2.4.1. Soluciones triangulares

Notar que si ® = 0 el sistema de ecuaciones (2.19) se puede separar en un
conjunto de tres ecuaciones similares de dos cuerpos. Comparando (2.17) y
(2.20), vemos que esto ocurrird si

|51 = |saf* = |53/, (2.21)

es decir, si los cuerpos estan situados en los vértices de un triangulo equilate-
ro. Luego podemos expresar dos lados del tridngulo en términos de un tercero
de la siguiente forma

51 = 5362%T = —%(1 +iv/3)s3,
(2.22)
89 = 5367"2?7r = —%(1 —iv/3)s3.
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La relacién triangular se mantendra, luego s1 y so estan determinados por sg
para todo el tiempo. Esto es consistente con & = 0 en (2.19). Luego, hemos
encontrado una familia de soluciones que se reduce a un problema de dos
cuerpos de Kepler . Como hemos expresado en (2.22), las tres particulas
permanecen en los vértices de un triangulo equildtero, pero el tridngulo
puede cambiar su tamafo y orientacién en el plano segiin como se mueven las
particulas. La solucién del triangulo equildtero fue descubierta por Lagrange.
Observar que es completamente independiente de la masa de las particulas.

Para describir las érbitas de las particulas respecto del centro de masas,
sustituimos (2.22) en (2.18) y resolvemos

( 1
M.Tl = 5[—2MQ - M3 + ng\/§]83,

1
2My + M3 + iM3+/3]s3, (2.23)

M$2 = 5[

1 .
| Mxs = §[M1 — My — Z(Ml + Mg)\/g]s;g.

Esto muestra que las particulas siguen dos érbitas similares que difieren
sélo en tamano y orientacién que vienen determinadas por las masas. Cabe
senalar que el vector de aceleracion de cada particula apunta hacia el centro
de masas. Las orbitas del movimiento eliptico se muestran en la figura 2.2.

M,

M; M

Figura 2.2: Solucién del triangulo equilatero de Lagrange.

Rl problema de Kepler consiste en describir el movimiento de una particula sujeta a
una fuerza central que varia de manera inversa al cuadrado de la distancia desde el centro
de la fuerza. Es el comienzo de las investigaciones en la teorfa astronémica, asi como en la
mecénica celeste. Basicamente el problema consiste en resolver la ecuaciéon del movimiento

mr’ =mv = ——7.
2
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2.4.2. Soluciones colineales

Euler encontré otra solucién exacta para las ecuaciones de los tres cuerpos
donde todas las particulas se encuentran en una linea separadas por dis-
tancias en ralacién fija. Para determinar las condiciones generales para tal
solucién, supongamos que la particula 2 se encuentra entre las otras dos
particulas. Luego la condicién (2.17) se satisface escribiendo

S$1 = Ass, So = *(1 + )\)53 (224)

donde A es una escalar positivo a determinar. Ahora podemos eliminar &
en las ecuaciones (2.19) para obtener asi

S1 M1 S3
doant ()
! s13 M3 \? |s3]3
(2.25)
59 Mo 83
1 M - 1/ M .
2+ |23 Ms3 <83 - |33|3>

Introduciendo (2.24) en estas ecuaciones para eliminar s; y s2 obtenemos

Ms
(Ma 4 M3(1 4 X)) = —(My + Ms(1 + /\)‘Q)ﬁ,
(2.26)
M
(My — M3)\)sl = —(M; — M3A~2) |83‘T§.

En consecuencia,

My + M3(1+X) Mo+ Ms(1+X)~2
M1 — Mg)\ N M1 — Mg)\72

Poniendo esto en una forma estdndar, vemos que esto es un polinomio de
grado 5:

(M7 + M)X5 + (3My + 2Mo)A* + (3My + M2)A3 — \2(My + 3M3) —
A2Ms + 3M3) — (My+ M3) =0

La parte izquierda es negativa cuando A = 0 y positiva cuando A tiende a
infinito; luego el polinomio tiene una raiz positiva. Por la regla de los signos
de Descartes, no tiene mas que una raiz positiva real. Por lo tanto, A es una
unica funcién de masas, y la solucién de los dos cuerpos de (2.26) determina
una familia colineal para las soluciones de los tres cuerpos. Se obtienen otras
dos soluciones al poner diferentes particulas entre las otras. Por lo tanto, hay
tres familias distintas de soluciones colineales de tres cuerpos. Una solucién
para el caso eliptico se muestra en la siguiente imagen.
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Figura 2.3: Solucién colineal de Euler.

Se han encontrado generalizaciones de las soluciones de Lagrange y Euler
para sistemas con mas de tres particulas. Como en el caso de los tres cuer-
pos, en todas esas soluciones las particulas permanecen en una configuracién
permanente con aceleraciones dirigidas hacia el centro de masas. Las solucio-
nes son principalmente de interés matematico, ya que requieren condiciones
iniciales extremadamente especiales como para que se den fisicamente.

Las soluciones de Euler y Lagrange son las tunicas soluciones exactas
conocidas del problema de los tres cuerpo. Para comprender la gran variedad
de otras soluciones, habria que recurrir a un analisis mas cualitativo.

2.5. Sistema Binario. Simulacion numérica

2.5.1. Planteamiento de las ecuaciones

Debido a la complejidad del problema de los tres cuerpos vamos a plantear a
continuacién un caso concreto que podamos aproximar numéricamente, un
sistema binario™

Asumiremos que los tres cuerpos se encuentran en movimiento sobre un
plano. Aqui el plano serd OXY.

Consideremos, también, que dos de los cuerpos son muy grandes en com-
paracion con la tercera masa y que esta masa ni afecta el movimiento de las
otras dos. Por ejemplo consideraremos dos estrellas, de ahi Sistema Binario,
y un asteroide que se mueve entorno a ellas. En general las dos estrellas
deben viajar en elipses alrededor de su centro combinado de masa, pero ha-
remos una simplificacién adicional: las dos masas se encuentran fijas en el
plano OXY y que la tercera masa es la inica que posee movimiento.

Sean mj y mo las dos masas mayores y mg la tercera masa con mgz <<
my, m3 << mg. Consideramos que m; esta fija en el origen (0,0) y que
my estd en el punto (a,0), mientras que las coordenadas que si varian de

En astronomia, el término sistema binario se utiliza para referirse a dos objetos as-
tronémicos que se encuentran tan préximos entre si que estan ligados por su fuerza gravi-
tatoria, orbitando alrededor de un centro de masas comun. Normalmente se utiliza para
referirse a dos estrellas.
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la masa mg serédn (z,y). Inicialmente la masa ms estd ubicada en el punto
(x0,y0) y con una velocidad de salida de (z(, (), es decir:

(2(0),5(0)) = (z0,50),  (¢'(0),4'(0)) = (20, 0)-

m3

P13 Fa3

(0,0 (a,O)

m

Figura 2.4: Gréfico del sistema binario.

Por la ley de Newton sabemos que » F' = ma. Aplicada a mg se obtiene

la ecuacién diferencial que gobierna el movimiento de esta masa, donde las
Gm1m2

Unicas fuerzas que actdan son las gravitacionales: F = -

2
r
De la figura 2.4 se deduce:

Fi3 + Fo3 = mg(2”,y"),

Gm2m3
((a— o) +42)

Gm1m3
($2 + y2)3/2

(0—2z,0—y)+ (a —x,0 —y) =ms(z",y").

Expresando esta ecuacién por componentes:

” —Gmyx Gma(r — a)

T @ (@)

(2.27)
” —Gmyy Gmoy

@ (w0 )

Ahora podemos convertir este sistema de dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden en un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de primer
orden introduciendo las variables u = 2/, v = 9/, obteniendo asf el siguiente
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sistema:

—Gmiz  Gma(z —a) (2.28)
@427 (a4 )

. —Gmy Gmay
(@422 (v —a)?+y?)32

/

2.5.2. Simulaciones numéricas

A continuacién mostraremos las distintas soluciones numéricas obtenidas en
Mathematica del sistema (2.28) en funcién de las condiciones iniciales im-
puestas (2.29). Para mds informacién sobre el cddigo escrito en Mathematica,
consultar el apéndice C. Entonces, con las condiciones iniciales

(2(0),5(0)) = (w0, 30),  (2/(0),4'(0)) = (u(0),v(0)) = (uo, vo), (2.29)

obtenemos las siguientes figuras con masas m; = 2,24%10' y mo = 2,810,
y posiciones (0,0) y (0,20) respectivamente. Se han tomado las condiciones
iniciales como vienen indicadas en el pie de las figuras.

Figura 2.5: Gréfico de la solucién para z(0) = 11,6, y(0) = 0,5, u(0) = —0,8
vy (0) = 0,9.
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Figura 2.6: Grafico de la solucién para z(0) = 11,4, y(0) = 1,4, u(0) = —1,2
y v(0) = —1,2.

Figura 2.7: Gréfico de la solucién para z(0) = 32, y(0) = 0,5, u(0) = —1,6 y
v(0) = 0,6.
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Figura 2.8: Gréfico de la solucién para x(0)
v(0) = 1,40.

En definitiva, estas son algunas de las érbitas periddicas que recorre el
asteroide entorno a las dos estrellas. Hay que recalcar la sensibilidad del sis-

tema a las condiciones iniciales, como podemos ver en las siguientes figuras,
un pequeno cambio en las condiciones iniciales altera mucho la trayectoria
del cuerpo.

y(t)

y(t)

W

P ()
200 400 600 800 100012001400

Figura 2.9: Gréfico de la solucién para z(0) = —20, y(0) = 0,5, u(0) = 0 con
v(0) = 1,55 (izquierda) y v(0) = 1,4 (derecha).

Podemos observar en el pie de la figura 2.9, como una pequena variacién

en la velocidad inicial, convierte una 6rbita eliptica cuasiperiédica en una
orbita que se aleja infinitamente.
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2.6. Conclusiones

Como hemos podido ver a lo largo de todo el trabajo el problema de los
tres cuerpos es un problema muy complejo, por ello nos hemos limitado a
resolver casos concretos con cualidades muy especificas y en ningin caso
hemos resuelto el problema de manera general. Nos hemos limitado a ver
casos concretos en los que se puede estudiar ya sea, de manera analitica,
o numérica, las cualidades y propiedades de sus soluciones. Hay muchos
mas casos posibles a la ahora de afrontar el problema que lo convierten en
uno mucho més complejo. Tanto es asi, que este problema se ha afrontado
desde Trabajos de Fin de Grado como este, hasta en tesis doctorales. Incluso
grandes cientificos expertos en sus respectivas materias trabajan en conjunto
en centros de investigacién como la NASA intentando resolver los misterios
que rodean a este problema.

En conclusién, esperamos que se haya cumplido la finalidad de este tra-
bajo, que no es otra que adentrar al lector en un problema con méas de 300
anos de historia, y dotarle de las herramientas y conocimientos necesarios
para proseguir en el estudio de este.



Apéndice A

Método de Euler

A.1. Descripcién del método

Partimos de las ecuaciones del movimiento que vienen dadas por

N -y
a=—F(F,v,t).

m

Teniendo en cuenta que la velocidad es la derivada de la posicion, y a su
vez la aceleracion es la derivada de la velocidad, reescribimos en forma de

sistema tal que:

v

—_— =

U o
L GO
dt  m (7, 9,1)

Teniendo en cuenta que una derivada no es mas que un cociente entre incre-
mentos infinitesimales aproximamos las derivadas por incrementos finitos:

AT
— ~

ﬁt ,

v 1 =
S AR
At m (7,0,%)

Ahora como

tenemos que
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Nombrando las posiciones y velocidades sucesivas con subindices tenemos
que:
thrl =tp + h,

Tptl = Tn + vnh,

7771—&—1 = 17” + 7F_§n7
m
donde h denota el incremento en el tiempo. Las ecuaciones dadas nos pro-
porcionan una tabla de valores de la posicién y la velocidad para una lista
de valores del tiempo.

A.2. Implementacién del método en Mathematica

En el apartado 1.6 Solucidn numérica hemos planteado el problema parti-

cular

dr _
dt

v,

dv
Wk,
dt v

En esta seccién vamos mostrar el cédigo escrito en Mathematica para
resolver este problema. Para ser exactos, vamos a escribir el sistema dando
a las variables el mismo nombre que hemos usado en el programa y definiendo
las condiciones iniciales que hemos impuesto, luego queda el sistema:

ya(v) = —ky1 (), y2(0) =0, con k=1.

El cédigo escrito en Mathematica es el siguiente:

Clear [” Global ‘7|

h = 0.05;

nmax = 12/h;

x[0] = 0;

yl[0] = 1;

y2[0] = 0;

For[n = 1, n <= nmax, n++,

x[n] = x[n — 1] + h;
] = yl[n — 1] 4+ hxy2[n — 1];
y2[n] = y2[n — 1] = hx(yl[n — 1]);]

<
—_
=
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Ademsds, hemos dibujado tanto el grafico de la solucién como el plano de
fases usando:

grl = ListPlot [Table[{x[i], y1[i]}, {i, O, nmax}],
Joined —> True, PlotStyle —> Red,

AxesLabel — {"t”7, "x(t)”}]

hl = ListPlot [Table[{yl[i], y2[i]}, {i, O, nmax}],

Joined —> True, AspectRatio —> 1,
AxesLabel — {"x(t)”, "v(t)”}]

Obteniendo como resultado los graficos siguientes

x(t)
1.0
0.5 \
‘ ‘ ‘ \ ‘ -t
4 6 10/ 12
_0_5 L
-1.0}

Figura A.1: Gréafico de la solucién y plano de fases.







Apéndice B

Método de Runge-Kutta
explicito

B.1. Descripcién del método

Pueden considerarse los métodos de Runge-Kutta como la clase més im-
portante de métodos de un paso para aproximar ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias. En general la estructura de un método
de Runge-Kutta explicito de R etapas viene dada por

Yn+1 = Yn + hd(Tn, yns h),
R
¢(x,y; h) = ; crkr,
kl = f(ajvy)a
r—1
k.= f <x+haT,y+h > brsks> , r=23,...,R
s=1
r—1
ar = > brs, r=23,..,R.
s=1

Un método de R-K de R etapas emplea R evaluaciones de la funcién f(z,y)
que pueden considerarse como aproximaciones de la derivada y/(z) en di-
versos puntos y en este sentido, podemos interpretar ¢(x,y;h) como una
medida de dichas aproximaciones. Por ello, por consistencia, se exije que
Zil ¢ = 1. La eleccién de las constantes ¢, a,, Ry b,s dardn lugar a dis-
tintos métodos de Runge-Kutta con diferentes propiedades. Ademads en los
métodos explicitos cada k, s6lo depende de los k; previamente calculados.
En nuestro caso, en el apartado 1.6 Solucion numérica hemos emplea-
do el conocido como método de Runge-Kutta de cuarto orden que puede

47
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considerarse como el més popular de todos los métodos de Runge-Kutta. A
continuacién se pude ver en que consiste:

h
Yn+l = Yn + g(lﬁ + 3ko + 3ks + ka),
R
k1= f(xnayn)¢(xv Y; h) = 21 crkr,

1 1
ky = f(Zn + Sh,yn + = hkyp),
2= f(z t3huntg 1)
ka = f(zn + h,yn + hk1 — hko + hk3).

Podria parecer que el orden coincide con el niimero de etapas en los métodos
R-K explicitos, pero esto no es asi. Si denotamos por p(R) el maximo orden
alcanzable por un método explicito de R etapas se tiene que p(R) = R para
R =1,2,3,4, pero p(5) = 4, p(6) = 5, p(7) = 6, p(8) = 6 y p(R) < R -2,
R =9,10,...

B.2. Implementacion del método en Mathematica

Andlogamente al Apendice A vamos a poner explicitamente el codigo escrito
en Mathematica para resolver el sistema

yi(@) =w(z),  n(0) =1,
yh(x) = —kyi(x), y2(0) =0, con k=1,

cuyos resultados se han presentado en el apartado 1.6 Solucidn numérica.
El cédigo es:

Clear [” Global ‘x” |

fl{x, yl., y2.] = y2 ;
f2[x_, yl_, y2_] = — yl ;

, h <= nmax, n-+-+,
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x[n] = a + nxh;

kla = fl[x[n — 1], yl[n — 1], y2[n — 1]];

k1lb f2 [x[n — 1], yl[n — 1], y2[n — 1]];

k2a = f1[x[n — 1] + h/2, yl[n — 1] + (h/2)xkla,
y2[n — 1] + (h/2)xklb];

k2b = f2[x[n — 1] + h/2, yl[n — 1] + (h/2)kla,
y2[n — 1] + (h/2)xklb];

]
]
]
)
%
k3a = fl1[x[n — 1] + h/2, yl[n — 1] + (h/2)xk2a,
)
]
)
]
]
]

k3b = f2[x[n — 1] + h/2, yl[n — 1] + (h/2)xk2a,

y2[n — 1] + (h/2)xk2b];

kda = fl[x[n — 1] + h, yl[n — 1] + hxk3a, y2[n — 1] + hxk3b];
kdb = f2[x[n — 1] + h, yl[n — 1] + hxk3a, y2[n — 1] + hxk3b];
yl[n] = yl[n — 1] + (h/6) (kla + 2 k2a + 2 k3a + kda) ;

y2[n] = y2[n — 1] + (h/6) (klb + 2 k2b + 2 k3b + kdb);]

Y de nuevo hemos dibujado tanto el grafico de la solucién como el plano
de fases usando:
gr2 = ListPlot [Table[{x[i], y1[i]}, {i, O, nmax}],
Joined —> True, PlotStyle —> Blue,
AxesLabel — {"t”7, "x(t)” }];

h2 = ListPlot [Table[{yl[i], y2[i]}, {i, O, nmax}],

Joined —> True, AspectRatio —> 1, PlotStyle —> Green,
AxesLabel — {"x(t)”, "v(t)”}];

Obteniendo como resultado los gréaficos siguientes

v(t)

1.0+
x(t) 0.5+
1.0
E i : : Fox(t)
0-5 \ /\ / -0 -0.5 0.5 10
o N
4f 6 10/ 12 0.5}
-05¢}
-1.0¢ =10

Figura B.1: Grafico de la solucién y plano de fases.






Apéndice C
Sistema binario

Como hemos descrito al final del capitulo 2 se trata de escribir en Mathe-
matica el sistema

—Gmiz  Gmy(z —a) (C.1)
@4 (a4 g2

, —Gmyy Gmay

" T @ (a2

Entonces, en Mathematica usando el comando NDSolve nos queda

Clear [” Global “x” |

ml = 2.24%10°11;
m2 = 2.8%x10°11;
0;

a 2
G = 6.67x10"—11;

s = NDSolve[{x’[t] = u[t], y [t] v[t],

w [t] = (=Gsmlxx[t])/(x[t]"2 + y[t]"2)"(3/2) = (
Gem2+(x[t] — a))/((x[t] —a)"2 + y[t]"2)7(3/2),

vi[t] = (=Gemlxy[t])/(x[t]"2 + y[t]"2)"(3/2) — (

Gsm2xy [t])/((x[t] — a)"2 + y[t]"2)"(3/2), x[0] = 11.6,
y[0] = 0.5, u[0] = -0.8, v[0] = 0.9}, {x, y}, {t, 500}].

De esta manera, cambiando las condiciones iniciales hemos obtenido tres
graficos, de la siguiente forma

o1
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ParametricPlot [Evaluate [{x[t], y[t]} /. s], {t, 0, 500},
PlotRange —> Full, AxesLabel — {"x(t)”, "y (t)”}]

Obteniendo asi, por ejemplo la primera de las cuatro figuras.

Figura C.1: Gréfico de la solucién para z(0) = 11,6, y(0) = 0,5, u(0) =
2'(0) = —0,8 y v(0) = %/(0) = 0,9.
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