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Prefacio

La asignatura estd integrada en el médulo comtn a la rama de telececomunicaciéon (Médulo
02) y como tal trabaja los principios basicos de las telecomunicaciones. La asignatura describe,
desde un punto de vista formal y matemaético, los mecanismos béasicos que permiten realizar la
transmision de la informacion en los sistemas de telecomunicacién modernos (radio y televisién
digital, transmisién de datos, comunicaciones telefénicas etc.).

La asignatura se imparte durante el segundo cuatrimestre del segundo ano de la titulacion.
Asi, parte del dominio de herramientas de anélisis de senales y operaciones con ellas (convolu-
cién y transformada de Fourier), habilidades y capacidades proporcionadas fundamentalmente
por las asignaturas de formacion basica Andalisis de Circuitos y Tratamiento de Seriales (ambas
de primer curso). También se suponen adquiridos los conocimientos de las técnicas basicas de
andlisis estadistico (asignatura de Fstadistica, en primer curso) y otras herramientas bdasicas
de algebra y célculo (Algebm, Cadlculo I, Cdlculo 11 y Ampliacion de Matemdticas), tales co-
mo representacion grafica de funciones, integrales basicas, operaciones con ntimeros complejos,
funciones trigonométricas, representacion vectorial y operaciones béasicas con vectores. Adicio-
nalmente, es importante la comprensién de los conceptos de energia y potencia, trabajados en
Ampliacion de Fisica.

El curso tiene un total de 7,5 ECTS de los cuales 3 ECTS corresponden a las clases magis-
trales, 2,25 a las llamadas Practicas de Aula o clases de problemas, 1,5 ECTS son practicas de
laboratorio y finalmente 0,75 ECTS se implementan con clases de tipo seminario. El conteni-
do de este libro estd ajustado a los 3 ECTS (30 horas de exposiciones tedricas) de las clases
magistrales.
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Tema 1

Introduccion a los sistemas de
comunicacliones

1.1. Modelo de un sistema de comunicacion

El objetivo fundamental de un sistema de comunicacién es la transmision de informacién en-
tre una fuente de informacién y un receptor de informacion (ver figura 1.1). Para su transmisién,
la informacién se manifiesta fisicamente a través de una senal eléctrica (analdgica o digital). Si
el formato de origen de la informacién no es una senal eléctrica (si es por ejemplo una senal
acustica, una imagen ...), se utilizaran transductores (micréfonos o cdmaras) para obtener una
senal eléctrica, que es la que recorrera el sistema. En el extremo receptor, podra haber también
un transductor que realizard la conversion inversa para recuperar la informacion en su forma
de origen (altavoces o pantallas). En esta asignatura nos centramos en el sistema de comuni-
cacion propiamente dicho, cuya entrada y salida son senales eléctricas, analégicas o digitales,
que llevan asociada la informacion o el mensaje que se desea transmitir. Por ello, hablaremos
de la senal a transmitir o del mensaje de forma indistinta, tomandolos como expresiones equi-
valentes. La funcién del sistema de comunicacion sera la de transmitir adecuadamente dichas
senales o mensajes desde un punto de origen hasta un destino lejano.

Sistema de
comunicacién

Receptor de

Fuente de

Transductor

Transductor : >
informacién

informacién

Figura 1.1: El sistema de comunicacién como elemento transmisor de informacién entre una
fuente y un destino lejano.

El objetivo del Sistema de Comunicacién es generar en el extremo receptor una réplica del
mensaje generado en el extremo emisor (ver figura 1.2). Las senales podran ser transmitidas a
través de muy diferentes medios de transmision (radio, fibra éptica, cables metalicos diversos...).
Durante el trayecto, la senal serd afectada por las condiciones de la transmisién (ruido térmico
e interferencias de muy diversas procedencias). Por ello, es necesario tanto adecuar las carac-
teristicas de la senal al medio de tranmsisién (modular adecuadamente para una transmisién
por radio, cable o fibra) como protegerla de las agresiones que sufrird en el trayecto (amplificar,

11



12 TEMA 1. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE COMUNICACIONES

introducir cédigos robustos, proteger frente a errores...). Estas orperaciones serdn realizadas
por el equipo transmisor, que también tendra que encargarse de realizar la transducciéon de la
senal eléctrica (obtener un campo electromagnético a través de una antena para la transmisién
por radio, una senal éptica mediante un laser para la transmisién por fibra, etc.).

El receptor debera recuperar el mensaje original a partir de la senal recibida, que podra llegar
débil y deteriorada. Tras la recuperacion de la senal eléctrica (utilizando antenas, diodos PIN
u otros transductores), por lo general realizard las operaciones de demodulacién y deteccién.

Asi como un sistema de comunicacién puede permitir la transmisién de multiples senales y
engloba todos los equipos implicados en la transmisién, denominaremos canal de transmision al
trayecto tnico seguido por la senal en su viaje desde el emisor hasta el receptor. La teoria de la
comunicacion estudia los fundamentos teéricos de la transmision de las senales a través de los
diferentes canales de transmisién, partiendo de la caracterizacion y modelado de las senales y
del ruido, estudiando cémo afecta éste a la comunicacion, junto con el andlisis de la capacidad de
transmision del canal y de sus caracteristicas. La teoria de la comunicacion aporta los métodos
y las técnicas que permitiran proteger la informacion frente a las agresiones y perturbaciones
del medio asi como optimizar el uso del medio para la comparticién eficiente de los recursos
disponibles. Con todo ello, podemos decir que la teoria de la comunicacion estudia las técnicas
que permitiran realizar una comunicacién eficiente a través del medio de transmisién elegido.

Sefial de entrada
al SC

[ Sefal de salida, sefal ]
detectada

\

Receptor

Medio de
transmision

Transmisor

Sefial transmitida

Senal recibida

Figura 1.2: Elementos de un sistema de comunicacion.

1.2. Caracterizacion del medio de transmision

Los tres fendmenos mas importantes que afectan a las senales en su transmisiéon son la
atenuacion, la distorsion y el ruido. En este apartado introducimos el tratamiento de los dos
primeros, y dejamos el estudio de los efectos del ruido para otro tema.
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1.2.1. Atenuacion

La atenuacion refleja la pérdida de potencia que sufre la senal al atravesar el medio de
tranmision. Estas pérdidas se expresan habitualmente en unidades logaritmicas, es decir en
decibelios (dB '). Si la potencia transmitida es Pr (W) y la potencia recibida Pr (W), se define
la atenuacién L (dB) “ como (ver figura 1.3):

L(dB) =10 - log —- (1.1)

Transmisor

Receptor

| Sedal transmitida | | Semal recibida |

Figura 1.3: Esquema simple de un sistema de transmision.

En la expresién 1.1 ° las potencias Pr v Pg estdn expresadas en unidades lineales, y ambas
en la misma unidad (ambas en W, ambas en mW | etc.). La propagacién de la senal a través del

P
medio provocara una pérdida de potencia, por lo que Pr > Pk, P—T > 1y L sera una cantidad
R

positiva .

Para la mayoria de los medios de transmision, estas pérdidas expresadas en unidades lo-
garitmicas (dB) se incrementan linealmente con la distancia recorrida por la senal en el medio.
Es decir, se caracteriza el medio con una atenuacién o dB/km, de forma que en un trayecto de
d km la atenuacién total sufida por la senal sera de:

L(dB) = a (dB/km) - d (km) (1.2)

De esta forma, la atenuacién en términos lineales tiene una evolucién exponencial:

a =101 (1.3)
P o
I=-L =101 =10% (1.4)

 Pa

en donde Pr y Pg deben estar expresadas en unidades lineales (vatios o milivatios).
El valor de la atenuacién [ expresado en términos lineales no tiene unidades, y serd mayor
que la unidad, representando asi una pérdida de potencia. La atenuacion [ es el inverso de la

LEl nombre viene del ingeniero Alexander Graham Bell, razén por la que la letra B es siempre en maytisculas
2L: del inglés, Losses

3El logaritmo es base 10

4Recuerde que si 0 < 2 < 1 entonces logz < 0



14 TEMA 1. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE COMUNICACIONES

ganancia g = %, concepto habitualmente utilizado para sistemas de amplificacién, en donde la
potencia de salida es mayor que la potencia de entrada (g > 1).

La potencia puede expresarse también en unidades logaritmicas. Las mas habituales serian
el dBW (que se lee debe-vatio) y el dBm (que se lee debe-eme). Estas unidades se calculan
simplemente como 10 veces el logaritmo (en base 10) de las unidades expresadas en vatios
(para el dBW) o en milivatios (para el dBm):

P(dBW) =10log P(W) P(dBm) = 10log P(mW)

Si la potencia estd expresada en unidades logaritmicas (habitualmente dBm) la atenuacién
en dB es directamente la diferencia de potencias transmitida y recibida:

Pr(mW
L(dB) = 10 - log % = 10 - log Pr(mW) — 10 - log Pr(mW)

— Pr(dBm) — Pr(dBm)

En telecomunicaciones es muy habitual trabajar con estas unidades logaritmicas, por lo que
es interesante conocer algunas relaciones frecuentes’:

Potencia doble o mitad Si un trayecto reduce a la mitad la potencia de la senal, la ate-
nuacién introducida por el trayecto es de 3 dB:

Pr (mW):w

L(dB) =10 -log2 = 3 dB

Asi, si por ejemplo la potencia de entrada es de 1 mW (0 dBm), la potencia de salida sera
(para una atenuacién de 3 dB) de 0,5 mW (-3 dBm).

De la misma manera, si un dispositivo introduce una ganancia en potencia de 3 dB, la
potencia de salida expresada en unidades lineales -en vatios (W) o en milivatios (mW))- seréd el
doble de la potencia de entrada. Por ejemplo, si la potencia de entrada es de 1 mW (0 dBm),
la de salida serd de 2 mW (3 dBm).

En resumen, sumar o restar 3 dB en unidades logaritmicas de potencia, equivale a doblar o
dividir la potencia en unidades lineales.

Ganancias o atenuaciones de 10 Como 10 - log 10 = 10, un factor de 10 en la relacion
de potencias equivale a sumar (o restar) 10 dB. Por ejemplo, si la potencia transmitida es de
1 mW (0 dBm) y la atenuacién del medio es de L = 10 dB, la potencia recibida sera de 0,1 mW
(-10 dBm).

Ganancias o atenuaciones en cascada Si se conectan en cascada dos trayectos con ate-
nuaciones de Ly dB y Ly dB, la atenuacion total introducida sera de L = L; + Ly dB. Por
ejemplo, la conexién de dos trayectos de atenuacion de 10 dB por trayecto, introducira una
atenuacién total de 20 dB. Asi, si la potencia transmitida es de 1 mW (0 dBm), la potencia
recibida tras el primer trayecto serd de 0,1 mW (-10 dBm), y tras atravesar la senal el segundo
trayecto serd de 0,01 mW (-20 dBm).

5Es muy conveniente saber que log2 ~ 0,3, log10 =1y logl =0
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Ejemplo Consideremos la transmision de una senal piloto de potencia 5 mW, a través de

un enlace coaxial sistema caracterizado por una atenuacién o = 1,2 dB/km. La atenuacién

introducida por los conectores situados en los extremos emisor y receptor es de 0,6 dB. Queremos

calcular la potencia recibida en el extremo receptor, ubicado a una distancia de 2km.
Expresamos la potencia transmitida en unidades logaritmicas:

Pr (dBm) =10 - log5 mW ~ 7dBm
La atenuacion total introducida por el enlace sera:
L =1,2dB/km - 2km + 0,6dB = 3dB
Y finalmente la potencia recibida:
Pr=Pr—L=4dBm

que equivale a P = 10419 =2 5 mW.

1.2.2. Distorsién

La distorsion introducida por un sistema de transmision esta relacionada con sus carac-
teristicas de transmisiéon, y en términos generales puede ser de dos tipos: lineal y no lineal. La
distorsion lineal se refiere a la que puede ser generada por los sistemas lineales, caracterizados
por una funcién de transferencia y una respuesta frecuencial H(f). La distorsion no lineal es
la que introducen los sistemas no lineales, cuya respuesta no puede ser caracterizada con una
funcion de transferencia, y que se caracterizan a través de la llamada funcion caracteristica del
sistema y = f(x).

1.2.2.1. Distorsion lineal

Un sistema lineal se dice que no introduce distorsién si la salida y(t) es una versién escalada
y retardada de la entrada x(t):

y(t) = K -o(t — o) (15)
en donde:

» K > 0 es el valor correspondiente al factor de escala (normalmente K < 1 ya que la senal
sufrird una atenuacién en el trayecto).

s £y > 0 el retardo necesariamente experimentado por la senal para recorrer el sistema de
transmision.

Un sistema lineal e invariante puede caracterizarse a través de su respuesta al impulso
h(t), cuya transformada de Fourier es la respuesta frecuencial del sistema. Ello significa que
podemos calcular la respuesta del sistema y(t) a cualquier entrada z(t) utilizando la ecuacién
de convolucion:
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y(t) = a(t) * h(t)

De esta manera, para que un sistema no introduzca distorsion, utilizando 1.5:

y(t) = K -x(t —to) = K - x(t) « 5(t — to)
por lo que un sistema lineal sin distorsion tendra una respuesta al impulso dada por:

h(t) = K -60(t —to)

Podemos expresar esta misma condicion en el dominio de la frecuencia:
H(f) = Ke 1

Es decir, la respuesta frecuencial de un sistema sin distorsién sera tal que:

|H(f)| =K médulo constante (1.6)
LH(f)) = —2nfty fase lineal (1.7)

De esta forma la respuesta frecuencial de la salida en un sistema sin distorsién sera:

Y(f) = X(f) H(f) = X(f) - Ke72rfto
Y ()l =K-[X(f)
LY (f) = £X(f) — 27 fto

Si alguna de las dos condiciones no se cumple, entonces decimos que el sistema presenta
distorsion lineal, bien de amplitud, si no se cumple la condiciéon del médulo, bien de fase, si no
se cumple la condicién de la fase de la respuesta frecuencial:

Si|H(f)| # K = Distorsién lineal de amplitud (1.8)
Si ZH(f) # —2m ftg = Distorsién lineal de fase (1.9)

Estas condiciones para la respuesta frecuencial deben cumplirse para el rango de frecuencias
en las que se encuentra la senal de entrada. Por ejemplo, si la sefial de entrada x(t) es de tipo
paso bajo, tal que X (f) # 0 en |f| < B Hz, las condiciones 1.6 y 1.7 deberdn cumplirse en ese
mismo rango de frecuencias. De la misma forma, si se trata de una senal paso banda, con su
respuesta definida en f; < |f| < fo, las condiciones 1.6 y 1.7 deberén igualmente cumplirse en
ese mismo rango de frecuencias.

1.2.2.2. Distorsion no lineal

La distorsion no lineal se genera en los sistemas no lineales. En estos sistemas la salida
no puede calcularse utilizando la respuesta al impulso y la ecuaciéon de convolucién. Para una
senal de entrada x(t), se obtiene la salida a través de la funcién caracteristica, para la que suele
utilizarse una aproximacion polinémica:



1.2. CARACTERIZACION DEL MEDIO DE TRANSMISION 17

De forma que:

Y(f)=Co+ Cr- X(f) + Co- X(f) * X(f) + .. + Cn - X(f) % - 5 X(f)

J/

N

De las ecuaciones anteriores, esta claro que a la salida apareceran frecuencias nuevas, no
presentes en la senial de entrada, debido justamente a los términos que generan la no linealidad
(Co, Co, ..., Cy). La medida de la distorsién del sistema se realiza utilizando como entrada una
senal piloto o tono de prueba, x(t) = cos 27 fyt. Con esta entrada, ademds de la propia senal
de prueba (escalada) a la salida encontraremos tonos a frecuencias doble (2fy), triple (3 /o),
etc. (los arménicos de fy). La distorsién pretende evaluar en qué cantidad aparecen dichas
frecuencias. Asi, se define por un lado la distorsién introducida por cada armdnico:

A

d, ="
Ay

en donde A, es la amplitud de salida del arménico n-ésimo, y A; la amplitud de salida co-
rrespondiente a la frecuencia de entrada fo. El valor de d? expresa la relacion, a la salida del
sistema, entre la potencia del arménico n-ésimo no deseado y la potencia del primer armoénico
(arménico deseado). Para calcular la distorsion total, calculamos la potencia total no desea-
da en relacion a la potencia del primer arménico, definiéndose la Distorsion Armonica Total
(conocida como T'HD %) introducida por el sistema como:

THD% = |> d2-100%
n>1
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TEMA 1. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE COMUNICACIONES



Tema 2

Senales y procesos aleatorios

2.1. Procesos aleatorios

2.1.1. Introduccion a los procesos aleatorios

El esquema de la figura 2.1 muestra una posible clasificacién para las senales. Como puede
verse, las senales reales pueden ser deterministas o aleatorias. Para las senales complejas puede
realizarse la misma clasificacién, con la diferencia de que se tratara de senales bidimensionales.

Las senales deterministas son aquellas que quedan totalmente definidas a partir de una cierta
expresion matematica, de forma que es posible conocer exactamente el valor que tiene la senal
para cada instante de tiempo. Por ejemplo, si consideramos la expresion z(t) = Asin(27 fot+¢),
siendo A, fo v ¢ valores constantes de amplitud, frecuencia y fase inicial, podemos determinar
el valor de z(t) de forma exacta para cualquier valor deseado de t.

l Reales \l Complejas \
I
1

Aleatorias
(Procesos
estocasticos)

Energia Finita PefEEE Estacionarias o
8 Media Finita estacionarias

I_I_I

l Periddicas \ l No periédicas\ l Ergddicas \ l No ergddicas \

Figura 2.1: Clasificacién de las senales

Sin embargo, los mensajes transmitidos en un sistema de comunicaciéon no pertenecen a ese
grupo de senales deterministas, ya que logicamente en el receptor el mensaje no se conoce de
antemano. Si pensamos por ejemplo en un mensaje formado por bits representados por un tren
de pulsos rectangulares de amplitudes 1V y 0V, no sera posible saber con antelacion si la ampli-
tud del pulso en un cierto instante va a ser una u otra. Adicionalmente, existen perturbaciones

19
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en los sistemas de comunicacion que tienen caracter aleatorio, para los que tampoco es posible
conocer su valor con antelacién, como por ejemplo el ruido, o ciertas interferencias procedentes
de otros sistemas de comunicacién. Tanto en un caso como en el otro, necesitaremos un conjunto
de herramientas matematicas que nos permitan trabajar con este tipo de senales de caracter
aleatorio. Estas herramientas nos las proporcionara la Estadistica, a través de modelos capaces
de representar las regularidades presentes en las senales o en las perturbaciones.

Una senal o proceso aleatorio es una funcién que ademaés de depender del tiempo, depen-
de también de una o varias variables aleatorias. Por ejemplo, consideremos la senal x(t) =
Asin(27 fot + ¢) en la que fy y A son constantes (al igual que antes), pero en la que ahora ¢ es
una variable aleatoria, que podra tomar valores en el intervalo [0, 27] con una cierta probabili-
dad '. Los valores que toma z(t) a lo largo del tiempo dependerén del valor (aleatorio) tomado
por ¢. Si queremos representar graficamente z(t) tendremos forzosamente que dar valores a ¢
(los valores de A y de fy son constantes y por tanto se suponen conocidos). La funcién que
resulta de dar valores especificos a la variable aleatoria se conoce como una realizacion del
proceso x(t)?. Por ejemplo, en la figura 2.2 se han representado cuatro realizaciones del seno de
fase aleatoria.

Figura 2.2: 4 realizaciones de un seno de fase aleatoria

En los proximos apartados estudiaremos los estadisticos que nos permitirdan trabajar con
los procesos aleatorios (también llamados procesos estocdsticos) mas comunes en los sistemas
de comunicacion. En el apartado 2.1.3 se repasan brevemente algunos conceptos basicos de
estadistica.

2.1.2. Definiciones

Considere un conjunto de senales ruidosas, como las representadas en la figura 2.3, que
podrian haber sido generadas por algiin elemento ruidoso. Todas las senales representadas son
diferentes entre si, pero al haber sido generadas por el mismo proceso estocdastico, poseen ciertos
elementos que las caracterizan a todas. Cada una de las senales x(t, a;) es una manifestacién
concreta del proceso de generacion de ruido, también llamada realizacion del proceso o funcion
muestra. El conjunto (infinito) de todas las realizaciones o funciones muestra constituye el
proceso estocdstico x(t).

IEsta funcién se conoce como seno de fase aleatoria y es muy utilizada en comunicaciones porque representa
el hecho de desconocer la fase con la que una portadora senoidal de frecuencia conocida alcanza el receptor.

2Esto es equivalente a cuando se dan valores a una variable aleatoria, que resulta en las diferentes posibles
realizaciones de la variable.
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Si elegimos ahora en el proceso estocastico un instante de tiempo t; y observamos los
valores que toma el proceso (es decir, x(t1, @)) obtendremos una variable aleatoria x; = (¢, ).
Eligiendo cualquier otro instante ¢y los valores observados constituyen otra variable aleatoria
x9 = z(t9, ). El conjunto de todas las (infinitas) variables aleatorias x(¢;, a) definird el proceso
estocéstico z(t, ). A los promedios o estadisticos calculados para las variables aleatorias 1,
Ty ... T, les llamaremos promedios de ensamble. Por otro lado, los promedios de las funciones
muestra, calculados a lo largo del tiempo, seran promedios temporales.

Variables mble of Random Signals
aleatorias 1o
X(t,0

Realizaciones del

a,
[
1
©X(1,0) 1 =
. 1
X(1,05) 1
1
«

X(t,0,1) : :

T : t=>
Figura 2.3: Representacién de un proceso aleatorio

El promedio temporal de una senal x(t) se calcula como:

T—o00

1
< z(t) >= lim —/x(t)dt
TJr

En un proceso aleatorio, podremos calcular el promedio temporal de cualquiera de sus
realizaciones z(t, ;) de la misma manera:

< x(t, ;) >= lim 1 / x(t, a;)dt
T—o00 T
El célculo de un promedio en la direccién de ensamble (representado a través del operador
FEsperanza, E{-}) consistird en calcular el valor medio de la variable aleatoria que queda definida.
Para ello, necesitaremos la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria, es decir,
del proceso en el instante elegido. Para el instante ;:

Bla(t, )} = /x(ti,a)fx(x,ti)dx

en donde f,(z,t;) es la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria x(t;, «).

Para simplificar la nomenclatura utilizada para los procesos y las variables aleatorias que los
definen, es habitual eliminar el uso del parametro a. De esta forma, hablaremos del proceso z(t),
y de las variables aleatorias que lo definen x; = z(¢;), cuyas funciones densidad de probabilidad
seran f,,(x;) = fo(x,t;). Sabremos si la expresién z(t) se refiere a una senal determinista o a
un proceso estocastico por el contexto en que se utilice.
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2.1.3. Conceptos basicos de estadistica

En este apartado repasamos algunas nociones de estadistica que utilizaremos con frecuencia.

Funcién de densidad de probabilidad (fdp) FEsta funcién define con qué probabilidad
una variable aleatoria toma valores en un cierto intervalo. Si consideramos la variable aleatoria
x con fdp f,.(z), la probabilidad de que x tome los valores del intervalo [a, b] es:

p(x € [a, b)) :/ fo(x)dx

Es decir, la probabilidad de que x tome valores en el intervalo [a, b] es el drea de su fdp en dicho
intervalo. Por lo tanto, el area total de la fdp debe valer 1.

Operador esperanza, E{-} Este operador calcula el valor medio de su argumento:
E{z} = /azfx(x)dx
E{2*} = /fox(x)dx

Se trata de un operador lineal, es decir:

E{ax + fy} = aB{z} + BE{y}

siendo v y  constantes y x e y dos variables aleatorias.

Funciones de una variable aleatoria Si queremos calcular la esperanza de una variable
aleatoria Y que estd expresada como una funcién de otra Y = g(X) de la que conocemos su
fdp, fx(X), aplicaremos la siguiente regla:

B{Y} = / Y fy (Y)Y = / 9(X) fx (X)dX

Esperanza de un proceso Si queremos calcular la esperanza de un proceso x(t), expresado
como una funcién g(V,t) que depende de ¢ y de una variable aleatoria V' de la que conocemos
su fdp, fi(V), aplicaremos la siguiente regla:

£(t) = g(V, 1)
E{x(t)} = E{g(V,1)} = / gV, t) f (V) AV

Si hay dos variables aleatorias V, W, con funcién de densidad de probabilidad conjunta

z(t) = g(V, W, t)

E{x(t)} = E{g(V, W)} = / / G(V.V,0) fyw (V, W)V AW
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2.2. Promedios de ensamble

Los promedios de ensamble que vamos a necesitar son los siguientes:

= Para un proceso:

Valor medio

Autocorrelacion

Valor Cuadratico Medio

Autocovarianza

e Varianza
= Para dos procesos

e Correlacion cruzada
e Covarianza cruzada

e (Coeficiente de correlacién

2.2.1. Valor medio

El valor medio (o simplemente la media) de un proceso es un estadistico de primer orden.
Proporciona la media de cada una de las variables aleatorias x; = x(t;, &) que definen un proceso
como una funcién del tiempo:

malt) = Ba(®)} = [ a0 (o000

Procesos estactonarios Cuando la funcién de densidad de probabilidad de las variables
aleatorias x; no depende de t (f.(x,t;) = f.(z.t;),V t;,t;) entonces la media del proceso serd
también constante e independiente de ¢t. En este caso se dice que el proceso es estacionario de
primer orden o también estacionario en la media. En este caso E{x(t)} = m,(t) = m,.
El valor medio de un proceso se conoce también como su componente continua o componente

DC.

2.2.2. Autocorrelacion

La funcién de Autocorrelacion de un proceso es un estadistico de sequndo orden. Se calcula
como el valor medio del producto de dos valores del proceso tomados en dos instantes ¢; y to:°

Ry (t,t2) = E{x(t1)z*(t2)}

3Se ha considerado la expresién general para procesos complejos.
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Procesos estacionarios FEn la expresion anterior, intervienen dos variables aleatorias (x; =
x(t1) y xe = z(t9)) y el célculo del promedio del producto de las dos variables requiere conocer
la funcién de densidad de probabilidad conjunta de las dos variables f,, ., (1, z2). Cuando esta
funcion depende tinicamente de la distancia entre los dos instantes de tiempo considerados, la
funcion de Autocorrelacion puede escribirse en funcién de la diferencia 7 =t — ts:

t+7=1t

R.(7) = E{x(t+7)x"(t)} = { . t’i . } = E{z(t")2*(t' — 1)} (2.1)

En este caso, se dice que el proceso z(t) es estacionario de segundo orden o también
estacionario en la autocorrelacion.

Para que un proceso sea estacionario de segundo orden, debera ser también estacionario de
primer orden.

Un proceso que es estacionario de segundo orden se dice que es Estacionario en senti-
do amplio, y es conocido por sus siglas en inglés WSS, Wide-Sense-Stationary. Un proceso
estactonario en sentido estricto seria aquél para el cual la estacionareidad se cumple para es-
tadisticos de orden superior a dos. Para la comprension, el estudio y el modelado de la mayoria
de los procesos que intervienen en los sistemas de comunicacion es suficiente con conocer los
estadisticos de segundo orden. Adicionalmente, la mayoria de estos procesos son WSS.

2.2.3. Valor Cuadratico Medio

El valor cuadratico medio de un proceso es un caso particular de su funcién de autocorre-
lacién, obtenido para t; =ty = t:

Ry(t,t) = E{|z(t)"} = Pu(t)

Este valor es ademas la Potencia del proceso.

Procesos estacionarios Cuando el proceso es estacionario (en sentido amplio) este valor
serd independiente de ¢ y coincide con el valor de la funcién de autocorrelacion en el origen:

P, = R,(0) = E{|z(t)]"}

2.2.4. Autocovarianza

La autocovarianza de un proceso es la autocorrelacion del proceso sin media:

Cu(tr,t2) = E{(x(t1) — my(t1))(z(t2) — ma(t2))"}
= E{z(t)z"(t2) — x(t1)my(t2) — ma(t1)z" (t2) + my(t1)m z(t2)}
= Ry(tr,t2) — ma(t)my(t2) — ma(t)my(t2) + ma(t)my(t2)
= Ry(t1,t2) — my(t1)my(t2)

e Si el proceso es WSS:
Co(r) = B{(a(t +7) = ma)(2(t) — ma)"} = Ro(7) — [mal”
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2.2.5. Varianza

La varianza de un proceso es un caso particular de la Autocovarianza del proceso, calculado
cuando t; = ty:

0(tt) = Ra(t,t) — [ma(t)[?

Es decir, se trata de la potencia del proceso sin media.

Procesos estacionarios Para un proceso WSS, esta potencia sera constante e independien-
te de t:

‘792: = R,(0) — ’mx|2 =P, - |msﬁ|2
Como vemos, la potencia total del proceso P, = R,(0) tiene dos componentes. Por un lado
|m,|?, que al ser m, el valor medio del proceso, seré la potencia de dicho valor medio. El resto,
la varianza o2 serd la potencia del proceso sin media, es decir de la componente alterna del

x
proceso. El valor o, se conoce como la desviacidn tipica o desviacion estandar del proceso x(t).

2.2.6. Correlacion cruzada

La correlacién cruzada de dos procesos x(t) e y(t) es un estadistico de segundo orden,
calculado como el valor medio del producto de los dos procesos:

Ryy(t1,ta) = E{z(t1)y" (t2)}

Para el célculo de este estadistico necesitaremos conocer fu,,,(21,¥2), la funcién de densidad
de probabilidad conjunta de las variables aleatorias x1 = z(t1) e yo = y(t2), V(t1,t2). En el
caso en el que estas dos variables aleatorias sean independientes, esta funcion de densidad de
probabilidad se podra calcular como el producto de las funciones de densidad de probabilidad
de cada una de las variables:

fw1y2<xlay2> = fwl(xl)ny(yQ) (2'2>

y si esto ocurre para todo ty, to, entonces los procesos :c(t) e y(t) son independientes y por
tanto:

Ray(ty, t2) = E{a(t) }E{y" (t2)} = ma(t1)m,(t2) (2.3)

Procesos estactonarios Silos dos procesos son WSS, y son ademas conjuntamente estacio-
nartos entonces la correlacién cruzada entre ambos procesos sera una funcién de la diferencia
T entre los instantes t; y to, 7 =t — ta:

Rey(7) = E{a(t +7)y" (1)} = E{z(@)y"(t — 7)}
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El valor de la correlacion cruzada en el origen se conoce como la Potencia cruzada de los
Procesos:

Pry = Ruy(0) = E{z()y" (1) }

Si los dos procesos son ademas de conjuntamente estacionarios, independientes se cumplira
2.2:

Ry (1) = E{x(t +7)y" ()} = E{e(t + 1)} E{y" (1)} = m, - m,

y (2.4)

2.2.7. Covarianza cruzada

La covarianza cruzada entre dos procesos es la correlacién cruzada de los dos procesos sin
su media:

Coy(ti,ta) = E{x(t1) — m(t1))(y" (t2) — my(t2))}
= E{x(t1)y" (t2)} — ma(t1) E{y" (t2) } — my (t2) E{x(t1)} + my(t1)my (t2)
= Ray(t1, t2) — ma(ty)my,(t2)

Procesos estacionarios Para procesos conjuntamente estacionarios, la covarianza cruzada
dependera unicamente de la diferencia de los instantes t; y ts:

Cay(7) = E{(x(t +7) —ma)(y*(t) —my)}

*

= Ryy(1) — my - m,

2.2.8. Coeficiente de correlacién cruzada

Se define el coeficiente de correlacién cruzada entre dos procesos como:

ny (tl ) t2>

pry(tr, t2) = o (t1)oy(t2)

Procesos estacionarios Silos dos procesos son conjuntamente estacionarios:

Coy(7)

pry(T) = g
a0y

2.2.9. Procesos incorrelados, ortogonales e independientes

En este apartado por simplificar, nos referiremos tnicamente a los procesos estacionarios
y en su caso conjuntamente estacionarios. Las definiciones serfan similares para procesos no
estacionarios.

Procesos incorrelados Dos procesos son incorrelados si su covarianza cruzada vale cero,
para todo 7:

Cy
R,

<
—~
2
I
@]
<
)

(1) =my-m; (2.5)

<
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Procesos ortogonales Dos procesos son ortogonales si su correlacién cruzada vale cero, para
todo T:

Ryy(1)=0 Vr

Ademas, como puede deducirse de la expresiéon 2.5, si dos procesos z(t) e y(t) estdn inco-
rrelados y uno de ellos es de media cero, entonces R,,(7) = 0, es decir, los dos procesos son
ortogonales.

Adicionalmente, si dos procesos z(t) e y(t) son estadisticamente independientes (ver 2.4),
entonces R, (7) = m, - m; y los dos procesos estdn incorrelados.

Es importante tener que en cuenta que el hecho de que dos procesos estén incorrelados, ello
no implica necesariamente que sean estadisticamente independientes. Es decir, asi como inde-
pendencia implica incorrelaciéon, la inversa no es cierto, incorrelacién no implica necesariamente
independencia.

Ejemplo: superposicion de procesos

Considere el proceso z(t) = x(t)+y(t) . Suponiendo x(t) e y(t) conjuntamente estacionarios,
calcular R.(7) vy G.(f).
R.(m) = E{z(t +7)2" (1)} = B{(x(t + 7) £ y(t + 7)) (@"(1) £ y"(t)}
= R,(7) + Ry(7) & Ryy(7) £ Ryo(7) (2.6)
= Ry(7) + Ry(7) £ (Ray(7) + By, (=7))

Tomando transformada de Fourier:

G.(f) = Go(f) + Gy(f) £ (Gay(f) + G2, (f))

Si los dos procesos son incorrelados:

(2.7)

*

Ryy(1) =my - m,
R;y(—r) =m, - my (2.8)

R.(T) = R,(7) + Ry(7) £ 2Re{m, - m, }

* (2.9)
G.(f) = Go(f) + Gy(F) £ 2Re{m, - m; - 5(f)}
Si ademés uno de los dos es de media cero (procesos ortogonales):
R.(7) =R, R

G.(f) = Go(f) + Gy(f)

2.3. Propiedades de los procesos estacionarios

En este apartado se resaltan algunas de las propiedades y caracteristicas mas relevantes de
la funcién de autocorrelacién y de la correlacion cruzada para procesos WSS.
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1. Simetria hermitica de la funcién de autocorrelaciéon

La funcién de autocorrelacion presenta simetria hermitica, es decir R, (7) = R (—7):

R(r) = E{z(t + 7)z" (1)}
Ri(1) = E{z*(t + 7)x(t)}
Ry(—=7) = E{z*(t — 7)z(t)} = Ru(7)

Si el procesos es real (x(t) = x*(t)), entonces su funcién de autocorrelacién es también
real y por lo tanto tendra simetria par: R,(7) = R.(—7).

. Méximo en el origen.

La funcién de autocorrelacién presenta un maximo en el origen’: |R,(7)| < R.(0). Lo
demostraremos a continuacion para procesos reales, aunque la propiedad se cumple igual-
mente para procesos complejos.

Partimos del hecho de que la potencia de un proceso es una cantidad siempre positiva, y
lo aplicamos a los procesos y;(t) = z(t + 7) + x(t) e y2(t) = z(t + 7) — x(t):

R,(0) = E{|y(t)]*} > 0

E{(z(t+7)xz(t) (z(t+7)Lz(t)} >0

E{|z(t + 1)} + E{|z®)]*} £ E{z(t)z(t + 1)} £ E{z(t + 7)z(t)} > 0
2 (R.(0) £ Ro(7)) >

De forma que:

R.(0) > —R,(7) tomando el signo +
R.(0) > R,(7) tomando el signo —

Es decir que R,(0) > |R, (7).

. Procesos periddicos en la media cuadratica.

Si existe algun valor de 7 = 7y para el cual R,(m) = R.(0) (es decir, se alcanza el valor
maximo del origen), entonces la funcién de autocorrelaciéon es peridédica con periodo 7y
(R.(7) = Ry(7 4+ 70)). En este caso, se dice que el proceso z(t) es periddico en la media
cuadrdtica. Para estos procesos se cumple que E{|z(t + 1) — z(¢)]*} = 0, es decir, que no
hay potencia en la diferencia entre el proceso y el mismo desplazado el valor del periodo.
En efecto, siendo z(t) un proceso real °:

E{Jx(t + 7o) — x(t)]*}

E{|x(t + )"} + E{|2(t)]*} — 2B{x(t + 7o)z (t)}
2R.(0) — 2R (7o)

Rz(o) Rz(TO)

0
0
0

4Ver la propiedad 3 para tratar de caso de igualdad
5Por simplificar lo demostramos tinicamente para procesos reales.
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4. Simetria de la funcion de correlacién cruzada.

La correlacién cruzada de dos procesos x(t) e y(t) presenta la siguiente simetria: R, (1) =
Ry, (=)
YT

Ry (7)
Ryo(7)
)
7)

Ryl
Ry, (=

E{x(t+71)y*(t
E{y(t+ 7)x*(t
E{y*(t+ 7)x(t
E{y*(t — 7)x(t

t—7=1t
t=t —71

Ry, (=7) = E{y"(t)x(t' + 7)} = Ray(7)

)}
)}
)}
)}

2.4. Promedios temporales y procesos ergoédicos

Los procesos ergodicos son aquellos en los que los promedios temporales de las realizaciones
del proceso coinciden con los promedios de ensamble. Estudiaremos tinicamente la ergodicidad
de los procesos en la media y en la autocorrelacién, o en la correlacién cruzada en el caso de
estudiar la ergodicidad conjunta de dos procesos. En los procesos ergddicos, los estadisticos
del proceso (media y autocorrelacién) pueden determinarse a partir de una tunica realizacién,
calculando los promedios temporales.

Ergodicidad en la media Un proceso es ergddico en la media si el promedio temporal de
una cualquiera de sus realizaciones (z;(t)) coincide con el promedio de ensamble:

(z:(8)) = Tim % /T vi(t)dt = B{z(t)} = m,

T—o0

Para que un proceso sea ergddico en la media debe ser estacionario de segundo orden (6
WSS).
Si un proceso es ergddico en la media, el valor medio de la funciéon de autocorrelacion vale

e[
T—oo T—oo

lim %/TR$<T)CZT: lim %/TE{ZL’(t—i—T)I‘*(t)}dT

T—00

= E{x(t){z*(t))} = |m.|?

= F{ lim %/Tx(t+7)x*(t)d7} (2.11)

Ergodicidad en la autocorrelacién Un proceso es ergddico en la autocorrelaciéon si la
autocorrelacién temporal (a la que denominaremos p, (7)) de una cualquiera de sus realizaciones
coincide con la autocorrelacion del proceso:

po(7) = lim % /T 2i(t 4 )2 (B)dt = B{a(t+ 7)2* ()} = Ra(r) (2.12)

T—o00

La ergodicidad en la autocorrelaciéon requiere estacionareidad de orden 4 (sin demostracion).
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Ejemplo Estudiamos la estacionareidad y ergodicidad del proceso z(t) = A siendo A una
v.a. uniformemente distribuida en [—V, V].
Su media de ensamble: E{A} =0

Y su autocorrelacion:

2 Yol Ve
E{A"} = A*—dA = — 2.13
()= [ argpia- g (213)
Por lo que el proceso es WSS.
Su media temporal:
(z(t)) = A (2.14)

depende de la realizacion elegida, por lo que el proceso NO es ergddico en la media (y por
tanto tampoco presenta ergodicidad de orden superior).

2.4.1. Resumen promedios temporales y de ensamble

La tabla 2.4 resume las definiciones dadas tanto para los promedios temporales como para
los promedios de ensamble, asi como su interpretaciéon conceptual.

2.5. Representacion espectral de senales aleatorias

2.5.1. Densidad espectral de potencia

La Densidad Espectral de Potencia (DEP) de un proceso es una funcién que describe cémo
esta distribuida la potencia del proceso sobre las diferentes frecuencias que lo componen. Puede
calcularse como la transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacion:

R.(1) & G.(f)

También podemos obtener la siguiente expresion para G, (f):

E{|1 X, ()}
T

en donde z;(t) serfa una realizacién del proceso, y T un intervalo de tiempo representativo.

Esta expresion nos presenta una interpretacién del modo de calculo de la DEP de un proceso
WSS:

o Xr.(f) es la transformada de Fourier de un segmento de duraciéon T de una de las reali-
zaciones del proceso.

e | X7.(f)|? es la Densidad Espectral de Energfa de ese segmento de duracién finita.

o E{|X7.(f)|*} sera el promedio de esa Densidad Espectral de Energia para todas las rea-
lizaciones del proceso (promedio realizado en la direccién de ensamble).

e Elltimo paso divide el valor obtenido (para cada frecuencia) por la duracién del segmento
para obtener una potencia, y extiende el intervalo a oc.
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7

REPRESENTACION ESPECTRAL DE SENALES ALEATORIAS

2.5.
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Definiciones de promedios temporales y promedios de ensamble

Figura 2.4
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2.5.2. Propiedades

1. G.(f) es siempre real. Partimos de la simetria hermitica de la funcién de autocorrelacién

R, (7):
D= i1y = i) e 23
Se ha utilizado que si z(t) <5 X(f) = 2*(—t) < X*(f)
2. G,(f) >0 Vf
Es decir, G,(f) es una funcién real y positiva.
3. Si z(t)real = G,(f) real y par
z(t)real = Ry(7) = Ry(—7)(par) (216)

En este caso, también podemos expresar G, (f) asi:
G = [ Rulrye o
= /OO R, (7)cos (2m fr)dr —j/oo R, (7)sin (27 fr)dr (2.17)
— /OO R, (7)cos (2m fr)dr

4. R,(0) = [% G.(f)df = P,

Es decir, la potencia del proceso puede calcularse como el area de la Densidad Espectral
de Potencia.

5. Densidad Espectral de Potencia Cruzada de dos procesos WSS

7) =R} (—T) (2.18)

2.6. Ejemplos practicos

2.6.1. Coseno de fase aleatoria

Un proceso muy utilizado en comunicaciones es como ya se ha comentado el coseno (o el
seno) de fase aleatoria:

z(t) = Acos(2m fot + @)
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en donde A y fy son constantes, y ¢ es una variable aleatoria uniformemente distribuida en el
intervalo [—m, 7]. Al ser el valor de la fase aleatorio y con distribucién uniforme, no habré nin-
guna diferencia en trabajar con el coseno o con el seno. La funcién de densidad de probabilidad
uniforme de la variable ¢ serd f,(¢):

1

5 ¢ € [_71-7 7.‘-]

27

fo(®) =

0 fuera

para lo que se ha tenido en cuenta que toda funcién de densidad de probabilidad debe cumplir
que su area vale la unidad. La figura 2.2 mostrada al comienzo de este tema muestra algunas
realizaciones de este proceso.

Valor Medio Calcularemos ahora el valor medio del proceso, E{xz(t)}. Para hacerlo, tendre-
mos en cuenta como se aplica el operador esperanza F{-} a una funcién del tiempo, y de una
o més variables aleatorias (ver apartado 2.1.3):

T

m, = E{x(t)} = E{Acos(2m fot + ¢)} = A/ cos(2m fot + gb)%d(b =0

—T

Se trata por tanto de un proceso de media cero y por tanto constante e independiente de ¢, por
lo que podemos afirmar que el proceso es estacionario en la media.

Autocorrelaciéon Partimos de la expresion general de la funcién de autocorrelacion, sin asun-
ciones previas sobre su posible estacionareidad °:

R, (t1,t2) = E{x(t1)x"(t2)} = E{Acos(27 fot1 + ¢)A cos(27 fot2 + ¢)}

= A?ZE {cos (27 fo(t1 +t2) +26) } + E {cos (27 fo(t1 — t2))}
= 2 cos @ fo(ts — 1)

ya que E {cos (2w fo(t1 + t2) + 2¢)} = 0 al tratarse del valor medio un coseno de fase aleatoria

uniformemente distribuida, como en el parrafo anterior.
2

A
De esta forma se obtiene que R, (t1,t3) = > cos (2 fo(t1 — t2)) que es una funcién de t; —to
y podemos escribir:
2

R.(1) = A? cos (27 foT) (2.19)

Se trata por tanto de un proceso estacionario en la autocorrelacion, con lo que ya podemos
afirmar que es un proceso estacionario en sentido amplio WSS.

SEn numerosas ocasiones utilizaremos las siguientes expresiones trigonométricas:

sin(a £ b) = sinacosb + cosasinb

cos(a = b) = cosacosb Fsinasinb
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Ergodicidad Tenemos interés en saber si el coseno de fase aleatoria es un proceso ergodico.
Para ello debemos estudiar sus realizaciones y calcular los promedios temporales. Obtenemos
una realizaciéon del proceso considerando ¢ = ¢; como un valor constante, obteniendo la senal

x;(t) = Acos(2m fot + ¢;). Esta es una senial periédica (con periodo f—) Su valor medio sera:
0

o 1
(24() :TIEEOT/Txi(t)dt— 7o | Acostomft + gt =0

Como vemos, el valor medio de cualquier realizacién del proceso es cero, y coincide con el valor
medio de ensamble, por lo que podemos afirmar que el proceso es ergddico en la media.

Calculamos ahora la autocorrelacién (temporal y determinista) de una realizacién del pro-
ceso:

T—o00 T—oo

2
pe(7) = lim %/sz(t + 7)xl(t)dt = lim A?/Tcos(%rfo(t + 7) + ¢;)cos(2m fot + ¢;)dt

A? A?
= lim 5T /T cos(2m fo(2t + 7) + 2¢;)dt + Th_r)l;o 5T /T cos(2m for)dt

T—o00
En la expresion anterior, el primer sumando representa el cédlculo del valor medio (temporal)
de un coseno de frecuencia 2 fy o periodo Ty/2, por lo que valdra cero. En el segundo sumando

cos(27 for) no depende de t por lo que saldra fuera de la integral (y del limite, ya que tampoco
depende de T):

A A2 1 A
p(T) = cos(2m foT) Tlggo 5T Tdt = 7005(27#07') Tlgr;o ?T = 7003(2%]‘”07')

Este resultado coincide con el obtenido en la ecuacién 2.19 para el promedio de ensamble, por
lo que podemos afirmar que este proceso es ergédico también en la autocorrelacion.
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Transmision de senales con ruido

3.1. Procesos estacionarios a través de sistemas LI

Consideramos el proceso WSS z(t) que atraviesa el sistema lineal e invariante con respuesta
al impulso A(t).
y(t) = x(t) x h(t) = / x(t —7) - h(7r)dr (3.1)

—00

Conocidos los estadisticos del proceso de entrada (su media, su funcién de autocorrelacién etc.)
nos interesa conocer los del proceso de salida. Por ello, calcularemos la media y la funcion de
autocorrelacion del proceso de salida, asi como las correlaciones cruzadas entre los procesos de
entrada y salida del sistema. A partir de las expresiones calculadas, obtendremos las funciones
DEP de la salida en funcién la DEP del proceso de entrada y de la respuesta frecuencial del
sistema.

3.1.1. Valor medio del proceso de salida

Si la media del proceso de entrada z(t) es m,, queremos calcular m, = E{y(¢)}:

= E{y(?)
_ B / 2t — A) - h(A)dA}

:/_ E{z(t — \)} - h(A)dA

Siendo x(t) un processo estacionario, E{z(t — X\) = E{x(t) = m, y por tanto:

my = my - / h(X\)dA

[e.9]

=m, - H(0)
siendo H(0) el valor en el origen (f = 0) de la respuesta frecuencial del sistema H(f).

35
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3.1.2. Autocorrelacién y correlaciones cruzadas

Ry(r) = E{y(t +7)-y"(1)} (3.2)

R (7) = E{/Z 2t +7— ) - AN -y (0))
_ /Z Ruy(r — A) - h(A)dA
— Ry (7) # h(7) (3.3)
Y teniendo en cuenta que:

Ry (=7) = Ry (T)

R, (1) = Ry, (1) % h*(—7) (3.4)
Desarrollamos ahora R,,(7):
Ry (7) = B{a(t +7) - y" (1)}
=E{z(t+7)- / z*(t —A) - h"(N)dA}
= /OO R.(T4+A)-h*(N)dA={p=—-A}=

_ / " Rulr— ) B (— )y =

= R, (1) * h*(—7)

Y también:
Ry.(1) = R, (—7) = Ry(7) * h(7) (3.5)
Por lo tanto:
Ry(7) = Ryo(7) % h*(—7)
= R,y (7) % h(T) (3.6)
= R,(7) * h(7) * h*(—7)
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3.1.3. Densidades espectrales de potencia

Haciendo la transformada en (3.6):

f)-
NP (3.7)

Ejemplo: Procesos ortogonales

Considere el proceso x(t) que atraviesa en paralelo los sistemas hy(t) y ho(t) dando lugar a
los procesos y;(t) e y2(t) respectivamente.

yi(t)

ht)

Deseamos obtener G,,,,(f) y analizar en qué casos seran y;(t) e y2(t) ortogonales.
Calculamos primero R,,,,(7) y después transformamos:

f%mﬁﬁﬂﬂm@+ﬂx/ﬁ@—ﬂ-@OMH

:/Rmv+A»@uMM>

(3.8)
= [ Runalr =) (=)0
= Ry\o(7) * hy(—7)
Y teniendo en cuenta (3.5):
Ry, (1) = Ra(T) 5 b (7) % h5(—7)
GupnF) = Gulf) - F () - H3 () 39
Podemos ver que :
SUH(f) - Hy(f) = 0= Ryy(7) =0 (3.10)

y los dos procesos de salida seran ortogonales. Un caso particular para el que esto se cumplira
serd cuando las respuestas Hy(f) y Ha(f) no se solapen en frecuencia. Como:

Gy (f) = Ga(f) - [H:(f)]?
y Gy(f) = Ga(f) - [Ha( )
y si Hi(f) y Ha(f) no se solapan, tampoco lo haran G, (f) y G,,(f). De aqui podemos deducir

que si dos procesos tienen DEP tales que no se solapan en frecuencia, los dos procesos son
ortogonales.

(3.11)
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3.2. Procesos (Gaussianos

Un proceso gaussiano (también llamado normal) es aquel en el que las variables aleatorias
que lo definen (z(t1), z(t2), ...xz(t,)) son conjuntamente gaussianas para cualquier n,;...t,. An-
tes de estudiar los procesos gaussianos, repasamos las propiedades de las variables aleatorias
gaussianas.

3.2.1. Variables aleatorias gaussianas
Una variable aleatoria x es gausiana si su funcién densidad de probabilidad (fdp) es:

1 _(a;fmz)z

e 2% 3.12
V2o, ( )

fola) =

Gaussian pdf. Prob (x<-1)=0.11507 (shaded area)
0.1

0.09

T

fx(mx)

v

T

0.08

0.07

T

0.06 -

T

0.05

Density

0.04-

0.03

T

0.021-

0.01

T

0 1 |
=25 -20 -15 -10 -5

25
Figura 3.1: Funcién densidad de probabilidad gaussiana

En donde m, es la media de z y o, su desviacién estandar (o, > 0). La figura 3.1 muestra
esta fdp con m, = 5 y 0, = 5. Una v.a. estandar normal tiene media cero y desviacion
estandar unidad. Si z es una v.a. estandar normal, entonces z - o, + m, es normal con media
m, y desviacién estandar o,. Y de la misma forma, si  es una v.a. gaussiana o normal con
media m, y desviacion estandar o,, entonces z = % serd una v.a. estandar normal.

Evidentemente, siendo x gaussiana:
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E{z} =m,
E{(z —m,)*} = o2 (3.13)
1
fae(my) = \/2_—7mx
folmy £ 0,) = ! ! (3.14)

~ V2mo, Ve

Como es sabido, el area bajo la curva de la fdp en un intervalo, proporciona el valor de la
probabilidad de que x tome los valores del intervalo:

b
plaela, b)) = / folz)de: (3.15)

Una funcién muy utilizada y cuyo valor se encuentra tabulado es la conocida como funciéon
Q que evalia el area bajo la cola de la gaussiana, es decir, el area bajo la curva desde —oo
hasta un valor © < m, o bien desde un valor u > m, hasta co. Las tablas estan calculadas
para variables gaussianas estandar (con media cero y varianza unidad) por lo que si nuestra
variable no es estandar, tendremos que desnormalizarla para obtener el valor correspondiente.
A continuacion veremos cémo utilizar dicha funcién Q.

Para una variable aleatoria standard normal = (m, = 0,0, = 1), queremos calcular el drea
bajo la gausiana desde un valor u > 0 hasta oo:

22

e zdx; (3.16)

Q(u) = p(zefu, oo]) = / " el = /:O ¢12—7T

Acudiendo a la tabla con el valor de u > 0 en el eje de abcisas, encontraremos el valor buscado.

Si queremos calcular el valor de la cola de la gaussiana para en un intervalo [—oo, u] siendo
u < 0, dada la simetria de la gaussiana estandar alrededor del origen, debemos acudir a la
tabla con |u| (es decir, el argumento de la funcién Q es la distancia del punto de interés hasta
el origen):

2

Q(!u\):p(xe[u,oo]):/oofw(x)dx:/Oo \/12_7?@“2611-; (3.17)

Para una variable aleatoria gaussiana con media m, y desviacion tipica o, calculamos el
area de la cola de la gaussiana (u > m,):

00 o0 1 _ (z—mg)?
xelu, oo]) = »(x)dxr = e 2% dx
pachuoc) = [ peye = [T

T —my U — My
{z: D =024+ my; dr=o,dz; r=u—z= }

Og Og

& 1 2 U — My
= 6_7d2 =
| 7w o)
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Function Q(x)

Figura 3.2: Area bajo la cola de la gausiana, desde x > m, hasta oo

Para u < my:

p(ze[—o00, u]) = /_ZO fo(@)de = @Q (mx - u)

Og

Es decir, para una v.a. gausiana con media m, y desviacion tipica o,, el argumento de la
funcién Q sera el valor del umbral normalizado:

0 (M) — p(ze[—00, u]) = /ZO fo(w)da; siu< my,

Og

= p(ze[u, 00]) = /00 fo(z)dz; siu>m, (3.18)

Es importante darse cuenta de que Q(0) = %, y que la funcién Q sélo estd definida para
valores positivos (es decir, calculamos el drea de la cola de la gaussiana).

Dos variables aleatorias

Se dice que 2 variables aleatorias z; y x; son conjuntamente gaussianas si:

1 1 —11y1T
—=[X][C] [ X]
vz \Liy Xj) = —————F—"F¢€ 2 3.19
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en donde:

Cij = ]E{(l’z - mwz) ) (xj - m$]>}

Una propiedad importante de las variables aleatorias gaussianas es que si Cj; = 0 para i # j:

feiw; @iy x5) = fo,(2) - [2;(25)

Es decir, si dos v.a. gaussianas estan incorreladas, entonces son independientes.

3.2.2. Procesos gaussianos

En un proceso gaussiano, todas las variables aleatorias que lo definen, x(t;), z(t2)...z(t,) son
gaussianas y también conjuntamente gaussianas. Por tanto, la funcion densidad de probabilidad
conjunta es:

1 1 AT
Jorzoean (X1, T2, -, Tn) = W e 2O (3.20)
en donde:
[X] = (21— My, T2 — Mgy -+ Ty — Mg, ]
Cyy Cia -+ Cin
a-|5 G
Coi Coy oor Co

Cij = E{(xz - mxz> ' (xj - m%)}

Se dice que dos procesos z(t) e y(t) son conjuntamente gaussianos si sus variables aleatorias
x(t;) e y(t;) son conjuntamente gausianas.

3.2.3. Propiedades de los procesos gaussianos

1. Un proceso queda totalmente descrito a partir de las medias m,, y las covarianzas Cj;, es
decir por su m,(t) y su autocorrelacién R,(t;,t2). Esta propiedad se deduce directamente
de la expresién (3.20).

2. Debido a la propiedad (1), si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio
(WSS), también serd estacionario en sentido estricto (SSS).
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3. Sidos procesos son conjuntamente gaussianos, y Cy, (t1,t2) =0 Viq, ¢ (son incorrelados),
entonces los dos procesos también serdn independientes.

4. Cualquier combinacién lineal de variables aleatorias gaussianas da lugar a una variable
aleatoria gaussiana. Por tanto, si un proceso gaussiano es la entrada de un sistema lineal
e invariante con respuesta al impulso h(t), el proceso de salida y(t) = x(t) % h(t) serd
también gaussiano.

3.3. Ruido térmico y ruido blanco

El ruido térmico (también llamado ruido de Johnson o ruido de Nyquist) se produce en me-
dios conductores debido a la agitacion térmica de las cargas en los conductores. Estas se mueven
de forma aleatoria, generando una tension eléctrica aleatoria con distribucion de amplitudes
gaussiana n(t) y con valor medio cero. Para las frecuencias de trabajo habituales (| f| < 10'2Hz),
la DEP puede considerarse plana, por lo que se conoce como ruido blanco.

Gulf) = (3.21)

siendo 7 una constante dependiente de la temperatura del conductor (T en °K), indicativa
del nivel de ruido existente:

’]7 = kB . T
kg es la constante de Boltzmann kg = 1,37 - 107> W/Hz/°K (3.22)
o en unidades logaritmicas 10 - log(kg) = -198,6dBm/Hz/° K (3.23)

T : Temperatura en °K

Con esta DEP, las muestras del ruido n(t;), n(t2) estan totalmente incorreladas entre si:

E{n(t)} =0 (3.24)
Bin(e) net = {3 5 31 (3.5
es decir, R, (1) = g - 4(7) (3.26)

Obsérvese que la potencia total de este ruido tomaria valor infinito. En realidad, como este
ruido sera siempre observado a través de algtin sistema con un ancho de banda limitado a BH z,
se obtendra un valor finito en el calculo de la potencia de ruido.

3.4. Ruido filtrado y Ancho de Banda Equivalente de
Ruido

El ruido lo observaremos siempre a través de un sistema LI con respuesta al impulso h(t),
como se indica en la figura 3.3. La DEP del ruido a la salida:
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n(t) y(t)
h(t)

Y

A J

R,(1)=R, (1) * h(1)*h*(-7)

Figura 3.3: Filtrado del ruido a través de un SLI

El ruido de salida sera gaussiano y de media cero:
E{y(t)} = E{n(t) « h(t)} = E{/n(t —7)h(7)dT} =
= /]E{n(t — 1) }h(T)dT =0

La potencia del ruido de salida:

=GP = [ (R = o
Y la f.d.p. del ruido de salida sera:
1 -5
fo(y) 29

= e
V4 27r0y

Para caracterizar un sistema en términos del ruido que deja pasar se utiliza el concepto de
ancho de banda equivalente de ruido, By. Para un sistema paso bajo, By es el ancho de
banda de un filtro paso bajo ideal con ganancia K = |H(f)|mas que deja pasar la misma potencia
de ruido que el sistema, cuando a su entrada hay ruido blanco. A continuaciéon obtendremos la
expresion para el calculo de este importante parametro de los sistemas.

La potencia de ruido Ny a la salida del sistema con respuesta frecuencial H(f) cuando a la
entrada hay ruido blanco con DEP 7/2 sera:

No=1 [ (P

Por otro lado, la potencia de ruido N a la salida de un filtro paso bajo ideal con ancho de
banda By y de ganancia |H,,,,| cuando a la entrada hay ruido blanco con DEP 7/2 seré:
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= gllr—~[rn(zar:’2 : 2BN

Por tanto:

SO HH(f)[Pdf
2|Hmaz|2

By = (3.27)

Para un sistema paso banda, la definicién es idéntica.

3.4.1. Ejemplo: Filtro paso bajo RC

En este ejemplo calculamos el ancho de banda equivalente de ruido de un paso bajo RC y
lo comparamos con su ancho de banda a 3dB.
La respuesta frecuencial de un filtro paso bajo RC es:

1
M) = anrme

1
7l = ey

Para calcular la frecuencia de corte a 3dB f, buscamos el valor de f para el cual |H(f)|? cae a
la mitad de su méaximo (|H(0)?):

1 1 L 1
1+ (27f.RC)?2 2 ‘" 27RC

[HO)* =1;  [H(f)]* =

Para calcular el ancho de banda equivalente de ruido By, igualamos la potencia que genera el
sistema a la que se obtendria con un filtro ideal de ancho de banda By, cuando a la entrada
hay ruido blanco con DEP 7/2:

,r] o0
2 [ iR =12y

o0

1 [ 1
BN_ﬁ/_oolJr(%fRC)?df

Para resolver la integral utilizamos la primitiva:

/ L ¢
r = arctan
1+ 22

3 . _ 1 _ 1
Y se obtiene: BN = 1RC > fC3dB = 57RO

La figura 3.4 muestra los resultados obtenidos para un valor de RC' =
fesas = 1000 y By = 5007 = 1571H .

1
20007 ° y por tanto
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o i I i
5000 4000 3000 2000-BN 1,000 0 1000 BN 2000 3000 4000 5000

Figura 3.4: Respuesta frecuencial del filtro paso bajo RC y su filtro equivalente en términos
de potencia de ruido.

3.5. Transmision banda base con ruido

En términos de potencias, modelamos un sistema de transmision en banda base con ruido
con el esquema mostrado en la figura 3.5.

Transmisor no ruidoso Receptor no riidoso
Canal no ruidoso
gr LdB | PPl
X(t) si(t Selt] Vil B=W [yg(t)
n(t)

Figura 3.5: Modelo de un sistema de Transmisiéon en Banda Base con Ruido

Con referencia a los elementos de la figura 3.5:

= z(t) es el proceso de entrada que se desea transmitir, de tipo paso bajo y con ancho de
banda W. La potencia de la senal de entrada serd S,.

= gr es la ganancia en potencia del transmisor. Representamos el transmisor por un ampli-
ficador lineal de ganancia en potencia gr.

» sp(t): Es la senal transmitida, inyectada al canal. Su DEP sera idéntica a la de la senal
de entrada, salvo por el factor de ganancia gp:

st(t) = /g1 (1)
G (f) = g1 - Go(f)
Pr=gr-F,

» LdB: atenuacién (dB) introducida por el canal ideal. El valor correspondiente en lineal
serd [ = 104/19,
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» sp(t): senal recibida, sera idéntica a la senal de entrada salvo por un factor de ganan-
cia/atenuacién y un retardo to. Este retardo no afecta en los calculos de potencias.

1
sgr(t) = WST(t)
Gunlf) = 7 Gur(f)
Sp=75r

en donde St y Sg son las potencias de la senal transmitida (sp(t)) y recibida (sg(t)).

= n(t): es el ruido del sistema, incorrelado con la senal, con DEP G, (f) = %. En el modelo,
todo el ruido del sistema se supone aditivo y blanco y se encuentra a la entrada del
receptor, sumandose a la sefial recibida sg(t). Con este modelo, el resto de componentes
seran elementos no ruidosos. Asi, a la entrada del receptor la senal yr(t) tendra una
componente de senal (sg(t)) y una componente de ruido (n(t)):

yR(t) = SR(t) + n(t)

» gr: es la ganancia en potencia del receptor, que se considera ideal con |Hg(f)|* = gg -

II (%), y con ancho de banda W tal que permite el paso integro de la senal, y limita el

paso del ruido al ancho de banda de z(t).

» yp(t): senal detectada a la salida del receptor, tendrd una componente de senal y una
componente de ruido:

yp(t) = sp(t) +np(t) = sr(t) - \/gr +1p(t)

Teniendo en cuenta que senal y ruido estdn incorrelados, la potencia total de yp(t) sera la
suma de la potencia de senal detectada (Sp) y de la potencia de ruido detectada (Np). Asi
calcularemos la relacion senal a ruido detectada a la salida del sistema como:

_ Sp _ E{lsp@®*}

S5/N)p = N, = o)}

So= [ Ga(D)i = [ gn- Gs(P)iF =Sk gn
El ruido a la salida sera el ruido a la entrada filtrado por el receptor, con respuesta frecuencia

Hg(f):

np(t) = n(t) x hg(t)
Ghnp (f) = Gnlf )'IHR( il
Np=gr-5 - 2W =gr-n-W
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De forma que la relacién senal a ruido en deteccién (a la salida del sistema):

(E) _ Sk - 9r _ St
N/)p grn-W L.n-W

Como puede verse, la relacién senal a ruido en deteccion empeora a medida que el ancho
de banda de la senal a transmitir aumenta (a igualdad de potencia transmitida y para un
mismo canal). Dicho de otra forma, para mantener la calidad en la deteccién, un aumento
del ancho de banda de la senal requerirda un aumento proporcional en la potencia de la senal
transmitida. Asi, si por ejemplo pasamos de transmitir una senial con ancho de banda telefénico
(W =4 kHz) a transmitir una senial de audio calidad profesional (24 kH z) y queremos mantener
una determinada calidad en la deteccién, debemos aumentar la potencia transmitida en un
factor de 6 (es decir 7,8 dB). Para mantener dicha calidad con una senal de imagen, con
W =4 MHz, el aumento de potencia con respecto a la de la senal telefénica sera por un factor
de 1000 (es decir 30 dB).

(3.28)

Ejemplo

Un determinado sistema de transmision banda base tiene una atenuacion de canal de L =
140 dB. El receptor tiene un ancho de banda equivalente de ruido de By = W (siendo W =
20 kHz el ancho de banda del mensaje), una ganancia en potencia unidad y una temperatura
equivalente de ruido de 5-Tp (T = 290°K). Si se desea una relacién senal a ruido en deteccién
superior a 60dB, jcual debe ser la minima potencia de senal transmitida?

(S/N)D \aBm = SplaBm — Nplapm > 60dB
Splasm = SrlaBm = Stlipm — 140dB

Nplagm = 10 -log kg + 101log(5 - Tpy) + 10log W
sustituyendo obtenemos: Np = —124dBm
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Tema 4

Senales y Sistemas Paso Banda

Una gran parte de los sistemas de comunicacién son de tipo paso banda: la potencia de la
senial que viaja por el medio se encuentra concentrada alrededor de una cierta frecuencia (la fre-
cuencia portadora o carrier fy o f.). En este capitulo presentamos un conjunto de herramientas
matematicas adecuadas para trabajar con las senales y los sistemas paso banda.

4.1. Transformada Hilbert

Se define el transformador de Hilbert como un sistema LI cuya respuesta al impulso (res-
presentada en la figura 77) es:
halt) = — (1)
VT Tt '
De forma que la transformada Hilbert de una senal z(t) es:

H{x(t)} =2(t) = x(t) x ho(t) = z(t) * % = /OO x(T) - ﬁdT (4.2)

—00
Como vemos, a diferencia de otras transformaciones (como por ejemplo la transformada de
Fourier), no hay un cambio de dominio y tanto la senal como su transformada son funciones de
la variable t.
Al comportarse como un SLI, podemos utilizar muchas propiedades de los SLI para estudiar
el transformador de Hilbert. Si calculamos su transformada de Fourier:

1

s jsgn()) (43)
en donde . _ 0
s ={ 71 5150

Obtenemos la respuesta frecuencial del transformador de Hilbert, representada en la figura

77, Ho(f) = —Jj sgn(f)
[Ho(f)l =1 Vf (4.4)

LHq(f) = { 71/73/2 :i ; o

49
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Hilbert Transformer h Q(t)=1/ Tt
40

30

20

10

O, -

_10 - ,

_20 - ,

_30 - ,

—49, -0.5 0 0.5 1

Figura 4.1: Respuesta al impulso del transformador de Hilbert

Es decir, el sistema no modifica el médulo de la TF de la senal de entrada, modificando
Unicamente su fase.

Si conocemos la transformada de Fourier de una senal z(t), X(f), podremos calcular su
transformada Hilbert en el dominio de la frecuencia, usando:

F{a(t)} =X(f) = X(f) - (=] sgn(f)) (4.5)

Ejemplo

Calculamos la transformada Hilbert de una sefial cosenoidal z(t) = cos(27 fyt):

F{zt)} = X(f) - (=7 sgn(f)
_ %w F=fo) +0(f + fo)} - (—j sgn(f))
- zijwf —f) =S+ o)}

y volviendo al dominio del tiempo:
z(t) = sin(27 fot)

Es facil comprobar que:

H {sin(27 fot)} = — cos(27 fot)
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Figura 4.2: Transformada de Fourier del Transformador de Hilbert

Y en general:
H {cos(27 fot + @)} = cos(2m fot + ¢ — g)
= sin(27 fot + ¢)

Es decir, el transformador de Hilbert aplica un desfase de un cuarto de ciclo (7/2) a la
componente frecuencial fy. Si una senal esta formada por varias componentes frecuenciales, por
ser el transformador de Hilbert un sistema lineal, aplicara este mismo desfase de 7/2 a cada una
de ellas. Es importante diferenciar el efecto del transformador de Hilbert, que aplica un desfase
constante a cada componente frecuencial, de un elemento retardador, que aplica un retardo
constante a cada componente frecuencial. En efecto, la respuesta frecuencial de un sistema
retardador tiene médulo constante (al igual que el transformador de Hilbert) pero respuesta de
fase lineal (con pendiente proporcional al retardo que aplica):

H(f) = Ke it

A consecuencia de esto, al aplicar el transformador de Hilbert sobre una senal x(t) formada
por mas de una componente frecuencial se modificara su forma de onda. En cambio, aplicar un
retardo sobre la misma senal no modificara su forma de onda.

Usando 4.5 es facil ver que:

HA{H {z(t)}} = —=(t)
ya que (—j - sgn(f))* = —1.

4.2. Senal analitica

La senal analitica de x(t), siendo x(¢) real, es una senal compleja elaborada de la siguiente
forma:

Ao(t) = a7 (t) = x(t) +j 2(t) (4.6)
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de forma que:

R{z" (1)} = (1)
Szt (1)} =2(1)

En frecuencia podemos calcular la transformada de Fourier de la senal analitica:

X(f) +7 (=5 sgn(f)) - X(f)
(f) - [1 + sgn(f)]
(f)-2-u(f)

Fz ()} = X7 (f)

X
X

Es decir:

0 si f<0

XJr(f):{ QX(f) si f>0 (47)

También se define la senal analitica negativa, que es la conjugada de la senal analitica positiva:

a=(t) = 2(t) — j Z(t)
X_(f):X(f)-Q-u(—f):{ S'X(f) :;ig

Ejemplo

Considerando de nuevo la senal senoidal z(t) = cos(27 fot):

w(t) = cos(2m fot) X (f) =3 {0(f — fo) +3(f + fo)}

2(t) =sin2rfot) X(f) = 5 {0(f = fo) = 6(f + fo)} (4.8)
wt(t) = et XH(f) = o(f — fo) '
v (t) = et X(f) = 6(f + fo)

4.3. Equivalente paso-bajo

La sefial equivalente paso-bajo de un senal paso-banda z(t) (también llamada envol-
vente compleja) se define con respecto a una frecuencia fy de la banda de frecuencias en las
que se encuentra z(t) como:

T(t) = a™(t) - e 920t (4.9)

Su transformada de Fourier:

X(f)=X*(f+ fo) (4.10)
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Es decir, es la senal analitica trasladada al origen de frecuencias. Desarrollando (4.9):
— +(t) . e—jQﬂ'fOt
= (x(t) + j Z(t)) (cos 27 fot — j sin 27 fyt)
R{T(t)} = x(t) cos 27 fot + Z(t) sin 27 fot
x

c
r(t) Componente en Fase de x(t)

N
=
|
- K

S{z(t)} = Z(t) cos 2 fot — (t) sin 27 fyt
T

c(t)  Componente en Cuadratura de z(t)

T(t) = xp(t) + jac(t)

Ademas:
z(t) = R{z*(t)} = R{Z(t) - S*'}
=R{(zpr(t) + jrc(t)) (cos 2w fot + j sin 27 fot)}
= zp(t) cos 27 fot — xo(t) sin 2 fot (4.11)
y también:
2(t) = S{at ()} = S{F(t) - S0}
=S {(xp(t) + jrc(t)) (cos 2w fot + jsin 2w fot) }

= x¢(t) cos 27 fot + xp(t) sin 27 fot (4.12)

Se define la envolvente real de z(t) como:

ea(t) = [Z(t)] = (/25 (t) + 22 (1) (4.13)

Es decir, es el modulo del equivalente paso bajo. La envolvente de la senal también se puede
calcular como el médulo de la senal analitica:

ea(t) = |T(1)] = |2 (t) - | = [a™ (1) = /2 (t) + T2(t)

También se define la fase instantdnea de la senal z(¢) como la fase del equivalente paso
bajo:

. zc(t)
+(t) = ZZ(t) = arctan 4.14
ault) = Zi(1) i (414)
Entonces:
T(t) = ey(t) - 290 4.15
2 (t) = T(t) - PN = e (t) - /T otTOx(D)) (4.16)

Y podemos poner x(t) como:

2(t) = Rfat (1)} = eu(t) - cos (2mfot + 6,(1))



o4 TEMA 4. SENALES Y SISTEMAS PASO BANDA

Y también:
x(t) = e (t) cos 2m fot cos ¢, (t) — e, (t) sin 2 fot sin ¢, (t)

de donde:

Es importante fijarse en que:

t) es real, paso-banda

(
Z(t) es real, paso-banda
real, paso-bajo

t) compleja, paso-bajo

(
7 (t) compleja, paso-banda

Ejercicio

Como hemos visto las senales paso banda se forman habitualmente con el producto de una
senal paso bajo y otra paso banda. En este ejercicio calculamos la transformada Hilbert de una
senal paso banda expresada de esa forma.

Consideremos la sefial x(t) = m(t)c(t) en donde m(t) es una sefial de tipo paso bajo con
ancho de banda W y ¢(t) es una sefal paso banda con ancho de banda B = f, — fi, en donde
f1 es la frecuencia inferior y f» la frecuencia superior del espectro. Queremos calcular Z(t), la
transformada Hilbert de la senal paso banda x(t) formada con el producto de ambas. Para ello,
trabajaremos en el dominio de la frecuencia:

A~

() = M)+ C()- ~jsgnf = [ M(f = NCOA- ~j sgnf
Siendo ¢(t) una senal paso banda, podemos escribir

C(f)=5(C7(H+C™()

DN | —

R 1 —f1 f2
20 -3( g -ne | M7 = NCT ) - son

Si ocurre que f; > W (de forma que los espectros de m(t) y ¢(t) no solapan) entonces el
primer sumando vale cero para f > 0 y el segundo sumando valdra cero para f < 0, y por lo
tanto:
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-5 ([ - Ne G [ - e i)
/ M(f — N)C(A) - —j sigh dA

)« C(f)

Y por lo tanto:
z(t) = m(t) c(t)

Es decir, la transformada Hilbert de la senal x(t) es el producto de la sefial paso bajo m(t)
por la transformada Hilbert de la senal paso banda ¢(t).
Un caso muy frecuente es la operacion de modulacién:

x(t) = m(t) cos(2m fot) T(t) = m(t)sin(27 fot)
Y en general para una senal paso banda:

x(t) = xp(t) cos(2m fot) — zo(t) sin(27 fot)
Z(t) = xp(t) sin(27 fot) + zc(t) cos(2m fot)

4.4. Sistemas paso banda

Dado que las senales paso banda se transmitiran a través de sistemas paso banda, tenemos
interés en conocer las relaciones entre las representaciones paso banda de las senales de entrada,
salida y la respuesta al impulso del sistema.

Es decir, si x(t) y h(t) son ambas paso banda, y(t) serd también paso banda y podemos
escribir:

z(t) = R{x™( {x ()} (4.17)
h(t) = R{RT (O} = 5 Loty 1 he () (4.18)
y(6) = Ry () = 5 {y™ (1) + 57 (1)} (119)

Sabemos que:
V()= X () H(f) = 5 {X () + X (1)} 5 (B (5 + H ()}

= X DE ) + X (DH ()
yaque X*(f)H(f) = X~(DH*(f) = 0

Y teniendo en cuenta 4.17:

V) = g X)) V=X (NE() (420)
Y1) = gt (0)« (1) ) =g @) (a2)
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Para el equivalente paso bajo podemos escribir teniendo en cuenta (4.10) y sustituyendo en
(1.20):

Y =V~ fo) = 5X(f ~ )RS ~ )
V() = 5 X(DA()
i(t) = 57(0) « h(1)

4.5. Procesos paso banda

En los apartados anteriores hemos encontrado las representaciones analitica y paso bajo
de una senal paso banda. Cuando la senal de trabajo es un proceso estocastico paso banda,
tendremos interés en conocer las expresiones de las funciones de correlacién y DEP especificas
para procesos paso banda.

4.5.1. Transformador de Hilbert

Considerando el transformador de Hilbert como un sistema LI con respuesta al impulso

ht) = L:

wt”°

R 1

z(t) = x(t) * —
Gi(f) = Go(f) - [H())P = Gu(f) - | = 5 sgn(f)I* = Gu(f)
Rz (1) = Ra(7)

y en particular:

Adems3s:

2o(7) = Ru(r) + — = Ro(r)

7t

R
Gia(f) = —J - sgn(f) - Ga(f)

Y como G, (f) es una funcién siempre PAR, Gz, (f) serd una funcion IMPAR, por lo que:

/wamnzo > Rup(0) =0 (4.22)

o0

Es decir, la potencia cruzada de x(t) y su transformada hilbert #(t) es cero (los procesos son
ortogonales en el origen).
De la misma forma:

(=) = Rolr) 5 === = ~Rau(r) = ~Fa(r)

T

ij(T) = R

Trx
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4.5.2. Senal analitica
4.5.2.1. Correlaciones
Calculamos la funcién de autocorrelacién de la senal analitica de un proceso x(t):
() +J (t)
[

R, ()ZE{fE(t+T)+J$(t+T)H33(t)—jff(t)]}

—2 [Rm + fz:m] (423)
De donde se deduce (teniendo en cuenta 4.22) que:
Py = Ryt (0) = 2 R, (0) = 2 P, (4.24)

De la misma forma podemos calcular la funciéon de autocorrelacién de la senal analitica negativa
x~(t), obteniéndose:

R, (1) =2 |Ru(7) — j Ru(7) (4.25)

4.5.2.2. Densidades Espectrales de Potencia

Calculamos las transformadas de Fourier en 4.23 y en 4.25 para obtener las DEP corres-
pondientes:

QO
8 8
I +
R
Il

2-Galf) (1+sgn(f)) = 4G,(f) - u(f) (4.26)
2-Galf) (1= sgn(f)) = 4G,(f) - u(~f) (4.27)

Y teniendo en cuenta que G, (f) = G.(—f):

Go+(f) = Go- (= 1)

Por otro lado, con las expresiones 4.20 y 4.27 comprobamos también que se cumple 4.24.
Finalmente, dado que G+ (f) y G- (f) no se solapan, los procesos z*(t) y 2~ (t) son orto-
gonales, y R +,-(7) = 0.

4.5.3. Equivalente paso bajo

Calculamos también la autocorrelacién y la DEP del proceso equivalente paso bajo:

Ri(r) = E{a(t+7)- (1)}
—E{at(t+7)- eI 2RO L (F (1) e 20
= e I¥T LRy (T)

Gz(f) = Gar (f + fo)
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4.5.4. Componentes en fase y cuadratura

Partimos de la expresién siguiente para la componente en fase:

rr(t) = R {70} = 5 {3() + (1))

1 , .
=3 {:ﬁ(t) ce It g (1) e zﬂfot} (4.28)

Ry (1) =E{zp(t+71)zpr(t)}
1 , )
=7 E {{I"—(t +7)-ed 2mfo(t+r) 4 e (t47) e 27Tf0(t+7')}

{x*(t) ceT It g (t) € Q”fot}}

1 . .
=1 {R,+(1) e T L R (1) - 632’Tf07} (4.29)
Es interesante ver que:
1
Pop = R (0) = 7 {Be+ (0) + Ro- (0)} = B

en donde hemos teniendo en cuenta 4.24.
De la misma manera, partiendo de:

rolt) = 3{alt)} = 5- {3 (0) — (1)
_ % [aH(t) - eI 2t g (1) . S ¥t (4.30)
Es sencillo deducir que:
Ryo (1) = Rypo(7)
Y por lo tanto:
Pio = Ree(0) = Py = Py (4.31)

También podemos expresar R, ,.(7) en funcién de la autocorrelacion de z(t). Partiendo de
4.29:

{Rx+(7') e—i2mfor 4 [Rﬁ (1) 'e*j%foq*}
2R { Ry (1) 772707} (4.32)

{ (Rx(T> + ]E(T)) (cos 27 for — jsin 27rf07)}
»(T) cos 27 for + 1/%;(7) sin 27 fo1

en donde puede también comprobarse que se cumple 4.31.
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Haciendo la transformada de Fourier en 4.29 obtenemos las DEP:

Car1) = Gucl) = TG+ o) + G (f — )

Para la funcion de correlacién cruzada, partiendo de 4.28 y 4.30 se demuestra facilmente
que:

Ripao(T) = i {Rp+ (1) e 2707 — Ry (7) - 72707} (4.33)
Carao(F) = ${Gar (f + fo) = G (F = fo)} (4.34)

Rycur (1) = —Rypac (1) Grour (f) = —Gopac (f)

De la expresién 4.33 se deduce que en 7 = 0:
RxFJ»’C (0) =0

Es decir que la potencia cruzada de los procesos fase y cuadradura es nula (los procesos son
ortogonales en el origen).

De la expresién 4.34 se deduce que si G, (f) tiene simetria par con respecto a fy (de forma
que G+ (f + fo) = Go-(f — fo), entonces Gypue(f) = 0y los procesos z¢(t) vy zp(t) serdn
ortogonales para todo valor de 7.
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TEMA 4. SENALES Y SISTEMAS PASO BANDA



Tema 5

Comunicaciones digitales banda base

En este tema estudiaremos los elementos que conforman el equipo de transmisiéon en un
sistema de comunicaciones digitales banda base. El objetivo es la transmision de informacion
digital (bits) a una cierta velocidad binaria (r}) a través de un canal que consideraremos ideal
y con un ancho de banda limitado a B Hz. Los aspectos relativos al ruido se estudiaran en otro
capitulo.

5.1. Cdbdigos de linea

Utilizaremos la siguiente expresién para la senal digital en linea:

x(t) = Z ap(t — kT
k
La secuencia de simbolos a; constituye el mensaje digital que se desea transmitir. Los simbolos
pertenecen a un conjunto finito de M valores a,e{ag...ay—1}, también conocido como el
alfabeto. Los simbolos se transmiten a través del pulso bésico p(t) a un ritmo de r = % simbolos
por segundo. r se conoce como la velocidad de sfmbolo y se expresa en simbolos/segundo (s1)
o baudios (bauds) y como veremos mas adelante, determinara el valor del ancho de banda
necesario para la transmision.

...1100010101... ZakS(t —kT) x(t)= Zk:akp(t —-kT)

k
{m} [ wmapeo | {a M Filtro de l
bits transmision
—simbolos p(t)

.

J =log,M r:l: sim / seg.
bits/simbolo T log,M

2

Figura 5.1: Esquema del codificador de linea

En general, la informacién digital esta constituida por una secuencia de bits que deben ser
transmitidos a un velocidad binaria r, (flujo binario) determinada por la aplicacién o por las
caracteristicas de la fuente de informacion. Por ejemplo, si se tratara de una senal teleféonica con
formato MIC (30+42), el flujo binario requerido es de 2048 kbps (2Mbps). Para la transmisién
de esta informacion digital sera necesario realizar un mapeo de esta secuencia binaria a la

61
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ms;my; Qe
00 |-1,5
01 |-0.5
11 |05
10 1,5

Tabla 5.1: Mapeo multinivel (M=4) cédigo polar

secuencia discreta de simbolos {ay}. Para ello, se agruparan los bits de entrada en grupos de J
bits v a cada grupo se le asigna un simbolo. De esta forma habra M = 27 posibles sfmbolos a
transmitir. Este conjunto de simbolos se conoce como el alfabeto del codigo.

La figura 5.1 muestra el esquema de proceso de formacién de la senal digital. Partiendo
del flujo binaro a r, los bits se forman grupos de J bits que seran asignados a uno de los M
simbolos {ag, a;....arr—1}. Este proceso se conoce como mapeo de bits a simbolos. Por ejemplo,
en un sistema de transmision binario, en el que se utilizaran dos simbolos para la transmision,
podriamos asignar un valor de 0 V' al bit de informacién «0» y un valor de 1 V al bit de
informacion «1». La tabla 5.1 muestra un posible mapeo para un cédigo cuaternario. Las
unidades para los simbolos pueden ser Voltios o podrian ser otras unidades de amplitud (por
ejemplo Amperios, por lo que en general no utilizaremos ningin simbolo (V o A) asociado.

Una vez realizado el mapeo los simbolos deben salir a linea a una velocidad de r = ZO;Z’M
simbolos por segundo, para mantener el flujo binario de fuente r,. Para formar la senal digital,
se utilizard el pulso bésico o pulso de transmisién p(t), que llevard una amplitud proporcional al
simbolo correspondiente a; transmitido en el instante £7'. La duracion y forma del pulso tendra
una gran incidencia en las caracteristicas de la senal digital, como veremos en los proximos
apartados.

Asi pues, un codigo de linea queda definido tanto por los simbolos a transmitir resultantes
del mapeo, como por la forma y caracteristicas del pulso de transmisién p(¢). A continuacién
estudiaremos algunos cédigos populares.

Atendiendo a diferentes caracteristicas, podemos realizar diferentes clasificaciones para los
cédigos de linea:

Numero de niveles Se conocen como cédigos binarios aquéllos en los que M = 2, de forma
que a cada bit de informacion se le hace corresonder un simbolo. Cuando los bits se agrupan
en grupos de 2 o mas bits, el cédigo se dice que es multinivel. En los cédigos multinivel, los
niveles asociados a los simbolos estan equiespaciados, de forma que el intervalo entre simbolos

consecutivos es siempre el mismo (“4=2=%) (ver por ejemplo la tabla 5.1).

Polaridad Un cdédigo se dice que es unipolar cuando todos sus simbolos tienen la misma
polaridad (positiva o negativa). Por el contrario, un cédigo es polar cuando los simbolos pueden

1
ser positivos o negativos. Cuando los simbolos son equiprobables (p(a,,) = 77 a0 habitual), los
I v

cédigos polares presentan media cero (E{ay} = — >~ an = 0), es decir que sus simbolos se

encuentran distribuidos alrededor del cero. En los codigos unipolares en cambio, el valor medio

ap + apr—1 (

Nno Sera cero sino siempre para simbolos equiprobables).
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Retorno a cero En sistemas banda base y sin limitacién del ancho de banda de transmisién
un pulso muy utilizado es el pulso rectangular. Cuando la duracion del pulso D es igual al

intervalo de simbolo D = T = — el cddigo se conoce como NRZ (Non-Return-to-zero) (figura
5.2), en contraposicién con los cédigos RZ, en los que la duracién del pulso es habitualmente

la mitad del intervalo de simbolo, D = — figura 5.3).

5~ o L

l'1Tol 1T o001l 00

Figura 5.2: Ejemplo de codificacién con cédigo NRZ (polar)

Figura 5.3: Ejemplo de codificacién con cédigo RZ (polar)

Lo visto no contempla por supuesto todos los cdédigos posibles. Hay una gran diversidad
de cdédigos. Dos codigos muy populares que no responden a la clasificacion anterior son los
siguientes:

Cdédigo bipolar En este cédigo, se realiza el siguiente mapeo:

m; Qg
0 0
1 {+1 si anterior 1 era -1

—1 s1 anterior 1 era +1

A continuacién se muestra un ejemplo:

m; 0] 1100} 1T]0] 1 |1
a, |0{-1|+1]010|-1]0|+1]-1

Se trata por tanto de un cédigo con memoria. Ademas, el nimero de simbolos de salida
es M=3, a velocidad r = r, por lo que es un cédigo redundante. Esta redundancia permitira
detectar ciertos errores, ya que existen en el cdédigo cadenas no permitidas (+1+1), y (=1 —1).
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Codigo Manchester Este es un coédigo muy popular, utilizado como parte del estandar
IEEE 802.3 (Lan-Ethernet). En este cédigo, al bit de informacién "0’ se le asigna una transicién
+1 — —1 (p(t) de la figura 5.4) y al bit de informacién ’1’; la transicién inversa (—p(t)). El
pulso asignado por tanto es el de la figura 5.4. De esta forma, se incluye la informacién del
reloj en la propia senal. Como desventaja, la senal ocupara el doble de ancho de banda que en
un codigo binario NRZ, como veremos en los préximos apartados. La figura 5.5 muestra dos
implementaciones de este codigo.

Figura 5.4: Pulso basico del cédigo Manchester

Clock
Data

1 01 0 01 1 1 0 01

swehsest LT LT UL Le
(as per G.E. Thomas)

wwaeser L ULIUY ULI&-
(as per IEEE 802.3)

Figura 5.5: Ejemplo de codificaciéon con cédigo Manchester

5.2. Densidad Espectral de Potencia de la senal digital

5.2.1. Calculo de la densidad espectral de potencia de la senal digital
en linea

Se desea calcular la DEP del proceso estacionario:
2(t) =Y app(t — kT — to)
k

en donde ¢, es una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo [0, T]. Partimos
de la expresion para la DEP:

Gt -t EAXOP)

T'—o0 T
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en donde

XT’(f) = F{xT’(t)} !ET'(t) = { a:(t) |t| = T?

0 resto

Eligiendo 7" = (2K + 1)T"

K K
X (f) = ]:{ Z app(t — kT — to)} = Z akP(f)e*ﬂﬂftoefj%fkT

k=—K k=—K
X7 (f)] = Z Z apaje > =0T
k=—KIl=—K
K
E{‘XT’(][ 22 ZE{aka }6 g2 f(k—0)T
—Kl=—K
Z Z R —j27rf(k—l)T
—Kl=—K

—l

o k—l=n =~ ot
Z ZR e I2nf (k=0T _{k:n+l}:lz Z R,[nle j2nf(k—)T

—Ki=-K ——K n=—K—1
2K -1 0
— Z R,[n]e 72T 4 Z R,[n]e T 4+ Z e—i2mfnT 4 Z Ry[n]e=i2mfnT —
n=0 n=—1 n=—2K+1 n=—2K

= (2K + DR,[0] + (2K + 1~ DR,[e ™7 4 (2K + 1~ 2)R,[2)e " 4.,
(2K 41— DR[1?T 4 (2K +1 = 2R, (<2 4 ..+ (2K + 1 — K)e/KT

K K
= >~ (@K +1) = [n]) Ry[n]e " = 2K +1) Y (1 e 1) Ry[n]e 72/nT
n=—K n=—K
L 3 n .
Golf) = Jim E{Xn (PP} = Jim ZIP(IE (“m) Rufn]e=72777
Golf) = RPN Y Rlnle 2007

5.2.2. DEP para simbolos incorrelados

Tal y como queda demostrado en la Seccion 5.2.1, la expresién de la DEP de la senal digital
es:

Go(f) = I P(NI* Y RafnJe 70T (5.1)
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en donde:
R.(n) = E{axynar}

es la funcién de autocorrelacién de la secuencia de simbolos a; o a[k] usando la nomenclatura
de secuencias discretas.

Distinguimos dos componentes importantes en la expresion 5.1:

= |P(f)|?, la Densidad Espectral de Energfa del pulso de transmision p(t).

oS .
= > R,[nle 7™/ la transformada discreta de Fourier de la secuencia R,(n) para Q =

n=—oo

27 fT, es decir, la DEP G,(f) de la secuencia aleatoria de simbolos alk].

Un caso particular muy importante y utilizado es aquel en el que la secuencia de simbolos
es una secuencia incorrelada, es decir:

0 sin#£0

2 Gy —
o; sin=0

Cn] = E{(alk +n] — mq)(alk] — ma)*} = Ra[n] — |ma|* = {

R,[n] = mg + Jﬁd[n]

En estas condiciones, la DEP de la secuencia de simbolos sera:

00 S
_ Z Ra[ —]27TfnT m + 02 _|_Zm2 —i2nfnT __ Ug‘i‘mz Z e—j271'fnT

n=—00 n#0 n=-—00

que puede escribirse también:

Gulh) =t mt 3 Lo(r- 1)

Y sustituyendo en 5.1:
1
Go(f) = 7 |IP(HI° Galf) = aar [P(HI” + (mar)? S 87— nr)

n=—oo

= o2r |P(f))* + (mar) Z \P(nr)[> 6 (f — nr) (5.2)

n=—oo

En donde:

<
L

me = E{ax} = ar p(ax) (5.3)

i
()

siendo p(ay) las probabilidades de los simbolos. Para el caso mas habitual de simbolos

equiprobables, p(a) = 77 ¥

S

Mg —

g (5.4)

1
M

>
I
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Y la varianza:

M-1
o2 = E{(ar —mq)* Z ar —mg)? play)
k=0
M-1
=E{ai} —mg= ) _agplar) —mg (5.5)
k=0
y para el caso equiprobable:
| M-l
o~ i ai —m? (5.6)
k=0

5.2.3. Eficiencia espectral

En las comunicaciones digitales un parametro importante que define el sistema de transmi-
sién es la llamada Eficiencia espectral n, que mide la cantidad de informacién (bits por segundo,
bps) que el sistema es capaz de alojar en el ancho de banda ocupado (Hz):

n= b bps/Hz (5.7)
Br
Es importante observar que el ancho de banda de la senal digital vendra determinado por

r y no por r,. Ocupando un mismo ancho de banda Br, podemos aumentar el flujo binario
manteniendo r y aumentando el nimero de niveles M, ya que r = De forma equivalente,

log M
podemos transmitir la misma informacién r, ocupando menor ancho de banda (disminuyendo
r) si aumentamos el nimero de niveles M.

5.2.4. Potencia transmitida
A partir de la expresién 5.2 podemos calcular la potencia de la senal digital en linea:

P, = / " GL(f)df =

[e.e]

:agr/_oo |P(f)|2df+(mar)2/ Z P(nr) 26 (f — nr) df (5.8)

o0 X n=—0c0

= o2rE, + (mgr) Z\Pnr =(o2+m2)-E,-r

n=—oo

para lo que hemos utilizado que:

P3P = / " ()i =

n=—oo
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También podemos calcular P, utilizando:
P.=FE,-r (5.9)

en donde E; es la energia media por simbolo:
E, = Z Ey-play) vy (5.10)

Ek—/|s;C )|2dt = /|ak p(t |dt—ak/|p )|?dt = a} - E, (5.11)

E) es la energia asociada a la transmisién del simbolo ay, con el pulso de transmisién p(t), cuya
energia es F,. Sustituyendo en 5.10 y después en 5.9:

M—

|_|

ap-plag) - Ep-r=(o.4+m))-E,-r (5.12)
k=0

5.3. Ejemplos

5.3.1. Cddigo unipolar binario NRZ

Calcularemos la DEP del c6digo unipolar binario NRZ, para el caso de simbolos incorrelados.
En el cédigo unipolar NRZ se realiza el mapeo de acuerdo a la tabla 5.2.

m; | ag
0 0
1 | +1

Tabla 5.2: Mapeo cédigo unipolar binario

1 1
Se utiliza un pulso rectangular, de amplitud A y duracién T'= — = —, es decir:
T Ty

p(t) = All (t _TT/z)

P(f) = AT sinc(fT)e >/ 2
|P(f))* = (AT)%sinc?(fT)

Calculamos la media y la varianza de los simbolos utilizando 5.4 y 5.6:

—E{ak}— 1(0+1) —%
7 = Efa}} —m = 50+

Y sustituyendo en 5.2:
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-6 PSD of the Unipolar NRZ coded digital signal (r b=200kbp5)
14 T T T T T T T

BT=r/2=1OOkHZ
12 1 ‘ i

o W/Hz o
©

T

e

Ny

0 . . .
f (Hz) x10 ©

Figura 5.6: DEP de la senal digital unipolar NRZ para r, = 200kbps

A? f A?
G.(f) = —sinc* | — —0
(1) = gsinet (L) o)
La figura 5.0 representa la expresién anterior para una velocidad binaria de 200kbps y con
pulso de amplitud A = 1. En la figura se ha representado también el ancho de banda estimado

. . .z . z
para la transmisién, que para una funcién sinc® es de — 0 en donde B, es el ancho de banda

del primer cero de la funcién sinc. En este ancho de banda se encuentra practicamente el 90 %
de la potencia de la senal debida a la sinc. Por tanto, la eficiencia espectral para este caso:

nViZ — I _ 2bps/Hz
Br

La potencia de la senal transmitida:

ooAQ o f ooA2 AQ AQ AQ
Px—/_oo4—msznc (T—b)df—l—/_oojé(f)df—f%-I—?

Como era de esperar, ya que ambos simbolos son equiprobables, y por tanto la mitad del
tiempo estamos transmitiendo un pulso rectangular de amplitud A, cuya energia es £, = AT,
por tanto la energfa media por simbolo E, = E, /2y P, = A?T -r = A%/2.

5.3.2. (Cddigo unipolar M-ario NRZ

La expresion obtenida para el cédigo unipolar binario NRZ en el apartado 5.3.1 se generaliza
facilmente para codigos multinivel, teniendo en cuenta que para un cédigo M-ario, con simbolos
equiprobables ap = {0,1,.... M — 1} y p(ay) = %, la media y la varianza pueden calcularse

como : .

, . o1 . . M
'Para el cdculo de la varianza se ha utilizado la siguiente suma: y,_, k% = w
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Y la expresion para la DEP quedara:

G.(f) = 42 { ot rsine (L) 4 i) |
= A2 {M;; Lsine? (%) + (?)25@)}

cuya representacion sera, salvo constantes similar a la obtenida en 5.6.
La eficiencia espectral obtenida en este caso sera:

77NRZ(M—am‘o) — T = 2logaM bpS/HZ
Br

Y la potencia transmitida:

P, = A* (0 +m])

5.3.3. (Cddigo polar binario NRZ

Calcularemos ahora la DEP del cédigo polar binario NRZ, para el caso de simbolos incorre-
lados. En el codigo polar NRZ se realiza el mapeo siguiente:

m; | ag
0| -1
1 | +1

Tabla 5.3: Mapeo cédigo polar binario

1 1
Y se utiliza un pulso rectangular, de amplitud A y duracién T'= — = —, es decir:
T Ty

p(t) = All (

P(f) = ATsinc(fT)e*j%f%
PN = (AT)sinc(fT)

t—TT/Q)

Calculamos la media y la varianza de los simbolos utilizando 5.4y 5.6:



5.3. EJEMPLOS 71

1

mq = E{ai} = 5(—1 1)=0

S I

72 =B} - md =

(-1 + (+1)*] —0=1

Y sustituyendo en 5.2:

G.(f) = A—Qsmé (i)

) Ty

" PSD polar NRZ coded signal (r b:ZOOkbps)
x 10

5 T T T T
45 B

4 i
35 =

3 | - —
25 q
2

2L i
15 =

1- i
05 — =

0 | | L L | L | | |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

f(Hz) x10 °

Figura 5.7: DEP de la senal digital polar NRZ para r, = 200kbps

La potencia de la senal transmitida:
00 AQ
P, = / —sinc? (i) df = A?
—o T Tp

P,;:ES-T:E;,,-?“:A2

O de forma mas sencilla:

La eficiencia espectral sera la misma que para el caso unipolar:

nNHZ = Do 2bps/Hz
Br

5.3.4. C(Cdbdigo polar M-ario NRZ

Al igual que para el caso de cddigos unipolares, podemos generalizar el ejemplo 5.3.3 al

caso multinivel, calculando la media y la varianza de los simbolos. En este caso, los simbolos

utilizados seran: a; = {:I:%} para k =10... % — 1. Con este mapeo, estamos manteniendo

el espaciado entre simbolos de 1 utilizado en el caso multinivel unipolar. Por ejemplo, para
3 113

M = 4, los simbolos transmitidos seran a; = {—5, —31515
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En este caso, la media de los simbolos sera cero, y la varianza, al mantener el espaciado
entre los simbolos, la misma que para el caso unipolar:
, M*-1
@ 12

g

La DEP en este caso sera por tanto:

La potencia de la senal transmitida:

_ _ 2 .. 422
P,=EFE;-r=E, -0, -r=A%0,
Y la eficiencia espectral serd la misma que para el caso unipolar:

nNRZ(M*C’/"iO) — ;_b = 2 lOg2M bpS/HZ
T

5.3.5. (Cddigo polar binario RZ

Calcularemos ahora la DEP del cédigo polar binario RZ, para el caso de simbolos incorrela-
dos. Al ser un cédigo polar binario el mapeo se corresponde con la tabla 5.3. El pulso utilizado

1
es rectangular, de amplitud A y duracion D = 3 =50 es decir, la mitad de los pulsos NRZ:
Ty

oo =41 ()

T T ,
P(f) = Agsmcfa e 2y

2
PO = (A%) sincf

La media y la varianza de los simbolos no cambia con respecto al caso NRZ (apartado

5.3.3):

ma = Efa} = (-1

0, = E{ag} —mg =

Y sustituyendo en 5.2:
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6 PSD polar RZ coded signal (r, =200kbps)
14 X0 b
8 T T T

1.2 -

0.8 -

w/Hz

0.6 -

0.4 -

0.2~ -

Figura 5.8: DEP de la senal digital polar RZ para r, = 200kbps

Como puede observarse, su forma es idéntica a la del caso polar NRZ con la diferencia de
que en este caso el ancho de banda ocupado es el doble.
La potencia de la senal transmitida:

A2 f A2
P, = sind® | L) df = —
. /OO e sinc (27"1;) if 5

O de forma mas sencilla:
Px:Es-r:Ep-r:7

Y la eficiencia espectral sera la mitad que para el caso NRZ:

nft? = ;—bT =1bps/Hz

5.3.6. Cddigo polar M-ario RZ

Calcularemos ahora la DEP del cédigo polar Mario RZ, como siempre para el caso de

simbolos incorrelados. Al ser un cédigo polar el mapeo se corresponde con el realizado en 5.3.4,

con simbolos a; = {j:QKTH} para k = 0... % — 1. La media de los simbolos sera cero y la

2
2 = Mfz_ L El pulso utilizado es rectangular, de amplitud A y duracién medio periodo

de simbolo: D = g 1

varianza o

=5 es decir, la mitad de los pulsos NRZ:
Ty

oo =41 ()

T T ;
P(f) = Agsmcfa e %

) TN  ,.T
|P(f)]” = (Ag) sinc fE
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Y sustituyendo en 5.2:

ATN? M2 =1 ([ f A2M?*—1 L, (f
Gx(f)—(7> g T sine (5)_4_7" T sine (2_7")

La potencia de la senal transmitida:
O de forma més sencilla:
M? -1 A2 M? —1
szEs'T:Ep T = —
12 2 12

Y la eficiencia espectral serd la mitad que para el caso NRZ:

i = v _ logoM bps/H z
Br

5.3.7. Cddigo unipolar binario RZ
Calcularemos la DEP del cédigo unipolar binario RZ, para el caso de simbolos incorrelados.

El mapeo realizado se correspondera con el ya visto en el ejemplo 5.3.1 por lo que:

1 1
mg :]E{ak} = §(O+1) = 5
+

1
2 =Blat) — = 3 [

oo =4n()

T T o T
P(f) = A=sincf— - e Il
2 2
T\? T
\P(f)]2 = (AE) sianfE

Y sustituyendo en 5.2:

LA o f A LN
G.(f) = 1T asine o + —sinc kaz_:m S(f —nry)

A2 L f A2 K un
N 167, 27y 16 n:z—:oo s Eé(f B mnb) <5'13>

La figura 5.9 “ representa la expresion anterior para una velocidad binaria de 200kbps y con
pulso de amplitud A = 1. Como puede observarse, del tren infinito de deltas (segundo sumando

2El 4rea de las deltas no mantiene la escala del resto de la grafica
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7 PSD unipolar RZ coded signal (r b=200kbps)
35 T T T T T T T T T T T T

25 -

w/Hz
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0 A /L I
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Figura 5.9: DEP de la senal digital unipolar RZ para r, = 200kbps

en la expresiéon 5.13), ademés de la delta situada en el origen tnicamente quedan las situadas
en los multiplos impares de r, ya que las situadas en los multiplos pares de r se anulan, debido
a los ceros de la sinc.

La existencia de fuertes componentes senoidales en los multipos impares de r podra ser
utilizada para la recuperacion del sincronismo de bit en recepcion, motivo que justifica el uso
de los codigos RZ, ya que la eficiencia espectral para este caso:

i = ;—1; =1bps/Hz
es la mitad de la lograda por los cédigos NRZ.

La potencia de la senal transmitida se calcula con més facilidad en este caso utilizando la
ecuacion 5.9 :

T 1 .7
Ey = By =A*>  E,=_A’Z
0="0 ! 9 27" 9

T A2

P, = A2y =

1"

Como era de esperar, ya que en este caso, con ambos simbolos equiprobables, la mitad del

tiempo estamos transmitiendo un pulso rectangular de amplitud A y duracién la mitad que en
el caso NRZ.

5.3.8. Cddigo unipolar M-ario RZ

La expresion obtenida para el cdédigo unipolar binario RZ en 5.3.7 se generaliza facilmente
para codigos multinivel, teniendo en cuenta que para un cédigo M-ario, con simbolos equipro-
bables ay = {0,1,..., M — 1} y p(ay) = 57, la media y la varianza pueden calcularse como:
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M-1

1 M1
ma= 37 D =

k=0

M-1

1 M2 -1
%= 3 2L %= g

k=0

Y la expresion para la DEP quedara:

M? —1 A2 AT &
T 4—rsinc2zir + (M —1)° 16 Z sinCQg(S(f —nr) (5.14)

Al igual que para el caso binario, las deltas situadas en los miltiplos pares de r (excepto la

del origen) se anulan.

T
Para calcular la potencia transmitida Pr podemos utilizar 5.12 con E, = A2§:

2
Py =By 1= (00 +mg)

El ancho de banda estimado para la transmision de este cédigo sera By =~ r por lo que la
eficiencia espectral sera:

nRz(M—ario) — Ty = loga M bpS/HZ
Br

5.3.9. (Cdbdigo Manchester

Tal y como se ha visto en la secciéon 5.1 el cdédigo Manchester es un cédigo polar (por lo
tanto con media cero) y su pulso incluye en la parte central una transicién de -1 a +1 o a la
inversa, tal y como se muestra en la figura 5.5.

En este caso por lo tanto:

T T
|\P(f)|=A ’552n0f5 {e—ﬂﬂfz 6—]27rf3f}‘
= 4| oines et {orms - st

T T
= ATsmcf§ sin 27TfZ
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Por tanto:

T T
G.(f) = AQTsz'ncsz sin? 27er

siendo T =T, = %

cuya representacion grafica encontramos en la figura 5.10.

_ PSD Manchester (r, =200kbps)
. x10° ( b ps)
T

05— —

0 0.5 1 15 2
f(Hz) x 10°

Figura 5.10: DEP del codigo Manchester

Como puede verse en la figura, el cédigo presenta una excelente respuesta en bajas frecuen-
cias (tiene un cero en f=0). El méximo de la DEP se encuentra en f = 0,74r y la caida espectral
es con # y asi se considera un ancho de banda de transmisién estimado By = r. Por tanto su
eficiencia espectral sera:

= ;—; =1bps/Hz

La potencia transmitida se calcula facilmente a partir de la energia media por simbolo:
ambos simbolos tienen la misma energia, £, = Ey = A?T, y por tanto:

Pp = A?

5.4. Canales limitados en banda

5.4.1. Interferencia entre simbolos

La figura 5.11 representa un sistema de transmisién en banda base de una senal digital.
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My o2 E, Pr=(c2+m?) E,r | nbps/Hz
M-—1]| M?*-1 2M? —3M + 1
Unipolar NRZ A?.T SM -A% | 2logy M
2 12 6
M—1|M2—1|A2.T | 2M?>—3M+1 A
~0,1---M—1 | RZ 2| logs M
@ = 2 12 2 6 9 | 1992
M?—1 M?—1
Polar NRZ 0 A?2.T - A2 2logas M
12 12
M2—1|A2.T MZ—1 A
=41 4 M R7Z 0 L l M
=+ 2 12 2 122 092
1 1 A?
Manchest = +— - A%2.T — 1
anchester ay 5 0 1 1

Tabla 5.4: Resumen de valores de parametros para diferentes tipos de cédigos con pulsos de
amplitud A y simbolos equiespaciados 1.

z(t) = axd(t — kT) y(t) =Y arhp(t — kT) + n(t) « he(t)

| e
Filtro de Filtro de KT a
——>| transmisién he(t) l recepcién é KD dzelffrflt)igl d
e E T he(®)

n(t)

Figura 5.11: Sistema de transmisién banda base digital

La secuencia de simbolos {a;} a velocidad de simbolo r, atravesara el filtro de transmision
(con respuesta al impulso hp(t)) para ser inyectada en el canal con respuesta al impulso h¢(t).
El ruido del sistema n(t) se modela como un ruido blanco y gaussiano a la entrada del filtro
receptor hg(t).

Para estimar el valor de los simbolos transmitidos, se realizara un muestreo de la senal a la
salida del receptor y(t), evaluando su valor en cada intervalo de simbolo en instantes ¢, = k7.
Asi, en un determinado instante tx = K'I' desearemos recibir el simbolo aj correspondiente a
dicho instante. El detector de umbral decidird a cuél de los simbolos del alfabeto de M simbolos
{ax} pertenece el valor detectado y(tx), estimando el simbolo transmitido ax. En el caso de
que ag # ag se habré producido un error en la detecciéon del simbolo.

La expresiéon para la senal a la salida del filtro receptor seréa:

y(t) = aghp(t — kT) + n(t) = hy(t)
En donde:

es la respuesta conjunta del sistema completo formado por el transmisor, canal de transmision
y filtro receptor.
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En el instante tg = KT

y(KT) = Y aphp(KT — kT) + n(t) « ha(t)],_,,
k=—o00
= axhp(0) + D aphp(KT = kT)+ n(t) « ha(t)],_,, (5.15)
S~ k#K,k=—o00 h ~~ d
simbolo deseado ’ P Ruido

VvV
Interferencia entre simbolos

Por lo tanto, segin la ecuacién 5.15; en el valor de senal detectado (y a partir del cual se
estimara el sfmbolo transmitido arx) podemos distinguir tres componentes:

» El valor del simbolo transmitido, escalado por hg(0). Esta es la componente que nos
interesa.

» Una componente de Interferencia entre simbolos, méas conocida por sus siglas en inglés
ISI (Inter Symbol Interference)

» Una componente de ruido, que en este momento no tendremos en cuenta (se estudiard
més adelante), por lo que la consideraremos cero.

Para eliminar la ISI, debera cumplirse que:

hg (K —K)T)) =hg(nT) =0 VYn#0 (5.16)

Esta condicion también la podemos escribir:

hi(t) i 5(t — nT) = hp(0) - 5(¢) (5.17)

n=—odo
O en el dominio de la frecuencia:

Hy(f)sr Y 6(f = kr) = hp(0)

k=—o00

P 3" Hp(f —kr) = he(0) VIf| <

k=—o00

(5.18)

N3

en donde Hg(f) es la respuesta frecuencial completa del canal (filtro tranmisor, canal de trans-

1
misién y filtro receptor) y r = — es la velocidad de simbolo. Las ecuaciones 5.16 y 5.18

representan el Primer Criterio de Nyquist para la transmision sin interferencia entre simbolos,
expresadas en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia respectivamente. La prime-
ra parte de la ecuacién 5.18 es la extension periddica con periodo r de la respuesta frecuencial
Hp(f). > re . Hp(f — kr) es por lo tanto una funcién periddica, con periodo r. La segunda
parte de la ecuacion es la constante hg(0).

Una consecuencia de este principio es que la velocidad maxima de transmisién por un
canal de ancho de banda B sera r,,,, = 2B. O de forma equivalente, el ancho de banda

minimo necesario para la transmision a velocidad r sera B,,;, = 3
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5.4.2. Pulso de Nyquist o pulsos en coseno alzado
Una funciéon que cumple de forma evidente 5.16 es la funcién sinc:

hg(t) = sinc(rt)

Hy(f) = 211 <f>

r r

Cuya transformada de Fourier:

r . .y ..
es plana en |f| < =. Y es sencillo comprobar que cumple la condicién en el dominio de la

frecuencia (ecuacién 5.18). La funcién sinc es un caso particular del conjunto de funciones
conocidas como Pulsos de Nyquist cuya expresiéon temporal es la siguiente (ver figura 5.12):

cos 2wt ,
he(t) = ——F 5 - sincrt (5.19)
1 — (481)
Nyquist pulse for r=1000
1
,gﬁ\ roff=0
70\ roff=0.25
/ L roff=0.50
7777777 roff=0.75
roff=1
0.8— —
0.6— —
0.4 |
02— —
0
0.2— —
04 \ \ \ \ \ \ \ \ \
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 5.12: Pulsos de Nyquist para diferentes valores del factor de rolloff p (r = 1000).

Y su transformada de Fourier:

= =

0<Ifl<3-48
Hp(f) =4 % (1+cos5s (I +8-35)) 5-B<If1<5+8 (5.20)
0 fl=5+8
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Nyquist pulse for r=1000 - Frequency Response

90

1500

Figura 5.13: Respuesta frecuencial en coseno alzado para diferentes valores del factor de rolloff
p (r =1000).

siendo [ el pardmetro que controla el exceso de ancho de banda sobre el minimo ancho de

r

banda necesario 5. Cuando el exceso de ancho de banda 3 se expresa en relacién a § se conoce
g2
como factor de roll-off p=— = —.
r/2 7

Como puede verse en la figura 5.13 se distinguen 3 zonas en la respuesta frecuencial:

» Una zona plana y constante, alrededor del origen, en el rango 0 < |f| < 5(1 — p). Para
p = 0 esta zona abarca hasta r/2 y para p = 1 no existe.

= Una zona de transicién, de anchura total 23 = pr. Para p = 0 esta zona no existe y para
p = 1 abarca todo el ancho de banda, r. Esta zona, con la forma de un coseno alzado da
el nombre a esta funcion de transferencia, como respuesta en coseno alzado. Presenta una
simetria denominada wvestigial alrededor de %, que permitira que se cumpla la ecuaciéon

29
5.18.
= La zona atenuada, con Hg(f)=0, desde [f| > £(1 + p).

La caracteristica en coseno alzado permite que se cumpla la ecuaciéon 5.18, sin tener que
presentar una respuesta tipo ’ladrillo’; sin intervalo de transiciéon en la banda de paso y la
banda atenuada. A cambio el ancho de banda necesario para la tranmision a velocidad r se ha
3 T .
incrementado por pg Hz:



82 TEMA 5. COMUNICACIONES DIGITALES BANDA BASE

T
By = 5(1‘1‘/0)

El empleo de valores de p grandes aumenta por tanto el ancho de banda de transmision
necesario para una determinada velocidad de simbolo . Sin embargo, como puede verse en
la respuesta temporal de la figura 5.12, la amplitud de los 16bulos secundarios se reduce
considerablemente a medida que crece el exceso de ancho de banda. Alejandose mas de un
periodo de simbolo del origen, se aprecia que la pendiente de la curva alrededor del cero es
mas plana para los mayores valores de p. Esta caracteristica implica que si se produjeran
errores de sincronismo en el instante la deteccién del simbolo (en cuyo caso la deteccién no se
realizard exactamente en la posicién del cero, sino ligeramente antes o ligeramente después), la
interferencia entre simbolos que se producira serd tanto menor cuando mas plana sea la curva
alrededor del cero, es decir, cuanto mayor sea p. En resumen, el empleo de exceso de ancho de
banda reduce la sensibilidad del sistema a los errores de sincronismo.

En los sistemas de transmisién, valores habituales utilizados para p se encuentran en el rango
0,2 < p < 0,3. El aumento de ancho de banda necesario para la tranmision de un cierto flujo
binario r,, puede compensarse aumentando el nimero de niveles del codigo M, ya que r = lo;;” T
Por ejemplo, si pasamos de utilizar p = 0 a utilizar p = 1, el ancho de banda se dobla, pasando
de ser B a ser 2B. Si ahora doblamos el niimero de niveles del cédigo, reduciremos r a la mitad,
por lo que el flujo binario transmitido por el canal seguira siendo r;,. La tabla 5.5 muestra los
valores de 1, logrados para diferentes valores de M y de p en un canal telefénico de anchura
B = 4000 Hz. Como vemos, podemos lograr transmitir el mismo flujo binario utilizando la
combinacién (M = 2, p = 0) que utilizando la combinacién (M = 4, p = 1). Evidentemente, el
mayor flujo binario lo obtenemos combinando los menores valores de p con los mayores valores

de M.

p=0|p=0,25|p=0,5|p=07|p=1
M=2 | 8000 6400 5333 4571 4000
M=4 | 16000 | 12800 10666 9142 8000
M=8 | 24000 | 19200 16000 13713 | 12000
M=16 | 32000 | 25600 21333 18284 | 16000

Tabla 5.5: Velocidades binarias alcanzadas en una transmisién por canal telefénico (B = 4000

~loga M

Hz) con filtros en coseno alzado, para diferentes valores de p y M. r, = it p)
p

Como ya sabemos, la respuesta en coseno alzado debe ser alcanzada por el conjunto formado
por los filtros de recepcién y transmision, junto con la respuesta del propio canal de transmision.
Considerando un canal de tranmision ideal, y fijaindonos inicamente en los filtros:

Hy(f) - He(f) = He(f)

y es Hp(f) quien debe presentar la forma en coseno alzado. Como veremos en temas poste-
riores, para minimizar la probabilidad de error del sistema, los filtros de transmision y recepcion
deben formar una pareja, de forma que:
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Lo cual significa que:

Hy(f) = Hy(f)
Hy(f)HR(f) = [Hr (/)" = [Hr(f)* = Heos(f)
|Hr(f)| = [Hr(f)| = v/ Heos(f)

En donde hemos llamado H..s(f) a la caracterisica en coseno alzado. Por esta razon, los filtros
utilizados en transmisién y recepcion tienen una caracterisica conocida como raiz de coseno
alzado.

5.4.3. Resumen
Recapitulamos aqui las ideas principales de esta seccién:

r

» La transmision a velocidad de simbolo r requiere un ancho de banda minimo de By, = 5.

= De forma equivalente, la transmisiéon por un canal de ancho de banda BHz limita la
velocidad de simbolo a 7,,,, = 2B.

s La tranmision a velocidad maxima r = 2B tiene ciertos inconvenientes:

e La dificultad de implementacion de los filtros de tranmision y recepcion.

e El elevado valor de los 16bulos secundarios, que hara el sistema muy sensible a errores
de sincronismo (se producird mucha ISI en caso de error de sincronismo).

= Los problemas mencionados se resuelven utilizando pulsos de la familia de los pulsos de
Nyquist (o filtros en coseno alzado) con factores de roll-off superiores a cero.

» El empleo de valores de p > 0 reduce la velocidad de tranmisién por un canal de BHz
a Tyar = 12TBp' De forma equivalente, la transmision a velocidad r requerird una ancho de
banda minimo de B, = 5(1 4 p).

= El exceso de ancho de banda creado puede compensarse utilizando un mayor nimero
de niveles para permitir la transmision del mismo flujo binario, ya que el flujo binario

2B
resultante sera: r, = —— - logo M.
IL+p
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Tema 6

Modulaciones digitales

En este tema estudiaremos las técnicas basicas que se utilizan para la modulacién de las
senales digitales banda base - estudiadas en el tema anterior - con el fin de posibilitar su
transmision a través de canales paso banda.

6.1. Introduccién
En toda operacion de modulacion, se distinguen las siguientes senales:

= Senal moduladora: es la senal con la informacion que se desea transmitir. Sera una senal
banda base (analdgica o digital).

= Senal portadora: es una senal que se utilizara para transportar la informacion, mediante
la variacion de alguno de los parametros que la definen.

= Senal modulada: es la senal paso banda resultante de la modulacién, que llevara la infor-
macion de la moduladora.

Las modulaciones en las que la senal portadora es una sinusoide se conocen como modulaciones
de onda continua, o por sus siglas en inglés, modulaciones CW - Continuous Wave-. Estas
modulaciones responden en términos generales a la siguiente expresion:

y(t) = elt) cos(2m fit + 9(1)) (6.1)

en donde y(t) es la senal modulada y la senal senoidal con frecuencia f, - A.cos 2w f.t- es la
senal portadora. Las funciones e(t) y ¢(t) seran quienes contengan la informacién a transmitir.
Si es la envolvente de la senal e(t) quien lleva la informacién dard lugar a una modulacién
de amplitud, que cuando la senal moduladora (o informacién) es digital se conoce como
Modulacion por Desplazamiento de Amplitud, mas conocido por sus siglas en inglés ASK -
Amplitude Shift Keying. Si es la fase instantdnea ¢(t) la que se modula se tratard de una
modulacién de fase o una modulaciéon de frecuencia, conocidas respectivamente como
PSK - Phase Modulation Keying y FSK - Frequency Shift Keying.

En los apartados que siguen veremos los aspectos basicos de estas modulaciones.

85



36 TEMA 6. MODULACIONES DIGITALES

6.2. Expresion general de la DEP para procesos estacio-
narios paso banda

Para el caculo de la Densidad Espectral de Potencia de los procesos paso banda con modu-
lacién digital, partimos de la siguiente expresién general del proceso estacionario paso banda:

y(t) = A, (alt) (cos(2n f.t + &) — b(t) sin(2r fut + ) (6.2)

en donde A, es la amplitud de una portadora de frecuencia f. y ¢ es una variable aleatoria
uniformemente distribuida en (0, 27).
Los procesos a(t) y b(t) son senales digitales banda base que responden a las expresiones:

a(t) = app(t — kT) (6.3)
b(t) = bip(t — kT) (6.4)
k

y ambas pueden considerarse procesos estacionarios con DEP respectivas G,(f) v Gp(f).

Ademas, estos dos procesos estaran por lo general incorrelados, es decir que consideraremos
Rab(T ) =0.
Asi, la autocorrelacién del proceso paso banda y(t) puede calcularse como:

R,(1) = A7§ {Ru(7)cos(2m fo1) + Ry(7)cos(2m f1)} (6.5)

y por lo tanto la expresién general para DEP de las senales digitales moduladas paso banda
resultante es:

2

Gf) = TG~ I+ G+ )+ O~ )+ G+ 1)) (66

En los apartados que siguen particularizaremos los valores de las seniales a(t) y b(t) para
cada tipo de modulacion.

6.3. Modulacién por desplazamiento de amplitud (ASK)

6.3.1. Descripciéon

En una senal ASK la envolvente e(t) de la expresién 6.1 es una senal digital banda base
unipolar, y la fase instantantea sera constante con t:

y () = A arp(t — KT) cos(2 fot + ¢) (6.7)

Los ar, = 0,41,42,...,+(M — 1) deberdn ser todos positivos (como corresponde a una
senal unipolar) de forma que e(t) sea siempre positiva. El caso particular binario en el que
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ar = {0, 1}, se conoce como modulacion OOK - On Off Keying, debido a que corresponde a
una portadora que se enciende o se apaga segun reciba un 1 o un 0.
En estas modulaciones se distingue entre el caso sincrono, en el que el periodo de simbolo

T contiene un numero entero de ciclos de portadora 7" = — con N >> 1 en general, y el

caso asincrono, en el que no necesariamente se cumple dicha r(élacién, ya que el oscilador de la
portadora y el reloj de simbolo no estan sincronizados.

Para el caso sincrono (que es el consideraremos de aqui en adelante) podemos escribir (por
simplificar tomaremos ¢ = 0):

y () = A arp(t — KT) cos(2mfet) = A Y arp(t — kT) cos (27 f.(t — kT))
k k
=AY ap/(t —kT) (6.8)

Esta expresién puede interpretarse como la de una senal digital, cuyo pulso bésico es p/(t) =
p(t)cos2m f.t. Las M senales transmitidas serdan entonces:

Sk(t) :Ac Qg p/(t) :Ac Qg p(t) 00527cht
k=0,1---M—1 ay=0,1---M—1

6.3.2. Densidad Espectral de Potencia

En este apartado calcularemos la DEP de la senal ASK partiendo de la expresion 6.6. Si
comparamos la expresién general de un proceso paso banda de 6.2 con 6.7 podemos identificar:

a(t) = Z agp(t — kT)

k
b(t) =0
y K (1) = Aca(t) cos(2m fut + @)

Por lo que la DEP serd (substituyendo en 6.6):

A2
Gy(f) = Ic {Ga(f - fc) + Ga(f + fc)}
y Go(f) es la DEP de la senal digital banda base unipolar:
Ga(f) = ar|P(F)F + (mar)? Y [P(nr)5(f — nr)

M—-1 M? -1
con m, = y o2 = . Si tenemos ademds pulsos NRZ, entonces |P(f)]* =

2 i 2 : 2 ’ 12
T sinc” fT y:
2
G.(f) = &smgi +m25(f)
r r

y sustituyendo:

G2 (f) = %J— {SinCQ—f —Je + sinc2 T I
.

} N Afmg (5 = f)+3(f+ 1)} (69)
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6.3.2.1. Eficiencia espectral

Evidentemente, la eficiencia espectral dependera del pulso utilizado para la generacion de
la senal moduladora banda base, p(t). Consideramos para empezar el caso de ASK M-aria con
pulsos NRZ cuya DEP responde a la expresion 6.9. Teniendo en cuenta que se trata de la
funcién sinc? el ancho de banda de transmisién estimado serd By ~ r, y la eficiencia espectral
serd por tanto n = oo loga M.

BT T

Si se tratara de un pulso RZ, el ancho de banda ocupado seria el doble que para el caso
NRZ, y por tanto la eficiencia espectral se reducira a la mitad.

Otra posibilidad es el empleo de pulsos de Nyquist, cuya forma minimiza la ISI (Interferencia

entre simbolos). En este caso, sabemos que en banda base el ancho de banda ocupado es de

g(l + p), de manera que para la senal paso banda ASK serd Br = r(1 + p), y la eficiencia

T logoM
espectral: n = =

r(l+p)  1+4p
p) respecto al sistema con pulsos rectangulares, pero el ancho de banda estaréd estrictamente
limitado a r(1+ p) (mientras que con pulsos rectangulares existe una gran dispersién espectral,
o pérdida de energfa en 16bulos secundarios).

. Asi, la eficiencia espectral se reduce por el factor (1 +

6.3.2.2. Potencia Transmitida

Para calcular la potencia transmitida, podemos utilizar la expresién 5.9, calculando la
energia media por simbolo E\:

M—1 | M
PT:Esr:rgEkp(ak):rﬂgEk

siendo E} la energia de cada una de las senales si(t) asociadas a cada simbolo ay. En este caso,
partiendo de la expresion 6.8 para la senal ASK transmitida:

Sk(t) - Ac ag p/(t) - Ac aj, COS 27cht p(t)

E
E, = /si(t)dt = A2 a} /(3082 2m fot p*(t)dt = A2 a; 77’
M-1 M—1
1 E, 1 E
Es _ E o A2 -_/r -~ 2 _ AQ - 2 2
M Zko FT e M Zk_o i = Ac 5 (on+ma)

2

A
Y si p(t) es un pulso rectangular de duracién 7', entonces E, =Ty Pr = == (02 + m2). Por

supuesto llegamos a la misma expresion para Pr calculando el drea de la DEP de la expresién
6.9.
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6.4. Modulacién por desplazamiento de fase (PSK)

6.4.1. Descripciéon

En una modulacién PSK se introduce la informacién digital en la fase de la portadora, de
la siguiente forma:

yPI () = A plt — kT) cos(2m fot + di + ) (6.10)
k

siendo p(t) el pulso bésico, que consideraremos rectangular, p(t) = II TQ . En cada

periodo de simbolo KT el valor de la fase de la portadora cambia de acuerdo al valor del
simbolo recibido:

™

M(2 ap+ N) siendo ay ={0,1---M —1} y N ={0,1}. (6.11)

P

Segun la expresion anterior, el circulo queda dividido en M sectores ¢, y cada uno va
asociado a un simbolo a. El valor de N especifica el si existe la fase 0 (N =0) o no (N = 1),
o dicho de otra forma, cuédl es el valor que se da al simbolo ay.

Veamos algunos ejemplos.

2
M=4 N=0 gzsk:fak :{

2 T T 3 bw Tw
M=4 N=1 = — - ==, —, —, —
¢k 46Lk+4 {4747474}

27 T
M=8 N=0 ¢p=—ay :{071757

M=8 N=1 = —ap+ — -, —, —
On =gty 88 888 8 878
La figura 6.1 muestra los valores de las fases transmitidas para una modulacién 8-PSK.
A continuacién veremos cémo los puntos de la grafica representan los valores de los simbolos
transmitidos, en su representacién paso-bajo como simbolos complejos. Esta representacion se
conoce como constelacion de los simbolos transmitidos.

2m T _{7‘(‘ 37 5 Tm 97 11w 13« 157r}
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Q, Q,
> e *

* Y

* *
e e [ [

* *

* *

(a) 8-PSK con N =0 (b) 8-PSK con N = 1

Figura 6.1: Constelaciones de los simbolos en una modulacién 8-PSK

6.4.2. Componentes en fase y en cuadratura

Partiendo de la expresién 6.10 podemos obtener las componentes a(t) y b(t) de la expresién
0.2 para la senal PSK:

yPIE () = A, Zp(t — kT) cos(2m fot + ¢) cos ¢y — A Zp(t — kT)sin(2m fot + ¢) sin ¢y,
k k
(6.12)

= Zp(t — kT') cos ¢y,
k

= Zp(t — kT) sin ¢,
k

También podemos escribir estas expresiones de la siguiente forma:

Zpt—k:T cos¢k—Zcos¢kpt—kT Z[kpt—kT (6.13)
:Zpt—kT sin ¢y, = Zsmgzﬁkpt—kT ZQkpt—kT) (6.14)
k k

En donde a(t) y b(t) se han expresado como senales digitales banda base, con pulso basico

p(t), con simbolos I = cos ¢y y Qr = sin ¢y, a velocidad de simbolo r = T Las senales a(t) y

b(t) seran las componentes en fase y en cuadratura del proceso (excepto por un factor de escala
A.), con respecto a una portadora de frecuencia f. y fase ¢. En general, salvo para el cédlculo
de la DEP, podremos tomar ¢ = 0 sin pérdida de generalidad.

Entonces el equivalente paso bajo de la senal PSK sera:

g(t) = yr(t) + j yo(t) = Acla(t) + jb(t)) = A, Z I+ 5 Q) p(t — kT)

:ACZCkp t — kT)
k
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Figura 6.2: Constelacion de simbolos en una modulaciéon 4 PSK, con N =1

En donde los Cj, = [Ik, Qr] = [cos ¢r,sin ¢x] son los simbolos complejos transmitidos, cuyas
partes real e imaginaria corresponden a los simbolos de las senales digitales en fase y cuadratura.
La figura 6.2 representa estos simbolos para una PSK cuaternaria (M = 4) con N = 1. En

dicha figura se ha representado también un posible mapeo para los bits de la secuencia binaria
de entrada.

6.4.3. Densidad Espectral de Potencia

Comenzamos obteniendo la DEP de las componentes a(t) y b(t). Como se trata de senales
digitales banda base con simbolos incorrelados:

=> L p(t—kT)
= ZQk p(t —kT)

Ga(f) = {0? P[P+ (my-r)? Y |P(nr)8(f — m“)}

Gb(f):{aé r|P(f)]? + (mg - Z!P nr) 28 (f —nr)}

Calculamos las medias y las varianzas de los simbolos:

M-1

my = E{I}} = E{cos ¢} = % Z cos ¢, =0

m=0

M-1
mq = B{Qu} = B{singy} = 12 3 singy, = 0
m=0
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M-1

M-
1 1+ cos2¢ 1 1 1
_ 2\ _ 2 LL— _ ==
= FE{I;} = E{cos” ¢y} = mz_ cos” g, = n;) ) M 2573
M- M-1 M-1
1 1 —cos2¢ 1 1 1
2 2\ _ .2 mo_ _
oo = E{Q;} = E{sin” ¢} = Z sin? a2 — S = 2 53=3
de forma que:
r
Galf) = Gulf) = L PU)? (6.15)
Por lo que utilizando 6.6 obtendremos la DEP para la senal PSK:
G === {IP(f = [P +|P(f + f)I?} (6.16)

6.4.3.1. Eficiencia espectral

1
Si el pulso basico utilizado es un pulso rectangular de duracién T' = —, entonces By ~ r y
r

r
N~ b = logo M. Si se utilizan pulsos de Nyquist, entonces el ancho de banda estara limitado
loga M
aBpr=r(l+ = .
r=r(l+p)yn="17 p

6.4.3.2. Potencia transmitida

Podemos utilizar la expresién 5.9 para calcular la Potencia transmitida:
1
Pr=FE, r—rkz;Ekpak)—rMZEk

siendo Ej, la energia de cada una de las senales s;(t) asociadas a cada simbolo a. En este caso,
tomando ¢ = 0 en 6.10 las senales transmitidas seran:

sp(t) = A cos(2m fot + o) p(t)

2

B = / 2(1)dt = A2 / P(E) cos®(2m fit + )t — % E,

)

A2

Es decir, todos simbolos son transmitidos con la misma energia ( 5

Ep) , y por tanto la Energia

2
media por simbolo F, = 70 E,. Por tanto:

2

A
PTZTCEPT
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2

1
Y para el pulso rectangular de duracién T'= — obtenemos Pr = —=.

,
Por supuesto llegamos a la misma expresion para Pr calculando el area de la DEP de la

expresion 6.10.

6.4.4. Casos particulares en PSK
6.4.4.1. Caso binario, BPSK

El caso binario en PSK (M=2) da lugar a dos conocidas modulaciones, segin N = 0 o
N =1 en la expresion 6.11.

M=2, N=0 Las fases transmitidas seran ¢, = {0, 7} y las senales transmitidas:

so(t) = A.cos2m f.t 0<t<T
s1(t) = —A.cos 27 fet 0<t<T

Esta modulacién se conoce también como PRK (Phase Reversal Keying). Vemos que en este
caso, en la expresién 0.12 la componente correspondiente a b(t) (6.14) se anula, y la constelacion
pasa a ser unidimensional, con dos tnicos simbolos I, = —1,+1 en fase con la portadora

T =T
M=2, N=1 Las fases transmitidas serdn ¢, = {5, 7} y las senales transmitidas:

So(t) = Acsin 27 fet 0<t<T
s1(t) = —A.sin 2w f .t 0<t<T

En este caso, en la expresién 6.12 es la componente correspondiente a a(t) (6.13) la que se
anula, y la constelacion es también unidimensional, con dos tnicos simbolos @, = —1,+1, en
cuadratura con la portadora. Estos casos binarios para PSK son en realidad casos degenerados
(unidimensionales) del caso genérico PSK bidimensional.

La DEP para estos dos casos particulares de PSK sera la misma obtenida para el caso general
(6.16). Podemos comprobarlo, partiendo de la expresién general de la sefial PSK particularizada
para PRK (caso M=2, N=0):

yPRE(t) = A, Zp(t — kT) cos ¢ cos(2m fet + ¢)
i

= A, a(t) cos(2m fot + )
De donde:
A2

GIRR(f) = 5

{Ga(f - fc) + Ga(f + fc)}

Galf) = {0? PIP(P + (mp-r)® Y |P(ar) Po(f — m”)}
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Calculamos las medias y las varianzas de los simbolos I, = {—1,+1}:
my = E{li} = E{cos ¢y} = 5 ((=1) + (+1)) = 0

1
2
o7 = BE{I}} = E{cos® ¢} = ((—1)2 + (—1—1)2) =1

DO | —

de forma que:

Ga(f) = r|P(f)I?

GI(F) = SEr (PG = SR + 1P+ 1))

Se deja para el estudiante la demostracién para el caso de la modulaciéon PSK binaria con
M=2, N=1.

6.4.4.2. Caso cuaternario QPSK y modulaciones M-QAM

3
La modulacién QPSK se da para M = 4. Si N = 0, las fases transmitidas seran {0, g, T, ;}

™ 3 om Tm
47 47 47 4
conoce como QAM (Quadrature Amplitude Modulation). Esta modulacién puede verse como
la combinacién de dos modulaciones BPSK, con una PRK en la componente en fase (I, =
{=1,+41}) y otra en la componente en cuadratura (Q = {—1,+1}).

Si en la modulacién 4-QAM con N = 1 aumentamos el nimero de niveles tanto en los
simbolos I}, como en los ()i, se obtienen constelaciones de puntos de forma cuadrada, conocidas
como M-QAM. La figura 6.3 representa algunas de ellas. Por ejemplo, si tenemos 4 niveles en
cada una de las componentes: I = Q, = {—3,—1,+1,+3}), obtendremos un conjunto de 16
simbolos complejos Ch, que formaran una rejilla cuadriculada, correspondiente a la modulacion
conocida como 16-QAM.

Estas modulaciones son muy populares por su sencillez de implementacion. La figura 6.4
representa de forma esquemadtica el proceso de generacién de una constelacion QAM (aunque
el principio bésico se puede aplicar a cualquier constelacion bidimensional). En el flujo binario
de entrada se forman grupos de logoM bits, con los que se elige el simbolo de la constela-
cién. Las componentes I v () de dicha constelacion generaran las senales digitales banda base
correspondientes a las componentes en fase y en cuadradura de la senal paso-banda.

Para N = 1 las fases transmitidas serdn { }, v esta es la modulacién que se

6.5. Modulacién por desplazamiento de frecuencia (FSK)

6.5.1. Introduccion

En las modulaciones FSK (Frequency Shift Keying), la informacién correspondiente al
simbolo a transmitir se ubica en la frecuencia de la portadora transmitida. El estudio de estas
modulaciones es complejo vy en este tema nos limitaremos a presentar algin caso particular que
presenta una analitica sencilla.
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Qk M=64

—e—— e ——"0— 9 ——& ——0——-9
T |
| -32 |
I‘ ° R ey e ° ?
| // M=16 \\ I
T
| I M=4

é —_ ¢ é b
A R A
' | ' ' I
Prort o
| I
T l\\ ‘———0——0———1 /} t

N
IT o \b———o——c-——o’/ ° f
|
‘——-0——0———0—-—-&——'———0——-1

Figura 6.3: Constelaciones de simbolos en las modulaciones QAM

T=1/r A_cos 2w f_t
.11000[ {I} v >l p(t-kT)
i} p(t)
D +
.111010101... | = MAPEO y(t)
A S 0 b
QO
D _
o {-11000{. {Q} olt)
- 2.Qp(t-kT)
T=1/r A sin 2 f_t

Figura 6.4: Esquema de un modulador QAM

En términos generales, en una modulacién FSK las senales transmitidas asociadas a un
conjunto de simbolos {ay},, son sefales senoidales con frecuencias {f;},,:

sk(t) = Accos(2m frt)p(t)
y la senal modulada:

sT5K (1) = A, Zp(t — kT)cos2m fit
k
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En estas modulaciones podemos distinguir dos tipos basicos:

= En el caso mas simple, para la transmision del simbolo a;, se selecciona un oscilador de
frecuencia f;. Habra M osciladores independientes disponibles, y en general, se produciran
discontinuidades en las transiciones entre simbolos consecutivos.

» En una version mas elaborada, los osciladores estan sincronizados o mas bien las frecuen-
cias necesarias se generan de forma sincrona con continuidad de fase. Estas modulaciones
se conocen como de fase continua y existe toda una familia de modulaciones del tipo
CPFSK (Continuous Phase FSK).

6.5.2. Densidad Espectral de Potencia

El caso general de FSK puede estudiarse como una combinacion de M modulaciones ASK.
Aqui lo vamos a trabajar para el caso binario, M=2, y por tanto con la transmision de dos
portadoras asociadas a cada uno de los simbolos:

y(t) =y () + 155 ()
en donde

K () = Ay p(t — kT) cos 2 fit (6.17)
k

Y5 o (1) = A, Z b p(t — kT') cos 27 fot
k

siendo by = a; y ax = {0,1}. Al ser las dos senales ortogonales (claramente E{ay - by} = 0), la
DEP de y(t) seréd la suma de las DEP de cada una de las senales ASK:

Gy(f) = Gy1(f) + Gy2(f)

G F) = 2 (G = 1)+ CnlF + 1)

2

Coal) = G AC ] = 1)+ G+ 1))

en donde z1(t) = Y, app(t — kT') y xo(t) = >, bep(t — kT) son las dos senales digitales banda
base unipolares que dan lugar a las senales ASK en 6.17.

Ga(f) = o5 7 [P(f)]P + (ma 1)? Y |P(nr)Po(f = nr)
G (f) = op 7 [P()]P + (my 7)? Y| P(nr)PS(f — nr)
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1

en donde my =my = =y 02 =0} =~ y |P(f)]? = T?sinc®fT. Por lo tanto:
a b 4

DO | —

Gorlf) = Gl ) = Tsine [T + 30()

2
Gy(f) = 5 {Tsinc(f — JT +5(7 — )+ Tsine(f — T +6(F ~ o)+
Tsinc®(f + fU)T 4+ 0(f + f1) + Tsinc*(f + f2)T +6(f + f2)} (6.18)

2
La Potencia transmitida en esta modulacion es evidentemente constante e igual a 76

6.5.2.1. FSK de Shunde

Se trata de un caso particular de FSK binaria en el que la separacion de las dos portadoras
f1 v fo es tal que se genera una senal modulada de fase continua:

f1=f0+%
fo=t-5

Con estos valores las dos sincs de la expresion 6.18 (y también las dos deltas) estdan separadas
fi— fo = mp, y el ancho de banda de transmision se estima en By = 1y, lograndose una eficiencia
espectral de nn = 1 bps/Hz.
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Tema 7

Ruido en las comunicaciones digitales

7.1. Espacio de senal

7.1.1. Definiciones

El espacio de la senal realiza una interpretacion vectorial de las senales. Para una transmision
M-aria , consideramos las M senales {s1(t),...,sk(t),...,sum(t)}, asociadas a cada uno de los
M simbolos discretos {ay,...,ax,...ay}, estando las senales si(t) definidas en el intervalo
[0,7]. En la interpretacién vectorial, las senales si(t) son vectores s;. Sobre estos vectores,
definimos las siguientes operaciones, que definen el subespacio vectorial de dimensién N < M:

Producto Escalar

T
<@§>:/sﬁm@ﬁ
0

si < §;,5; >=0= §;Ls; (son ortogonales)

Norma de un vector

ISill = /< i, 5 >
T
|@W—<%£>—/|&@Fﬁ_ﬂ
0
siendo E; la energia de de la senal s;(t).

Coeficiente de correlacion

< 57,85 >
Pij = ==
Iedilien
El coeficiente de correlacién es como puede verse el valor de la correlacion cruzada de las dos

senales evaluada en el origen, y normalizado con la raiz cuadrada del producto de sus energias.
Obsérvese que —1 < p;; < 1.

99
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Base Ortonormal

En el espacio vectorial definido por los M vectores {s;},, , las direcciones del espacio vienen
dadas por los vectores de la base ortonormal definida por N < M vectores ortonormales {q;k} ,
N

o funciones {¢x(t)},, tales que:

1 sik=1

Lo T
< G, o1 >= /0 Ok (t)pu(t)dt = {O sik 1

Notese que:

okl =1

Es decir, los vectores ¢ son ortonormales: son ortogonales entre si y de norma unitaria.

7.1.1.1. Descomposicion en el espacio de la senal: constelacion de las senales

Cualquier vector s; del subespacio puede obtenerse a partir de una combinacién lineal de
los N vectores {gb_;g} :
N

N
S; = E Sik(bk
k=1

O de forma equivalente:

N

s;(t) = Z Sik i (t)

k=1

Los coeficientes s;;, son las proyecciones del vector §; sobre las &k direcciones del espacio {qzﬁk} :
N

N T
Sip =< 5i, P >= / s;(t)pr(t)dt
0

En la figura 7.1 se ha representado un subespacio de dos dimensiones (el plano definido por
los vectores {qi, gb;}) y dos senales cualesquiera del subespacio {s;, s;}. Esta representacion de
las componentes de las senales transmitidas en el espacio se denomina constelacién de las
senales.

Un vector que no pertenece al espacio definido por las M senales (o por las N funciones
de la base ortonormal), como por ejemplo una senal de ruido n/(t) -o vector de ruido 7”?’-,
podra expresarse como la suma de dos vectores: el vector que resulta de la proyeccién sobre el
subespacio 7, y una componente ng, ortogonal al subespacio:

N
n' = nk¢k + ﬁo
k=1

La componente 77 es la parte de la senal que no pertence al subespacio de las senales. Esta
componente no serd percibida por nuestro receptor (que estard disenado para el subespacio de
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los vectores {gzﬁk} y Unicamente serd capaz de ver las componenes ny, de su proyeccién ), por
N

lo que no la tendremos en cuenta (ver figura 7.1).

Figura 7.1: Vector de ruido 7’ proyectado en el espacio de las senales definido por qz;l, 52

7.1.2. Correlador y filtro adaptado

Como las sefiales s;(t) son de duracién T, el producto escalar de los vectores s; y §; es
la correlacién cruzada de las sefiales s;(t) y s;(t) evaluada en el origen (es decir, el drea bajo
el producto de las dos senales). Por ello, la implementacién del producto escalar mediante el
esquema de la figura 7.2(a) se conoce como implementacion con correlador.

t=T

- <3,5 >  s(t [ } 25,8, >
S‘(t) J'o ()dt j Sl( ) S].(T—t) \\{\ j
5,(t)
(a) Correlador (b) Filtro adaptado a s;(t)

Figura 7.2: Implementaciones del producto escalar

El producto escalar de dos senales puede expresarse también como:

= [ ssiim

s5i(t) * 5;(T —t)|,_p = /0 $i(A)s; (T — (t — N))dA

t=T

Esta implementacion del producto escalar, representada en la figura 7.2(b) se conoce como
implementacion con filtro adaptado, ya que el receptor estaria en este caso adaptado a la senal
s;(t), produciendo el valor méximo a su salida cuando s;(t) = s;(t).
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7.1.3. Ejemplos
7.1.3.1. Senal unipolar

Consideremos una senal digital binaria unipolar NRZ z(t) = > axp(t—kT'), siendo a, = {0, A}.
Las sefiales transmitidas correspondientes a cada simbolo seran (ver figura 7.3(a)):

so(t) =0 0<t<T

s1(t) = Ap(t) = AH(

t—TT/Q)

Sot) s,(t)

So

a3
Tt Tt \/E:O

(a) Forma de las senales (b) Constelacién

2L S

Figura 7.3: Senales transmitidas para una senal digital banda base unipolar NRZ

Estas dos senales (M = 2) se pueden representar en un espacio unidimensional (N = 1).
Para calcular la senal de la base ortonormal ¢(t), obtenemos un vector en la misma direccién
que s1(t) pero con norma unitaria:

o(t) = 5: _si(t) 1 H(t—T/z)

El espacio de la senal para este ejemplo se ha representado en la figura 7.3(b).

Es importante observar que aunque en este ejemplo hemos utilizado un pulso rectangular
como senal a transmitir, obtendriamos la misma representacion de la figura 7.3(b) para cual-
quier otra forma del pulso p(¢) como pulsos RZ o pulsos no rectangulares, y también formas
de tipo paso banda. La diferencia estribaria en el valor de la energia E;. Asi por ejemplo, esta
misma representaciéon es véalida para el caso de una modulacion OOK en donde:

So(t) =0
s1(t) = Acos 2w fot p(t)

con la tunica diferencia de que en este caso:

AQ
B, =—-T
2
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El caso unipolar binario se extiende facilmente al caso M-ario, considerando M senales:
sit)y=A@—1)pt) 1=1...M (7.1)
Ei=(A(i-1)E,

T
siendo £, = T para el caso banda base, y F, = 3 para la modulacién ASK multinivel. El

espacio de la senal en el caso multinivel y M=4 se ha representado en la figura 7.4.

23
=0 A.,E 2A.[E 3A,/E
p p p
Figura 7.4: Representaciéon del espacio de la senal en el caso unipolar cuaternario.

7.1.3.2. Senal polar

Consideremos ahora una senal digital binaria polar NRZ xz(t) = > axp(t — kT'), siendo
{ 55 } Las senales transmitidas correspondientes a cada simbolo en este caso seran:

so(t) = — 2 oty = — A1 (t - T/z)

2 2 T
A A t—1T/2
) = o0 = 51 (S
Estas dos senales (M = 2) son linealmente dependientes (s1(t) = —s¢(t)) vy se pueden

representar en un espacio unidimensional (N = 1). Para calcular la senal de la base ortonormal
¢(t), obtenemos un vector en la misma direccién que una de ellas, por ejemplo si(t) y le
imponemos norma unitaria:

s = S _nl) 1H<t—T/2)

So(t (t) = —\/Egzﬁ(t)
S1(t = \/E¢(t)

Las senales y su constelacién se han representado en la figura 7.5.

7.1.3.3. Senal PSK

Consideremos ahora la senal PSK:

s(t) = A. Z cos(2m fot + ¢i)p(t — kT)

Los valores posibles para la fase seran:

T2+ N)yi=01...M—1

%‘:M
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Solt) s,(t)

+A/2
0 T 0 3 3 -
t Tt if 0 27 ¢1
-A/2
- /El VE,
(a) Forma de las senales (b) Constelacién

Figura 7.5: Senales transmitidas para una senal digital banda base polar NRZ

siendo N = (0, 1).
Si la portadora fy es un miltiplo entero de la velocidad de simbolo (fy = %) las M senales
transmitidas seran:

si(t) = Accos(2m fot + @;)p(t)
= A, (cos p; cos 2 fot — sin ¢; sin 27 fot) p(t)
= Ac (Il COS 27Tf0t — Qz sin 27Tf0t) p(t)

en donde I; y @); son los simbolos de las componentes digitales banda base en fase y en cuadra-
tura.

Como las senales cos 27 fyt v sin 27 fot son ortogonales, es facil ver que las senales {s;(t)}
definen un espacio de dos dimensiones. Para formar la base ortonormal, elegimos:

or(t) = 2y 1) gyte) = -T2

Con esta eleccion:

Si(t) :Ac\/g(lz’(bl(t) +Qi¢2<t)) i=1...M

2
Es inmediato ver que todas las senales transmitidas tienen la misma energia E; = TCT' En

la figura 7.6 se ha representado la constelacién de las senales para M =4 (QAM) y N = 1.

7.2. Receptor 6ptimo: enfoque probabilistico

7.2.1. El criterio MAP

Consideremos la transmisién de M simbolos {a;}ss con probabilidades a priori p(a;) = p;.

Las probabilidades a priori son las probabilidades de emisiéon de los simbolos, y por regla
general valdran p; = %, es decir, los simbolos seran equiprobables. La transmision del simbolo
a; llevard asociada la transmisiéon de una senal s;(t), con probabilidad p;. A la senal transmitida
se sumard el ruido del sistema n’(t). Llamamos r(t)|a; a la senal recibida cuando el simbolo

transmitido ha sido a; (o 7]a; en la interpretacion vectorial):
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o
N
=
-

Figura 7.6: Representacion del espacio de la senal en el caso QAM.

Fla; = r(t)|a; = s;(t Zszk¢k + an¢k + no(t)

N
= (six + 1) G(t) + mo(t Zmla@m ) + no(t)
k=1

Segun se ha visto en la seccién 7.1, la componente ng(t) del ruido no pertenece al subespacio
de las senales, por lo que el receptor no podréa detectarlo, y por lo tanto no lo tendremos en
cuenta.

Utilizando la senal recibida, el receptor debera decidir cual de los M posibles simbolos ha
sido el simbolo transmitido. Desde un punto de vista estadistico, el criterio MAP (Méximo
A Posteriori) establece como estimacién del simbolo transmitido d; aquél que maximice la
probabilidad a posteriori p(a;|7), la cual aplicando la regla de Bayes puede calcularse como:

.l = Plas)p(ai)
plai|™) »(7)

Y la estimacion del simbolo transmitido a; se realiza buscando aquél que maximiza la
expresion anterior:

p(r]ai)p(a;) }

a; = max; {p(a;|7)} = max; { o)

Como p(7) no depende del simbolo transmitido, maximizar la expresién anterior es equiva-
lente a maximizar:

a; = max; {p(rla;)p(a:)} (7.2)

que se conoce como criterio MAP.
Si ademas los simbolos son equiprobables, entonces:

a; = max; {p(a;|7)} = max; {p(rfa;) }

criterio que se conoce como de maxima verosimilitud (criterio ML, de Mazximum Likelihood).
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7.2.2. Las regiones de decisiéon

Para calcular p(7]a;) en la ecuacién 7.2 sabemos que:

N
rla; = §; + g (Si, + ng) b

N
p(rla;) = p(; + 1) = Hp(sik +ni) = [ [ p(rela:) (7.3)

k=1 k=1
La variable aleatoria ri|a; = s + ng serd una variable aleatoria gaussiana, ya que ny es

gaussiana. Su media y varianza seran:

Myyla; = B {8k + 1} = sa + E{ng}

Btnd =E{ [“noih = [ e -

m'rk|ai = S’Lk

or, = E{(rila; = my0,)*} =E{ni} =E {/OT n(t) g (t)dt /OT "(A)%(A)d/\}
= [Co [ Bomrantair= [ o [ Rt = Dot

-/ ey /OT%(t—Am( )t dr = 2 / o) [ 5t — (1)
/qﬁk( )/O 5t — Ndtd\ = 1 /gbk gE :g (7.4)

Y por tanto, sustituyendo en la ecuaciéon 7.3:

N N (relai — si)? o (relai = sq)?
1 - 1 B
p (Fla;) = H (relas) = n = e n

k=1 k=1 7777 (nm)

Y aplicando ahora el criterio MAP (ec. 7.2):

d; = max; {p (a;) p(a;)}

o (rela; — si)? o (rela; — si)?
p(as) 2= =2 k=1 —
= max; ¥e Ui = max; { p(a;)e n
()2
-~ (el — si)? 3
= max; {lnp(ai) - Z u} = min; {Z(Tk|ai —s5.)% — nlnp(ai)}
n
k=1 k=1

= min, {Z(rklai —s5)% — nlnp(ai)} = min; {dl2 — nlnp(ai)} (7.5)

k=1
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En el caso de simbolos equiprobables, el sumando 7lnp(a;) contribuird por igual a todos los
simbolos, y la decisién estara basada exclusivamente en la distancia euclidea de la senal recibida
a cada uno de los simbolos de la constelacion coincidiendo con el criterio ML:

d; = max; {p (7la;)} = min; {d;} (7.6)

En la ecuacién 7.6 podemos ver que el simbolo elegido sera aquél que se encuentre mas proximo
en el espacio de la senal. De esta forma, cada punto de la constelacion o simbolo a; llevara aso-
ciada una regién del plano (Zona de Decisién) Z;. Las figuras 7.7 representan estas regiones
de decisién para los casos unidimensional binario (7.7(a)) y M-ario (7.7(b)) y bidimensional
con M=4 (7.7(c)) y M=8 (7.7(d)).

Z, Siv, S 7, 0, z, Z, z, Zy, 7,
# N
Lo L) LY
l s, S, d 4 S, Swo1 Sy
Ta, e, ER
(a) Caso binario unidimensional (b) Caso M-ario unidimensional
Z ==
- L ¢2
¢2 — Sl =
7, g ¢ z %2 %o
1 S, S, 0 * Y
* ¢ Z, i
T B -
A= . ¢
2 ¢1 3 ‘A- ‘A' 1
Z, s, Z,
Z, Z,
5, % *
5, X K, ’ 56
i/ Z =
2 5 S
ZS
(c) Constelacion QAM (d) Constelaciéon PSK-8

Figura 7.7: Regiones de decision

7.2.3. Regiones de decision en el caso no equiprobable

En general las probabilidades a priori de los simbolos son todas iguales ya que los bits de
fuente se aleatorizan utilizando secuencias de pseudo-ruido de forma que todos los simbolos
tengan la misma probabilidad de emisién. Por eso aplicaremos el criterio MAP considerando
unicamente la minima distancia euclidea para la decisién del simbolo transmitido (criterio ML).
En este apartado estudiamos cémo afecta el hecho de que los simbolos no sean equiprobables
en las regiones de decision en el caso simple de un sistema unidimensional binario.

Dada la senal recibida 7 el criterio MAP con probabilidades de emisién a priori p(a;) = p;
elige aquel simbolo a; tal que:

N
Z(m — 54)* — nlnp; — Minimo
k=1

d*(7,8}) —nlnp; — Minimo
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Como vemos, el valor de la probabilidad de emisiéon de cada simbolo, corrige el valor de la
distancia al simbolo, acortdndola tanto més cuando mayor sea la probabilidad del simbolo (la
funcién logaritmo es una funcién creciente).

Aplicandolo al caso binario unidimensional, suponiendo simbolos con probabilidades de
emisién p; y po las dos cantidades a comprarar seran:

(r—s1)”—=nlnp S (r —s2)> —nlnpy

La frontera de la region de decisién se encontrara en el valor de » = Vi correspondiente al
caso de igualdad:

(VT - 81)2 - 771111?1 = (VT - 82)2 - 77111272

(Vo — 1) — (Vp — 89)* = 77ln]E
b2

& —d2=nln 2 (7.7)
P2

En donde d; y dy son las distancias de cada simbolo a la frontera de la region de decision
(al umbral de decisién).

Como podemos ver en 7.7 el simbolo que tenga la mayor probabilidad de emision, tendra la
mayor distancia al umbral, por lo tanto vera ampliada su regién de decisién (ver figura 7.8):

= Si p; = py = dy = ds y la frontera esta equidistante de ambos simbolos
= Sip; > py = dy > dsy y se amplia la regiéon de decision de ay

s Sip; < py = di <dsyy se amplia la regién de decision de as

Figura 7.8: Umbral de decisién Vr y Zonas de decisién Z; para el caso py > p;

7.3. Calculo de la probabilidad de error

En este apartado calcularemos la probabilidad de cometer un error en la deteccion de un
simbolo. Para M simbolos a; transmitidos, la probabilidad de error por simbolo p(e) puede
calcularse como:

M
ple) =Y plela:)pla;)
i=1
en donde p(ela;) es la probabilidad de error condicionada a la transmisién del simbolo a;, y
p(a;) es la probabilidad de emisién del simbolo (probabilidades a priori).
Para calcular p(e|a;) aplicaremos el criterio MAP (ecuacién 7.5):
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N
Z(rk — 54)* — nlnp(a;) — Minimo
k=1

d? —nlnp(a;) — Minimo

siendo d; la distancia euclidea de la sefial recibida al simbolo a; y 7 la varianza del ruido. Segtin
este criterio, cada simbolo llevara asociada una region de decision Z;. Cuando se transmita el
simbolo a; se cometera un error si la senal recibida se encuentra fuera de la region de decisién
asociada al simbolo a;:

plela;) = p(7 ¢ Z;)

En los préximos apartados calcularemos este valor para las diferentes constelaciones, consi-
derando en todos los casos simbolos equiprobables.

7.3.1. Espacios unidimensionales

La figura 7.7(b) representa el espacio de las senales para este caso. Las senales transmitidas
seran:

si(t) =sip(t) i=1...M (7.8)

siendo s; =< S;, ¢ >.

t)=s (t)+n(t T ' a

o(t)

Figura 7.9: Receptor 6ptimo para un espacio de senales unidimensional

El receptor 6ptimo utilizard un vinico correlador, que proyectara la senal recibida r(t) sobre
el vector ¢(t), representado en la figura 7.9. Suponiendo la transmisién del simbolo a; la senal
recibida serd s;(t) 4+ n(t) y su proyeccién r caerd en alguna de las regiones de decisién Z; de la
figura 7.7(b). La decisiéon por tanto implica conocer los valores de los umbrales de decisién, o
las fronteras de las regiones de decision y se cometera un error cuando dicha proyeccion r caiga
fuera del intervalo Z; asociado al simbolo a;. Considerando el simbolo a;:

plelar) = p(rlar & Z1) = p(s1 +n & Z1) = p(n > d/2)

. . . . . n , . -
n es una variable aleatoria gausiana, de media cero y varianza 5 segun vimos en 7.4. Por
€so:

p(n>d/2) = /d: \/;_ne_yidn =Q (%)
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(C) p(e|8i)ai 7é 1aM

Figura 7.10: Zonas de decisién y probabilidades de error condicionadas en un espacio unidi-
mensional

Este valor corresponde al drea sombreada en la gausiana de la figura 7.10(a).

De forma totalmente simétrica, para el simbolo del otro extremo s;:

plelanr) = p(rlan & Zn) = p(sy +n & Zur)

—d/2 2
=p(n < —d/2) = /_ \/%_ne_ndn =Q (%)

= ple|ar)

Para los simbolos interiores, la regién de decision esta acotada por ambos lados al intervalo
(—d/2,d/2) y por lo tanto ahora:

plela;) = p(rla; ¢ Z;) = p(si + n & Z;) +p(si —n & Z;)

B d/2
‘2Q< n/?)
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Por tanto:

oo () or-ome ()

oM -1y, [ d)2
M Q( 77/2>

Como ya se ha visto en temas anteriores, el drea de la cola de la gaussiana (funcién Q) esta
tabulada y para calcularla utilizaremos la grafica adjunta al final de este tema (figura 7.14).

7.3.1.1. Senal binaria

Considerando un sistema binario (M = 2) y unidimensional (N = 1), vamos a calcular la
probabilidad de error para los casos unipolar y polar.

Caso unipolar FEn el caso unipolar, en 7.8 tenemos:
S1 = 0, S9 = 1/ E2

Y por tanto la energia media por simbolo Ey = %Eg = E}, en donde E), =

es la energia

S
log, M
media por bit (con M = 2 para el sistema binario). La distancia entre ambos simbolos serd

d =+ Fy =+/2F,, de forma que la probabilidad de error:

ple) = Q ( %) =Q (ﬁ) =Q (/) (7.9)

. . Ey . N .
en donde se ha introducido el pardmetro v, = — que representa la relacion senal a ruido

presente en el sistema, y que nos permitira realizar la comparacién entre diferentes técnicas de
modulacién. La expresiéon 7.9 obtenida sera valida para espacios unidimensionales binarios y
unipolares, tanto banda base como paso banda (como por ejemplo la senal OOK). Finalmente,
en el diseno del receptor éptimo segun la configuracién de la figura 7.9, el sistema de decisién

V2E,
2

tendrd el umbral en Vi = y decidird segun el criterio:

ay
T § VT
a2
Caso polar Considerando ahora el caso polar, en 7.8 tenemos:

812—\/517 822\/E2 Ey=FEy,=FE, = F,

En este caso la distancia entre ambos simbolos serd d = 2/ E, y el umbral se encontrara en el
origen Vpr = 0. La probabilidad de error:

wo-a((B) o B) ol om
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Como puede observarse comparando las expresiones 7.9y 7.10, a igualdad de energia media
por bit, la probabilidad de error en el caso unipolar es mayor que en el caso polar, y que la
funcion Q es una funcién decreciente. La figura 7.11 muestra la probabilidad de error para
ambos casos. De forma equivalente, podemos afirmar que para obtener la misma probabilidad
de error, es necesario proporcionar mayor potencia a la senal en el caso unipolar que en el caso
polar. Si llamamos E} a la energia media por bit necesaria para obtener una cierta p(e) en un
sistema polar, podemos calcular la energia media por bit necesaria para mantener la misma
p(e), E, en caso unipolar:

B 2EP
nooom
B = 2EF

10log B = 10log EP + 3 dB

Es decir, se requiere un incremento de potencia en la senal unipolar transmitida de 3 dB
para igualar el caso polar.

Symbol Error Probabiliy (SER)

binary polar

binary unipolar _

quaternary polar

quaternary unipolar
I

2 4 6 8 10 12 14 16
yb

Figura 7.11: Probabilidad de error por simbolo para los casos binario y cuaternario, polar y
unipolar

7.3.1.2. Senal cuaternaria

Considerando ahora un sistema unidimensional cuaternario (M = 4), calcularemos la pro-
babilidad de error para los casos unipolar y polar.

Caso unipolar Consideremos el conjunto de senales descrito por 7.1, con M =4,y ¢(t) =

1
VE»

la distancia entre simbolos adyacentes es d = A,/ E, y la energia media por simbolo sera:

p(t), cuya constelacién se ha representado en la figura 7.4. Como puede verse en la figura,



7.3. CALCULO DE LA PROBABILIDAD DE ERROR 113

1 7
E, = ZAQEP(O—|— 1+4+9) = §d2 = 2F,

Eq . .
en donde Ej, = es la energia media por bit.
log, M

A continuaciéon calculamos las probabilidades de error condicionadas para cada simbolo:

2
plelar) = plelay) = Q (%) para los simbolos extremos
n
d/2 , .
pelaz) = p(elas) = 2Q —/2 para los simbolos internos
n

De esta forma la probabilidad de error:
1 d/2 d/2 3 d_2
o= (20 () e (7)) 30 (1)

3 E; 3 25, 3 2
S

En el diseno del receptor 6ptimo segiin la configuracion de la figura 7.9, el sistema de decision
tendra los umbrales en los puntos centrales de los intervalos entre simbolos:

d
S T<§:>Ci1

S d< <3d:>A

1 2 T 2 a9
S 30l< <5d:A
(3 2 T 2 as

5d
S T>?:>GA4

[AE
siendo d = Tb

Considerando ahora el caso polar, las senales transmitidas son:

A

Caso polar

51(6) =+ 5000 sslt) = ~ 5 (1)
salt) = +221p(1) sa(t) = —2tp()

de forma que para las proyecciones en el espacio unidimensional (ecuacién 7.8) obtenemos:

A A
51:+§\/Ep 53:—5\/Ep

3A 3A
S9 = +7 Ep S4 = —7 Ep
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1
Y o(t) = t), al igual que en el caso unipolar.
(t) \/Fpp( ), al igual g p

En este caso, la distancia entre simbolos es d = A\/FE,, y la energia media por simbolo
1 9 1 5 5 E, .
E, = ZAQEP <2Z + 21 = AZEPZ = Zdz = 2E, en donde E) = og, 1 es la energfa media

por bit. Repitiendo los pasos seguidos para el caso unipolar, calculamos la probabilidad de error
por simbolo, obteniéndose:

1 d/2 d/2 3 d?
o= () e (7)) 2o ()
3 2F, 3 4F, 3 4
= 5@ ( 51 ) = 5@ ( %> = 5@ ( g%) (7.12)

Como puede observarse comparando las expresiones 7.11 y 7.12, a igualdad de energia
media por bit, la probabilidad de error en el caso unipolar es superior a la probabilidad de
error en el caso polar, al igual que ocurria en el caso binario. También ahora podemos calcular
el incremento de energia que sera necesario proporcionar a la senal unipolar con respecto a la
necesaria para el caso polar, si se desea obtener la misma probabilidad de error:

2Er 4B
™ 5
B =2,8E"

10log E} = 10log EY + 4,47dB

Es decir, es necesario un incremento de 4,47 dB en la potencia de la senal transmitida
para lograr la misma probabilidad de error en el caso unipolar que en el polar para el sistema
cuaternario.

La figura 7.11 representa estas probabilidades de error por simbolo (SER - Symbol Error
Rate) para estos casos.

7.3.2. Espacios bidimensionales

En un espacio bidimensional las senales transmitidas seran:

siendo_’sﬂ =< §;, (51 >y Sip =< Spo, (2;2 > las proyecciones de las senales s; en las direcciones de
b1y P

El receptor éptimo en este caso utilizara dos correladores para obtener las dos proyecciones
r1 y 79 sobre el espacio bidimensional (figura 7.12). El sistema de decisién debera conocer las
regiones de decisién (en este caso, dreas) y se producird un error cuando la senal recibida caiga
fuera de la region de decision asociada al simbolo transmitido. Realizaremos el célculo de la
probabilidad de error tinicamente para el caso de M=4.

M=4 Consideramos en primer lugar una constelacién como la de la figura 7.7(c).
Supongamos la transmisién del simbolo si. Se cometera un error si la senal recibida se
encuentra fuera del cuadrante correspondiente al simbolo (regiéon Zj). En este caso, es més
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' [t i
?,(0) Y |
r(®) Deci

ision
j ()dt
,(t)

Figura 7.12: Esquema del receptor 6ptimo bidimensional. El sistema de decision debera co-
nocer las regiones de decisiéon asociadas a cada simbolo.

Q>

A

h 4

sencillo calcular la probabilidad de error considerando la probabilidad de decision correcta, que

se dard cuando r; > 0 y al mismo tiempo r5 > 0, tal y como se ha representado en la figura
7.13:

p(e/so) =1—p(c/s0) =1 — (p(r1 > 0)p(r2 > 0))
— 11— (p(n1 > —d/2)p(ny > —d/2))

(o)
) 65)

d/2
n/2

Teniendo en cuenta que @) ( ) << 1 la expresion anterior podré escribirse como:

o ap
p(e/so) =~ 2Q<\/77_/2>

Y teniendo en cuenta que todos los simbolos son equiprobables y la simetria del espacio de

la senal:
ple) ~2Q ( g /2>

Asi por ejemplo para el caso QAM o QPSK, en el que la separacion d entre las senales vale:

d = 2A.\/T/2cos(n/4) = 2y/E, cos(r/4) = \/2E,
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Z 1 -)
o ox

Figura 7.13: Célculo de la probabilidad de error en un espacio bidimensional. Se ha sombreado
la probabilidad de deteccién correcta en cada una de las direcciones.

la probabilidad de error por simbolo valdra:
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Q)
B B e I = I e B B
O‘ O‘ O‘ O‘ On On O‘ O‘ o:}

o 4 & & A &
T T TTTTIT T T TTTTIT T T TTTTTT T T T TTTTIT

. Loiin Loiin Lriin LoLiin LoLiin Lol Lo Lol

Figura 7.14: Funcién Q(z): Area de la cola de la gaussiana
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Apéndice A

Conceptos basicos de senales y sistemas

A.1. Transformada de Fourier usando f

En cursos precedentes, se ha utilizado la siguiente definicion para la transformada de Fourier
de una senal z(t):

2(t) & X () (A1)
X(w) = /_ (t)e T dt (A.2)
2(t) = % /_ " X (W) d (A.3)

En esta definicién, la variable w tiene unidades de radianes/segundo. En comunicaciones sin
embargo, se trabaja habitualmente con unidades de frecuencia (Hercios=Hz 6 ciclos por
segundo=s""), y dado que 1 ciclo se corresponde con 27 radianes, w = 27 f, y la expresién
para la Transformada de Fourier (directa e inversa) nos queda:

X(f) = X(w)|we2nf = /_OO x(t)e_ﬂ“ftdt = F{xz(t)} (A.4)
() = % /_ X (W) ]y ans — % /_ X 2
=[xt = 7y (A5)

Como se puede ver en A.4 las expresiones de las transformadas utilizando f podemos ob-
tenerlas a partir de las expresiones (ya conocidas) utilizando w simplemente haciendo la susti-
tucién w = 27 f. Sin embargo, en algunos casos especiales (fundamentalmente en aquellos en
los que interviene la funcién §) habra que ser cuidadoso al realizar el cambio. Por eso vamos
a repasar a continuacion algunas de las transformadas y propiedades de la transformada més
relevantes.

119
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A.2. Transformadas de Fourier de senales basicas. Pro-
piedades

En este apartado repasaremos las propiedades de la transformada de Fourier y al mismo
tiempo algunas de las transformadas basicas que més frecuentemente vamos a utilizar en el
curso.

A.2.1. Dualidad

Como puede deducirse de las expresiones (??) y (?7?), las expresiones de la transformada
directa e inversa de Fourier usando f difieren tinicamente en el signo de la exponencial y se
puede escribir que:

X = [ sttt = =i = [~ aoye i

o0 —0o0

X(t) = / x()\)e—jgﬂ't)‘dA — |/,l, = —)\| — / I(_M>ej27rtudu —

o0 —0o0

= fl= [ al=nerii = F e}

— 00

A.2.2. La funcidon delta

La funcién delta de dirac §(x) es una funcién especial que representa un valor infinito en
x = 0y vale cero para todo el resto de valores de z. Ademads, es tal que su area vale la unidad:

/ Z S(x)de = 1

Por ello:

/_Oo d(wdw =1={w=2nf}= /_OO srf)2rdf = 1

[e.e]

Y como por otro lado:

| stpar =

o0

Se deduce que

0(f) = 2m6(w)|w=2ny
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Recordamos ademads que el producto de una funcién z(t) por una delta obtendremos otra delta
en la misma posicién, y cuyo area vendra dada por el valor de la funcién para ese valor de t:

2(t) - 8(t — to) = x(ty) - 5(t — to)

Asi, si calculamos la transformada de Fourier de la funcién delta:

F{o(t)} = /_oo S(t)e ¥ Itat = /oo S(t)dt =1

—00

A.2.3. Retardos, desplazamientos y funciones senoidales

Si se aplica un retardo constante ¢y a una funcion, en el dominio de la frecuencia anadimos
una fase lineal a su transformada, lo que implica que su transformada queda multiplicada por
la exponencial compleja. En el caso mas simple:

5(t) & 1
d(t —to) &y emiwto — gmi2mfto
Y para una senal z(t):
2(t) € X(w)
Bt = to) € X (w)e 10 = X(f)er i

Si aplicamos un desplazamiento en el dominio de la frecuencia, la exponencial compleja la
encontraremos en el dominio temporal:

15 5(f)
et & 5(f — fo)
De donde podemos ver que:
cos 27 fot & %{(5(]C — fo) +0(f + fo)}
sin 27 fot & 2%,{5(f — fo) = o(f+ fo)}

Aplicando el desplazamiento frecuencial a una senal z(t):
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z(t) <& X(f)
z(t)e 0t 3 X (f — fo)

Y de la expresién anterior podemos deducir:

z(t) <& X(f)

(e & X (f — fo)
2(£)e > X (f + fo)
z(t) cos 27 fot & %{X(f — fo) + X(f+ fo)}

x(t) sin 27 fot & %{X(f — fo) = X(f + fo)}

Esta propiedad se conoce como la propiedad de modulacion, ya que si la senal z(t) es de tipo
paso bajo, de forma que X (f) # 0 para |f| < B Hz, tras el producto por el seno o el coseno,
sera una senal paso banda definida en una banda frecuencial de anchura 2B Hz alrededor del
valor fj.

A.2.4. Convolucion

Consideremos la operacion de convolucion de dos senales z(t) y h(t), representada simboli-
camente por el simbolo * y calculada como sabemos a través de la expresion:

o0

y(t) = x(t) x h(t) = / x(t — 7)h(T)dT (A.6)
Si h(t) es la respuesta al impulso de un sistema y x(t) es la entrada al sistema, y(t) serd la
salida obtenida.

Retardo temporal Como sabemos, en un sistema lineal e invariante, la respuesta a una
entrada retardada sera la misma respuesta a la senal original, también retardada en la misma
cantidad. Es decir, si la entrada al sistema h(t) es z(t — ty), entonces:

o0

z(t —to) * h(t) = / x(t —to — 7)h(T)dT = y(t — to)

—0o0

Ademas, obtendriamos la misma salida si el retardo se aplica sobre h(t):

x(t) « h(t —tg) = /00 z(t — 7)h(T — to)dr = {7 — ty = u}
= [ att= Gt oDt = [ e~ o= )

= x(t — o) * h(t) = y(t —to)
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Inversién temporal Consideremos ahora la salida del sistema y(—t). Estamos interesados
en conocer qué operaciones habria que realizar sobre x(t) o sobre h(t) o sobre ambas senales,
para obtener y(—t) por convolucién:

y(t) = /_OO x(t — 7)h(T)dT

o0

y(—t) = /_OO x(—t — 7)h(T)dT (A.7)

o0

. Cudles son las dos senales que se estan convolucionando en A.77 Para responder a la
pregunta, vamos a analizar las operaciones necesarias para realizar la convolucién z(t) * h(t):

1. Cambiar t por 7, obteniendo x(7) y h(7)
2. Invertir temporalmente z(7): cambiamos 7 por —7, obteniendo x(—7).
3. Posicionar z(—7) en 7 = t: cambiamos 7 por 7 — t, obteniendo z(—(7 —t)) = z(t — 1)

4. Calcular el area bajo el producto de z(t — 7)h(7)

La tabla A.1 resume las operaciones anteriores, y las expresiones que se obtienen para
diferentes casos:

Paso 1 | Paso 2 Paso 3 Paso 4

t—=717 | 7= —T|T—=>T7—1 f;o()dT
x(t) * h(t) x(T) x(—7) x(t—7 ffooo x(t —7)h(T)dT
Ydr

)
z(=t)xh(t) | x(—71) x(T) (T —1t) ffooo (T — t)h(r
x(t) * h(—t) x(T) x(—7) xEt - 7'% ffo x(t —1)h(—T

- )dT
x(—t) x h(—t) | z(—7) x(7) a(r—t) | [7 x(r —t)h(—7)dT

Tabla A.1: Pasos seguidos en el cdlculo de la convolucién

Por lo tanto:

x(—t) x h(t) = /00 x(1T — t)h(r)dr

o

que es diferente de la expresion buscada A.7.
Si en A.7 hacemos el cambio de variable y = —7:

o= [ " a4+ ) h(—p)dp = / " a(— Oh(—p)dp

o0 —00

= x(—t) *x h(—t)

Es decir, para obtener la salida invertida es necesario invertir tanto x(t) como h(t).
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A.2.5. Exponencial real

Una senal muy utilizada es la exponencial causal decreciente z(t) = e *u(t) en donde wu(¢)
es la funcién escalén unitario:

Para que z(t) sea una senal acotada, es decir para ser una exponencial decreciente, es necesario
que a > 0. El valor de « se corresponde con la velocidad de caida de la exponencial, y cuanto
mayor sea, mas rapidamente decae el valor de x(t) hacia cero. Su inverso es la constante de

1
tiempo de la exponencial 7 = —, y se corresponde con el valor de t para el cual z(t) decae a —
@ e

de su valor en el origen.
La transformada de Fourier es:

1

R

Para representar esta transformada, al ser una funciéon compleja, debemos obtener previamente

el médulo y la fase de la transformada '

1

a? + (2w f)?

ZX(f)=— arctan?

(X () =

A.2.6. Pulso rectangular y pulso triangular

Pulso rectangular: El pulso rectangular es una funcién de duraciéon finita muy utilizada en
comunicaciones, por un lado porque permite seleccionar intervalos de duracién finita en una
senal de duracion infinita, y por otro porque es la funcion béasica de un tren de pulsos, que es
la senial mas simple utilizada en las comunicaciones digitales.

El pulso rectangular basico p(t) se define como:

!También podriamos representar su parte real y su parte imaginaria, pero no es lo més habitual cuando
representamos la transformada de Fourier
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Y su transformada usando w es:

. (3) 2, oS0 (@T/2)

w

Sustituyendo w = 27 f expresamos su transformada de Fourier utilizando f a través de la
funcién sinc:

' in7 T
I (T) Z TSI?T;; — Tsinc fT

La funcién sinc x, representada en la figura A.1 es una funcion muy empleada que se define
como:

sinx

sincx =
T

0.8l sinc x

sinc? x

0.6

04—

02—

Figura A.1: Representacién de las funciones sinc  y sinc? .

Puede observarse que la funcion sinc presenta ceros periédicos en el conjunto de niimeros
enteros (r; = +1,42,...) (salvo para el origen). La transformada de Fourier del pulso rec-

1
tangular de duracién T' presentard estos ceros en los multiplos enteros de T © decir para

1 2
fi = £=,+=,£—.... Asi, por ejemplo, un pulso rectangular de duraciéon 1ms presentard en

su transformada ceros periddicos en multiplos de 1 kH z.
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Pulso triangular: El pulso triangular es también de duracion finita, y el pulso triangular
bésico suele definirse de duracién 2T:

1+= st =T <t<0
¢ T
A(—)z 0 sift|>T

r t
1—— i0<t<T
T s
t
_ —% sift| < T
0 si|t| >T

El pulso triangular puede obtenerse a través de la convoluciéon de dos pulsos rectangulares, cada
uno con una duracién mitad de la del pulso triangular resultante (en el caso de un triangulo
isdsceles, es decir, con simetria par con respecto al origen):

>(7) =71 (5) 1 (5)

A partir de esta expresion, y sabiendo que convolucionar en un dominio es multiplicar en el
otro dominio:

t
A <—> & Tsine? fT
T
La funcién sinc® z se encuentra representada en la figura A.1.
Légicamente, esta funcién también presenta ceros en el conjunto de nimeros enteros (z; =
+1,42, ...) (salvo para el origen). En la transformada del pulso triangular de duracién 27", estos

1
ceros aparecen también para los valores de f multiplos enteros de T Por ello, para un pulso

triangular de duracién 1ms (por tanto 7" = 0,5ms) la transformada de Fourier presentard su
primer cero en 2kHz.

Por otra parte, la funciéon toma tnicamente valores positivos y los lobulos secundarios de
la funcién son de menor amplitud que en el caso de la funcién sinc. Asi, la funcién tiende més
rapidamente a cero al crecer el valor de la variable independiente.

A.3. Valor medio

Para una funcién continua z(t) definida en un intervalo [a, b] el valor medio de la funcién
en dicho intervalo se define como:

1 b
Ty = |a—b|/ x(t)dt

Es decir, es el area bajo la funcién en el intervalo, dividido por la duracién del intervalo.
Esta expresion sin embargo, no puede aplicarse directamente a senales de duracién infinita.
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El valor medio o promedio temporal de una senal z(t) se define como:

T—o00

1
< z(t) >= lim —/x(t)dt
T Jr

En el caso de senales periddicas, es facil ver que:

en donde T es el periodo de la senal.

A.4. Energia y Potencia

Se define la Energia de una senal x(t) mediante la siguiente expresion:

+o00
Ex:/ |lz(t)[2dt

Las senales cuya energia F, es una cantidad finita se dice que son senales de Energia Finita.
Todas aquéllas senales cuya duracion sea finita, acotadas a un intervalo 7', seran de Energia
finita. Sin embargo, esta no es una condicién necesaria, ya que hay muchas senales cuya duracion
es infinita, cuya Energia es una cantidad finita. Por ejemplo, para la exponencial real decreciente

x(t) = Ae “u(t):

+00 AQ
E, = / APe?t =
0 2a

Por otro lado, se define la Potencia de una senial z(¢) mediante la expresion:

= lim —/ |lz(t) | dt (A.8)
T—oo T

Las senales cuyo valor de P, es una cantidad finita se dice que son senales de Potencia
Media Finita.

Es inmediato ver que para una senal de Energia Finita, el valor de su potencia sera cero
(P, =0).

Un caso particular muy importante para las senales de Potencia Media Finita son las senales
periddicas. Para ellas, partiendo de la expresion A.8, y tomando para T = N'Tj siendo Ty el

periodo de la senal:
Px:hm—/|x|dt hm—/|x|dt

:]&E&N—EN et

1

= 7 [ lato)a (A.9)
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A.5. Correlacién cruzada y autocorrelacion

Consideremos dos senales de energia finita, z(¢) e y(¢). Una buena estrategia para evaluar
la diferencia que existe entre ellas puede ser calcular la energia que existe en su diferencia:

a(0).o0) = [ " Je(t) — y(0) Pt

-/ i e+ [~ woPi—2 [ et

=FE,+E,— 2/00 x(t)y(t)dt

—00

Asi, el area bajo el producto de dos senales es una buena medida del parecido entre dos
senales. Sin embargo, esta medida supone que ambas senales estan alineadas. Es decir, no tiene
en cuenta que el parecido en la forma de dos senales puede cambiar si a una de ellas se le aplica
un cierto desplazamiento. Esto es lo que hace precisamente la funcion de correlacién cruzada:

Roy(r) = /_OO SOyt — )t = {t — 7 = 1}

[e.9]

= /_OO z(t' + 7)y(t)dt

[e.9]

Para senales complejas, la definicién de la Funcion de correlacion cruzada, para dos senales
de energia finita es:

Roy(r) = /oo 2Oy — )t = {t— 7 = )

—0o0

— /OO z(t' + 7)y*(t)dt’

—00

Para senales de potencia media finita, la definicion es similar:

Roy(r) = lim % /T (4 7Yy (D)t

T—o0

Y si las senales son periddicas:

Ryy(T) = %/T:c(t + 7)Yy (t)dt

en donde 7' es un multiplo comun de los periodos T, y T, de las sefiales periddicas x(t) e y(t).
La funcién de Autocorrelacién es la funcién de correlaciéon de una senal z(t) consigo
misma. Para senales de Energia Finita:

R.(7T) = /OO x(t+ )" (t)dt

o0
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Para senales de potencia media finita, la definicién es similar:

Ru(r) = lim % /T o(t + 7)a" (1)t

T—o0

Y si la senal es periddica:

en donde T es el periodo o un multiplo del periodo.
Esta funcién medira el parecido de una senal con ella misma desplazada 7.

Propiedades de la funcién de autocorrelaciéon

= Kl valor en el origen de la funciéon de autocorrelacién es la energia de la senal:

r0) = [ " le(t)Pdt =

[e.9]

Para senales de Potencia Media Finita:
R.(0) = lim — / |lz(t)[2dt
T~>oo

Y para senales periddicas:
1
= t)[Pdt
7 [ Jato

Para las senales de Potencia Media Finita, el valor de la Autocorrelacién en el origen es
la Potencia de la senal:

s La funcién de autocorrelacién tiene simetria hermitica:
*
RI(T) = Rx(_7_>

Si la senal es real, entonces la funcién de autocorrelacién también serd real y por lo tanto
tendra simetria par:
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» La funcién de autocorrelacién tiene un méaximo absoluto en el origen:
R:(0) > [R.(7)|

El caso de igualdad para un cierto valor de 7 = 7y iinicamente puede darse en el caso de
que la funcién de autocorrelacién sea periddica (es decir, si el maximo del origen se alcanza
para algin otro valor de 7 = 7y, entonces va a darse también en todos los miltiplos de

T()).

» La transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacién es la funcién de Densidad
Espectral de Energia (para senales de Energia Finita) o la funcién de Densidad
Espectral de Potencia (para senales de Potencia Media Finita):

Para senales de EF:

Para senales de PMF periddicas:

o0

Ro(7) 5 Ga(f) = Y |CuPS(f = nfo)

—0o0

en donde los C), son los coeficientes del desarrollo en serie de Fouier de la senal periédica

1
y fo= T es la frecuencia fundamental.

Y para otras senales de PMF no periédicas:

Ry (7) & G.(f) = lim M

T—o00

en donde T es un intervalo convenientemente elegido.

A.5.1. Teorema de Parseval

El teorema de Parseval aplicado a la Energia (para senales de Energfa Finita) establece que:

Bo= [ wpa= [ ixgpa

[e.e] —00

/ :o lz(t)|2dt = / :o x(t) ( / Z X*( f)e‘ﬂ”ftdf) dt

-/ X*(f) ( /_ ) x(t)e—ﬂ“ftdt) df
= [ ixra

—0o0

Efectivamente:
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A.6.

Tabla de transformadas basicas de Fourier

Tabla de pares de transformadas de Fourier

x(t) X(f) = f mx(t)e‘f'z”’ ‘dt
x(t _ tO) X(f)e—jZHfto
x(t)el2mht X(f = fo)
1
x(at) mx (5)
X(®) x(—=f)
Q) G2y X ()
arx
G2mt)"x(t) dfglf)
t X 1
f_wx(‘r)dr ].2(—7];}2+§X(0)5(f)
5(6) 1
1 5(f)
. ~jsign(f)
t i i
u(t) 2nf + 55(f)
> 1< 1
Z 8t —nT) 7 Z 8(f ~ k)
n=-—o0o k=—00
1 (%) Tsinc(fT)
2Bsinc(2Bt) I (%)
A (%) Tsinc?fT
Bsinc?(Bt) A (g)
cos 2mfyt %{6(f —f)+6(f+ 1)}
sin2nfyt 00 =) =80+ 1)
1
e o+ j2nf
2a
e—altl

a? + (2nf)?
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Apéndice B
Libros recomendados

Para el alumnado interesado existe abundante bibliografia en el campo de las comunica-
ciones que expanden los conceptos basicos tratados en este libro. Curiosamente, si buscamos
mediante el término Teoria de la Comunicacion la gran mayoria de los libros y documentos que
encontraremos se referiran al estudio de la comunicacién desde un punto de vista socioldgico,
psicologico o pero es raro que aparezca como tal desde un punto de vista ingenieril, que es el
que nos concierne. Para encontrar los libros que necesitamos es mejor buscar con los términos
sistemas de comunicacion comunicaciones digitales o transmision.

El primer tema de este libro estd dedicado a los fundamentos elementales de la comunica-
cién y estara incluido como capitulo introductorio en casi cualquier libro de los propuestos. En
[1] (en inglés) o [2] (en espafiol) se contextualiza el modelo del sistema de comunicacién en el
ambito general de las telecomunicaciones. Ademas describe la historia de las telecomunicacio-
nes con los eventos mas destacables de los siglos XIX y XX. Por otro lado, en el capitulo 2
de [3] encontraremos los conceptos de decibelio, atenuacién y distorsion, explicados con nume-
rosos ejemplos. Ademas, este capitulo incluye también un repaso de Senales y Sistemas (en el
Apéndice A de este libro).

Para el tema 2 Senales v procesos aleatorios | en el que se presentan los procesos estocésticos,
el libro [4] tiene todo lo necesario para repasar los conceptos basicos de estadistica y trabajar
también los procesos estacionarios y sus propiedades. Ademads este libro tiene ejemplos con
cbédigo en Matlab. Mas completo ain y también mas proximo al temario que trabajamos en
nuestro libro es el capitulo 4 de [6]. Este capitulo 4 incluye también todo el 3 Transmision de
senales con ruido.

En [1] se trata el tema del ruido en los sistemas de comunicacién (3 Transmision de senales
con ruido) de una forma muy similar a como hacemos en este libro. El estudiante interesado
puede ademas completar sus conocimientos con el andlisis del ruido en la transmisién de un
pulso, aspecto que en libro no se trabaja. También se pueden estudiar otros ejercicios sencillos
con ruido en [5].

La transformada Hilbert y el tratamiento de las senales y sistemas paso banda estan tratadas
en el capitulo 2 de [6] de forma simple y similar a como lo hacemos en el libro. Ademés
en él se presentan algunas modulaciones analégicas que quedan muy bien descritas con estas
herramientas, y que nosotros no trabajamos por falta de tiempo. La parte correspondiente a
procesos paso banda se trata en este mismo libro en el capitulo 4.

El tema 5 Comunicaciones digitales banda base puede estudiarse en el capitulo 11 de [1],
aunque en este se incluye también el tratamiento del ruido y los errores que en nuestro libro se
dejan para el tltimo tema. Este tema se complementa ademés en [1] con el diseno de sistemas
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igualadores (o ecualizadores) para eliminar la interferencia entre simbolos residual que es una
técnica basica e importante que no se trabaja en este libro. También seguimos la aproximacion
de [1] (en su primer apartado del capitulo 14) para la descripcién y andlisis espectral de las
senales paso banda moduladas digitalmente (tema 6 Modulaciones digitales).

Finalmente, el tema 7 Ruido en las comunicaciones digitales puede estudiarse en capitulo 7
de [6], en particular la descripcién del espacio de la senal y el disefio del receptor éptimo, pero
también el cdlculo de la probabilidad de error.
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