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Introduccion

Este trabajo tiene la intencién de ser una selecciéon de varios modelos ma-
tematicos que tienen como estudio la lucha entre la enfermedad del cdncer
y el sistema inmune.

El cancer es una de las enfermedades m&s mortales del mundo. En 2012
hubo 14.1 millones de casos nuevos y 8.2 millones de muertes relacionadas
con el cancer. En 2030 se prevé que aumente el nimero de casos nuevos
a cerca de 23.6 millones de personas, es por ello que cientificos de todo el
mundo se dedican a la investigacion sobre el cdncer con especial énfasis en
la investigacion experimental y la inmunologia tedrica.

El cancer es un grupo de enfermedades caracterizadas por un crecimiento
incontrolado de células, con cardcter invasivo, que danan tejidos y érganos y
pueden causar la muerte. El término cancer deriva del latin cancrem, can-
grejo, que a su vez procede del griego carcinos, cangrejo de mar, por la simili-
tud de crecimiento excéntrico, como las patas de un cangrejo, que Hipécrates
(c.460 a.C.- ¢.370 a.C.), creador de la acepcién médica del término, observé
en la cara y mama de algunos enfermos.

El cancer es el resultado de la falta del control en la reproduccién ce-
lular de un tejido en el que, previa intervencién de factores etiolégicos
sobre una o varias células, estas se reproducen sin regulacién ni finalidad,
de forma auténoma, anarquica e irrefrenable aunque cese el estimulo causal,
acompaiiandose de pérdida de la apoptosis®. Aparece asi un nuevo tejido
distinto del normal, con tendencia a expandirse localmente y a través de
vias linféticas o heméticas (vias por donde circula la sangre), con formacién
de nuevos focos 0 metéstasis en 6rganos distantes, donde se repite la expan-
sién. Todo este proceso es destructivo para los tejidos normales y, dejado a
su evolucién natural, acaba con la vida del huésped.

Las causas del cancer, que en gran parte son desconocidas, son funda-
mentalmente ambientales, sin que la herencia intervenga en més del 20 %
de los casos. Los agentes etiolégicos actian de manera multiple y secuen-
cial sobre las células normales hasta producir su transformacion maligna,
en un proceso dividido en dos fases: iniciacion y promocién. Los agentes

1La etiologfa es la ciencia centrada en el estudio de la causalidad de la enfermedad.
2La apoptosis es una via de destruccién o muerte celular programada. o provocada por
el mismo organismo, con el fin de controlar su desarrollo y crecimiento.

vil
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iniciadores determinan la aparicion de un gen alterado o una mutacién,
que llamamos oncogén. Estos no se manifiestan por no existir o porque
hay antioncogenes que los neutralizan. Los agentes promotores consiguen la
aparicién de oncogenes o la inhibicién de los antioncogenes. La accion de
los oncogenes se manifiesta liberando factores de crecimiento celular y con-
siguiendo la proliferacién de un clon de células diferenciadas. Un defecto del
sistema inmunoldgico celular permite que esta proliferacion no sea elimina-
da y que contintie creciendo hasta alcanzar un tamano clinico detectable,
lo que se conoce comunmente como tumor maligno. Una de las diferencias
entre las células normales y las tumorales es que la tumoral es incapaz de
alcanzar una diferenciacion o un estado adulto estable; es por esto que sigue
multiplicindose sin control. En resumen, los agentes promotores son los que
facilitan la expresion de las mutaciones inducidas en la iniciacién. Sin ellos
no se manifiestan dichas mutaciones y no se produciria el crecimiento de las
células tumorales. Los agentes promotores son parecidos a los iniciadores,
por ejemplo, el tabaco, el alcohol, situaciones hormonales determinadas, etc.
Gracias a la actuacion de los promotores tumorales se produce la progresion
del tumor [1].

En este trabajo se tendran en cuenta las interacciones entre células can-
cerigenas y células inmunes, por lo que vamos a introducirlas.

Las células cancerosas se diferencian de muchas formas de las células nor-
males, de manera que pueden crecer de forma invasiva. Las células normales
van evolucionando hasta convertirse en un tipo especifico de célula, algo que
las cancerosas no hacen y es por ello por lo que pueden seguir dividiéndose
sin control alguno.

Ademsds de esto, las células cancerosas pueden obviar las sefiales del cuerpo
que les ordenan que empiecen con la apoptosis o muerte programada celular.
Estas células son capaces de influir en las células normales que las rodean
de forma que estas forman vasos sanguineos que suministran los nutrientes
y el oxigeno necesario para que el tumor crezca [2].

El sistema inmunitario es una red compleja formada por células y érganos
que trabajan conjuntamente para defender al cuerpo de sustancias extranas,
virus o células tumorales. Cuando el cuerpo descubre una sustancia extrana,
varios tipos de células entran en accién en lo que se denomina respuesta in-
mune; existen dos tipos de inmunidad segun la especializacién de cada una:
la innata y la adaptativa. La inmunidad innata corresponde a la primera
barrera defensiva, estd formada por células y moléculas que actian de ma-
nera especifica contra agentes extranos reaccionando de forma rapida. La
inmunidad adaptativa es la que més relacién tiene contra los tumores y esta
compuesta principalmente por linfocitos [3].

Este trabajo consta de dos capitulos. A medida que se avance en este
proyecto, podremos ver como las ecuaciones que se estudian se van compli-
cando y, por consiguiente, sus resultados. En los capitulos se estudiaran los
siguientes modelos:
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= Primer Capitulo: En esta parte del trabajo estudiaremos tres modelos.
Los dos tltimos se basan en el modelo que se verd al principio de este
capitulo, el modelo de Kuznetsov y Taylor. El segundo es una versién
simplificada del anterior, y por tultimo, al final de este capitulo, se
contempla un modelo con time delay y se compara con los otros dos
modelos estudiados, obteniendo unas conclusiones que se presentan al
final del capitulo.

= Segundo Capitulo: En este segundo y tltimo capitulo se hace un estu-
dio de un modelo que se emplea para el control de los tumores malig-
nos. Primeramente, se realiza un estudio del modelo sin la componente
de retardo, obteniendo asi unos lemas que nos ayudan a la hora de ele-
gir los parametros que se deben tener en cuenta para las simulaciones.
Después, se realizan las pertinentes simulaciones del modelo (este ya,
con la componente de retardo) y obtenemos varias conclusiones refe-
rentes a dichas simulaciones.






Capitulo 1

Modelo de Kuznetsov y
Taylor

En el presente capitulo se va a hacer un estudio sobre un modelo basado en
el expuesto por Vladimir A. Kuznetsov, Iliya A. Makalkin, Mark A. Taylor
y Alan S. Perelson (comunmente conocido como modelo de Kuznetsov y
Taylor) [4], que describe la competicién entre tumor y sistema inmune. Estos
asumieron que la interaccién entre las células inmunes y las cancerosas podia
ser descrita por la funcién de Michaelis-Menten, la cual describe la velocidad
de reacciéon de muchas reacciones enzimaticas. El modelo que estudiaremos
serd una forma simplificada del que propusieron Kuznetsov y Taylor. Lo
mas importante de este modelo es que tiene en cuenta las interacciones de
inactivacion entre células tumorales e inmunes y la penetraciéon de estas
dltimas con las tumorales.

Kuznetsov y Taylor describieron la respuesta de las células efectoras (o
células del sistema inmune), las cuales denotaremos por CE, al crecimiento
y expansiéon de las células tumorales, que denominaremos CT. Este modelo
difiere de muchos otros, porque tiene en cuenta la penetraciéon de las CT
en las CE causando la inactivacién de estas iltimas. La interaccién cinética
existente entre estos dos grupos de células viene descrito por el siguiente
diagrama segun [4].

En la Figura 1.1, E y T son la
concentracion local de células efec-

toras y tumorales, C es la concen- - o E+T*
tracién local de CE-CT (donde CE- £ +7 e E < r
L 3 i

CT denota el encuentro entre estos

dos tipos de células en la zona del o )
tumor). E* es la concentracién local Figura 1.1: Esquema cinético descri-
de CEs inactivas y T* la de CTs que biendo la interaccién entre CTs y CEs.

han sufrido algin dano causado por
las CEs. Como se puede intuir por el diagrama expuesto, ki es la tasa de
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union entre CEs y CTs y, por consiguiente, k_1 es la tasa de “desapego”. Por
dltimo tenemos que ks es la velocidad a la que las interacciones CE-CT pro-
graman a las CT para la lisis! y k3 es la velocidad a la que las interacciones
CE-CT inactivan las CEs.

1.1. Modelo de Kuzetsov y Taylor

El modelo propuesto por Kuznetsov y Taylor es el que sigue:

dE
Tlt =S+ F(C, T) —d1FE — kK1 ET + (k_l + kQ)C
dT
E = aT(l — bTmt) — ki ET + (k_l + ]€3)C
dC
g =k ET — (k‘_l + ko + I<:3)C’ (1.1)
dE*
—— = k3C — dy E*
a ~ e
dT™
—— = koC — d3T™
L dt 2 3

donde s es el ritmo normal (es decir, no estd incrementado por la presencia
del tumor) del flujo de CE de un adulto en la zona donde se encuentre
el tumor; F(C,T) caracteriza la velocidad a la que las células efectoras
citotéxicas? se acumulan en la regién de CT debido a la presencia del tumor.
Asimismo, di,ds y dz son los coeficientes de los procesos de destruccién y
migracién de E, E* y T* respectivamente, a es la tasa de crecimiento méximo
de la poblacién de CT. Esta tasa de crecimiento maxima de la poblacién de
CT incorpora tanto la multiplicaciéon como la muerte de CT. La capacidad
maxima de carga del entorno bioldgico para las CT (es decir, el nimero
maximo de células debido, por ejemplo, a la competencia por recursos como
el oxigeno, la glucosa, etc.) es b~!. Asumimos que no hay metdstasis y que,
por tanto, no hay migracién de las CTs ni de las CE-CTs.

Por otro lado, el andlisis realizado por Kuznetsov [5, 6, 7] sugiere la
siguiente férmula explicita para la acumulacion de las CEs:

fc .
F(C,T) = —— donde f y g son constantes positivas.
g+T

Se debe tener en cuenta que esta funcién depende de C (la concentracién
local de CE-CT). Esta funcién es consistente con un modelo en el cual se

1Lisis se refiere al deterioro de una célula debido a una lesién en su membrana plasméti-
ca (exterior).

2Células Citotéxicas: Tipo de célula inmunitaria que puede destruir ciertas células,
como las células extranas, células cancerosas y células infectadas por un virus.
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asume que la acumulacion de CEs se debe a senales del cuerpo, como puede
ser la liberacién de citoquinas (que son la base del sistema inmune). Las
funciones C' y T se eligen de forma que estén acotadas para que cuando T
se haga mas grande, sea consistente con las limitaciones en la tasa de trans-
porte de células efectoras al tumor.
Se puede observar que, desde el punto de vista matemdtico, las variables E*
y T* no afectan a la evolucién de las variable E y T. Desde el punto de vista
médico, esto también tiene sentido, ya que las CEs que hayan sido desacti-
vadas por las CT's no tomaran parte en la lucha del sistema inmune contra el
cancer y las CTs que hayan sido danadas no podran seguir multiplicandose
y desarrollandose para llegar a formar un tumor. Es por ello que, a partir
de ahora analizaremos el sistema obviando estas dos ultimas ecuaciones.
En el articulo escrito por Kuznetsov y Taylor en 1994 [4] en el cual
exponian este modelo, los autores aseguraban que mediante experimentacién
se podia hacer la siguiente aproximacién:

ple. by
~ ~ KET donde K = .
a ~0=C onae (ks + k3 + k_1)

Otra observacién experimental, esta vez hecha en [8], asegura que la
cantidad de CE-CT es, en proporcién un 10 % del total de CTs. Esto conduce
a realizar la siguiente aproximacion: Tioy = 7T'. Luego tenemos que el sistema
original (1.1) se transforma en el siguiente sistema:

dE fKET
— =5+
dt g+T

+ (k-1 + ko) KET — ki ET — 1 E

T
%t — WT(1 = bT) = ki ET + (k_y + ks) KET.
Sustituyendo el valor de K y sacando factor comin obtenemos:
dFE fKET /{1(/671 + kQ)
— = ET|——— -k | —dFE
dt s+ g—I—T+ <k2+k3+k1 ! !
dT ki(k—1 + ks3)
— =adl(1-bT")—ET|——— " —k
a ¢ ( ) (k2+k3+k—1 ')
dE fKET
— = ET(-ksK)—di E
dt st g+T + (=ks k) !
dr
i aT'(1 —bT)+ ET(—koK),
dFE pET
— = ——— —mET —dF
a tyyr "
(1.2)
ar

i aT(1 —bT) —nET,
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donde p= fK, m = Kks, n=Kky y d=d;.
Tenemos entonces un modelo fisico, que es conveniente adimensionalizar.
Para ello, realizamos los siguientes cambios de variable:

E T

x:fg’ y:?o7

T = nT()If, (1.3)
donde Ey y Tp son la concentracién inicial de CEs y CTs respectivamente,
las cuales, por experimentacién, se pueden suponer iguales, Fy = Ty. Y
el tiempo lo escalamos en relacién a la tasa de desactivacién de las CTs.
Comprobemos, antes de realizar cualquier cambio, si asi se adimensionan
nuestras variables:

. . . 7 Ve . . .7 “eéd ”
= E tiene dimensién de “célula” — x = E% tiene dimensién de gzﬁi =
nimero puro.
. . . 7 7z . . .7 “eé ”
» T tiene dimensién de “célula” — y = L tiene dimensién de <’ —
To célula

ndmero puro.

. . ., P . . ., 755 PRI NI ”»
» ¢ tiene dimensién “dia” — 7 = nTyt tiene dimensién de 732 gg}ﬁ%g =

numero puro, dado que en el sistema (1.2) se ve que n tiene que ser
(“dfa”- “célula”)fl

Como se puede ver, todas las variables quedan adimensionadas luego; reali-
zando el cambio de variable y aplicando la regla de la cadena obtenemos:

E
x(t) = E((f) = E(t) = Epz(t). Aplicando la regla de la cadena:

OE(t)  O(Eo-x(t)) O EO-%-(HTO)
or .

ot or ot

Usando esta relacién y la primera ecuacién del sistema (1.2) tenemos:

or OF 1 s pET mET dE

o7~ 0t nEJTy  nEoly | (g4 TnEoTy  nEoTo  nEoTo’

Ahora teniendo en cuenta que x = E/FEy y que y = T /Ty:

ox S pTY m dx

= Ty .
or nEoTO <Ti0 + y) nTQ n TLT()

Definiendo:
S P g - m k3 d

7nE0T0’ P—TTOa 77:?0; n= n _/?2’ _nTo

tenemos que la primera ecuacién queda:

or pTY
— =0+ —— — pzry — ox.
or n+y Hry
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Repitiendo el mismo proceso con la segunda ecuacién:

o y(t) = 7;? = T(t) = Toy(t). Aplicando la regla de la cadena:
or(t) o(Tp-y(t) or y
T A =

Oy aT(1-0T) nET
or nTg nTg "

Ahora, como se ha supuesto que Ty = Ejy, y teniendo en cuenta que z =
E/Eyy que y =T/Tp:

dy  a

27— T g1 = bToy) — zv.
5, nTOy( 0y) — Yy

Finalmente definiendo:

a
! Ty Y B 0,

tenemos que la segunda ecuacién del sistema (1.2) queda como:

0
67@/ = ay(l - By) — zy.
-

Queda asi un modelo mucho més sencillo que estudiar:

dx pxY
_— = — — 5
7 o+ Tty nry T
(1.4)
dy

o = oy(l = By) —zy,
en el cual = denota la densidad de las CE y la y la densidad de la poblaciéon
de las CT. De ahora en adelante, en las graficas, la variable x sera denotada
por CE y la y por CT para mayor claridad del lector. Se puede ver que
hemos hecho un pequeno cambio de notacién, se ha cambiado la variable
temporal adimensional 7 por el mismo simbolo anteriormente usado para
la variable temporal ¢, porque més adelante se usard el parametro 7 en el
modelo de retardo.

Como se puede observar, tenemos un sistema diferencial de dos ecuacio-
nes con dos incognitas en el que la variable independiente ¢ no aparece en las
funciones que modelan el comportamiento de las células inmunes y tumora-
les. Es por esto que a este sistema se le denomina sistema auténomo. Como
se interpreta la variable ¢ como un parametro, tenemos que las soluciones
que se obtengan definen una curva en el plano de fases xy, que es lo que se
interpretara. Es sabido que a lo sumo pasa una trayectoria por cada punto
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del plano de fases, por lo que las trayectorias nunca se intersecan. Adem4s,
los puntos criticos del sistema son los que verifican las siguientes igualdades:

pTyY
n+y

o+ —pry —o6x =20

ay(l—By) —zy = 0.
Tomando la segunda ecuacién por separado:
y=0
x = a(l — By).

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema (1.4) se obtiene que:

0=yla(l-By) —2] & {

. Siy:0:>o—5a::0<:>a::%$POE(%,0) es punto critico.

. Six:a(l—ﬁy)=>0:0+M—ua(l—ﬁy)y—6a(l—ﬁy)

Suponiendo que y > 0 (ya que y es la densidad de la poblacién de las
células tumorales):

0= on+oy+ pay — pafy® + [—pay + pafy® — sa + daby| (n+y) =
= on+ oy + pay — pafy* — pnay — poy® + peBny? + peBy® — dan —

day + dafBny + 5aﬁy2 =
=y’ [uaf) + y*[—paf + pa + pafn) +ylo + pa — pno — da+ dafn] +
[on — dam]

Se sabe que por las formulas de Cardano tendremos 1, 2 o 3 puntos criticos
para esta ecuacién, que sumado al otro punto de equilibrio que se ha ha-
llado nos darfa como méaximo 4 puntos criticos. Ahora la pregunta que nos
hacemos es si podemos decir algo respecto a la estabilidad de estos puntos
criticos.

Como se puede ver, el sistema (1.4) no es lineal por lo que se debe linealizar
si se quiere hacer un estudio de la estabilidad y naturaleza de estos puntos
criticos. En general, si se tiene un sistema auténomo cualquiera,

{ ' (t) = f(z,y) (1.5)

con un punto critico (zo, o) y tal que f(x,v),g(z,y) € C*(R?), el sistema
se linealiza mediante el Jacobiano, de la siguiente forma:

()= (6=w)

y' (v —w))’

donde J es la matriz Jacobiana del sistema (1.6). Este proceso se explica de
forma maés detallada en el Apéndice A.
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En el caso del sistema (1.4) necesitamos calcular el Jacobiano del sistema:

Y s pr__ Py
J=<n+y y+n  (y+n)? ) (1.6)
-y a(l - By) —afy —x

con los valores concretos de (z,y).
Vamos a estudiar primero el punto Fy; para ello tenemos lo siguiente:

Lema 1.1.1. Si a > 0/4, entonces el punto Py es un punto silla y si
a < g/d, entonces es un nodo asintoticamente estable.

Demostracion. Sea Py = (c/9,0) el punto critico a analizar, como el sistema
(1.4) es no lineal, para estudiar la estabilidad del punto se debe utilizar la
matriz Jacobiana del sistema (ver apéndice A.3. para una rapida explica-
cién). Sustituyendo z = o/ e y = 0 en (B), se tiene que:

_5 PO MO
J(0/5,0) = om0
0 o — g

Obtenemos el polinomio caracteristico de esta matriz:

s\ PO _no

on o :0@A2+A<—a+6+g>—a5+a:0@ o0 —o
0 a——=—A 0 Ay = .
) 0
Luego, siendo § un ntimero positivo, Ay < 0 tenemos que,
Py es punto sillasi \a >0 a >0/
Py es nodo asintéticamente estable si A\ < 0 < a < /0.
O

.Y del resto de puntos criticos podriamos decir algo? Al tener una expre-
sién cibica con 7 parametros a controlar, hacer el andlisis de la estabilidad
de los posibles puntos criticos es demasiado complicado; es por ello que, co-
mo se verd mas adelante, se escogen los pardmetros segin [9] para hacer el
correspondiente andlisis de unos puntos criticos concretos.

Pero antes, para saber qué tipo de valores dar a los parametros, tenemos
que saber para qué tipo de casos fue propuesto este modelo. El modelo visto
anteriormente fue expuesto para dos tipos de etapas de un tumor:

= El tumor durmiente significa que el nivel de células tumorales no varia.
Los tumores pueden permanecer en estado latente durante anos a cau-
sa de un equilibrio entre proliferacién y apoptosis, fenémeno que se
puede definir “como un estadio de latencia temporal de la detencién
del crecimiento tumoral”.
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» El sneaking —through [10] o fenémeno de “escabullirse” sucede cuan-
do un pequeno niimero de células tumorales puede “pasar a través” de
la vigilancia inmune; el tumor puede entonces crecer. Pero si el nivel
inicial de CEs es mayor, entonces este nivel inicialmente alto comienza
a decrecer debido al nivel pequenio y constante de las CTs y es enton-
ces cuando las células tumorales comienzan a proliferar y rompen la
defensa inmune, generando asi con éxito el tumor.

Como ya adelantamos, ahora se daran ciertos valores a los parametros si-
guiendo [9] para poder hacer un estudio de las diferentes situaciones que
podrian ocurrir. Se dejaran fijos los siguientes pardmetros:

a=1636, 8=0002, p=1.131, n=20.19, pu=0.00311.

Y dependiendo de los valores de § y o se tendran diferentes situaciones,
donde 0 es la tasa de mortalidad de las células efectoras y o es la tasa de
proliferacién de las mismas.

Simulaciones

Veamos lo que ocurre para los diferentes valores de los parametros § y o
y analizamos el espacio de fases del sistema (1.4).
Para (d,0) = (0.1908, 0.318) se obtienen los siguientes puntos criticos:

Py = (z0,0) = (0/6,0) = (1.66667,0) , Py = (x1,y1) = (1.63622,-0.0668726).

Se debe obviar el estudio del segundo punto critico pues no tiene sentido,
yva que la densidad de la poblacion de las células tumorales no puede ser
negativa.

Como se ha comentado antes, para estudiar la estabilidad del punto critico,
se estudia el sistema linealizado a través del Jacobiano (1.6) que con los
valores § y o elegidos se escribe como:

1.131y 1.131x 1.131zy
~0.1908 — 0.00311 - — 0.00311
YT 0104y  2019+y  (y+20.19) o

J =
-y —x 4 1.636(1 — 0.002y) — 0.003272y

Sustituyendo el inico punto de equilibrio significativo Py = (1.66667,0) se
obtiene:

J(1.66667, 0) = <—0-1908 0-0881797>

0 —0.0306667

_ /(1) = ~0.1908(x — 1.66667) +0.0881797(y — 0)
y'(t) = 0(x — 1.66667) — 0.0306667(y — 0).
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Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
origen (0,0):

{X = o~ 1.66667 {X’(t) = —0.1908 X + 0.0881797 Y

Y=y Y'(t) =0 X — 0.0306667 Y.
Luego:
A —0.1908  0.0881797
N 0 —0.0306667 )

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.0058512 # 0,
podemos asegurar por el Apéndice A que el punto de equilibrio del sistema
(1.4) hereda la estabilidad y la naturaleza del punto critico en el sistema
linealizado, por tanto se va a realizar el estudio de la naturaleza del punto
critico con el sistema linealizado:

A=) = <—O.1908 —A 0.0881797

_ )2
0 0.0306667 — /\> = A" +0.221467) 4 0.00585121.

De aqui obtenemos los autovalores:

A = —0.1908

A% 4 0.221467)\ 4 0.00585121 = 0 <
A = —0.0306667.

Al tener dos autovalores reales distintos y de signo negativo, se tiene que el
punto critico Py es un nodo asintéticamente estable.

Repitiendo este proceso para diferentes valores de (o, d) segin [9] obte-
nemos los resultados resumidos en la Tabla 1.1, y para los cuales los corres-
pondientes calculos se pueden consultar en el Apéndice B.

Parametros Puntos Criticos Naturaleza del Punto Critico | Figura
(6,0) = (1.67,0.318) Py = (1.67,0) Nodo Asintéticamente Estable 1.2
- Py = (0.583,0) Punto Silla ]
(8, 0) = (0.545,0.318) P; = (1.60,10.14) Espiral Asintéticamente Estable 1.3
Py = (0.33,0) Punto Silla
_ Py = (1.588,14.674) Espiral Asintéticamente Estable
(6,0) = (0-545,0.182) =5 —5:507, 222.689) Punto Silla 14
Ps; = (0.226,430.87) Nodo Asintéticamente Estable
Py = (5,0) Nodo Asintéticamente Estable
(5,0) = (0.009,0.045) [ P, = (0.397, 378.886) Punto Silla 1.5
P, = (0.124,462.039) Nodo Asintéticamente Estable
Py = (0.134,0) Punto Silla 16
o Py = (1.571,19.812) Espiral Asintéticamente Estable ’
(6,0) = (0.545,0.073) 5 — 575 975 195) Punto Silla L7
P3 =(0.078,476.298) | Nodo Asintéticamente Estable )

Tabla 1.1

Ahora, realizando las simulaciones a través del comando N DSolve del
programa Mathematica que resuelve numéricamente un sistema de ecua-
ciones diferenciales (dando unas condiciones iniciales), podremos comprobar
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como lo realizado analiticamente concuerda con las representaciones grafi-
cas.

La escala de las CEs es mucho menor que la de las CT's; esto tiene sentido
ya que desde el punto de vista médico, se debe a que las células tumorales, al
no madurar en ningiin momento se multiplican de forma anormal, al contra-
rio que las células efectoras o inmunes, que tienen una funcién determinada.

B
4 3 ‘
1
% X
W 4\
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A
‘-\\“\‘
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'vr S R =
o Ly e,
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Figura 1.2: Evolucién del sistema (1.4) para (d,0) = (0.1908, 0.318)
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Figura 1.3: Evolucién del sistema (1.4) para (d,0) = (0.545,0.318)
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Figura 1.6: Evolucién del sistema (1.4) para (d,0) = (0.545,0.073)
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Figura 1.7: Evolucién del sistema (1.4) para (d,0) = (0.545,0.073) en escala
logaritmica

Conclusiones de las simulaciones

Se puede ver como en la Figura 1.2 hay un tnico punto fijo y tenemos esta-
bilidad en el eje x (el de las células inmunes), luego el paciente se recuperard
por completo.

En la Figura 1.3 y en la Figura 1.4 (donde hay dos y cuatro puntos de equi-
librio, respectivamente) se puede ver el estado estable con bajo nivel de CEs
y un nivel medio de CTs (espiral asintéticamente estable), que corresponde
a la situacién en la que el tumor esta latente. En la Figura 1.4, ademas, se
puede observar que cuando la érbita comienza con un pequefio ntmero de
CT, estas logran escapar de las CE y consiguen formar un tumor; esto es a
lo que hemos llamado mecanismo de sneaking — through.

También se puede observar en la Figura 1.5 y en la Figura 1.6 que las CTs
llegan a formar un tumor cuando el nimero de CTs es demasiado grande
como para que el pequenio nimero de CEs pueda luchar y ganar, es decir,
volvemos a tener sneaking — through. En el resto de casos podemos ver que
el paciente acaba estabilizandose y, como consecuencia, acaba curandose. En
esta ocasion, a diferencia de lo que se tiene en la Figura 1.6, se puede ver que
una perturbacién en las condiciones iniciales de las CEs (como por ejemplo,
pasar de (i) a (ii)) es beneficioso para el paciente. Lo que se traduce en que en
este caso, una inmunoestimulacién® ayudarfa al paciente a recuperarse. Por
ultimo, en la Figura 1.6 tenemos que para niveles altos de células efectoras
(por ejemplo para la condicién inicial (ii)), la 6rbita se acerca rapidamen-
te a una latencia aparente en la que la presencia del tumor se reduce pero
no se elimina. Sin embargo, el nivel de las células tumorales persiste con el
tiempo a medida que el nivel de células efectoras disminuye gradualmente.

3La inmunoestimulacién es una estimulacién externa al sistema inmunoldgico.
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Eventualmente, un pequeno grupo de CTs escapa de la defensa inmune y es
cuando se forma el tumor. Este también es un claro ejemplo de lo que se ha
denominado mecanismo de sneaking — through.

Graficamente se puede ver en la Figura 1.6 que, al tener una perturbacion
en la condicién inicial de las CEs, por ejemplo pasar de la condicién inicial
(i) ala (ii), tenemos situaciones totalmente diferentes. Esta perturbacién es
realmente perjudicial; esto quiere decir que una inmunoestimulacion, puede
ser realmente mortal para el paciente. Ademds, los grupos de CTs demasiado
pequenos para que el sistema inmune los detecte, acabaran por reproducirse
y formar asi el tumor.

1.2. Modelo de Kuznetsov y Taylor simplificado

La diferencia entre este modelo y el anterior es que se sustituye la interaccién
entre CEs y CTs descrita por la funcion de Michaelis-Menten F' por una
funcién de Lotka-Volterra (es decir, la funcién F se vuelve bilineal y tiene
la forma F(E,T) = OET). La gran diferencia es que ahora se piensa en las
células tumorales y las inmunes como dos especies que intentan sobrevivir
en competencia en el mismo ecosistema. Entonces, volviendo al sistema (1.2)

E
y sustituyendo el término P

T
T por OFET, tenemos:

E
Cfi—t =s+ o ET —dFE
(1.7)
T
Cth =aT (1 —-0bT)—nET,

donde oy = @ —m, con O coeficiente que representa la interaccién entre los
dos tipos de células. Todos los parametros tienen el mismo significado que en
el modelo anterior. Ademads, todos los coeficientes son positivos exceptuando
a1 cuyo signo, tal y como esta definido, dependera de la relacién entre m y 6.
Si el coeficiente de neutralizacién de las CEs en el proceso de la formacion
de CE-CT es menor que el de la tasa poblacional de las CEs, esto es, si
m < 6, entonces a7 > 0.

Como antes, es conveniente adimensionar este modelo fisico para asi poder
compararlo con el anterior. Usando pues, el cambio de variable (1.3), se
obtiene:

L
7 o+ wxy T
(1.8)
d
dii = ay(l - By) — xy,

donde todos los parametros tienen el mismo significado que en el anterior
modelo y el nuevo pardmetro w, que puede ser negativo, describe la respuesta
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inmunitaria a la aparicion de células tumorales. Se empieza como antes con el
estudio de puntos criticos, que son los que verifican las siguientes igualdades:

oc+wry —dr=0
ay(l - By) —zy = 0.

Tomando la segunda ecuacién por separado:

y=20
z = a(l - By).

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema se obtiene que:

Ozy[a(l—ﬁy)—:v]@{

= Siy:0:>o—5x:O<:>a::% = PQE(%,O) es punto critico.

» Siz=a(l—-Py)=0=0+wa(l —Py)y —da(l — Py) =
=0 + way — waBy? — da + daPy =
— Pwaf] — y[o(85 +w)] + 60— 0 &
y— (B8 +w) £ 1/a2(B6 + w)? — dwaB(da — o)

2waf
)= a(B6 + w) £ 1/a2(B262 + 2B6w + w?) — dwa?B6 + 4aBow
2waff
(B8 +w) £ /a2(B202 — 2B6w + w?) + dafow
v= 2waf
_a(B6 +w) £ /a2(B6 — w)? + dafow
v= 2waf

Dependiendo de los valores de los parametros, tendremos 1, 2 o 3 puntos
de equilibrio, es decir, dependera del signo de A = o?(36 — w)? + 4aBow.
Si suponemos que A > 0, tendremos aparte del punto critico Py obtenido
antes, otros dos mas, P = (z1,y1) y P» = (z2,y2):

_ a(65+w)+\/5:>w _a_a(55+w)+\/Z: —a(8 —w) - VA

Sty 2afw 1 2w 2w
Siy :a(55+w)—\/Z:>$ :a_a(55+w)—\/Z:—a(55—w)+\/Z
2 20w 2 2w 2w '

Se verd a continuacién en qué rangos debemos coger los parametros para
poder estudiar todos los casos posibles.

Lema 1.2.1. Si a > 0/d, entonces el punto Py es inestable y si o < 0 /0,
entonces es estable.

Demostracion. Sea Py = (c/9,0) el punto critico a analizar, como el sistema
es no lineal, para estudiar la estabilidad del punto se debe utilizar la matriz
Jacobiana del sistema (1.8):

 (wy—9 wx
Hey) = < —y ol -By) —yap - :c) ' (L.9)
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Entonces, se tiene que:

()

g
0 —
5

Obtenemos el polinomio caracteristico de esta matriz:

s i -
“(5> =0<:><04—%—/\)(—5—)\):0(:> \ a(s_g.

g 92 =

Luego, Py serd un nodo inestable si Ay > 0 y sera estable si es mayor que
cero. Dicho de otra forma:

J(0/0,0) =

{Po es punto sillasi Ay >0 & a > 0/d

Py es nodo asintdticamente estable si Ao < 0 < a < /.

O

Lema 1.2.2. Si el punto P; existe y tiene coordenadas no negativas, enton-
ces el punto es inestable.

Demostracion. Para examinar la estabilidad del sistema en el punto P; de-
bemos linealizar el sistema en el (0,0) para asi obtener el signo de la traza
de la matriz Jacobiana (1.9) evaluada en P; = (z1,y1):

_ (wyr—0 w1
J(SUl»?Jl) - ( - o — 20463/1 — x1> .

Sabemos por el Apéndice A que sila Tr(J) > 0 entonces P; serd inestable.
Tr(J) =wy; — 6 +a—2afy; — x1,

y sustituyendo las expresiones de x; e y; vistas antes, empleando el Mathematica
tenemos que:

w? —w(af + ps) — (1525 w —
28w 2a,6’

Luego Tr(J) > 0 <

Tr(J) = \/ (86 + w)? — dwaf(da — o).

& a(w? —w(af + B6) — af?d) > (—w+af)v/a2(86 +w)? — dwaB(da — 7).

Por otro lado tenemos que el punto P; existe, es decir, que tiene coordenadas
no negativas si ad < oy w < —f4. Luego, se tiene que

w? — w(af + B8) — a2 > 0
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y por consiguiente los dos lados de la desigualdad son positivos. Simplifican-
do y pasando todo al mismo lado de la desigualdad:

—ow? —w(a?Bd — 2af0) + a?B25? + o225 — a*F%0 < 0.

ad <o (1)
w<—=F0 (2)

Y se puede ver cémo, para { la desigualdad anterior se

verifica:

1
—ow? —w(a?B — 2af0) + a?B25? + 3825 — B0 (<)

1 2
(<) ow? —w(afo—2ap0)+B20? +a28%6 —028%6 = ow? —w(—afo)+ %02 (<)

() 1)

< —B%0%0 — aB%oo + Bo? < —f%6%0 — B267 + pE? = —%6%0 < 0.
Luego si el punto P; existe y tiene coordenadas no negativas, la Tr(J) > 0
y por tanto, el punto es inestable. ]

Lema 1.2.3. Si el punto P» existe y tiene coordenadas no negativas, es
estable.

Demostracion. Se demuestra de la misma forma que el lema anterior. [

Juntando todos estos resultados obtenemos la Tabla 1.2, que usaremos
para determinar los pardametros.

Regién Condiciones Po P P Figura
1 w >0, ad < o Estable No existe | No existe 1.8
2 w >0, ad >0 Inestable | No existe | Estable 1.9 - (a)
3 o (tg 6<foo’.))2 +32500; 0 Inestable | No existe | Estable 1.9 - (b)
w <0, ad < o,
4 w4+ B6 <0, Estable | Inestable | Estable 1.9 - (¢)
(B8 — w)? 4 4Bwa > 0
5 w<o, Estable | No existe | No existe 1.10
(B8 — w)? 4 4Bwa < 0
Tabla 1.2

Esta tabla da todos los posibles casos de estabilidad e inestabilidad para
los puntos Py, Pi y P». Para obtener estos resultados, hemos realizado los
mismos cdlculos que en el modelo anterior (el cédigo se puede ver en el
Apéndice C), y ahora realizando las simulaciones, pero esta vez usando el
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comando StreamPlot* se obtienen asi los planos de fases de las Figuras
1.8, 1.9 y 1.10, cuyo comportamiento viene resumido en la Tabla 1.5.

Figura 1.8: Solucién del sistema (1.8) para (d,0,w,a, ) = (0.318, 0.318,
1.131, 0.5, 0.002)

Al igual que en el modelo anterior, de Kuznetsov y Taylor, en la Figura
1.8 se puede percibir para el modelo simplificado una total estabilidad en el
eje x, por lo que el paciente se recuperard por completo.

En cambio, en la Figura 1.9 podemos ver la estabilidad con un nivel
bajo de CEs y un nivel medio de CTs. Esto, como ya se ha explicado,
corresponde al estado del tumor durmiente, puesto que se ve un equilibrio
entre proliferacion y apoptosis de las células tumorales.

Desafortunadamente, como se puede ver, en este modelo no se contempla
la situacién de sneaking — through que vimos en el anterior modelo en la
Figura 1.6.

Finalmente, en la Figura 1.10 se puede ver otra vez como en la Figura
1.8, que se tiene estabilidad en el eje =, obteniendo asi que el paciente se
recuperara.

Podemos resumir ese analisis de los puntos criticos para los parametros
de las simulaciones en la Tabla 1.3. La obtencién de estos puntos y el estudio
de su estabilidad se ha hecho en el Apéndice C.

“StreamPlot: Las EDO (Ecuaciones Diferenciales Ordinarias) se pueden escribir como
una funcién que depende de la variable z y la incégnita y. De Célculo Diferencial sabemos
que la derivada la interpretamos como: Pendiente de la recta tangente en un punto. Asi,
para cada punto en el plano (x,y), la funcién f(z,y) nos indica la pendiente de la recta
tangente de alguna curva solucién que por alli pase. De acuerdo a la anterior interpretacién,
podemos en cada punto trazar un pequeno segmento que tenga la pendiente que nos indica
la funcién f(z,y), esto mismo es lo que hace este comando.
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(a) Solucién del sistema (1.8) para (4,0,w,a, f) =
(0.318, 0.318, 1.131, 1.636, 0.002)
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(b) Solucién del sistema (1.8) para (4,0,w,a, ) =
(0.545, 0.545, -1.131, 1.636, 2)

-
T

(c) Solucién del sistema (1.8) para (9, o, w, «, )
= (1.1, 2.2, -1.235, 1.41943, 0.15)

Figura 1.9: Simulaciones correspondientes a la etapa del tumor durmiente.
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Figura 1.10: Solucién del sistema (1.8) para (d,0,w,a, 8)=(1, 2, -1.131,

0.005, 0.2)
Figura Puntos Criticos Naturaleza del Punto Critico
1.8 Py =(1,0) Nodo Asintéticamente Estable
1.9 - (a) Py =(1,0) Punto Silla
P, = (1.63564,0.109267) Foco Asintéticamente Estable
1.9 - (b) Py = (1,0) Punto Silla
P, =(0.60452,0.315244) | Nodo Asintéticamente Estable
Py =(2,0) Nodo Asintéticamente Estable
1.9 - (c) | P =(0.286852,5.3194) Nodo Asintéticamente Estable
Py = (1.322,0.456575) Punto Silla
1.10 Py =(2,0) Nodo Asintéticamente Estable

Tabla 1.8

Comparando este modelo con el anterior, se tiene que, a pesar de ser el
modelo que se acaba de estudiar més simple, los resultados obtenidos por
ambos modelos son parecidos. En este modelo es posible describir la fase del
“tumor durmiente” (ver Figura 1.9) y, aunque no aparezca el mecanismo de
sneaking — through (ver Figura 1.5 y Figura 1.6, concretamente el punto
critico Py) si que aparece el “escape”® (ver Figura 1.9 (a)) de las CTs al
control inmunolégico.

®Nos referimos a “escape” cuando al principio hay un bajo nivel de CT y logran escapar
al sistema inmunolégico, pero no consiguen formar un tumor.
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1.3. Modelo Simplificado con tiempo de retardo

En el modelo expuesto por el sistema (1.8) se tenfa que w era la respuesta
inmune a la aparicion de células tumorales, pero el sistema inmune necesita
un tiempo para desarrollar una respuesta adecuada después del reconoci-
miento de las células tumorales y, por lo tanto, introducimos el tiempo de
retardo, 7, en el modelo.

Por consiguiente, el modelo toma el siguiente aspecto:

Z—f =oc4wz(t—T1)y(t —7)—dz

(1.10)
Y _ ay(1 - py) -
dt =y Yy)— Ty

donde «, B, , oy w tienen el mismo significado que en el anterior modelo
y 7 es el pardmetro del tiempo de retardo. Este nuevo pardmetro 7 tiene
que ver con el crecimiento del tumor y, por consiguiente, con el desarrollo
de la enfermedad.

Estudiaremos el sistema (1.10), que llamaremos con “time delay” con
funciones iniciales xg e yo continuas y no negativas definidas en [—7,0].

En esta parte del capitulo solo nos centraremos en realizar las corres-
pondientes simulaciones para la posterior comparacién entre los 3 modelos
expuestos y obtener de ahi las conclusiones finales. En la mayoria de los
conjuntos de parametros comunes que probamos, encontramos valores de
los otros parametros, de tal manera que las soluciones a todos los sistemas
se comportan de manera similar. Para la comparacién de los tres modelos
se ha elegido este tipo de valores.

Para empezar se puede ver que el modelo con time delay, aparte de ser
mas realista por tener esa componente de retardo, es mas complejo, ya que
el nuevo comportamiento periddico que se puede observar (Figuras 1.11 (d),
1.11 (n), 1.12 (d),1.12 (h), 1.18 (h), 1.14 (g9) y 1.14 (h)) no se tiene en
ninguno de los otros dos modelos.

El estado del tumor latente se puede ver en la Figura 1.11 (a)-(c), ya que
se puede ver como las CTs se mantienen constantes a lo largo del tiempo. Se
puede observar en la Figura 1.11 que, al cambiar el parametro w de signo,
los modelos simplificado y con time delay cambian (es 16gico que el modelo
de Kuznetsov no cambie, ya que no depende de este pardmetro). Como se
puede ver en la Figura 1.11 (f)-(h), al cambiar de signo w, tenemos menos
resistencia a las CT y esto es debido a que w describe la respuesta inmuni-
taria a la aparicién de células tumorales. También se puede observar en la
Figura 1.11 (d) y (h) que, cuando se introducen valores mas altos de retar-
do, en el modelo con time delay (para los mismos valores de los pardmetros
de la Figura 1.11 (¢) y Figura 1.11 (g)), se obtiene lo que se conoce como
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estado de un tumor que reaparece.

En la Figura 1.12 se han cambiado los valores de los pardmetros n, u y p
respecto a la figura anterior. Como se puede observar, ésto ha producido un
cambio con respecto a la Figura 1.11 en el modelo de Kuznetsov y Taylor.
Se puede ver en la Figura 1.12 (a)y Figura 1.12 (b) cémo las CT aumentan
de forma desproporcionada sin dar opcién a que el sistema inmune combata.
En la Figura 1.13 (a) y Figura 1.13 (e)-(h) se puede observar un fallo del
sistema inmune por las CTs. Como ya se ha comentado antes, se puede
ver un cambio tanto en el modelo simplificado como en el del time delay
al cambiar de signo el pardmetro w. Se puede llegar a ver que el modelo
simplificado y el del time delay son practicamente iguales cuando el tiempo
de retardo es pequeno (Figuras 1.12 y 1.13 (a), (d), (f) y (9) ). En el ca-
so de la Figura 1.13 (b) y Figura 1.13 (d), se puede observar que tenemos
en un comienzo una lucha entre CE y CT que hasta que se estabilizan se
mantienen constantes a lo largo del tiempo, quedandose las CT por encima
de las CE; esto significa que el paciente tendra una lucha con el cancer a lo
largo del tiempo. El cambio de signo afecta, sin lugar a dudas, al modelo
con time delay, como se puede apreciar en la Figura 1.13, ya que pasamos
de tener una situacién estable (Figura 1.13 (d)) a tener una situacién total-
mente inestable con periodicidad en la que existe una lucha constante entre
cancer y sistema inmune (Figura 1.13 (h)).

Como ya se puede notar en las Figuras 1.11 (a), (e) y 1.13 (a), (e),

cuando se cambian las condiciones iniciales se obtiene que el comportamiento
de las soluciones varia. Estudiamos con un poco més de detalle el efecto de
variar ligeramente solo los valores iniciales de las CEs. Para un valor inicial
de CEs mas pequeno, se obtiene el estado del tumor latente, mientras que
cuando este valor inicial es mayor, se obtiene una rotura en la respuesta
inmunitaria llevada a cabo por las CTs. A esto ultimo es a lo que hemos
llamado fenémeno de sneaking-through o de “escabullirse” (Figura 1.14 (a)
y (b)).
Este comportamiento no se observa en ningiin momento en los modelos de
Kuznetsov y Taylor simplificado ni en el que tiene time delay (Figura 1.1/
(c)-(h)), porque cuando aumentamos el valor inicial de CEs, se obtiene o la
misma situacién solo que para un valor inicial mas pequeno de CEs, o una
espiral asintéticamente estable, lo que equivaldria a un tumor retornante.
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Figura 1.11: Soluciones de los diferentes modelos tomando como pardmetros:
a =1.636, 8 =0.002, 0 =0.1181, § =0.3743, n =20.19, . =0.00311, p =1.131,
con las condiciones iniciales (zg,yo) =(5.5, 25) y con w =0.04 de la (a)-(d),
w =-0.04 de la (e)-(h).
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Figura 1.12: Soluciones de los diferentes modelos tomando como parametros:
a =1.636, § =0.002, 0 =0.1181, § =0.3743, n =50, p =0.05, p =2, con las
condiciones iniciales (xo, yo) =(5.5, 25) y con w =0.04 de la (a)-(d), w =-0.04
de la (e)-(h).
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Figura 1.13: Soluciones de los diferentes modelos tomando como parametros:
a =1.636,  =0.002, 0 =0.1181, § =0.3743, n =50, p =0.05, p =2, con las
condiciones iniciales (zg, y9) =(5, 100) y con w =0.04 de la (a)-(d), w =-0.04
de la (e)-(h).
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Figura 1.14: Soluciones de los diferentes modelos tomando como pardmetros:
a =1.636,  =0.002, 0 =0.073, § =0.545, w =0.015, n =20.19, p =0.00311,
p =1.131 y condiciones iniciales indicadas en cada figura.
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1.4. Conclusiones

Hemos comparado tres modelos diferentes: el modelo propuesto por Kuz-
netsov y Taylor (ecuacién (1.3)), una versién simplificada de este modelo
(ecuacién (1.8)), y una versién del modelo de Kuznetsov-Taylor simplificada
con retardo de tiempo (ecuacién (1.10)). El modelo de Kuznetsov-Taylor,
como ya se ha comentado, fue propuesto para describir dos estadios dife-
rentes del tumor: el tumor latente y el mecanismo de “escabulirse”. Como
se ha podido ver, existen hasta tres estados estables que describen varias
etapas del crecimiento del tumor: una recuperacion total, un tumor latente
y un escape del tumor al control inmunoldgico. Después de haber dejado
de ver a las células como células y verlas como especies que intentan so-
brevivir bajo el mismo ecosistema (en este caso el cuerpo), se ha obtenido
el modelo simplificado, cuya dindmica de las soluciones es mas simple.
En este modelo no se describe el mecanismo de “escabullirse”; sin embargo,
todavia aparece el estadio del tumor latente. En este modelo hay hasta dos
estados estacionarios que, dependiendo de los pardametros, pueden describir
el estadio del tumor latente o un escape del tumor al control inmunolégico.
Adicionalmente, cuando se introduce el factor de tiempo de retardo en
el modelo simplificado, obtenemos un nuevo estadio, denominado estado del
tumor “retornante”. Los estadios estacionarios observados en este modelo
son los mismos que en el modelo simplificado, pero la estabilidad es mu-
cho més dificil de ver. Para algunos valores de tiempo de retardo, el punto
Py puede ser inestable, mientras que en el modelo simple (para los mismos
parametros) es estable.

Después de todo, parece que solo el modelo de Kuznetsov y Taylor descri-
be el mecanismo de sneaking-through o mecanismo de “escabullirse”, pero
aun y todo el modelo simplificado con tiempo de retardo es interesante,
pues nos permite obtener soluciones oscilantes que también se observan en
la realidad.



Capitulo 2

Modelo para el control de
tumores malignos

En este capitulo se presenta un sistema deterministico tridimensional con
un factor de retardo, en el cual participan las células tumorales, las célu-
las inmunitarias de caza y de reposo. El andlisis de la estabilidad se realiza
junto con simulaciones numéricas y, gracias a estas, obtenemos ciertos um-
brales que son tutiles para controlar el crecimiento de las células malignas.
La estimacién del factor de retardo, que se podra ver al final del capitulo,
proporciona una estrategia preventiva adecuada.

Como ya se ha visto en el capitulo anterior, una inmunoestimulaciéon puede
ayudar al paciente o todo lo contrario, causar su muerte. Es por ello que en
las ultimas décadas se ha hecho hincapié en los estudios de la dindmica no
lineal y en la teoria de la estabilidad.

La modelizacion de la relacién entre célula inmune y tumoral es muy dificil,
ya que la mayoria de las células reaccionan para eliminar a las células malig-
nas, pues tienen el antigeno! como parte de su estructura. Los linfocitos T
citotéxicos? (LTC) requieren de la ayuda de las citoquinas® para su eficien-
te activacién. Los linfocitos T colaboradores* ayudan en la liberacién de la

1Un antigeno es una sustancia que desencadena la formacién de anticuerpos y puede
causar una respuesta inmunitaria.

2Los linfocitos T citotéxicos pertenecen a la linea de los linfocitos T encargados de las
funciones efectoras de la inmunidad celular. Neutralizan células infectadas por microor-
ganismos intracelulares, mediante un ataque directo a las células infectadas, inyectando
enzimas toxicas que provocan su destruccion.

3Las citoquinas son los agentes responsables de la comunicacién intercelular, en el caso
de la respuesta inmunitaria son secretados por los linfocitos T colaboradores y son los
que polarizan las respuesta inmune hacia una predominante citotoxica o celular o hacia el
otro extremo predominante humoral. Esas respuestas son antagdnicas o excluyentes entre
si, creando una especie de regulacién cruzada muy particular; porque las citoquinas que
favorecen la inmunidad humoral inhiben las acciones de las citoquinas que ayudan a la
inmunidad celular y viceversa.

4Los linfocitos T colaboradores estén involucrados en la activacién y direccién de otras
células inmunitarias, y son particularmente importantes en la respuesta inmune adaptati-
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Interleucina-2° estimulando asi a que los LTC se conviertan en células asesi-
nas o células de caza. El proceso de activacion o conversién de las células T
en reposo (o colaboradoras) en células T citotdxicas no es instantaneo, lleva
cierto retraso.

En este capitulo nos centraremos en dos tipos de células para la mode-
lizacién de la interaccién entre sistema inmune y cancer. Los depredadores
seran los linfocitos T citotoxicos, que son las células asesinas naturales del
sistema inmunolégico que atacan, destruyen o ingieren a la célula tumoral.
Las presas son las células tumorales que son destruidas por las células del
sistema inmune. El depredador tiene dos etapas: caza y descanso. Los LTCs,
mientras atacan, liberan una serie de citoquinas las cuales activan los LTCs
en reposo para un ataque coordinado. Los LTCs que estan en modo descanso
no pueden matar a las células tumorales, pero se convierten en un tipo espe-
cial de LTCs llamados asesinos naturales o células de caza que comienzan a
multiplicarse y liberan otras citoquinas. La estimulacién o conversién entre
células cazadoras y células que estan en reposo resulta en un deterioro de las
células en reposo, sometiéndolas a un crecimiento natural por la activacién
de las células de caza. En el modelo planteado asumimos que el crecimiento,
tanto de las células tumorales como de las células en reposo, es logistico.
Dado que las células tumorales tienen una ventaja de proliferacién respecto
a las células normales (en reposo), la capacidad de carga de estas es mayor
que la de las normales. Consideramos que las células tumorales estan siendo
destruidas a un ritmo proporcional a las densidades de la células tumora-
les y de las células depredadoras de caza, segtin la ley de accién de masasS.
Ademsds, segun esta ley, hay una pérdida en las células depredadoras de caza
debido a los encuentros con las células tumorales. Asumimos que las células
en reposo, se convierten en células de caza, ya sea por contacto directo con
ellas o por contacto con citoquinas producidas por las células de caza. Como
se ha comentado antes, en la conversion (de estado de reposo a estado de ca-
za) se ha de considerar un factor de retardo 7 y también se tendrd en cuenta
en el término de crecimiento de las células de caza. También consideraremos
que, una vez que una célula ha sido convertida, nunca volverd a la etapa de
reposo y estas células activas mueren con una probabilidad constante por
unidad de tiempo. Teniendo todo esto en cuenta, se construye el siguiente
modelo segin [11]:

va.
°La IL-2 (interleucina-2) es una proteina componente de las citoquina del sistema
inmune, que actia como factor de crecimiento de los linfocitos T.
5La ley de masas o ley de accién de masas establece que, para una reaccién quimica
reversible en equilibrio a una temperatura constante, una relaciéon determinada de con-
centraciones de reactivos y productos tiene un valor constante.



Capitulo 2. Modelo para el control de tumores malignos 29

dM

M (1-") - MN

a ( k:1> “

N

C;—tzﬁNZ(t—T)—le—agMN (2.1)
dz VA

o 1- 2 ) —BNZ(t—7)—

dt TQZ( kz) B Z(t 7') dQZ,

donde M, N, Z son el nimero de células tumorales, de células depredadoras
de caza y de reposo respectivamente. r1,72(> 0) son la tasa de crecimiento
de las células tumorales y de las células depredadoras en reposo respecti-
vamente, ki, ka(> 0) son las capacidades maximas de transporte de células
tumorales y células en reposo respectivamente. Los términos di N y d2Z son
respectivamente los coeficientes de muerte natural de las células de caza y de
las que estan en reposo (dy,ds > 0). El término oy M N representa la pérdida
de las células tumorales en el encuentro con las células cazadoras, y de la
misma forma, se define el término ao M N como la pérdida de las células de
caza por el encuentro con las células tumorales. Como ya se ha comentado,
el término Z(t — 7) representa el retardo que hay en la conversién de célula
en reposo a célula en caza. Este retardo induce también un retardo en el
crecimiento de las células de caza; esto justifica el término SN Z(t —7) en la
segunda ecuacién. El sistema (2.1) se debe analizar con condiciones iniciales
M(0), N(0) y Z(0) no negativas.

2.1. Analisis del modelo sin retardo

En este apartado haremos el andlisis del modelo, pero sin el término de re-
tardo (7 = 0). Como tenemos un sistema de tres ecuaciones diferenciales
con tres incégnitas en el que no aparece la t en las funciones que modelan
el comportamiento de los tres grupos de células, estamos frente a un sis-
tema auténomo. Al ser la variable ¢, tiempo, un pardmetro, tenemos que
las soluciones que se obtengan nos definiran una curva en el plano de fases
M — N — Z, que seran las que se interpretaran.

Los puntos criticos del sistema son los que verifican:

M
riM <1—> —artMN =0

k1

BNZ —diN — aaMN =0 (2.2)
Z

?"QZ (1— k) —BNZ—CZQZZO
2

Tomando la primera ecuacién aparte obtenemos que:
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M M
rlM(1—>—a1MN:0<:>M[T1 <1—k1>—alN] &

k1
M=0 (2.3)
54 1 M
N=Tt(1_M 9.4
n ( k) (2.4)

Sustituyendo (2.3) en la segunda ecuacién del sistema (2.2) obtenemos:
BNZ —diN =0 N(BZ —d1) =0<

N=0 (2.5)
{ Z =dy/B (2.6)

Ahora sustituyendo (2.5) en la tercera ecuacion del sistema (2.2) obtenemos:

VA A
TZZ<1_k:2>_d2Z:0<:>Z[T2 <1—k2>—d2:| =0

Z=0= E = (0,0,0)
= k k
Z="22(ry—dy) = Ey = (0,07;(7“2—012))
9

2

Y ahora sustituyendo (2.6) se obtiene:

d d d dod
r21<1 1>—ﬁ1N—2 L~ 0= comod; #£0=

0 _dk2B dﬂ ’ d d
) 1 2 ) Tod1 2
2 S RV e N=—'2_ 24 =2
g 1ﬁk‘lzzﬁ da) ﬁd " ﬁﬁk‘k(Qﬁz dﬁ) di d
_ Bka(r2 —d2) — rody B 2(rg —dp) —rady di
N= Bk §E4‘<0’ Bk ’B)

Y por ultimo sustituyendo (2.4) en la tercera ecuacién obtenemos:

TQZ(l—Z>—5” <1—M>Z—ng:0<:>

]{?2 a1 kl
7 M
@2[7«2 (1_> L (1—) —d2] —0s
ko a1 k1
o M — -
7 _ k2[67’1( kl) + 041]{1(7’2 dQ)] (2.8)
roo ky

Sustituyendo ahora (2.4) y (2.7) en la segunda ecuacién se obtiene:

M M
—dlﬂ <1_>_0¢2Mr1 (1—k>:():> como r; # 0 =
1
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k
M=Fk = E3= (kl,U, *2(7"2 - d2)>
o 2

1 : [
M = —— = al ser la componente negativa no se tendrd en cuenta.
(€5

Sustituyendo ahora el (2.4) y (2.8) en la segunda ecuacién se obtiene:

,32 1_% .kg[ﬁrl(M—kl)+a1k1(7’2—d2)}_d17’71 1_% —OKQME M
o1 k1 rooky o1 k1 o1
rgo BQ ki —M ‘k‘Q[ﬁ’rl(M—kl)—i-alk‘l(TQ—dQ)]_ﬁ ki — M —M%
o1 k1 roaky a1 k1 o1

/{1 - M [ﬁkQ[ﬁ’ﬁ(M — k‘l) + a1k1<7’2 — dg)]

—d1 —MO&2:| =0<
qu’l

roaky

k
N M=KkK=N=0=27= —2(7"2 — d2) = Punto que ya se ha obtenido.
)

ﬁszTl(M — k‘l) + ﬁalklk‘Q(Tg — dg) — dl’l“goqkl — Mrgoqagk:l = 0 =
= M[ﬁQk‘grl — OélOéleT’Q] — szlkg(rg — dg) — leQOélkl =0«
& M[B%kor1 — araskire] = ki[r1ko 8% — a1 (Bka(ra — d2) — 12dy)] &

r1ka3% — a1 (Bka(ra — da) — r2d1)]

kil
M =
< B2kar1 — anagkyre

Llamando a esta componente M* y sustituyendo en (2.4) se obtiene que

Sustituyendo, por ultimo, estas dos expresiones en la segunda ecuacién se

consigue:
* * *
gl (1o MEN g g (MY e (2 M i
a1 kq [e%] k1 (071 k1
B =M ey (= MPN oy eae (R = MEN
ol k1 aq k1 a1 k1

<k1—M*

2 )[ﬂZ*—dl—agM*]:()@
1
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Z*=0=Fk = (kl,0,0)

M =k =N"=0= . ko , .
o 7* = N (re — d2) = Punto que ya se habia obtenido
2
M*+d
7 =20 TN g (Mr N 2%)

B

En resumen, tenemos los siguientes puntos criticos:

k
EO = (07070>7 El = (khO?O)v E2 = <0707 ?2(7”2 - d2)> )
2

) Bka(re —da) —rady dy
3 < 1 7712 (T2 2)) ) 4 ( P 62k2 ) B )
k1[r1keB? — a1 (Bka(ra — d2) — 12d1)]
B2kor1 — anagkiry

N*_Q 1_M* Z*_Ong*—i-dl
e k1 yas B .

Podemos observar que el punto Fs existird si ro > ds, que F, existira si

8> dedﬂ y que, por ultimo, F, existird si a; < x1, x2 < 8 donde

E, = (M*,N*,Z*), donde M* =

)

B2kary ﬁ27"1k2}

T = min ,
! {/BkQ(TQ —d) —rodi’ akiry

gk rody
ko(ry —dg)  ka(ro —da)’
Veamos primeramente de déonde obtenemos la primera condicién de exis-

tencia de E,. Para ello nos fijamos en que M* debe ser positiva; para estu-
diarlo, cogemos numerador y denominador por separado:

Z2

k‘l [?”1]{}152 — 011(5/{2(7“2 — dg) — ’I”QCll)] >0<

& JArika B2 > on (Bka(ro — da) — 1ady) =
r1ke 32
Bka(ra — d2) — rad;
B2k‘2r1 —aiagkirg > 0 &

2
Bkar1
kT2

= a1 < = A,

=DB.

o <

Entonces tenemos que, para que M* > 0, o numerador y denominador tienen
que ser positivos o los dos deben de ser negativos. Si son positivos, tenemos
que se tiene que cumplir que a1 < A < B o que a1 < B < A, luego se cumple
que a1 < x1. Y si son negativos vemos que se tiene que cumplir:

. r1ko 3 B
Y7 Bky(ry — dy) — rod;

A
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2
k
>5 271

= B.
k1T

aq

Luego tenemos que a3 > maz{A, B} = z3.
Ahora veamos que la segunda condicién se deduce exigiendo que N* > 0:
1 ( M*) M~  rikef? — ai(Bka(r2 — da) — rady)

N* = — sl-——>0e1
aq kq B2kar1 — aqagkiry

& B2 — araokire — rrksB 4+ a1 (Bke(re — d2) — radi) > 0 &
042/{1’1”2 + ’l“gdl
ka(ra — da2)
Teniendo en cuenta todo esto, vamos a dar unos resultados referentes a la

estabilidad de los puntos criticos; para ello también se tendréd en cuenta la
matriz Jacobiana del sistema (2.1):

& —oaronkire + arfka(re — da) — aqred; >0 3 > = Z9.

r— 25 M — oy N —a M 0
k1
J = —agN —dy — aoM + B8Z BN (2.9)
o
0 —BZ —d2+T2—2ku—BN
2

Lema 2.1.1. El punto critico Ey del sistema (2.1) es un punto silla.

Demostracion. Sea la matriz Jacobiana (2.9) evaluada en el punto critico
Ey = (0,0,0):
(& 0 0
J(0,0,0) =0 —d; 0
0 0 Tro — d2

Siendo una matriz diagonal, sus autovalores son:
A=—=d1 <0, A=r1>0, A=rs—do.

Y al tener un autovalor positivo tenemos que el punto critico es un punto
silla. O

Lema 2.1.2. La existencia del punto critico Es implica que el punto E es
un punto silla.

Demostracion. Sustituimos en la matriz Jacobiana (2.9) el punto critico
Ey = (k1,0,0) obteniendo:

—T1 a1 — ]{71 0
J(k‘l,0,0) == 0 —d1 - klag 0
0 0 ro — d2

>0<
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Y calculando los autovalores, obtenemos que son:
A=-11 <0, A=r9g—dy, A=—di — kiaos.

Como tenemos por hipétesis la existencia del punto critico Ea, tenemos
que ro > dz lo que supone que el segundo autovalor sea positivo y, por
consiguiente, que el punto critico £ sea un punto silla. ]

Lema 2.1.3. El punto critico Ey es un punto silla.

Demostracion. Sustituyendo en el Jacobiano (2.9) el punto critico Ey =

k
(O, 0, —2(7“2 — dg)) tenemos:
T2

k 1 0 0
J <070> 72("”2 - d2)> =0 —di+ %ﬁ‘d?) 0

T2 r2

Calculando los autovalores, obtenemos:
_ koraff —diry — dakaf8

T2

)\:T’1>0, )\ZT’Q—dg, A

Al tener que 1 > 0, ya tenemos un autovalor positivo, con lo cual, el punto
critico E» es un punto silla. ]

Lema 2.1.4. La existencia del punto critico E, implica que el punto E3 sea
un punto silla.

Demostracion. Sustituyendo en el Jacobiano (2.9) el punto critico Fy =

k
(krl, 0, T—z(rg - dg)) tenemos:
2

k; - —k1a1 O
2 0 __k2f(ra=da) —rg + o1 — T2d2)

T2 T2

Calculando los autovalores, obtenemos:
_ —diry — kiraoy — dakafS + korafS

T2

/\:—T’1<O, )\:Tz—dg, A

Comprobamos que este iltimo autovalor es mayor que cero, suponiendo que
si lo es:

—diry — k1roay — doka 8 + koro S 0o —dyry — kirgan + Ska(ry — da)

T2 T2

>0=

rody1 + rokias
ko(ra — da)

Y esta desigualdad es cierta por la existencia del punto critico Ey, luego el

punto critico E3 es un punto silla. ]

k k
= —d1—/€1042+572(7‘2—d2) = 5772(7“2—612) > di+kiag = >
2 2
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Lema 2.1.5. La existencia del punto critico E, implica que el punto E4 sea
un punto silla.

Demostracion. Sustituyendo en el Jacobiano (2.9) el punto critico Ey =

k —dg) —rody d
(0, Bls(rz 3 2) ~ 1o , 1> tenemos:
Bk B
r— 01(—d17“22-2k522,3(1”2—d2)) 0 0
J— _ag(—dira+kaf(ra—da)) 0 —diratkoB(ra—ds)
- wr o Bra—ds)
d d —dirot+k ro—

0 —dy —dy oty (1 ) — gy - Srebesed

Calculando autovalores, obtenemos:
\ diraon + dakoay 8 — karoa1 B + kor1 5
ko 32 ’
\— —dir9f8 £+ v/ dlﬁ\/le% + 4dykoro 8 + 4d2k‘%,82 — 4]6‘%7’252
2ko 8 '
Veamos que el primer autovalor es positivo, supongamos que si lo es:
diraay + dakoay 8 — korgon B + ko 52
>0
ko3
o1 [—Bka(ry — da) + dira] + kara3? —a1[Bka(ry — d2) — diro]

= >0= >0

ks ks e

k —dy) —d 2k
Bka(rs 23 o] _ o > B~ kar
ko3 ay Bka(ra — d2) — dir

Y esta condicién es cierta por existir E,, luego este autovalor es positivo y
por consiguiente el punto critico F4 es un punto silla. ]

Lema 2.1.6. FEl sistema (2.1) es localmente asintéticamente estable alrede-
dor del punto E, si se cumple la siguiente condicion:

k

2 2_042 1

8 ( 2
2ry ko821

) rody k1ao

a1 >

Demostracion. La idea para la demostracion de este lema es aplicar el Teo-
rema de Hartman-Grobman, que recibe este nombre porque D.M. Grobman,
en 1959, y P. Hartman, en 1963, probaron independientemente lo siguiente:
En la vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico (es decir, todos sus
autovalores tienen parte real no nula), un sistema no-lineal de dimensién
n, presenta un comportamiento cualitativamente equivalente al del sistema
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lineal correspondiente. Por lo tanto, el teorema de Hartman-Grobman ga-
rantiza que la estabilidad de un punto de equilibrio hiperbdlico es preservada
cuando se linealiza el sistema no-lineal alrededor de ese punto, de modo que
el espacio de fases en la vecindad es topoldgicamente orbitalmente equiva-
lente al espacio de fases del sistema lineal asociado. Dos espacios de fase son
topolégicamente orbitalmente equivalentes cuando uno es una versién dis-
torsionada del otro. Esta demostracién queda fuera del alcance del propdsito
de este trabajo, es por ello que no se va a realizar. ]

Teniendo estos resultados en cuenta, se dan los siguientes valores a los
pardmetros segun [11]:

r = 0.18, ki =5-105, a; =1.101-1077,
ap =3.442-107°,  d; = 0.0412, dy = 0.0412, (2.10)
ro = 0.1045, ko =3-105, f=4.32-1078,

Con estos valores obtenemos que el punto interior (que es el de més interés)
es B, = (3.5674 - 10°,0.468425 - 10°,1.23629 - 10%) y se comprueba la con-
dicién del Lema 2.1.6. Luego alrededor del punto interior, el sistema (2.1)
serd asintéticamente estable y, es por eso, que cogeremos como condiciones
iniciales para las simulaciones un punto cercano a este punto F,.
Ademas de esto, tenemos que al cumplirse que ro > do los puntos Fy =
(0,0,1.81722 - 10%) y E3 = (5-105,0,1.81722 - 10°) existen. Al tener que
8 > L 2.26719 - 108 obtenemos que existe el punto critico
ko (TQ —do
E, = (0,696281,953704). Aparte de estos puntos, también tenemos el pun-
to Ey = (0,0,0) y el By = (5-105,0,0). Por los lemas probados tenemos
que estos puntos criticos son todos ellos inestables, exceptuando Fj, el cual
calculando sus autovalores usando el Mathematica, vemos que tiene autova-
lores complejos con parte real negativa, lo que supone que F, es una espiral
asintoticamente estable.
Viendo la Figura 2.1 y la Figura 2.2 podemos decir que, a medida que 7
aumenta, el cambio de estabilidad puede ocurrir. En la Figura 2.1 se mues-
tran los casos correspondientes a 7 = 0, 7 = 15 y 7 = 28. El valor limite
de 7 para el que cambia la estabilidad es para 19 = 35.95; en la Figura 2.2
se muestra este caso y se ve el ciclo limite. Como se puede ver en la Figura
2.1, para valores de 7 < 19 el sistema es estable.
Se puede observar en la Figura 2.1 que, a medida que 7 aumenta has-
ta 79 = 35.95, se forma una solucién periédica de pequena amplitud, este
fenémeno se llama Bifurcacién de Hopf.
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(c) [Dindmica del sistema (2.1) para 7 = 28 que representa una
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punto critico E,)

Figura 2.1: Dindmica del sistema (2.1) para los pardmetros definidos en
(2.10) y tomando como condiciones iniciales M (0) = 3.5-10%, N(0) = 0.46 -
10% y Z(0) = 1.3 - 106.
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Figura 2.2: Dindmica del sistema (2.1) para 7 = 35.95, que representa un
ciclo de limite estable. Se utilizan los pardmetros definidos en (2.10) y se
toman como condiciones iniciales M(0) = 3.5 - 105, N(0) = 0.46 - 10° y
Z(0) = 1.3 - 106.

En la teoria de bifurcaciones, una bifurcacién de Hopf es un punto critico
en el que surgen los cambios de estabilidad del sistema y surge una solucién
periddica. Mas precisamente, es una bifurcacion local en la que un punto fijo
de un sistema dinamico pierde estabilidad, ya que un par de valores propios
conjugados complejos (de la linealizacién alrededor del punto fijo) cruza el
eje imaginario del plano complejo.

La importancia de la bifurcacion de Hopf en este contexto es que el ciclo
limite (Figura 2.2) se forma alrededor del punto critico E,, resultando asi
una solucién periddica estable.

La existencia de soluciones periddicas es relevante en los modelos ma-

tematicos del cancer. Esto supone que los niveles del tumor pueden oscilar al-
rededor de un punto fijo, incluso en ausencia de tratamiento. Este fenémeno,
que se conoce como el Fenémeno de Jeff o autorregresion del tumor, ha
sido observado clinicamente.
Se puede observar en la Figura 2.3 para 7 > 79, que el punto critico Fy
es inestable con oscilaciones crecientes (cuanto mayor sea 7, mayores serdan
las oscilaciones); ademads, aunque no se haya profundizado, creemos que no
hay méas cambios de estabilidad. Es interesante ver desde el punto de vista
médico c6mo para un valor lo suficientemente alto de 7 el sistema (2.1) per-
manece inestable con un alto nivel de células tumorales. Esto nos ayuda a
identificar dentro del espacio de los parametros el valor de 8 necesario para
activar las células inmunes, y asi poder controlar el crecimiento tumoral.
Ademas, hay que tener en cuenta el desfase temporal permitido (7 < 79)
para controlar el crecimiento celular maligno indefinido o las oscilaciones
periédicas de las células.
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Figura 2.3: Dindmica del sistema (2.1) para 7 = 40, que representa una
dindmica inestable (la trayectoria es una espiral que se desvia alejandose del
punto critico). Se utilizan los pardmetros definidos en (2.10) y se toman como
condiciones iniciales M (0) = 3.5 - 10%, N(0) = 0.46 - 10° y Z(0) = 1.3 - 10°

2.2. Conclusiones

En este capitulo hemos explorado los efectos e interacciones entre las células
tumorales y las inmunitarias a través de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de retardo no lineal. El modelo que se ha propuesto es simple debido
a su generalidad y lo mas interesante en este capitulo, es como aparece el
término de retardo de forma natural cuando se consideran las interacciones
celulares. En la dinamica de este sistema, la tasa de activacién de las células
que estan en reposo juega un papel muy importante. Nuestras simulaciones
han revelado ciertos umbrales para la tasa de activacion de las células que se
encuentran en reposo (es decir, de 7), que pueden ser efectivas para controlar
el crecimiento ilimitado de las células cancerigenas. Hay que tener en cuenta
estos umbrales en el disenio de protocolo de farmacos, ya que, por ejemplo,
en la quimioterapia, el farmaco impide que las células contintien a través
de su ciclo celular, atrapandolas asi en algin momento durante la interfa-
se, donde las células acaban muriendo por causas naturales. Este hecho se
puede interpretar como un aumento en el factor de retardo 7. Otra cuestién
importante que podriamos plantear es averiguar el tiempo permitido para la
activacién de las células que estan en reposo (y asi que sean de caza), para
que asi luchen contra las células tumorales. La estimacion del pardametro de
retardo nos darfa una idea de las oscilaciones en el crecimiento de las célu-
las tumorales (ver simulaciones), permitiéndonos asi poder dar un farmaco
acorde para el control de las mismas.






Apéndice A

Sistemas Autonomos

A.1. Introduccion

En esta parte del trabajo se va a hacer un rapido repaso de algunos con-
ceptos relacionados con las ecuaciones diferenciales. Muchas veces uno no es
capaz de resolver la ecuacion diferencial o no interesa, pues solo se necesita
conocer su comportamiento de una forma cualitativa.

Definiciéon. Un sistema auténomo plano es un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de la forma:

2 (1) = f(z.y)
{ y() = g(z.9). (A1)

donde f y ¢ son funciones de clase C'! en todo el plano, cosa que garantiza
la existencia y unicidad de solucién definida V¢ € R del problema de valores

2'(t) = f(x,y)
y'(t) = g(z,y)
:L“(to) = Zo, y(tO) =%

iniciales:

para cualquier t, € Ry (z0,0) € R?. Se denomina por variables de estado
del sistema a las funciones z(t) e y(t). El plano formado por los pares (z,y)
se llama plano de fases.

Cada solucién del sistema (A.1) es un par de soluciones que definen una curva
en el plano de fases XY. Cada punto de esta curva determina el estado del
sistema en un instante ¢ correspondiente a unas condiciones iniciales. Este
tipo de curvas se llaman trayectorias u érbitas.

Se debe observar que una solucién en la que

(x(t),y(t)) = (z0,y0)Vt € R,

define un solo punto en el plano de fases y cumple que
f(zo0,90) = g(x0,y0) = 0.

41
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Entonces, se dice que (zg,yo) es un punto critico o punto de equilibrio del
sistema.

Entonces tenemos que cada punto del plano de fases es un punto critico
0 es una unica Orbita.

Propiedades. Las propiedades de las érbitas nos ayudan a obtener in-
formacién sobre el comportamiento de las diferentes soluciones.

(i) Cada trayectoria del plano de fases representa infinitas soluciones del
sistema auténomo: esto es, si (x(t),y(t)) es una solucién del sistema
(A.1), entonces para cada ¢ € R se tiene que

(#(t), y(t)) = (x(t + ), y(t +¢))
es otra solucién de (A.1).

(ii) Dos orbitas carecen de puntos comunes, por la unicidad de las so-
luciones del sistema. Esto es basicamente porque las trasladadas de
una solucién son esencialmente la misma solucién, aunque sea en otro
tiempo t.

(iii) Las trayectorias cerradas corresponden a soluciones periédicas: si (z(t), y(t))
es una solucién del sistema (A.1) que en dos instantes tg y to+ 7" toma
el mismo valor, entonces (z(t),y(t)) = (x(t +T'),y(t +T)) para todo
t, es decir (z(t),y(t)) es periddica.

A partir de ahora, se supondré que los puntos criticos de los sistemas auténo-
mos son aislados. También sin perdida de generalidad se podra suponer que
el punto critico a estudiar es el (0,0), ya que si no es asi mediante el siguiente
cambio de variable trasladamos el punto critico (zo,yo) al (0,0):

X=zr—-xz , Y:y_y(]:
convirtiendo el sistema (A.1) en:

X'(t) = f(X +z0,Y + 1)
{ Y'(t) = g(X + 20, Y + 50), (A.2)

asi el (0,0) es el punto critico del sistema (A.2).
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A.2. Clasificacion de Puntos de Equilibrio en sis-
temas lineales

Sea el sistema auténomo lineal:

Z(t) = a1z + by
A3
{ y'(t) = agx + bay, (A-3)

para el que el (0,0) es el unico punto critico, esto es, que el determinante de

la matriz del sistema
(a1 by
A= ).

es no nulo y por consiguiente sus autovalores Aj, Ao son distintos de cero.

Definicion.

a) El punto critico es un nodo si los autovalores son reales y del mismo
signo:

i) Autovalores Negativos: Las 6rbitas se acercan al punto critico, luego
se trata de un nodo asintéticamente estable.

ii) Autovalores Positivos: Las trayectorias se alejan del punto critico,
luego se trata de un nodo inestable.

iii) Autovalores Iguales: Se trata de un nodo impropio.

b) El punto critico es un punto silla cuando los autovalores son reales y
de distinto signo. Cuando ¢ — oo hay érbitas que se acercan al punto
critico y otras que se alejan, por lo que es un punto silla inestable.

c¢) El punto de equilibrio es un centro cuando los autovalores del sistema son
imaginarios puros. Las érbitas son curvas cerradas que rodean el punto
critico, esto es, son centros estables pero no asintéticamente estables.

d) El punto critico es una espiral o foco cuanto los autovalores son complejos
conjugados con parte real no nula.

i) Parte real negativa: Se tiene que las érbitas se acercan al punto criti-
co y por consiguiente se obtiene una espiral asintéticamente estable.

ii) Parte real positiva: Como las 6rbitas se alejan del punto critico se
tiene que el punto es un foco inestable.

Como la naturaleza y la estabilidad de un punto critico de un sistema
auténomo lineal se pueden describir mediante los autovalores de la matriz
del sistema, también se podran describir mediante la traza de la matriz A,
T=Traz(A) y su determinante D=det(A).
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Sea el polinomio caracteristico de A: A2 — TA 4+ D donde T= A\ + Ay y
D= A1 )9, se tiene que:

_ T+VT? 4D
e s

Atendiendo a los diferentes valores de D y T, se obtienen los siguientes
resultados:

i donde \; € {1,2} y D #0

a) Si T? — 4D < 0, los autovalores son complejos conjugados de parte real
T/2 de donde

i) Si T = 0: Los autovalores son imaginarios puros = Los puntos son
centros estables.

ii) Si T' < 0: Los autovalores tienen parte real negativa = Los puntos
son focos asintéticamente estables.

iii) Si 7' > 0: Los autovalores tienen parte real positiva = Los puntos
son focos inestables.

b) Si D < 0, los autovalores son reales y de distinto signo, de donde se
presentan puntos sillas y, por consiguiente, el punto es inestable.

c) SiD>0yT?—4D > 0, los autovalores son reales y tienen el mismo
signo que T, de donde:

i) SiT <0y T?—4D = 0, los autovalores son iguales y negativos =
Nodo impropio asintéticamente estable.

ii) Si T < 0y T? — 4D > 0 los autovalores son reales distintos y
negativos = Nodo asintéticamente estable.

iii) Si T > 0y T? — 4D = 0, los autovalores son iguales y positivos =
Nodo impropio inestable.

iv) Si T > 0y T? — 4D > 0, los autovalores son reales distintos y
positivos = Nodo inestable.

A.3. Sistemas No Lineales. Estabilidad por Linea-
lizacién.
Sea el sistema auténomo cualquiera
2'(t) = f(z,y) Ad
{ y'(t) =g(z,y), (A4)

con un punto critico (xg,%o) v tal que f(z,y), g(x,y) € C*(R?). Se aproxi-
maran las graficas de las funciones cerca de este punto de equilibrio a través
de los planos tangentes, es decir:

f(z,y) = f(xo,y0) + gi(xo,yo)(m — ) + %(on,yo)(y — %)
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0 0
f(z,y) = g(x0,y0) + (Ti(!ﬁo, Yo)(z — wo) + 875(%0’ Y0)(y — yo)-

Teniendo en cuenta que f(xo,y0) = g(zo,y0) = 0 por ser punto critico y
poniéndolo en forma matricial se obtiene:

9(x,y) y—vo)’
donde A es la matriz Jacobiana del campo (f(z,y),g(x,y)) en el punto de
equilibrio (g, o).

4 833’ 7y ay ,y

Asi, se podria pensar que el sistema sistema (A.4) estd proximo al sistema:

/ pa—
y (v — %)
cuando un punto cualquiera (z,y) se acerca al punto de equilibrio, y asf el
comportamiento del sistema (A.4) cerca del punto critico (zg, yo) es parecido

al de las érbitas del sistema linealizado. Mediante una simple traslacién se
lleva el punto critico al (0,0), obteniendo:

() =6)

Ahora se verd que, en general, el punto de equilibrio del sistema (A.4) hereda
la estabilidad y, en ciertos casos, la naturaleza del punto critico en el sistema
linealizado, es decir, la estabilidad del punto (0,0) en el dltimo sistema visto.

Teorema de Linealizacién de Lyapunov y Poincaré.

1. El punto critico del sistema (A.4) es asintéticamente estable < todos los
autovalores de la matriz A poseen parte real negativa.

2. El punto critico del sistema (A.4) es inestable < la matriz del sistema
posee un autovalor con parte real positiva.
Maés aun, sean A\ y A los autovalores de A tales que son distintos entre
si y distintos de cero se puede decir:
i) Si A1 < A2 <0, entonces (zg, yo) es un nodo asintéticamente estable.
ii) Si Ay > Ay > 0, entonces el punto critico es un nodo inestable.

iii) Si A\ < 0 < A2 entonces (xo,%p) es un punto silla.
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iv) Si A1 no es real y Re(A\1) < 0 entonces el punto critico es un foco
asintéticamente estable.

v) Si A1 no es real y Re(\1) > 0 entonces el punto (zg, o) es un foco
inestable.

Cuando la matriz Jacobiana de A posee un par de autovalores complejos
puros o cuando det(A) = 0, el proceso de linealizacién no nos da informacién
sobre la estabilidad del punto critico del sistema (A.4). [12]



Apéndice B
Analisis de Puntos Criticos

Realizaremos ahora un estudio de la estabilidad de los puntos criticos del
modelo de Kuznetsov - Taylor (sistema (1.4)).

Recordando los calculos que ya se habian realizado se tiene que, en general,
el Jacobiano del sistema (1.4) es el dado por (1.6):

Y s pro_ Py
o |ty y+n  (y+n)?
—y a(l—By) —afy —x

Teniendo en cuenta que se fijan los siguientes parametros:
a=1636, =0.002, p=1.131, n=20.19, p=0.00311,

obtenemos diferentes resultados dependiendo de los valores de § y o.

B.1. Para (8,0)=(0.545, 0.318).

Sustituyendo, se obtienen los siguientes puntos criticos:
Py = (x0,y0) = (0.583486,0) ; P = (x1,y1) = (1.60282,10.1408)

Como antes, al ser el sistema no lineal, a través del Jacobiano se linealiza:

1.131y 1.131x 1.131xy
—0.545 — 0.00311 ~ —0.00311
J= YT 0190+y 2019ty  (y+20.19) o
_y —z +1.636(1 — 0.002y) — 0.003272y

47
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B.1.1. Para Py=(0.583486, 0).

Sustituyendo en el primer punto de equilibrio, se obtiene:

—0.545 0.030871
J(0.583486,0) = < 0 105251)
N 2/ (t) = —0.545(x — 0.583486) + 0.030871(y — 0)
y'(t) = 0(x — 0.583486) + 1.05251(y — 0).
Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =x-0583486 _ [X'(t) = ~0.545X +0.030871Y
Y =y Y'(t) = 0X + 1.05251Y.

Luego:
A —0.545 0.030871
N 0 1.05251 /-

Al tener que det(A) = —0.57362 # 0, se puede asegurar que el punto de
equilibrio del sistema (1.1) hereda la estabilidad y la naturaleza del punto
critico en el sistema linealizado. Ahora se procede al estudio de la naturaleza
de dicho punto critico:

—0.545 — X 0.030871
4= A _< 0 1.05251 — A

) = A% — 0.50751\ — 0.573618.

Sacando autovalores:

A = 1.05251

A —0.50751\ — 0.5736189 = 0 <
A = —0.545.

Al tener dos autovalores reales distintos y de diferente signo, este punto
critico es un punto silla.

B.1.2. Para P;=(1.60282, 10.1408).

Sustituyendo ahora en el segundo punto critico y repitiendo todo el estudio
tenemos que:

J(1.60282, 10.1408) = <—0.198399 0.0347999 >

—10.1408 —0.0331814

_ /(1) = ~0.198399(x — 1.60282) + 0.0347999(y — 10.1408)
y/(t) = —10.1408(z — 1.60282) — 0.0331814(y — 10.1408).
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Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al

(0,0):

X =2 —1.60282 N X'(t) = —0.198399.X + 0.0347999Y
Y =y —10.1408 Y'(t) = —10.1408 X — 0.0331814Y.

Luego:

A— —0.198399  0.0347999
-\ —10.1408 —0.0331814.

Al tener como antes, que det(A) = 0.359482 # 0, se puede asegurar que
el punto de equilibrio del sistema (1.1) hereda la estabilidad y la naturaleza
del punto critico en el sistema linealizado. Ahora se procede al estudio de la
naturaleza de dicho punto critico:

A— A= <—0.198399 - A 0.0347999

2
~10.1408 —0.0331814 — )\> = X\* 4+ 0.23158\ + 0.359482.
Sacando autovalores:

A= —0.11579 + 0.5882811

A2 4+ 0.23158) + 0.359482 = 0 & )
A = —0.11579 — 0.588281:.

Tenemos un autovalor complejo y su conjugado donde los dos tienen
parte real negativa; por consiguiente, se trata de una espiral o foco asintoti-
camente estable.

B.2. Para (4,0)=(0.545, 0.182).
Sustituyendo, se obtienen los siguientes puntos criticos:
Py = (z0,y0) = (0/6 = 0.333945,0) ; P, = (z1,y1) = (1.5879899, 14.6737526)

Py = (z2,92) = (0.90735961, 222.6896051) ; P3 = (x3,y3) = (0.2261898, 430.8710796)

Como el sistema es no lineal, lo linealizaremos mediante el Jacobiano y
estudiaremos la naturaleza de estos puntos de equilibrio.

B.2.1. Para P, = (0/4,0).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

~0.545 0.0176683
J(0.333945, 0) = < 0 L 30206 )
~ {x’(t) = —0.545(z — 0.333945) 4 0.0176683(y — 0)
/
y

(t) = 0(x — 0.333945) + 1.30206(y — 0).
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Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al

(0,0):

X =2-0333045 _ [X'(t) = ~0.545X +0.0176683Y
Y=y Y'(t) = 0X + 1.30206Y.

Luego:

0 1.30206

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = —0.70962 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

= <—0.545 0.0176683) .

14— )| = (—0.545 — A 0.0176683

_\2 _ _
0 1.30206 — )\> = A" — 0.75706\ — 0.709623.

Sacando autovalores:

A = 1.302061

A2 — 0.75706\ — 0.709623 = 0 <
\ = —0.545.

Al tener dos autovalores reales distintos y de signos opuestos, se tiene que
el punto critico es un punto silla.

B.2.2. Para P;=(1.5879899, 14.6737526).
Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

J(1.5879899, 14.6737526) = <_0'11461 00248945 >

~14.6738 —0.0480149
2/ (t) = —0.11461(z — 1.5879899) + 0.0248945(y — 14.6737526)
Y (t) = —14.6738(z — 1.5879899) — 0.0480149(y — 14.6737526).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =2 — 1.5879899 N X'(t) = —0.11461X + 0.0248945Y
Y =y —14.6737526 Y'(t) = —14.6738X — 0.0480149Y.

Luego:

—14.6738 —0.0480149

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.370798 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

= (—0.11461 0.0248945 >

A— ) = <—0.11461 — A 0.0248945

12
C1A6738 —0.0480149 — A) = A2 +0.162625)\ + 0.3708.
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Sacando autovalores:

A = —0.0813127 + 0.603478:

A2 +0.162625)\ + 0.3708 = 0 < ,
A = —0.0813127 — 0.603478i.

Al tener dos autovalores complejos conjugados con parte real negativa, se
tiene que el punto critico es un foco asintéticamente estable.

B.2.3. Para P,=(0.90735961, 222.6896051).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

J(0.90735961, 222.6896051) = (‘0'200582 _0'00247065>

—222.69 —0.72864

2/ (t) = —0.200582(z — 0.90735961) — 0.000678064(y — 222.6896051)
Y/ (t) = —222.69(x — 0.90735961) — 0.72864(y — 222.6896051).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =2 —0.90735961 N X'(t) = —0.200582X — 0.000678064Y
Y =y — 222.6896051. Y'(t) = —222.69X — 0.72864Y.

Luego:
A —0.200582 —0.000678064
o\ —222.69 —0.72864

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = —0.404037 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

A=) = <—0.200582 — A —0.000678064

12 .
~999.69 —0.72864 — )\> = A4 0.929222) — 0.004846.

Sacando autovalores:

A= —1.25195

A2+ 0.929222)\ — 0.004846 = 0 <
A\ = 0.322726.

Al tener dos autovalores reales distintos y de signos opuestos, se tiene que
el punto critico es un punto silla.

B.2.4. Para P;=(0.2261898, 430.871).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio se obtiene:

J(0.2261898, 430.871) (—0.804634 —0.000678064>

—430.871 —1.40981
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2/ (t) = —0.804634(z — 0.2261898) — 0.000678064(y — 430.871)
i/ (t) = —430.871(x — 0.2261898) — 1.40981(y — 430.871).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =2-02261808 _ [X'(t) = ~0.804634X — 0.000678064Y
Y =y — 430.871 Y'(t) = —430.871X — 1.40981Y.

Luego:
A —0.804634 —0.000678064
~\ —430.871 —1.40981

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.842223 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

14— A= (—0.804634 — A —0.000678064

32
—430.871 —1.40981 — )\> = \“ +2.21444)\ + 0.842223.
Sacando autovalores:

A = —1.72667

A2 4+ 2.21444)\ + 0.842223 = 0 <
A= —0.487773.

Al tener dos autovalores reales distintos y negativos se tiene que el punto
critico es un nodo asintéticamente estable.

B.3. Para (9,0)=(0.009, 0.045).
Sustituyendo se obtienen los siguientes puntos criticos:
PO = (l’o,yo) = (0’/(5 = 5,0) N P1 = (.1‘1,]/1) = (163712, —0343142)

Py = (z2,92) = (0.396285,378.886) ; Py = (x3,y3) = (0.124209, 462.039)

Linealizamos el sistema mediante el Jacobiano y estudiaremos la natu-
raleza de estos puntos de equilibrio.

B.3.1. Para P, = (o/4, 0).
Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

—0.009 0.264539
J(5,0) = ( 0 —3.364)

_ [ #(t) = ~0.009(z ~ 5) +0.264539(y — 0)
y'(t) = 0(x — 5) — 3.364(y — 0).
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Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):
X=x-5 X'(t) = —0.009X + 0.264539Y
Y'(t) = 0X — 3.364Y.
Luego:
A (—0.009 0.264539> .
0 —3.364

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.030276 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

A = <0.009 — A 0.264539

— )2
0 —3.364 — /\) = A"+ 3.373\ + 0.030276.

Sacando autovalores:

A= —3.364

A2 4+ 3.373)\ + 0.030276 = 0 <
A = —0.009.

Al tener dos autovalores reales distintos y negativos, se tiene que el punto
critico es un nodo asintoticamente estable.

B.3.2. Para P;=(1.63712, -0.343142).
Al ver que la densidad de las células tumorales es negativa, estudiar este
punto critico no tiene sentido.

B.3.3. Para P,=(0.396285, 378.886).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

J(0.396285, 378.886) = <__0?;;;3858565 _8’(1)021319775163>

2/ (t) = —0.113555(z — 0.396285) — 0.00117563(y — 378.886)
y'(t) = —378.886(x — 0.396285) — 1.23971(y — 378.886).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =z —0.396285 N X'(t) = —0.113555X — 0.00117563Y
Y =y — 378.886 Y'(t) = —378.886.X — 1.23971Y.

Luego:
A —0.113555 —0.00117563
-~ \ —378.886 —1.23971
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Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = —0.304653 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

A— A= <—0.113555 — A —0.00117563

_ 2 .
—378.886 —1.93971 — /\> = A"+ 1.35327) — 0.304654.

Sacando autovalores:

A= —1.54984

A2 4+ 1.35327\ — 0.304654 = 0 <
A\ = 0.196571.

Al tener dos autovalores reales distintos y de signos opuestos, se tiene que
el punto critico es un punto silla.

B.3.4. Para P;=(0.124209, 462.039).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

7(0.124209, 462.039) — (—0.362294 —0.000374093>

—462.039  —1.51179
' (t) = —0.362294(x — 0.124209) — 0.000374093(y — 462.039)
y'(t) = —462.039(z — 0.124209) — 1.51179(y — 462.039).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =2 —0.124209 N X'(t) = —0.362294X — 0.000374093Y
Y =y —462.039 Y'(t) = —462.039X — 1.51179Y.

Luego:

—462.039 —1.51179

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.374868 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

A (—0.362294 —0.000374093>

A— A= <—0.362294 — A —0.000374093

_ )2 .
462039 —1.51179 — A) = A2 4 1.87408)\ — 166.846.

Sacando autovalores:

A= —1.6464

A% 4 1.87408)\ — 166.846 = 0 <
A = —0.22769.

Al tener dos autovalores reales distintos y negativos, se tiene que el punto
critico es un nodo asintéticamente estable.
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B.4. Para (9,0)=(0.545, 0.073).

Sustituyendo, se obtienen los siguientes puntos criticos:
Py = (x0,90) = (¢/6 =0.133945,0) ; P = (z1,y1) = (1.57118,19.8117)

Py = (z0,y2) = (1.07281,172.125) ; Py = (z3,y3) = (0.0775541, 476.298)

Linealizamos el sistema mediante el Jacobiano y estudiaremos la natu-
raleza de estos puntos de equilibrio.

B.4.1. Para Py = (o/4, 0).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

J(0.133915.0) — <_06545 0.(1)057002806674>

_ [ #/(t) = ~0.545(x — 0.133945) + 0.00708674(y — 0)
y'(t) = 0(z — 0.133945) + 1.50206(y — 0).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X=2-0133045 _ [X'(t) = ~0.545X +0.00708674Y
Y=y Y'(t) = 0X + 1.50206Y-

Luego:
A —0.545 0.00708674
a 0 1.50206

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = —0.81862 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

14— A= (—0.545 — A 0.00708674

_\2 _ B
0 1.50206 — >\> = A" —0.95706 )\ — 0.818623.

Sacando autovalores:

A = 1.50206

A2 —0.95706)\ — 0.818623 = 0 &
A = —0.545.

Al tener dos autovalores reales distintos y de signos opuestos, se tiene que
el punto critico es un punto silla.
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B.4.2. Para P;=(1.57118, 19.8117).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

J(157118,19.8117) — (—0.0464624 0.0175353 >

—19.8117  —0.0648278

2/ (t) = —0.0464624(x — 1.57118) + 0.0175353(y — 19.8117)
y'(t) = —19.8117(x — 1.57118) — 0.0648278(y — 19.8117).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =x— 157118 X'(t) = —0.0464624X + 0.0175353Y
Y =y —19.8117 Y'(t) = —19.8117X — 0.0648278Y.

Luego:
A —0.0464624 +0.0175353
L —19.8117  —0.0648278 ) °

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.350416 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

A )| = —0.0464624 — A +0.0175353
N —19.8117 —0.0648278 — A

> = A2 +0.11129)\ + 0.350416.

Sacando autovalores:

A = —0.0556451 + 0.589338:

A2 4 0.11129) + 0.350416 = 0 < ,
A = —0.0556451 — 0.5893384.

Al tener dos autovalores complejos conjugados con parte real negativa, se
tiene que el punto critico es un foco asintéticamente estable.

B.4.3. Para P,=(1.07281, 172.125).

Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

J(1.07281, 172.125) — <—0.0680457 —0.00267408>

—172.125 —0.563196
2/ (t) = —0.0680457(x — 1.07281) — 0.00267408(y — 172.125)
y/(t) = —172.125(x — 1.07281) — 0.563196(y — 172.125).
Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al

(0,0):

X =2 —1.07281 N X'(t) = —0.0680457X — 0.00267408Y
Y =y —172.125 Y'(t) = —172.125X — 0.563196Y.
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Luego:
A —0.0680457 —0.00267408
-\ —172.125 —0.563196.

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 0.350416 # 0,
podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

IA— A= <—0.0680457 — A —0.00267408

— )2 _
7 195 _0'563196_0 = A7+ 0.631242) — 0.421953

Sacando autovalores:

A =—1.03782

A2 4+ 0.631242)\ — 0.421953. = 0 <
A = 0.406576.

Al tener dos autovalores reales distintos y de signos opuestos, se tiene que
el punto critico es un punto silla.

B.4.4. Para P3;=(0.0775541, 476.298).
Sustituyendo en el segundo punto de equilibrio, se obtiene:

—0.94128 —0.000234009>

J(0.0775541,476.298) = <_ 476998  —0.563196

2/(t) = —0.94128(z — 0.0775541) — 0.000234009(y — 476.298)
y'(t) = —476.298(x — 0.0775541) — 1.55845(y — 476.298).

Ahora se realiza un cambio de variable para trasladar el punto critico al
(0,0):

X =2 —0.0775541 N X'(t) = —0.94128 X — 0.000234009Y
Y =y —476.298 Y'(t) = —476.298X — 1.55845Y.
Luego:

A —0.94128 — 0.94128 —0.000234009
N —476.298 —1.55845

Como al calcular el determinante de A se tiene que det(A) = 1.35548 # 0,

podemos realizar el estudio del punto critico con el sistema linealizado:

A— A= (—0.94128 — A —0.000234009

_\2
—476.298 _1.55845 — )\> = A"+ 2.49973)\ 4 1.35548.

Sacando autovalores:

A= —1.70449

A2 +2.49973)\ + 1.35548 = 0 <
A= —0.795241.

Al tener dos autovalores reales distintos y negativos, se tiene que el punto
critico es un nodo asintéticamente estable.
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B.5. Codigo de las simulaciones

B.5.

Cddigo de las simulaciones

sl = NDSolve[{x’[t] = \[Sigma] + (\[Rho]* x[t] =y[t])
/(\[Eta] 4+ y[t]) — \[Mu]=

x[t]* y[t] — \[Delta] *x[t],

y'[t] = \[Alpha] =y[t] (1 — \[Beta]* y[t]) — x[t]* y[t
I, {x[0]==0.5, y[0] = 50}}, {x, y}, {t, 50}]

grl = ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]} /. s1], {t,
0, 50}, ColorFunction —> Blue, PlotRange—> {{0, 5},
{—50, 400}} , AspectRatio—> 1/2, AxesOrigin —> {0,
—10.}, PlotStyle —> Dashed]

s2 = NDSolve[{x’[t] = \[Sigma] + (\[Rho]* x[t] =y[t])
/(\[Eta] + y[t]) — \[Mu]*

x[t]* y[t] — \[Delta] =*x[t],

y'[t] = \[Alpha] =y[t] (1 — \[Beta]x y[t]) — x[t]* y[t
I, {x[0]== 0, y[0] = 250}}, {x, y}, {t, 50}]

gr2 = ParametricPlot [Evaluate [{x[t], y[t]} /. s2], {t,
0, 50}, PlotStyle —> {Dashed, Red}, PlotRange —> {{0,
5}, [—50, 400}},

AspectRatio —> 1/2, AxesOrigin —> {0, —10.}]

s3 = NDSolve[{x’[t] = \[Sigma] + (\[Rho]* x[t] =y[t])
/(\[Eta] + y[t]) — \[Mu]* x[t]* y[t] \[Delta] =x[t],
y'[t] = \[Alpha] =y[t] (1— \[Beta]x y[t]) — x[t]* y]
t], {x[0]== \[Sigma]/\[Delta], y[0] = 300}}, {x, v},
{t, 50}]

gr3 = ParametricPlot [Evaluate [{x[t], y[t]} /. s3], {t,
0, 50}, PlotStyle —> {Dashed, Purple}, PlotRange —>
{{0, 5}, {-50, 400}}, AspectRatio —> 1/2, AxesOrigin
—> {0, —10.}, Axes —> True,

AxesLabel —> {” Celulas Efectoras”, ”Celulas Tumorales” }]

s4 = NDSolve[{x’[t] = \[Sigma] + (\[Rho]* x[t] =y[t])
/(\[Eta] + y[t]) — \[Mu]«

x[t]* y[t] — \[Delta] =*x[t],

y'[t] = \[Alpha] =y[t] (1 — \[Beta]x y[t]) — x[t]* y[t¢
I, {x[0]== 2.1, y[0] = 200}}, {x,y}, {t, 50}]

grd = ParametricPlot [Evaluate [{x[t], y[t]} /. s4], {t,
0, 50},

PlotStyle —> {Dashed, Green}, PlotRange —> {{0, 5},
{—-50, 400}, AspectRatio —> 1/2, AxesOrigin —> {0,
—10.}]

gr5 = ListPlot [{{\[Sigma]/\[Delta], 0}}, PlotStyle —> {
Black, PointSize [0.01]}]

Show[gr3, gr2, grl, grd, grb]



Apéndice C

Cddigo del analisis de puntos
criticos

Se realiza ahora el correspondiente anélisis de estabilidad de puntos criticos
del modelo de Kuznetsov - Taylor simplificado (sistema (1.8)).

C.1. Para (8,0,w,a,3) = (0.318, 0.318, 1.131, 0.5,

0.002)

\[Sigma] = 0.318;

\[Delta] = 0.318;

\[Omega] = 1.131;

\[Alpha] = 0.5;

\[Beta] = 0.002;

sistemalin = {\[Sigma] + \[Omega] x y — \[Delta] x = 0,

\[Alpha] y(1 — \[Beta] y) — x y = 0};
Puntosfijos = Solve[sistemalin, {x, y}]
P = {x, y} /. Puntosfijos

Vamos a analizar la naturaleza del tercer punto critico (ya que al tener el
primer y segundo punto critico tienen alguna coordenada negativa y no es
de interés) mediante el Jacobiano para poder linealizar el sistema:

x = \[Sigma]/\[Delta];

y = 0;

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omegal},{—y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

Eigenvalues [J]
{-0.5, —0.318}
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Al ser dos autovalores negativos, el punto critico es un nodo asintéticamente
estable.

C.2. Para (d,0,w,a,3) =(0.318,0.318, 1.131, 1.636,

0.002)

\[Sigma] = 0.318;
\[Delta] = 0.318;
\[Omega] = 1.131;
\[Alpha] = 1.636;
\[Beta] = 0.002;

sistemalin = {\[Sigma] + \[Omega] x y — \[Delta] x = 0,
\[Alpha] y(1 — \[Beta] y) — x y = 0};

Puntosfijos = Solve[sistemalin, {x, y}]
P = {x, y} /. Puntosfijos

Como el sistema no es lineal, lo linealizamos y hacemos el estudio de la
estabilidad y naturaleza de cada punto critico por separado:
Primero para (x,y)=(1,0) que es el primer punto critico que es de interés:

x = \[Sigma]/\[Delta];

y = 0;

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omegal},{—-y, \[Alpha]
(1 — \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} ) )

Det [J]

Eigenvalues [J]
{0.636, —0.318}

El punto critico es un punto silla por tener dos autovalores reales de distinto
signo.

Ahora, para (x,y)=(1.63564,0.109267) que es el segundo punto critico de
interés:

X = 1.63564;

y = 0.109267;

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omega]},{-y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) — y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

Eigenvalues [J]

{-0.097387 + 0.438997 I, —0.097387 — 0.438997 I}

Al tener autovalores complejos conjugados con parte real negativa, este pun-
to critico es un foco asintéticamente estable.
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C.3. Para (4,0,w,a,3) =(0.545,0.545,-1.131, 1.636,

2)

\[Sigma] = 0.545;

\[Delta] = 0.545;

\ [Omega] = —1.131;

\[Alpha] = 1.636;

\[Beta] = 2;

sistemalin = {\[Sigma] + \[Omega] x y — \[Delta] x = 0,

\[Alpha] y(1 — \[Beta] y) — x y = 0};
Puntosfijos = Solve[sistemalin, {x, y}]

P = {x, y} /. Puntosfijos

Como el sistema no es lineal, lo linealizamos y hacemos el estudio de la
estabilidad y naturaleza de cada punto critico por separado:
Primero para (x,y)=(c/d,0), que es el primer punto critico:

x = \[Sigma]/\[Delta];

y = 0

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omegal},{—y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

Eigenvalues [J]

{0.636, —0.545}

Vemos que el punto critico es un punto silla. Ahora para (x,y)=(0.60452,0.315244),
que es el segundo punto critico:

x = 0.60452;
y = 0.315244;

J

( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omega]},{—y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]
Eigenvalues [J]

{—1.43529, —0.497726}

Se puede ver que tenemos un nodo asintéticamente estable.



62 C.A4. Para (8,0,w,a, ) =(1.1, 2.2, -1.235, 1.41943, 0.15)

C.4. Para(d,o0,w,a,3) =(1.1,2.2,-1.235,1.41943,

0.15)

\[Sigma] = 2.2;
\[Delta] = 1.1;
\[Omega| = —1.235;
\[Alpha] = 1.41943;
\[Beta] = 0.15;

sistemalin = {\[Sigma] + \[Omega] x y — \[Delta] x = 0,
\[Alpha] y(1 — \[Beta] y) — x y == 0};

Puntosfijos = Solve[sistemalin, {x, y}]
P = {x, y} /. Puntosfijos

Como el sistema no es lineal, lo linealizamos y hacemos el estudio de la
estabilidad y naturaleza de cada punto critico por separado:
Primero para (x,y)=(0/6,0), que es el primer punto critico:

x = \[Sigma]/\[Delta];

y = 0

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omega]},{-y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

0.638627 (*Vemos que es diferente de cero, luego se
puede linealizar el sistemasx)
Eigenvalues [J]

{—1.1, —0.58057}

El punto critico es un nodo asintéticamente estable.
Ahora para (x,y)=(0.286852, 5.3194), que es el segundo punto critico:

x = 0.286852;

y 5.3194;

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omega]},{—y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

6.80179 (*Vemos que es diferente de cero, luego se puede
linealizar el sistemax)
Eigenvalues [J]

{—-7.94604, —0.855997}

Se puede observar que estamos ante un punto asintéticamente estable.
Ahora para (x,y) = (1.32222,0.456575) :

= 1.32222;

x
y 0.456575;
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J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omega]},{—y, \[Alpha]
(1 = \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

—0.583811 (#*Vemos que es diferente de cero luego se
puede linealizar el sistemasx)

Eigenvalues [J]

{—2.04637, 0.28529}

Como se puede observar, estamos frente a un punto silla.

C.5. Para (4,0,w,a,3) =(1, 2, -1.131, 0.005, 0.2)

\[Sigma] = 2;
\[Delta] = 1;
\[Omega] = —1.131;
\[Alpha] = 0.005;
\[Beta] = 0.2;

sistemalin = {\[Sigma] + \[Omega] x y — \[Delta] x =
0, \[Alpha] y (1 — \[Beta] y) — x y = 0};

Puntosfijos = Solve[sistemalin, {x, y}]
P = {x, y} /. Puntosfijos

Como el sistema no es lineal, lo linealizamos y hacemos el estudio de la
estabilidad y naturaleza de cada punto critico por separado:
Primero para (x,y)=(c]/0,0), que es el primer punto critico:

x = \[Sigma]/\[Delta];

y = 0;

J = ( {{\[Omega] y — \[Delta], x \[Omega]},{—y, \[Alpha]
(I — \[Beta] y) —y \[Alpha] \[Beta] — x}} )

Det [J]

Eigenvalues [J]
{-1.995, —1.}

Autovalores reales negativos; por lo tanto, tenemos un nodo asintéticamente
estable.
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