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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Tema de estudio

Las plantas industriales de produccion actuales se han vuelto cada vez
mas adaptables, bien porque los productos se actualizan méas frecuentemen-
te, o bien para obtener una personalizacién a requerimiento de la demanda
del consumidor. Consecuentemente, las lineas de produccién requieren cam-
bios rapidos, simples y econémicos, para minimizar retrasos de produccion o
incremento de costos que se trasladarfan al producto final [1]. Es ahi donde la
roboética industrial aventaja a otras formas de automatizacién, porque preci-
samente los robots tienen la capacidad de adaptarse a modificaciones de las
tareas que ejecutan, realizando cambios inicamente en su programacion [2].

De la misma manera, en los ultimos anos los robots se han integrado en
aplicaciones que incluyen fusion de capacidades de sensado para facilitar la
adaptabilidad. Los sensores dotan de cierta inteligencia al robot, para que esa
adaptacion a los cambios en su entorno de trabajo sea total o parcialmente
automatica. Si bien la integracién de sensado en nuevas aplicaciones era baja
a comienzos del milenio [3], esa tendencia se ha revertido en la actualidad
por las mejoras de prestaciones y reduccién de precios de los sensores, has-
ta casi no haber nuevas aplicaciones robotizadas sin algin tipo de sensado
incorporado [4].

La adaptabilidad requerida para la produccién también hace necesaria la
incorporaciéon de robots a instalaciones para trabajo conjunto con personas,
y eso ha obligado a modificar el diseno de los robots para garantizar que la
interacciéon sea segura. La necesidad de trabajo colaborativo humanos-robot
introdujo el modelo de robots colaborativos o cobots industriales.

Los cobots se disefian con diversas caracteristicas técnicas en busca de ase-
gurar que los riesgos en el contacto directo con humanos o con objetos que
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lo rodean sean minimos. Entre esas caracteristicas se encuentran la construc-
cién con materiales ligeros, bordes redondeados, pieles y sensores adicionales,
de cierta manera cualidades que limitan los riesgos en caso de contacto. El
uso de materiales ligeros y deformables para la construcciéon de la estructu-
ra del cobot implica que la masa en movimiento es menor (que en el caso
de robots) y que existe acomodamiento pasivo. Por consiguiente las posibles
consecuencias de un choque son menores y la interaccion humano-méaquina
es también mas segura [5]. Asimismo, al poseer eslabones ligeros, se requiere
menor consumo y actuadores mas pequenos. Esta liviandad contribuye a que
los cobots puedan ser facilmente reubicados dentro de la planta industrial de
acuerdo a la aplicacion a realizar, y liberar el espacio cuando no sean usados.

Por otro lado, los cobots han incorporado técnicas de programacion sen-
cillas que pueden ser realizadas sin recurrir a expertos, con programacion
por ensenanza o demostracién- moviendo al robot manualmente- o mediante
interfaces gréficas intuitivas [6] [7]. Ademads los cobots se pueden usar para
automatizar partes de una linea de produccion con cambios minimos en el
resto de la linea, proporcionando a los fabricantes pequenos y medianos, un
punto de entrada econémicamente viable para la automatizacién robética [5].
Todos estos factores mencionados redundan en que la robotizacién industrial
utilizando cobots sea, en general, mas econémica.

1.2. Antecedentes

La comercializacion del primer cobot de estas caracteristicas se produjo
en el ano 2008 a manos de la compaiiia danesa Universal Robots. La respuesta
de los principales fabricantes de robots industriales no se hizo esperar, con el
lanzamiento de sus propios robots ligeros. Asi ABB con su cobot YuMi, Fanuc
con el CR351A, KUKA con su LBR iiwa se introdujeron en el mercado [§].

Este mercado a sus principios se dividié en dos corrientes. Unas empresas
apostaron por la inclusion de actuadores elasticos, permitiéndoles lanzar un
robot considerablemente més barato y mas seguro pero notablemente menos
preciso, por la sobre elasticidad estructural introducida, como seria el caso
de los cobots Baxter y el Sawyer de Rethink Robotics. Otros en cambio
prevalecieron la precision a los costes comercializando cobots con actuadores
rigidos on sensores externos y motores mas potentes (ej. Universal Robots).
La industria finalmente se decanté por la precisiéon y potencia, llevando a
Rethink Robotics a la quiebra en 2018.

El estudio de las deformaciones en los eslabones y articulaciones en cam-
bio, se remonta mas alla del lanzamiento de los primeros cobots. Ya en 1974
W.J. Book analizaba este efecto en diversos articulos publicados en IEEE.
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No obstante los tradicionales robots industriales que se empleaban por aquel
entonces eran lo suficientemente rigidos y esbeltos como para despreciar la
elasticidad y simplificar el modelo dinamico.

No solo Book ha sido responsable y pionero en el analisis de las deforma-
ciones. Diversos autores de renombre como Siciliano o De Luca han hecho su
aporte introduciendo diferentes hipétesis y simplificaciones en aras de resol-
ver este problema.

Todos ellos han tenido como objetivo desarrollar un modelo dindmico lo
mas realista posible junto a una estrategia de control que mejor se adaptase
al sistema, minimizando los efectos negativos introducidos por la flexibilidad
estructural y asi poder aprovechar sus ventajas permitiendo el diseno de
robots utilizables en ambitos tan importantes como son la medicina o la
ingenieria aeroespacial [9] [10] [11].

En cuanto a los estudios de técnicas de modelado empleadas hasta la
fecha para los robots de estructura flexible se puede hablar de dos corrientes:
modelos con la elasticidad concentrada en las articulaciones y modelos con
la elasticidad concentrada en los eslabones.

Para el primer caso, la mayoria de los autores opta por la caracterizacion
mediante resortes torsionales [19]. Para el segundo, en cambio, se tienen
diferentes enfoques dependiendo de la teoria de vigas empleada [13] y de
las condiciones de contorno consideradas [14]. Estos enfoques hacen que la
modelizacién de un robot como sistema rigido y uno considerado como flexible
no sean iguales, necesitando el doble de las coordenadas generalizadas para
el caso de articulaciones eldsticas y méas del doble (dependiendo de la técnica
empleada o modos considerados) para el caso de eslabones flexibles.

En cuanto al control de posicion le concierne, un modelo méas detallado
implica que se aumenta el nimero de parametros a considerar y con ello la
posible complejidad del sistema. Los fabricantes de cobots emplean contro-
ladores realimentados por datos de posicion, velocidad y de torque -tanto
del motor como del eslabén- [19] por ejemplo, pero no detallan demasiados
aspectos internos del controlador para evaluar sus prestaciones.

El avance tecnoldgico también ha contribuido en la mejora de estrategias
de control. Los estudios més recientes centran su fuerza en sensores modernos
e inclusion de términos que van mas alla de la posicién y de la velocidad. La
aceleracion y la deformacién medidas por acelerémetros y los “strain gauges”
se emplean directamente para realimentar el sistema [15][16].
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1.3. Motivacion

Si bien el mercado de los cobots aun se encuentra en sus principios y
tanto los usuarios finales como los integradores atin estan ganando experien-
cia en aspectos a mejorar, tanto en el diseno como en la implementacién de
aplicaciones que requieren de la colaboracién robot-humano, esta rama de la
robdética ya se ha hecho con el 4% de la demanda anual de robots industriales
[5] y Universal Robots (uno de los principales fabricantes de cobots) prevé un
crecimiento anual de ventas del 50 % hasta representar el 34 % del mercado
del sector para 2022 [17]. Ejemplo de ello son los méas de 30 proveedores que
comercializan 80 modelos de cobot diferentes, entre los que se encuentran los
big-four de la robdtica.

Otro factor clave en este crecimiento proviene de las cualidades fisicas y
ventajas que los mismos cobots ofrecen. El empleo de materiales mas ligeros
ha acarreado consigo disminuir costos de todo tipo. El maés visible podria
considerarse el ahorro de materiales. Aun asi, el empleo de actuadores mas
pequenos o un menor consumo de energia también son producto de esta
ligereza. No menos importante encontramos la seguridad ligada a los cobots,
rebajando los danos debido a los golpes, choques u otro tipo de accidentes.

Esta seguridad ha permitido instalar cobots sin obligacion de utilizar
jaulas, posibilitando el trabajo codo a codo entre operarios y maquinas.
Sumandole la facilidad de reubicacién y la facil programacién sin necesi-
dad de emplear operarios externos, la flexibilidad de las plantas se ha visto
notablemente beneficiada.

Todos estos aspectos son indispensables en la inminente puesta en escena
de la industry 4.0, la cuarta revolucién industrial, focalizada en el empleo de
la inteligencia artificial y en la cual la colaboracién entre robots y humanos
va a jugar un papel més que notable.

Aun asi, actualmente cuando el trabajo a realizar exige rapidez y exac-
titud, cualquier aplicacion colaborativa se vuelve econémicamente inviable,
haciendo que las empresas sigan apostando por los tradicionales robots in-
dustriales [5].

Por todo lo mencionado esta claro que todas las investigaciones acerca de
mejorar la precision y rendimiento de los cobots serdan de suma importancia
convirtiendo éste en un tema mas que interesante.

1.4. Definicién del problema

En los robots de estructura flexible el disenio y modelado de los cobot no
es totalmente equivalente a los robots industriales convencionales (a los que
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se los asume rigidos para el modelado y diseno) [18].

En los robots de estructura flexible las deformaciones elasticas se traducen
en vibraciones de la herramienta [19] que aun y siendo de bajas amplitudes
pueden impedir un resultado exitoso de ciertas tareas (tal es el caso por
ejemplo cuando la tarea requiere control de fuerzas de contacto [20]).Por lo
tanto, el modelado tradicional que asume una estructura rigida no es aplicable
en forma directa. En estos casos se requiere contemplar la influencia de las
deformaciones pasivas y las intencionales que ocasionan las vibraciones en la
posicién del efector final. Se trata en cualquier caso de obtener un modelo
mas completo y mas realista que el obtenido con un modelo rigido.

Por el lado del control de posicion y trayectoria de los cobots actuales,
basta comparar sus especificaciones contra las de los robots convencionales,
para notar que aun no obtienen similares prestaciones de velocidad, exactitud
y repetibilidad.

No obstante, estos tltimos anos han salido a la luz noticias que con-
firmaban el empleo de cobots para realizar tareas tan precisas como es la
soldadura. SnapWeld Collaborative Robotic Welding de Universal Robots
fue presentado en Fabtech 2017 como el primer sistema de soldadura para
robots colaborativos.

Se trata de un cobot asistido donde el robot es capaz de realizar una
soldadura de puntos empleando los puntos de inicio, de fin, asi con el nimero
y longitud de la puntada de soldadura ensenados por el operario, reduciendo
el tiempo de la programacién robética de horas a minutos.

Pero, ;Es realmente factible lograr tal precision y eliminar las vibracio-
nes de una maquina con semejantes caracteristicas? Y si fuese asi ;Cudles
son las estrategias de control empleadas por los fabricantes de los cobots o
las que mejor solventan el problema de la flexibilidad y mejor eliminan las
vibraciones?

1.5. Organizacién de la tesis

Mediante este trabajo se realizara un andlisis exhaustivo de las deforma-
ciones elasticas en los eslabones y en las articulaciones de los robots colabo-
rativos para poder observar sus efectos en el comportamiento y la precision
de dicho robot.

Se partira de la descripcién cinematica del cobot para después y tras mo-
delizarlo dinamicamente desarrollar un simulador. La modelizacion se llevara
a cabo teniendo en cuenta tanto la deformaciéon en los eslabones como la elas-
ticidad en las articulaciones y el modelo dinamico utilizado sera no recursivo
y expresado de forma explicita.
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Finalmente, con el simulador implementado se realizaran diferentes simu-
laciones para analizar el comportamiento del sistema ante diferentes estra-
tegias de control, indicando las ventajas y desventajas de cada uno. Dichas
simulaciones se realizaran en un movimiento estandar midiendo las deforma-
ciones y las frecuencias elasticas.

Por tanto y para trabajar progresivamente se iniciara con la modelizacion
de un péndulo doble invertido de articulaciones flexibles. Para ello se ob-
tendra el modelo dindmico apoyandose en las ecuaciones de Euler-Lagrange,
considerando que la elasticidad articular es comparable a la de un resorte
torsional.

Por segundo, se modelizaran los eslabones flexibles de un sistema donde
las articulaciones se consideraran rigidas. Se analizaran el método de modos y
el de elementos finitos, y las teorias de vigas de Euler Bernoulli y Timoshenko
[13]. Las condiciones de contorno elegidas por diferentes autores también
seran discutidas.

Para terminar con la modelizacién ambos casos se sobrepondran para for-
mar un sistema biarticulado de articulaciones elasticas y eslabones flexibles.

Tras modelizar el sistema se analizaran diferentes estrategias de control.
Se partira de un control sencillo, como es el proporcional derivativo, PD,
para el caso de un sistema de articulaciones elasticas y eslabones rigidos,
comprobando la estabilidad asintotica haciendo uso de las teorias de Lyapu-
nov y La Salle. Diferentes fuentes de realimentacién como son las posiciones
y velocidades del eslabén y del motor seran analizados y por consiguiente
su estabilidad y/o inestabilidad. Un control mas completo serd obtenido al
incluir un término para compensar el efecto de la gravedad.

Dos métodos basados en la inversién dindamica también seran analizados
posteriormente para finalmente incluir la estrategia de diseno de control lineal
y comprobar la mejora en el seguimiento de trayectoria.

Tras comprobar el correcto funcionamiento del mencionado controlador,
se analizara el segundo caso, sistema compuesto por eslabones flexibles y
articulaciones rigidas. El control de sistemas de eslabones flexibles y articu-
laciones rigidas implementado serd el estudiado por Siciliano en [15].

Finalmente, echando mano de los resultados obtenidos para los casos de
articulaciones elasticas y eslabones flexibles tratara de analizar el efecto de
ambos sobre un mismo sistema.



Capitulo 2

Modelizacion Dinamica de
estructuras flexibles

En este capitulo se introducira la metodologia seguida para hallar el mo-
delo dindmico de un sistema compuesto por elementos flexibles. Los pardame-
tros empleados seran los utilizados por Siciliano y de Luca en [29] con el fin
de obtener resultados verificables, aunque se introduciran algunas variaciones
para asi poder resaltar el efecto de la elasticidad. El modelo obtenido serd
sometido a diferentes simulaciones para ensayar las distintas estrategias de
control destacando las que mejor se adaptan a las especificaciones y particula-
ridades de estos sistemas. Para ello, primeramente se comenzara modelizando
la elasticidad en las articulaciones para continuar con la caracterizacion de
las deflexiones en los eslabones. Tras entrelazar los resultados obtenidos en
ambas modelizaciones se llegard al modelo del péndulo doble compuesto por
dos articulaciones elasticas y dos eslabones deformables. El modelo serd pre-
liminar siendo caracterizados dos de los seis eslabones que cuentan los cobots
de Universal Robots. Aun asi, la mayor parte de la deformacion recaerd en
los dos eslabones mas esbeltos por lo que el modelo empleado sera suficiente
para obtener una aproximacion realista.

2.1. Elasticidad en las articulaciones

Dado un sistema compuesto por articulaciones y eslabones rigidos, el
motor encargado de provocar los movimientos de los ejes, mueve al eslabon en
la misma magnitud del giro de su rotor, es decir 6,,=60. Si a estos motores se
les incluye una reduccion con el fin de ajustar la velocidad a un rango acorde,
multiplicar el torque disponible y disminuir los efectos inerciales que provocan
en las articulaciones ajenas, 6,,=N@ siendo N el factor de reduccién. Debido
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a esta relacién que existe entre las coordenadas del eje y del motor, bastara
con definir tantas coordenadas generalizadas como articulaciones existan para
establecer el estado del sistema en el espacio de configuraciones.

q= (em)

Siendo q el vector encargado de agrupar las coordenadas generalizadas.
Este es el caso que presentan los robots industriales tradicionales.

Si se incluye elasticidad a las articulaciones, la relacion entre el movi-
miento de los motores y eslabones no es directa, existiendo un retraso en el
movimiento de los eslabones, teniendo que definirse una coordenada genera-
lizada més para establecer su posicion en el espacio de configuraciones,

q- [ O } (2.1.1)

siendo 6, y 0 en 2.1.1, el vector de las coordinadas generalizadas asocia-
das al actuador y al eslabén. Esta elasticidad se puede caracterizar mediante
un resorte torsional de constante elastica K, el cual almacenara energia po-
tencial causando efectos eldsticos y haciendo aparecer vibraciones o efectos
oscilatorios [19].

2.1.1. Modelizacion de sistemas con articulaciones elasti-
cas y eslabones rigidos

La caracterizacién de estos sistemas se puede realizar empleando tanto
las ecuaciones de Newton-FEuler como el método de Lagrange-Fuler.

En la formulacién de Newton-FEuler, las ecuaciones de movimiento son
derivadas a partir de la Segunda Ley de Newton, la cual relaciona la fuerza
y el momento, asi como el torque y el momento angular. En la formulacion
de Lagrange-Fuler en cambio, se puede describir el comportamiento de un
sistema dindamico en términos del trabajo y la energia almacenados en el
sistema, eliminando la necesidad de representar las fuerzas de vinculo que son
restricciones que aparecen al emplear el primer método y asi facilitando la
derivacion de las ecuaciones dinamicas. En sistemas sencillos esta diferencia
no es notoria, pero al incluir las deflexiones en las articulaciones y en los
eslabones, se prefiere optar por el método de Lagrange-Euler, segin se observa
en la mayoria de los trabajos publicados.

Recordando la expresion del Lagrangiano, .2 = K(q,q) — U(q), se co-
mienza por calcular la energia cinética del sistema K y luego la energia
potencial U.
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En la expresion de la energia cinética y la potencial apareceran compo-
nentes pertenecientes a los eslabones y a los actuadores, de tal manera que,

U(Q) = Ueslabon + Uactuador
K(q) = Keslabon + Kactuador

Al plantear la energia potencial, se distinguen diferentes fuentes para cada
componente.

Ueslabon - Ugrav,eslabon (0>
Uactuador :Ugrav,actuador(o) + Uelas,actuador<97 0m>

donde se aprecia que el nuevo término incluido por la elasticidad en el
sistema, que representa la energia potencial elastica.

1
Uelas,actuador = 5(0 - R0m>TKe<0 - Rem) (212)

En la ec. 2.1.2 aparece la interaccion entre las dos coordenadas genera-
lizadas las cuales deberdn estar expresadas o bien referidas a la entrada del
reductor o a la salida del mismo. Trabajando con las magnitudes calculadas
a la salida del reductor, es decir al eje del eslabén, 6,, es multiplicada por la
inversa de N, que resulta ser la relacion de transmisién denominado como R
(ec. 2.1.2).

Los demas componentes de la energia potencial, los términos gravitacio-
nales, se calculan de la misma manera que para los robots rigidos [2], aunque
en funcién de @ en lugar de 6,,, y son incorporados al vector de fuerzas
gravitacionales G. De igual forma ocurre con los componentes de la energia
cinética de los eslabones cuya dependencia es de 6.

Procediendo a su céalculo

1. .
Keslabon = §0TML(0)0 (213)

Donde M,(0) es la matriz de inercia o de energia cinética del eslabén. En
este punto se aclara que se asume que el centro de masa de los actuadores
coincide con su eje de giro consiguiendo que la matriz de inercia y el término
de la gravedad de los actuadores sean independientes de las posiciones angu-
lares del motor. Esta asuncion es valida en sistemas donde el motor es coaxial
al reductor que en su salida articula el eslabon siguiente de la cadena.

Calculando entonces la energia cinética de los actuadores,

N, N,
axr axr 1 1
Kactuador = ZZI Tactuadori = ZZI <§mz’vlT'Uz + 5 wl-T Iri wm-) (2.1.4)
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donde el término v; es la velocidad lineal del centro de masa del actuador
1, w; su velocidad angular expresado en su eje de giro e [,; su tensor de
inercia.

Considerando que el actuador se sitia sobre el eje de giro, el primer
término de la ec. 2.1.4 puede ser sumado a My (0) de la ec. 2.1.3. Ademds,
estableciendo relacién entre la velocidad del eslabon y la velocidad angular de
los actuadores mediante el Jacobiano de velocidades [2], el segundo término
de 2.1.4 sirve para calcular la matriz de inercia de los actuadores, denominada
como J,,.

Sin embargo, por el principio de conservacién del momento angular, se
produce una interaccion entre el giro del motor y el giro que se induce en
el brazo, apareciendo en el modelo un término antisimétrico en la matriz
de inercia que acopla M (0) con J,,. Como este nuevo término depende de
la relacién entre las magnitudes de momento angular del rotor del motor
y del eslabdn, resulta desestimable cuanto menos inercia tenga el primero
respecto del segundo, siendo un supuesto que se verifica ampliamente en los
servomotores asincronicos de alterna utilizados en robdtica.

Asi se expresan las ecuaciones dinamicas del sistema de la siguiente ma-
nera [21]:

M(8)6 +C(6,0) + G(8) — Rty =0

. (2.1.5)
JmOm + RTJ =T

siendo C'(8), la matriz compuesta por componentes centrifugos y de Co-
riolis, G(0) el vector de fuerzas generalizadas gravitacionales y M (6) la ma-
triz de inercia formada sumando a M;, el efecto de las masas de los actuado-
res que estan situados sobre el eje. El modelo asi obtenido corresponde a la
dindmica inversa, y si bien estd planteado en término de sumas de vectores y
multiplicaciones de matrices, los componentes de ellos presentan dependen-
cias no lineales con las posiciones y velocidades generalizadas.

El tinico acoplamiento entre eslabén y articulacion (ec.2.1.5) resultan los
torques elasticos dados por el vector 77, que se expresa como,

7y = K.(RO,, — 0) (2.1.6)

expresion referida a la salida del reductor, es decir del lado del eslabon.

En el lado derecho de la ec. 2.1.5 figura el torque motor,7, introducido
por los motores y transmitido a los eslabones mediante el torque eléstico.

En presencia de las fuerzas disipativas, la friccién viscosa en la transmi-
sion y el amortiguamiento en los resortes, estos deberan ser representados
mediante nuevos términos incluidos a la ec. 2.1.5,
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M(8)6 +C(6,0) + G(8) — Rty =0

. . (2.1.7)
JnOm + RT7+ B0, =T
siendo ec. 2.1.6 sustituido por
77 = K.(RO,, — 0) + B.(R6,, — 0) (2.1.8)

Los términos B,, y B, de las ec. 2.1.7 y ec. 2.1.8 contienen respectivamente
los coeficientes de disipacién viscosa pertenecientes al motor y a los términos
de amortiguamiento en los resortes eldsticos.

2.1.2. Caso de estudio

Para analizar su efecto, un péndulo doble de articulaciones eldsticas y
eslabones rigidos ha sido modelizado empleando el entorno informéatico for-
mado por Matlab y Simulink. Para poder trabajar con el modelo reducido y
asi despreciar el acoplamiento inercial se ha introducido un factor de reduc-
ciéon N.

Para resolver el sistema de ecuaciones dindmicas (ec. 2.1.7) se ha servido
de las denominadas S-Function. Un bloque de Simulink compuesto por varias
funciones que se van ejecutado repentinamente, tantas veces como el tiempo
de muestreo definido y que habilitan poder trabajar con otros bloques del
ambito Simulink a la vez de poder ser programadas empleando un lenguaje de
computacién. Asi se conseguido llevar adelante simulaciones de una manera
mas visual.

]

Torques

Motor I
theta

Posicion de los ejes

thetap
[ferminator
u Km* u Torque Motor  thetaM *
Torques
Melor thetap N

Generador Bang-Bang Drive :
Tau i Velocidad de los motores
au j ,I =

minator1

P>

Posiciones deseadas de los ejes

L]

Posiciones

Y

Robot con
Junta Elastica

Figura 2.1: Diagrama de bloques para un sistema de articulaciones elasticas.

Como se puede observar en el diagrama de bloques de la fig. 2.1, el torque
motor proveniente del drive se ha introducido directamente dentro del bloque
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de la S-Function, siendo asi el dato de entrada para la resolucion de las
ecuaciones dindmicas. Las funciones definidas dentro de éste han sido los
siguientes:

» calcDynMatrixDP. Funciéon para calcular las matrices dindmicas M, C'
y el vector G.

» mdlDerivatives. Funcion interna perteneciente a las S-Function. Ca-
da vez que se invoca devuelve los valores de todas las derivadas de
las ecuaciones definidas por el modelo dinamico directo, pudiendo asi
resolver las ecuaciones dinamicas por integracion numeérica.

En los ensayos propuestos se trabaja sobre un plano vertical considerando
los efectos introducidos por la gravedad (péndulo doble invertido). Se ha
decidido despreciar los términos disipativos (la friccién viscosa a los dos lados
de la transmisién y el amortiguamiento en los resortes) para asi poder resaltar
los efectos y limitaciones de trabajar con un sistema elastico. Los parametros
y magnitudes empleados aparecen listados en la siguiente tabla 2.1:

Parametros Fisicos Valor
Densidad eslabén (p) 0.2 [Kg/m]
Longitud eslabén (1) 0.5 [m]
Masa eslabén (m) 0.1 [Kg]
Masa carga (m,,) 0.0 [Kg]
Masa motor (my,) 0.0 [Kg]
Inercia eslabén (J,,) 0.0083 [Kgm?]
Inercia motor (J,,) 0.01 [Kgm?]
Inercia carga (.J,) 0.0 [Kgm?]
Coeficiente viscoso motor (By,) 0.03 [Nm/rads]
Amortiguamiento eldstico (Be) 0.0 [Nm/rad]
Constante eldstica articulaciéon (K.) 160.0 [Nm/rad]
Relacién de reduccién (N) 10
Parametro del drive (Km) 1

Cuadro 2.1: Parametros del modelo de estudio

Cabe aclarar que tanto en los dos eslabones como en ambos motor, se
han empleado los mismos datos.

Antes de introducirle un controlador al sistema se ha analizado la res-
puesta a lazo abierto ante una senal Bang — Bang de +0,3Nm
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0.3
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02 | b
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Figura 2.2: Senal Bang-Bang de 0.3Nm

La figura 2.3 muestra la respuesta de la posicion del efector final obtenida
ante la excitaciéon Bang Bang de 0.3Nm (fig. 2.2). Este ensayo se realiza
para tres diferentes constantes eldsticas, K., de 10[Nm/rad|, 50|[Nm/rad] y
160[N'm/rad]. Se comprueba que cuanto mas se incrementa el valor de K., el
sistema se vuelve mas rigido, disminuyendo la amplitud del efecto oscilatorio.
No obstante, cabe destacar que en la misma medida en que disminuye la
amplitud, incrementa la frecuencia de oscilaciéon, debido a la relacién que
existe entre la frecuencia natural del sistema y el valor de la constante elastica
(ec. 2.1.9).
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0.005 [~ 4

Figura 2.3: Evoluciéon de la posiciéon angular de los ejes de un péndulo doble
con articulaciones eldsticas, sometido a una senal Bang-Bang

K,
Y 2.1.
we =) 75 (2.1.9

Dichas oscilaciones pueden ser inconvenientes a la hora de realizar traba-
jos que necesitan de una gran precision, o bien ser inadmisibles para llevar
adelante tareas con contacto mediante control de fuerzas. En el siguiente
capitulo se exploran las técnicas de control que buscan reducir su efecto.

2.2. Elasticidad en los eslabones

Los efectos de las elasticidades no solo se presentan en las articulaciones,
pudiendo ser notorios en los eslabones que conforman los sistemas robéticos.
Historicamente los eslabones flexibles habian resultado un tema de interés
cuando se trataban con manipuladores de extensas dimensiones; estos robots
eran utilizados para manipulaciones en entornos hostiles o de dificil acceso
como centrales nucleares, profundidades del océano o tareas espaciales. En
la actualidad, y debido a la intrusion de los cobots en la industria, se ha
cambiado la perspectiva del problema centrandose en el estudio de los casos
en que las deformaciones son producto de la ligereza de los eslabones.

Con el objetivo de explotar todas las ventajas que ofrece el uso de los
cobots, las vibraciones causadas por las deflexiones estructurales deben ser
amortiguadas tanto por control activo como pasivo [22].

En este contexto, se trabaja para obtener las matrices dindmicas de ma-
nera simbdlica. Con esto se consigue poder trabajar de una manera mas
ordenada debido a la complejidad que pueden llegar a tener estos sistemas
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al incluirsele el efecto eldstico, ya que esto acarrea tener que trabajar, por
lo menos, con el doble de coordenadas generalizadas. Ademas el poder reali-
zar las sustituciones el momento oportuno ayudara minimizar los errores que
puedan llegarse a cometer.

En el préoximo capitulo se explican los pasos seguidos en la obtencién del
modelo dinamico. Las hipotesis y simplificaciones tomadas son criticas en
cuanto a exactitud del modelo concierne, por ello se enfatizan las decisiones
que se han ido tomando.

Una vez modelado se analiza el sistema bajo diferentes pardmetros de ri-
gidez flexurial (E1), que es el pardmetro que determina el nivel de flexibilidad
siendo también clave en la obtencion de la frecuencia elastica del sistema, y
las vibraciones.

2.2.1. Meétodos de modelizacién

El hecho de encontrarnos ante un sistema de infinitos grados de libertad,
ha derivado en que haya mas de una forma de modelizar el sistema de un
eslabon flexible, y asi resolver el problema. Entre todos los métodos estu-
diados y analizados en la bibliografia no hay un método que sobresalga de
los demas presentando todas sus ventajas y desventajas segin los parame-
tros geométricos o hipdtesis con los que se trabaje y los que se analizaran a
continuacion.

La primera hipotesis concierne en definir el sistema como un modelo con-
tinuo o como un modelo de pardmetros discretos [23].

Para trabajar con modelos continuos el sistema debe ser representado
tanto en variables espaciales como en variables temporales. Esto conlleva a
que las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de los sistemas continuos
estan descritas por ecuaciones en derivadas parciales (PDE). Para resolver
estas ecuaciones es necesario definir tantas condiciones de contorno como
incognitas se tengan, siendo cuatro por eslabon para el caso de un eslabén
flexible planar. Estas condiciones de contorneo surgen de tomar diferentes
consideraciones por lo que le incluiran dificultad e inexactitudes a la solucion.

Uno de los métodos que emplea los modelos continuos es el método de
modos asumidos. A pesar de trabajar con la resoluciéon de ecuaciones dife-
renciales en el espacio continuo, el sistema se modeliza con una aproximacion
finita de grados de libertad convergiendo aun asi a resultados precisos [24].

Por el contrario, en los sistemas de parametros discretos se emplean enti-
dades ideales como la masa puntual, carga concentrada en un punto del espa-
cio, etc, para modelar mateméaticamente fenémenos o sistemas reales [23]. El
nimero de grados de libertad empleado también es finito pero muy elevado
en cantidad respecto al anterior. Para ello, los modelos definidos mediante
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parametros discretos dividen cada eslabon en tantos elementos como grados
de libertad se deseen tratar. Estos métodos, al contrario que los modelos con-
tinuos, se definen mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs), las
cuales dependen unicamente del tiempo y tienen la ventaja de no necesitar
condiciones de contorno para su resolucion.

Dentro de esta hipotesis existen dos métodos principales: el método de
parametros concentrados y el método de elementos finitos. Pese a que el
método de parametros concentrados es una propuesta sencilla, los resultados
obtenidos mediante su aplicaciéon demuestran que no es lo suficientemente
preciso para manejar las no-linealidades y la complejidad de la dindmica
de los manipuladores flexibles [25][26][27]. El método de elementos finitos en
cambio, tiende a converger a la solucién exacta cuando se aumenta el nimero
de division del eslabon y con ello sus grados de libertad.

El caso del método de modos asumidos define el eslabén en su totalidad
sin diferenciar las irregularidades geométricas, es decir, trata al eslabén co-
mo si de una varilla se tratase. Ademas, al estar compuesta por funciones
trigonométricas el célculo de las matrices de inercia y rigidez se hacen mas
complicadas. Cosa que no ocurre en el caso del método de elementos fini-
tos, donde las funciones de modos son polinomiales. Aun asi las respuesta
obtenida por el método de elementos finitos esta retardada en el tiempo en
comparacion con el de modos asumidos debido a que la primera sobreestima
ligeramente las frecuencias naturales originales del sistema [23].

Por lo tanto, considerando que se trabaja con un modelo similar a un
cobot de UR donde la seccién de los eslabones es constante y de geometria
cilindrica, se adopta el método de los modos asumidos.

No obstante, trabajar con este método exige considerar otras hipdtesis
que se analizan a continuacion.

2.2.2. Obtencion de los mode shape

Las fuerzas consideradas, las condiciones de contorno que se emplean o
el nimero de modos utilizados en la aproximacion, definen cuan exactos y
representativos son los resultados.

2.2.2.1. Teoria de vigas

Dos técnicas han sido empleadas en la bibliografia para determinar las
deflexiones en las vigas. La de Timoshenko y la de Euler- Bernoulli.
La teoria de Euler-Bernoulli trabaja con las siguientes hip6tesis [40]:

1. Los desplazamientos verticales de todos los puntos de una seccién trans-
versal son pequenos e iguales a los del eje neutro de la viga.
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2. El desplazamiento lateral es nulo.

3. Las deformaciones no lineales asi como la friccién interna u otras per-
turbaciones externas son despreciables

4. Las secciones transversales normales al eje de la viga antes de la de-
formacion permanecen planas y ortogonales a dicho eje después de la
deformacion

En cambio la teoria de vigas de Timoshenko mantiene las tres primeras
hipétesis, pero no cumple con la cuarta debido a la consideracion de las
fuerzas cortantes pudiendo observar su efecto en la fig. 2.4 [12]

AYo

= T | —"

-7
! [=> Xo

Figura 2.4: Barras de Euler-Bernoulli y Timoshenko

Cuando la longitud de la seccién transversal de una viga es considerable
comparando con su longitud, el efecto de la inercia de rotacion y el de los
esfuerzos cortantes se hacen perceptibles, afectando tanto a la energia poten-
cial y cinética y a las frecuencias naturales del sistema, por lo que se hace
necesario el uso de la teoria de vigas de Timoshenko.

En cuanto a los eslabones de un cobot concierne, su longitud es consi-
derablemente grande comparando con la longitud transversal, por lo que se
estipulan resultados parecidos empleando ambas teorias, siendo el de Euler-
Bernoulli el mas simple. Por lo que se trabaja con ésta.

Por lo tanto definiendo la ecuacion diferencial dinamica de vigas de Euler-
Bernoulli,

a4yi(l‘i,t)+ aQyz’(%i,t)
azt T ap
Donde (ET); es la rigidez flexurial del eslabén i, p; es la densidad lineal y
yi(z;t) la deformacién, que como se observa depende tanto del tiempo como
de la posicién.

(E1); =0 (2.2.1)
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2.2.2.2. Condiciones de contorno

Al trabajar con el método de los modos asumidos y la teoria de vigas de
Euler-Bernoulli, es necesario decidir las condiciones de contorno a introducir
para resolver la ecuacion diferencial . Para los casos en los que la inercia del
motor que se encuentra en la articulacién es grande, y se trabaja con una
carga pequena, las condiciones que mejores resultados produciran seran las
de una barra empotrada en la articulacién y libre en el otro extremo [28].

yi(0,1) = 0
v’ (0,t) = 0
yi"(l,t) = 0
y"(l,t) = 0

Por otro lado, cuando se trabaja con motores con menor inercia y mayor
carga el modelo se asemeja més a la de una barra biarticulada, y por tanto
las condiciones de contorno son las siguientes:

o O O O

Aun asi, el modelo més representativo [28] es la que trabaja con las condi-
ciones de contorno de masa, es decir, el que considera la masa de los siguientes
eslabones a pesar de la dificultad de cuantificar las inercias variables en el
tiempo.

Las condiciones de contorno para la base siguen siendo las mismas

yi(oa t) =0
y/((), D=0 (2.2.2)

coni=1...N,, donde N,, es la cantidad de eslabones libres que com-
ponen el mecanismo. Realizando el balance de momento y fuerza de cizalla-
miento para el otro extremo,
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82% X, d2 8yz Xy, d2
(EI)Z% _JLi@ (% ) - (MD%@ <yz<xzt) )
v x;=l; ' x;=l; x;=l;
a3yi(xi,t) . d? d? 8yi(xi,t)
ED—5m | = Muga (yiw :> Ml S

(2.2.3)

Donde Mp; y Jr; son la masa actual y la inercia al final del eslabén
pertenecientes tanto a los eslabones, actuadores o a la carga. Por otro lado,
(M D); aporta el efecto de los subsiguientes eslabones multiplicando su masa
por la distancia que hay entre su centro de masa y la terna de referencia, que
estd situado al final del eslabon .

Por lo tanto para el caso del doble péndulo estos parametros son definidos
de la siguiente manera para el primer eslabén como,

My =my + mpg +my,
Jr1 =Joz + Jna + Jp + myls
M Dy =(mady + myls) cos(62)
— [(va1 4+ Myppa1 ¢)021 + (V2a + MpPaz e )0a2] sin(6s)

y para el segundo eslabdn,

ML2 =Mmy
Jro = Jp
MDy; =0

donde m; es la masa del eslabén i, my; la masa del motor 7, m, la masa
de la carga, J,; es la inercia del eslabon ¢ calculada al centro de masa, Jp; la
inercia del motor ¢, J, la inercia de la carga y v;; el momento de deformacién
de orden 0 para el eslabén ¢ y modo j [28].

La dependencia espacial de M D;, hace que el calculo exacto de las con-
diciones de contorno y por tanto de la funciéon de modos sea dependiente de
la configuracion instantanea del robot. Esto obliga a recalcular la posicion
para cada instante aumentando la carga computacional y su consiguiente
implementacion al modelo.

A fin de simplificar el cdlculo, una aproximacion valida es la de computar
la energfa cinética correspondiente a la configuracién sin deformar [30]. Para
el caso particular donde 6, = +7/2, se obtiene que M D; = 0.
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La implementacion del método de modos asumidos ofrece la ventaja de
poder trabajar independientemente con las variables temporales y espacia-
les. Por lo tanto, separando los terminos relacionados con cada variable, la
solucion conjunta de la ec. 2.2.10, puede ser expresada como:

Yi(wie) = i@'j(ﬂfi)@j (t) (2.2.4)

donde §;(t) son las variables temporales asociadas a las funciones moda-
les ¢i;(z;) del eslabdn i. Este conjunto de 0,;(t) conforman las coordenadas
generalizadas encargadas de definir la deflexién de los eslabones, definiéndose
COmo

8ij(t) = el (2.2.5)

mientras el vector caracteristico espacial se expresa de la siguiente mane-
ra,

Oij (x;) = Chij Sin(ﬁzjlﬂi) + Cyj COS(ﬁijxi) + Csj Sinh(@jiﬁ'i) + Cij COSh(ﬁijiCi)
(2.2.6)

Los factores w;; de la ec. 2.2.5 son las frecuencia naturales del eslabén 4
asociadas al modo j. Estos son calculados mediante los 3;; de la ec. 2.2.6 que
a su vez se obtienen como f; = w?p;/(EI);, observdndose su dependencia
en la rigidez flexurial.

Aplicando las condiciones de contorno en el extremo empotrado,

Csi5 == Cij

2.2.7
Cuij = — Cajj ( )

Las condiciones de contorno de masa en el otro extremo conducen a un
sistema homogéneo [29] de la ec. 2.2.8, donde las soluciones obtenidas en el
extremo empotrado ec. 2.2.7 ya han sido sustituidos.

[F(By)] {g;ﬂ =0 (2.2.8)

Este sistema a su vez sirve para establecer una relacién entre C ;; y Cs ;.
Introduciendo la ec. 2.2.8 en la ec. 2.2.6
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<Z5z'j (%) :Cl,ij (Sin(ﬁijﬂ?i) - Sinh(ﬁijxi))

+ C1,ij(S) (cos(Bijx;) — cosh(By;z;)) (2.2.9)

siendo el términ S en la ec. 2.2.9

—sin(B;;l;) — sinh(S;;1;) — By cos(fi;l;) + By cosh(B;;1;)

S — i Pi : Pi
COS(ﬁijli) + COSh(ﬁZ‘le — /ijpfh Sln(ﬁwlz) — % Slnh(ﬂul,)

Para obtener los valores de 3 se sirve de la ecuacién de las frecuencias
que surge de igualar a 0 el determinante de la matriz F(3;;) [29].

0 :(1 + COS(Bijli) COSh(ﬁi]’li))
— M ( Sln(ﬁZ]lJ COSh(ﬁijli) — COS(BZ']'ZZ') Slnh(ﬂwll))
B, .
_ ]— ( sm(ﬁijll-) COSh(ﬁijli) + COS(BZ']'ZZ') Slnh(ﬂijli))

(]

(2.2.10)

(1 — cos(By;l;) cosh(Byl;))

Como se observa la ecuacién de las frecuencias, ec. 2.2.10, depende explici-
tamente de los valores Mp; , Jp; y (M D), . Las primeras raices de esta ecua-
cién facilitan valores positivos de 3;; que a su vez sirven para calcular el valor
de las constantes C ;; y Caj.

Siendo obtenidos todos los parametros necesarios para la descripcion de
la deflexion, se procede a la ortonormalizacion de las funciones modales que
acarrea poder simplificar los términos diagonales de la matriz de inercias [29].
Se fija entonces la siguiente condicion,

l;
/0 @(%)Pz@(iﬂz) =my;

Para tener una descripcion precisa de las deflexiones del eslabén alcanza
con considerar solo los primeros modos [31]. Dicha justificacién viene determi-
nada por el hecho que cuanto mayor es la frecuencia natural del modo, menor
es su amplitud y por lo tanto menos significativo su aporte a la respuesta
total. Por lo tanto se trabaja con los primeros dos modos.
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2.2.3. Descripcién cinematica

Se presenta el problema de la cinemética directa considerando el efecto
de las deformaciones elasticas en el siguiente apartado. Para ello, segin los
resultados obtenidos en la seccién anterior, se obtienen las matrices de roto-
traslacion para una cadena cinematica donde el nimero de ejes coincidira
con el numero de eslabones méviles N,

Las ternas empleadas para describir el movimiento del sistema, a diferen-
cia de los mecanismos rigidos, son duplicadas. Esto se debe a la entrada de
la deflexién ya que al deformarse el eslabdn, la posiciéon de una articulacion
situada al final de este eslabon ya no coincide con el eje & de la articulacion
que la precede, siendo coincidente al eje neutro en la articulacién (siguiendo
la convencién de Denavit Hartenberg). Por lo tanto se necesitara de dos ter-
nas, una para describir el cambio de posicién debido al giro de la articulacion
y la segunda para describir el cambio de posicién debido a la deflexion.

Se determina entonces una terna en la entrada del eslabdén [32] con subindi-
ce par, en el que el eje @ coincide con el eje neutro del eslabén antes de la
deflexion y otro en la salida con subindice impar y con el eje & coincidente
con el eje neutro tras la deflexion. Asi, las ternas impares sirven para repro-
ducir las variaciones producidas por las deflexiones mientras las ternas pares
reflejan el movimiento del siguiente eslabéon debido a la rotacién. Cabe anadir
que para ambas ternas el vector z coincide con el eje de giro. Ver fig. 2.5

Yaisz
Xzis

Yzis1

Elemento 2i Elemento 2i+2

Elemento 2i+1

Yo

Elemento 2i-1

Xo

Figura 2.5: Cadena cinematica de eslabones elasticos.
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Se redefine también el vector de coordenadas generalizado q, para el caso
de eslabones flexibles y articulaciones rigidas. Para este caso 6 sigue usando-
se también para definir la coordenada generalizada asociada al giro de la
articulacién y siendo definida en términos del eslabon. No obstante a falta
de flexibilidad en la articulacion su relacién con la coordenada generalizada
del motor es directa, 6, = NO. Las coordenadas generalizadas asociadas a
la deflexion del eslabdén, son representados por d;; siendo ésta la misma que
se ha representado en ec. 2.2.5.

T

q = [91 5171 5172 517]' 92 5271 5272 527]' 91 5@1 5,’72 51}]’}
(2.2.11)
donde 7 es esta asociado a la articulacion o eslabon mévil y j el indice
asociado a la funcién de modo del eslabon de .
Para facilitar la obtencion de las matrices dinamicas a la hora de progra-
mar se redefinirdn los pardametros de ec. 2.2.11 de la siguiente manera,

T
q= [Q1,1 21 4922 --- 425 --- 4i-11 Qi1 Gi2 - Qi,j} (2.2.12)

donde para este caso se ha separado el sistema compuesto por la arti-
culacién y eslabén y se ha empleado un subindice impar para referirse a las
articulaciones y uno par para referirse a los eslabones, siendo ahora i el indice
del nimero de elemento.

Por lo tanto si se define el vector de posicion de un elemento diferencial
en el eslabon 7, por lo tanto par, respecto a la terna ¢, situada a la entrada
del mencionado eslabén, obtendremos,

Ninod
*Thy; = [7722' 0 0 1]T+ZQQi,j [xzi,j Y2i,j  Z2ij 0]

J=1

T

(2.2.13)

Donde el primer término de 2.2.13 sirve para describir la posicién del ele-
mento diferencial en el caso de no haber ninguna flexibilidad, cuyo efecto es
anadido por el segundo sumando. El elemento 7y; describe la longitud del eje
neutro sin deformacién. Por otro lado, el vector [xa; ;, Yai j, 22i 4, 0]7 esta com-
puesto por las funciones modales del elemento 2i y el modo j, siendo Ny,q
el nimero de modos considerado mientras ¢; ; es el vector compuesto por las
coordenadas generalizadas asociadas a la deflexién como se ha introducido
en ec. 2.2.12. Por lo tanto, si se define la terna situada en el segundo extre-
mo del eslabén respecto al primero, sustituyendo 79; por ly; y expresandolo
matricialmente resulta,
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1 00 N 0 —Yi, T, Ty
0100 e v 0 —zl

Ai=1o 01 0 Dt ~i, 2z, O z; (2:2.14)
000 1] O 0 0 0

Donde A,; es la matriz de roto traslacién para el caso de indice par.
Obsérvese que las rotaciones debida a la deflexiones del eslabén son descritas
como las derivadas en el espacio de las funciones modales tras ser normali-
zadas [28].

Por otro lado, para describir la posicién de la terna de entrada del eslabén
respecto a la terna de salida del eslabén que la precede, solo deberan consi-
derarse los giros en « y en z y desplazamientos en z, siendo empleados los
componentes de la matriz de roto traslacién de un sistema rigido. Utilizando
la notacién de Denavit Hartenberg, 6 para definir los giros en el eje z v «
para definir los giros en @, la matriz de roto traslacion para el caso de indice
impar se expresa como,

COS(egi_l) — Sil’l(‘ggi_l) COS(OéQi_l) sin(ﬁgi_l) SiIl(OéQi_l) 0
A sin(fa;—1)  cos(fgi_1) cos(agi—1)  —cos(fzi—1)sin(agi—1) 0
Zi-1 = 0 sin(agi_l) COS(Ozgi_l) dgi_l
0 0 0 1
(2.2.15)

Empleando las matrices obtenidas en ec. 2.2.14 y ec. 2.2.15 cualquier
terna podra definirse respecto a la terna 0 o de referencia segun,

OWQZ',l(n) = A1A2...A2i,1 (2216)

2.2.4. Formulacion de la dinamica

Definida la cinemadtica, el siguiente paso consiste en obtener las ecuacio-
nes dinamicas. Para ello se seguird la formulacién de Euler-Lagrange. Del
mismo modo que en el caso de articulaciones flexibles, primero se calculan
las energias potencial y cinética para luego resolver la ecuacion de Lagrange,
d ( 0K > 0K N ou
dt \ Gy )  Odpr Oy

Qp.r
donde

p=1...2N r= 1,...; Nimoa ppar
T r= 1 p impar
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K representa la energia cinética, U la energia potencial y @), un vector
compuesto por las fuerzas generalizadas, es decir, los torques en los ejes.

Como ocurria en el caso de articulaciones flexibles, tanto la energia cinéti-
ca como la energia potencial del sistema estan compuestas por componentes
pertenecientes a los eslabones y a los actuadores, de manera que,

U(Q) = Ueslabon + Uactuador
K(q) = Keslabon + Kactuador

observandose un cambio en el calculo de la energia potencial, donde el
componente elastico ahora aparece en el eslabodn.

Ussiabon :Ugrav,eslabon(q2i) + Uelas,eslabon(q?i)
Usctuador :Ugrav,actuador(q)

Para facilitar la comprensién del cambio introducido, primero se trabaja
solo considerando la dinamica de los eslabones al que mas tarde, se le anade
la dindmica de los actuadores.

Comenzando por la energia potencial gravitacional del eslabon,

Naz  rly;

Ugrav,eslabon(q2i) = Z/o g Wai 4 2ih2i<7])/)<7])d7} (2.2.17)
i=1

se observa que esta expresion no varia respecto a la utilizado en un sis-
tema compuesto por elementos rigidos [2], siendo las mismas componentes
cinematicas las que introducen el cambio, ec. 2.2.16 y ec. 2.2.13. Por otro
lado la metodologia seguida para situar los ejes hace que solo afecte en el eje
y pudiéndose definir el vector g de ec. 2.2.17 de la siguiente manera,

9" =190 9, 9- 0]=1[0 981 0 0]
sustituyendo ‘h; obtenido en ec. 2.2.13 en la ec. 2.2.17

Naz Nmod
Ugrav,es1abon(q2i) = ZQTW%—1 mgo; + Z G2i,; M€ j (2.2.18)
i—1 =1

siendo mgy; y mey; ; en 2.2.18,

l2;
T
mg?i:/ [n2i 0 0 1] p(n)dn
0 (2.2.19)

l2;
T
meg; j = / (@205 215 225 0] p(n)dn
0
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El segundo componente de la energia potencial es el introducido por la
deflexién de los eslabones. Las diferentes deformaciones que un brazo robdtico
tiene en su movimiento son considerados para ello. Flexionado en los ejes y
y z, calculada mediante sus respectivos componentes de momento de inercia,
I,, I, y la extensién y torsion en el eje x, calculados mediante la seccion
transversal del eslabén, A, y la inercia de torsion, I,.

Uelas,eslabon(qu) =
Naz

2 % / {E [(% (aan) ) (aafj) (A (85”;)2] G (mg;)m

Como ocurre con la energia potencial gravitacional, el cambio en el calculo
de la energia cinética también es introducido por el cambio de la descripcién
cinematica. Por ello se llega a la expresién introducida en la ec. 2.1.3. Aun
asi es interesante analizar las variaciones debidas a la deflexion. Procediendo
a su calculo,

1 [le
Keslabon2i = 5/ Tr {v2i Usz} P(U)dﬁ (2221)
0

y expresando la ec. 2.2.21 en funcion de la derivada de la ec. 2.2.13 ex-
presado en la terna de referencia, y por lo tanto siendo pre multiplicado por
el respectivo matriz de roto traslacion resulta

1 [lei . .
Kesiaboni = 5/ Ir {OhQi Oh’gz} p(n)dn (2222>
0
realizando la derivada,
OhZi(n) = Wai 4 "hai (1) + Wai1 2%21'(77) (2.2.23)
donde
2i—1 Niod 2i—1 nj
. 0A; ) OWai1 \ .
=1 1 Ik =1 k=1 Gk
Nmod
i1 . T
hy; = Z Goij [T2i5 Yaig 2205 O]
j=1

introduciendo estas dos expresiones en ec. 2.2.23 y ésta a su vez en ec.
2.2.22 se obtiene la expresion de la energia cinética.
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2.2.5. Obtencion del modelo dinamico

Para una correcta simulacion o para realizar una sintesis de controladores,
hay que obtener las ecuaciones dinamicas del modelo de manera no recursiva.
Para ello los componentes dinamicos del sistema han de ser separados en
términos, inerciales, de Coriolis, centrifugos, gravitacionales y términos de
rigidez estructural.

La resolucion de la ecuacion de Lagrange deriva en,

(M(q)]¢g+C(q,9) +G(q) + Kq=Q (2.2.24)

Donde la M es la matriz de inercias, C' esta compuesto por términos centrifu-
gos y de Coriolis, G por gravitacionales y K por términos de rigidez estruc-
tural.

La dimensién de estas matrices y vectores es consecuencia de las coorde-
nadas generalizadas y por tanto es funcién de la cantidad de eslabones y de
los modos considerados.

Se comienza con el andlisis de la matriz inercial, una matriz cuadrada
y simétrica, cuya dimension es la misma que la cantidad de coordenadas
generalizadas, Dim(M) = Nuz + (NazNimod)-

Para referirse a cada componente de la matriz se definen los siguientes
parametros.

p—1

Nfila = nf:E n;, +r
1=1
s—1

Necolumna = nCZE n; +1
=1

siendo las coordenadas generalizadas definidas como g, y g5+, donde py s
son los indicadores del elemento, y r y t los indicadores del segundo subindice
de la coordenada generalizada, 1 para p y s impar, y el modo considerado
para p y s par. Por otro lado, n; define el total de coordenadas generalizadas
asociadas al elemento p y s siendo 1 para p y s impar, y el total de modos
considerados para p y s par.

Por lo tanto la matriz M estd compuesta por los siguientes elementos,

1 2 3
M(ng,n.) = m )+m( : )—I—m( ) (2.2.25)

(nf Ne (nf sTe (nf 7nC)
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(1) Nagz 8W2 1 Nmod Nmod Nmod awT
i— 2i—1
M sme) = E Tr 00us Ci + E [Ci,j + CZTJ} G2i,j + E E Ci,j k2,5 G2i & 94
i=1 s» j=1 j=1 k=1 pr

oW,_
mgz) )= Tr !
gy,

Cs7t + Z Cs,t,k QS,k] W5T—1>
K=1

(3) — Tr (Wp—l Cport Wg—l) I

(nf,ne) 0 S#Dp

Donde los componentes C;, C; ; v C; . son nuevamente los definidos en
[32]

la;
Coy = / [ 00 1] [ 0 0 1] p(n)dn
0
l2;
Czi,j:/ [72: 0 0 1}T[x2z’,j Yoij 22y 0] p(n)dn (2.2.26)
0

lo;
CQi,j,k_/ [5132i,k Yoik 22k O}T[x%,j Y2ij 2245 0] p(n)dn
0

Obsérvese que tanto las expresiones de ec. 2.2.19 y ec. 2.2.26 son integra-
das en el eje neutro del eslabdn.

Para la construccién de la matriz C, se juntan los pardmetros centrifugos
con los de Coriolis obtenidos en la ec. 2.2.22. Expresandolo en funcién de
2.2.26

N 2i—12i—1 ng nsg N 2i—1 ns
Clnp, (g d) =Y > 3 33 1r(c)+> Y > 1r(c?)
=1 s=1 u=1 t=1 v=1 i=1 s=1 t=1
p—1 ns p—1 ny p—1 ns
D22 DT (C) + 30D T (CY)
s=1 t=1 u=1 v=1 s=1 t=1

(2.2.27)

Donde
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T

Nmod Nmod Nmod awT
021 + Z 021] + 022] q2i,j + Z Z CQz,j,k q2i,5 42ik inlqs,tqqi,v

0
j=1 =1 k=1 dp

7=1 k=1

np
Opr + Z Oprk Qp k] ij;l st,t (ju,v>

K=1

a taQU v

15)%% i Nmod Ninod Nmod awj;i .
02 - ( an 1 [ Z CQZJ q2z,g + 2 Z Z C2z,j k q2ik QZz,J] #QS,t>
pr s,t

QZC,erp,] 1QSt>

Los elementos de la vector de gravedad se expresan de la siguiente manera,

Naz aW Nmod
T 2i—1 T
G(nyg, 1 § mgo; + E meg; jqoij | + g Wy_imep,
=1

(2.2.28)

Finalmente se presenta la matriz de rigidez estructural, cuyos parametros
son obtenidos de la expresion de energia potencial elastica.

Expresando ec. 2.2.20 de una manera compacta,

Na:c Ninod Nmod

Uelas eslabon(fi,di) — 2 Z Z Z k2i,j,kq2i,jq2i,k (2229)

i=1 j=1 k=1

donde k; ;5 de ec. 2.2.29 se puede representar en funcién de diferentes
deformaciones sufridas por el eslabdn,
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Kai j k :<kx)2i,j,k + (ky)2i,j,k + (kz)%,j,k + (kt)Qi,j,k

bai 8962 8$Q‘k
km 0,9,k — E A:c i =/ . d
( )Z,J,k /0 ( )2 ( 677 >< @77 )

fai 82y27;, ; azy%,k
(ky)%,],k _/0 E([y>2i ( anzj) ( 3772 )dn

tai %29 anQi,k
(e = | E(Iz)”( anzj)( on? )d

. 8(0.)25\ [ 0(6)a

0

Una vez descrita la dindmica de los eslabones flexibles, se le incluye la
dindmica de las articulaciones rigidas. Para ello se emplean la ec. 2.1.4 y la
ec. 2.2.18 con los cambios necesarios.

Los cambios en la expresion de la energia potencial gravitacional aca-
rrean la inclusion de la masa de los actuadores al final de cada eslabén. Esta
masa estard distribuida sobre el eje principal del eslabén considerando una
densidad por unidad de area tal y como se ha hecho para la masa del es-
labén. Esto acarrea trabajar la suposicién de que el actuador esta situado al
final del eslabdn, coincidiendo el extremo de ambos de manera que ninguno
sobresalga.

Asi se debe modificar la ec. 2.2.19 y ec. 2.2.26 de tal manera que las inte-
grales se realizan en dos pasos. La primera desde la entrada del eslabéon hasta
el comienzo del motor, donde solo la densidad del eslabén es considerada. La
segunda desde el comienzo del motor hasta la salida del eslabén, y por tanto
hasta el final del motor, donde a la densidad lineal del eslabon habra que
anadirle la densidad lineal de los motores.

Los cambios en el primer término de ec. 2.1.4 se incluyen con el cambio de
la distribucién de masa tal y como se acaba de explicar. El segundo término
no sufre ninguna variacion y acarrea la inclusiéon del término J,,. En este
caso también los acoplamientos inerciales no afectan al sistema debido a la
reduccién en los actuadores.

Es facil ver que la inclusiéon de la dindmica de los actuadores acarrea
la inclusién de nuevas coordenadas generalizadas. No obstante, a falta de
flexibilidad, las coordenadas generalizadas asociadas a @ son las mismas, tras
aplicarsele la reduccién, que las coordenadas asociadas a 6,,. Por lo tanto
reordenando el vector de las coordenadas generalizadas de tal manera que
0 sea el vector compuesto por los 8; de ec. 2.2.11, y por consiguiente las
coordenadas generalizadas de las articulaciones y § esté compuesto por las
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0; ; de la ecuacién ec. 2.2.11, e incluyendo las matrices dindmicas obtenidas
en ec. 2.2.25, ec. 2.2.27, ec. 2.2.28, ec. 2.2.29 en ec. 2.2.24

07 "] = [(q1.a35-)" (@2 045" ] (2.2.30)

para que finalmente se exprese como,

)= e e 5]  [ad) + [ea) < o 2 [

T

[Jm] 0, + RTeje
(2.2.31)

Siendo Teje €l torque transmitido desde el motor al eje a falta de elasti-
cidad en la articulacion.

2.2.6. Caso de estudio

Del mismo modo que en el caso de un sistema de articulaciones elasticas,
el efecto de las deflexiones en los eslabones también se analizado sobre un
péndulo doble. Para ello se han modelizado sus ecuaciones dinamicas en
el entorno informatico formado por Matlab y Simulink. Como se ha podido
observar en la teoria, la obtencién de las ecuaciones dinamicas lleva a realizar
un numero de trabajos previos que consisten en obtener los modos y las
matrices de roto traslacion. A causa de esto, la programacion ha resultado
mucho mas compleja, por lo que es necesario profundizar la metodologia
seguida para su obtencién y asi facilitar el entendimiento. Primero pero, se
presentara el modelo empleado.

Los parametros y magnitudes empleados para la simulacién aparecen lis-
tados en la tabla 2.2, validos para ambos eslabones, y actuadores.

Las hipotesis y simplificaciones para el caso de estudio han sido los si-
guientes:

1. Las deformaciones se producen sobre el plano, es decir sobre el eje y;
2. No se considera la torsién en x;

3. La elongacién en x es desestimable

4. No se tienen deflexiones en z;.

5. Se asumen pequenas deformaciones de manera que pueden aproximarse

por sin(arctan(% ’extremo)) = % ’extremo
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Parametros Fisicos Valor
Densidad eslabon (p) 0.2 [Kg/m]
Longitud eslabén (1) 0.5 [m]
Masa eslabon (m) 0.1 [Kg]
Masa carga (m,,) 0.005 [Kg]
Masa motor (my,) 1.0 [Kg]
Inercia eslabén (.J,) 0.0083 [Kgm?]
Inercia motor (J;) 0.1 [Kgm?]
Inercia carga (.J,) 0.0 [Kgm?]
Coeficiente viscoso motor (B,,) 0.03 [Nm/rads]
Rigidez flexural eslabén (EI 10.0 [Nm?]
Diametro motor (D,,) 0.1 [m]
Parametro del drive (Km) 1
Relacion de reduccién (N) 10

Cuadro 2.2: Parametro del modelo de estudio con eslabones eldsticos

Aunque todas las hipétesis se adecuen debidamente a la hora de extra-
polar los resultados a un cobot, la cuarta suposicion es débil ya que el cobot
podra sufrir deformaciones tanto en el eje y; como en el eje z;.

El diagrama de bloques en cambio, es el mismo que se ha presentado en
la figura 2.1, con el iinico cambio de las funciones empleadas en el interior de
la S-Function, que como bien se dijo antes es la encargada de la resolucion
de las ecuaciones dindmicas mediante su funcién interna md1Derivatives.

En este caso, la S-function ha sido autogenerada. Esto quiere decir, que
las matrices dindmicas han sido calculadas previamente de manera simboli-
ca e introducidas como dato dentro de la S-Function, solo en funcién de las
coordenadas generalizadas, evitando asi formar las matrices dentro de la eje-
cucién y ahorrar asi un tiempo de computacién considerable. Estas matrices
dinamicas M, C, G y K han sido calculadas mediante tres scripts que se
introducen a continuacion.

1. calcModeshapes. Script que obtiene tanto las frecuencias naturales del
sistema como las funciones modales normalizadas.

detF = vpa(simplify(det(F_sub)/beta(i,k)"5));
2 flag_root_not_found=1;
xseed=1;
while flag_root_not_found
aux=vpasolve (detF,beta(i,k),xseed);
if abs(aux-aux_ant)>1E-7
beta_val(i,k) = aux;
aux_ant=aux;
flag_root_not_found=0;

(o R, N

0 00

)
10 end



2.2. ELASTICIDAD EN LOS ESLABONES 33

11 xseed=xseed+1;
12 end

En este fragmento de codigo se muestra el tipeo seguido para la conse-
cucion de las funciones de modo y las frecuencias naturales. Para ello se
ha partido de la ecuacion de frecuencias ec. 2.2.10. ista ha sido obtenida
de manera simbdlica empleando las condiciones de contorno y de masa
de una viga empotrada-libre, ec. 2.2.2 ec. 2.2.3 y se ha representado
como F_sub.

Para extraer los valores de f3;; se resuelve el determinante siguiendo las
siguientes consignas.

= xseed es el numero de referencia del cual parte el calculo del de-
terminante. Cada vez que se encuentra el valor buscado para [ se
incrementa en uno su valor. Esta manera de trabajar puede aca-
rrear problemas cuando dos frecuencias naturales se encuentran
entre dos niimeros enteros consecutivos.

» cuando el valor encontrado para dos fs es similar (< 1E — 7)
se considera que el modo hallado es el mismo por lo que se ha
descartado su valor.

Mode Shape del Eslabdn 1 sin carga

Maodo 1

sl Modo 2 | |

167

121

08r

Deformacion normalizada
—
.

04

0 = L 1 L L . . L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Largo del eslabdn [m)]

Figura 2.6: Funciéon de modo normalizada sin carga para el primer eslabdn.
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Mode Shape del Eslabon 2 sin carga

o F . .
Mado 1
Maodo 2
15 T T ]
w©
p=]
[ %,
N
o] / AY
o
= /
k=) \
S st / \ i
£ / )
P
S
QO \
o o l—— J
-DS L i i i i i i i i i ]

0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 0.45 05
Largo del eslabon [m]

Figura 2.7: Funcién de modo normalizada sin carga para el segundo eslabon.

Mode Shape del Eslabdon 1 Masa Carga= 0.5Kg

Modo 1| 1
Mado 2

1871

16

Deformacion normalizada

0.4

0.2r

D e 1 1 1 1
] 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 0.45 05

Largo del eslabdn [m]

Figura 2.8: Funcién de modo normalizada con carga para el primer eslabon.
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Mode Shape del Eslabon 2 Masa Carga= 0.5Kg

o F 7
Modo 1
18T Modo 2 | A

16 / 1

147F

1271

08r

0.6

Deformacion normalizada
—

04T

0zt S - \ A

] 0.05 01 0.15 02 025 03 0.3 04 045 05
Largo del eslabon [m]

Figura 2.9: Funciéon de modo normalizada con carga para el segundo eslabon.

En las figuras 2.6,2.7, 2.8 y 2.9 se muestran las funciones de modo nor-
malizadas( ¢ ;(72;) ) para el primer y segundo eslabdén en condiciones
de carga diferentes. Queda claro que el cambio en la carga influye en el
desarrollo de la deformacion.

2. calcKinematics. Este segundo script calcula las matrices de roto tras-
lacién de manera simbdlica. Prosiguiendo la teoria, se han separado
tanto el calculo de las matrices de rototraslacién para las ternas perte-
necientes a las articulaciones, como para los eslabones.

En el calculo de estas matrices, se han realizado algunas simplificaciones
siguiendo las hipdtesis realizadas para el caso de estudio.

Por lo tanto la ec. 2.2.14 queda como,

100 I 0 —y,, 0 0
1010 0 = yie 00
ALi=1o 01 0 +Z_;qm’j 0 0 0 0
000 1 ” 0 0 0 0

3. calcDynamics. Script de calculo de las matrices dindmicas de manera
simbélica.
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Para ello, antes se ha necesitado del calculo de los parametros dinami-
cos, ec. 2.2.19 y ec. 2.2.26 tras introducir el efecto del peso del motor.

Como en el fragmento de codigo se muestra, estas integrales se han
realizado sobre el eje principal del eslabén, considerando una densidad
por unidad de area, en vez de realizarse sobre el volumen del eslabdn.
Por consecuencia,

= Se suprime el efecto de todas las inercias propias del sélido salvo
aquella que tiene efecto por la rotacién en el eje z;_;

= No es posible modelizar excentricidades en el centro de masa res-
pecto del eje y;. Esto se debe a que la simplificacién termina tra-
tando al sélido como si fuera una barra producto de la extrusion
de una figura.

La primera no ha representado ningin inconveniente sobre el modelo
estudiado ya que se trabaja sobre un plano. Sin embargo para extrapo-
lar los resultados a una estructura que permita recorrer todo el espacio
(como la del UR) esta simplificacién no podria ser sostenida.

Por otro lado, los eslabones de los cobots de UR, son totalmente cilindri-
cos. Esto le quita valor a la segunda consecuencia ya que al ser de
seccién constante, se consiguen buenos resultados integrando sobre el
eje.

1| fprintf (’Calculando parametros dindmicos ...’)

2| for i=1:N_axis-1

3 C2i{i} = double(int([xi 0 0 1]’x[xi 0 O 1]*rho_val(i),xi,0,DH(i,1)
1 -motorD (i+1))+int ([xi 0 0 1]’*[xi 0 0 1]*((mhub_val(i)/motorD(i+1))
5 +rho_val(i)),xi,DH(i,1)-motorD(i+1) ,DH(i,1)));

6

7 mg2i{i} = double(int([xi 0 0 1] ’*rho_val(i),xi,0,DH(i,1)-motorD(i+1))
8 +int ([xi 0 0 1]’*((mhub_val(i)/motorD(i+1))+rho_val(i)),xi,DH(i,1)-
9 motorD (i+1) ,DH(i,1)));

11 for j=1:N_modes

12 % Recordar que se considera x2ij=2z2ij=0

13 y2ij = fi(i,j);

14

15 C2ij{i,j} = double(int([xi 0 O 1]°’*[0 y2ij O Ol*rho_val(i),xi,

16 0,DH(i,1)-motorD(i+1))+int ([xi 0 0 11’°*[0 y2ij 0 0]*((mhub_val(i)/
17 motorD(i+1))+rho_val(i)),xi,DH(i,1)-motorD(i+1),DH(i,1)));

18

19 me2ij{i,j} = double(int ([0 y2ij 0 0] ’*rho_val(i),xi,0,DH(i,1)

20 -motorD (i+1))+int ([0 y2ij 0 0] ’*((mhub_val(i)/motorD(i+1))
21 +rho_val(i)),xi,DH(i,1)-motorD(i+1) ,DH(i,1)));

22

23 for k=1:N_modes

24 y2ik = £fi(i,k);

25

26 C2ijk{i,j,k} = double(int ([0 y2ik 0 0]’

27 *[0 y2ij 0 Ol*rho_val(i),xi,0,DH(i,1)-motorD(i+1))

N
0

+int ([0 y2ik 0 0]’*[0 y2ij 0 0]
*((mhub_val (i) /motorD(i+1))+rho_val(i)),xi,DH(i,1)
-motorD (i+1) ,DH(i,1)));

kx2ijk = 0;

TR W R =

ky2ijk = EI_val(i)x*int(diff (y2ij,xi,2)
*diff (y2ik,xi,2) ,xi,0,DH(i,1));

w W w
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37 kz2ijk = 0;
aux_k2ijk = double(kx2ijk + ky2ijk + kz2ijk);
10

k2ijk{i,j,k} = (abs(aux_k2ijk)>tol)*aux_k2ijk;

12 end
13 end
14| end

16| fprintf (*0K\n’);

2.3. Sistema compuesto por articulaciones elasti-
cas y eslabones flexibles

Tras modelizar tanto la flexibilidad en las articulaciones como la deflexion
en los eslabones independientemente, las expresiones obtenidas en los dos
sistemas se juntan para obtener un sistema completamente flexible.

Estos sistemas se complican notablemente debido a la multiplicacion de
las coordenadas generalizadas, tanto por la flexibilidad de los eslabones como
por la flexibilidad de las articulaciones. Es por ello que pocos autores deciden

optar por analizar un sistema de estas caracteristicas.
Incluyendole 2.1.7 a 2.2.31 donde 7, es el definido en ec. 2.1.8

[ A 1 R R e R R
T = [Jm] Om + [Bm] Om + R7y 25)

Los mismos controladores aplicados en los dos casos anteriores seran im-
plementados a este sistema en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Estrategias de control

Habiendo presentado en el capitulo precedente los diferentes métodos de
modelizacién de los comportamientos elasticos, en éste se estudian algunas
técnicas de control que buscan minimizar las vibraciones asi como los errores
de estado estacionario producto de los comportamientos elasticos.

Para ello se hace uso del modelo dindmico directo desarrollado en la
programacion del simulador. El desempeno de los controladores se evalia
entonces sobre el simulador.

Dos tipos de ensayos son de especial interés;

= los que nos permiten evaluar el comportamiento regulatorio del control,
y

= los que nos muestran la capacidad de seguimiento de trayectorias en el
espacio de los ejes.

Para el primero de ellos se analiza la respuesta ante referencias de tipo es-
calon. En todas las simulaciones se introduce un escaléon en ambos ejes de
una amplitud igual 7/4 radianes en t = 1s y t = T};,/2 respectivamente.

Para la evaluacion del seguimiento a las trayectorias, se utiliza un gene-
rador de trayectoria de sexto orden programado en una S-Function con los
parametros definidos en la tabla 3.1.

En las primeras secciones se estudian las distintas técnicas aplicadas a
sistemas donde la flexibilidad en las articulaciones es el efecto dominante.
Luego se trabaja sobre aquellos mecanismos ligeros donde el efecto dominante
se produce en los eslabones. Finalmente se abarca el caso en que ambos efectos
son notorios.

38
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Parametros Eje 1 Eje 2

Tiempo de muestreo (T) [seg] 0.001  0.001
Tiempo de aceleracion(T,..) [seg] 0.1 0.1
velocidad maxima (vp,q,) [rad/seg] 50 50
Posicién inicial [rad] 0 0
Posicién intermedia [rad] /2 /4
Posicién final [rad] /4 0

Cuadro 3.1: Parametros del generador de trayectoria joint

3.1. Articulaciones elasticas

Se analizan distintas técnicas de control sobre mecanismos donde se puede
explicar el comportamiento elastico como concentrado en las articulaciones.
Se evaltian primero las técnicas mas sencillas desarrolladas para robots de
estructura rigida con el fin de establecer una base de comparacion de las
técnicas mas complejas pensadas para disminuir los efectos de las elasticida-

des.

3.1.1. Estrategias de medicién

Una consecuencia que surge al considerar la elasticidad es la de incremen-
tar el nimero de las coordenadas generalizadas para realizar la descripcion.
Es decir que se cuenta con un mayor nimero de variables de estado, y con ello
se amplian las posibilidades para realizar la realimentacion de control. Sin
embargo, la accién de control sigue siendo una tnica por articulacién/motor,
su torque en el analisis sucesivo.

A diferencia de los robots rigidos en la que normalmente solo se cuenta
con la presencia de un sensor de posicién sobre el eje del motor, por ejemplo
mediante un encoder o resolver, o bien de dos sensores, donde se complementa
la lectura midiendo la velocidad con un tacogenerador [33], en este caso se
puede completar la estrategia de medicion relevando las variables de posicion
y velocidad del eje, recordando que difieren de las variables del motor como
consecuencia de la elasticidad.

Otra posible configuracién de sensores para el caso de la articulacién
elastica consiste en emplear los sensores de posicién y velocidad sobre el motor
y medir ademas los torques transmitidos mediante un sensor de torque en
el eje. Algunas de las posibles combinaciones para realizar la realimentacion
son las siguientes [19]:
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» Variables del eslabon: Posicion del eslabon y velocidad del eslabon

» Variables mixtos: Posiciones de motor y velocidad del eje o viceversa.

= Variables del motor: Posiciéon del motor y velocidad del motor

3.1.2. Actuadores

En lo sucesivo se asume que los actuadores son motores que entregan
torque, sin limitacién de amplitud ni de ancho de banda. Si bien esta asuncion
es poco realista tiene el propdsito de simplificar el andlisis de resultados
iniciales.

3.1.3. Estrategia PD

Como el objetivo es controlar la posicion del eje del robot, resulta intuitivo
tomar la medicion del correspondiente sensor y generar una fuerza de control
dada por los motores que tienda a posicionar al mecanismo en el punto
deseado. Sin embargo, considerando que cada eje de un robot rigido puede ser
visto en su forma mas simple como un sistema que tiene un integrador puro,
la estrategia mas sencilla a plantear es la proporcional y derivativa (PD).

3.1.3.1. Realimentacion de variables del eje

La ley de control PD con realimentacion de variables del eje se puede
expresar segun la ec. 3.1.1, donde K, es la ganancia proporcional, K, la
ganancia derivativa y 8 es la entrada externa de referencia o set point. Si se
asume ademéas 04 = 0,

T=K,(0"-0) - K,0 (3.1.1)
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thetad theta

dot {theta}

theta_m [»

dot{theta_m}

Cobot

Figura 3.1: Planta y controlador para el caso control PD realimentado con
variables del eje

La estabilidad del brazo junto con la ley de control propuesta puede eva-
luarse utilizando el segundo método de Lyapunov, ya que se trata de un
sistema no lineal. Sin embargo, para estudiar la estabilidad local, y consi-
derando que las reducciones N si son elevadas ayudan al desacoplamiento
inercial de los ejes y ademas hacen prevalente el efecto de la inercia del mo-
tor sobre la del brazo, se puede entonces considerar un sistema simplificado
3.1.2. Es claro que la prueba de estabilidad sobre este no es concluyente sobre
la estabilidad global del sistema no lineal.

0(s) K.N
7(s)  N2J,Ms*+ MB,,N2s3 + K.(M + N2J,,)s% + K.B,,N?s

(3.1.2)

Como se asume desacoplamiento entre ejes, se estudia cada uno por se-
parado presentando un comportamiento similar al de un péndulo simple con
elasticidad en el eje donde la inercia del eslabén se reemplaza por el equi-
valente obtenido con Mi,i, es decir el momento de inercia maximo del eje ¢
considerando al resto bloqueado en la posicién que lo maximiza. Por ejemplo
para el primer eje del doble péndulo esta situacién se da cuando el brazo esta
totalmente extendido.

Sustituyendo los valores de la tabla 2.1 en la transferencia de entrada a
salida 3.1.2 se tiene 3.1.3

0(s) 1600
7(s)  0,04165% + 0,1248s3 + 166,752 + 480s

(3.1.3)
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El diagrama de Bode 3.2 muestra una frecuencia resonante que impide ob-
tener un sistema de lazo cerrado con un control simple como un proporcional
derivativo.

Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1) 5é)pen—Loop Bode Editor for Open Loop 1(OL1)
T T T T T T T T

100 .

Magnitude (dB)
o
=}

-100 | G.M.: 24.2 dB 1
Freq: 62 rad/s
Stable loop

-150
-90

Imag Axis

S -180
(7]
R
[0}
0
g
@ 270 ¥ T
-100 | P.M.: 48.9 deg
: Freq: 2.51 rad/s
- - i - L 360
-40 -20 0 20 40 60 1072 100 102 104
Real Axis Frequency (rad/s)

Figura 3.2: Diagrama de Bode para /7 del modelo de estudio

Se puede identificar también la respuesta en frecuencia sobre el modelo
no-lineal mediante un ensayo en que se mide la salida ante entradas senoidales
de frecuencia variable, que luego es correlacionada con un seno y un coseno
sincronizados con la senal de entrada, para finalmente arrojar la amplitud y
la fase una vez que el transitorio estd extinguido. En la fig. 3.3 se muestra
la respuesta del eje 1 a una frecuencia cercana a la de resonancia. Luego en
la fig. 3.4 se muestra el diagrama de Bode de amplitud, resultando similar al
obtenido por la aproximacion lineal.
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Respuesta temporal Eje 1 @ frec= 7.69 Hz
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Figura 3.3: Respuesta del eje 1 ante una entrada senoidal de torque
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Diagrama de Bode de amplitud para Eje 1
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Figura 3.4: Diagrama de Bode identificado para /7 considerando el eje 2
bloqueado

Del analisis del espacio de las raices se observa también en la Fig. 3.2,
donde al realimentar con un control proporcional, los polos cercanos al eje
jw avanzan al semiplano derecho. El efecto de sumar un control derivativo
tampoco alcanza para estabilizar, segtin se observa en Fig.3.5.
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Figura 3.5: Espacio de raices de la funcién de transferencia s.0(s)/7(s), para
el modelo de estudio

De esta manera se prueba que la ley de control propuesta, tomando la
realimentacién de las variables del eje, no logra estabilidad local en el modelo
simplificado. En las figuras 3.6 y 3.7 se observa una simulacién, considerando
el modelo completo que incluye también la gravedad, donde se evidencia que
el sistema es inestable ante una referencia escalon.

Seguimiento de Posicion Eje 1

[ : [rad]

& . . I . I . . . !
05 0.6 07 08 09 1 11 12 13 14 15
Tiempo [s]

Figura 3.6: Respuesta en el tiempo del eje 1 del péndulo doble realimentando
con variables del eslabén
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Seguimiento de Posicion Eje 2

=20 H_

=30

40 | L L
05 06 o7 08 09 1 11 12 13 14 156
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Figura 3.7: Respuesta en el tiempo del eje 2 del péndulo doble realimentando
con variables del eslabon

Asi se concluye que el sistema no puede ser estabilizado realimentando
las variables del eslabon.
3.1.3.2. Realimentacion mixta

Una segunda estrategia de medicién a considerar consiste en tomar la
realimentacién mixta:

= 0,,, 0: posicién del eje motor v velocidad del eje del eslabén
= 0, 0,,: posicién del eje del eslabén y velocidad del eje motor

En [19] se estudian ambos casos concluyendo que la primera estrategia es
siempre inestable. A continuacién se enfoca el analisis en la segunda, que se
expresada segin la ec. 3.1.4, donde R = N1,

T =K, (0" - 0) + K,R0,, (3.1.4)

Sin considerar los términos disipativos, que en todo caso ayudan a estabi-
lizar al sistema, y luego de hallar la transferencia, la ecuacién caracteristica
resulta segun la eq. 3.1.3.2

JnMs* + MKys* + K (R*M + Jy)s* + K. Kgs + K.RK, =0

Analizando la estabilidad mediante el método de Routh-Hurwitz, se tiene
la tabla 3.2 y se llega a que el sistema linealizado es estable si, Ky > 0y
0< K, < KR
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4 J.M  KJ(R*M+J,) K.RK,

3 KM K.Kq
2 o K.RK,
1 K RKdR;Kde 0

0 K.RK,

Cuadro 3.2: Tabla de Routh

En las figuras 3.8 y 3.9 se muestra la simulacion sobre el sistema completo
con un ajuste del control que cumple la condicién de estabilidad para ambos
ejes. Luego en las figuras 3.10 y 3.11 se observa el comportamiento inestable
cuando se incrementa la ganancia proporcional por sobre la cota establecida,
por ejemplo si se buscara aumentar (sobre esa cota) la ganancia para mejorar
la respuesta al escalon.

Seguimiento de Posicion Eje 1 Kp<Ke*R

05

#, [rad]

Tiempo [s]

0.8

075

[ : [rad]

07 L L L
7 75 8 8.5 9 95 10

Tiempo [s]

Figura 3.8: Respuesta en el tiempo del eje 1 del péndulo doble realimentando
con parametros mixtos siendo 0 < Kp < K_R.
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Seguimiento de Posicion Eje 2 Kp<Ke*R
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Figura 3.9: Respuesta en el tiempo del eje 2 del péndulo doble realimentando
con parametros mixtos siendo 0 < Kp < K_.R.

Seguimiento de Posicion Eje 1 Kp>Ke*R
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Figura 3.10: Respuesta en el tiempo del eje 1 del péndulo doble realimentando
con parametros mixtos siendo Kp > K. R.
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Seguimiento de Posicion Eje 2 Kp>Ke“R
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Figura 3.11: Respuesta en el tiempo del eje 2 del péndulo doble realimentando
con parametros mixtos siendo Kp > K R.

Como conclusién la estrategia de medicién y realimentacién de estas va-
riables mixtas resulta muy limitada ya que obliga a trabajar con ganancias
proporcionales relativamente pequenas, siendo muy lenta la respuesta obte-
nida.

3.1.3.3. Realimentacién de variables del motor

Por 1ltimo se analiza la realimentacion del sistema empleando tinicamente
las mediciones de los sensores del motor. La ley de control se puede expresar
segun la ec. 3.1.5.

=K, (0% -0,)— Kb, (3.1.5)

Como la referencia para el control de los ejes del robot es 8¢ se plantea
una relacién aproximada para estimar la consigna 6%, para la ley de control
propuesta.

RO =0,

Se puede probar la estabilidad del sistema no lineal completo conside-
rando la ley de control expuesta siguiendo el segundo método de Lyapunov,
aplicando adicionalmente el teorema de La Salle [19].

Definiendo una funcién de energia V', funcion de las variables generalizada

=[6 6, ] ysusderivadas, como suma de la energfa cinética y potencial,
se tiene la ec. 3.1.6.



3.1. ARTICULACIONES ELASTICAS 49

1% :%qTMq + % (6 — R6,,)" K.(6 — R6,,)

(3.1.6)
L eI pT d
+3 (62, —0:)" R"K,R(6% — 0,,)

Reemplazando las ecuaciones del sistema y la ley de control a evaluar en
el calculo de la derivada temporal de V' y considerando ademas la propiedad
de antisimetria de la matriz de Arimoto N = M — 2C, se tiene en la ec 3.1.7
que V es negativa si K  es definida positiva. Por lo tanto alcanza con definir
un término derivativo con ganancias positivas para que el sistema de lazo
cerrado sea estable.

V =—60Y RTK,R6,, <0 (3.1.7)

Asi se demuestra que la estrategia de realimentacién de variables del
motor estabiliza el sistema.

Root Locus

v'm R
=
L=
=1
(&}
@
&L
;‘-E_" 3 %
=
st
£ \
[=] ~
5] 0
E

20 15 10 5 0
Real Axis (seconds'1)

Figura 3.12: Lugar de las raices considerando realimentacién de variables del
motor

Analizando el lugar de las raices del sistema linealizado (fig. 3.12) para
esta estrategia de medicién, se puede observar que el sistema sera siempre
estable. La presencia de dos polos complejos cerca del eje imaginario con-
firma que habra un efecto oscilatorio tal como se observa en las respuestas
temporales (fig. 3.13 y 3.14) de la simulacién del sistema no lineal, en el que
no se han considerado los efectos gravitatorios (equivalente a montar el robot
con los ejes de rotacién alineados con la gravedad).
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Seguimiento de Posicion Eje 1
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Figura 3.13: Respuesta en el tiempo del eje 1 del péndulo doble realimentando
con variables del motor.
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Figura 3.14: Respuesta en el tiempo del eje 2 del péndulo doble realimentando
con variables del motor.

3.1.3.4. Diseno de las ganancias

Para la eleccién de las ganancias K, y K, se realiza el calculo con los
mismos criterios habituales para la sintonizacion del control de manipula-
dores rigidos. Se parte entonces de igualar el polinomio canénico con factor
de amortiguamiento unitario & = 1 (para que la respuesta sea criticamen-
te amortiguada) a la ecuacién caracteristica del sistema considerado rigido
(K. — o0) linealizado y desacoplado controlado con la ley de la ec. 3.1.5
resulta la ec. 3.1.3.4.
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Qs) = (JmN2 + M)32 + K, NKis + K, K,N = $% + 2wy, + w3

n

Igualando términos se tiene que las ganancias son:

N2+ M
K, = ‘]’”—+wn2
K, N
, - , (3.1.8)
W 2w (JmmN? + M) — B,,N
= K, N

En el ajuste de la ganancia proporcional puede buscarse limitar la fre-
cuencia natural w,, segun la regla
Wy < . (3.1.9)
Donde la frecuencia eldstica w, se puede obtener considerando un modelo
sencillo compuesto por una masa con momento de inercia M conectada por
un resorte torsional de constante K., como w, = \/KG/M. Otra opcién es
hallar de la transferencia entre entrada y salida del sistema linealizado de
lazo abierto, construir el diagrama de Bode y observar el valor de w, en las
frecuencias antirresonante y resonante que se pretenden evitar. Esta opcion
se muestra en la fig. 3.15. La respuesta en frecuencia también puede ser
identificada sobre el modelo no lineal siguiendo un método similar al expuesto
anteriormente en 3.1.3.1. El resultado se muestra en la fig 3.16.

Transferencias al Angulo del Motor 1

20 +

40 -

-60 +

-80 +

Magnitude (dB)

o
o

45 |

-90 +

Phase (deg)

-135

-180

50 55 60 65 70 75 80
Frequency (rad/s)

Figura 3.15: Diagrama de Bode de la funcién de transferencia de la posicién
del motor referida al torque motor
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Esta respuesta en frecuencia también puede ser identificada sobre el mo-
delo no lineal siguiendo un método similar al expuesto anteriormente. El
resultado se muestra en la fig 3.16.

5 Diagrama de Bode de amplitud para Motor 1

Ganancia [dB]

-50

4 6 8 10 12 14
Frecuencia [Hz]

Figura 3.16: Diagrama de Bode de amplitud identificado para 6,,1(s)/71(s)
considerando el eje 2 bloqueado

En el ajuste de la ganancia proporcional se limita la frecuencia natural
wy segun la ec. 3.1.10

wy < (3.1.10)

En las figuras 3.17 y 3.18 se puede observar la respuesta del sistema no
lineal trabajando en lazo cerrado variando el valor de w,,.

En ellas se evidencia la relacion de compromiso que hay entre la veloci-
dad de respuesta del sistema y las oscilaciones que aparecen. Esta sencilla
estrategia de control, con sus ganancias disenadas para no excitar los modos
elasticos, necesariamente tiene que tener una performance pobre dada por
respuestas temporales lentas. Para mejorar la velocidad es necesario llegar a
un compromiso con la tolerancia a las vibraciones.
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Figura 3.17: Respuesta en el tiempo del eje 1 variando w,
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Figura 3.18: Respuesta en el tiempo del eje 2 variando w,

La misma conclusién se obtiene del diagrama de polos y ceros (figs. 3.19
y 3.20): cuanto mayor es w, mas lejos estdn los polos del eje jw haciendo el
sistema mas veloz, aunque perdiendo amortiguamiento.
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Comparacion de Polos y Ceros
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Figura 3.19: Plano de polos y ceros variando w,
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Figura 3.20: Detalle de la ubicacion de los polos y ceros de lazo cerrado
variando w,,.

Para el caso de estudio, las frecuencias elasticas para cada eslabén son
las siguientes,

We

e = 9.9Hz
we | = 221Hz

eje2

Asi para un ajuste conservativo se propone w, = w./20, siendo las ga-
nancias de control segin la ec. 3.1.8,
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La respuesta temporal a la accién regulatoria correspondiente a este ajus-
te para un span dado por T¥;,, = 10seg se observa en las figs. 3.21 y 3.22.
En el detalle de las subfiguras inferiores se grafica la condicién de estado
estacionario para cuando el transitorio debido al movimiento se ha extingui-
do, y se observa en ellas que las vibraciones no pueden ser atenuadas. Otro
punto interesante a notar es que el valor promedio alcanzado por el eje dista
del valor deseado y también que el valor final para el caso de juntas rigidas
tiene una diferencia con la referencia; es decir que se tiene un sesgo producto
del efecto de la gravedad que no puede ser compensado por este controlador
porque si bien el sistema tiene un integrador puro en el camino directo, el
efecto de la gravedad actia como una perturbacion a la entrada.

Seguimiento de posicion Eje1
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Figura 3.21: Respuesta temporal del sistema no lineal controlado por un PD
con ajuste £ =1y w, = w./20 para el eje 1, para los casos de juntas rigidas
y flexibles
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Figura 3.22: Respuesta temporal del sistema no lineal controlado por un PD

con ajuste £ =1y w, = w,./20 para el eje 2, para los casos de juntas rigidas
y flexibles

La respuesta de la posicién del motor en funcién del tiempo se tiene en
las fig. 3.23 y 3.24. Se nota que la oscilacién del resorte torsional de la junta
se transmite a la posicion controlada del eje del motor. El valor medio al
que tienden las posiciones del motor distan en la medida del torque que debe
transmitirse por la junta eléstica.
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Figura 3.23: Respuesta temporal del sistema no lineal controlado por un PD
con ajuste £ = 1y w, = w/20 para la posicién del motor 1, para los casos
de juntas rigidas y flexibles
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Figura 3.24: Respuesta temporal del sistema no lineal controlado por un PD
con ajuste £ = 1y w, = w,/20 para la posicién del motor 2, para los casos
de juntas rigidas y flexibles

Las oscilaciones provocadas por las articulaciones flexibles son percepti-
bles tanto para el eje 1 como para el eje 2, y se verifica que sus frecuencias
estan en el orden de las calculadas para el sistema linealizado de lazo abier-
to. Se observa ademas un ligero acoplamiento de las dos oscilaciones para el
eje 2. En cuanto a la amplitud, las vibraciones del eje 1 son mayores debi-
do al mayor peso que debe soportar (masas sumadas del eslabén 1 y 2) en
comparacion con el eje 2 que solo sostiene el segundo eslabdn.

Tal como se indicé previamente, se tiene un error de estado estacionario
que se agrava para el caso de juntas flexibles, que es facilmente distinguible
en la respuesta del eje 1 (fig. 3.21).

3.1.4. Estrategia PD con compensaciéon de gravedad

Para compensar el sesgo producido por el efecto gravitatorio visto en la
seccién anterior, se propone una ley de control que contemple este efecto
mediante un bias que se puede ajustar (i) en forma estatica de acuerdo a la
posicion final deseada o (ii) en forma dindmica a medida que se realiza el
movimiento.

Este tipo de control regulatorio mejora el estado estacionario, aunque
sigue estando basado en un lazo PD, por lo que no se esperan mejoras en la
amortiguacion de las vibraciones.

Denominamos a la primera estrategia de control de esta secciéon como
PD+G offtine en virtud de que el efecto compensatorio de la gravedad se
puede calcular en forma offiine al momento de establecer la referencia. El
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bias se calcula entonces al comienzo del movimiento y se mantiene constante
durante el mismo [34].

La segunda estrategia es denominada como PD+G online puesto que el
calculo de la compensaciéon se realiza durante el movimiento actualizandose
segun las variables de posicion de los ejes, para asi contrarrestar el efecto de

la gravedad no solo en la posicion final sino también en el propio trayecto
[35].

3.1.4.1. PD con compensacion gravedad offline

La ley de control se expresa con el agregado de la compensacién constante
G(0%) segtin la ec. 3.1.11

T =K,R (0% - 0,) — K,R6,, + G(8%) (3.1.11)

donde las posiciones deseadas de los motores en funcién se calcula en
funcién de las referencias para los ejes segin la ec. 3.1.12, eliminando también
el sesgo producido por la elasticidad.

RO. = 0%+ K'G(6) (3.1.12)

Para estudiar el punto al que evoluciona el sistema con la ley de control
propuesta (soluciones nulas) se plantean las ecuaciones de la dindmica (ec.
2.1.5) y del control (ec. 3.1.11) para el caso en que las aceleraciones y las
velocidades se anulan (ec. 3.1.13).

G(6) + K.(0 — RO,,) =0

; ; (3.1.13)

K.(RO,, — 0) = K,R(0;, — 6,,) + G(6°)

En estado estacionario se espera que el torque transmitido a través de la

junta eldstica K, (RO —69) sea suficiente para sostener el brazo en la posiciéon

deseada, es decir G(6%). Sumando entonces el término nulo K,(RO%, — 0¢) —
G(09) a las ecs 3.1.13 se tiene la ec. 3.1.14.

K.(0 —6% — K,R(,, —0%) =G(6%) — G(9) (3.1.14)
K.(0 —0%) + (K. + K,)R(6,, — 6%) =0 o

Si se deja que el sistema evolucione con la nueva ley de control, una so-
lucién nula posible que se verifica en la ec. 3.1.14 estd dada por @ = 69 y
0,, = 0%. Sin embargo resulta determinante establecer una corresponden-
cia entre ambas; es decir que la solucién nula esté dada en forma univoca
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por [ 04 0% }T, y que la posicion de equilibrio en el espacio de los ejes se
corresponda entonces con la del motor.

La ec. 3.1.14 puede escribirse en forma matricial segiin 3.1.15 donde la
matriz A se define en la ec. 3.1.16

60— 0 _ | 9(6) —g(6a)
[l ] = 70 o1
Ke _Ke

A = { K. K.+K, ] (3.1.16)
Una propiedad importante de las matrices que definen el modelo dindmico
para mecanismos con juntas de revolucién es que tanto el vector de torques
dados por el peso propio G(0) como sus derivadas estan acotadas. Por lo

tanto se puede expresar la relacion de la ec. 3.1.17.

%5
00

Desarrollando la derivada como restas se puede escribir la desigualdad de
la ec. 3.1.18

<a (3.1.17)

IG(67) - G(9)]| < allo’ -0 (3.1.18)

Aplicando de matrices inducida por vectores en la ec. 3.1.15 y reempla-
zando la desigualdad dada en la ec. 3.1.18 se tiene la ec. 3.1.19.

0 — o¢
R (8, — 6%)

9(0) — 9(0aq)

<
- 0

[ <alo’-6  (3.1.19)

Se asume que las elasticidades de las juntas K, son mayores que «, pues
por el contrario el sistema seria tan flexible que no podria sostener determi-
nadas posiciones en el espacio. Entonces se puede disenar K, para hacer que
el minimo valor singular de A sea mayor que « consiguiéndose asi en forma
simultdnea que 0 tienda 08¢ y 0,, tienda 8¢ probando que la solucién nula
es Unica.

La estabilidad asintética del sistema controlado por la ley PD con com-
pensacion estatica de gravedad se prueba [19] siguiendo el segundo método
de Lyapunov. Para ello se construye una funcién candidata que depende del
estado, definida positiva Vpp.¢ basada en la ec. 3.1.6 segun la ec. 3.1.20.
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%D—i—G :‘/PD + Ugrav(o) - Ugrav<0d) - (0 - Od)T G(ed)
(3.1.20)
— SGT(OE ' GO") > 0

Para el modelo de estudio se encuentra que o« = 1,06, y segin la ganancia
obtenida para el caso w,, = w,/20 resulta o,;,(A) = 0,5, incumpliéndose asi la
condicién dada para las soluciones nulas. Para solucionar este inconveniente
se incrementa la ganancia K, para que w,, = w/10 resultando oyi,(A) = 1,99
con las ganancias:

4,01 0
By = { 0 19,44}

0,99 0
Ka = { 0 2,50}

En las figs. 3.25 y 3.26 se muestra la accién regulatoria sobre el sistema
no lineal de la estrategia de control PD con compensacion estatica de peso
propio siguiendo los mismos ensayos que en la seccion anterior, observandose
la disminuciéon del error estacionario.
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Y SRR R
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Figura 3.25: Respuesta temporal de la posicién del eje 1 para una estrategia
de control PD+G offline
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Figura 3.26: Respuesta temporal de la posicion del eje 2 para una estrategia
de control PD+G offiline

Cabe destacar que esta estrategia de control esta basada en el conocimien-
to del término de la gravedad, G(6?) que es alimentada como un término feed
foward y el término de la rigidez de la articulacién K., utilizado para calcular
las referencias de posicién de los motores. Las desviaciones en la estimacién
de estos términos afectan el rendimiento del controlador.

En particular debe tenerse en cuenta que el término de la gravedad G/(6%)
depende de la proyeccion de G sobre el plano de normal coincidente con la
rotacion del eje, por lo que serd afectado por el montaje del robot respecto
de la gravedad.

3.1.4.2. PD con compensacion de gravedad online

La estrategia de control PD con compensacion de gravedad calculada en
forma estatica vista en la seccién anterior no solo ayuda a corregir el error de
estado estacionario, sino también disminuye la accién de control calculada
el funcién del error de seguimiento y en consecuencia las vibraciones son
menores y se consigue un amortiguamiento de las mismas a través de la
accion derivativa y los componentes disipativos.

La compensaciéon online ayuda al controlador PD durante todo el movi-
miento pues aporta la accién necesaria para sostener el brazo en el punto de
la trayectoria deseada en el instante de tiempo correspondiente, habilitan-
do asi el planteo de un control de seguimiento de trayectoria en vez de una
simple accién regulatoria.

En la nueva ley de control, se debe conocer en todo momento el vector
G(0), que depende de la posicién del eje. Para acceder a esta sefial se puede
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utilizar un sensor de posicion en el eje o bien estimarla mediante las medi-
ciones del sensor del motor (ec. 3.1.21), incluyendo entonces el modelo de
elasticidad del eje [19]. Otra opcién es utilizar directamente la lectura de
posicién del motor referida al eje por la matriz R, aunque si bien mejora el
transitorio acarrea errores de estado estacionario.

6 = RO, — K'G(8) (3.1.21)

La ec. 3.1.21 plantea un inconveniente pues dice que es necesario conocer
el valor de la posicién para poder calcular su estimacién. En este punto se
redefine el estimador segiin dos opciones:

= plantear una ecuacién en recurrencia del tipo 8|41 = R6,,— K. 'G(6|;)
que se prueba que rapidamente converge y es aplicable para obtener el
resultado deseado durante el periodo de muestreo,

= 0 bien dejar constante el término de gravedad 8 = R6,, — K. 'G(8%);
se asume que habrd un sesgo que no incidira demasiado en el calculo
del término de compensacion feed forward, y que finalmente para el
estado estacionario la estimacion converge al valor correcto. En las
simulaciones se adopta esta estrategia.

La ley de control resulta entonces segtn la ec. 3.1.22 con la referencia del
motor calculada segin la ec. 3.1.12.

T =K,R(0% —0,,) — K;R0,, + G() (3.1.22)

En la posicion de equilibrio se cumplen entonces las ecs. 3.1.23, y se
muestra que el planteo converge al caso de compensacion offline.

RO}, — K 'G(8) = 6°
G(6%)

6
(3.1.23)
-

Para comprobar la estabilidad asintética del sistema con juntas elasticas
gobernado por la ley de control de la ec. 3.1.22 se propone una nueva funciéon
de Lyapunov [19], en la que la energia potencial para la posicién deseada en
este caso depende de 6.

1
‘/PD—i-Gonline = %D + Ugrav(e) - Ugrav(e) - §G(9d)TKe_1G(0d) Z 0 (3124)
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Para analizar la mejora, se realiza una simulacién segin el controlador de
la fig 3.27 de seguimiento de trayectoria y se compara su rendimiento con el
obtenido con la estrategia de compensacion offline.

g INE

on-line gravity
> = compensation > 1
G condicicnal * 2
condiciona Y - thets © G —a hJ
Ku +L eal3s R* u
inv{ke) & condicionall Multiporim{N
Switch1
En este punto tengo
la posicion del motor
S rEfIEJj/g_:j\s\ al gje
1 >+ »(+ }p" U 1
(G N tretald_= \i/ P
thetad u
Kp
L{ thesh_s
L2} R u
thetalt lx//
Gainl
L2} .‘-‘L‘ u %l(d' u
heEMp_e V |
thetaMp

Gain Kd

Figura 3.27: Diagrama de bloques del controlador PD, PD+G offline y
PD+G online

Como se han conservado en las simulaciones las ganancias obtenidas para
el caso regulatorio el seguimiento de la referencia (figs. 3.28 y 3.29) no es
adecuado. Sin embargo alcanza para observar las mejoras que esta variacion
del método de compensacién aporta. En la fig. 3.30 se observa que el error
de seguimiento disminuye més en el primer eje con la compensacién online,
debido a que es el que mayor carga debe transportar. Luego los torques
resultan levemente superiores (figs. 3.31 y 3.32) y muestran las principales
diferencias en los transitorios que es donde la compensacién online produce

el mayor efecto. Nuevamente en el eje 1 es donde se puede apreciar mejor la
diferencia.
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Figura 3.28: Comparacion seguimiento de trayectoria para el eje 1 con estra-
tegias PD+G offtine y PD+G online
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Figura 3.29: Comparacién seguimiento de trayectoria para el eje 2 con estra-
tegias PD+G offline y PD+G online
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Figura 3.30: Errores de seguimiento de trayectoria con estrategias PD+G
offline y PD+G online
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Figura 3.31: Comparacién Torques del eje 1 en seguimiento de trayectoria
con estrategias PD+G offline y PD+G online
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Figura 3.32: Comparacién Torques del eje 2 en seguimiento de trayectoria
con estrategias PD+G offline y PD+G online

A pesar de las leves mejoras de la compensacion online en el transitorio,
se observa que la amplitud de las vibraciones no disminuye.

En la estrategia presentada en esta seccién se incorporé informacion de
la planta a través de la inclusion del modelo del peso propio del manipulador
(G(0)) y de la elasticidad de las juntas (K.). Es esperable que al sumar més
informacion proveniente del modelo y de nuevas mediciones se logre mejorar
también el tiempo respuesta y se atentien mejor las vibraciones.

3.1.5. Estrategia PD + fullstate - feedback

Para mejorar la respuesta temporal se puede incorporar al control PD
con compensacion de gravedad, la medicién de los torques transmitidos por
la junta eldstica [36]. La medicién se realiza mediante sensores de tipo strain
gauges situados en la articulacién, que si son muestreados a una tasa mucho
mayor que la del lazo de control, se puede obtener también su derivada con
restas sucesivas. Entonces el torque elastico 7. y su derivada 7. se suman
a la ley de la ec. 3.1.11 para obtener la ec. 3.1.25 [37], donde las dos dife-
rentes realimentaciones y sus respectivas ganancias de control son facilmente
reconocibles.

T = K,R(0% —0,,) — K,R0%, + K, [G(0%) — 7.] — K, + G(67) (3.1.25)

La ley de control puede entenderse como un lazo interno que realimenta
el torque transmitido con el efecto de reducir el momento de inercia aparente



3.1. ARTICULACIONES ELASTICAS 67

del motor y regular las vibraciones, seguido con uno externo del tipo PD con
compensacién de gravedad (fig. 3.33). Para implementar el lazo interno se
calcula el torque motor en funcién de una nueva variable auxiliar u definida
segun la ec. 3.1.26.

Matar

ol ]
Posicon de los ejes.
" . Pasiciones
Torque Motor theM
orques p—>
omr thetabp

Generador Trayecoris o
sexto orden controlador ve Tou N
FD Realimentacion
Estades Rebat con
Junis Elastica

Torque elastico en el eje referido al bdo motbor

I L themd
== B ez uf—pfu

» heaMp L

Figura 3.33: Diagrama de bloques del péndulo doble controlado por un PD+G
con realimentacion del torque

T = Jndy ' u+ (I = JnJ; ) (RTe) (3.1.26)

Reemplazando la ec. 3.1.26 en la del motor 2.1.7 se llega a una nueva
ecuacion del motor donde la inercia J; puede ser elegida de menor magnitud
que J,, aumentando de esta manera la frecuencia eldstica del sistema w, =

VK. T4

J.0+RT., = T

Jn®+ RT. = JnJiu+ (I—J,J;") (RT)
Ji0 + JyJ'RT. = w+ (JJ,' — 1) (RT.)

Jdé +RT. = u

La ec. 3.1.26 define un bloque que calcula el torque motor a partir de
una nueva variable interna w de manera que el motor sea visto desde u
como uno con la inercia modificada. Entonces aplicando la ley de control con
compensacion de gravedad sobre la nueva variable u se tiene,
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u = KZR(6), —0,) — K0, + G(6")
T = 7! (K;XtR (6% —6,,) — K6, + G(ed)) + (I = JnJ7Y) (BT
T = (JnJy'KZR) (0% — 0,) — JuJ; ' K50, + J,J; ' G(67)
+ (I = JuJ;Y) (RT) + G(8%) — G(67)
T = (Jndy ' KZ*R) (0% — 6,) — Jun; ' K56,
+ (Jndy ' = 1) (G(0%) — Rt.) + G(8%)

donde se reconoce la ley planteada en la ec. 3.1.25 con las ganancias dadas
por

Ky = Jndy K™
Ky = Jndi ' Kg™
K = JnJ;' =1
K, = (JuJ;' —1)B. K"

La ganancia K surge al plantear el amortiguamiento viscoso de la junta
elastica, por lo que mediante su inclusion se puede graduar la atenuacion de
las vibraciones

En las figs. 3.34 y 3.35 se muestra la accion regulatoria del control, y se ob-
serva que las vibraciones son atenuadas rapidamente, teniendo un transitorio
suave, error de estado estacionario nulo, y un buen rechazo de perturbacion
en el instante ¢ = 5s dado por el movimiento del eje 2 transmitido al 1 por
el acoplamiento dinamico.
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Figura 3.34: Respuesta temporal del eje 1 para una estrategia de control
PD+G con realimentacién del torque
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Figura 3.35: Respuesta temporal del eje 2 para una estrategia de control
PD+G con realimentacién del torque
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Para el caso de seguimiento de trayectoria se realiza una simulacion para
comparar el rendimiento de los controladores propuestos. En las fig. 3.36 y
3.37 se observan las respuestas temporales. Las vibraciones para el caso de
realimentacién completa son practicamente extinguidas respecto del contro-
lador PD+G.
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Figura 3.36: Comparacién de la estrategia PD+G online y realimentacion
completa (fullstate) en seguimiento de trayectoria para el eje 1

Seguimiento de Trayectoria Eje2

i1, [rad]

PD+Gonline

T T T
N,
05|
Fullstate
ref
L L L L . L L L .
1 2 3 4 5

[ 7 8
Tiempo [s]

0

9

10

%107

=1

0, [rac]

: ;“u%”u"u%"u%"u%“w%“‘w“»wwwm

7 75 8 85 9
Tiempo [s]

I
95

10

Figura 3.37: Comparacién de la estrategia PD+G online y realimentacion
completa (fullstate) en seguimiento de trayectoria para el eje 2

Si bien las vibraciones se atentian en distinta medida mediante las dife-
rentes estrategias de control presentadas, se tiene un seguimiento pobre de
la trayectoria. Para mejorar esta situacion se observa que el sistema es tipo 1
(un integrador puro), por lo que permite seguimiento en estado estacionario
al escalon con error nulo, aunque presenta error para el seguimiento de refe-
rencias tipo rampa, que es el caso habitual cuando se trabaja en el control de
los ejes de un robot. Asi se puede subir el orden del sistema de lazo cerrado
incorporando un término integral en el control, aunque esta alternativa no



3.1. ARTICULACIONES ELASTICAS 71

termina siendo muy beneficiosa porque el atraso de fase lleva rapidamente
a la inestabilidad: en esta situacion se tienen dos polos en cero y dos polos
complejos conjugados muy cerca del eje jw.

Otra opcion para mejorar el seguimiento consiste sencillamente en incre-
mentar las ganancias. Se recuerda que se en este punto se esta trabajando con
una cota conservativa de w,, = w,/10 ajustada para tener una buena respues-
ta regulatoria y minimizar los efectos vibratorios. Por lo tanto incrementar
la ganancia K, mediante el rediseno del valor de w, aumenta el riesgo de
entrar en resonancia. La cota habitual utilizada en robdtica fija w, = w./2,
resultando las siguientes ganancias

100,15 0
Ko = [ 0 485,93}
6,16 0
Ra = l 0 13,70]

Las respuestas regulatorias para este ajuste se muestran en las figs. 3.38
y 3.39, donde se observa que la referencia tipo escalén produce una accion
de control tan violenta que trae aparejada una respuesta oscilatoria muy
marcada. Se observa también que las vibraciones son similares al caso PD+G.
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MM Aan AAPAAAAA A ﬂ A fir MAAVAV»‘VAV.‘,AWV&.:,;,,,,,,, i
i i

PD+G offline
— Fullstate
ref
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Figura 3.38: Comparacion de la estrategia PD+G y fullstate para regulacién
en el eje 1 considerando w,, = w,/2
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Figura 3.39: Comparacion de la estrategia PD+G y fullstate para regulacién
en el eje 2 considerando w,, = w,/2

Por otro lado se obtienen las respuestas temporales para seguimiento de
trayectoria mostradas en las figs. 3.40 y 3.41 en las que se observa un mejor
seguimiento de la trayectoria aunque se han incrementado las amplitudes de
las vibraciones con respecto a las figs. 3.36 y 3.37. Sin embargo las vibraciones
aun siguen siendo menos notorias que en la estrategia PD+G, evidenciando
que el método logra esa mejora al disminuir la inercia efectiva de los motores.
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Figura 3.40: Comparacion de la estrategia PD+G y fullstate para seguimiento
de trayectoria en el eje 1 considerando w,, = w,/2
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Figura 3.41: Comparacién de la estrategia PD+G y fullstate para seguimiento
de trayectoria en el eje 2 considerando w,, = w,/2

Analizando las curvas de torque entregado por los motores (figs. 3.42
y 3.43) se observa que los valores para la estrategia fullstate no solo son
mayores sino también tienen componentes en frecuencias més elevadas, lo
cual es esperable porque se usa al motor para reducir las vibraciones. La
curva del control PD+G puede verse como una versién suavizada.
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Figura 3.42: Torques de los motores para la estrategia PD+G en seguimiento

de trayectoria
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Figura 3.43: Torques de los motores para la estrategia fullstate en seguimiento
de trayectoria

Otro aspecto a destacar es que los controladores propuestos presentan un
retardo entre las curvas de trayectoria de referencia y las obtenidas, dado
por el error de seguimiento a la rampa. Para mejorar este aspecto y buscar
mayor atenuacién de las vibraciones se puede seguir incorporando al control
el conocimiento de la planta a través de su modelo mediante la técnica de
inversion de la dinamica.

3.1.6. Estrategias basadas en la dinamica inversa

Una técnica habitual en el control de robots consiste en la linealizacion
exacta de la planta por medio de la realimentacion de las variables de posicion
y velocidad a través del modelo dindmico inverso, en lo que se conoce como
torque computado [2]. El modelo equivalente luego de la linealizacién resulta
en un conjunto de doble integradores, tantos como ejes se tiene. Finalmente
el diseno del control es ajustar una ley sobre el sistema equivalente para que
el error de seguimiento siga cierta dindmica.

La linealizacion consigue ademas el desacoplamiento inercial de los ejes
pudiendo trabajar en el control de cada uno por separado.

Al pasar al caso con elasticidades en los ejes, la inversién no es directa,
aunque puede llevarse adelante estimando las derivadas de mayor orden de la
posicién y expresando el modelo en funcién de ellas. Es decir que se necesita
el conocimiento de 6 v 0.

El calculo de la ley de control por torque computado es muy complejo
para llevar adelante en un periodo de muestreo y muy sensible a incertezas en
el conocimiento de la planta. Otra opcién es utilizar la dindmica inversa para
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calcular el torque necesario instante a instante para recorrer una trayectoria.
En este caso se plantearia utilizar la informacién del modelo en un camino feed
forward, ya que se calcularia un torque de base en funcién de las coordenadas
de la trayectoria deseada. Una ventaja interesante de este enfoque es que no
es necesario estimar derivadas de alto orden de una variable medida (con
el error que eso implica) ya que el generador de trayectorias puede proveer
curvas analiticas de las referencias con derivadas continuas hasta el orden
que se desee.

Otro aspecto notable es en cuanto a la estabilidad. La estrategia de torque
computado provee una ley que estabiliza al sistema en forma global; la prueba
consiste en encontrar un sistema de control estable para el sistema equivalente
linealizado y desacoplado. La estrategia de inclusién del modelo inverso como
un término feed forward provee el torque necesario para seguir la trayectoria,
y luego las diferencias son corregidas por un lazo PD que actia en funcion
del error de seguimiento. Asi el control por realimentacién puede entenderse
como trabajando sobre un sistema incremental. Luego el ajuste del control
se realiza para conseguir estabilidad local alrededor de los correspondientes
puntos de trabajo que terminan conformando la trayectoria.

Por lo tanto, para calcular el torque nominal en la trayectoria, 7% se
parte de la ecuacion de la dinamica inversa del modelo reducido. No obstante
analizando el sistema de ecuaciones del modelo reducido se observa que la
asociacién de un torque para 8% no es inmediata, requiriendo la realizacién
de algunos calculos previos.

Agrupando los términos de Coriolis, fuerza centripeta y peso propio en
una nueva variable n (0, 9) =(C(0, 0)9 + G(0) para simplificar la notacién,
la ecuacién dinamica de los eslabones resulta:

M (076 +n(0?,0%) + K.0? = K. RO,

Derivando respecto al tiempo obtendremos la expresion de la velocidad
del motor, 64,

M09 + M(6)6 + n(6?,07) + K.07 = K. RO
_ Derivando otra vez respecto al tiempo aparece la aceleracién del motor
o< .

m

M(OY)G + 20169 + (6%, 6%) + [11(6%) + K| 6 = KRG, (3.1.27)
De la ecuacién del motor se tiene

T = JmOpm + RT. (3.1.28)
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Sustituyendo la aceleracién de los motores (ec. 3.1.27) en la ec. 3.1.28 se
tiene

TnNE { MO0 + 20169 + ia(9%, 6%) + [11(6%) + K| 6} = mi— R,

Despejando el torque motor 7, v reemplazando la ecuacion dinamica
inversa del mecanismo 7, = M0 +n se llega a la expresién de la componente
FF (ec. 3.1.29) donde se tiene por separado en el primer término el torque
necesario para mover al robot considerando las juntas rigidas y en el segundo
la componente adicional que surge de la elasticidad.

Tl =R |M(6")0 + (6", 6%)]

4 I NK {M(ed)'é’d +2M (649" + (67, 6%) + [M(ad) + Ke} éd}
(3.1.29)

Para calcular la componente FF 72 es necesario obtener las primeras y
segundas derivadas respecto al tiempo de las matrices de la dindmica. Como
la matriz de energfa cinética M = [m; ;] depende del tiempo a través de 0 la
derivada se calcula por la regla de la cadena para cada elemento.

Naa:is

s (0) = ) Omy(6)

i
i=1 90;

i
6=04

Luego la segunda derivada se obtiene derivando el producto.

Nazis

. O (0
i(0) = ) —5;( )
i=1 ¢

N
\d
07 +
9=04 =1

xis am]’k (0)

-
06, b

i
0=04

La misma estructura se emplea para obtener la primera derivada n (64, éd).

Una alternativa para cerrar el lazo de control consiste en realimentar solo
las variables del motor con una estrategia PD segun la ec. 3.1.30, donde el
ultimo es el término feed forward.

T =K,R(0% —6,,)+ K,;R(6% —8,,)+ N1l (3.1.30)

Como el controlador de lazo cerrado tiene que corregir el error de se-
guimiento respecto del punto de trabajo, se encuentra entonces frente a un
modelo incremental con las mismas caracteristicas sobre los que se estuvieron
trabajando previamente. Entonces resulta conveniente mantener el ajuste de
las ganancias para poder comparar los rendimientos.



3.1. ARTICULACIONES ELASTICAS 77

En las figs. 3.44 y 3.45 se muestra la evolucion temporal para el seguimien-
to de referencias con el ajuste propuesto, y se nota la importante reduccion
en el error, debido a que el término FF corrige el atraso que se observaba

con las estrategias previas.
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Figura 3.44: Respuesta temporal del eje 1 para PD+FF
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Figura 3.45: Respuesta temporal del eje 2 para PD+FF

Por otro lado, los torques motor provistos por esta estrategia muestran
componentes de alta frecuencia (fig. 3.46).
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Figura 3.46: Evolucién temporal de los torques motor del para PD+FF

Si se analizan las respuestas obtenidas se puede ver que la amplitud de
las vibraciones es minima en ambos ejes. Esto se debe principalmente a que
la componente del torque calculada por el lazo es muy pequena pues en
todo momento el error de seguimiento es cercano a 0, y tanto la componen-
te derivativa del controlador como los elementos disipativos se encargan de
amortiguarlas.

El efecto de la variacién de la ganancia, parametrizado a través de w,
puede observarse en las figs. 3.47 y 3.48. Si bien se aprecia una mejora en
el seguimiento cuando se incrementan las ganancias, del mismo modo que
ocurria con las demas estrategias, también se incrementan las vibraciones,
siendo éste un limite impuesto por la constante eldstica de la articulacion.
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Figura 3.47: Efecto en la respuesta temporal de la variacion de ganancia para
el control PD+FF
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Figura 3.48: Efecto en la fuerza de control de la variacion de ganancia para
el control PD+FF

3.1.7. Comparacion de las estrategias implementadas

En las figs. 3.49 y 3.50 se muestran las respuestas de los distintos contro-
ladores ajustados todos de la misma manera.
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Seguimiento de trayectoria Eje1

] —— PD+3Gorline
= 1r ——FF H
= Fullstate:
ref
o

0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo [s]

) 10

—— PD+Gonline
0 . L — FF
Fullstate

0 1 2 3 4 5 6 7 8 ] 10
Tiempo [s]
0.78545

LADNDAA L Gy
07854 AT -

01 [rad]

0.78535 - - * : *
7 7.5 8 85 9 95 10
Tiempo [s]

Figura 3.49: Comparacién de la respuesta en el tiempo del eje 1 del péndulo
doble para diferentes estrategias.

Seguimiento de trayectoria Eje2

0sk / —— PD+Zoriline | |
—FF
/ Fullstate
ref

i, [rad]

Tiempo [s]

Figura 3.50: Comparacién de la respuesta en el tiempo del eje 2 del péndulo
doble para diferentes estrategias.

En las figs. 3.51 y 3.52 se muestran las fuerzas de control calculadas por
las distintas estrategias. Se observa que las leyes de control mas sofistica-
das, que hace uso del modelo de la planta, generan torques con componentes
de mayor frecuencia, con picos bien definidos. Es decir que la curva de tor-
que para una estrategia PD aparece como una version suavizada, de baja
frecuencia, de aquellas generadas por las estrategias mas complejas. Por lo
tanto surge cuestionar la posibilidad de implementarlas teniendo en cuenta
que los motores tienen un ancho de banda limitado.
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Figura 3.51: Comparacién de la respuesta en el tiempo del torque motor del
eje 1 del péndulo doble para diferentes estrategias.
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Figura 3.52: Comparaciéon de la respuesta en el tiempo del torque motor del
eje 2 del péndulo doble para diferentes estrategias.

Finalmente se puede concluir que los métodos PD+G y fullstate feedback
tienen un retraso en el seguimiento que hace que no sean muy adecuadas
para generar trayectorias en el espacio de los ejes y menos aun si lo que se
pretende es realizar trayectorias cartesianas (en linea recta por ejemplo).

Por otro lado, el método FF obtiene buena respuesta de seguimiento y es
la estrategia que mejor disipa las vibraciones. Aun asi, cuenta con la desven-
taja de que su convergencia a la trayectoria deseada estd solo garantizada
localmente, es decir, los errores de seguimiento deben ser lo suficientemente
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pequenos para garantizar su buen comportamiento. Ademas si se utilizara
este método para realizar trayectorias cartesianas nos encontrariamos con el
problema de tener que obtener hasta la cuarta derivada de 8¢ por derivacién
numérica resultando esta una aproximacién inconveniente.

3.2. Eslabones flexibles

Luego de haber analizado las diferentes estrategias de control para el
caso de las articulaciones elasticas, se hace lo propio con el mismo modelo
mecanico donde las articulaciones son rigidas u los eslabones son flexibles.

El control de movimiento en sistemas de eslabones flexibles no solo debe
afrontar los problemas de seguimiento de trayectoria o regulacién de posicién
a los que se enfrentan los robots rigidos. Al igual que los sistemas que con-
centraban su flexibilidad en las articulaciones, éstos también deben suprimir
en forma activa las vibraciones. Del mismo modo las dificultades son gran-
des debido a la no linealidad y al acoplamiento que presentan las ecuaciones
2.2.31 [38].

Para corregir las vibraciones se puede incorporar la medicion de las defle-
xiones mediante strain gauges distribuidos en los eslabones. Por simplicidad
de implementacion, las estrategias planteadas hacen uso de la misma estruc-
tura de sensores presentada en la seccién anterior. Entonces se reducen las
vibraciones con la informacion proveniente de los sensores de posicion y ve-
locidad de los motores.

El trayecto propuesto parte del estudio de un control PD como base de
comparacion para ir complejizando luego la estrategia.

3.2.1. Estrategia PD

En ausencia de mediciones provenientes de la deflexion (4), la ley de
control se representa como

=K, (0%—0) - K,0 3.2.31
p

siendo la misma expresiéon que la empleada en el caso de articulaciones
flexibles (ec. 3.1.1). En este caso, al no contar con elasticidad en las articu-

laciones, 0 se relaciona con la variable del motor mediante la reduccion R
como 6 = RO,,.
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3.2.1.1. Eleccién de las ganancias

El calculo de las ganancias parte de la expresion 3.1.8. En este caso la
frecuencia elastica del sistema esta determinada por la flexibilidad de los es-
labones siendo dominante la determinada por la frecuencia del primer modo,

i = whpi/ (BI);.

Para el caso de estudio, y con el fin de incrementar el efecto de la
flexibilidad de los eslabones, se supone que las masas de los motores son
M1 = Mm2 = 1,0Kg. Asi se hace mas notoria la deflexién sufrida por los
eslabones, y también se amplian las vibraciones.

Para el ajuste de la ganancia se limita w, = w./3 segin [39]. Asi las
frecuencias elasticas para cada modo tienen los siguientes valores,

Well — 8,703
Wel12 — 204,431
We21 — 43,281

Wes1 = 316,208

siendo el primer subindice el indicador del eslabdn y el segundo el indica-
dor del modo. Como se observa la frecuencia del primer modo es la dominante
y la que se considera para obtener la frecuencia eldstica.

De acuerdo a esto las ganancias calculadas son:

8,5469 0
Ko = { 0 204,5877}

56514 0
Ka = { 0 328,3478}

3.2.1.2. Evaluacion del controlador

El control mas sencillo, ajustado de manera de excitar lo menos posi-
ble a los modos elasticos produce una respuesta oscilatoria. En la fig. 3.53
se observa el efecto de la falta de compensacién de la gravedad en la caida
del eslabon. Luego se recupera lentamente teniendo en la posicién final una
oscilacién permanente. El segundo eje (fig. 3.54) permite un ajuste con ma-
yor ganancia pues la frecuencia elastica es mucho mayor, haciendo que los
transitorios sean mas rapidos, aunque el efecto vibratorio sigue presente.



84 CAPITULO 3. ESTRATEGIAS DE CONTROL
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Figura 3.53: Seguimiento de posicion del primer eje de un sistema de péndulo
doble con eslabones flexibles para una estrategia PD.
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Figura 3.54: Seguimiento de posicién del segundo eje de un sistema de péndu-
lo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD.

La evolucién de las variables generalizadas de desplazamiento asociadas
a los modos de vibracién (fig. 3.55) muestran las frecuencias intervinientes
en cada una de ellas. También se justifica el modelado de la deformacion por
la aproximacién con 2 modos en virtud de las amplitudes de los mismos.

Se observa ademas que a partir del instante ¢t = 5s cuando el segundo eje
se pone en movimiento, que se induce una perturbacién facilmente distingui-
ble en la curva d15(t).
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Figura 3.55: Variacion de las deltas en el tiempo para una estrategia PD.

Al igual que en el caso de juntas eldsticas, esta sencilla estrategia suma
al error de seguimiento para el caso de un mecanismo rigido dado por el peso
propio la deformacién elastica producida en los eslabones. Por lo tanto el
primer punto a compensar es el efecto gravitatorio.

3.2.2. PD+ Compensacion gravedad

Si el eslabon es considerado lo suficientemente rigido, la ley de control
dada en la ec. 3.2.31 puede ser mejorada con la inclusiéon de un término de
compensacion dependiente solo de 6, segin la ec. 3.2.32.

T = K,(0° - 0) — K.,0 + G(6”) (3.2.32)

En las figs. 3.56 y 3.57 se muestra que la compensaciéon propuesta para
el caso rigido mejora el valor medio alcanzado luego del transitorio del movi-
miento. Sin embargo las vibraciones transmitidas por las elasticidades hacia
la posicion de los ejes no pueden ser atenuadas. Mds atun, se observa un sesgo
entre el valor medio alcanzado y la referencia, producto de la deformaciéon
elastica.
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Figura 3.56: Seguimiento de posicion del primer eje de un sistema de péndulo
doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G
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Figura 3.57: Seguimiento de posicién del segundo eje de un sistema de péndu-
lo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G

control PD mads sencillo.

La evolucion de las variables generalizadas de deformacion (fig. 3.58) pa-
ra este caso presentan las mismas caracteristicas que las obtenidas para el
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Figura 3.58: Variacién de las deltas en el tiempo para una estrategia PD+G.

Para mejorar el seguimiento y eliminar el sesgo del valor medio en [39]
se plantea una modificacién a la ley de control (ec. 3.2.33) pensada para
trabajar en ausencia de la medicién de las deformaciones (0) tal como se
habia propuesto en un principio.

T =K,(0% — 0) — K,0 + G4(8?,5%) (3.2.33)

El vector de peso propio se define como,

G- | A

por lo que se puede despejar el valor de §¢ segtin,

0= —K'Gs(6% (3.2.34)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de articulaciones flexibles
(ec. 3.1.13), se observa que aqui las ecuaciones para el punto de de equilibrio
son dependientes de la rigidez de los eslabones.

G5(8) = —K§
G(0,8) = K,(0%—0)+ Gy(0%, 6%

Llevando esta expresion a la forma matricial se tiene

0l 0] [ Gy(6,6)— Gy(67, 6
A [ 5§ 1 = [ Gy (6) — G0
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donde la matriz A queda definida por,

A(G,d):[lgp [O(}

Definiendo la cota « sobre la derivada de los términos de gravedad y sa-
biendo que la rigidez del sistema siempre serd suficiente para sostener cual-
quier posicién en el espacio, se busca K, de manera que oyin(A) > « para
verificar la unicidad de la soluciéon nula de la ecuacion de estados de este
sistema.

La estabilidad de la ley de control se prueba por el segundo método de
Lyapunov, construyendo la funcién del estado definida positiva dada por la
ec. 3.2.35.

1. o1
Vetppta :EqTqu + E(qd - CI)TK(qd - (I)

(3.2.35)
+U(q) - Ulg") + (¢"— q)"G(g") = 0

La simulacién de esta ley modificada que anticipa la componente de peso
propio de acuerdo al punto que se quiere alcanzar se observa en la figs. 3.59
y 3.60. Se consigue eliminar el sesgo del valor medio alcanzado luego del
transitorio, aunque las oscilaciones continian presentes.
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Figura 3.59: Seguimiento de posicion del primer eje de un sistema de péndulo
doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G(6, )
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Figura 3.60: Seguimiento de posicién del primer eje de un sistema de péndulo
doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G(8, §)

La capacidad de seguimiento de una trayectoria por parte de este con-
trolador es evaluada con el ajuste actual y los resultados se muestran en las
figs. 3.61 y 3.62.
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Figura 3.61: Seguimiento de trayectoria del primer eje de un sistema de
péndulo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G(8, )
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Figura 3.62: Seguimiento de trayectoria del segundo eje de un sistema de
péndulo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G(8, §)

La evolucién de las variables generalizadas de deformacién se observan en
la fig. 3.63. La disminucién en los valores que se consiguen para este caso de
seguimiento de trayectoria se debe a que la curva de referencia es suave, por
lo cual no se excitan en gran medida a los modos elédsticos.
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Figura 3.63: Variacién de los delta para una estrategia PD+G(6, §) en segui-
miento de trayectoria.

Del igual forma a cémo ocurre en el caso de juntas elasticas, las ganancias
obtenidas para el control regulatorio no son adecuadas para garantizar un
seguimiento, tal como se observa en la fig. 3.61. Para mejorar el seguimiento
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se pueden recalcular las ganancias a partir de un parametro w, mayor, aunque
se corre el riesgo de excitar las frecuencias de resonancia.

Debido a la baja frecuencia del primer modo del primer eslabén (asociado
a f11), en este caso no se podré garantizar un buen seguimiento sin desmejorar
mucho la respuesta oscilatoria de las vibraciones.

Con el simulador se estudia el efecto de variar el parametro de ajuste
del control w,. En las figs. 3.64 se observa el efecto de los distintos ajustes
en el seguimiento de la trayectoria del eje 1, donde se nota la mejora del
error, aunque las oscilaciones en los ejes no son extinguidas. Luego en la fig.
3.65 se observa cémo empeoran las vibraciones a medida que w, aumenta,
planteando asi una solucion de compromiso.
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Figura 3.64: Efecto en el seguimiento de la trayectoria de los ejes por la
variacion del ajuste del control para una estrategia PD+G(6, §)
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Figura 3.65: Efecto en las vibraciones de los eslabones por la variacion del

ajuste del control para una estrategia PD+G(6, 9)

El incremento de las ganancias es muy marcado en el ajuste para w, =
10w,, trayendo acciones de control muy grandes con picos marcados (fig.
3.66). Segun 3.1.2, se considera que los actuadores pueden entregar cualquier
torque solicitado sin restriccién alguna.
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Figura 3.66: Comparacion de los torques para distintos ajuste del control
para una estrategia PD+G(6, )

Para garantizar el seguimiento manteniendo en un valor intermedio las
vibraciones se opta las ganancias obtenidas al duplicar la frecuencia elasti-
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ca, sin m&s opcion que trabajar en la zona critica. Calculando las nuevas
ganancias para w, = 2w, se tiene,

3139 0
ho = { 0 7514,7}

K, _ | 357692 0
d = 0 173,3231

La simulacion para este nuevo ajuste se observa en las figs. 3.67 y 3.68,
donde tiene una clara mejora del error de seguimiento aunque las vibraciones
se duplican (comparar figs. 3.63 y 3.69).
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Figura 3.67: Seguimiento de trayectoria del primer eje de un sistema de
péndulo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G(6,4d) con
ganancia calculada a w, = 2w,
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Figura 3.68: Seguimiento de trayectoria del segundo eje de un sistema de
péndulo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+G(6, ) con
ganancia calculada a w,, = 2w,
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Figura 3.69: Vibraciones resultantes para una estrategia PD+G(8,d) en se-
guimiento de trayectoria e con ganancia calculada a w,, = 2w,

Analizando las figuras de las respuestas temporales del seguimiento de
trayectoria de ambos ejes, se puede observar que es factible conseguir un
buen seguimiento aunque no se pueden cancelar las vibraciones.
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3.2.3. Estrategia PD +FF

Como se ha analizado en la seccion 3.1.6, la estrategia de control con
compensacion en adelanto calcula el torque nominal para el punto de trabajo
y se la anade al término calculado por el controlador PD que se encarga
de corregir el error. El hecho de que cambien las ecuaciones dindamicas del

sistema, lleva a recalcular el nuevo torque nominal convirtiendo la expresién
3.1.29 en 3.2.36.

4= M(q%) + J,.N?6? + n(6?, 6% (3.2.36)

El mejor seguimiento ofrecido por esta estrategia ayuda a limitar la fre-
cuencia natural y asi trabajar con w, menores que la frecuencia elastica,
alejandose de la posibilidad de entrar en resonancia y disminuyendo en con-
secuencia las vibraciones.

Limitando w, = w./4, las ganancias calculadas resultan mucho menores
a las obtenidas previamente y se detallan a continuacion,

49052 0
K = { 0 117,4172}
42086 0
K { 0 21,4029}

La evolucién temporal de la respuesta del brazo controlado por esta es-
trategia se muestra en las figs. 3.70 y 3.71, donde se observa un excelente
desempenio en cuanto al seguimiento con errores en el orden de 10~3rad aun-
que también se nota la persistencia de las vibraciones.
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Figura 3.70: Seguimiento de trayectoria del primer eje de un sistema de
péndulo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+FF
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Figura 3.71: Seguimiento de trayectoria del segundo eje de un sistema de
péndulo doble con eslabones flexibles para una estrategia PD+FF

En la fig. 3.72 se muestran las oscilaciones a través de la variaciéon tem-
poral de las variables generalizadas asociadas a los modos (d;;), donde no se
observan mejoras respecto al métodos que compensa la gravedad solamente
(fig. 3.69) en cuanto a la amplitud y a la atenuacién de las mismas. La tnica
salvedad es que el método con compensacién en adelanto usando el modelo

inverso permite trabajar con ganancias mucho menores logrando mejorar la
performance general.
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Figura 3.72: Vibraciones de los eslabones para una estrategia PD+FF en
seguimiento de trayectoria

3.2.4. Comparacion de las estrategias implementadas

En las figs. 3.73 y 3.74 se muestra la comparacién entre distintas estra-
tegias para los dos ejes. Se incluye también la técnica de torque computado,
que si bien no se detalla sobre la implementacion y consideraciones de ajuste
y robustez, sirve de base de comparacién mostrando un desempeno similar al
control PD con alimentacién en adelanto usando el modelo inverso (PD+FF).
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Figura 3.73: Comparacién del seguimiento de la trayectoria del eje 1
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En la fig. 3.75 se muestra la comparacién de las vibraciones resultantes
para cada estrategia de control, notdndose un comportamiento similar.
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Figura 3.75: Comparacion de las vibraciones de los eslabones para distintas
técnicas de control

En la fig. 3.76 se presentan comparativamente los torques para las dis-
tintas técnicas implementadas. Se nota que la curva de torque del control

PD+G, en una

version suavizada de PD+FF, habiendo pocas diferencias

entre esta ultima y el control por torque computado.
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Figura 3.76: Comparacién de los torques aplicados en las distintas técnicas
de control

Como conclusion sobre el control de los manipuladores con eslabones
flexibles, se encuentra que las técnicas que atenuaban las vibraciones en el
caso de junta eldstica no proveen resultados satisfactorios aqui. Este situacion
se da principalmente porque por un lado las vibraciones de los eslabones
actian a lazo abierto (no se realizan mediciones de 0) y entonces no son
consideradas activamente para la reduccion de las mismas, y por otro que en
las estrategias presentadas que se contempla el modelo, se lo hace en forma
estatica para calcular una compensacion en adelanto para el torque motor y
corregir las desviaciones producidas al tener eslabones flexibles sometidos a
fuerzas.

Es asi que con estos esquemas de control y utilizando los sensores que
habitualmente se encuentran en los brazos rigidos, se logran alcanzar los
puntos objetivo, lo cual es muy significativo pues aporta en gran medida a
la repetibilidad del manipulador. Sin embargo las vibraciones no se pueden
cancelar en forma activa dependiendo en gran medida de la disipacion de las
mismas dada en el material.

Contrariamente a lo esperado, la estrategia de control por torque compu-
tado implementada tampoco consigue la cancelacién de las vibraciones, re-
sultando en un desempeifio similar al del control por adelanto (PD+FF). Asi,
el hecho de no haber tenido éxito en cuanto a la atenuacion de las vibra-
ciones al reproducir las diferentes técnicas de control conocidas, da lugar a
planter un cuestionamiento sobre la controlabilidad del sistema, requiriendo
este aspecto un analisis mas detenido.

Finalmente la herramienta con la que se cuenta para minimizar el efecto
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vibratorio, es hasta aqui sencillamente limitar la ganancia empobreciendo el
seguimiento.

3.3. Articulaciones elasticas y eslabones fle-
xibles

Tras analizar las diferentes técnicas de control en los dos modelos de
deformacién elastica introducidos y obtener las respectivas conclusiones, se
propone considerar un sistema mecanico que incluya conjuntamente las dos
elasticidades con el objetivo de evaluar el desempeno de las estrategias pre-
sentadas.

Los parametros con los que se va a trabajar y sus respectivas magnitudes
aparecen en la tabla 2.2.

3.3.1. Calculo de las ganancias

El primer desafio consiste en la eleccién de w,,. El hecho de trabajar con
dos frecuencias elasticas diferentes, correspondientes unas a las juntas y las
otras a los eslabones, lleva a tomar a una de ellas como la dominante para
limitar luego el valor de w,. De acuerdo a los parametros considerados para
el modelo de estudio las frecuencias eldsticas méas bajas se corresponden al
fenémeno de la elasticidad de eslabones resultando sus valores :

we = 8,703
wee = 43,281

Fijando como cota de disenio w, = w,, las ganancias resultan,

785 0
Ky = { 0 1878,7]
17,7346 0 }

Ra :{ 0 86,5115

Como es esperable, en la fig. 3.77 se observa que la estrategia con com-
pensacion en adelanto utilizando el modelo inverso presenta los mejores re-
sultados. El efecto vibratorio no consigue atenuarse en consecuencia de las
conclusiones de la seccién previa (3.2.3).
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Figura 3.77: Comparacién de la respuesta temporal del eje 1 del péndulo
doble completamente flexible para diferentes estrategias.

Se observa también que las ganancias propuestas no son suficientes para
garantizar un buen seguimiento. Por lo tanto y considerando que de todas
formas no se van a poder anular activamente las vibraciones de los eslabones,
se recalculan las ganancias tomando como cota de diseno la frecuencia elastica
dada por las juntas. En consecuencia se trabaja a frecuencias mayores a la
frecuencia elastica de los eslabones, con el consecuente incremento en las
vibraciones.

we = 21,0721
Weo = T4, 7087

Haciendo w,,=w,
Fijando como cota de diseno w, = w,, las ganancias resultan,

460 0
ho = { 0 5597,4}

K, _ | 433628 0
d = 0 149.5458

3.3.2. Estrategia PD+ G

Se evaltia el desempeno del control PD con compensacién de gravedad
modificado para atender los efectos de deflexion en juntas y eslabones. En
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las fig. 3.78 y 3.79 se muestra la evolucion temporal para el seguimiento de
trayectorias, destacandose la mejora en cuanto al seguimiento aunque se nota
aun la persistencia del retraso y las marcadas oscilaciones no amortiguadas
producto de la flexibilidad de los eslabones. El valor medio final corresponde
a la posicion deseada del eje.
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Figura 3.78: Seguimiento de trayectoria del primer eje de un sistema de
péndulo doble completamente flexible para una estrategia PD+G
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Figura 3.79: Seguimiento de trayectoria del segundo eje de un sistema de
péndulo doble completamente flexible para una estrategia PD+G

Una observacion interesante que surge de la fig. 3.80 es que la fuerza de
control tiene un caracter oscilatorio producto de estar trabajando con ga-
nancias demasiado altas para la elasticidad del eslabon. Los motores deben
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sumar y restar torque en forma casi estatica a una frecuencia de algunos
Hertz. Es asi que este ajuste resulta impracticable, demostrando que en el
disenio de un robot con eslabones ligeros se debe buscar maximizar la ri-
gidez aumentando asi las frecuencias elasticas, para evitar luego tener que
empobrecer demasiado el rendimiento.

Torques motor PD+ G+ ¢
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o

&
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-20

Tiempo [s]

Figura 3.80: Variacion en el tiempo de los torques de un sistema completa-
mente flexible con una estrategia PD+G

3.3.3. Estrategia PD+FF

La estrategia que contempla el uso del modelo inverso nos muestra en
la evolucién temporal de las variables de posicién (figs. 3.81 y 3.82) que
el error de seguimiento mejora, eliminandose principalmente el retraso. Las
oscilaciones producto de la interaccion del control con los modos elasticos del
eslabon estan presentes.
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Figura 3.81: Seguimiento de trayectoria del primer eje de un sistema de
péndulo doble completamente flexible para una estrategia PD+FF
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Figura 3.82: Seguimiento de trayectoria del segundo eje de un sistema de
péndulo doble completamente flexible para una estrategia PD+FF

En la fig. 3.83 se observa un marcado incremento en los torques maximos,

asi como un efecto oscilatorio que se traduce en las vibraciones del eje vista
en las fig. 3.81.
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Figura 3.83: Variacién temporal los torques de un sistema completamente
flexible con una estrategia PD+FF

3.3.4. Comparacion de todas las estrategias

Para comparar el desempeno de las estrategias presentadas, se muestra

las curvas de seguimiento a trayectorias (figs. 3.84, 3.85) y los torques invo-
lucrados (fig. 3.86).
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Figura 3.84: Comparacién de la respuesta en el tiempo del eje 1 del péndulo
doble completamente flexible para diferentes estrategias.
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Figura 3.85: Comparacién de la respuesta en el tiempo del eje 2 del péndulo
doble completamente flexible para diferentes estrategias.
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Figura 3.86: Comparacion de los torques del primer motor del péndulo doble
completamente flexible para diferentes estrategias.

Se observa que las estrategias mas sencillas dan resultados pobres en
seguimiento de trayectoria, ejemplo de ello son el retraso con el que actian o
las desviaciones que padecen, ambos apreciables en las figs. 3.84 y 3.85. Por
otro lado, la estrategia FF sigue dando los mejores resultados en cuando al
seguimiento.

Otra importante conclusion es la imposibilidad de disipar las vibraciones.
Esto se debe al hecho de contar con dos frecuencias elasticas diferentes. Al
considerar la frecuencia elastica mas alta para calcular las ganancias acarrea
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una clara mejora en el seguimiento pero la amplitud de las vibraciones au-
menta considerablemente, obteniendo una mala respuesta en la disipacion de
vibraciones. Por el contrario trabajar con la frecuencia eldstica més baja aca-
rrea errores de seguimiento que alejan a este modelo de su objetivo principal
de reproducir los movimientos deseados.

Para lidiar con estas dificultades, los fabricantes méas destacados de co-
bots buscan una solucién de compromiso entre el peso- rigidez y la perfor-
mance. Enfocan su diseno principalmente a cumplir las normas de seguridad
para trabajo conjunto, por lo que al incorporar variados sensores externos
de seguridad pueden incrementar la robustez del mecanismo y a la vez su
rendimiento.
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Conclusiones

Un péndulo doble con articulaciones flexibles, otro con eslabones flexibles
y uno ultimo, combinando las dos flexibilidades, han sido modelizados y
simulados bajo diferentes estrategias de control en este trabajo. Con esto se
ha tratado de analizar el comportamiento de estos sistemas bajo diferentes
excitaciones y el desarrollo y disipacién de los efectos no deseados como
las vibraciones, para asi poder comprender las estrategias empleadas por
diferentes fabricantes para controlar sus cobots.

Para ello se ha modelado la elasticidad en la articulacién mediante un
resorte torsional. En la obtencion de las ecuaciones dinamicas se ha despre-
ciado el acoplamiento inercial entre diferentes actuadores, siendo ésta una
buena aproximacion para un cobot debido a las reducciones que emplean en
sus actuadores.

Para la modelizacién de los eslabones flexibles y obtencion de sus ecuacio-
nes dinamicas se ha empleado el método de modos asumidos y la deformacion
ha seguido la teoria de la viga de Euler Bernoulli, empotrada-masas. Debido
a la geometria -seccion transversal constante y pequena comparando con la
longitudinal- que presentan los eslabones, el método empleado es aplicable
en la modelizacion de un eslabén de un cobot de UR. Lo mismo ocurre al rea-
lizar las integrales sobre el eje neutro y no sobre el volumen en la obtencion
de los pardametros dindamicos, siendo buena la aproximacion.

En cuanto al control, diferentes estrategias han sido implementadas para
cada modelo. Para el caso de las articulaciones flexibles, todas las estrategias
han resuelto satisfactoriamente el problema de seguimiento y disipaciéon de
vibraciones, siendo la estrategia FF la que mejores resultados ha ofrecido.
Para el caso del sistema de eslabones flexibles, en cambio, aunque se haya lo-
grado contrarrestar el efecto de las deflexiones y obtener un buen seguimiento
a una trayectoria deseada, no se ha podido realizar lo propio en la disipacion
de vibraciones, concluyendo que es necesario atenuarlos de manera pasiva
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o mediante otras estrategias mas avanzadas. No obstante, en todos ellos ha
quedado claro que existe una relacion cerrada entre la velocidad de respuesta
y la aparicion de las vibraciones, necesitando llegar a un compromiso entre
ambos a la hora de disenar las ganancias.

Para la obtencién de un modelo completamente idéntico al de UR deben
considerarse las deflexiones transversales en el espacio, siendo este un tema
para futuros trabajos. Por otro lado, también deberia trabajarse la inclusion
de mas eslabones siendo uno de ellos transversal ofreciendo la posibilidad de
poder estudiar los efectos de la deflexion en el seguimiento de una trayectoria
en el espacio.

En cuanto al control concierne, otras estrategias méas avanzadas deben
ser analizadas en aras de mejorar la performance de seguimiento y la velo-
cidad consiguiendo disipar mejor las vibraciones. Para el caso de eslabones
flexibles ademés debe analizarse el control cartesiano ya que con la estrategia
considerada, aunque llegue a obtenerse la posicién deseada de 6 la deflexion
de la barra hace que la posicion del extremo 1til no coincida con la posicién
de trabajo.
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