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Introduccion

El objetivo de este trabajo es el estudio de tres teoremas clasicos de la geo-
metria, que son el teorema de Napoledn, el teorema de Morley y el teorema
del hexagrama mistico de Pascal, analizando diferentes técnicas de demos-
tracién de los mismos. Se han incluido tanto demostraciones clasicas que
fueron desarrolladas en la época en la cual fuerén formulados los teoremas,
como la demostracién del teorema de Napoledn utilizando el punto de Fer-
mat, asi como pruebas que han sido obtenidas en funcién de las nuevas
teorias matematicas que se han ido introduciendo a lo largo de la historia
de las matematicas, como la geometria proyectiva o la geometria algebraica,
para el teorema de Pascal, , e incluso demostraciones mas modernas como
las demostraciones de John Conway y Alain Connes del teorema de Morley.
Asi mismo el tipo de herramientas matemaéticas utilizadas han sido muy
diversas (geometria clasica, numeros complejos, teoria de grupos, geometria
proyectiva, geometria algebraica).

El primer capitulo esta dedicado al teorema de Napoleén. Este resultado
nos asegura que dado un tridngulo cualquiera, la unién de los centros de
los tridngulos equildteros exteriores (respectivamente interiores) formados
en los lados del tridngulo inicial, es equilatero. Este tridngulo equildtero se
denomina tridngulo exterior (respectivamente interior) de Napoleén. En este
capitulo se realizaran tres demostraciones del teorema, la primera utilizando
el punto de Fermat, la segunda rotaciones y la tercera niimeros complejos.

El segundo capitulo estd dedicado el teorema de Morley. Este teorema,
descubierto en 1899, afirma que la interseccién de las trisectrices adyacentes
de los dngulos de un triangulo cualquiera, determina un tridngulo equilatero.
En este capitulo se veran dos demostraciones, una constructiva, propuesta
por John Conway en 1995, y otra algebraica, propuesta por Alain Connes
en 2003.

El tercer capitulo estd dedicado el teorema de Pascal. Este clasico teo-
rema establece que, dado un hexdgono inscrito en una cénica, los puntos de
interseccion de los pares de lados opuestos del hexagono estan alineados en
una recta, llamada linea de Pascal. Este teorema se desarrollard, a diferencia
de los dos primeros que solo se desarrollaran en el plano afin, en el plano
proyectivo sobre un cuerpo cualquiera y sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado. De este modo se ir aumentando gradualmente tanto el trabajo ne-
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cesario para las demostraciones como las herramientas que intervienen en
las mismas. Debido a esto, se veran una amplia variedad de demostraciones,
entre ellas se encuentran dos demostraciones afines, las cuales serdn tnica-
mente para la circunferencia y en las que intervendrén el teorema de Menelao
o propiedades de los cuadrildteros inscritos en circunferencias. También se
incluirdn dos demostraciones en el espacio proyectivo sobre un cuerpo cual-
quiera, que utilizaran herramientas como la razén doble, las proyectividades
y las perspetividades y teoremas como el teorema de Chasles o la construc-
cién de Steriner. Por ultimo, se realizara una demostracion utilizando curvas
ctbicas, en el espacio proyectivo sobre un cuerpo algebraicamente cerrado,
utilizando para ella el teorema de Cayley—Bacharach.



Capitulo 1

Teorema de Napoledn

1.1. Historia

Este primer capitulo estd dedicado a un teorema clasico de geometria
que lleva el nombre del emperador y general francés Napoleén Bonaparte
(1769-1821), el Teorema de Napoledn.

Es sabido que Napoledn tenia mucho interés en la ciencia y especial-
mente en las matemaéticas, sobre todo en la geometria. Entre sus amistades
habfa muchos matematicos, entre los que estaban Joseph Fourier (1768-
1830), Gaspard Monge (1746-1818), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 6
Pierre-Simon Laplace (1749-1827).

La primera publicacién que se tiene actualmente de este teorema es en
la revista “The Ladies’ Diary” en el ano 1825. En esta publicacion William
Rutherford (1798-1871) expuso el siguiente enunciado

Tracense triangulos equildteros (los vértices apuntando to-
dos hacia fuera o todos hacia dentro) sobre los tres lados de un
triangulo ABC: entonces las lineas que unen los centros de gra-
vedad de estos tres triangulos rectdngulos forman un tridngulo
equildtero. Se requiere demostracion.

pidiendo a los lectores una demostracion del actualmente conocido como
teorema de Napoleén. Al ano siguiente la revista publicé dos de las muchas
demostraciones que recibié, una geométrica y otra analitica.

Ademsds, después de ser publicado en “The Ladies’ Diary” este resul-
tado fue redescubierto independientemente por muchas personas. También
hay pruebas de que ya habia aparecid, con anterioridad, en forma de tres
ejercicios de un examen para obtener la Medalla de Oro de la Universidad
de Dublin, en 1820. Estos hechos indican que, aunque no se tengan pruebas
de ello, la primera vez que se enuncio el teorema de Napoledén no fue en el
ano 1825.
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Ademsds, no hay constancia de que verdaderamente fuera Napoleén su
descubridor. Son varios los autores que apoyan la opinion que Coxeter y
Greitzer compartian en su libro “Geometry revisited” negando que el ni-
vel matemédtico del general fuera suficiente para demostrar y enunciar este
teorema. Muchos estudiosos citan a los matematicos Evangelista Torricelli
(1608-1647), Bonaventura Cavalieri (1598-1647) o Vincenzo Viviani (1622-
1703) como descubridores del teorema, puesto que habian estudiado figuras
en las que se disponian triangulos equildteros en los lados de un tridangulo y
podrian haber obtenido el resultado. Otras fuentes apuntan al matemaético
francés Pierre de Fermat (1601-1665).

Por tanto, este es un teorema que alberga mucho debate sobre sus orige-
nes y sobre su descubridor.

1.2. Enunciado

Este teorema nos muestra una construcciéon con la cual partiendo de un
tridngulo cualquiera se llega a un triangulo equildtero, ya sea el tridngulo
exterior o interior de Napoledn.

Teorema 1.2.1. Teorema de Napoleén Dado un tridngulo ABC cual-
quiera, entonces la union de los centros de los tres tridngulos equildteros
exteriores (respectivamente interiores), formados en los tres lados de di-
cho tridngulo, forman un tridngulo equildtero denominado tridngulo exterior
(respectivamente interior) de Napoledn.

Figura 1.1: Tridngulo exterior Figura 1.2: Tridngulo interior
Algunas de las peculiaridades de este teorema son las siguientes:

Observacion 1.2.1. La diferencia entre las dreas de los triangulos exterior
e interior de Napoledn, es igual al area del tridngulo inicial.

Demostracion. Esta demostracién puede encontrarse en [9], pdg.64. O

Observacion 1.2.2. El teorema es cierto si los tres puntos, A, B, C son
colineales, es decir, en un tridngulo degenerado.
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En el caso de un triangulo de-
generado no hay distincién entre el
tridangulo exterior e interior de Napo-
leén, ya que es una simetria respec-
to de la recta que contiene a los tres
puntos. Mas adelante se comentaran
las demostraciones del teorema de Na-
poledn, expuestas en este trabajo, que
son validas para un tridngulo degene-
rado.

Figura 1.3: observacion 1.2.2

1.3. Conceptos basicos

Antes de realizar las demostraciones se recordaran algunas definiciones y
propiedades bésicas de geometria euclidea que serdn muy recurrentes du-
rante todo el trabajo, en especial en este primer capitulo.

Definicion 1.3.1. El punto de Fermat de un tridngulo es un punto tal que
la suma de las distancias de los tres vértices del tridngulo al mismo es la
minima posible.

Lema 1.3.1. Un cuadrildtero es inscriptible en una circunferencia, es decir,
tiene sus cuatros vértices en una circunferencia, si y solo si sus dngulos
opuestos son suplementarios.

Lema 1.3.2. postulado LAL: Si dos lados y el dngulo incluido de un
tridngulos son congruentes a dos lados y al dangulo incluido de otro triangulo,
entonces los dos triangulos son congruentes.

Asociados a cada tridngulo existen algunos lugares geométricos especiales
que vamos a recordar:

Las medianas son cada una de las rectas que unen el punto medio de
un lado del tridngulo con el vértice opuesto. Las mediatrices son cada una
de las rectas perpendiculares a un lado del tridngulo en su punto medio.
Las bisectrices son cada una de las rectas que dividen a cada uno de los
angulos del tridngulo por la mitad. El baricentro (o centroide) es el punto
de corte de las 3 medianas del tridngulo. El circuncentro es el punto de
corte de las tres mediatrices y es el centro de la circunferencia circunscrita
del triangulo. El incentro es el punto de interseccion de las tres bisectrices
y es el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo.

Proposicion 1.3.3. En un tridngulo equildtero las medianas, las bisectrices
y las mediatrices coinciden, por lo que el baricentro, incentro y circuncentro
también coincide.
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1.4. Demostraciones

Este resultado posee un gran numero de demostraciones que utilizan
distintas herramientas matematicas, que van desde la geometria analitica a
los niimeros complejos. En esta seccién se expondran tres de ellas.

1.4.1. Usando el punto de Fermat

Esta es una demostracién clasica de la geometria euclidea. Las herramien-
tas matematicas utilizadas en ella son las congruencias de triangulos y el
punto de Fermat.

Demostracion del teorema de Napoleén

Dado un triangulo ABC construimos los tridngulos equildteros exteriores
ABC’, ACB’, BCA' con centros G, H e | respectivamente.

Vamos a utilizar el punto de Fermat del tridngulo ABC para demostrar
que los segmentos AA/, BB’ y CC’ se cortan en un punto. Posteriormen-
te se vera que este punto es también el punto de interseccién de las tres
circunferencias circunscritas de los tridangulos equildteros exteriores.

Sea F el punto de Fermat del tridangulo
ABC. Si rotamos 60° el triangulo BAF
respecto a B, obtenemos el tridngulo
BC'P ya que hemos llevado el punto
A a C'y el punto F a P. Como la
rotacién es un movimiento rigido las

longitudes se conservan por lo que,
BF=BP y AF=CP.

Podemos ver que el tridngulo BFP es equilatero ya que debido a la ro-
tacion tiene dos lados iguales, BF = BP, y el angulo inscrito entre estos dos
lados es de 60°. Como consecuencia, sus aristas tienen la misma longitud:
BF = FP. Como el punto de Fermat, F, es aquel que minimiza la distancia
a los vértices A, B, C y ademas:

AF + BF + CF = C'P + PF + CF,
claramente esta distancia va a ser minima cuando C', P, F y C estén alinea-
dos. Por lo que F estd en el segmento CC’. Analogamente, F también estd

contenido en los segmentos AA’ y BB/, por lo que es evidente que estos tres
segmentos se cortan en el punto F.

Vamos a demostrar que F estd en la circunferencia circunscrita de centro
G. Para ello vamos a ver que el cuadrildtero FAC'B tiene sus d4ngulos opuestos
suplementarios.
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Si de forma andloga a lo reali-
zado anteriormente hacemos una ro-
tacion de 60° (en el sentido de
las agujas del reloj) del tridngu-
lo AFB respecto a A, obtenemos el
tridngulo AF'C’. Utilizando la defi-
nicién del punto de Fermat obtene- c
mos que F' estd en la recta CC' y
que el tridngulo AFF' es equiléte-
ro, por lo que £AFF = LAFC' = 60°.

Como los tridngulos AFF’ y BPF son equildteros y los puntos F' y P co-
lineales entonces, £AFB = £{AFF' + £PFB = 60° + 60° = 120°. En conclu-
sién, los dngulos LAFB y £BC’A son suplementarios.

Si miramos los otros dos dngulos del cuadrildtero:

£FBC' + £C'AF = 60° + 60° + £LABF + £FAB = 120° + (180° — 120°) = 180°.

Por lo que también son complementarios. Por el lema 1.3.1, el cuadrilatero
FAC'B es inscriptible. Ademaés, la circunferencia en la cual estd inscrito es la
misma que la del tridngulo ABC’ (que es tnica), de centro G.

Con el mismo argumento demostramos que F estd en la circunferencia
circunscrita de centros H e | . Por tanto, F estd en la interseccién de las tres
circunferencias.

Una vez que sabemos que F es el punto de interseccion de los segmentos
AA’, BB’, CC’ y de las tres circunferencias circunscritas podemos demostrar
finalmente que GHI es un tridngulo equilédtero.

Sea R la interseccion de los seg-
mentos GH y FB. Como el segmen-
to FB tiene sus extremos en la inter-
seccion de las circunferencias de cen-
tros H y G se cumple que los segmen-
tos son perpendicular y ademadas co-
mo GF = GB y HB = HF, los tridngu-
los GFH y GHB son congruentes. De-
bido a esto sus alturas, son iguales,
es decir, BR = RF. Aplicando el pos-
tulado LAL resulta que los tridngu-
los BGR y RGF son congruentes,
por lo que £BGR = £RGF. Es decir,
£BGH = £HGF

Andlogamente, L{FGl= £IGA. Lo que nos permite llegar a la conclusién
de que £BGA = 24HGI. Por otro lado, por las propiedades de los tridngulos
equilateros sabemos que £LABG = £BAG = 30°. Por lo tanto, £BGA = 120°.



6 1.4. Demostraciones

Finalmente, como 4BGA = 24HGI = 120°, se deduce que £HGI = 60°.
Andlogamente, LIHG = £GIH = 60°. Por lo que el tridangulo GHI es equilate-
ro. U

Esta demostracion no es aplicable
a un tridngulo degenerado. El princi-
pal motivo de ello es que, aunque va
a haber un punto en el que se corten
los tres segmentes y las tres circunfe-
rencias circunscritas, este punto no va
a ser el punto de Fermat. Un ejemplo
de esto lo observamos en la figura 1.4
donde el punto de Fermat es el punto
B pero este punto no esta en el seg-
mento CC'.

Figura 1.4: Triangulo degenerado

1.4.2. Usando rotaciones

Esta es una demostracién clasica de la geometria euclidea que consiste en
hacer rotaciones en torno a cada uno de los vértices del tridangulo exterior
de Napoleén con el fin de demostrar que es un triangulo equilatero.

Demostracion del teorema de Napoleén

Dado un tridngulo ABC, construi-
mos los tridangulos equilateros exterio-
res ABC', ACB’, BCA’ con centros G,
H, e |, respectivamente.

Realizamos una rotacién del
plano, ®, de 120° con centro | en sen-
tido horario. Denotaremos por TT a
la rotacién del punto T, mediante .

Se puede ver que el tridngu-
lo CAB’ se mantiene invariante
por la rotacién, ®(CAB’) = CAB'.
Ademds ® es un movimiento rigi-
do, luego GHI y HH.GG.I son con-
gruentes y GH = GG.HH. Ademés
£BCA = 4BB.A.B’, £GHI = £GG.HH.I.

La suma de los angulos cuyo vérti-
ce es A tiene que ser 360°, pero sabe-
mos que los tridngulos ABC’, ACB’ y
A.A’A’.BB son equilateros y sus dngu-
los son de 60°, en conclusién
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£BAC+ £BB.A.B' + LA’A’ A.C" = 180°.

Como 4BAC + £BCA + LA’A’ A.C' =180°,

podemos concluir que, LA’A".A.C" = LABC.

Como los lados adyacentes de
estos angulos también son iguales,
CA—BA y AAA — BBA — BC (los
lados de un tridngulo equilatero son
iguales y el giro preserva las lon-
gitudes), el postulado LAL permi-
te afirmar que los tridngulos ABC y
C'.A.A’A’ son congruentes.

Si hacemos otra rotacién del plano
de 120° con centro | y argumen-
tamos del mismo modo que antes,
obtenemos que HH.GG = GG.HHH =
HHH.GGG. y que los triangulos
GG.HH.l, GG.HHH.I y GGG.HHH.I son

congruentes.

Como ¢3 = Id si repetimos de nue-
vo la rotacién del plano no anadi-
mos mas elementos. Argumentando
como antes podemos concluir que
H.GGG = GH y que los tridngulos GHI,
GGG.H.l y GGG.HHH.| son congruen-
tes.

Ahora, utilizando la congruencia
de los tridngulos que los compone,
podemos afirmar que los pentdgo-
nos ABBA'A'.C'B y B.A.CA.C
son congruentes. De donde se con-
cluye que GH = G.HH y por tanto
GH = GG.HH = G.HH.

Por ultimo,

si observamos los

tridngulos HH.G.I 'y GHI vemos
que tienen un lado en comun,
Gl, y ademids HHI = IH y

G.HH = GH, luego estos dos tridngu-
los son congruentes. En particular,
£HIG = £G.I.HH = £HH.I.GG.
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Con estas rotaciones hemos creado seis tridngulos congruentes a GHI que
han formado un hexdgono regular con centro el punto I. Debido a estas
congruencias el angulo interior de cada uno de los tridngulos en el vértice |
es el mismo por lo que,

64HIG = 360° = £HIG = 60°.

Andlogamente con los angulos £IGH y £GHI. De este modo concluiremos
que GHI es un triangulo equilatero. O

Esta demostracién es aplicable a
un tridngulo degenerado. Los poligo- cc B ,A'A'A'
nos utilizados para ver que los seg-
mento del tipo GH y G.HH son con-
gruentes, razonamiento que nos per-
mite fundamentalmente demostrar el
teorema, son en este caso los que ve-
mos en verde en la figura 1.5 y es evi-
dente que son congruentes. Una vez
tenemos esta congruencia de poligo-
nos es evidente que la demostracion es
valida para un tridngulo degenerado.

cece

Figura 1.5: Triangulo degenerado

1.4.3. Utilizando nimeros complejos

Esta es una demostracién euclidea que se basa principalmente en la utili-
zacién de los nimeros complejos como herramienta principal para demostrar
el teorema de Napoledn.

En esta demostracién se van a utilizar los nimeros complejos como ro-
taciones en el plano de angulo el argumento del nimero complejo. De este
modo se dota de sentido a la multiplicacién de un vector del plano por un
numero complejo. Hay que tener en cuenta que esta rotacion es en el sentido
contrario a las agujas del reloj.

Lema 1.4.1. Sea ABC un tridngulo orientado positivamente, entonces, es
un triangulo equildtero si y solo st se cumple 5'+j5+j262 0, donde j es la
raiz cubica de la unidad y 3, B,E son los vectores de posicion de los puntos
A, B y C respectivamente.

Demostracion. Sean 3, 5, C los vectores de posicién de los puntos A, B y C
respectivamente, y j la raiz cubica de la unidad. Por tanto, el vector @ — €
es el vector correspondiente al lado AC del segmento mientras que b—¢
corresponde al lado BC.

El triangulo ABC es equildtero si y sélo si los vectores correspondientes
a los lados del tridngulo tienen la misma longitud y si una rotacién de 60°
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en sentido de las agujas del reloj, de centro el punto C, del vector b—¢cda
como resultado el vector @ — €. Por tanto, si rotamos 120° el vector b—¢
en direccién contrario al de las agujas del reloj entonces estos dos vectores
estan en direcciones opuestas. Por tanto la condicién de que sea equilédtero se
cumplird si y solo si, —&+j(b—c)= 0, es decir, 3+jb—(1 + j)&= 0. Utilizando
que 1+ j+ j2 = 0. Obtenemos que 3 + jb + j2¢= 0. O

Demostracion del teorema de Napoleén
Dado un tridngulo cualquiera ABC orientado positivamente, definimos 3, E, c
como los vectores de posiciéon de los puntos A, B y C respectivamente y
j= ei? la raiz cubica de la unidad.

Construimos los tridngulos equildteros ABC’, CAB’, BCA’ los cuales cum-
plen:

I +bj+a=0, b+3+c=0, a/j>+&+b=0.

Entonces si G, H e | son los centros de los tridngulos ABC’, CAB’, BCA’, sus
vectores de posicion respectivamente son:

S -1 -
(a’+b+¢7), i==(b"+c+3).

w|

g==(d+b+3), h

w

3(+hj+i°)=cd+b+a+j@+b+0) +2(b+C+3)
= (b+jc+ u?d) +j(3+jb+ P)+PE@+j3+ H)=0
Por lo que el triangulo GHI es equilatero. O

Esta demostracion también es valida para un triangulo degenerado ya
que no depende en ningin momento del tridngulo ABC o de la disposicién
de dichos puntos.

1.5. Otras demostraciones y generalizaciones

Hemos explicado tres demostraciones de este teorema clésico de la geo-
metria, pero se dejara a disposicion del lector otras como son las demostradas
en [13]. En este articulo se encuentran principalmente otras tres demostra-
ciones distintas que utilizan herramientas matematicas como trigonométria
elemental, andlisis y nimeros complejos. También se pueden encontrar de-
mostraciones basadas més en el algebra lineal como en [15].

Existen algunas generalizaciones del teorema de Napoledn, como el teo-
rema de Petr—Douglas—Neumann. Este teorema afirma que partiendo de un
poligono de n lados se puede obtener un poligono regular n lados en n-2
transformaciones cada una de las cuales también dard un poligono de n
lados.
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Loégicamente en el caso de que el poligono tenga tres lados tenemos el
teorema de Napoledn. La demostracion de esta generalizacion la podemos
encontrar en [16].



Capitulo 2

Teorema de Morley

2.1. Historia

Este capitulo esta dedicado al teorema de Morley, un resultado sorprendente
de la geometria eucluidea que genero mucha curiosidad e interés.

Frank Morley(1860-1937) fue un matemadtico conocido principalmente
por su ensenanza e investigacion en los campos del dlgebra y la geometria.

Morley descubri6 este teorema en 1899 y lo publicé en 1900 en el articu-
lo “On the Metric Geometry of the Plane n-line”(véase [17]) en la revista
American Mathematical Society Translations. En esta publicacién Morley
demostrd varios teoremas, aunque no estaban enunciados con la estructu-
ra habitual matematica de teorema demostracién. Morley no demostré ni
enuncio de forma directa este resultado ya que era una consecuencia de su
trabajo principal, en el cual presento los 18 casos de tridngulos equilateros
de Morley.

Con la popularizacion y la proliferaciéon de pruebas, se han transmitido
muchos errores sobre el origen, y sobre las primeras pruebas impresas de
este teorema. Ademas, durante las primeras publicaciones este teorema no
fue acompafniado del nombre de Morley. Fue en 1913 donde por primera vez
se publicé una demostracién de este teorema, aunque este articulo tampoco
recocié a Morley como autor.

A pesar de que Morley no publicé una demostracion directa, debido a la
sorpresa que causo este resultado, en poco tiempo aparecieron varias demos-
traciones. Existen al menos 27 pruebas diferentes entre las que se encuen-
tran las presentadas por autores como Alain Connes, John Conway, Edsger
Dijksta, D.J. Newmann, Roger Penrose, M.R.F. Smyth, Brian Stonebridge,
entre otros autores. Las demostraciones son muy variadas, realizadas con
diferentes herramientas matematicas, las hay trigonométricas, algebraicas,
analiticas o constructivas.

11
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2.2. Enunciado

Este es un teorema clasico de geometria cuya belleza radica en la gran geo-
metria que tiene la construccién que como fin te da el tridngulo de Morley.

Teorema 2.2.1. Teorema de Mor-
ley Los tres puntos de interseccion
de las trisectrices adyacentes de los
dangulos de un tridngulo cualquiera son
los vértices de un tridngulo equildte-
ro. Fste tridngulo equildtero se llama
triangulo de Morley.

A diferencia de muchos otros resultados geométricos el teorema de Mor-
ley no tiene un resultado analogo para geometrias esféricas e hiperbdlicas.

2.3. Demostraciones

En esta seccién se van a exponer dos demostraciones del teorema de Mor-
ley, las propuestas por John Conway y Alain Connes. La primera es una
demostracién constructiva mientras que la segunda es algebraica.

2.3.1. Demostracion propuesta por John Conway

El matematico inglés John Conway (1937), inventor del conocido juego de
la vida y que ha trabajo en campos muy diversos de las matematicas, como
la teoria de grupos finitos, la teoria de cuerdas, la teoria de ntumeros, la
teorfa combinatoria de juegos y la teoria de la codificacion, presento su
demostracién del teorema de Morley en 1995.

Demostracion del Teorema de Morley

Dado un tridngulo ABC definimos:
_ 4BAC ~ LCBA = £ACB

d —_—, , C=

Debido a que la suma de los angu-
los de un triangulo es 180°, entonces
a+ b+ c= 60°. Dado un angulo x, se
denota xT = x + 60°.

A partir de los dngulos a, b, ¢ del
tridngulo ABC se van a construir tres
tipos de triangulos:

(i) Tipo 1: tridangulo equildtero, {0, 07,07 }.
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(ii) Tipo 2: tridngulos en los que hay dos dngulos mayores de 60°, es decir,
hay dos dngulos del tipo xT,

{a,bT,cT}, {at,b,ct}, {a’,bT c}.

(iii) Tipo 3: tridngulos en los que un dngulo es mayor de 120°, es decir, del
tipo x T,
{a++7b7 C}’ {a7 b++’c}7 {a7 b’ C++}'

V

Tipo 1 n f‘
Tipo 2

Se puede comprobar que estas agrupaciones son verdaderamente triangu-
los, es decir, sus dngulos suman 180°.

En los préximos pasos vamos a construir un tridngulo A’B’C’ mediante
una construcciéon que nos asegurara que este triangulo cumple el teorema de
Morley.

Comenzamos considerando un tridngulo FED del tipo {07,0%,0"} con
lados de longitud uno. A continuacion, se aniaden los tres tridngulos de tipo
dos, con bases de longitud uno, al triangulo equildtero anterior (véase figura
2.2).

Finalmente, se van a encajar tres
tridngulos de tipo tres en la construc-
cién anterior (véase figura 2.2). El ta-
mano de los siguientes tridngulos se
debe a la siguiente propiedad; se tra-
zan dos segmentos desde el vértice de
angulo x™ al lado opuesto, de forma
que formen un angulo x* con dicho
lado y tengan longitud uno, es decir,
forman un tridngulo isdsceles dentro
del tridngulo de tipo tres (véase figu-
ra 2.1).

Figura 2.1: Tipo 3

Claramente en la construccién que hemos realizado los dngulos al rededor
de los vértices E, F, y D del tridngulo equilatero suman 360°.

Lo que vamos a demostrar en las siguientes lineas es que esta construc-
cién, que como resultado nos da el tridngulo A’B’C’, es verdaderamente un
tridngulo y ademads es equivalente al tridngulo ABC.
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Figura 2.2: Construccién

Consideramos un triangulo del tipo tres junto a un tridngulo de tipo
dos adjuntado, por ejemplo, el tridngulo B'DC’, de d4ngulos a™™, b, c, donde
se denota por H el punto del lado B’C’ determinado por la constriccién,
con adngulo a™ y de los posibles el més alejado del tridngulo del tipo dos
considerado (véase figura 2.3), y el tridngulo B'DF. Por la consideracién de
antes se tiene:

(i) 4B'HD = «B'FD =a*t
(ii) 4DB'H = £FB'D =b

luego los tridngulos DB’H y FB’D tiene sus éngulos iguales por lo que
son proporcionales. Como ademés FD = DH = 1, ambos son congruentes.
Por tanto, la construccién realizada es realmente un tridngulo, que ademaés
tiene los mismos angulos que el tridngulo ABC, luego es proporcional a este.
En conclusion, el tridangulo determinado por las bisectrices de ABC, que salvo
tamano es DEF, es un tridngulo equilatero.

Figura 2.3: Ensamblaje
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2.3.2. Demostracion propuesta por Alain Connes

El matemaético francés Alain Connes (1947), que trabaja en clasificacién de
operadores, K-teoria y teoria indices, publicé su demostracion del teorema
de Morley en 1998.

La demostracién que vamos a realizar es una demostracién algebraica
para la cual se utiliza el subgrupo afin, cuya definicién recordaremos a con-
tinuacion.

Sea K un cuerpo conmutativo de caracteristica distinta de 3 y G el grupo

a b
0 1> , donde
a # 0y a,b pertenecen a K. Se define sobre este grupo el morfismo

afin sobre K, formado por las matrices 2 x 2, de la forma g = <

0:G— K*
g —d0(g) =acKm

El subgrupo T = Ker ¢ es el grupo de traslaciones, luego el grupo aditivo de
K. Cada elemento g € G, define la transformacién,

g(x) =ax+b, WxeKkK,

la cual, si a # 1, tiene un punto fijo, el punto, x = 1 .
—a

Teorema 2.3.1. Sean gi1,8g2,83 elementos de G tales que g1g2, g381, g283,

Y 818283 no son traslaciones, es decir, no pertenecen al subgrupo T, y sea

j = 0(g18283). Las siguientes dos condiciones son equivalentes:

i) gig3ey =1,

i) =1, y a+jB+j*y =0, donde a, B,y son los puntos fijos de las
transformaciones asociadas a g1g>, g283, 381, respectivamente.

Demostracion. Sea gi = (?)' T), entonces gigj = <ai;j aibj1+ bi). Por lo

. . . ajbj + b;

tanto, el punto fijo de la transformacién asociada al elementos g;g; es 1aa’
— aidj

La forma matricial del elemento g?gggg es

3 33 (aja3a) bsada3(ad +as+1)+alby(a3+ax+1)+by(a?+a+1)
818283 = | 1 '

Por lo que la traslacién asociada a este elemento, lo denotaremos por b, es
b = bsada3(a3 + a3+ 1) +adby(a3 +az + 1) + by(a? + a1 + 1).

Una vez vistas estas expresiones vamos a pasar a ver que las afirmaciones
del enunciado son equivalentes. Légicamente, si se cumple gigigs = 1 enton-
ces g%gggg (x) =x+ 0, por lo que esta condicién es equivalente a que cum-
pla 6(glg3gd) = 1, y b =0. Ademds, 6(g3g3g3) = 1, es exactamente j3 = 1.
Ademsds, j # 1 ya que por hipotiposis g1g>g3 no pertenecen a T.
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Lo tinico que tenemos que ver es que efectivamente b = 0 es equivalente
aque a+jB+j>y=0.
Sabemos que la expresiéon de b, es la siguiente:

b= bzala3(al + a3+ 1) +adby(a3 +as+1) +by(a3 +a; +1).
Utilizamos que j = ajasas, entonces
b = —jafaz(a1 —j)(az — j)(a3 — j) (@ + B + *7),

donde «, 3, v son los puntos fijos de los transformaciones asociadas a los
elementos g1g>, g283, g3g1, respectivamente. Es decir serdn:

__aiba + b _asbz +bp _agb; + b3

N 1—3132’ 1—32337 N 1—3331

Como a;j — j # 0 ya que j = ajapas y ninguna combinacion de dos aj es 1
ya que por hipdtesis, los elementos g;g; no son traslaciones, por lo que j es
distinto de ay para todo k € 1,2,3. Por lo que entonces b = 0 si, y sdlo, si
(a+jB+%) =0. =

Demostraciéon del teorema de Morley
Consideramos K = C y g la rotacion centrada en el vértice A de angulo 2a,
donde 3a = £BAC, de forma similar se definen los elementos g, g3.

Sabemos que g?gggg =1 ya que es una rotacién de 360°. Los puntos fi-
jos de las rotaciones gig», g2g3, g381, se corresponden con los vértices del
triangulo de Morley. Utilizando el teorema anterior vemos que (a + j3 + j?v) = 0,
lo cual demuestra que el triangulo formado por la interseccién de las trisec-
trices adyacentes es un triangulo equildtero.

O



Capitulo 3

Teorema de Pascal

3.1. Historia

El teorema del “hexagrama mistico” de Pascal o teorema de Pascal muestra
una propiedad bésica de hexdgonos inscritos en una cénica, y es uno de los
resultados fundamentales de la geometria proyectiva plana.

Pascal fue un nifio prodigio educado en casa por su padre. Ademés de
ser un matemético muy brillante también hizo grandes contribuciones al
estudio de fluidos y aclaro conceptos como la presién y el vacio. Ademéas
formuld junto a Fermat la teoria matematica de la probabilidad, fundamental
en las matemadticas, la estadisticas y en los céalculos de la fisica tedrica.
Desgraciadamente Pascal tuvo una salud muy débil desde los 18 anos y
murié a los pocos meses de cumplir 39 anos. Sus tultimas palabras fueron
”Que Dios nunca me abandone”.

Este teorema fue descubierto y demostrado en 1640 por Blaise Pascal
(1623-1662) a la edad de 16 anos. No se conoce cémo llego el joven Pascal
a su demostracién, ya que su escrito original se perdid. Sin embargo en la
actualidad hay multitud de demostraciones de este teorema.

Es una generalizacién del Teorema del hexdagono de Pappus y del dual
proyectivo del Teorema de Brianchon.

3.2. Enunciado

Se denotara por Ay al espacio afin de dimensién n sobre el cuerpo K. Se puede
identificar el espacio afin de dimensién n con K". También se denotara la
recta que une dos puntos, por ejemplo A y B, como la recta AB.

El teorema de Pascal es un resultado de geometria que relaciona seis
puntos de una cénica, es decir, un hexdgono inscrito en una cénica, con
la recta que contiene los tres puntos de interseccion de los pares de lados
opuestos (extendidos si es necesario). Este sorprendente resultado se puede
enunciar tanto en el plano afin, A2K, como en el plano proyectivo, ]P’2K.

17
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Teorema 3.2.1. Teorema de Pascal: Sean A,B, C,D, E, F seis puntos dis-
tintos del plano y P = AF N CD, Q = ABNDE, R = FEN BC la interseccion
de los pares de lados opuestos (extendidos si es necesario) del hexdgono for-
mado por estos puntos. Entonces, A,B,C,D,E,F son puntos de una coénica
si y solo si P, Q y R estan contenidos en una recta, llamada linea de Pascal.

En el plano proyectivo dos rectas siempre se cortan por lo que la existen-
cia de los puntos P, Q y R del teorema de Pascal esta asegurada. Sin embargo,
esto no ocurre en el plano afin, debido a esto se tienen las siguientes con-
sideraciones: Si el hexagono solo tiene un par de lados opuestos paralelos,
entonces, la linea de Pascal sera la unién de los dos puntos de interseccion
de los otros dos pares de lados opuestos, y esta recta sera paralela a los
lados paralelos del hexagono. Si hay dos pares de lados opuestos paralelos,
entones, el hexdgono es regular y no existe la linea de Pascal en el plano
afin, por lo que se considera como linea de Pascal la linea del infinito del
plano afin extendido.

En las siguientes imégenes se encuentran tres ejemplos de hexagonos ins-
critos en conicas. En color rosa se ha destacado la linea de Pascal resultante.

Dados seis puntos en una cénica hay sesenta formas de unirlos haciendo
un hexagono por lo que dado seis puntos en un cénica existen sesenta lineas
de Pascal. obtenemos solo 60 lineas de Pascal.

A pesar de que el teorema de Pascal es un resultado proyectivo como
también se puede plantear en el espacio afin, primero se expondran las de-
mostraciones afines de este teorema y posteriormente las demostraciones
proyectivas sobre un cuerpo cualquiera y sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado.

3.3. Demostraciones en el plano afin

Vamos a realizar dos demostraciones afines sobre una cénica especifica, la
circunferencia, ya que para realizar estas demostraciones se utilizan propo-
siciones que unicamente se cumplen en la circunferencia. En ambas demos-
traciones solo se demostrard la primera implicacion del teorema.
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3.3.1. Utilizando el teorema de Menelao

La siguiente demostracién hace uso de un teorema clasico de geometria,
conocido como el teorema de Menelado, ya que se le atribuye al matemaético
griego Menelado de alejandria (aprox. 70-140 d.c.). En opinién de H.S.M.
Coxeter y S.L. GReitzer (Geoemtry revised) esta podria ser la demostracién
que habria realizado Blaise Pascal.

Teorema 3.3.1. Teorema de Me-
nelao: Dado el tridngulo ABC, y los
puntos X, Y, Z que se encuentran en
las lineas de BC, AC, AB, entonces el
teorema establece que X, Y, Z son co-
lineales st y sdlo si:

BX CY AZ
X AY “BZ
Un demostracién de este resultado se puede encontrar en [9] en la pagina
66.
Ademsds, necesitamos los siguientes resultados.

1

Lema 3.3.2. Dados cuatro puntos de modo que los puntos P,P’ estén en el
mismo arco de circunferencia que une los puntos A, B de una circunferencia
dada, entonces:

AAPB = £AP'B.

Demostracion. Tenemos un punto Q distinto de los puntos dados que esté
en el arco de circunferencia en el que no estdn los puntos P y P’.

Entonces como se ve en la imagen
adjunta, tenemos dos cuadrilateros
APBQ y AP’BQ inscritos en una cir-
cunferencia. Por el lema 1.3.1 se verifi-
ca que los dos dngulos LAPB y <AP’B
son ambos angulos complementarios
al angulo opuesto en los cuadrilateros,
que es en ambos caso el angulo LAQB,
por lo que son iguales.

O]

Lema 3.3.3. Si dos lineas pasan por un punto P e intersecan a una cir-
cunferencia en los puntos A, A" (los cuales pueden coincidir) y en los pun-
tos B, B (los cuales pueden coincidir), respectivamente, entonces PA x PA’
= PB x PB'.
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Demostracion. Para demostrar este resultado vamos a considerar dos casos,
cuando el punto P estd dentro de la circunferencia y cuando estd fuera.

En el primer caso, si conside-
ramos los tridngulos PAB’ y PBA’,
es facil observar, utilizando el lema
3.3.2, que £LAB'B = £{AA’B y ademis,
£APB’ = £BPA/, por lo que los dos
tridngulos tiene los tres angulos igua-
les por lo que:

PA_PB
PB  PB’

es decir, PA x PA" = PB x PA’'—

Si el punto P estd en el exte-
rior, se tomara un punto T cualquie-
ra en la circunferencia. Si miramos los
tridngulos PTA y PTA’, tienen el mis-
mo angulo en el vértice P, por lo que,

PA PT ) ;o2
ﬁ—ﬁ,esdemr, PA x PA" = PT~.

Si repetimos este argumento con los tridngulos PBT y PTB’ enton-
ces tenemos: PB x PB’ = PT2. Si juntamos las dos ecuaciones obtenemos:
PA x PA’ = PB x PB’ O

Demostracion del Teorema de Pascal

Sean A, B, C, D, E, F puntos arbitrarios en la circunferencia debemos com-
probar que los puntos Q = ABN DE, R=BCNEF, P=CDnNFA estan ali-
neados. Definimos los siguientes puntos,

Q=ABNnDE H=ABNCD
R=BCNEF I=CDNEF
P=CDNFA J=EFNAB

Ahora aplicamos el teorema de
Menelao tres veces en el triangulo HIJ
con las rectas BC, DE y FA y multipli-
camos los tres ecuaciones obtenemos:

HC 1Q B HD IE JP HR IF JA

(ax@xﬁ)x(ﬁxaxﬁ)x(ﬁxﬁxm):—l (3.1)
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Ademas si usamos el lema 3.3.3 con el punto | y las rectas IF y Cl con-

[ F
cluimos, IE x IF = Cl x DI = (—=Cl) x (—DlI), es decir, aXDi— 1.
Si repetimos este argumentos con los puntos J y las rectas JB, EJ y con

JB JA HC HD
1 toHyl tas HC, BH, obt — X — = — X — = 1.
el punto H y las rectas HC, BH, obtenemos, EJXFJ ’y’BHXAH
Por tanto, si volvemos a la ecuacién 3.1 y sustituimos los resultados que

acabamos de obtener la ecuacién es la siguiente

DR EQ FQ _
RE " QF " PQ

Por el teorema de Menelao, P, Q, R son colineales.

3.3.2. Demostraciéon 2

Esta demostracion es una demostracién que usa cuadrilateros inscritos en
circunferencias.

Denotamos la recta que pasa por el puntos A y B por AB = Iag = 0 donde
Iag es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B.

Lema 3.3.4. Sean A, B, C y D puntos en una circunferencia definida por
f =0, donde f es un polinomio de sequndo grado entonces, f = Maglcp+
weclap donde A, p son algin numero real.

Demostracion. Sea X un punto de la circunferencia diferente a A, B, C y D.
Por lo tanto, ninguno de estos términos Iag(X), lcp(X), Igc(X), lap(X) es 0.
Entonces es posible encontrar A, p tal que:

Alag (X)lep (x) + plec(x)1ap(x) = 0.

Definimos fl == )\lAB(X)ICD(X) + MlBC(X)lAD(X)‘ Claramente, fl(A) = fl(B) =
f1(C) = f1(D) = f1(X) = 0. Como 5 puntos definen una cénica salvo una cons-
tante multiplicativa f; = af para una constante . O

Demostraciéon del teorema de Pascal

Sean los seis puntos A, B, C, D, E, F sobre una circunferencias, entonces,
debemos demostrar que los puntos Q = ABNDE,R=BCNEF,P=CDNFA
son colineales.

Tenemos los cuadrilateros ABCD, AFED, BEFC inscritos en una circun-
ferencia definido por f =0, donde f es un polinomio de segundo grado,
entonces f se puede expresar de estas 3 formas segun el lema 3.3.4:

s f = /\IIABICD + NlchlAD
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= f = Xolarlep + p2lapler
= f = A\3lgelcr + uslcler

Restando las dos primeras ecuaciones obtenemos:

A1laglep — A2larlep = (p1lsc — p2ler)lap.

Sea X = AB N ED entonces |AB(X) =0= IED(X) Por tanto, I/—\BICD y IAFIED
se anulan en el punto X. Mientras que Iap(x) # 0 entonces pilgc — p2lgr se
anula en X. En otras palabras, X vive en la recta pilgc = p2lgr.

Si actuamos de forma similar con el punto CD N AF se concluye que vive
en la recta pilgc = polgr y ademaés esta claro que en esta rectas también
esté el punto BC N EF. Por tanto, los tres puntos estan alineados.

O

3.4. Demostraciones en el plano proyectivo

Esta seccion se desarrollara el teorema de Pascal en IPQK con K un cuerpo
cualquiera.

La primera parte de esta seccién son unos conceptos basicos de la geo-
metria proyectiva, posteriormente se expondran las demostraciones del teo-
rema de Pascal. En esta seccién se van a definir conceptos como la razén
doble, las proyectividades o las perspectividades, y teoremas fundamentales
de la geometria proyectiva como el teorema de Chasles o la construccién de
Steiner.

3.4.1. Conceptos basicos de geometria proyectiva

Antes de exponer las demostraciones proyectivas del teorema de Pascal va-
mos a explicar unos conceptos y herramientas fundamentales para llevarlas
a cabo.

Todas las demostraciones, a excepciéon de aquellas que intervengan di-
rectamente en la demostracién del teorema de Pascal, se expondrdan en el
apéndice A, que se encuentra en la pagina 39.

Definiciones basicas

Recordaremos la definicién de espacio proyectivo y daremos sentido a los
polinomios en el espacio proyectivo. Estas definiciones se daran para un
espacio proyectivo de dimensién n aunque después tinicamente se utilizaran
aplicadas a n = 2.

Definicion 3.4.1. El espacio proyectivo de dimensién n sobre el cuerpo K,
Pk, es el cociente de A?(H —{0,---,0} entre la relacién de equivalencia, ~,
definida del siguiente modo:
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Dados dos puntos (xo, -+ ,%n), (Xg, -+ ,x,) de AR —{0,---,0}, enton-
ces (X0, ,Xn) ~ (Xg, -+ ,Xp) si, y sélo si, existe A € K — {0} tal que
(%0, « - ,Xn) = )‘(Xé)v"' ,X;).

Las clases de equivalencia, es decir, los puntos del espacio proyectivo,
se van a expresar como (zg : -+ : ) = {A(zo, -+ ,Tpn), tal que A € K —
{0}, (wo, -+ , @) € AT —{0,---,0}}.

Lo siguiente que nos vamos a plantear es como son los polinomios en
el espacio proyectivo, esto nos permitird definir las curvas proyectivas que
intervienen en el enunciado del teorema de Pascal.

Definicién 3.4.2. Un polinomio F en K[Xg, ..., X,] de grado d es un poli-
nomio homogéneo si todos sus monomios son de grado d.

La propiedad que caracteriza a los polinomios homogéneos es que, dado
A € K — {0}, entonces F(Axg, ..., Axq) = A4F(xq, . . ., Xn)-

Un polinomio f € K[xg,...,Xxs] no es una funcién del espacio proyectivo
sino una funcién en K", Para estar bien definida en el espacio proyectivo
el polinomio debe ser un polinomio homogéneo ya que estos son los tinicos
que si se anulan en (xg,---,Xn), entonces, se anulan en todos los puntos
que son proporcionales a él, es decir, en un punto del espacio proyectivo

(X0t Xn).

Definicién 3.4.3. Sea f en K[Xp, - - - , X;] un polinomio homogéneo de grado
d, entonces una curva proyectiva de grado d es el conjunto de puntos de P}
que se anulan en f.

Una curva proyectiva de grado uno recibe el nombre de recta proyectiva,
si es de grado dos, conica proyectiva y si es de grado tres, ctibica proyectiva.
Por ejemplo, en ]P’2K una recta proyectiva tiene como ecuaciéon un polinomio
homogéneo de grado uno, ugx + uiy + upz = 0.

Plano proyectivo dual

En esta seccién en concreto se definird el plano proyectivo dual ya que la
dualidad es una herramienta muy ttil que utilizaremos para muchas demos-
traciones.

Para definir el plano proyectivo dual vamos a definir una relacién de
equivalencia entre las rectas del plano proyectivo del siguiente modo:

Sean ugx + ury + upz = 0, ujz + ujy + ubz = 0 dos rectas de PZ, enton-
ces: UpX + ury + upz = 0 ~ ugx + ujy + ubz = 0 si y solo si existe A € K — {0}
tal que up = Aup, up = Auj, up = Aub.

Definicién 3.4.4. Llamamos plano proyectivo dual, P2, al conjunto de rec-
tas del plano proyectivo bajo la relacién de equivalencia que hemos definido
antes.
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El plano proyectivo dual es un plano proyectivo en el sentido de que a
cada recta ugx + uyy 4+ upz = 0 de IF’f( le asociamos el punto (up : uj : up).

Por dualidad mandamos puntos a rectas y rectas a puntos pero ademas
las mandamos de manera que si un punto, pertenece a una recta, en el dual,
la correspondiente recta pasa por dicho punto, y si una recta pasa por un
punto, en el dual es un punto que estd dentro de una recta.

Proposicién 3.4.1. (Apéndice A.1) Una recta de IPE: se identifica con un
haz de rectas de IPE(, es decir, un conjunto de rectas de IP’2K que pasa por un

punto fijo.

Como la dualidad conserva la operacion de enviar puntos a rectas y rectas
a puntos entonces por la proposicién que acabamos de demostrar podemos
ver que efectivamente una recta de IP’% se identifica con un haz de rectas de
(B

Denotamos por Q(A) al haz de rectas centradas en el punto A del plano
proyectivo.

Rectas proyectivas

En esta seccién vamos a ver cémo definir y parametrizacion una recta pro-
yectiva en funcién de dos puntos de dicha recta. También vamos a definir dos
aplicaciones entre rectas proyectivas muy importantes: las proyectividades
y perspectividades.

Proposicién 3.4.2. (Apéndice A.2) Sea L una recta en el plano proyectivo
y(X' oy 2y (X" oy Z") dos puntos distintos de L, entonces (x :y : z) estd
en la recta L si y solo si existen A\, u € K, con (A, ) # (0,0) tal que (x :y : 2)
puede expresarse del siguiente modo:

(x:y:2) =M 4+ pux" Ny + py” : N2+ p2”).

Ademsds, dos puntos en la recta seran iguales si los coeficientes A, u aso-
ciados a ellos son proporcionales.

Definicion 3.4.5. Una parametrizacion de una recta L del plano proyectivo
es una funcién biyectiva definida del siguiente modo:

¢ Pk— L C P
(to :t1) — (Xto +x"t1 1 y'to +y"t1 : Z't1 +2"t1).

El siguiente teorema prueba la unidad de la parametrizaciéon fijados tres
puntos de una recta proyectiva.

Proposicién 3.4.3. (Apéndice A.2) Dada L una recta en el plano proyectivo
y Xy 2, Xy 2, (X7 oy 27) tres puntos distintos de L,
entonces existe una unica parametrizacion @ : IP’lK—> LC P% que verifique

p(1:0)=K:y:7), o0:1)=K":y":2"), o(1:1)=":y":2").
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Las definiciones de aplicaciones proyectivas y perspectivas, que se ex-
pondran a continuacién, son un caso particular de proyecciones y perspecti-
vidades ya que solo se definirdn como aplicaciones entre rectas proyectivas.

Definicion 3.4.6. Una proyectividad entre dos rectas proyectivas es una
aplicacién f : L — L', tal que para toda parametrizacién de L, ¢ : IP’}( — L,
f o ¢ es una parametrizacién de L’.

En esta definicién no hace falta que las dos rectas pertenezcan al mismo
espacio proyectivo, por lo que L puede estar en el plano proyectivo y L’ en
el plano proyectivo dual, y reciprocamente.

Proposicién 3.4.4. (Apéndice A.2) Sean L y L' dos rectas distintas, A, B, C
tres puntos distintos de L y A’,B’, C' otros tres puntos distintos de L', enton-
ces existe una unica proyectividad f : L — L' tal que f(A) = A, f(B) =B/,
f(C)=C.

A continuacidn, se expondran dos ejemplos de proyectividades.

Proposicién 3.4.5. (Apéndice A.2) Sea L una recta de P% y A un punto
que no estd en L. Consideramos Q(A) al haz de rectas del plano proyectivo
centrado en el punto A, entonces,

(i) f:L— Q(A) que asocia a cada punto P € L la recta que pasa por A y
P es una proyectividad.

(ii) g : Q(A) — L que asocia a cada recta del haz su interseccion con la
recta L es una proyectividad.

Las proyectividades de la proposicién anterior estdn bien definidas por-

que el haz de rectas del plano proyectivo es una recta del plano proyectivo
dual.

Definicién 3.4.7. Sean L, L’ dos rec-
tas distintas y sea A un punto de P2K
que no esta en L ni en L’. A la aplica-
cién f : L — L’ que asocia a cada pun-
to P € L el punto de interseccién de
la recta AP con la recta L’ se le llama
una perspectividad entre las dos rec-
tas proyectivas. El punto A se llama Figura 3.1: Pespectividad
centro de la perspectividad.

Proposicién 3.4.6. (Apéndice A.2) Todo perspectividad es una proyectivi-
dad.

El reciproco de esta proposicién tnicamente se dara en el siguiente caso.
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Teorema 3.4.7. Sean Ly L' dos rectas distintas que se intersecan en un
punto A. Entonces una proyectividad f: L — L' es una perspectividad si y
solo si f(A) = A.

Demostracion. Sean B y C dos puntos distintos de L y que no son A y sean
f(B) =By f(C) = C'. Dado Q el punto de interseccién de la rectas BB y
CC/, definimos Mg : L — L’ como la perspectividad de centro Q. Es evidente
que Mq(A) = A, MNq(B) =B’ y Ng(C) = C'. Como las perspectividades son
proyectividades, por la unicidad de estas fijados tres punto de ambas rectas
(véase proposicion 3.4.4) entonces f = g O

Razén doble

Ahora definiremos uno de los conceptos mas importantes en la geometria
proyectiva, la razén doble. Al igual que la razén simple es importante en
geometria afin porque se conserva por afinidades, es decir, conserva propor-
ciones, la razén doble es importante en geometria proyectiva porque, aunque
no conserva proporciones, conserva el cociente entre proporciones.

Definicion 3.4.8. Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos de una recta L y
¢ : Pk — L la tinica parametrizacién de L tal que ¢(1:0) = A, ¢(0: 1) = B,
p(1:1)=C.SiD = (A, ), entonces la razén doble de estos cuatro pun-
tos es [A,B,C,D] := %

La siguiente proposicion demuestra que la razén doble se conserva por
proyectividades.

Proposicién 3.4.8. (Apéndice A.3) Sea f : L — L' una aplicacién inyectiva
entre dos rectas, entonces f es una proyectividad si y solos si dados cua-
tro puntos distintos de la recta L, A, B, C, D, se cumple que [A,B,C,D] =
[f(A),£(B), f(C),f(D)].

Corolario 3.4.9. (Apéndice A.3) Sean A,B,C,D cuatro puntos distintos de
una misma recta y A',B’,C’, C" otro cuatro puntos alienados de otra recta.
FEntonces [A,B,C,D] = [A’,B/,C",D’] si y solo si existe una proyectividad que
manda una cuaterna en otra.

Observacién 3.4.1. Dados cinco puntos A’, B’, C’, D', E’ en una recta tales
que [A",B/,C’",D'] = [A’,B/,C’,E'] entonces D’ = F'.

Observacion 3.4.2. Dadas cuatro rectas Li,Lp,L3,L4 que pasan por un
punto A, tiene sentido hablar de su razén doble, ya que son cuatro rectas
del haz Q(A), Ademads, dada cualquier recta L que no pase por A, podemos
definir una proyectividad, como en la proposicién 3.4.5, f : Q(A) — L donde
la imagen de una recta del haz es la interseccién de esta recta con L y
utilizando el proposicién 3.4.8, [L1, Lo, L3, La] = [A1, A2, Az, Asl.
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Conicas proyectivas

En este apartado vamos a clasificar las conicas proyectivas, asi como de-
mostrar que todas la conicas proyectivas no degeneradas son equivalentes.
También se expondran y demostraran dos resultados muy importante de la
geometria proyectiva, el teorema de Chasles y la construcciones de Steiner.

Definicion 3.4.9. Una curva cénica en IP’% es una ecuacion de la forma
UO0X2 4 2ug1 XY + 2ugeXZ + U11Y2 + 2u1pYZ + U2222 =0.

Dos cénicas son iguales si sus ecuaciones son proporcionales. Cuando la
caracteristica del cuerpo es distinta de 2 la ecuacién se puede escribir en
forma matricial

Upo Uol U2 X
(X Y Z) Up1 U1 U712 Y =0.
Ug2 U12 U2 z

LLamaremos M a la matriz tres por tres de la ecuacién de arriba. Ademas,
como toda matriz M simétrica se puede diagonalizar con matriz de paso or-
togonal, entonces existe P una matriz ortogonal y D una matriz diagonal,
(formada por los valores propios de M) tal que M = P*DP. Por lo tanto, toda
ecuacién de una cénica se puede escribir como

MO0 X
XY Z)PPlo x 0|P|Y]=0
0 0 X z

Si realizamos el siguiente cambio de coordenadas,

X! X
Y|=P|Y], (3.2)
4 Z

la ecuacion de la cénica se quedard de la siguiente forma:
MXZ + Y2 4+ 0327 = 0.

Podemos clasificar los tipos de cénicas segun los diferentes valores de
Ao, A1, A2. Hay que recordar que el rango de la matriz M es el nimero de A;
distintos de ceros.

Si Rango(M) = 1, podemos suponer que A\; = A2 = 0. Por lo tanto, la
ecuacién de la cénica es AgX? = 0, es decir, X’> = 0. Si P = (p;), entonces
resolviendo el cambio de variable: X' = pggX + po1Y + po2Z, y por tanto la
ecuacién original de la cdénica es una recta doble,

(PooX + porY + po2Z)? = 0.
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Si Rango(M) = 2, supongamos que Ay = 0. Por lo tanto, la ecuacién de
la coénica es

AoX? 4+ MY =0,

que es equivalente a X' = & j\—)o‘lY’ y si resolvemos el cambio de coordenadas
salen dos rectas distintas:

-\
(Poo + 4/~ — o p10)X + ( P01+\/ P11 )Y +( P02+\/ P12
-1
(Poo =/ < — N p10)X + (Po1 — \/ Lp11)Y + (poz — \/
_)\1

Si K no es un cuerpo algebraicamente cerrado, puede ocurrir que v no
0
pertenezca a K y por tanto las dos rectas serian imaginarias conjugadas.
Si Rango(M) = 3. Si K es algebraicamente cerrado entonces a la hora
de diagonalizar podemos suponer que A\g = A\; = A2 = 1, y la ecuacién de la

cénica es X2 +Y? 472 =0. Si K =R, se distinguen dos casos:

P12

» Si la signatura de M es (3,0), podemos obtener \g = A\;1 = A =1,y
la ecuacion es la cénica es X2 +Y’? + 72 =0, que es una cénica no
degenerada imaginaria. Lo mismo ocurre si la asignatura es (0,3), ya
que simplemente la ecuacién de la cénica tiene signo contrario.

= Sila asignatura de M es (2,1), podemos obtener \g = A\ =1, Ap = —
con lo que la ecuacién de la cénica es X2 + Y2 — 7”2 = 0, que es una
cénica no degenerada real. Lo mismo ocurre si la signatura es (1,2).

Definicion 3.4.10. Llamaremos cénica no degenerada a una cénica que
estd asociada con una matriz de rango 3. Un conjunto de puntos se llaman
concoédnicos si estdn en una coénica no degenerada.

Vamos a realizar una serie de resultados sobre la interseccion de conicas
y rectas.

Proposicién 3.4.10. (Apéndice A.}) Sea C una cénica no degenerada de
matrizM y A = (ag : a1 : a2) un punto de C. Para cada punto B = (bg : by : by)
distinto de A, la recta AB corta a C en un unico punto distinto de A, excepto
si se cumple la siguiente condicion,

bo
(CLQ al CLQ)M b1 =O,
by

en la cual la interseccion se compone unicamente por el punto A.

Corolario 3.4.11. (Apéndice A.4) Una cdnica no degenerada C no contiene
tres puntos alineados y, en particular, no contiene rectas.
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A continuacién, vamos definir y ver algunas propiedades de la parame-
trizacién de una cénica.

Definicion 3.4.11. Sea C una cénica no degenerada, A un punto de la céni-
ca C, L una recta que no pasa por A, ¢ : ]P’E< — L una parametrizacién de L,
y ® : L — C una aplicacién que asocia a cada punto P de L el segundo punto
de interseccién con la recta AP con C. Entonces la biyeccién ® o ¢ : IP’lK —C
es una parametrizacion de la cénica C.

Proposicién 3.4.12. (Apéndice A.4) Toda parametrizacion de una conica
no degenerada, C, tiene la siguiente forma:

2

Coo Co1 Co2 o

(to:t1) = |cwo cu1 <2 tots
2

C0 C21 C22 t]

siendo P = (cjj) una matriz inservible.

El siguiente resultado resalta por su importancia en el espacio proyectivo,
ya que gracias a el todas las conicas no degeneradas pueden describirse con
la misma ecuacion.

Proposicién 3.4.13. (Apéndice A.4) Toda cdnica no degenerada puede

transformarse, mediante un cambio de coordenadas, en una conica de ecua-
cion XZ —Y? =0.

Proposicién 3.4.14. (Apéndice A.4) Sea C una conica no degenerada y
o Pk — C es una parametrizacion de C. Entonces, para cualquier A € C,
se puede definir ¢ : Q(A) C IF’2K — C la aplicacion que asocia a cada recta
L’ que pasa por A el sequndo punto de interseccion de L' con C. Entonces
() Lo (¢) : Pk — Q(A) C P2 es una parametrizacion de Q(A).

Una vez expuestos los conceptos basicos y necesarios para las demostra-
ciones vamos a proceder a ellos. Vamos a ver dos demostraciones del teorema
de Pascal en el plano proyectivo sobre un cuerpo cualquiera, K. En la primera
se usa el teorema de Charles y la razén doble, en la segunda proyectividades
y perspetividades. En la primera demostracién solo se demostrard la prime-
ra implicacién del teorema mientras que en la segunda se realizan las dos
implicaciones.

3.4.2. Usando la razon doble

Solo se va a demostrar la primera implicacion del teorema de Pascal. Esta
demostracién utiliza el teorema de Chasles y la razén doble.

Teorema 3.4.15. Teorema de Chasles: Sea C una cénica no degenerada
y sean A y A" € C. Consideramos la aplicacion f : Q(A) — Q(A") que asocia
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a cada recta L que pase por A la recta generada por A’ y el punto de inter-
seccion de L con C distinto de A (Entendiendo que cuando L es tangente a
C se define f(L) = AA’, y que ademds f(AA') es la recta tangente a C en A'),
Entonces f es una proyectividad.

Demostracion. Sean 1) : Q(A) — C y ¢’ : Q(A) — C las aplicaciones que
a cada recta del haz le hacen corresponder al segundo punto de interseccién
de dicha recta con la cénica. Definimos f = ¢/~ 0 4. Sea ¢ : IP’E( — C una
parametrizaciéon cualquiera de C. Por la proposiciéon 3.4.14 sabemos que
YL v 'Ly son parametrizaciones de Q(A) y Q(A’) respectivamente.
Evidentemente ¢/ ~1p = f 0 ¢p L, por lo que f 0 ¢y ~1p es una parametri-
zaciones de Q(A’) por lo que f es una proyectividad. O

El teorema anterior es de gran importancia porque implica que dados
cinco puntos en una cénica no degenerada, A, B, C,D, P, la razén doble de
las cuatro rectas PA,PB,PC,PD no depende de la eleccién del punto P.
Esto se debe a que gracias al teorema de Chasles dado otro punto distin-
to a los anteriores, P’, siempre existe una proyectividad f : Q(P) — Q(P’)
tal que f(PA) =P’A, f(PB) = P'B, f(PC) =P'C y f(PB) =P'D y como la
razén doble se conserva por proyectividades tenemos: [PA,PB,PC,PB] =
[P’A,P'B,P'C,P'D].

Demostracion del Teorema de Pascal:

Supongamos que los puntos A, B, C, D, E, F estdn en un cénica proyectiva,
vamos a demostrar que los puntos P=ABNDE, Q=CDNFA y EFNBC
estan aliados. Para ello definiremos los siguientes puntos y rectas:

P=ABNDE, Q=CDNFA, p=PQ, L,M = cénica N p,
R=EFnNp, S=BCnp, T=ADNp

Si demostramos que S = R, entonces estariamos demostrando que el pun-
to EF N BC estd en la linea formada por los puntos PQ, es decir la recta p, por
lo que habriamos demostrado el teorema. En esta demostracién se utilizan
tres argumentos:

* La aplicacién antes comentada del teorema de Charles.

** Como se comentd en la observacién 3.4.2 la razén doble de cuatro
punto es igual a la razén doble de las rectas que unen esos cuatros
puntos con otro punto y reciprocamente.

*#* La tercera argumentacién se usara para obtener una igualdad entre
la razén doble de cuatro rectas con la razén doble de estas mismas
cuatro rectas pero con los puntos que las definen en la cénica. Esta
nos facilitara aplicar el teorema la primera argumentacién.
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*

L, Q,R, M]Z[FL,FQ, FR,FM] =" [FL, FA, FE, FM] = [DL, DA, DE, DM]
ZIL, T, P, M| Z [AL, AT, AP, AM] =" [AL AD. AB, AM|
Z[CL,CD,CB,CM] £ [L,Q,S, M]

Usando la observacién 3.4.1, podemos concluir que R = S.

3.4.3. Utilizando proyecciones y perspectividades

Esta demostracion se vale de varias herramientas como es la construccién de
Steiner, la razén doble y proyectividades. En esta demostracion realizaremos
las dos implicaciones.

Teorema 3.4.16. Construccion de Steiner Sea A, A’ € IF’f( dos puntos
distintos y sea f : Q(A) — Q(A") una proyectividad tal que f(AA") # AA’,
entonces el conjunto C={LNf(L)|L € Q(A)} es un cdonica no degeneradas
que pasa por A y A’.

Demostracion. Sea ¢ : Pk — Q(A) una parametrizaciéon de Q(A) que va
venir dada por la parametrizacién de la recta del plano proyectivo asociada
al haz del dual Q(A), tendrd al siguiente aspecto:

(to : tl) — (lo sy |2)

donde lg, I1, 1> son expresiones lineales homogéneas en tg,t;. Como f es una
proyectividad. f o ¢ es una parametrizacién de Q(A’), que tendra por tanto
el aspecto:

(to:t1) > (lg: 15 :15)

donde 1§, 17,15 son de nuevo expresiones lineales homogéneas en tg, t;. Para
cada tg, t1 fijo los puntos del plano proyectivo (lg, l1,12) ¥ (I, 14, 15) definen,
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en el plano proyectivo dual, las siguientes rectas

[0Xo 4+ 11X1 + 12X =0
|6X0 + |11X1 + |/2X2 =0

La interseccién de estas rectas para cada par de puntos (to,t1) no da un punto
de conjunto C y estos puntos tiene la siguiente forma (I35 — lol] = Il — lol) :
lolf — 111). Por tanto el conjunto C puede parametrizarse del siguiente modo:

(to : tl) — (|1|/2 — |2|,1 : |2|6 — |0|,2 : |0|,1 — |1|6)

Por la Proposicion 3.4.13 el teorema estard demostrado si demostramos que
las expresiones cuadréticas homogéneas 115 — Iol7, ol — lol5, lolf — 111 son
linealmente independientes. Si no fueran independientes el conjunto C estaria
contenido en una recta L’. Por tanto para recta, L de Q(A), LNf(L) es un
punto de L’. Si lo miramos en el plano dual tendriamos una perspectividad
entre dos recta que siempre pasa por un punto fijo, por lo que f es una
perspectividad. Dualmente f es una perspectividad de centro L. Esto es
absurdo porque la imagen de la recta AA’ (que es la intersecciéon de Q(A) y
Q(A")) no es AA’. Por tanto tenemos una proyectividad que evidentemente es
una perspectividad pero no verifica la condicion del teorema dual de teorema

3.4.7. 0

El siguiente corolario es de gran importancia ya gracias a él podemos
identificar univocamente una cénica con solo cinto puntos que estén en ella.

Corolario 3.4.17. Sean Pq,...,Ps puntos distintos tales que no hay tres
de ellos colineales, entonces existe una unica conica no degenerada que pasa
por los 5 puntos.

Demostracion. Si fuera una cénica degenerada, entonces la conica en cues-
tién seria una recta doble o un par de rectas, pero en los dos casos dados
cinco puntos siempre hay tres de ellos colineales, por lo que de existir una
conica debe ser no degenerada.

Si C es una coénica no degenerada que pasa por Pi,...,Ps, entonces
se puede definir f: Q(P1) — Q(P3) la proyectividad definida en el teore-
ma de Chasles, por tanto f verificard que f(P1P4) = PPy, f(P1P3) = P2Ps3,
f(P1Ps) = P2Ps y como esta proyectividad cumple las condiciones de la cons-
truccién de Steiner podemos concluir que (teorema 3.4.16) C = {L N f(L) tal
que L € Q(P1)}. Como f esta determinada de forma tnica por la imagen
de P1P3, P1P4,P1Ps, existe tnica C. O

Demostracion del teorema de Pascal:

Utilizando el teorema de Chasles (teorema 3.4.15), como A y C son pun-
tos de la cénica proyectiva entonces la aplicacién g : Q(A) — Q(C) es una
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proyectividad tal que g(AD) = CD, g(AE) = CE, g(AB) = CB, g(AF) = CF.
Esto nos permite afirmar [AB, AD, AE, AF] = [CB, CB, CE, CF|.

Aunque es evidente, por como esta construida g, la construccién de Stei-
ner nos permite describir los puntos de la cénica en la que esta inscrita el
hexdgono, como los puntos L N g(L), donde L € Q(A).

Consideramos las rectas ED y EF. La recta ED corta a las rectas AB, AD,
AE, AF del haz centrado en A en los puntos B/, D', E’, F’. Del mismo modo,
la recta EF corta a las rectas CB, CD, CE, CF del haz centrado en C en
los puntos B”, D", E”,F”. Utilizando la observacién 3.4.2 podemos ver que,
[AB,AD, AE,AF] = [B/,D',F’,F'], y [CB, CD, CE,CF] = [B”,D”,E" F"].

Por tanto, [B’,D',E',F'] =
[B”,D”,E”,F"]. Usando el corola-
rio 3.4.9, existe una proyectividad
f : ED — EF tal que f(B')=B",
f(D') = D", f(E') = E" y f(F') = F".

Como la proyectividad entre las
rectas ED y EF tienen un punto cuya
imagen es el mismo, ya que E' = E”,
la proyectividad es un perspectividad
( teorema 3.4.7).

Como tenemos una perspectividad existe un centro, al cual llamaremos
Z, que sera el punto de interseccién de las rectas B'B”, D’'D” y F'F”. Adem4&s
se verifica que D’ = D y F” = F, por lo que, la recta D’'D” es igual a la recta
DC y la recta F'F” es igual a la recta AF.

Como es una perspectividad entonces B’, Z y B” son colineales y co-
mo estos puntos pueden expresarse del siguiente modo, B' = ABNED = Q,
B” =BCNEF =R, Z=CDnNFA = P, entonces hemos demostrado la prime-
ra implicacién del teorema de Pascal.

Reciprocamente, queremos demostrar que si los puntos P’ = AB N DE,
Q' = BCNEF, R = CD N FA estdn alineados entonces el hexdgono formado
por los puntos A, B, C,D, E, F tiene sus vértices en una cénica.

Por el corolario 3.4.17, demostrado
usando la construccién de Steiner, sa-
bemos que existe una tinica conica que
pasa por los puntos A,B,C,D,E. Su-
pongamos por reduccién al absurdo,
que no pasa por el punto F. Sea F' el

punto de interseccion de la cénica con
la linea EF.

Como tenemos un hexdgono inscrito en una cénica podemos aplicar la
primera implicacién del teorema de Pascal al hexdgono ABCDEF’, obtenien-
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do que los puntos Q = ABNDE, R=BCNEF =BCNDE, y P=AF NCD
estan alineados.

Como EF = EF’, entonces R =R y Q' =Qy P, Q, y R son colineales
podemos deducir que P = QRN CD = QRN F'A. Con esta informacién po-
demos ver que una expresién del punto F’ es, F/ = AP N EF, ya que sabemos
que F’ estd en los dos rectas.

Del mismo modo podemos obtener una expresion el punto F, ya que
sabemos que P’ = QP N CD = P, por lo que F = AP’ NEF = APNEF, por
tanto F = F/, lo que es una contradiccidn.

O

3.5. Demostraciones en el plano proyectivo sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado

Esta seccién se desatollara en IP’ZK con K un cuerpo integramente cerrado. En
esta seccion se utilizara la geometria algebraica para demostrar el resultado
de Pascal. Se demostrardn las dos implicaciones de dicho teorema. Antes de
exponer la demostracion se introducirian algunos conceptos béasicos de geo-
metria algebraica. Como estamos trabajando en un cuerpo algebraicamente
cerrado también nos referiremos a las curvas proyectivas como ecuaciones.

Teorema 3.5.1. Pequeno caso del teorema de Bézout: Sea L una recta
proyectiva (respectivamente C una cdnica proyectiva) y sea D C IF’f( una
curva proyectiva de grado d. Si L ¢ D (respectivamente C ¢ D), entonces el
nimero de puntos en los que L y D (respectivamente C y D) se interserir es
menor o igual que d (respectivamente 2d ).

Demostracion. Sea G € K[X,Y,Z] un polinomio homogéneo de grado d, los
puntos que verifican G(X,Y,Z) = 0 definen una curva de grado d. Para ver la
interseccién de la recta con la curva que describe el polinomio G sustituimos
en G una parametrizacion de la recta obteniendo asi un polinomio homogéneo
en las variables tg,t;. Si esta ecuacién en idénticamente nula entonces la
recta esta dentro de la curva que representa el polinomio homogéneo. Si no
es idénticamente nula entonces el polinomio homogéneo en las variables tg y
t; tiene como mucho d ceros (debido a que K es un cuerpo algebraicamente
cerrado), es decir, el punto de interseccién de la recta con la curva son d
puntos. ]

Denotamos por Sq al conjunto de polinomios homogéneos de grado d
de K[X,Y,Z]. Ademds, se considera el polinomio 0 como un polinomio ho-
mogéneo de grado d, para cualquier d.

Proposiciéon 3.5.2. El espacio vectorial Sq de los polinomios homogéneos
de grado d en K[X,Y,Z] entonces Sim Sq = (d;Q)
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Demostracion. Una base de Sq son todos los monomios de grado d qu se pue-
den formar con las variables x, y, z. Claramente este cardinal es (df) = (df) ,

que son las combinaciones con repeticién de tres elementos tomados de d en

d. O
Definiciéon 3.5.1. Sean P{,Ps,... P, € IF’2K, definimos S4(P1,P2,..., Py)
={F € Sq4|F(P;) =0, i=1,...,n}. Es decir, los polinomios de Sq que se

anulan en los puntos dados.

Proposicién 3.5.3. Dados P1,P»>,... P, € IP’E( entonces Dim Sq(P1,Po, ...,
P,) > (43%) —n.

Demostracion. Por cada uno de las condiciones F(P;) = 0 es una condicién
lineal de F, por tanto para cada polinomio de Sq(P1,...,P,) son al menos
n restricciones, por lo que Dim S4(P1,P2,...Py)> (dJ2r2) —n. O

Proposicién 3.5.4. (Apéndice B) Supongamos K un cuerpo no finito y
F € Sq4:

(i) Sea L una recta proyectiva cuya ecuacion es H (L=H =0). Si F se
anula en todos los puntos de L, entonces F = HF', donde F' € Sq4_»,
es decir, F es divisible por H en K[X,Y, Z].

(ii) Sea C una cénica no degenerada de ecuacion Q (C=Q =0). Si F se
anula en todos los puntos de Q, entonces, F = QF’, donde F' € Sq_»,
es decir, F es divisible por Q en K[X,Y,Z].

Corolario 3.5.5. (Apéndice B) Sean P1, ..., P, puntos del plano proyectivo.
Fijado d,

(i) Sea L un recta proyectiva dada por L =H = 0. Si Py, ..., P, puntos de
la recta L, Pay1, ...,P, puntos que no estan en L, con a > d, entonces
tenemos:

Sd(P1,--+ ,Pn) =H-Sq_1(Pat1,...,Pn)

(i) Sea C una conica no degenerada dada por L=Q =0. Si Py,...,P,
puntos que estan en L, Pyy1,...,Pn puntos que no estdn en L con
a > 2d, entonces tenemos:

Sd(P1,...,Pn) = Q-Sq—2(Pat1,...,Pn).

Proposicién 3.5.6. (Apéndice B) Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado
y P1,...,Pg puntos distintos de modo que cuatro de ellos no estén aliados,
ni siete de ellos sean conconicos, entonces:

Dim S3(P1, P2, ey Pg) =2.
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El siguiente resultado es el teorema de Cayley-Bacharach y es un re-
sultado sobre interseccién de curvas cubicas muy conocido en geometria
algebraica.

Teorema 3.5.7. Teorema de Cayley—Bacharach: Sean dos curvas cibi-
cas C1 y Co cuya intercesion consiste en nueve puntos distintos, C; N Cy =
{P1,...,Po}, entonces toda cibica D que pase por ocho de estos puntos pasa
también por el noveno.

Demostracion. Sean C; = F; =0,C, =F, =0, D = G = 0. Supongamos que
D es una curva cubica, distinta de C; y de Cp, que pasa por los puntos
Py, -, Ps.

Vamos a comprobar que se verifican las condiciones de la proposicién
3.5.6. Para ello supongamos que hay cuatro de estos ocho puntos en una
recta L. Debido a esto, la recta corta a C; y Co en al menos cuatro puntos.
Si utilizamos el teorema de Bézout llegamos a una contradiccién a no ser
que L C G, i=1,2. Si la recta estd contenida en las dos cubicas, entonces
esta contenida en su interseccién, que son nueve puntos. Como K es alge-
braicamente cerrado la recta tiene infinitos puntos por lo que no tiene estar
contenida en nueve puntos, llegamos asi a una contradiccién. Se razona de
forma andloga si hay siete puntos de la interseccién de las ctibicas en una
coOnica.

Por lo tanto. se cumplen las hipétesis de la proposicién 3.5.6, es decir,

Dim S3<P1, ceey Pg) = 2.

Como F; # Fy y ambos estédn en S3(Pq, ..., Pg), son linealmente indepen-
dientes y forman un base de este espacio vectorial. Por otro lado sabemos
que G € S3(P1,---,Pg), ya que es una cibica que se anula en estos ocho
puntos, por lo que 3 A, p € K tal que G = AF; 4+ uF>. Como F; y F» se
anulen en el punto Pg entonces G se anula en este punto, lo que implica que
la ctubica D pasa por el noveno punto. O

Con toda esta base sobre curvas cubicas podemos hacer una demostra-
cién (en ambos sentidos) del teorema de Pascal.

Demostracion del Teorema de Pascal:

Consideramos las rectas:
L; = PAF, L, =QED, L;=RBC,
M; = PCD, M, = QAB, M3 = REF.
SeanC; = L1 + Lo+ L3y Co =My + Ms
+M3 dos cubicas cuya interseccion es:

C1 N C2 = {Aa B,C,D,E, F7P7Q7 R}
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Para la primera implicacién supongamos que los puntos {A, B, C,D, E,F}
estd en una cénica no degenerada -y, y sea L la recta que une los puntos P
y Q. Entonces, L+« es una cibica que pasa por {A,B,C,D,E,F,P,Q}.
Por el teorema 3.5.7 como L 4 v pasa por ocho de los nueve puntos de la
interseccion de C; y Cp, entonces, también por el noveno, R.

Como en la demostracién de este teorema se demuestra que no hay siete
puntos en una cénica no degenerada R ¢ v = R € L. Por tanto P, Q y R
son colineales.

Reciprocamente, supongamos que P, Q, R son colineales, y forman la
recta L. Sea v la cénica no degenerada que pasa por {A,B,C,D,E} (su
existencia y unicidad esta asegurada por el corolario 3.4.17). Consideremos
la cibica L+ v que pasa por los puntos, {A,B,C,D,E,P,Q,R}, y por el
teorema 3.5.7 como L 4+ v es una cubica que pasa por ocho de los nueva
puntos de la interseccién de C; y C, puede concluirse que también pasa por
el noveno, F. Como se ha demostrado en este corolario que no puede haber
cuatro de estos nueve puntos colineales entonces F ¢ L por lo que F € ~.

O
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Apéndice A

Demostraciones Teoremas de
Base

A.1. Demostraciones plano proyectivo dual

Demostracién proposiciéon 3.4.1:

Demostracion. Sea agx’ + a1y’ + axz’ = 0 una recta del plano proyectivo dual.
Para todo punto de esta recta, supongamos (bg : by : by) existe una recta en
el plano proyectivo bgx + by +2 z =0 que pasa por el punto (ap : aj : az),
por lo que en el plano proyectivo tenemos todo un haz de rectas que pasan
por dicho punto.

Del mismo si tenemos un haz de rectas en el plano proyectivo que pasan
por (ag : a1 : ap), dicho punto tiene asociado una recta en el plano proyectivo
dual agx’ + a1y’ + a»z’ = 0. Adems4s, cada recta bgx + b1y + boz = 0 de dicho
haz, tiene asociado un punto en el espacio proyectivo dual, (bg : b; : by).
Como la recta box + b1y + byz = 0 pasa por el punto (ap : a3 : az), entonces el
punto del plano dual (bg : by : by) esta en la recta dual agx’ + a1y’ + axz’ = 0.

O

A.2. Demostraciones de rectas proyectivas

Demostracion proposiciéon 3.4.2:

Demostracion. Dados dos puntos distintos (X' :y' : 2'), (X" : y" : ) € P%, la
Unica recta del plano proyectivo que pasa por ellos es:

Y
X/ yl Z/ — 0
Xl/ y// Z//

39
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Como los dos puntos dados son distintos, entonces son linealmente inde-
pendientes, por lo que el punto (x:y:z) estard en la recta si y solo si es
combinacién lineal de los puntos dados. (x :y : z) € L < 3\, p € K tales que:

(x:y:z)=AX:y )+ uX" y": 2"

Ademads (A, ) # (0,0), porque (x:y:z)# (0:0:0) ya es un punto del
plano proyectivo.
O

Demostracién proposicién 3.4.3:

Demostracion. Primero vamos a demostrar la unicidad. Supongamos que
tenemos otra parametrizacién de L distinta de ¢, ¥ dada por:

(to,tl) — (aoto + boty : aitg + b1ty : astg + bgtl)
de como que cumple

P(1:0)=(ag:a1:a2) =(x:y :2),
P(0:1) = (bo: by :bp) =(x":y": 2",
w(l : ].) = (ao +bg:ag+br:ax+ b2) :(X/// : y”l : Z”/).

Por lo tanto existe A, pu,v € K — {0} tales que:

(30731732) == )\(X/7y/72/)7
(bo, b1, b2) = pu(x",y",2"),
(ap + bo, a1 + b1, a2 + by) = v(x",y",Z").

Si sumando las dos primeras igualdad tenemos:

e _m
,Z")

)\(X/7 y/’Z/) +M<X/,?y/,72//) = V(X 7y
Por lo tanto, podemos deducir que:

XAy A\
MX” My” MZ// — 0
VX/// Vy/// VZ///

Por lo que el tercer punto es combinacién lineal de los primeras por lo que
tenemos:

)\(x/7 y’? Z/) + /"L(:U”7 y”? Z”) = ’Ua(x,? y’? Z/) + U/B(:U,/7 y”? Z”)
& (A —wa)(@,y,2) = (B — )", y",2")
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Como (X',y',7) y (X",y",Z") son linealmente independientes, ya que en el
espacio proyectivo son puntos distintos, entonces se sigue que: A =va y
1 = vp de donde concluimos que Ja, 8 € K tales que:

(ag;a1,a2) = VOZ(XI’YI,Z/)
(b07 bla b2) — Vﬁ(XH, y,/a Z”)

y por tanto la parametrizaciéon debe ser:

(to,t1) = (vax'to + vBxX"t1 : vay'ty + vuy”t1 : vaz'ty + v32"t;)
= (ax'tg + Bx"to : ay'to + By"t1 : aZ'ty + B2"'t1)

Como « y B estdn determinado de forma uncia por el determinante, la
parametrizacién es unica. Ademads, es evidente que es una parametrizacién
lo que concluye esta demostracion. O

Demostracién del proposicién 3.4.4:

Demostracion. Aplicando el proposicién 3.4.3 sea ¢ : Pﬂ( — L la tnica para-
metrizacién de L tal que p(1:0) =a,p(0:1) =b,p(1: 1) =cy¢’ : Pk — L’
la tinica parametrizacién de L’ tal que o(1:0) =a’, 0(0:1) =b’, p(1:1) = ¢
Entonces f = ¢’ 0 ¢! es una proyectividad porque evidentemente f o ¢ = ¢/
es un parametrizacién de L’. Ademds si existiera otra f’ en la misma condi-
ciones, tendriamos que f’' o ¢ es una parametrizacién de L’ que cumple las

condiciones del proposicién 3.4.3 por lo que f = f'. O
Demostracién de la proposicion 3.4.5:

Demostracion. Primero vamos a demostrar que (i) es una proyectividad. Sea
¢ : P! — L una parametrizacién dada por:

(,D(to : tl) = (lo(to,tl) : |1(t0,t1) : |2(t0,t1))

donde lp, I1, I son formas lineales en las variables tg, t;. Entonces si f o (to, t1)
es una parametrizacién de una de las rectas del haz centrado en el punto
A = (ap : a1 : ap) el teorema estarfa demostrado.

f(o(to,t1)) es la recta que pasa por ¢(to,t1) v (ap : a1 : az), por lo que
esta recta tendra la siguiente ecuacion:

X Y Z
a0 a1 a2 =0
lo(to,t1) li(to,t1) Io(to,t1)

que en el plano proyectivo dual esta recta esta asociada al punto (a1l — azly
s aglo — agly : agly — ailp) por lo tanto una parametrizaciones de la recta dual
asociada a Q(a) es

(to,tl) — (31I2 — aoly :aslg —agly @ agly — al|0).
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La parametrizacién de esta recta en el espacio proyectivo dual nos da
una parametrizaciéon del haz de rectas centrados en a, por lo que foy es
una parametrizacién de Q(A), o de su recta dual asociada a ella.

La aplicacién (ii) es la inversa de f por lo que es una proyectividad. [

Demostracion de la proposicién 3.4.6:

Demostracion. Es evidente porque es la composicion de las proyectividades
vistas en el Proposicién 3.4.5. f(P) es la recta que pasa por P y A. Mientras
que g(f(P)) dada la recta f(P) le asocia el punto de interseccién de dicha
recta con L’. Por tanto gof:L — L’ lleva puntos de L en puntos de L' y
como es composicién de proyectividad es una proyectividad. O

A.3. Demostraciones de la razén doble
Demostraciéon del proposicién 3.4.8:

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es una proyectividad y
sean A, B, C,D € L cuatro puntos distintos. Sea ¢ : IP’lK — L la tinica parame-
trizaciéon de L que manda (1:0),(0:1),(1:1) a los puntos A, B, C respec-
tivamente. Si A = [A, B, C, D] entonces (A : 1) = D. Por otra parte f o ¢ es
la tinica parametrizacién de L’ que manda los puntos (1:0),(0:1),(1:1) a
f(A),f(B),f(C),f(D) respectivamente. Como f o (A : 1) = f(D) se sigue que
[f(A),f(B),f(C),f(D)] = A y por tanto [A, B, C,D] = [f(A),f(B),f(C),f(D)].

Reciprocamente supongamos que f conserva la razén doble. Fijados tres
puntos distintos A, B, C € L y considerando la tinica proyectividad g : L — L’
tal que g(A) =f(A), g(B) =f(B), g(C) = f(C). Como por hipétesis f es in-
yectiva son tres puntos distintos. Nuestro objetivo es ver que f = g. Para ello
tomamos cualquier otro punto d € L y vamos a comprobar que g(D) = f(D).
Por hipétesis, [A,B,C,D] = [f(A),f(B),f(C),f(D)] mientras que por la pri-
mera implicacién (ya demostrada) de este teorema tenemos

Por tanto [f(A),f(B),f(C),f(D)] = [f(A),f(B),f(C),g(D)]. Sea ¢ : Pk — L' la
unica parametrizacién tal que (1:0),(0:1),(1:1) van a parar respectiva-
mente a f(A),f(B), f(C). Por definicién de razén doble, si A = [f(A),f(B),f(C),f(D)]
entonces p(A: 1) =f(D) y como también A = [f(A),f(B),f(C),g(D)] enton-
ces (A : 1) =g(D) luego f(D) = g(D). O

Demostracion del corolario 3.4.9:
Demostracion. Es consecuencia inmediata de la proposicion 3.4.8. O

Demostracién de la observacion 3.4.1:
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Demostracion. Este resultado se demuestra en la demostracién del proposi-
cién 3.4.8. O

A.4. Demostraciones de cénicas proyectivas

Demostracién de la proposiciéon 3.4.10:

Demostracion. Una parametrizaciones de la recta que pasa por A y B se ex-
presa del siguiente modo (to : t1) — (aoto + boty : a1to + b1ty : asxto + baty).
Si sustituimos en la ecuacién de la cénica un punto de esta recta obtenemos
que los puntos de la interseccién de la recta y la cénica corresponden a la
soluciones de:

(ao,al,ag)M a1 t%—l—Z(ao,al,ag)M b1 | tot1 + (bo,bl,bz)M b, t% =0
a2 b2 b2

El coeficiente de t% es cero, ya que a esta en la conica con lo que las soluciones
son t; = 0 (que da el punto a) y las soluciones de:

bo bo
2(ag,a1,a2)M | by | to + (bo, b1, b2)M | by | t1 =0 (A1)
b2 b2

Si esta ecuacién no es idénticamente nula tendremos una segunda solucién
que coincidird en funcién de tg, t;. Esta solucion coincidird con la solucién
t1 = 0, es decir el punto A si y solo si

bo
(ao,al,ag)l\/l b1 =0.
b>

Si la ecuacién es idénticamente nula entonces

bo bO
(ao,ar,a2)M [ by | =0,  (bo,b1,b2)M | by | =0
b2 b2

Por tanto A como B verifican las ecuaciones

X X
(ao,al,az)M Y :0, (bo,bl,bz)M Y =0
Z Z

es decir que ambas ecuaciones representan la recta AB y por tanto son
proporcionales, existe A € K tal que (ap,a1,a2)M = A(bg, b1, bo)M Multi-
plicando esto por M~! obtendriamos (ag,a1,az) = A(bg,b1,bs) lo que es
absurdo porque (ag : aj : a) # (bg : by : by). O
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Demostracién del corolario 3.4.11:

Demostracion. En la demostracion de la proposicion 3.4.10, para que la
cOnica se anule en tres puntos aliados entonces la ecuacién A.1 debe ser
idénticamente nula porque si una ecuacion de grado dos se anula en tres
puntos es idénticamente nula en un cuerpo algebraicamente cerrado. Sin
embargo se ve en dicha demostracién que esto es imposible.

La segunda se obtiene del echo de que cualquier recta proyectiva contiene
al menos tres puntos distintos (ya que esta en biyeccién con Pk, que contiene
los puntos distintos (1:0),(0:1),(1:1)). O

Demostracién de la proposicion 3.4.12:

Demostracion. Para simplificar escribiremos la parametrizacién ¢ de una
recta del siguiente modo ¢((to : t1)) = (lp : |1 : I2) donde lg, I1, I2 representan
expresiones lineales homogéneas en to, tj.

Una parametrizacién de la recta que pasa por a = (ag : a1 : ag) y el punto
(lo : 1 : I2) (fijados un to, t1) tendrd la siguiente parametrizacion:

(So : 51) — (aoso + lps1 : a1sg + l1s1 : assg + |2$1)

que al sustituirlo en la ecuaciéon de la cénica nos dard una expresion de
la forma (véase el procedimiento para hallarla en la demostracién de la
proposicién 3.4.10).

Isgs1 — qs% =0

donde | es una expresién lineal homogénea en tg,t; v q es una expresiéon
cuadratica homogénea en tg, t;. Como la solucién (s : s1) = (1 :0) es la que
nos da el punto a, ®(lp : l1 : I2) = (qo : g1 : q2) donde qop, g1, g2 son expresio-
nes cuadraticas homogéneas en tg,t; va ser la solucion asociada a la inter-
secci6n de la cénica y la recta para (s :s1) = (q: ).

El resultado estara demostrado si vemos que qg, q1, g2 son formas lineales
independientes ya que sino sera una conica degenerada. En caso de que no
fueran independientes existird una relacién ugqg + ui1qi + usgq2 = 0 lo que
implicaria que la conica C etaria contenia en la recta ugx + uyy 4+ upz = 0.
Por lo tanto esta recta estaria dentro de la cénica C en contradicciéon con el
corolario 3.4.11. O

Demostracion de la proposicién 3.4.13:

Demostracion. Dada una parametrizaciones de la cénica, del siguiente mo-
do:

Coo Co1 Co2 t%
(to:t1) = [ cio cir cio| | tots
Co C21 C22 t%
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siendo P = (cj;) una matriz inservible. Haciendo el cambio de coordenadas:

X! X
Y |=P1|Y
4 z

el conjunto sera construido por los puntos de la forma (x' 1 y' : 2') = (3 : toty : t3)
que es precisamente la cénica X'Z' — Y2 = 0. Ademdés es evidente que matriz
P~1P sigue siendo una matriz inservible por lo que al realizar el cambio de
coordenadas tenemos otra parametrizacién de la cénica. ]

Demostracién de la proposicion 3.4.14:

Demostracion. Escribimos ¢’ : Pk — C de forma (to : t1) — (qo : q1 : g2)
donde q; = Qi(to, t1) siendo Qo, Q1, Q2 € K[Tp, T1] formas cuadraticas homo-
logas (independientes). Necesitamos ver que ¢! o ¢’ es una parametrizacién
¢ de Q(a), es decir que tiene una expresién lineal en tg,t;. La imagen de
(to : t1) sera la recta que pase por a = (a; :ax:a3)y (9o : g1 : q2), es decir,
la recta

XY Z
ap 4d1 a2| = 0
qdo d1 Q2

que es el punto de IP)E: de coordenadas:

(ug : ug : up) = (a1g2 — a2q1 : a2qo — apd2 : agd1 — a1q2)

Vamos a demostrar que esta expresion es una expresién lineal no cuadratica
en sg, s1. En efecto, el punto a estd en C, por lo que se podra escribir

(ap : a1 :a2) = (Qo(so,s1) : Qi(so,s1) : Q2(s0,51))

para algun (sp,s1) € IP’}< luego los polinomios a1Q> — a2Q1, a2Qo — agQ2,
a0Q1 — a1Qq tiene a (sp, s1) como raiz. Por tanto, son divisibles por s; Tg — spT1.
Podemos escribir:

a1Q2 —a2Q1 = (s1To —soT1)Ao
a2Qo —a0Q2 = (s1To —soT1)A1
a0Q1 —a1Qo = (s1To —soT1)A2

donde Ag, A1, Az € K[Tg, T1] son formas lineales homogéneas. Es decir, can-
celando el factor comiin podemos escribir

(uo : u1 : u2) = (Ao(to,t1) : Ax(to, t1) : Az(to,t1))

que ahora ya presenta una parametrizacion de Q(a). ]
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A.4. Demostraciones de cénicas proyectivas




Apéndice B

Demostraciones en el plano
proyectivo sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado

Demostraciéon de la proposicion 3.5.4:

Demostracién. Dem (i) Con un cambio de coordenada podemos asumir que
H = X, entonces F puede describirse de forma tnica como F = XF}, + G(Y, Z)
agrupando términos que tienen X en el primer factor. Entonces:

F=0enL&G=0enlLe G(Y,Z)=0

Como G claramente no contiene a la recta X = 0, ya que es independiente de
dicha recta, si aplicamos el teorema de Bezout (3.5.1) el numero de puntos
de interseccién de la recta con un polinomio G deben ser como mucho d,
pero como G se anula en todo IP’IK, que tiene mas de d puntos, entonces G es
idénticamente nula.

Dem (ii) Con un cambio de coordenadas, Q = XZ — Y2, por lo que como
F puede escribirse de forma tnica como F = QF,_, + A(X,Z) + YB(X,Z) ya
que se puede sustituir (XZ — Q) por Y2 in F, queddndonos con los términos
de grado menos o igual que 1 en Y en el segundo y tercer termino. Tal
y como hemos demostrado en el corolario 3.4.13, la cénica C la podemos
parametrizacién sel siguiente modo: X = t%, Y =titg, Z = t% y obtenemos

F=0 enC & A(t3,t]) +tot1B(t3,t3) =0en C
& A(t3,12) + tot1B[t3, t3] = 0 € Kto, t1]
& A(X,Z) =0=B(X,2)

El ultimo paso es porque A(t%,t%) solo tienen termino en ty y t; de
exponente par mientras que totlB(t%,t%) solo tiene termino con exponente
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impar. Debido a esto no se anulan entre ellos por lo que todos los términos
deben ser cero.

O
Demostraciéon del corolario 3.5.5:

Demostracion. Caso i: Supongamos F un polinomio homogéneo de grado d
y D la curva dada por D = F = 0. Si D intrinseca a L en los puntos P1,...,P,
donde a > d, entonces por el teorema de Bénozut, L debe estar contenida en
D, es decir, L C D, por lo que F se anula en todo L, y debido a la proposi-
ci6n 3.5.4 tenemos que F =H-F donde F* € Sq_;. Ya que P,41,,Py ¢ L
tenemos que F' € Sq_1(Pat1,...,Pn).

Caso ii: Anélogo. O

Demostracién de la proposicion 3.5.6:

Demostracion. Por la proposicién 3.5.3 sabemos que:

Dim(S3(Py, ..., Pg)) > <3;2> _g=2 (B.1)

Ahora vamos a demostrar que no puede ser mayor que 3 y para ello vamos
a hacer tres casos:

1 Si no hay 3 puntos colineales y no hay 6 en una cénica degenerada.
Supongamos por contradiccién que Dim S3(Pq,...,Pg) > 3.

Sea Pg, P1g dos puntos distintos en la linea L = P1P,. Entonces como
loa puntos Py, Pjp no suman ninguna condicién extra:

Dim S3(P1,...,P10) > dim53(P1,...,P8)—2 > 1

Esto implica que que existe 0 # F € S3(P1,--- ,P1g). por el corolario
355, F=LQ con Q € Sp(P3,...,Pg). Q es un cénica y tanto si es
no degenerada o si es una cénica degenerada, en cuyo caso siempre
hay tres puntos aliados, tenemos una contradiccion con la hipdtesis
del caso.

2 Primer caso degenerado: Supongamos P1, P2, P3 € L, es decir, con
colineales, y sea L = (H = 0). Sea Pg un cuarto punto de esta linea. En-
tonces por el Corolario 3.5.5, S3(P1,...,Pg) = H-S(Pa,...,Pg). Co-
mo entre estos cinco puntos no hay cuatro colineales y cinco puntos
definen una cénica de forma tnica Dim Sy(P4,...,Pg) = 1 por lo tanto
DimS3(P1, Tty Pg) =1.

Como Dim S3(Py1,- -+ ,Pg) > Dim S3(P1,---,Pg) — 1, entonces

Dim S3(Py,--- ,Pg) < 2.
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3 Segundo caso degenerado: Supongamos que Pi,...,Pg estdn en una
cénica no degenerada C, C = (Q = 0). Entonces escogemos Py € C
un punto distinto de los seis que ya tenemos. Por el corolario 3.5.5,
S3(P1,...,Pg9) = QS1(P7,Pg). Como una linea es tinica dados dos pun-
tos de ella DimS;(Py, Pg) = 1 por lo que Dim S3(P1,...,Pg) = 1.

Como DimS3(Py,--- ,Pg) > DimS3(Py,---,Pg) — 1,

Dim S3(P1,-~ ,Pg) < 2.
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