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RESUMEN: En este articulo tratamos de hacer plausible la hipétesis de que las conectivas de diferentes légicas no
necesariamente difieren en significado. Utilizando el tratamiento categorista de las conectivas, argumentaremos
contra la tesis quineana de que la diferencia de légicas implica diferencia de significado entre sus conectivas,
y ubicamos el cambio de tema en la diferencia de objetos mas que en una tal diferencia de significado.
Finalmente, intentamos mostrar que ese tratamiento categorista es una forma de minimalismo semdntico, de
acuerdo con el cual no todos los elementos semanticos usuales son relevantes para determinar el significado
de las conectivas.

Descriptores: conectivas ldgicas; diferencia de légicas; tesis quineana (débil); minimalismo semdntico categorista.

ABSTRACT: We argue here that the ings of logical connectives need not differ in different logics. treatment of the logical connectives, we
argue against the well-known Quinean thesis that a difference between logics implies a difference in the meanings of connectives.
We thus locate this change in the difference between certain objects rather than in the difference between the meaning of connectives.
Finally, we try to show that the category-theoretic treatment of logical connectives is a _form of semantic minimalism, according to
which not all the usnal semantic components are relevant in fixing the meaning of a connective.

Keywords: logical connectives; difference between logics; (weak) Quinean thesis; categorial semantic minimalism.

1. Introduccion

La nocién categorista! de ‘topos’ puede considerarse una formulacién precisa de la
nocién de ‘universo de conjuntos abstractos variables’ y la teorfa de topos como teorfa
de conjuntos generalizada.” Al igual que la teorfa de conjuntos, o mas exactamente, al
igual que algunos modelos de las teorfas axiomaticas de conjuntos, cada topos puede

" En inglés es muy comun encontrar la expresion ‘categorical’ para referirse a algo relativo a la teorfa de
categorias, con la excepcién de Goldblatt y algunos pocos seguidores quienes usan ‘categorial’. En
espafiol se ha utilizado también ‘categdrico’ como traduccién de ‘categorical’. Utilizaremos el término
‘categorista’ y sus derivados porque ‘categdrico’ ya tiene usos muy arraigados en logica, matematica
y filosoffa (como en los trabajos de Aristételes y en la investigacion de la axiomatica) y porque
‘categorial’ y sus derivados, sugeridos por Goldblatt (1984), aunque menos susceptibles de confusiéon
que ‘categdrico’ y sus derivados, también tienen un uso filos6fico (en la fenomenologfa husserliana).
Ademids, ‘categorista’ semeja a ‘conjuntista’.

? Esta clucidacion ampliamente difundida de la nocién de topos en términos conjuntistas se debe a
Lawvere (véase por ejemplo Lawvere 1975). Sin embargo, hay otras elucidaciones no conjuntistas
como las que se mencionan en (Johnstone 2002).
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verse como un marco para desarrollar grandes partes de la matematica hasta ahora
conocida, quiza toda la matematica conocida con la excepcién de la teorfa de categorias
misma. Lo que aqui nos interesa en particular es la reconstruccién categorista de las
conectivas logicas de orden cero usuales (conjuncién (A), disyuncion (V), implicacion
(=) y negacién (7)), asi como el planteamiento de problemas en filosoffa de la l6gica
utilizando la perspectiva categorista.

El problema que abordamos en este trabajo es el siguiente: si las leyes logicas que
valen en un topos son diferentes a las que valen en otro, ¢se debe esto a que las conectivas
légicas tienen distintos significados en cada uno de esos topos, como sugerirfa Quine?

La discusién del problema del cambio de légica ha seguido en lo esencial los linea-
mientos propuestos en (Quine 1970), para quien todo cambio de légica es cambio de
tema, es decir, cambio en el significado de las conectivas légicas, lo cual consiste en
cambiar sus condiciones de verdad y las colecciones de teoremas e inferencias validas en
los cuales aparecen esas conectivas.’ Pocas veces se ha cuestionado esta idea quineana;
la mayorfa de las veces se intenta mostrar que si se propone un cambio de légica v,
por ende, un cambio de significado de las conectivas, es porque es necesario pata algin
propésito. Otra opcidn ha sido aceptar que hay cambio de tema, pero que lo que cambia
no es el significado de las conectivas légicas sino la nocién de deducibilidad (cfr. Morado
2007). Una intuicién comun a varios proponentes de légicas diferentes a la clasica es
que si ha de modificarse la coleccion de teoremas clasicos es porque algunas teorias
con cierto valor para nuestro cuerpo de conocimientos requieren logicas diferentes (cfr.
por ejemplo Priest 1975, 2006; da Costa 1982). Por ejemplo, si al estudiar los fenéme-
nos cuanticos hay que utilizar una légica diferente a la cldsica es porque las particulas
subatémicas tienen propiedades cuyo tratamiento en términos clasicos es inadecuado o,
cuando menos, complica demasiado su estudio. Pero, como ya sefialamos, argumentos
como los anteriores no cuestionan la tesis quineana, ya que sélo muestran que un cam-
bio en la coleccién de teoremas y en el significado de las conectivas o en la relacion de
deducibilidad se debe a que ciertas teorfas asi lo requieren.

Cuando hablamos del problema del significado de las conectivas légicas no nos
referiremos al problema, quiza mas discutido, de saber cuales son las constantes légicas,
ya sea en una teoria formal o en el lenguaje ordinario. El problema no es saber cuiles
o cuantas constantes légicas hay, sino mas bien qué es lo que determina su significado,
independientemente de cuales y cuantas sean. No obstante, quiza sea ocioso discutir el
problema sin conocer al menos algunas conectivas pero tampoco podremos referirnos a
todas, de ahi que sélo consideraremos dos casos casi incontrovertibles, a saber, la nega-
ci6én y la disyuncion, y que son de especial relevancia para el debate acerca del significado
de las conectivas l6gicas.* En este debate hay dos grupos de teorfas predominantes. Uno
es el de las teorfas “representacionalistas”, basadas en la semantica modelo-teérica, cuya

? Aunque lo correcto es hablar de las condiciones de verdad de las proposiciones en las que aparecen las
conectivas, por simplicidad en ocasiones hablaremos de las “condiciones de verdad de las conectivas”.
* Dado que en la Iogica intuicionista no es valida la inferencia de a =—p a p y que p V —p no es teorema,
se ha pensado que el significado de la negacién o de la disyuncién es el responsable de la diferencia
entre la légica clasica y la l6gica intuicionista. Sin embargo, es de notar que si se aflade la llamada “ley
de Peirce” (((p = q) = p) = p) a la légica intuicionista se obtiene la légica clésica del mismo
modo que si se le hubiera afiadido p V —p o la ley de la doble negacidn, pese a que la ley de Peirce no
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tesis es que el significado de una conectiva logica se determina por su contribucion a las
condiciones de verdad de las férmulas que la contienen; el otro grupo lo constituyen las
teorias “inferencialistas”, las cuales estan basadas en la semantica de la teorfa de pruebas.
De acuerdo con este grupo de teorfas, el significado de una conectiva l6gica se determina
por su contribucién al rol inferencial de las férmulas que la contienen.”

Tipicamente, tanto el representacionalismo como el inferencialismo son waximalistas
en el sentido de que suponen que Zodos los elementos de una semantica modelo-tedrica
(respectivamente, una semdntica de teorfa de pruebas) son relevantes en la determi-
nacién del significado de las conectivas, por ejemplo, el nimero exacto de valores de
verdad, la nocién de consecuencia légica subyacente, etc. De acuerdo con una propues-
ta minimalista, en contraste, sélo algunos elementos modelo-tedricos (respectivamente,
inferenciales) relacionados con las conectivas son semanticamente relevantes y otros,
aunque importantes, no contribuyen a la determinacién del significado de las conectivas
(cfr. Hjortland 2007).

En el presente trabajo discutimos el problema del significado de las conectivas l16gicas
a partir de la caracterizacion de éstas en la teorfa de categorias (especificamente, a partir
de la caracterizacion de dichas conectivas en un topos). En la seccidon 2 presentamos
con cierto detalle algunas propuestas tradicionales acerca de los cambios de logica y
su relacién con el significado de las conectivas légicas. Ahi distinguimos entre, por un
lado, la tesis quineana débil, a saber, que la diferencia entre l6gicas implica diferencia de
significados en sus conectivas; y, por otro lado, la tesis fuerte, de acuerdo con la cual
cambio de légica es cambio de tema y cambio global. En la seccién 3 presentamos la
version categorista de la 16gica de orden cero con las correspondientes definiciones de
la negacién y la disyuncién y mostramos el conocido resultado de que, en general, la
légica interna de un topos no es clasica sino intuicionista. Finalmente, en la seccién 4
tratatemos de hacer plausibles las siguientes dos hipotesis:

(1) que la caracterizacién de las conectivas en un topos puede considerarse una forma
de minimalismo, pues dicha caracterizacion especifica cuales elementos relacionados
con una conectiva son semanticamente relevantes y cuales no;

(2) que es la estructura de los objetos de un topos, y no un cambio de significado en las
conectivas, lo que, al pasar de un topos a otro, genera la diferencia en la colecciéon
de teoremas de sus respectivas logicas internas.

De este modo, las logicas internas proporcionarian un ejemplo de légicas diferentes pero
cuyas conectivas no difieren en significado.

Cabe indicar que discutir la tesis fuerte implica revisar y discutir practicamente toda
la filosoffa de Quine, incluyendo temas como el de qué es la légica, cual es su lugar
en nuestro cuerpo total de conocimientos, cémo se eligen y cambian teorfas, etc. Esto
excede los propositos y la naturaleza de este trabajo, por lo que sélo trataremos de

contiene ni negaciones ni disyunciones.

> Tomamos la terminologfa y la descripcion de (Brandom 2000, 45). A diferencia de lo que se sugiere en
(Barcel6 2007, 63s), consideramos que el “regimentismo”, la idea de que el significado de las constantes
légicas captura cierto sentido de las “palabras logicas” ‘y’, ‘0’ etc. del lenguaje natural, no ha sido una
teorfa del significado de las conectivas, sino mas bien un desideratum de muchas légicas y de varias

teorfas del significado de las conectivas.
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mostrar, usando herramientas categoristas, que la tesis quineana débil es incorrecta.
Esto, creemos, todavia constituye una aportacion sustantiva.

Hemos omitido la definicién de, por ejemplo, la implicacién, la conjuncion y los
cuantificadores pues el incluirlas hubiera requerido a su vez definir y explicar otras
nociones que habrian hecho innecesatiamente extenso el presente trabajo. En un apén-
dice hemos incluido las definiciones que consideramos necesarias para los argumentos
que presentamos. Confiamos en que los dos ejemplos de topos que hemos elegido
—Conjuntos y la categoria St de multi-graficas dirigidas irreflexivas— asi como las
conectivas correspondientes a la negacién y a la disyuncion, sean suficientes para ilustrar
nuestra tesis. Aunque este es un trabajo de filosofia de la matematica y de la légica, es
practicamente imposible dar una explicacion completa de todos los temas aqui discu-
tidos o mencionados. Cuando ha sido necesario presentar nociones o resultados mas
complicados, lo hemos hecho de una manera lo mas informal posible. Otras nociones
complejas o resultados mas avanzados son sélo mencionados si no se requiere mucho
mas para entender los problemas que ellos sugieren; del mismo modo, hemos intentado
dar referencias para todos los resultados que utilizamos.

2. Diferencia entre ldgicas y cambio de tema: algunas propuestas tradicionales

Quine (1970) estableci6 las lineas generales en las que los problemas de la diferencia
entre légicas y la eleccién entre ellas habrian de discutirse y defendio la tesis de que todo
cambio de l6gica (todo cambio en la coleccién de teoremas o inferencias validas de una
l6gica dada) es cambio de tema (cambio en el significado de las conectivas 16gicas®):

Mi opinién acerca del didlogo [entre quienes creen que puede haber oraciones verdaderas de la
forma p A —p y quienes no| es que ninguna parte sabe de lo que estd hablando. Piensan que estian
hablando de la negacién, ‘[—)’, ‘no’, pero la nocién seguramente ha dejado de ser reconocible como
la negacién cuando consideraron algunas conjunciones de la forma [p A —p] como verdaderas
y dejaron de considerar que tales oraciones implican a todas las demas. Evidentemente, este es
el predicamento del l6gico divergente: cuando trata de negar la doctrina simplemente cambia de
tema. (Quine 1970, 81)

Abstrayendo los elementos particulares del ejemplo (las logicas involucradas y la
conectiva discutida), la tesis de Quine es que al cambiar de la logica £1 a la 16gica Lo
se cambia de tema. Grosso modo, dos 16gicas son diferentes si y sélo si son diferentes sus
colecciones de tautologfas, contingencias o falsedades logicas. Segin Quine, el cambio de
tema consiste en cambiar la manera de entender las conectivas, en cambiar su significado,
lo cual a su vez consistirfa en cambiar los valores que toma una oracién en determinadas
condiciones y también en modificar las implicaciones entre ciertas oraciones. Entonces
‘cambio de tema’ quiere decir “cambio de significado de las conectivas 16gicas”, lo cual
a su vez quiere decir “cambio en los valores de verdad de ciertas férmulas, presumi-
blemente atribuible a un cambio en la manera de evaluar las conectivas, y cambio en
las inferencias validas entre ciertas férmulas”. Para Quine (1960) el significado-estimulo
de las conectivas queda determinado a través de sus condiciones de asentimiento y
disentimiento (y suspension del juicio, segun aflade en (Quine 1974)). Si se omiten sus

> Aunque Quine no lo expresarfa asi dado su escepticismo acerca del significado. Cft. infra.
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limitaciones a la conducta observable y las complicaciones introducidas en (Quine 1974),
puede afirmarse que para él el significado de una conectiva esta determinado por las
condiciones de verdad de las oraciones en las que aparece, que esas condiciones de
verdad validan ciertos teoremas, a saber, los de la 16gica clasica, y por el hecho de que
esas condiciones de verdad reproducen de la manera mas fiel posible el uso de sus
contrapartes en el lenguaje ordinario.

Como mencionamos en la introduccion, pocas veces se ha cuestionado esta tesis;
la mayoria de las veces se intenta mostrar que cambiar el significado de las conectivas
es legitimo o incluso necesario para algun propésito. Al decir que el cambio de tema
puede ser legitimo, los ctiticos de Quine han aceptado la tesis de que cambiar de légica
es cambiar de tema y que, a su vez, cambiar de tema es cambiar el significado de las
conectivas, y ciertamente parece haber buenas razones para aceptarla. Por ejemplo, la
semantica de mundos posibles parece hacer explicita la diferencia de significado entre la
negacion clasica y la intuicionista del siguiente modo (donde v es una valuacién, m y m’
son mundos posibles y > es una relacién de orden o accesibilidad entre mundos):

Negacion clasica: v(—A,m) = 1 siy sélo siv(A,m) = 0.
Negacién intuicionista: v(—A, m) = 1 siy sélo si para todo m’ > m,v(A,m’) = 0.

Otra opcidn, menos explorada y que ya habiamos mencionado antes pero que no
consideraremos aqui, ha sido la de aceptar que si hay un cambio de tema, pero que lo
que cambia no es el significado de las conectivas logicas sino la nocién de deducibilidad
(cfr. Morado 2007).

En las filosofias quineanas de la 16gica y de la ciencia se mantiene que, al cambiar de
légica, al cambiar de herramienta inferencial, este cambio debe ser global y no meramente
local. Por ejemplo, no cabria mantener la légica clasica para todos los dominios y
cambiarla sélo, digamos, en el ambito de los fenémenos subatémicos. Asi, la tesis de
Quine es que cambio de logica es cambio tema, pero es también cambio global. No
estamos interesados en discutir esta tesis fuerte, que ademads involucra discutir temas
como el de qué es la 16gica, cudles son los criterios para la eleccién entre légicas, etc. Nos
interesa discutir solamente una versién debilitada de la tesis quineana, a sabet, que si £
y Lo son dos logicas diferentes entonces sus conectivas difieren en significado. Cuando
en adelante hablemos de “la tesis quineana” o “la tesis de Quine” nos referiremos a esta
version débil.”

La tesis de Quine ha sido ampliamente aceptada incluso por quienes tienen visiones
diferentes acerca del significado de las conectivas logicas. Como ya dos grupos de teorias
predominantes en el debate actual acerca del significado de las conectivas logicas: las
teorias representacionalistas y las inferencialistas. Asi, por ejemplo, de acuerdo con estas
ultimas, el significado de la conjuncién consistirfa en que de p A ¢ se pueden inferir
tanto p como ¢q (regla de eliminacién de la conjuncién), y de que p y de ¢ se puede
concluir p A q (regla de introduccién de la conjuncion). Esa serfa la contribucion de la
conjuncion al rol inferencial de las férmulas en las que aparece y ese serfa su significado.
Tanto los correlatos representacionalistas como los inferencialistas de la tesis de Quine

A . - s z . . e ») :

" Esta tesis es muy comun entre los légicos en la practica, mds que la version fuerte. En la literatura, esta
tesis ha sido explicitamente defendida en (Priest 2006, cap. 10) para el caso especifico de las l6gicas
clasica e intuicionista.
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suelen ser aceptados, esto es, para los representacionalistas cambiar de 16gica es cambiar
las condiciones de verdad de las conectivas y para los inferencialistas cambiar de logica
es cambiar la coleccion de inferencias validas o las reglas para el uso de las conectivas.

Entre los pocos objetores de la tesis de Quine estan Hilary Putnam (por ejemplo,
Putnam 1957, 1962, 1968), Adam Morton (cfr. Morton 1973) y, mas recientemente, J.C.
Beall y Greg Restall (Beall y Restall 2001, 2006), Francesco Paoli (cfr. Paoli 2003, 2007) y
Stephen Read (véase Read 2008). Cada uno de estos autores acepta lo que en (Hjortland
2007) se denomina “minimalismo para (el significado de) las conectivas logicas”, a saber,
la tesis de que sdlo algunos elementos modelo-tedricos (respectivamente, inferencia-
les) son semanticamente relevantes y otros, aunque importantes, no contribuyen a la
determinacién del significado de las conectivas.

Putnam (1962, 51) defiende tres tesis: (1) que las conectivas tienen un “significado
central” o “nuclear” (core meaning) el cual es independiente de muchos de los teoremas (o
de las inferencias validas, si se prefiere hablar en términos inferencialistas); esto es, para
Putnam, Quine no caracteriza adecuadamente el significado de una conectiva; (2) que si
por “cambio de significado” se entiende la modificacion del uso global de una conectiva,
esto es, si “cambio de significado” quiere decir que los teoremas (o inferencias validas)
asociados a una conectiva no coinciden para dos légicas dadas, entonces cambiar de
légica si es cambiar de significado; (3) que si la tesis “cambio de logica es cambio de
tema” significa que un cambio de légica involucra solamente un cambio de significado
en las conectivas entonces la tesis es falsa, pues un cambio de l6gica también afecta la
relacion de deducibilidad. Por supuesto, las tesis (2) y (3) son importantes s6lo en el caso
de que el significado de las conectivas fuera otro que su significado central. Asi, sélo nos
ocuparemos de la tesis (1) (que niega el antecedente de la tesis (2)) y de la defensa que
Putnam hace de ella en (Putnam 1968, 187-197).

Putnam distingue, aunque un tanto implicitamente, entre los teoremas (respectiva-
mente, las inferencias validas) de una légica L y las propiedades que tiene que satisfacer
una conectiva ¢ para ser ¢ (aunque dichas propiedades pueden validar ciertos teoremas o
inferencias). En el contexto de una discusion acerca de la légica de la mecdnica cuantica,
Putnam introduce la idea de un “significado operacional” de las conectivas l6gicas. Asi,
una cosa serfan los teoremas en los que aparece la disyuncion, que pueden diferir de
una légica a otra, y otra cosa serfan las caracteristicas que tiene que cumplir una conec-
tiva para ser una disyuncién. Omitiendo su discusion acerca de la mecanica cuantica y
modificando un poco su presentacion, un significado operacional para las conectivas se
especificarfa como sigue. Supdngase una semantica en la que hay al menos dos valores
de verdad (digamos, verdadero y falso) y que éstos forman un orden parcial. Los sig-
nificados operacionales de las conectivas setfan los siguientes:

— el significado operacional de p A g consiste en que su valor de verdad es el infimo
del valor de los conyuntos;

— el significado operacional de p V g consiste en que su valor de verdad es el supremo
del valor de los disyuntos;

— el significado operacional de —p consiste en que el valor de verdad de la conjuncién

de —p con p es igual a falso y que el valor de verdad de la disyuncién de —p con p

es igual a verdadero.®

® Esta propuesta de Putnam no es todo lo general que uno desearia: la definicion operacional para la
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Las conectivas de la 16gica cuantica y de la clasica tienen este significado operacional;
ademds, no es dificil verificar que a partir de ese significado operacional pueden caracte-
rizarse los teoremas clasicos restringiendo la colecciéon de valores de verdad al caso en el
que so6lo hay dos valores. Asi, segun Putnam, en la discusion acerca de la relacion entre
la l6gica clasica y la 16gica cuantica, el numero de valores de verdad y la (in)validez de
algunas férmulas como (p A (¢V 1)) < ((pAq) V (p AT)) son elementos irrelevantes
en la determinacién del significado de las conectivas. Tomando en cuenta sélo los sig-
nificados operacionales presentados lineas arriba, las conectivas de la logica clasica y la
légica cuantica no tienen distintos significados.

Morton (1973) va mas lejos que Putnam al decir que no tiene que haber una sola
coleccién de inferencias (respectivamente, teoremas) que tenga que ser compartida por
las conectivas ¢, ¢’ y ¢ para que éstas sean similares; para que las tres sean, por ejemplo,
disyunciones. Morton sugiere que dos conectivas ¢’ y ¢ son similares si entre ¢ y ¢’ hay
alguna coleccién comun I* de inferencias vilidas (teoremas). Sin embargo, siwilitnd no
implica igualdad de significado, que es lo que se necesitarfa para tratar de rebatir la tesis
de Quine. Dado que la relacién de similitud no es transitiva, una conectiva ¢’ puede
parecerse a la conectiva ¢’ si comparten alguna coleccion I** de inferencias vélidas
(teoremas) aunque 1™ y I** no sean la misma coleccion de inferencias vélidas (teoremas)
e incluso sean disjuntas (¥, por tanto, sin que ¢’ y ¢” sean similares). La propuesta de
Putnam no tiene este problema porque para que dos conectivas ¢ y ¢ sean, digamos,
una conjuncién, ambas tienen que validar cierta coleccién de teoremas o inferencias.

En el marco del “enfoque inferencial” de la légica’, una regla gperacional para una
conectiva ¢ en una légica £ dice como se usa ¢ en las pruebas de L; estas reglas
pueden ser de introduccién o eliminacion.'’ En las reglas estructurales de una légica £ no
aparecen conectivas. Hay légicas que no difieren en las reglas operacionales, s6lo en las
estructurales, por lo que es al menos dudoso que el significado de las conectivas difiera
de una légica a otra. Sin embargo, los tedricos inferencialistas no han logrado consenso
acerca de si el significado de las conectivas se determina sélo por las reglas operacionales
o si las reglas estructurales también hacen alguna contribucion. Wansing (2000) asegura
que en la practica los l6gicos frecuentemente dicen que las conectivas tienen dos tipos de
significado: uno “operacional”, determinado por las reglas operacionales de introduccion
y eliminacién de conectivas, y otro “global”, en el cual se toma en cuenta la contribucién
de las reglas estructurales.'! No obstante, la postulacién de estos dos tipos de significado
no es de mucha utilidad para tratar de refutar la tesis quineana, pues de cualquier modo

negacién no serviria ni para la légica intuicionista ni para muchas légicas tolerantes a la inconsistencia.
Por supuesto, en el texto discutido Putnam (1968) sélo trata de mostrar que hay un significado
operacional comun a la légica clasica y la légica cuantica, pero en otros textos, por ejemplo (Putnam
1957), explicitamente dice que la validez de p V —p no forma parte del significado ni de la disyuncién
ni de la negacién.

? Este no es el lugar para presentar ni siquiera los rasgos fundamentales de esta propuesta o de sus
variantes mas importantes; para un rapido panorama puede verse (Paoli 2002, 8-11).

19 Gentzen (1969, 80) sugirio que el significado de una conectiva queda especificado por su correspondiente
regla (operacional) de introducciéon. Este punto de vista ha sido desarrollado en (Dummett 1978;
Prawitz 1981) y (Dosen 1989), entre otros.

" Téngase en cuenta que el significado operacional del que se habla en el contexto inferencialista no es
igual al significado operacional del que habla Putnam.
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habrfa al menos un sentido en el que cambio de légica es cambio de tema, a saber,
cuando a pesar de coincidir en su significado operacional, las conectivas de dos légicas
difieren en su significado global.

Paoli esta consciente de esa dificultad, pero atn asi sostiene que puede haber cambio
de légica, especificamente rivalidad entre légicas, sin cambio de significado, pues las
conectivas en distintas l6gicas pueden tener el mismo significado operacional, esto es, las
mismas reglas de introduccion y eliminacién (cfr. Paoli 2003, 539). De cualquier modo,
esta propuesta enfrenta un problema similar a la de Morton. Que las reglas operacionales
para una conectiva sean las mismas en dos légicas dice a lo sumo que ambas conectivas
son el mismo tipo de conectiva (una negacion, por ejemplo); incluso puede decitse que
el que las conectivas de dos légicas obedezcan las mismas reglas operacionales implica
que las conectivas comparten algin significado comun. Sin embargo, ello no garantiza
que esas reglas basten para especificar el significado completo de las conectivas, lo cual
deja espacio para que haya de hecho un cambio de significado de las conectivas de una
légica a otra si cambian las reglas estructurales.

Aunque atractiva, la tesis minimalista tiene todavia tiene muchas dificultades tanto en
su misma enunciacién como en la formulacién de una propuesta mas o menos acabada.
Nosotros sostenemos que la caracterizacion categorista de las conectivas puede servir
para dotar de mayor contenido a la tesis del minimalismo, ayudando a sefialar cuales
elementos son relevantes para determinar el significado de las conectivas y cuales no.
Las légicas internas de los topos proporcionan un ejemplo de légicas diferentes cuyas
conectivas no tienen distinto significado; antes bien, la diferencia en las l6gicas se debe a
las diferencias en las caracteristicas de los objetos, caracteristicas dadas por los morfismos
entre los objetos de la categorfa. No obstante, antes de discutir con detalle la version
categorista de la tesis minimalista es indispensable presentar algunos rudimentos de la
caracterizacion categorista de las conectivas.'?

3. El tratamiento categorista de las conectivas logicas

Las categorias que nos interesan son los fgpos. Mas adelante daremos una definicion
precisa, pero por el momento piénsese en un objeto X de un topos como un tipo,
coleccién de cosas o conjunto generalizado —los Xs.!? Asi, un objeto X es el objeto
de zs, del mismo modo que un producto X XY es el objeto de pares < z,y > tales

12 Cabe sefialar que en lo que sigue emplearemos por simplicidad métodos de corte modelo-tedrico.
Para presentar la teorfa de pruebas de la légica interna de un topos tendriamos que introducir
algunas complicaciones expositivas en el trabajo. Con ello no estamos sugiriendo, pues, que haya
una superioridad de los enfoques modelo-tedricos sobre los inferencialistas al determinar cudl es el
significado de una conectiva, ni que los enfoques modelo-teéricos estén exentos de problemas o
que el inferencialista no pueda resolver las dificultades aqui recontadas. De hecho, consideramos que
resultados como los de Barcel6 (2008) y Béziau (2001) acerca de la intertraducibiliad (relativa) de los
métodos modelo-tedricos y los inferencialistas necesitarfan ser evaluados con detalle antes de tomar
pattido en el debate representacionalismo-inferencialismo.

1 No necesitaremos todas las propiedades de un topos en este trabajo; en el apéndice estin definidas las
que si son necesarias. Una de las mejores introducciones a la teorfa de categorias en general, y de topos
en particular, es (McLarty 1995). También pueden verse (Awodey 2006) y (Lawvere y Schanuel 2000).
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que x estd en X y y estd en Y. El modo basico de obtener una légica en un topos es a
través de una nocion generalizada de comprehension de subobjetos por “propiedades”.
Las propiedades son /ucales, es decir, una propiedad es siempre la propiedad de los xs
de algin X; toda propiedad tiene un dominio de significacién fijo. Las propiedades son
proposiciones variables: Si ¢ es una propiedad con dominio de significacién X y a es
un elemento constante de tipo X, ¢(a) es una proposicién. De este modo, llamaremos
Sfuncion proposicional en X a una propiedad con dominio de significacién X. Toda funcién
debe tener un codominio, asi que un topos incluira un objeto {2 de proposiciones o valores
de verdad. Sus elementos p: 1 — (2 son proposiciones y sus elementos generalizados
¢: X — ) son proposiciones variables y por tanto funciones proposicionales. Si la
proposicién p se descompone como p = ¢(a): 1 — X — ), entonces p resulta de
evaluar la funcién proposicional ¢ pata el elemento a de X.

Asumitemos que hay una proposicion verdadero: 1 — (). Entonces, para cual-
quier objeto X en un topos, la composicion verdaderoo!x: 1 — X —  denota
una funcién proposicional constante en X, cuyo valor es verdadero, que denotaremos
verdaderox. Las funciones proposicionales especifican subobjetos del siguiente modo.
Dada una funcién proposicional ¢: X — (), la parte de los s para los cuales ¢ es vet-
dadera se obtiene como un igualador de ¢ y verdadero x. Tal igualador es un subobjeto
m: M »— X que serd llamado extensidn de la funcién proposicional @. Un dasificador de
subobjetos para una categoria con objeto terminal e igualadores se define como un moz-
fismo verdadero: 1 — €0 tal que, para cada funcién proposicional ¢: X — €, hay
un igualador de ¢ y verdadero x: Cada monomorfismo m: M — X es dicho igualador
para una unica .

Aprovecharemos ciertas propiedades de los igualadores y los productos fibrados para
definir la nocién de clasificador de subobjetos de la siguiente manera alternativa, que es
la que usaremos en el resto del trabajo'*: Un clasificador de subobjetos en una categorfa
C con objeto terminal y productos fibrados esta dado por un objeto 2 junto con un mot-
fismo verdadero: 1 — () tal que para cualquier monomorfismo m: M — X hay un
unico morfismo : X — () que hace que el siguiente diagrama sea un producto fibrado:

M>"sX

! ®

1———=Q

verdadero
donde " denota al unico motfismo de M a 1 que por hip6tesis existe en C. ¢ sue-
le denominarse también “morfismo caracteristico de m” y para hacer explicito esto
escribiremos (.1

“1a propiedad de la que nos valemos es que el diagrama de abajo es un producto fibrado si y sélo si m
es un igualador de ¢ y verdadero x . Véase una prueba en (Awodey 1996, 227s).

15 La categoria Conjuntos, cuyos objetos son conjuntos y los morfismos son funciones entre conjuntos, es
un topos. Por ejemplo, cualquier conjunto unitario es un objeto terminal; el conjunto vacio es el inico
objeto inicial; un subobjeto (subconjunto) de un conjunto C es una clase de equivalencia de funciones
inyectivas cuyo codominio es C; cualquier conjunto de dos elementos puede servir como objeto de
valores de verdad y una funcién de un conjunto unitario cualquiera a ese conjunto con dos elementos
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La nocién de topos puede definirse de muchas maneras equivalentes, aunque para
nuestros propositos servird considerar la siguiente. Un topos es una categotia £ que
tiene objeto terminal (1), objeto inicial (0), productos fibrados, sumas amalgamadas (o
coproductos fibrados'®), exponenciales (Y ) para cualesquiera objetos X y Y de &€ y
que cuenta ademis con un clasificador de subobjetos.!”

En cualquier topos dado, el morfismo llamado “falso” es, por definicion, el morfismo
caractetistico de 01: 0 — 1; en otras palabras, falso: 1 — Q es el tnico morfismo
que hace que el siguiente diagrama sea un producto fibrado:'®

0 O 1

! falso =get o,

1
verdadero
En un topos, para cualquier nimero natural 1, una conectiva n-aria de orden cero,
k, se define como un motfismo k: Q2" — 2, donde Q" = Q x - -+ X ) n veces. La
negacioén (que es una conectiva unaria) y la disyuncién (que es binaria) se definen como
sigue.
Negacion: —: 0 — ) es el morfismo caracteristico de falso: 1 — (), es decir, es el
unico motfismo que hace que el siguiente diagrama sea un producto fibrado:

falso

1 Q

T =def Pfalso

1 Q

verdadero

La negacién de una proposicién p: 1 — €2 se denota como —p y se define como la
composicién —p: 1 — Q. De esta definicion se sigue que —p = verdadero siy sélo si
p = falso y =p = falso en cualquier otro caso.

servira para especificar el valor “verdadero”; dadas dos funciones f: A — C'yg: B— C, un
producto fibrado para f y g es el conjunto D = {(a,b) € A x B|f(a) = g(b)} junto con las
respectivas proyecciones fi: D — Ay g1: D — B tales que f1((a,b)) = ay g1((a,b)) = b,
etc. Una introduccién comprehensiva a este topos puede encontrarse en (Lawvere y Rosebrugh 2003).
pushonts” para

<

'S En espafiol se usan cada vez con mayor frecuencia los términos en inglés “pullbacks” y
los productos fibrados y las sumas amalgamadas (o coproductos fibrados), respectivamente.

17 Adicionalmente, pediremos que el topos sea no degenerado, i.e. que no todos sus objetos sean isomorfos.
Una manera de evitar el caricter degenerado de un topos es estipular que no haya morfismos cuyo
codominio sea 0, un objeto inicial. Si hay morfismos cuyo codominio es 0, un objeto inicial serfa
isomotfo a un objeto terminal y, lo que es mas, todos los objetos del topos serfan isomorfos (cft.
Goldblatt 1984, §3.16)), con la consecuencia de que p = q para cualesquiera dos proposiciones p y gq.

'8 Recordemos que un objeto terminal 1 tiene la propiedad de que, para cada objeto X, s6lo hay un
motfismo f: X — 1, lo cual aplica en particular para el objeto 0. En un topos no degenerado &, el
(Gnico) morfismo 01 : 0 — 1 es un monomorfismo, como lo requiere la definicién de la nocién de
clasificador de subobjetos. Véase la prueba en (Goldblatt 1984, §3.16, Teorema 1).
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Disynncién: La disyuncion V: 2 x 2 — € se define como el motfismo caractetistico de
la imagen del morfismo [(verdadero, idg) , {idq, verdadero)] : Q +Q — Q x Q1Y
esto es, V: 2 X 0 — ) es por definicién el unico morfismo que hace que el siguiente
diagrama

Im[(verdadero,idg), (ida,verdadero))

Q+Q QxQ
! \L i\/:def P 1m[(verdadero, idg ), (idg ,verdadero)]
1 Q
verdadero
sea un producto fibrado. Esto implica que (p V ¢) = wverdadero si y sélo si

p = verdadero 6 q = verdadero vy, en general, que (p V q) = sup<(p,q) (donde
‘<’ denota el orden parcial que forman los elementos de €2).*

La légica clasica de orden cero tiene asociada un algebra booleana, a saber, el algebra
que consta de dos elementos (los valores de verdad), y de diversas operaciones (una
por cada conectiva légica) que satisfacen las condiciones dadas por las conocidas tablas
de verdad. De manera andloga, la légica interna (de orden cero) de un topos & tiene
también asociada un dlgebra; en este caso el dlgebra correspondiente es €2, el objeto
de proposiciones o valores de verdad. Dicho de otro modo, la l6gica interna de € es
el algebra de sus proposiciones. El siguiente resultado, que s6lo enunciamos, establece
condiciones necesarias y suficientes para que una proposicion p: 1 — €2 sea el mismo
motfismo que verdadero en un topos dado €. Sicon ‘p =¢ ¢’ abreviamos la afirmacion
de que si el motfismo p es el mismo motfismo que verdadero entonces también ¢ lo es
(‘¢ p significa por tanto que en & p es el morfismo verdadero), y si =1 es la relacion
de consecuencia de la 16gica intuicionista, entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1. Para toda proposicion p, g p para todo topos & si y silo siFr p.

es decir, en general {2 es un 4lgebra de Heyting.*! La l6gica interna de € es clasica sélo
si {2 es un dlgebra booleana.

La légica interna de la categorfa Conjuntos, donde () tiene dos elementos, es
clasica. Un ejemplo de un topos cuya logica interna no es clasica es la categorfa de

' Pese a lo aparatoso de su nombre, este morfismo tiene un origen simple (aunque requiere conocer la
nocién de producto). En la definicién de coproducto del apéndice, supéngase que A = B = ,
A+B =Q+QyD = Q x Q. De este modo, f = (idq, verdadero) : & — Q x Q y
g = (verdadero, idq) :  — Q X £; el dnico morfismo h que hara que se cumpla la definicién
de coproducto se denotara, de acuerdo con la convencién,

[(verdadero, idq) , (ida, verdadero)] : Q + Q—Q x Q.

? Las condiciones de verdad derivadas de las definiciones de las conectivas de orden cero en un topos,
incluyendo las no expuestas aqui, la conjuncién y la implicacién, corresponden a las de las légicas de
Godel (1932).

! Una prueba puede encontrarse en (Goldblatt 1984, §8.3 (la parte de correccion) y §10.6 (la parte de
complecién)). En este trabajo hemos hablado exclusivamente de l6gicas de orden cero. Las férmulas de
primer orden y orden superior que valen en cualquier topos son los teoremas de la 16gica intuicionista
Jibre de orden superior. Para esto véase también (Goldblatt 1984).
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multi-graficas dirigidas irreflexivas, S22 Qg1 tiene tres elementos, es decit, hay tres
diferentes morfismos 1 — (g1 a los que llamaremos verdaderogi., falsog,. y pgit
(un valor intermedio) con el orden falsog, < pgii < verdaderogii. El morfismo
negacion en esta categoria da las siguientes igualdades de morfismos:

—werdaderog. = falsog,, —pgie = falsog,, —falsog., = verdaderogi. .

En la categoria St cuando p = psu, se tiene que 7o op # D, pues
—pgi = falsog., y por tanto ——ugit = —falsog, = verdaderogii # pgii.”
También se puede demostrar que p V —p no es una proposicién valida en la logica
interna de St!. Para que la composicién V o (p, =p) sea igual al morfismo verdadero
es necesario que alguna de las proposiciones p 6 —p sea igual a verdadero. Sip = ugi.
entonces —p = falsog,,. Como ninguna de esas proposiciones es igual a verdaderog..
entonces la composicién V o (p, =p) tampoco es igual a verdaderog:.. En resumen,
Qg1 no es un dlgebra booleana y la 16gica interna de St no es clasica.

Cabe mencionar que la l6gica interna de un topos no tiene que set sélo o intuicionista
o clasica, también puede ser una logica superintuicionista. Una légica superintuicionista o
“intermedia” es una logica que afiade axiomas a la légica intuicionista pero sin que la
légica resultante colapse en la logica clasica. Una de las 16gicas intermedias més conocida
eslade Dummett (1959), que afiade a la 16gica intuicionista el axioma (p = q) V(¢ = p);
esta logica es la 16gica interna de cualquier topos de la forma Conjuntos® (es decir, topos
cuyos objetos son functores de P a la categoria Conjuntos), donde P es un preorden
infinito linealmente ordenado como, por ejemplo w, Q 6 R (cfr. Goldblatt 1984, §10.6).

Los resultados anteriores son los que motivan esta investigacion. En la siguiente
seccion analizaremos, a partir del tratamiento categorista aqui expuesto de las conectivas
légicas —y V, la tesis quineana débil de que la diferencia de logicas implica una diferencia
de significado entre sus respectivas conectivas.

4. Elminimalismo categorista y el significado de las conectivas lggicas

Cuando se dice, por ejemplo, que el significado de una conectiva consiste en sus con-
diciones de verdad, suele tomarse algo mas que simplemente las condiciones de verdad
como parte del significado de las conectivas. En las evaluaciones semanticas de una
conectiva estan involucrados los siguientes elementos:

2 Un objeto de S* es cualquier par de conjuntos F' 'y V con un par de funciones s: F — V' y
t: I'—V, donde I es un conjunto de “flechas” y V' un conjunto de vértices. Si « es un elemento
de F, una flecha, s(x) es su vértice de “salida” u “origen”, mientras que ¢(x) es su vértice de llegada.
Un morfismo en S* es un mapeo f que preserva las relaciones de salida y llegada entre graficas.
Omitiremos la prueba de que St esun topos. Para una breve pero cuidadosa exposicién de algunas
caracteristicas de esta categorfa véase (Vigna 1997) o (Lawvere y Schanuel 2000, 141ss y 338ss (pp.
155ss y 377ss de la edicién en castellano)).

% Como vimos antes, una proposicién p es valida en cualquier topos si y sélo si p es intuicionistamente
valida, de ahi que aunque la igualdad ==p = p no sea valida en todo topos, =—=—p = —p si lo es.
Véase (Goldblatt 1984).
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(1) Las condiciones de verdad propiamente dichas, condiciones que presuponen:
(1a) un numero minimo de valores de verdad; y

(1b) un nimero maximo de valores de verdad;
(2) ciertas nociones de validez y consecuencia logica, nociones que a su vez presuponen

(2a) un determinado modo de separar los valores de verdad.

En logica clasica las condiciones de verdad de, pongamos por caso, la disyuncion,
consisten en que v(A V B) = sup(v(A),v(B)), con respecto a un otden entre al
menos dos valores de verdad: verdadero y falso. Si son las condiciones de verdad las que
determinan el significado de las conectivas, la clausula anterior expresa el significado de
la disyuncion. En muchas otras légicas, particularmente en las que aqui nos interesan,
la intuicionista y las superintuicionistas, esas son también las condiciones de verdad de
la disyuncién, de ahi que pueda decirse que su significado no cambia de la logica clasica
a las 16gicas intuicionista y superintuicionista. Esas logicas también comparten con la
clasica la condiciéon de que hay al menos dos valores de verdad, asi como la nocién de
validez y el modo de separar los valores de verdad (sélo se tiene un valor distinguido,
que es el valor verdadero, T 6 1, etc., segtin se denote, y el resto son no distinguidos®*).
Sin embargo, la diferencia de logicas, la diferencia de teoremas o de inferencias validas,
se da porque el numero maximo de valores de verdad en la l6gica clasica es dos, mientras
que en las otras logicas esto no es asi. El minimalista semantico dirfa que sélo las
condiciones de verdad junto con un numero minimo de valores de verdad determinan
el significado de las conectivas, en tanto que el maximalista sostendtia que el resto de
los elementos involucrados (incisos (1b), (2) y (2a)) también contribuyen a determinar
dicho significado.?®

La caracterizacién de las conectivas en un topos constituye una version del minimalis-
mo semantico: El tratamiento categorista muestra de manera perspicua qué deberfamos
considerar como el significado de una conectiva, asi como qué elementos contribuyen
a determinar el significado de una conectiva y cudles no. La caracterizacion de las co-
nectivas en cualquier topos dado es muy general, pues las conectivas son morfismos
que tienen la propiedad de hacer que ciertos diagramas sean productos fibrados. Asi,
desde la perspectiva categorista, el significado de una conectiva dada, definida ésta co-
mo un motfismo con cierta propiedad, consiste en la contribucién que la conectiva en
cuestion hace a la igualdad entre ciertos otros morfismos; especificamente, en c6mo

# A grandes rasgos, un valor es distinguido si es uno de los valores que una proposicién debe tomar siempre
para ser considerada un teorema (en términos de inferencias, si es uno de los valores que deben
preservarse de las premisas a la conclusion para que la inferencia sea considerada valida). Incluso en
l6gicas multivaluadas es comun tomar s6lo un valor distinguido, aquel que represente “(lo) verdadero”.

» Hay diferentes condiciones de verdad para las conectivas que en general resultan equivalentes en la
légica clasica. Aqui nos hemos concentrado sélo en aquella versiéon que resulta de la caracterizacién
categorista y que exhibe un significado comin para las 16gicas clasica, intuicionista y superintuicionistas.
Independientemente de si tienen interpretaciones filoséficas plausibles, las semanticas con mas de dos
valores de verdad son bien conocidas. En (Wansing y Shramko 2008) puede encontrarse una buena
explicacion de qué otras nociones de validez y de consecuencia légica puede haber y de cémo obtenerlas
a partir de diferentes maneras de separar los valores de verdad.
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contribuye la conectiva (g#a morfismo) a que ciertos diagramas sean productos fibrados.
Los elementos que contribuyen a determinar el significado de las conectivas son los
morfismos (y objetos) que aparecen en esos diagramas. Para poder definir las conectivas
en una categoria cualquiera C con productos, coproductos, objeto terminal y productos
fibrados, lo nico que se requiere es que C tenga clasificador de subobjetos y al menos
dos valores de verdad distintos, verdadero: 1 — Qy falso: 1 — .%° Caracteristicas
adicionales, como que €2 tenga sélo dos valores de verdad o més de dos, no intervienen
en la definicion de las conectivas. Estas caracteristicas adicionales tampoco afectan a los
objetos terminales g#a objetos terminales ni a los productos (2 x ) gua productos vy,
por tanto, las definiciones de las conectivas no dependen de caracteristicas adicionales
de un objeto terminal o un producto mas alla de las que hacen que éstos sean un objeto
terminal y un producto en una categoria dada. Como las conectivas estin definidas para
cualquier topos, tampoco interviene en su definicién la estructura particular de algin
objeto o subobjeto del topos en cuestidn, esto es, en la definicion de las conectivas no se
especifica que las definiciones valgan para categorias cuyos objetos y morfismos tengan
tales o cuales caracteristicas adicionales a las que los objetos y los morfismos de todo topos
debe tener. El tnico aspecto semanticamente relevante es el hecho de que las conectivas
son los unicos morfismos que hacen que en determinadas categorias ciertos diagramas
sean productos fibrados. Dicha caracterizacion esta dada para cualquier topos, es decir,
no cambia de un topos a otro, por lo que la diferencia de teoremas de las logicas internas
no depende de un cambio en dicha caracterizacion.

De acuerdo con los ejemplos de la seccidén previa, la ausencia de algunos teoremas
clasicos en ciertos topos se debe a las caracteristicas y propiedades de sus objetos y
morfismos, no a un cambio en la definicién de las conectivas. Dado que las conectivas
estan definidas para un topos cualquiera, el que en algunos topos la férmula p V —p no
sea un teorema no se debe a que en ellos la negacién se defina de manera diferente,
como se afirmaba por ejemplo en el caso de la semantica relacional. En la seccién
anterior también sefialamos que una diferencia importante entre los objetos y subobjetos
de St y los de Conjuntos, que influye para que sus logicas internas sean distintas,
es que 2 en Conjuntos tiene sélo dos elementos, pero en St no. En Conjuntos,
cualquier proposicién p: 1 — Q es tal que p = verdadero 6 p = falso, sin opciones
adicionales. Con esto en cuenta, en Conjuntos valdran todas las leyes clasicas. Pero en
la légica interna de St una proposicion puede ser igual a verdaderog.., puede ser

% Bn rigot, para definir las conectivas en un topos no se requieren dos morfismos distintos, verdadero y
falso. El caracter no degenerado de los topos considerados aqui implica que hay un morfismo falso
distinto de verdadero. Nétese que los topos degenerados, en los que p = ¢ pata cualesquiera valotes
de verdad p y g, no presentan dificultad alguna para nuestra tesis. Al contrario. En primer lugar,
para ellos también vale el Teorema 1, pues si p = verdadero para toda p, en particular tendremos
p = werdadero para todas las proposiciones p que sean teoremas de la logica intuicionista. En
segundo lugar, como las conectivas se definen del mismo modo en los topos no degenerados y en los
degenerados, lo que genera la diferencia de 16gicas, en este caso el que la légica de éstos sea trivial (en
el sentido de que p = werdadero para toda p), son las caractetisticas propias de los objetos de los
topos degenerados, a saber, que hay morfismos de un objeto terminal a un objeto inicial, lo cual es
independiente de las definiciones del clasificador o de las conectivas. Véase la nota 17.
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igual a falsog,, y a otro valor “intermedio” (ug:1). Estas diferencias entre los topos son
légicamente independientes de la definicion de las conectivas. Si lo que hemos expuesto
anteriormente es correcto, no toda igualdad (entre morfismos) del tipo ® = verdadero,
donde ® contiene al menos una conectiva, forma parte del significado de dicha conectiva,
sino solo aquellas igualdades que se siguen directamente de la definicion de la conectiva.
Por ejemplo, que en Conjuntos p V —p sea el mismo morfismo que verdadero es
resultado de la definicién de las conectivas involucradas s las caracteristicas propias
de Conjuntos (en este caso, que sélo hay dos valores de verdad). De este modo, la
diferencia de logicas, la diferencia de teoremas en las l6gicas internas, no se debe a una
diferencia entre las condiciones de verdad de la negacién o la disyuncién entre un topos
y otro, sino a cudntos valores de verdad haya, esto es, a la estructura del objeto 2. A su
vez, las diferencias en la estructura de 2 de uno a otro topos se deben a las caracteristicas
de sus respectivos objetos, las cuales estan determinadas por los morfismos entre ellos.

Una objecién tradicional a las propuestas minimalistas setfa que, desde un punto de
vista algebraico, las conectivas estin definidas por ciertos axiomas y es claro que, digamos,
los axiomas para la negacién son diferentes en un algebra de Boole y en un algebra de
Heyting. Asi, dado que la negacion en cada una de esas algebras esta caracterizada por
axiomas diferentes se trata de hecho de negaciones diferentes. Nos parece que la precision
pertinente aqui es la siguiente: un axioma como =z = ¥ en el dlgebra booleana expresa
el hecho de que entre los objetos del algebra es cierto que la doble negacion es igual a
la identidad, no prescribe 1a forma en que deben relacionarse los objetos. Serfa incorrecto
suponer que los objetos del algebra van a satisfacer la eliminacién de la doble negacion
simplemente porque se introduce un axioma que dice que asi debe ser. El axioma es
prescriptivo en el sentido de que excluye a ciertos dominios, no en el sentido de que
fuerza a cualquier objeto del dominio en cuestién a que se ajuste a €él, lo cual serfa
como pensar que, por ejemplo, la logica interna de la categoria SH va a cambiar s6lo
porque se le afiada como axioma que = 0 = = idgq, . La estructura de los objetos y

los subobjetos en St excluye que 70 = = idqy,,, no se puede afadir ese axioma sin
cambiar los objetos (y motfismos) de la categoria (y por ende sin cambiar la categoria
misma), aunque la negacion se defina igual para todos los topos, independientemente de
si su légica interna es clasica o no.

Otra objecién proveniente del algebra serfa que esta propuesta categorista no es
novedosa, no es esclarecedora y que el tratamiento categorista no es esencial para
desarrollar una postura minimalista contra la tesis quineana. Ya que €2 es en general un
algebra de Heyting, podrfa haberse argumentado directamente en términos algebraicos
usuales que el significado de, digamos, la disyuncion, consiste en que su valor de verdad
es el supremo de los valores de los conyuntos, sin apelar a las nociones y construcciones
categoristas. En este sentido nuestra tesis no es novedosa y el tratamiento categorista
no es esencial. La propuesta de Putnam (1968), expuesta en la seccion 2, es similar a la
que recién acabamos de delinear, sélo que él, para argumentar en favor de la identidad
de significado de las conectivas de la légica clasica y las de cierta 16gica cuantica, usa
un reticulo complementado no distributivo en lugar de un algebra de Heyting. Asi,
de manera general podria argumentarse que para cualquier par de légicas que tengan
asociado un reticulo (sin importar si es distributivo o no, etc.), sus conjunciones y sus
disyunciones no diferirdn en significado.
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Sin embargo, el tratamiento categorista si que resulta esclarecedor. Pese a existir los
antecedentes ya mencionados de autores que estin en desacuerdo con la tesis quineana,
algunos de ellos tratando de desarrollar posturas minimalistas, no habia gran claridad en
cuanto a qué elementos usados en la semantica si deberian considerarse contribuyentes
a la determinacién del significado de una conectiva y cudles no. Al inicio de esta seccidén
vimos que, cuando se dice que las condiciones de verdad de una conectiva determinan su
significado, en realidad también se estaban tomando en cuenta elementos adicionales a
las condiciones de verdad. De hecho, el que la anterior objecion algebraica fuera posible
— que el significado de, digamos, la negacién, se determina por un grupo de axiomas y
que por tanto la negacion de la logica clasica y la de la intuicionista difieren— se debe a
que no resulta perspicuo desde el tratamiento algebraico cuiles son los elementos que
contribuyen a determinar el significado de una conectiva y cudles no. En el tratamiento
categorista si: para definir una conectiva en un topos no degenerado se necesita que
haya al menos dos valores de verdad, pero no necesariamente solamente dos, y que se
cumplan ciertas identidades entre morfismos, las cuales coinciden con las condiciones
de verdad de las conectivas para las 16gicas de Gédel.?’

5. Conclusiones

En la segunda seccion de este trabajo expusimos algunas propuestas tradicionales acerca
del problema del significado de las conectivas de diferentes logicas, especialmente las
ideas de Quine (quien defiende la vatiacién de significado), Putnam (quien formulé la
idea de un “significado operacional” comun a las conectivas de diferentes logicas) y las
recientes propuestas para distinguir entre teorfas “maximalistas” y teorfas “minimalistas”.
Segtn el maximalismo, todo aspecto relacionado con una conectiva contribuye a su
significado; pata el minimalismo sélo algunos de esos elementos hacen una conttibucion
semantica. Asi, Quine, y con él gran parte de filosofos de lalogica, setfa un maximalista, en
tanto que autores como Putnam, Beall, Read y Paoli serfan minimalistas. Ahi distinguimos
entre la tesis quineana débil (“la diferencia entre l6gicas implica diferencia de significados
en sus conectivas”) y la tesis fuerte (“cambio de logica es cambio de tema y cambio
global”). Discutir la tesis fuerte implica revisar practicamente toda la filosoffa de Quine
y discutir contra ella, lo cual excede nuestros intereses y capacidades actuales, ademas
de que la tesis comunmente aceptada es mas bien la débil. Asi, indicamos que nos
avocarfamos, usando herramientas categoristas, a tratar de mostrar que la tesis débil es
incorrecta. Después, en la seccion 3, ejemplificamos la caracterizacion de las conectivas
légicas de orden cero en un topos con los casos de la negacién y la disyunciéon. En
la seccién 4 argumentamos que dicha caracterizacion puede considerarse como una
version muy sofisticada del minimalismo semantico, que incluye una precisiéon en lo que
deberfa entenderse por “elemento que contribuye a determinar el significado de una

7Y también se presupone la nocién usual de validez, como puede verse mas arriba, justo antes de enunciar
el Teorema 1. Sin embatgo, si el significado de una conectiva esta determinado por sus condiciones
de verdad, es razonable suponer que el significado de una conectiva no se altere en presencia de otra
nocién de validez. Con otras nociones de validez, una misma condicién de verdad podria arrojar
diferentes teoremas o inferencias validas, pero esto no constituye un cambio de significado.
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conectiva”. También argumentamos que la diferencia de teoremas en la légica interna
de distintos topos no involucra un cambio en el significado de las conectivas légicas.
El componente no clasico esta dado por los objetos, pues es la estructura de éstos la
que determina la estructura de €2, esto es, si las proposiciones sélo son o verdaderas o
falsas y si las condiciones de verdad arrojan teoremas clasicos, o si {2 tiene, como en
St otros valores ademés de verdadero y falso y si ciertos teoremas clasicos no son
validos. Lo que hace diferente a las légicas internas de los topos, cuando lo son, son
las caracteristicas particulares de los objetos en cada topos, caracteristicas dadas por los
morfismos entre los objetos, las cuales no desempefian papel alguno en la definicion
de las conectivas, de ahi que lo que cambia no sea el significado de las conectivas. La
principal contribucién de las definiciones categoristas frente a los analisis algebraicos
mas comunes es que en aquellas es claro cudles son los elementos que si estan haciendo
una contribucién a la determinacién del significado de una conectiva y cuales no.

Entre los problemas abiertos que podrfamos enumerar sélo sefialaremos uno, que
nos parece uno de los mas importantes y del que trataremos en un trabajo posterior.
Chris Mortensen (1995, 2003) ha mostrado que los topos pueden definirse de una
manera diferente, aunque indistinguible de manera categorista, usando un “clasificador
complementario” (que usa el motfismo falso en lugar de verdadero) y en la que se da
una definicién dual de las conectivas.?® Sin embargo, esta caracterizacién sélo sirve para
dar un significado comun a las conectivas de la16gica clasica y de un tipo de 16gicas duales
a la intuicionista y las superintuicionistas. El problema es si hay un modo categorista de
dar una caracterizacion que revele un significado comun a las conectivas de las 16gicas
clasica, intuicionista, superintuicionistas y sus duales. En general resta el problema de
saber si es posible argumentar de manera categorista en favor de un significado comuin
para un grupo de légicas mucho mayor que las comprendidas entre la intuicionista, las
intermedias (o las duales de éstas) y la clasica.

Apéndice. Algunas nociones y construcciones categoristas

Una categoria C consta de una coleccion de objetos y una de morfismos que satistacen las
siguientes condiciones:

Morfismos: Para todo par X, Y de objetos en una categoria C hay una coleccién de morfisnos
de X 2 Y en C.* Cada morfismo f tiene asociados dos objetos, no necesariamente
distintos entre si, uno de los cuales es llamado “dominio de f” y el otro “codominio de
f7. Lo anterior se denota f: X — Y, donde X es el dominio y Y el codominio.

Composicion: Para todo par de morfismos f: X — Y yg: Y — Z tales que el dominio
de uno es el codominio del otro, hay un morfismo que es / composicion de 'y g, denotada
(gof): X—Z.%(go f) selee “f seguida de g7, “g de f”, “g tras f o también “g

(se hace o ejecuta) después de (hacer o ejecutar) f.

* Para detalles véanse los textos mencionados de Mortensen y también (Estrada-Gonzélez 2010).

S ’ . . . , ’ . .

# El subindice “C” indica de qué categoria se trata y puede omitirse cuando el contexto permite saber
cual es.
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Identidad: Para todo objeto X hay un motfismo tdx (6 1x), llamado “identidad en X7,
en el que el dominio y el codominio son el mismo (X).

La identidad, los morfismos y la composicion satisfacen dos axiomas:
Identidad: Para cualquier motfismo f: X —Y de C,

(idyof):f y (fOidx):f
Asociatividad: Para cualesquiera motfismos f: X — Y, g: Y — Zyh: Z — W

de C,
ho(gof)=(hog)of.

Una manera alternativa para expresar determinadas igualdades entre morfismos con-
siste en afirmar que ciertos diagramas conmutan, donde un diagrama consiste en cierta
organizacion de flechas (morfismos) y vértices (objetos) en una categorfa dada. Se dice
que un diagrama conmmuta si para cada par X, Y de objetos en una categoria dada C,
cualquier morfismo en Cde X a Y es representada como el mismo morfismo en C. Por
ejemplo, supongamos que f: X — Y, g: X — Z y h: Z —Y son morfismos en
una categorfa dada C cuyo diagrama es el siguiente:

A
/\h\
X—=Y
!

Decir que el diagrama conmuta significa que h o g = f; este tipo de igualdades seran
importantes en otras construcciones. Un ejemplo de diagramas conmutativos lo dan los
axiomas para los morfismos identidad, (idy o f) = fy (f o idx) = f, representados
a continuaciéon mediante diagramas conmutativos:

/\ 5\

X—>Y

Invitamos al lector a que, en su caso, dibuje los diagramas conmutativos de las nociones
definidas a continuacién.

Sea C una categoria dada. Un objeto Y de C es un objeto terminal si para cada objeto
X de C hay exactamente un motfismo f: X — Y. Un objeto terminal suele denotarse
‘1’. Un objeto W de C es un objeto inicial si para cualquier objeto Z hay un unico
motfismo f: W — Z. Un objeto inicial suele denotarse 0.

Se denomina “elemento de A” a cualquier motfismo f: 1 — A y “elemento
generalizado de A” a cualquier motfismo z: X — A.Si f: A— Byg: A— B
son morfismos en una categoria dada, la igualdad g = h implica que, para todo elemento
generalizado x de A, gox = hox.
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Sea m: M — X un morfismo de una categoria dada C. Se dice que m es un
monomorfismo en C si para cualquier par de morfismos s1 y sz de un objeto Y a M,
m o s1 = m o sy implica que §1 = S2. De una forma contrapositiva, un morfismo
m: M — X es un monomotfismo si s; 7# Sz implica que m o s1 # m o sg. Los
monomorfismos suelen representarse con una flecha especial: M — X. Sean S'y Z
dos objetos de una categotia dada. Un subobjeto s de Z (con forma S) es (una clase de
equivalencia de) un monomotfismo s de S a Z. Por tanto, un subobjeto s de Z con
forma S preserva la distincién de elementos (generalizados) de S.

Sea O un objeto de una categoria dada C y sean s: S>— O un subobjeto de O (de
forma S) y x: X — O un elemento (generalizado) de O. Se dice que x estd en el subobjeto
s, simbolizado como ‘¢ € s’ si hay algiin morfismo h: X — S en Ctalque x = soh.
Dados dos subobjetos de O, s: S»— O yt: T — O, se dice que S es anterior (menor) o
tgnal a t, simbolizado ‘s < t°, si hay algin morfismo f: §S—T de Ctalque s =t o f.
5 es estrictamente menor que ¢ si tal f es unico.

Sean f: X — Y y g: X — Y morfismos de una categotia dada C. Un jgualador
en C para f y g esta dado por un objeto W' y un morfismo i: W — X de C con
las siguientes dos propiedades: (1) f o¢ = g o ¢; y (2) para cualquier morfismo dado
h: Z — X de C,si foh = goh entonces hay exactamente un motfismo en C
k:Z— W paraelcual h =i o k.

Sean f: X — Z yg: Y — Z dos motfismos cualesquiera de una categotia dada
C. Entonces un producto fibrado para f y g consiste en un objeto W de C y un par de
motfismos fi: W — X ygi: W—Y tales que f o fi = g o g1 y para cualquier
objeto T" de C'y cualesquiera motfismos fo: T'— X ygo: T'— Y ,si fo fa = gogo,
entonces existe un unico motfismo h: T'— W talque ho f1 = foyh o g1 = go.

Unobjeto X XY de una categoria C junto conun par de morfismospy : X XY — X
yp2: X XY —Y es un producto (binario) para X y Y si para cada C-objeto W'y
cada par de morfismos f1: W — X y fo: W — Y hay exactamente un motfismo
[+ W — X xY parael cual se cumple que f1 = p1ofy fa = pao f. Los morfismos pq
y p2 sellaman “morfismos proyeccion” (primera y segunda proyeccién, respectivamente).
El morfismo f: W — X X Y también suele denotarse como (f1, fa): W — X x Y.

Considérese ahora un par de objetos X y Y cualesquiera de una categoria dada
C. Un coproducto para X y Y en C estd dado por un objeto X + Y y dos morfismos
11: X—X+Yyis: Y — X +4Y de C con la siguiente propiedad: para cualquier
objeto W'y cualquier par de motfismos f: X — W y g: Y — W de C, hay
exactamente un motfismo h: X +Y — W que satisface ho i1 = fyhois = g. El
motfismo h también suele denotarse [g, f]: X +Y — W,

Se dice que una categoria dada “tiene productos (coproductos) binarios” si hay un
producto (coproducto) para cualesquiera dos objetos de esa categorfa. Del mismo modo,
se dice que “tiene productos fibrados” si para cualesquiera dos morfismos de la categoria
hay un producto fibrado.

La imagen de un motfismo f: X — Y en una categoria C se define como un
monomotfismo h: I > Y que cumple las siguientes dos condiciones: (1) hay un
motfismo g: X — I tal que f = h o g; (2) para cualquier objeto W y morfismos
k: X—Wyl: WY tales que f = [l o k, hay un tnico morfismo m: I — W tal
quek=mogyh=1[lom.
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