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ABSTRACT .

The Enfangen Program of F. Klein ensures a ground
for the ¥xbeolc procedure, which has not been much
studied in the recent debates about geometrical analysis,
but refers to a more general problem: the identity of
a sign within a sign system, and the attempts of reduc-
tion of the mentioned system by another one. The exam-
ple considered is the reduction of the conics to characte-
ristic rectangles realized by Apollonius. Starting from
Klein and Apollonius, as well as from cartesian geometry,
the figures are considered as geometric signs, and the
proposed analysis of sign identity are conceived as models
to follow in the analysis of identity of mathematical
signs in general.

I: Introduccién

Una cuestién basica en filosofia de las matematicas, y en general
en filosoffa de la ciencia, se refiere a la identidad de los signos mate-
maticos. Se razona, se refuta y se experimenta mediante nQmeros, signos
16gicos y algebraicos, figuras geométricas, graficos, tablas de datos, etc.;
y en todo momento se presupone la identidad de cada uno de esos ins-
trumentos cientificos. Szabo ! destacé el hecho de que, en el origen
de la matemitica griega,demostrar (Sefcwoul) era la accion de hacer
ver concretamente, y que por lo tanto implicaba una deixis. Aun hoy,
en la ensefianza, se muestra que al final de una cadena demostrativa se
ha obtenido lo que se querfa demostrar.

Sin embargo, los recursos para la deixis demostrativa se han refina-
do considerablemente, Apelar a un axioma, 0 a un teorema ya demostra-
do, al objeto de justificar un ulterior paso demostrativo, implica evocar
y hacer ver la expresién concreta y sensible de dicho axioma, normal-
mente a base de citarlo: decir "en virtud de la definicién 5 del libro de
los Elementos de Euclides",, o "en virtud del tercer postulado de la mis-
ma obra", equivale a poner un nombre a una proposicién o a una férmu-
la distinguida dentro de una escritura formal. Ya no se muestra con el
dedo, sino que se nombra, menciona o cita; pero lo cierto es que, inclu-
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so en los calculos méas formalizados, se sigue mostrando en virtud de qué
expresiones y foérmulas se verifica una derivacién. Toda demostracién se
basa en la identidad o coincidencia entre una expresién escrita, por

ejemplo un axioma, y su reescritura efectiva o cuando menos su evoca-
cién a lo largo de la cadena demostrativa. Comprobar una prediccion,

asimismo, implica constatar que los datos obtenidos y los previstos coin-
ciden (o no). Lo propuesto en el enunciado de un teorema ha de ser idén-
tico, en tanto ensamblaje de signos ? a lo obtenido al final de la de-

rivacién formalizada.
Este principio o requisito general de toda ciencia escrita es valido

también en el caso de la geometrfa clasica, basada en figuras: las prue-
bas geométricas de Euclides, Apolonio o Arquimedes tienen lugar recur-
riendo continuamente a coincidencias entre figuras, y ello tanto en las
construcciones auxiliares como en buena parte de los resultados finales
de los ‘teoremas, Como a las figuras geométricas se les ha considerado
como objetos, mas bien que como signos, la relacién de.identidad ha si-
do analizada mé&s profundamente que en el caso de otros instrumentos
cientificos; de ahif que convenga detenerse en la identidad en el caso de
las figuras antes de elaborar una teorfa general sobre la identidad del

signo, o al menos de los signos matematicos.

II: Félix Klein y el Programa de Erlangen

En geometria se distinguen entre si las relaciones de identidad,
igualdad, semejanza y congruencia, lo cual no suele hacerse en otras dis-

3, Dos tridngulos son iguales porque pueden ser su-

ciplinas matematicas
perpuestos mediante un movimiento de traslacién, o de traslacién y giro,
que hace coincidir los vértices del uno con los del otro, y los lados con
los lados correspondientes, Otro tanto cabe decir de los tridngulos seme-
jantes, aunque en este caso el movimiento sea de tipo diferente: una
homotecia, ademés de los anteriores. No basta una igualdad métrica para
que dos figuras sean la misma: la congruencia es una relacién que no
se confunde con las precedentes.

Otros ambitos cientificos tampoco disponen de esta gradacién de
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relaciones para analizar la identidad presupuesta a sus signos, con excep-
cién de la Topologia. Una férmula l6gica es la misma independientemen-
te de como esté escrita, e incluso de la notacidn elegida.

En su célebre Programa de Erlangen, Klein afirmé explicitamente

la inesencialidad de las figuras como objetos de la Geometria *; de he-
cho, hoy en dia los matemé&ticos procuran rehuir su utilizacién. Klein
consideré grupos de transformaciones en el plano y en el espacio, defi-

niendo diversos grupos principales, caracteristicos de cada Geometria.

Los movimientos de traslacién, de giro, de simetria, de homotecia, de -
proyeccidn, etc., engendran otros tantos tipos de grupos, tanto por sepa-
rado como gradualmente combinados. Partiendo de estos diversos grupos
de transformaciones admitidas en el plano y en el espacio geométrico,
Klein demostrd que
"las propiedades geoméinicas (de flas figuras) no son ableradas
pon das transformaciones del grupo principal’ *
y reciprocamente:
"las propledades geométricas estdn caracternizadas pon su inva-
rdanza, relativamente a fas transfornmaciones del grupo princé-
pall %,

Si, conforme al criterio clasico (aristotélico-leibniciano), acordase-
mos caracterizar la identidad de cada figura geométrica por sus propie-
dades, resultarfa que dos figuras transformables entre si por cualquier
movimiento del grupo principal serfan idénticas. En relacién a un deter-
minado grupo, el proyectivo, figuras visualmente diferentes, como la e-
lipse, la pardbola y la hipérbola, son una misma figura; mientras que con
respecto a otro grupo princibal, como el de la geometria afin, son figu-
ras distintas. A partir del planteamiento kleiniano, la identidad de las
figuras geométricas es relativa a cada grupo principal de transformacio-
nes, y no hay formas geométricas sino en el marco de una determinada
Geometria, El estudio de las figuras geométricas habria quedado reducido
al estudio de los g'rupos de transformaciones y de sus invariantes, asl
- como la geometria clisica a la teoria de grupos. Las figuras son inesen-
ciales para la geometria porque no son sino un caso particular, o si se
prefiere una manera de representar los invariantes de dichos grupos.

Se alcanzé asf una fundamentacion rigurosa del antiguo procedi-
miento de demostracién basado en la £k6eou, En cualquier teorfa geomé-
trica, las propiedades y los teoremas que se demuestran recurriendo a
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una figura concreta, yuxtapuesta al texto de la demostracion, valen para
cualesquiera otras figuras idénticas (en el sentido de Klein) a la dibuja-
da. Las propiedades de una figura concreta son universales porque en el
fondo son las propiedades de un conjunto invariante para el grupo princi-
pal de dicha Geometria: la figura no es més que un signo o representan-
te de dicho invariante. El trazado y -la visualizacién de una figura son
relativos a, y presuponen, una Geometrfa particular, caracterizada por
su grupo principal.

La validez trans-espacial y trans-temporal de una demostracion
geométrica se justifica de la misma manera, y no en virtud del caracter
sintético a priori de los juicios mateméticos. El teorema demostrado por
Pitdgoras sobre una determinada figura, y conforme a cierta construccién
auxiliar, puede ser reproducido en mfltiples lugares geogréficos, distintas
épocas historicas y utilizando otros sistemas signicos y procedimientos
auxiliares, en base todo ello a esa presuposicién del grupo principal que

caracteriza a la geometria euclidea.

A

Iil: El método de anilisis y la instanciacién de figuras

La discusién reciente sobre el método de andlisis, y en particular
sobre su funcién en la geometria griega, ha renovado en cierta manera
la reflexién sobre el papel de las figuras geométricas. Hankel y Polya
reactualizaron el inter&s mostrado en el siglo XVII por el método de ana-
lisis de los gedmetras griegos. Hintikka y Remes, en 1974, propusieron
una reconstruccién légica de dicho método como procedimiento de prue-
ba, manteniendo la tesis de que:

"Ubgicamente hablando, Lo pueba obtenida por medio del mé-
todo anabltico equivale esencialmente a una pueba mediante
los métodos de fo Ugica modeana que suelen sen Hamados de
deduccidn natural’ 7.

Eq/,’l/é conferencia de Jyvaskyla en que ambos presentaron este tra-
bajo, Lékatos se mostrdé contrario a sus planteamientos:

"Hintikka y Remes fasan su nreconstuiccidn en el supuesto de
que el andlisis de Pappus fue un patrdn heuristico en fo ya
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axiomatizada geometrida euclidea y dan siempre porn supuesto
que fos partes deductivas del andlisis son vdlidas y fos lemas
aducidos susceptibles de prueba, Desde mi punto de wista, los
andlisis mds estimublonites de la geomelnla griega fueron pre-
euclideos y su papel fiue generan el sistema axiomdtico de Eu-
clides” ®,

Szabo y Lakatos coincidieron ademé&s, contra Hintikka y Remes, en
considerar el método de andlisis como un método conjetural, mé&s que
axiomético-deductivo. En un apéndice a la obra de Hintikka y Remes,
Szabo, siguiendo a Lakatos, afirma que

"ol andlisis en el sentido de Pappus es un-ejwago, una tenta-
© twa” ?,

La reduccidén al absurdo pasa a ser la. manera de refutar ese pro-

cedimiento por conjeturas.
Fernando Broncano ha retomado recientemente la cuestién, adhi-

riéndose en lo fundamental a las posiciones de Hintikka y Remes, pero
matizandolas y perfeccionandolas. Su objetivo es la reconstruccion del
substrato 16gico en el que se despliega el método de anilisis, y su reci-
proco de la sintesis. Al distinguir las cuatro fases clasicas del proceso
de prueba por andlisis (instanciacidn, enunciado, construccidén auxiliar y
prueba propiamente dicha), subraya brevemente el interés tebrico de la
primera, en la cual, al objeto de demostrar un enunciado, se elige una
figura concreta para proceder a la prueba sobre ella. Esta instanciacién
de un enunciado en una figura ('instantial way' la llaman Hintikka y Re-
mes, y en este punto coinciden con Lakatos), sin embargo, queda poco
estudiada a lo largo de todo el debate sobre el método de anélisis, pese
a que, como veremos, su interés es grande; de ahi que vayamos a cen-
trarnos exclusivamente en este punto, que es presentado por Broncano
en los siguientes términos:
Ypartimos de una proposicidn genendl (es decin, ef teorema a
proban) seguida de una #Beolr o instanciacién, en fa que
el contenido de fa proposicibn se concreta en una figura
determinada, aunque Bualquiena” *'

Se interpreta la #xBeors como la instanciacién (que hay que su-
poner mostrativa, o si se quiere por ocurrencia) de un enunciado general:
la figura ejemplar elegida para la prueba debe reunir las condiciones de
lo dado en el enunciado, por una parte, y también las de lo pedido, pues
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precisamente en esto consiste el método de andlisis. Lo interesante, so-
bre todo si se tiene en cuenta que el método de anilisis va a ser com-
parado con el de deducci6n natural, es que la prueba precisa de este re-
curso a figuras que se' corresponden con lo dado y lo pedido en el enun-
ciado, y en concreto a una de ellas. Broncano interpreta asi esta primera
fase del método: _
"Esto Heva a sospechan que la FBeO1r dndcial Juega un  papel
simiban a Lo dnstanciacidn de principios generales cuantificados
en individuos indeterminados que forman particulares configu-
raciones entne s fo cualy, a su vez podria entendense como
predicados relacionales, La BOe01s , pon otro Lado, permite
acerncarn el principio general fuscado de manera que pueda
sen analizado visualmente” 11,

y un poco maés adelante, refiriéndose de nuevo al recurso a las figuras

para el adecuado planteamiento de los problemas cientificos:
YEs cunioso comproban que este antiguo procedimiento de fos
gedmetras sigue practicdndose actualmente en el aprendizaje
de fa fisica elementals fos lilbros de texto enserian af alum-
no que, o primero que debe hacern al plantearse un problema,
es dilujardo con precisidn, eliminando el mayon auido informa-
two posible y teniendo en cuanta solomente fas entidades
esenciales y su continuacién” %,

Esta dltima observacién es muy importante, y deberfa de ser am-
pliada a otras ciencias, y en concreto a la l6gica: para hacer una deduc-
cion légica mediante los &rboles semanticos hay que aprender, ademé&s
de los axiomas y de las reglas de derivacién, a dibujar bien. La lgica
no estd tan ajena al recurso de la configuracién como para prestar tan
poca atencién al aspecto figurado de las derivaciones 16gicas. La compa-

racién entre el calculo de deduccion natural y el método de anilisis
geométrico, caso de mantenerse, ha de ser planteada en ambos sentidos;

de ahf el interés que para la 16gica formalizada puede tener una refle-
xion sobre las antiguas figuras geométricas, hoy en dfa reemplazadas por
otras formas de figuracién, pero no desterradas en su probleméatica.més

profunda.
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IV: La instanciacién en los sistemas formales

Velamos al final del apartado Il que la teoria de Klein permitfa una
fundamentacion rigurosa de la validez del procedimiento demostrativo
basado en la instanciacién o ejemplificacién de un enunciado general en
una figura concreta: todo lo que se demuestre sobre ella vale para todas

las figuras iguales a ella salvo isomorfismo, e incluso, en el caso de la

mayoria de los teoremas, para las figuras que le son simplemente seme-
jantes. Esto nos permite proponer dos posibles consecuencias:

l.- También en el caso de los calculos l6gicos, o al menos en los
que proceden por deduccién natural, deben de existir grupos de homeo-
morfismos que hacen "idénticas" las distintas presentaciones formales que
se puedan hacer de una determinada derivacién o teorema.

2.- La instanciacién de un enunciado geométrico en forma de figu-
ra no supone ninglin problema tedrico importante, si se acepta el plan-
teamiento de Klein.

No entraremos a estudiar el primer punto, pues su desarrollo habria
de ser particularmente prolongado. En cuanto al segundo, vamos a ver
que la cuestién no se soluciona tan facilmente. En efecto, la reduccién
kleiniana de la geometria figurada al estudio de los grupos principales
y sus invariantes no resuelve por completo el problema, sinc que lo tras-
lada y lo reproduce en otro sistema de signos., Para estudiar el grupo
caracteristico de la geometria proyectiva en toda su generalidad, y lo
mismo para cualquier otra geometria, hemos de recurrir a una determi-
nada expresién escrita de dicha teoria de grupos, la cual podrfa empe-
zar, por ejemplo, de la manera siguiente:

"Sea G un grupo, es decir un conjunto G no vacfo dotado de

una ley de composicién interna que verifica los siguientes a-

xiomas:
- (Ax) (Ay) ( Az): (x*y)*z = x*(y*z);
2. ( Fe) ( Ax): e*x = x*e = x;
3- (Ax) ( Ix"): x*x' = x"*x = e."

Para demostrar cualquier teorema en teoria de grupos, y por consi-

guiente cualquier teorema relativo a los invariantes de los grupos princi-

pales, hay que proceder a una#xoef1s o instanciacién de dicho grupo, in-
dependientemente de que con esa notacién, cano antes con la figura
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geométrica efectivamente dibujada, se aluda a un grupo cualquiera, que
sblo ulteriormente serd especificado por axiomas auxiliares. El supuesto
que sigue prevaleciendo, al igual que en la Geometria clésica, consiste
en que cuanto demostremos a partir de esa notacién vale también para
cualquier otra notacién equivalente: apta para expresar todo lo dado y
lo pedido en el teorema o teoremas que pretendamos demostrar. La teo-
ria de grupos, y en general los razonamientos basados en sistemas for-
malizados, hacen uso de un nuevo tipo de instanciacién, mediante la cual
una determinada estructurada matemética (o l6gica) se ejemplifica en la
forma de notacién concretamente elegida para proceder a demostrar.
Obsérvese que ello tiene lugar sin que la nocién de "notaciones e-
quivalentes" haya sido precisada, pues asf como se ha investigado mucho
sobre la derivacién de teoremas a partir de unos u otros axiomas, muy
poco se ha dicho sobre la posibilidad de escribir (en férmulas bien for-
madas) con un sistema de notaciones tanto como es posible escribir con
otro, y viceversa. Por poner un ejemplo, no es claro que la notacién
‘propuesta por Frege en su Conceptograffa sea equivalente en este sentido

a la notacién de los Principia Mathematica, o a la de la escuela polaca.

Resta por elaborar una teorfa de los homeomorfismos signicos que fuese
paralela a la propuesta por Klein para la Geometria.

Mas centrémonos en el punto segundo: propuesto un teorema en un
determinado sistema formal, y convenientemente instanciado dicho teore-
ma en una notacién concreta, capaz de expresar lo dado y lo pedido en
el teorema, nos encontramos con que tampoco las construcciones auxilia~
res faltan en este caso. En efecto, la notacion elegida ha de ser capaz
para que en ella se inscriban las férmulas intermedias que van a permi-
tir la derivacién final de lo pedido en el enunciado. Y, al igual que en
él método de 4nalisis griego, surge también la péqueﬂa dificultad de que
existen varias "derivaciones auxiliares" posibles para cada demostracion,
como bien se muestra a la hora de derivar en un célculo l6gico cual-
quier tautologia o contradiccién a partir de determinados axiomas dados.

Los invariantes de cada grupo de transformaciones- geométricas
constitufan la base del anélisis kleiniano de la identidad de las figuras
geométricas, y por consiguiente de su inesencialidad como objetos de la
géometria. Pero el nuevo lenguaje reductor de la teorfa de grupos esté

sustentado en un postulado andlogo: eleccién de una notacidén concreta,
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y a poder ser de una buena notacidén, para poder efectuar demostracio-

nes que luego serédn validas (salva traductione) para cualquier otra nota-

cién equivalente, El axioma implicito a toda formalizacién, incluida la
especifica a las figuras geométricas, consiste en que lo probado no de-
pende de la representacién sensible o notacién elegida para probarlo. Las
matematicas y las ciencias formales dependen estrictamente de este pos-
tulado de invarianza de la demostracién respecto de la escritura, y por
supuesto de la ocurrencia espacio-temporal: las demostraciones de Godel
pueden ser presentadas segfin diferentes sistemas de notacion. Asf como
nadie dudaba de que las figuras sobre las cuales Euclides demostrdé sus
teoremas son transcribibles a lo largo del espacio y del tiempo, tampoco
nadie pone en duda que somos capaces de transcribir en lenguaje actual
los sistemas de signos utilizados por cualquier matemético, por ejemplo
del siglo XVII, sin pérdida del contenido demostrativo. No s6lo las figu-
ras geométricas, sino también las notaciones y los signos matemaéticos,
son invariantes a través de sistemas de transformaciones signicas sin cu-
&a presuposicion no hay transmisién posible del pensamiento cientifico,
por encima de las diferencias aparentes entre unos modos de escribir la

ciencia y otros.

V: La identidad de una céﬁica, seglin Apolonio

Puesto que la reduccién de la geometria clasica a teorfa de grupos
traslada la cuesti6én de la identidad de las figuras geométricas a la iden-
tidad de las notaciones utilizadas en teorfa de grupos, no puede conside-
rarse que la propuesta kleiniana nos sugiera una solucidn completa del
problema aqui abordado. Ademé&s, las diferencias entre las relaciones de
identidad, igualdad, semejanza y congruencia han desaparecido a-lo largo
de dicho proceso de reduccidén, siendo asi que pueden ser pertinentes a
la hora de profundizar en la comparacidn entre los sistemas signicos en
general y el caracteristico de la geometria griega.

Conviene pues remontarse a las tentativas cldsicas de analizar la
identidad de los signos geométricos, o si se prefiere de las distintas

ocurrencias de una figura en un determinado sistema de signos geométri-
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cos, como los Elementos o cualquier otro tratado sistemAético.

Elegiremos aquf las Cénicas de Apolonio, en parte por tratarse de
una obra casi olvidada por los filésofos de la matemaética, pese a su
enorme importancia, pero sobre todo porque en su libro VI se- estudia a
fondo la cuestién de la igualdad y de las diferencias entre las cénicas.

Para Apolonio, en efecto, la igualdad o la semejanza entre dos elip-
ses estd lejos de ser inmediata. Precisamente porque las cénicas no
eran, hasta é&l, auténticos objetos de la Geometria, las igualdades, desi-
gualdades, semejanzas y desemejanzas entre las cénicas eran cuestiones
probleméticas, a investigar conforme al método de analisis geométrico,
En lugar de ser evidencias inmediatamente perceptibles (como pueden
serlo hoy en dia, expresiones del tipo x = x, o f = f, por cierto), habia
que demostrar la igualdad o la semejanza entre dos elipses, caso de ser
cierta. La identidad de los signos geométricos, al menos en el caso de
las cénicas, planteaba un problema que habfa de ser resuelto por medio
de una teorfa adecuada. Apolonio dej6 de ver en la repeticién del dibujo
(o escritura) de una cénica la expresién de una identidad evidente, pa-
sando a considerar esos enunciados y sus instanciaciones en forma de fi-
guras como problemas a resolver,

Este no era el caso del circulo, o de otras figuras geométricas, Pa-
ra Euclides el circulo es una figura geométrica, idéntica a sf misma y
objeto de estudio tebrico, porque existe una definicién de ella:

"Cincwlo es una figura planc fimidada ror una s0la Unea que
se Hama periferiay respecto de la cual son Lguales los rectas
que <nciden sobre ella trazadas desde uno de fos puntos situa-
dos en el interion de fa figura” '3,

El centro y los diametros, por consiguiente, son las figuras que
permiten formular una definicién del circulo en los Elementos, con lo
cual su identidad puede ser remitida a la de la linea y el punto. La
formulacién de &sta u otra definicién, en cualquier caso, era condicién
sine qua non para suponer identidad geométrica a un trazo o dibujo.

Las c6nicas, en cambio, carecieron durante mucho tiempo de defi-
nicién, y por consiguiente de identidad geométrica. Eran figuras mecéni-
cas, puros recursos técnicos para las construcciones auxiliares, pero no
objetos geométricos. Se sabfa cémo construirlas, se conocian algunas de

sus propiedades y también su utilidad para abordar problemas como el
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de la duplicacién del cubo o el de la triseccién del angulo; pero todo
ello no les proporcionaba identidad geométrica. Unicamente cuando Apo-
lonio precisdé un aﬁéof‘(figura) para cada una de las cénicas, cuyos tra-
zados mecénicos eran simples ox’ﬁuum y propuso dicho £780f como defi-
nicién geométrica, s6lo entonces cabe hablar de la elipse, de la hipérbola
y de la parabola como figuras geométricas. En términos actuales, como
veremos, cabe decir que Apolonio redujo las representaciones o trazos
de las c6nicas (oxfuate ) a sus auténticas figuras (eiSos), y que dicho
proceso de reduccion cientifica le permiti6 analizar sus respectivas dife-
rencias. Como en el caso de Klein, nos encontramos con una tentativa
de reduccion cientifica, que merece la pena considerar y comparar con

la teorizacion de las figuras geométricas emanada del Programa de Er-

langen.

Para cada conica Apolonio discierne un determinado rectangulo al

N . Ly . -
que, siguiendo a Brunschvig , podemos denominar rectangulo caracte-

ristico. A partir de ello los criterios clasicos de iguéldad entre rectangu-
los {es decir la superponibilidad) pasan a ser el fundamento de la identi-
dad, igualdades y diferencias, semejanzas y desemejanzas entre los traza-
dos de las cdnicas.

La primera definicién del libro VI de las Coénicas recuerda, en efec-
to, el criterio euclideo de igualdad en geometria, especificdndolo para
las conicas: ‘

"Def. 1: Dos secclones cénicas se dicen dguales cuando se
puede aplicarn una a o otra de manera gue coincidan en toda
su extensibn y no se corten, Las que no cumplen estas condi-
ciones se dicen desiguales” *°, ‘

Para reducir la identidad de las cénicas a las de sus figuras (que
difieren del trazado o esquema), Apolonio precisa previamente esta Qlti-
ma nocidn, fundamental en su teoria:

"Dete 10: Llamarnemos figura de fa seccibn constadda sobre
el eje o sobne un didmetro ol rectingulo delimidado pon este
eje 0 este didmetro y el lado recto (es decin el parndmeitno)
conondéenie" e,

Partiendo de estas definiciones, Apolonio va a demostrar que dos
parabolas e hipérbolas no pueden . ser semejantes entre si, con lo cual

Apolonio culmina su estudio del género 'cénica', evidenciando que posee
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dientes figuras (prop. 2). Dejaremos de lado la primera proposicioén para
centrarnos en la segunda, que tiene mayor interés tedrico.
Apolonio procede de la manera siguiente:
Sean AB, T H dos elipses (o hipérbolas)  cuyos ejes son Las
nectas AK, TO ; y sean AE , N das Ligurnas equivalenites y se-
mejentes constuddas sobre Los ejes transversos Digo que fas
secciones AB, TH son iguales” 7,

éAJA Me

E A

=)

b\
-~
{1

—— "

(e}
od

Si AA es el eje de la elipse, divide a dicha figura en dos partes
iguales, por ser un didmetro. BKZ es un eje transverso y, conforme Apo-
lonio ha demostrado anteriormente, los segmentos AK y KA del eje tie-

nen a KB como media proporcional. Es decir que

AK _ BK

BK Ba
o lo que es lo mismo,

BK?

AK.KA
es una magnitud constante para todo punto B de la elipse; si designamos
a dicha magnitud por g—, siendo a la mitad del eje de la elipse, tendre-
mos definido un parametro p que va a desempéﬁar la misma funcién ca-
racterizadora que el pardmetro de la paradbola, estudiado en la proposi-
cién 1.

Estando dado todo lo anterior, Apolonio procede a una construccién
auxiliar, en la que surgird la figura de la elipse. Para ello se levanta en
E la perpendicular AE al eje, siendo la longitud de AE = 2p. Se traza
a continuacién EA, que corta al eje transverso BK en Z. Pues bien, por
el teorema de Tales:

KZ = AR pero como AA = 2a y AE = 2p, seré:

KA AA
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BK2
KA a  AK.KA

con lo cual obtenemos finalmente la expresion:
KZ.AK = BK?

Esta media proporcional es vilida para todo punto de la elipse (por
ejemplo también para AT, .Z £). El cuadrado que tiene por base la mitad
de los ejes transversos siempre es igual al rectdngulo cuyos lados son AK
y KZ (0 AD yZT &), Este Gltimo recténgulo, construido sobre el eje de
la conica y los ejes transversos de la elipse (andlogamente en el caso de
la hipérbola) es el €18os de la elipse. Al final de la proposicién 2 18 ,
Apolonio amplia el procedimiento también a la parébola,

Para estudiar la igualdad y las diferencias entre las tres especies
de conicas, asi como entre las infinitas cénicas de cada especie, basta
con considerar los distintos rectangulos caracteristicos. Con ello se ha
procedido a reducir la igualdad y la desigualdad entre conicas (figuras
curvilineas y hasta Apolonio no geométricas, sino mecénicas) a igualdad
y desigualdad entre figuras rectilineas. Los esquemas o trazados (OX?I}UOLTOH)
de las conicas son superponibles o no en funcién de la superponibilidad
o no de sus figuras (€160s), lograndose culminar asi el an&lisis o reduc-
cion de la identidad de las cénicas a la de sus rectingulos caracteristicos.

El procedimiento vale también para la relacion de semejanza, tal
y como queda probado en la proposicién XII del libro VI:

7Si das figuras constuddas sobre los ejes o didmetrnos de fus
hipérlolas o elipses son semejanites, también Lo son Las céné
caty y rneciprocamente” 7,

En resumen: la igualdad, desigualdad, semejanza y desemejanza de
las conicas, en cada una de sus tres especies, y en las infinitas varian-
tes de cada especie, son estudiables en funcién de las figuras, o rectin-
gulos caracteristicos. Las proposiciones 14 y 15 muestran que las elipses,
parabolas e hipérbolas no pueden ser semejantes entre si, con lo cual A-
polonio culmina su estudio del género 'comica', evidenciando que posee
tres especies diferentes, y cada una de ellas discernible por su rectangu-
lo caracteristico, el cual pasa a ser una auténtica definicion de cada co-
nica, en el sentido aristotélico de la palabra, A partir de este momen-

to las coOnicas poseen identidad geométrica, aunque ésta no depende de
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la representacion sensible de su trazado, sino de la existencia de un €Y8os
que define a cada especie y,ademis,a cada individuo dentro de la es-
pecie, Por lo mismo, las codnicas pasan a ser objetos geométricos de ple-
no derecho, y no ya simples figuras mecénicas o auxiliares. '

La teorizacién de Apolonio fue una condicién sine qua non para
que, a partir del Renacimiento, se comenzasen a encontrar por doquier
(Kepler, Hooke, Newton, etc.) modelos fisicos de estas figuras geométri-
cas, que a su vez pasaron a ser criterio de identificacién para otro tipo
de entidades cientificas (sistema solar, sistema planeta/satélite, etc).

Toda esta trayectoria ulterior de la teorfa de cénicas, incluido sus
tratamientos analitico y proyectivo, es méas conocida, por lo que no me-
rece la pena insistir en ella. Mas interesante puede resultar resumir y
extraer las consecuencias de esta primera tentativa de reduccién y ana-
lisis de la identidad de las conicas planas, en base a figuras geométricas
rectangulares. Dicho muy brevemente: Apolonio reduce un sistema de sig-
nos geométricos que no tienen status plenamente geométrico y se utiliza-
ba hasta €l en las construcciones auxiliares, pero no como objeto de teo-
rizacién geométrica {las cénicas), a otro sistema de signos previamente
constitufdo, y en el cual la identidad (igualdad, semejanza, etc.) de cada
signo no planteaba problemas tedricos. En todo caso, Apolonio muestra
con este ejemplo paradigméatico de anilisis geométrico que la identidad
de las figuras geométricas no depende del trazado de las mismas sino
que, si es identidad geométrica, y no la de un simple dibujo, depende es-
trictamente de otra identidad previa: la de su recténgulo caracteristico.
No hay identidad de una figura geométrica que no dependa de una teo-
ria, mediante la cual y en cuyo contexto la materialidad del trazado pasa
a ser un signo geométrico, ademés de un instrumento para la demostra-

.- bl
cién por exBeots.

VI: A modo de conclusién y propuesta,

Tanto Klein como Apolonio remiten la identidad de las figuras geo-
métricas a otros sistemas de signos: el primero a un sistema heterogé-

neo {de las figuras a la teorfa de grupos), el segundo a un subsistema de
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una misma teoria (las coOnicas a los recténgulos caracteristicos); pero in-
cluso en este caso, en principio las cbnicas no eran figuras geométricas,
sino mecéanicas, por lo cual cabe hablar también de una heterogeneidad
entre ambos sistemas. S6lo a posteriori se puede decir que dicha reduc-
cién era homogénea. '

Asimismo el trazado de las figuras es irrelevante te6ricamente: Eés-
tas no son sino expresiones o representaciones de otro tipo de entidades.

En un trabajo anterior 2° he intentado mostrar que, en el caso de
la reducci6én cartesiana de las figuras a ecuaciones, nos encontramos con
una fundamentacién de la identidad de las figuras geométricas muy seme-
jante: en este caso depende de la identidad de los signos algebraicos, or-
ganizados en un sistema de notacién cuya unidad bé&sica es la ecuacién.

La simple consideracion de tres ejemplos hist6ricos (Apolonio, Des-
cartes y Klein) no basta, evidentemente, para extraer una conclusién ge-
neral, maxime si se tiene en cuenta que entre las tres tentativas reduc-
toras existen importantes diferencias, y no sblo paralelismos; pero tam-
bién es cierto que abre una nueva via de investigacién para el estudio
de la identidad de los signos geométricos, y en general de los signos ma-
tematicos. Toda tentativa de fundamentacion de la identidad de un sig-
no mateméitico -cabrfa aventurar-, supuesto que dicho signo estd inserto
en un determinado sistema de signos, en el cual su identidad es un pre-
supuesto a priori del funcionamiento del- propio sistema, depende de su
remisién a otro sistema de signos en el cual esa identidad pasa a ser re-
ducible y analizable. Esa oposici6n entre ambos sistemas signicos puede
ser interpretada conforme a la distincién sistema/metasistema; pero, aun-
que aqui no voy a tratar de argumentarlo, puede comprobarse que en to-
da distincion de este tipo interviene un tercer sistema de signos, sin el
cual la distincién no tiene virtualidad, al menos para articular en torno
a ella un discurso cientifico.

Con ello estamos en condiciones de hacer una propuesta general,
que se ejemplificaria en el caso de las figuras geométricas de la mane-
ra siguiente: la identidad de un objeto matemético (por ejemplo de una
elipse) en cada una de sus expresiones signicas (esquema, figura, ecua-
cién, conjunto invariante para el grupo principal de transformaciones) de-
pende de las identidades relativas de dicho objeto en cada una de sus ex-

presiones signicas pero, sobre todo, depende de las interconexiones entre
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dichas expresiones signicas a lo largo de los sucesivos procesos de inter-
relacién (en este caso de reduccion) entre las teorias correspondientes
y entre los sistemas signicos que las expresan. La identidad de una figu-
ra, lejos de ser inmediata o intuitiva, tiene que ver, en primer lugar, con
la competencia en la lectura e inteleccién del signo concreto en el que
se exprese, y, en segundo lugar, aparece como una relacién de invarianza
a través de las distintas transformaciones o traducciones de unos siste-
mas de signos en otros, habitualmente heterogéneos a los primeros.

Esta propuesta-conclusién, extraida de la geometrfa, debe someter-
se a contrastacidén y matizacién en el caso de otros ejemplos extraidos
de las mateméticas, y en general de otros sistemas de signos cientificos.
La nocién de ocurrencia de una variable en un céalculo légico, o si se
quiere fa posibilidad de identificar un signo o una férmula en dos lugares
diferentes de una escritura cientifica, ha de dejar de ser inmediata, pa-
sando a ser relativa al sistema concreto de signos en el que dicho signo
es legible; y no s6lo al sistema mismo, sino sobre todo a las transforma-
ciones signicas (por retomar el lenguaje de Klein) que tienen como inva-
riantes a dichos signos en un determinado tipo de escritura o de notacién
matemética. Las teorfas mateméticas, y en general las cientificas, no son
independientes de los sistemas sfignicos en los cuales se expresan,

En resumen: cabe iniciar en filosoffa de la ciencia una linea de in-
vestigaciéon que, partiendo de los resultados obtenidos del analisis de la
identidad de las figuras geométricas en los autores mencionados, amplie
ese tipo de anilisis a las interrelaciones entre los diversos sistemas que
se utilizan para expresar las teorfas cientificas a lo largo de la historia
de la ciencia. Dicha Semiologia de la Ciencia, o Anélisis Semiolégico de
la Ciencia, debe partir de las sucesivas tentativas de formalizacién, y
singularmente de aquellas en las que estaba involucrada una tentativa de

reduccién de un lenguaje cientifico a otro.

NOTAS:

! A. Szabo, ﬂnf'a'nge der griechischen Mathematik, Budapest, Akadé-
miai Kiddo 1988, trad. de M, Federspiel, Les débuts des mathémati-
ques Grecgques, Paris: Vrin 1977, pp. 199-214.
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Es preferible la expresidén 'ensamblaje de signos', propuesta por
Bourbaki en sus Elements de Mathématiques, a la de ‘'secuencia de
signos’, utilizada habitualmente entre los lbgicos a partir de Tarski
(Qer Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprache, 1933) y Quine
(Concatenation as a Basis for Arithmetic, 1946). En efecto, las fi-
guras geométricas no son secuencias de signos, pero si ensamblajes.

Por ejemplo Frege no distingue voluntariamente entre identidad e
igualdad, tanto en sus Grudlagen der Arithmetik como en Sinn und
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