PASCAL Y LOS INDIVISIBLES
Javier de LORENZO

ABSTRACT

The pascalian use of .indinisilles is here considered
in the context of the theological and mathematical
debates of the time, by distinguishing it clearly from
this of Cavalieri. The combinatory and geometrical appro-
aches are closely linked in Pascal's work. His use of
indivisibles has a heuristic, inventive character and not
only a demonstrative one, Ontologically speaking, it
stems out from the acceptance of actual infinite. The
use of the symmetry axiom of Archimedes is the basis
of the pascalian use of the .infinitesimals, which has,
in other respects, some close connexions with the Leibni-
zian conception of .infiniesimals.

Si toda historia estd al servicio de cualquier enfoque del pasado
que en cada instante de tiempo se realice,ha de verse condicionada tan-
to por previas investigaciones sobre ese pasado como por nuevos desar-
rollos en el campo del que se hace la historia; en este caso, en el hacer
matematico. A. Robinson ha realizado una aportacién metodolégica al
revisar la creacidn del Calculo Infinitesimal a la luz del Anélisis no-
-standard., Mostrando en la practica su metodologia, Robinson principi6
su revisién por Leibniz y la prosigui6, muy esquemé&ticamente, hasta
Cauchy. Cabe la posibilidad de dar un paso mas y observar el problema
desde sus inicios. Es lo qué pretendo bosquejar en lo que sigue tratando
el problema en Pascal y, haciendo camino, puede observarse que algunos
argumentos de Leibniz estdn expuestos, ya, en los escritos pascalianos.
Advierto que sblo me detendré en las consideraciones de fundamentos
'y no en los resultados concretos o de contenido matemético puro -si es
que el mismo puede darse-.

Si la historia ha de enfocarse como historia recurrente, con sus
bucles de retroalimentacién, las palabras del fltimo péarrafo implican més
de un problema. Sin entrar en su discusién, parto del principio de que
la historia de cualquier disciplina no puede desgajar, arbitrariamente, el
nlcleo de la "metafisica” que lo entorna; ni siquiera la Matemética., Y
ello exige situar el hacer mateméatico en el contexto, en las redes tanto

conceptuales como de creencias que, en cada momento, constituyen la
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burbuja conceptual a la que ese hacer pertenece. En el caso del siglo
XVII, no hago referencia por modo exclusivo a la comunidad de matemé-
ticos enlazados a través de Mersenne, tema ya muy estudiado, sino a un
contexto mucho més general. Contexto que no puede silenciarse, por lo
que dedico, en lo que sigue, unos parrafos para la exposicién de algunos

de sus temas y, con ello, situar coherentemente la obra de Pascal.

1. CONTEXTO GENERAL

1. Los nuevos modos de produccién y de relaci6n comercial obligan
a la apertura de los burgos durante el Renacimiento; apertura que es si-
multénea a la creacién de una visién nueva del espacio. Estudiada, ma-
nejada y plasmada en un primer momento, y fundamentalmente, por los
artistas. Frente a la concepcidn bizantina del espacio de superposicién
y confeccién de las figuras en tamafo relativo seglin el orden simbélico

de los personajes, surge la perspectiva artificial. Enfrentada a la natural,

posibilita representar cuerpos tridimensionales en un plano en proporcion
y relacién espacial adecuada. La perspectiva artificial exige, para su
plasmacién, de la geometrfa descriptiva, ciertamente, pero también de
un modo nuevo de ver el espacio. Visi6n ayudada por el empleo de mé-
todos como el enladrillado que supone el manejo de cuadriculas y ejes
coordenados. Métodos que mostrardn toda su eficacia no sélo en pintura,
sino en la cartografia. El enladrillado exige la aparicién tanto del punto
de fuga como de la linea de tierra y; basicamente, procesos de proyec-
cidn y seccidn -ambos pueden verse, desde la praxis del pintor, en algu-
nos grabados de Durero-.

Nuevo espacio, el perspectivo, que obliga a la creacién de nuevos
métodos para manejarlo y, lo que es mas importante, nuevos Conceptos
y problemas. Asi, la mencionada nocién de punto de fuga y la de punto
en el infinito, a la vez que la aparicién de transformaciones mediante
la proyeccién y seccién conducen a que ya el mismo Alberti se pregunte
por el tipo de propiedades que permanecen invariantes en tales transfor-
maciones, Pregunta sin sentido en una visidn espacial como la bizantina.
A la vez, en é&sta tenia la luz un sentido simbélico extremado: ahora,
con las camaras oscuras utilizadas por algunos pintores, con los proble-
mas de la piramide visual en la proyeccién, con el empleo del espejo pa-

ra invertir el cuadro y estudiar asf el grado de coherencia del mismo,
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con el paso de la luz a través de las lentes, la luz va a incidir en la
problemética del espacio como rayo o trayectoria que puede, o no, de-
formarse. La luz manejada ahora a través de la Optica y la perspecti-
va dando paso a cuestiones en torno a trayectorias, deformaciones, am-
pliaciones de cuerpos y, con ello, de la propia visién ...

El paso a otro tipo de cosmovisién entrana, para aquellos que viven
inmersos en el mismo, la aparicién de multitud de problemas. Los agru-
po, esquematizados, en los siguientes:

1.1. Internos a la Matemética. Planteamiento de una Geometria en
la que no se trata de sélo figuras, sino que es el espacio como tal el
que se vuelve objeto. En él, pueden realizarse transformaciones de una
figura que involucran el espacio como total, preguntandose entonces por
los invariantes del mismo. Esas transformaciones posibilitan cambiar, de
modo continuo, unas figuras en otras, En Pintura la anamorfosis juega

un gran papel en algunos pintores; en Mdsica, las variaciones y los ricer-

care tanto en el canon como en la fuga permiten la investigacion de
¢6mo un tema puede ir variando sin cambiar la componente melddica.
En el hacer matemético, estudiar cé6mo un objeto matemético puede ir
transformandose en otro de modo continuo, Asi, si un foco de una elipse
se.va alejando "hasta el infinito"; dicha elipse se transforma en una pa-
rébola, mientras que si dicho foco aparece "por el otro lado del infini-

tO"

, se ha convertido en una hipérbola ... Y el tema de Ia transforma-
cién de las cbnicas se convierte en leit-motiv para Kepler, Desargues,
Pascal ..., como el ejemplo m&s claro de este tipo de transformacién
continua, que va a llevar al manejo de la figura sin forma, como el
triéngulo caracteristico en el que un arco de curva vy un segmento de
tangente van a coincidir, coincidencia cuando en el proceso de transfor-
macion dichas magnitudes, en el fondo, desaparecen. Figura sin forma
que posibilita la curva general y no sélo las cénicas. Curva convertida
en nuevo objeto de estudio y que, como tal, se enfocard desde dos pers-
pectivas: como construida por el movimiento -enfoque mecéanico- de un
cuerpo, uno de cuyos puntos establece la figura: o como ya dada, en cu-
yo caso puede analizarse atendiendo a la situacién de sus puntos -enfo-
que analitico o algebraico- y entonces podrd caracterizarse atendiendo
a su expresidn analftica. Por supuesto, esta divisién, tan nfitida, la hago
desde aqui, porque ambos enfoques, en muchos momentos, aparecen con-

fundidos en los autores matematicos del XVII,
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Y si el principio de transformacidén continua se va a admitir, de
modo implicito, como uno de los fundamentos del hacer matemaético, la
aparicién del espacio como perspectivo conduce al manejo de nuevos
métodos que, al igual que el principio, se quieren con validez absoluta,
total. Asi, si se razona sobre una figura, ésta se considera como gene-
ral, no particular; si se hace referencia a un nlimero éste es un nlmero
cualquiera. Cuando Descartes intenta plasmar el enfoque algebrai¢o o ana-
litico lo intenta como un modo de razonar absolutamente general que
hace pasar del estudio del "problema" particular a un método que abar-
que todos los problemas del mismo tipo; de modo anélogo, Desargues y
Pascal, cuando plasman el enfoque sintético, insistirdn en la generalidad
de su procedimiento, incluso mayor que el cartesiano porque, con €l,
pueden desarrollar cientos de proposiciones... Con una advertencia, el ob-
jeto que se maneja, por ejemplo, la curva, no es la plasmacién de una
funcién, sino que es el objeto en si, cosa que algunos historiadores no
parecen tener en cuenta; y es esa curva la que se estudia, como dato
primario, atendiendo a sus variables, a sus componentes, entre las cuales
se dard, o no, una relacidén expresable en ecuacién algebraica o trascen-
dente. Curva-Variable,componente-Ecuacién algebraica ..., nunca funcion.

1.2, Los matemdticos del XVII no pueden desprenderse -como he
hecho yo, arbitrariamente, en el punto 1.l.- de otra serie de problemas
que se entrecruzan con los anteriores. Problemas, b&sicamente, teoldgi-
cos. La nueva visién espacial implica que un punto pueda ir hasta el in-
finito y regresar de ese infinito, por uno u otro lado. El espacio, por
tanto, ha de ser no sb6lo ilimitado, sino infinito, y con infinitas compo-
nentes que puedan llegar a sumarse. Y aqui se choca con las concepcio-
nes religiosas. El Gnico infinito posible, el infinito actual o categoremati-
co, pertenece a un orden distinto, al de los atributos divinos y sélo pue-
de quedar el infinito potencial, el que estd compuesto de partes. Proble-
ma teoldgico que obliga a rechazar el infinito actual, pero en nombre
de lo religiosb, y seradn argumentos teol6gicos los que empleen desde
Descartes hasta Leibniz pasando por Pascal para discutir tal rechazo, y
no argumentos de caricter matemético, Si tomo Leibniz, indicard, Nue-
vos Ensayos sobre el Entendimiento Humano, 1703: "rho hay ndmero infi-
néito, ni Unea nl cualguien otrna cantidad que sea infinda .. En rigor, el
verdadeno infindto s6lo estd en fo absoluto ,..” Y, mas adelante: "E4  qu-
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Léntico dnfindto no es una modilicacidn, es do abscluto. La idea de also-
luto referida al espacio no es otna cosa que fa inmensidad de Dios y,
pon tanto, de sus atrilutos, Pero se equivoca quien quiera imaginarse un
todo infindo compuesto de partes no hay tal, es una nocidn que implica
contradiccibn, y esos todos infindos como sus opuestos infindamente pe-
queRosy no son usados mds que en el cdleulo de los gedmetras, como en
dlgebna se wsan Las raices imaginarnias”,

Problema teol6gico que no deja inmunes a los mateméticos porque,
en realidad, ninguno es matemético en el sentido de especializacién con
el que se utiliza actualmente este término, Y el objetivo de Descartes
es probar la existencia de Dios, met6dicamente; y Pascal apostara me-
diante el célculo de probabilidades por dicha existencia; y el mismo
Newton terminard considerando el espacio como sensorium dei ... Y aun-
que empleen los métodos y conceptos mateméticos, todos andarén ron-
dando la heterodoxia y m&s de uno vera sus obras inclufdas en el Indice.
El "matemaético infiel" no es creacién de Berkeley en su Analista: ya Sa-
vonarola habia utilizado el término ...

1.3. Problema teol6gico que se enmarafa con otro de caricter epis-
temolbgico: Si el conocimiento procede o no de la sensacién-percepcién
o -de la razbn; y, si de la razén, encontrada o no con la fe. En otras
palabras, si los conceptos mateméaticos procedén de las facultades sen-
soriales o de las intelectuales.

En este campo hay que tener presente el estafuto de los distintos
tipos de nfimeros: todavia se discute si la unidad es o nb nfimero. Por
supuesto los "imaginarios", que surgen de la resolucién de ecuaciones, se
rechazan, asi, Descartes, asi Leibniz, y no son m&as que meras ficciones.
Los irracionales se enfocan como simbolos para representar las magnitu-
des geométricas y, aunque con ellos se alcanzan resultados que no se lo-
gran con los nfimeros "reales", no son verdaderos nfimeros porque en su
representacion decimal no se les puede aprehender con s6lo un nfimero
finito de cifras -y es el argumento de Stifel de 1544-. Todavia Barrow
los estima como simbolos .cuya existencia depende de la magnitud geo-
métrica. Y, sin embargo, tanto los irracionales como los imaginarios,
como los negativos, se manejan y no hay otra opcién: se imponen al pro-
pio matemaético. Incluso se crean "nimeros artificiales" como los logarit-
mos. Manejo obligado por el propio célculo del cual proceden, aunque ca-
rezcan de cualquier correlato en lo geométrico, en lo perceptivo. Y si
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surgen del algebra, de la resoluci6én de ecuaciones, entonces a esta mis-
ma &algebra se la considerard no como auténtica ciencia que da conoci-
miento del mundo, sino como un método para descubrir y para conducir
el razonamiento al manejar cantidades abstractas y desconocidas: el &l-
gebra como arte de mecanizacion, incluso, de la ‘matematica y del cal-
culo l6gico, pero nunca en el mismo nivel que la mecénica o la geome-
tria. Bien entendido, en cualquier caso, que son elementos que surgen
del propio hacer matemaético, sin correlato alguno con lo "real". Un ha-
cer que también necesita justificacién, y un Wallis sostendrd, en 1685,
que los procesos del &lgebra son tan legitimos como los geométricos,
manifestando la pugna qué durante todo el siglo se tendrad entre las rela-
ciones de lo discreto y lo continuo, de los 6rdenes de magnitudes ...

No sblo en lo discreto, también en lo maés seguro, en lo geométri-
co. Ya he mencionado el principio de continuidad en perspectiva. Es te~
ma que, intentando arrebatérselo a los pintores, encuentra su formula-
cién matemética en la obra de Desargues: su objetivo, estudiar las pro-
piedades comunes a todas las secciones coénicas, consideradas conjunta-
mente y no separadas como en Apolonio; propiedades que, al depender
de los métodos de proyeccidén y secciébn, no pueden ser las métricas, sino
las proyectivas. Su procedimiento implica dos puntos fundamentales: mé-
. todo global radicalmente intuitivo; pero, a la vez, contradictorio con el
sentido comfin, con esa perspectiva visual radical: se estd obligado a ad-
mitir, conceptualmente, lo que no. se puede concebir o imaginar. Tomo
unas afirmaciones de Desargues:

Si el vértice del rnodillo estd a distancia infinda el nesublado
es dnimaginable, y el entendimiento es incapaz de comprenden
cémo pueden sern os sucesos que el nazonamdiento de hace con-

Desargues va mas alla: asegura que la geometria no puede funda-
mentarse en la evidencia directa, en lo perceptivo, Y el entendimiento
estd obligado a admitir la existencia de rectas en el infinito y, a la
vez, de rectas en la pequefiez y de tal manera que esas rectas tengan

"Se

sus extremos opuestos unidos entre si. Algo que ese entendimiento
siente incapaz de comprender". Términos que su discipulo Pascal retoma-
rd y elevard a caracter de categoria conceptual y no sélo literaria en

alguno de sus Pensamientos.
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Desde lo numérico o discreto, desde lo geométrico, el matemaético
se ve obligado a "crear" nuevos objetos que nada tienen que ver con lo
perceptivo, que no encuentran correlato alguno con la naturaleza. Y si
el entendimiento no encuentra motivos para su admisién, el razonamiento
le obligard a aceptarlos, aunque pueda discutir su estatuto ontoldgico.
‘.Aceptaci(";n ya realizada por Stevin y que culminard en Leibniz cuando
establece el principio de continuidad, en. la obfa ya citada: el nimero en
toda su genenalidad, incluyendo ol quebrado, aé sondo, al trascendente
y a todo do que se pueda toman entre dos nimencs entenos, es proponcio-
nal a fo dUned”. Aceptacibn que no siempre ocurre. Y cito a Bérkeley,
y no al Analista, sino Of infinites, recientemente publicado, escrito bajo
la muy directa influencia de Locke:

Para mi estd clarno que no deberlomos hacer wso de ningin
stmbolo sin tener una idea que fLe corresponda, y no es menos
clano que no tenemos fa idea de una linea infindtamente pe-
quena; incluso lo que Zenemos es Lo evidencia Lmposible de
que nada de eso existe porgue toda linea por minima que sea
es adn divisille en partes mds pequerias que ella misma; por
fo que no podria existin tal cosa como una fnea quavis data
minon o infindtamente pequefia. {w.) Los matemdlicos plensan
que hay lineas insensibles EUos halblan, fus cortan desde todos
los dngulos, Las dividen ol infinilo., Nosotros inlandeses, no po-
demos representarncs parecidas bineas,

De lo que se trata, en el fondo, es de la creacién de un espacio
conceptual frente al simbdlico de la fe, pero también frente al espacio
perceptivo. Se trata de una escisiébn en campos o burbujas distintas que
exigen principios constitutivos distintos y, ademé&s, procedimientos tam-
bién distintos en cada campo. En ese campo conceptual es la razdn dis-
cursiva la que predomina y no la imagen sensible ni la fe. Sin embargo,
en ese campo propio de la razén se produce una escisién muy profunda:
como los nuevos objetos no pueden manejarse atendiendo a los métodos
perceptivos, incluso la geometria se pone en entredicho respecto a la in-
tuicién sensible, han de crearse nuevos procesos de manejo y, en princi-
pio, tales procesos carecen de fundamento alguno. Son aceptados no por
fundamento alguno, sino porque dan resultado -aunque se remitan a los

procesos de los clasicos, los de los antiguos como prueba de rigor, de
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exactitud-. La razén conceptual, asi, se enfoca desde una vertiente radi-
calmente pragmética, utilitaria. Se la va a emplear porque, con ella, se
lograrén resultados que, de otra forma, eran imposibles. Y la matematica
se 'va a poner al servicio de la aprehensién de la naturaleza a través de
la mecénica, la 6ptica y, sobre todo, para el dominio de esa naturaleza.
Es lo que terminard haciendo Descartes, a quien la Matematica en si
llega a aburrir. La otra rama de la escisién continfia en el propio hacer
matemaético, en su interior: la razén pura, la mateméatica por la mate-
méitica y bisqueda de unos fundamentos de la misma. Una geometria
proyectiva, estrictamente cualitativa, carecerd de aplicaciones; una teoria
de nlimeros, tampoco las tendra, ‘Es una escisién que conlleva dos enfo-
ques: desde el pragmatico lo que va a importar es lo formal algebraico,
analitico, que posibilita sumaciones y célculos numeéricos, métricos; desde
el de la razén pura, lo que importa es lo cualitativo, lo geométrico puro
o proyectivo. En cualquier caso, se pretenderd una libertad de la razén
frente a lo perceptivo, frente a la fe. Es tema en el que insistird Pas-
cal con sus dos tipos de razén, al igual que Descartes ... y culminara
en la arrogancia de Laplace indicando que no necesita, ya, de la hip6te-
sis de Dios para establecer su sistema del mundo, pura creacién mecani-
ca de la razén conceptual.

La creacién de un espacio conceptual, aun- en sus dos enfoques, no
s6lo conduce a la dicotomia entre verdades de razén y verdades de he-
cho o entre juicios analiticos y sintéticos. Conduce a la relacién entre
el espacio conceptual matemético y el espacio de la naturaleza. Y Dios
intervendrd, en un primer momento, para hacer que ese espacio de la
naturaleza no sea més que una copia imperfecta del conceptual, o para
codificar una armonia preestablecida ...

No voy seguir con otros problemas, asi el antropolégico. Sélo subra-
yar que todos ellos inciden en el hacer matemaético 0, con méas preci-
sibn, que este hacer se encuentra en el corazén mismo de todos estos
problemas, de los que s6lo arbitrariamente puede desgajarse. Porque la
gran obra de los matematicos de la &poca, aun con sus dudas, con su
falta de "rigor", su pragmatismo, se centra, precisamente, en la creacién
de un espacio conceptual que posibilitard la creacién de la fisica experi-
mental,” entre otras disciplinas. i
" En cualquier caso, lo que me interesa destacar es que la nueva

cosmovisién hace surgir una serie de problemas. Asi, y por un lado, el
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estatuto ontoldgico y epistemolégico del espacio; por otro, la aparicion
de métodos que posibiliten el manejo tanto de ese espacio como de los
objetos en &l contenidos. En otras palabras, se requieren tanto unos prin-
cipios constitutivos como unos regulativos. Destacar, ademd&s, que tanto
unos como otros no se dan de una vez por todas, sino que han de irse
construyendo, paso a paso, con permanentes polémicas entre los creado-
res, con permanentes cambios de lectura, de interpretaciones entre los
mismos. En este sentido, la nueva cosmovisién afecta a la minoria de
cabezas pensantes que se dan cita en el XVII. A todos. Lo cual provoca,
por supuesto, polémica en cuanto a prioridades, enfoques, simpatias per-
sonales, pertenencia a escuela religiosa enfrentada a otra tendencia reli-
giosa y a los usos del poder tanto desde Roma como desde cada uno de
los centros de las nuevas nacionalidades europeas ... Es un momento de
auténtica pulsidn creadora tanto en el hacer matemético como en otros

campos, que no siempre es de guante blanco.

2. CONTEXTO MATEMATICO

2. Pasando del contexto general al terreno del hacer matemético,
cabe senalar que los problemas antes planteados desembocan en elemen-
tos como los siguientes:

. 2.1, Los matematicos, cuando no se insultan entre si polemizando,
han de emplear un lenguaje base especifico. Hoy el que se emplea es
el vocabulario conjuntista. En el XVII, ese papel lo va a desempenar el
lenguaje geométrico. He indicado cémo hasta los irracionales se ven co-
mo simbolos de magnitudes geométricas. Hay que hacer constar -que si
el &lgebra se adopta como método de descubrimiento, propedéutica en
el sentir de Descartes para la propia légica, su simbolismo se estd de-
sarrollando -y corresponde a Descartes, precisamente, la fijacién de tal
simbolismo-; atin més, lo que no se considera es el caracter abstracto
de esa algebra, la potencia de su$ métodos. No puede servir, por tanto,
de apoyatura. Esta se centra en el esquema geométrico, pero bien enten-
dido qué se razona sobre el esquema, no sobre la figura concreta. Incluso
el propio Newton, que no empleard ecuaciones diferenciales en Principia
Mathematica, razonaré sobre la figura geométrica, al estilo euclideo, pa-
ra hallar las sumas y las sumas de las sumas correspondientes. S6lo en-
cuentro dos excepciones: por un lado, en el terreno geométrico puro, la
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geometria proyectiva se trata como tema en si, no en funcion de apoya-
tura para lo numérico. Por otro, y en lo numérico, la creacién de nuevos
modos de razonar que se quieren autbénomos: asi, el descenso de Fermat
y, sobre todo, la induccién completa que Pascal va a manejar por vez
primera, ligdndolo de modo. exclusivo a lo aritmético. Y digo induccién

completa y no induccién simple.
La apoyatura en lo geométrico implica el paso de un razonamiento

discreto a un razonamiento en el que entre en juego el continuo; quiero
decir, al apoyarse en el esquema continuo, el matemético va a hacer en-
trar en sus razonamientos sobre lo discreto el infinito, aun cuando tal
infinito lo considere sb6lo en su sentido potencial. Y ésta puede conside-
rarse como una de las claves para el nacimiento del calculo: la introdue-
cién de tal infinito, pero entreverado entre lo discreto y lo continuo.

2.2. Cubriendo el lenguaje geométrico, que sirve como apoyatura
para el razonamiento, se preten&e que éste sea absolutamente general,
universal, La pretensién de todos los matemé&ticos en su trabajo se cen-
tra en la potencia de sus métodos y no sdlo en el resultado obtenido,
y son los métodos los que se pretenden contrastar. Frente a la universa-
lidad querida por la geometrfa de Descartes, la algebraica o analitica,
La Hire sostendrd en 1685 que la geometria proyectiva es ni8s universal
afin, por encerrar en tratamiento Gnico a todas las conicas y derivar de
ella, de modo simple y facil el teorema de Pappus, origen del trabajo
cartesiano.

Junto a este deseo de universalidad se tiene la adopcidn de princi-
pios como los siguientes: '

El de continuidad, que posibilita pasar de una figura, de una enti-
dad mateméatica, a otra. Vélido también para lo aritmético en el senti-
do de que, apoyandose en €l, se puede pasar de lo infinitamente peque-
‘fio a lo infinitamente grande. En lo geométrico, he mencionado el tema
de las coénicas y, en Pascal, tras su exagrama mfistico, teorema que hoy
lleva su nombre, se puede pasar de las propiedades del exagono a las del
pentdgono y de las de éste a las de los cuadrilateros mediante la trans-
formacién continua que hace unir dos vértices consecutivos...

Ligado a la continuidad surge el concepto de transformacién vy,
consecuentementé, “el principio de invariancia. Con el de proyeccién y
seccién se centrard en lo geométrico puro, éintético, pero no por" ello
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dejara. de tener sus repercusiones en el hacer matemético general.

2.3. En el caso de las figuras geométricas, la escisiébn mencionada
en cuanto. al enfoque de tales figuras, egpecialmente en cuanto a las
curvas. Dos eran los enfoques mencionados: el sintético -Kepler, Galileo,
Roberval, Pascal, ...- desde el cual se las ve como compuestas de infini-
tos elementos, sean o no indivisibles; el amalitico -Cavalieri, Descartes,
Fermat, ...- desde el cual se trata de evitar el empleo de ese infinito
y se enfocan las éurvas como totalidades,v objeto finico aunque posea
elementos constitutivos, pero en ningln céso estos elementos daran, por
sumas, el total que constituye el objeto.

Dos enfoque;g que tienen su raiz en el diferente estatuto ontoldgico
que se da a los Gltimos componentes de las figuras geométricas, de lo
que, para distinguirlo de lo numérico o discreto, recibe el nombre de
continuo. Diferente estatuto ontoldgico que conlleva distinto método para
tratar los problemas involucrados. Mé&todos que, de modo ya clésico, se
escinden en cuatro categorias bésicas:

a. Exhaucién -término de Saint-Gregory- o de los antiguos y que
se estima modélico en el sentido de que lo que se pueda demostrar por
cualquier otro- procedimiento sblo alcanzard validez si puede comprobarse
por el método de los antiguos. Exige de dos razonamientos por el absur-
do y, basicamente, es comparativo entre algo que ya se conoce y aquello
que se pretende lograr. Por este tipo de comparacién se estima como
método demostrativo por modo Gnico y no inventivo.

b. Mecanico o de Roberval, en el que las curvas se adoptan como
generadas o construidas por el movimiento de un punto de un s6lido o
cuerpo, considerando la tangente en im punto como la direccién del mo-
vimiento de ese punto, a la vez que tal movimiento es el resultado de
dos componentes distintas que permiten utilizar la regla del paralelogra-
mo.

c. De indeterminadas de Dqscartes—Fermat en el que se llegan a
identificar puntos consecutivos en la curva. . '

d. De indivisibles, . '

Los tres primeros evitan, o al menos lo pretenden, el manejo del
infinitar:nente pequefio. Concepto de infinitamente pequefio que- origina
una serie de problemas y paradojas: asi, la posible confusién entre los

~ distintos 6rdenes de magnitudes que llegarfa a atentar, entre otros prin-
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cipios, contra la homogeneidad del espacio; asi, el que siendo infinita-
mente pequefnos puedan ser compuestos de manera que den magnitudes
finitas; asi, que en lo infinito, el todo pueda ser igual que alguna de sus
partes ...

En cuanto al método de indivisibles se requieren unas precisiones.
El término es de Cavalieri y, de modo tradicional, se interpreta en un
sentido opuesto al querido por su autor, que trataba de la Geometria de
los continuos y no de la geometria de los indivisibles, La idea de Ke-
pler, apoyada en el principio de continuidad, de que una curva puede es-
timarse como compuesta de infinitas rectas infinitamente pequenas, el
drea como la suma de recténgulos infinitamente pequenios e infinitamente
numerosos ... €s considerada como un ataque a la légica dado que, de
esta idea, parece desprenderse que una linea se compone de puntos, una
superficie de lfneas, un cuerpo de superficies ... lo que claramente aten-
ta al principio de homogeneidad del espacio, salvo que se acepte la exis-
tencia de elementos infinitesimales para cada uno de los citados 6rdenes
de magnitud. Frente a este concepcion Cavalieri alza su método de los
continuos correspondientes a cada orden de magnitud y que no son, nun-
ca, infinitamente pequerios sino los elementos constitutivos de cada cuer-
po segin el orden inferior, lo que equivale a decir que indivisible de una
superficie es una linea, la de una linea, el punto. Y tales indivisibles son
los elementos constitutivos, no los componentes, de cada orden superior.
Con esto dltimo lo que quiero indicar es que Cavalieri no parte de los
indivisibles para componer una figura, sino que parte de esa figura como
ya dada y lo que pretende es analizarla, descomponerla pero en descom-
posicién no prolongada al infinito. Como ha sefalado Koyré, cuando Ca-

valieri habla de omnes lineae o de omnia plana de una figura geométri-

ca, no considera en momento alguno la suma de todas las lineas o la
suma de todos los planos, sumas que para él carecen de sentido. Lo que
importa en Cavalieri son las figuras en s para poder compararlas. Y esa
comparacidén la realiza atendiendo a los elementos constitutivos de Grde-
nes inferiores,

Realmente, el método de Cavalieri nada tiene que ver con lo dis-
creto y, consecuentemente, con lo algebraico o sumatorio. El método de
Cavalieri se centra en el principio de la equivalencia de una figura con

el total de sus elementos constitutivos, lo que posibilita la comparacién
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entre dos figuras atendiendo a la correspondencia biyectiva que pueda
establecerse entre los elementos constitutivos. Correspondencia no direc-
ta, sino a través de la regula o directriz que va recorriendo los elemen-
tos correspondientes de las dos figuras, Y hay que subrayar lo de ele-
mentos correspondientes, como hace Cavalieri, porque la correspondencia
no se realiza entre los elementos constitutivos sin mé&s, sino entre los
que guardan la misma posicién en cada una de las figuras a comparar,

de ahi el cuidado que ha de tenerse en el método de la regula communis

para establecer tanto la directriz como la tangens opposita.

Desde lo ontolégico, Cavalieri rechaza la existencia de los infinita-
mente pequenos; desde lo metddico, no emplea, para nada, los procedi-
mientos de sumacidén, quedando en la comparacién de proporcionalidades
estrictamente geométricas.

Y, sin embargo, sus propios contemporineos, y practicamente todos
los historiadores, le van a "atribuir, precisamente, eslos dos puntos. En
cuanto a lo metddico, para Guldin, Tacquet, Roberval, ..., lo que quiere
Cavalieri es componer lineas con puntos, superficies con lineas, cuerpos
con planos ... En palabras de Tacquet de 1651:

Estimo que no es legltimo y conforme a fa geomeirla admitin
el método de demostracidén pon Los dindinisibles o, como tengo
porn costumbre Uamalos pon os heterogéneos que el célebre
gedmetra Buenaventura Cavalieni ha creado. Este método cé-
Lebre pasa de fas lneas a Las superticles, de Llas superficies
a Los sélidos y una dgualdad o proporcidn encontrada para fas
bineast, da una conclusidn aplicada a fas superficles, Porn esta
forma de nazonar no se Hlega absolutamente a nada seguro.

En cuanto a lo ontoldgico, Leibniz va a tomar el término "indivisi-
ble", en el sentido de lo infinitamente pequefio, atribuyendo esta nocion
a Cavalieri que, de modo expreso, la rechaza.

Sin embargo, el término "indivisible" va a ser adoptado por Rober-
val -y no entro en las discusiones de prioridad respecto al método soste-
nidas con Cavalieri tanto por Roberval como por Pascal, y en las que
también las palabras citadas de ‘Tacquet hacian referencia y tomaban
partido- y Pascal, aunque no en lé linea de Cavalieri sino en la de Ke-
pler. El enfoque supone invertir la concepcién analitica de Cavalieri y

considerar una figura como compuesta de elementos de carécter infinite-
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simal cuya suma da paso a una magnitud de cardcter finito y préctica-
mente igual a la magnitud original. Es claro que es esta admisién la que
supone enlazar lo discreto, reino de la cantidad finita, con lo continuo,
reino de la magnitud infinita, a través de las sumas reiteradas, Gnico pro-
ceso posible para la problemética que se plantea en cuanto a cuadratura
de superficiés, calculo de centros de gravedad, rectificacién de curvas
... de figuras cualesquiera y no de las clésicas pirdmides, prismas, cilin-
dros ... S6lo este enlace entre lo discreto y lo continuo, en el manejo.
de sumas con multitud "indefinida" o infinita de sumandos, permite supe-
rar el tratamiento estrictamente geométrico de Cavalieri, al igual que
posibilita superar el tratamiento de los tres métodos que he éitado. Y
aunque el término "indivisible" esté utilizado tanto por los adictos a Ca-
valieri como por Pascal, los referenciales son totalmente distintos: uno
es meramente comparativo geométrico, el otro es combinatorio-geométri-
co.

Pero también es claro que la admisién de estas magnitudés infini-
tesimales plantea los riesgos que Cavalieri querfa sortear: asi, el de los
6rdenes de magnitud, aparte de su estatuto ontolégico. Pero, sobre todo,
supone primar no ya la separacién entre lo aritmético y lo geométrico,
sino la autonomfa de lo. propio aritmético. Autonomia que culminard pos-
teriormente en Wallis y, bésicamente, en Leibniz que abandonan ya todo
el soporte geométrico que ha posibilitado la unién con lo combinatorio
y el papel decisivo de &ste. A partir de Wallis y Leibniz, y de 1685 como
minimo, tomarin primacia los procesos estrictamente algoritmicos, sin
el soporte geométrico. Primacia que todavia encuentra la enemiga de un
Berkeley, por ejemplo, quien, contra Wallis, todavia sostendrd qtie

la aritmética o fos nimeros no son mds que Uneas o propon-
ciones de lneas aplicadas a fa geometria,

3. AMOS DETTONVILLE O BLAS PASCAL

Estos filtimos son algunos de los problemas en los que se centra
Pascal, ademds de manejar los indivisibles con un estilo combinatorio--
geométrico euclideo sin parangén, o la geometrfa proyectiva o la combi-
natoria ... En lo que sigue trataré de la visibn que de esos problemas

tiene Pascal y, aunque de modo algo esquemético, podrad observarse la
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incidencia en el pensador francés de toda la problemética apuntada en

@

los contextos antes citados.
Incidencia que, en Pascal, muestra una unidad casi total, porque

en &l no pueden escincirse m&s o menos arbitrariamente los problemas
teol6gicos, epistemolégicos o antropoldgicos de los "puramente" matemé-
ticos. Todos son aspectos de una misma unidad, aunque esa unidad se
muestra existencialmente escindida en facetas. Y una peticién al lector:
que excuse la-brevedad, obligada. Con ella se distorsionan algunos ele-
mentos entre los que no puedo ‘dejar de mencionar que cuando Pascal

escribe, o mas bien A. Dettonville, sus Tratados de la ruleta, donde ex-

pone y maneja su método de .indivisibles, lo hace en reto y polé€mica
tanto de prioridades como de conceptos y capacidad resolutiva de cual-
quier tipo de problemas. Y no se puede olvidar que al-reto acuden jesui-
tas -Amos Dettonville es la anamorfosis de Lvis de Montalte~, y también
Wallis quien solicita plazo mas largo y envia intentos de solucidn ... y
la respuesta de Pascal es, piblicamente, muy dura y no sbélo por mostrar
que tanto los resultados como los métodos de Wallis son errdneos, sino
por el tono francés antibritdnico que rezuma en su respuesta. Los nacio-
nalismos ... Y si los jesuitas no perdonan, tampoco Wallis ni los restan-
tes mateméﬁcos de las Islas. Muchas otras distorsiones tendrdn que apa-
recer., Es el precio de todo intento de aprehensién que se plasma en lo
discursivo ...

3. La Geometria y el espacio. Ligdndose al nuevo enfoque, a la

nueva cosmovision, Pascal pretende, en alglin momento, exponer el objeto
de la Geometria. Algo que, para la época, suponia novedad ya que se
admitfa, de modo implicito, que la Geometria era la ciencia de la exten-
sion, Juna parte de la matematica que era la ciencia que trataba de la
extension, el nfimero, el movimiento, el tiempo, ..., es decir, de aquellas
magnitudes que aumentaban o disminufan al agregar o restar, respectiva-
mente, magnitudes del mismo orden. Influido por sus trabajos en geome-
tria proyectiva, donde tales magnitudes .quedaban marginadas, y por lo tan-
to, frente a esta admision, Pascal pretende una clarificacién concéptual
ligando la Geometria- al espacio. Hay que tener presente que el término
spatium se empleaba con los significados de intervalo de distancias, &-
reas, tiempos ... mientras que en geometria, como ciencia de la exten-

sién, se hablaba de sblidos o, desde los cartesianos, de cuerpos, que po-
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dian ocupar un lugar. Problema de espacio ligado al téolégico por las

acepciones de la existencia real o no de ese espacio y si en €l puede o
no fundarse la verdad eterna de la geometria; y digo probiema teolégico -

porque es punto en el que se termina introduciendo, claramente, a Dios.
Por supuesto ello enlaza con el problema epistemolégico de si tal espacio
es percibido o aprehendido s6lo conceptualmente y si cabe concebir espa-
cios de més de cuatro dimensiones, lo que afirma reiteradamente Pascal,
aunque lo admita en aceptacién racional, no perceptiva.

En su praxis educacional, Pascal busca una reforma educativa v,

como texto escolar, compone Introduccién a la Geometria. Como de tan-

tos de sus papeles s6lo ha quedado un fragmento de este texto, el copia-
do por Leibniz. Lo reproduzco, porque es el primer texto en el que se
admite qué el objeto de la geometria no es ya el tratar con los sélidos,
sino el espacio en su totalidad, pero un espacio conceptual. Por supues-
to, marca su influencia en Leibniz, en Nuevos elementos de Geometria
de Arnauld, 1667 y 1683.
Principio 1, &L objeto de la geometrlu pura es el espacio, en
el que se considera lo tniple extensidn en ines sentidos diven—
08 que se Haman dimensiones {fas cuales se distinguen pon
los nombres de Longidud, anchura y profundidad, dando indife-
nentemente cada uno de estos noméres a cade una de estas

dimensiones siempre que no se dé el mismo a dos a fa vez,

Ello supone que todos estos lérnminos sean conocidos pon s
MAS I OB,
Principio 2, EL espacio es infinito segin todas fas dimensiones
Principio 3, e inmduvil en todas y cada una de sus partes,
La definicién de cuerpo geométrico, asi como los principios 4 a 6
no los copia Leibniz. Al ser el término "cuerpo" mé&s propio del lenguaje
cartesiano, es posible una extrapolacién de Leibniz. En cualquier caso,

queda en el aire la concepcién pascaliana.

Principio 7, Los puntos no difieren mds que porn fa posicidn.
. Principio 8, Las lineas pon fa situacidn, magnitud, direccidn

y Lorma, las rectas porn el camino mds corto,
Principio 9. La distancia de dos puntos es fa linea recta,

Principio 10, Las superficies pueden diferin porn situacidn, fon-
gidud, anchuna, contenido, dineccidn,
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4. Los indivisibles. En ese espacio, para cuadrar cualquier tipo de
curvas, y no sblo las cbénicas, hallar sus centros de gravedad o rectificar
las mismas, Pascal va a hacer uso del 'auténtico' método de indivisibles,

Por lo pronto, sea la magnitud irregular o no, el primer proceso
geométrico consiste en sustiturrla por porciones 'regulares'; en otras pa-
labras, se sustituyen las porciones de la curva por sus cuerdas o arcos,
las de la trilinea por los rectangulos construidos sobre porciones iguales
sobre su eje y las ordenadas, las de los solidos por ingletes ... Sustitu-
cién que viene avalada por la continuidad y la 'multitud indefinida' de
tales porciones que hacen que "l suma de flas porciones sustituddas no
ditiere de fa suma de fas verdaderas mds que en una cantidad menor que
cualguiera dada",

Y en ello se encuentra la posibilidad del empleo de los indivisibles.
Que, en método, consiste basicamente en dos partes: Una geométrica;
la otra aritmética o combinatoria.

4.1. La geometria la enfoca Pascal como un lenguaje. Afirma des-

cribiendo el paso geométrico .
no tendné diticultad alguna en fo que sigue de wsan
— el lenguaje de indivisdiles, flo suma de fas lineas

M = o la suma de fos planos y asl cuando considere
: j pon ejemplo (vern Lig.,) el didmetno de un semicircu-
M z lo dividido en un nilmeno indefinido de partes Lgua-
M 2z los en los puntos Z, de donde se Hevan las ordena-

M z das 21, no tendré deficublad alguna en wsan de es-

L

ta expresion o suma _de ondenadas que parece no
sen geomdéirica a quienes no entienden fu doctrina
de los dndivisibles, y que se imaginan que es pecar contra fu

geometrla expresan un plano pon un nimerno dindefinido de M-
neas; fo que no wene mds que de su falta de inteligencia, ya
que no se entiende pon ello sino fa suma de un nimeno indefi-
nido de nectdngulos hechos de cada onrdenada con cada una
de las pequenas porciones iguales del didmetro, cuya suma es
ciertamente un plano, que no difiene del espacio del Aeﬁ&(’ﬂ.—
culo mds que en una cantidad menon que cualyuiena dada,

De modo anélogo podrd hablarse de la suma de los senos, que se

diferencian de las ordenadas en que nacen de las divisiones iguales de
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la curva mientras que las ordenadas nacen de los ejes o base. Igualmen-
te, el lenguaje de indivisibles posibilita mencionar la suma de los cuadra-
dos de los arcos, de los cuadrados de los senos o de las ordenadas, y asi.
sucesivamente,

Bien entendido, en todos los casos, que "me seriné frecuentemen-
e de esta expresidn, una mubtitud tndefinida, o un nidmeno ndefinido de
magnitudes, o de@/)a/uﬁe/j, etey, pon do que no entiendo sino una mullitud

0 un nimero mayor que cualyuien nimero dado".

Y Pascal lo ha ejemplificado senalando que al realizar una parti-
cién bien en el eje, bien en el arco, puede reiterarse la misma tomando
el punto medio entre cada dos senos o dos ordenadas por lo que se ob-

tiene otra partlclon y, mediante su suma, se alcanza un error menor que
el anterior, por lo que puede obtenerse, siempre, un error menor que

cualquier nimero previamente dado con respecto al valor verdadero.
Desde lo geométrico, creo que aparece bien clara la diferencia res-
pecto al procedimiento de Cavalieri. Superficialmente parece emplear el
mismo lenguaje, pero s6lo superficialmente. Cavalieri no habla de la 'su-
ma de las lfneas' sino de 'todas las Iineas', etc. En Pascal la divisién
de las particiones supone, siempre, la posibilidad de reiteracién, que es
lo contenido en esa 'multitud de partes', pero siempre para obtener nue-
vas sumas. Ademé&s, Pascal exige que esas particiones sobre el eje o so-
bre el arco sean de la misma longitud,‘ lo que en el caso de Cavalieri
no ocurre porque la regula va a pasar, en su proceso fluente, por todas
las lineaé o los planos ...; no le hace falta equidistancia alguna, exigen-
cia esencial en el proceso sumatorio pascaliano como después senalaré.
4.2. Realizada la descomposicién geométrica, todo el problema se
centra en el célculo de esos rectangulos o de los ingletes en el caso de
los volGmenes. En otras palabras, en el paso de lo continuo a lo discre-
to, y vuelta, A este paso ha dedicado Pascal un breve ensayo: Potesta-

tum numericarum summa. En &1 plantea una cuestién de caracter estric-

tamente té&cnico, numérico: Calcular la suma de las potencias de grado
cualquiera de la sucesién de los nmeros naturales empezando por la uni-
dad o por cualquier otro nfimero v, generalizahdo, la suma de las poten- '
cias de cualquier progresién dada. "Cosu notable, un método dnico Yy ge-
nenal ﬁcwtma /J(Z/La taatan todos estos casos diferentes"., Y Pascal va ob-

temendo dichas sumas. Por dos ejemplos:
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3 2

. ni{n+ 1)(2n + 1) n n n
Sl=12+22+...+n2= ' . g — g —
6 3 2 6
. n2(n+1)2 nl+ 1’13 I‘l2
52=13+23+...+n3=-———-———--_—.—+___+__
4 T4 2 4

Tras resolver esta cuestidon numérica pe;sa en la Conclusién al enla-
ce con lo continuo a través de los indivisibles, ya que "estos . resubtados
peamitindn cuadran inmediatamente todos fos géneros de pardbolas y una
<nfinidad de otras cuwwas". Pascal, aqui, se limita a las curvas de ecua-
cién y = X Y las reglas de este paso, a través del método de indivisi-
bles, se centran en las siguientes: '

Reglas relativas a la progresidn natural que comienza pon fa
La suma de un ciendto nimero de Mineas es ol cuadrado de fa
mayorn como 1 es a 2, ‘

La suma de los cuadrados de las mismas bineas es ol cubo de
lo mayon como 1 es a 3,

La suma de sus cubos es a fo cuanta potencia de fa mayon

como 1 es a 4

Regla genenal relativa a fa progresidon natural que comdienza
pon Lo unidad;

La suma de fas mismas potencias de un cierto niimeno de li-
neas es a fa potencia de grado inmediatamente superion de
la mayorn de entrne ellusy como fo unidad es al exponente de
esta misma potencia.

En los ejemplos anteriores se tendria, al pasar de la magnitud dis-~

creta a la continua:

Sy

1 1
3 4

n4

mientras que la regla general establece
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que, en cualquier historia de la matemética al uso se interpreta en len-

guaje actual de integrales como

x'dx =
0 n+1

Ja n an+1

En el caso méas simple, puede indicarse el primer procedimiento de

indivisibles con el ejemplo siguiente, que en las historias se quiere como
el Gnico de -dicho proceso:

Sea la trilinea OAB que corresponde a la cfbica,

B es decir, a la curva cuya expresién algebraica sea

y = x°% Se divide el eje OA por una multitud inde-

" finida de ordenadas equidistantes ZM. La razén de
y la trilinea OAB al rectdngulo AB én OA viene dada
m por
o z z 2z 2 A
n*+ 2n® + n2
S 1P v n® —— 1 1 1
= = 4 = o+ oy
OA.OB  0A.0OB n.n® 4 2n  4n?

pero la tercera regla especifica que esta relacién o proporcidén es, Gni-
camente, 711—- Es decir que han desaparecido, ‘aqui,blos sumandos —;—IT y
nZv S han desvanecido. Y ello porque Pascal establece la propiedad si-
guiente como propiedad bé&sica de los indivisibles:
No se aumenta una magnitud continua cuando se fe agrega,
en el nidmero que se quiera, magnidtudes de un ornden inferion
(vee) de suerte que se pueden desprecian, como nulas, fus can-
tidades de orden infernion.
4.3. Es un principio aceptable, en general, pero Pascal no indica
c6mo realizar su aplicacién, al menos, en el ejemplo anterior. Sélo en

los Tratados de la ruleta aclararad tal principio. Y ello porque en este

Tratado pretende exponer el método y no dar los resultados por modo
exclusivo. Y el método pascaliano no es sélo el de los indivisibles como
hasta aqui se ha expuesto. Va mé&s alld. Porque lo liga con los distintos
ordenes de magnitud y éstos con lo geométrico y serén el puhto, la rec-
ta, la superficie, el s6lido, el plano-plano -o figura en ﬁn espacio de

cuatro dimensiones-, y asi sucesivamente, Estos 6rdenes viene justificados

106



PASCAL Y LOS INDIVISIBLES

desde lo discreto y lo combinatorio a través de las sumas ordinarias,
triangulares, piramidales ... Las primeras engendran un plano, las segun-
das una superficie, las piramidales, sblidos ... Y asi, en una de las Ad-

vertencias en la Historia de la ruleta, se leera:
Porgue stendo estos cuadrados 7, 4, 9, etc, se sigue que fla
-~ suma de lus ondenadas, mulliplicadas cada una por cada uno
de estos cuadnados es bo mismo que su suma piramidal 2oma-

da dos veces menos su suma irniangulon tomada una vez, Aho-
2a bien esta suma tuiangulorn no es mds que un indivisible. nes-
pecto a fus sumas piamidales, ya que Liene una dimensidn
menos y es bo mismo que un punto respecto a una Hnea, o©
una finea respecto a un planc, o un plano respecto a un s64-
do, 0 en fin que un finio nespecto al infinito; Yo que no cam-
bua Lo igualdad,

Pornque es preciso notarn que, como la simple suma ‘cLe
estas fineas hace un plano, asl su suma idangubar hace un 56-
lido, que estd compuesto de tantos planos como divisiones haya
en el ejey tales planos estdn foamados cada uno pon fas sim-
ples sumas particublares (de fas ondenadas) cuya suma total ha-
ce fo suma triangulons (ew.) Jgualmente, o suma pinamidal de
las mismas ordenadas hace un plano-planc, compuesto de tan-
tos sébdos como porciones haya en el ejey. cuyos s64dos estidn
Lonmados cada uno por las sumas trivngulores particubares, cu-
ya suma total hace la suma pinamidabe.. '

Se trata, desde lo geométrico, de una diferencia de homogeneidad
espacial y una recta nada agrega a un plan:); o un plaho a un sélido,
etc. En cuanto a lo combinatorio Pascal ha partido de un método heuris-
tico que es geométrico y combinatorio a la vez: el de la balanza, Se di-
vide una 'balanza' A; B, C ... en partes iguales y desde cada uno de los
puntos de la divisibn se toman unos pesos. Suponiendo que la balanza es-
t& en equilibrio ello implica que la suma triangular de los pesos que so-
porta un brazo sea igual a la suma triangular de los pesos que soporta
el otro brazo. Y la suma triangular de unas cantidades, a empezar por

una de ellas, A, por ejemplo, viene dada por
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ABCD
BCD
CD

D

que, en lenguaje combinatorio no es més que
1A + 2B + 3C + 4D + ...
Si se van tomando ahora las sumas triangulares de. todas las canti-
dades, mé&s la suma de todas excepto la primera, més la de todas excep-

to las dos primeras, etc., lo que se obtiene es la suma piramidal,

ABCD
BCD
CD

BCD
CD

CD

en la cual se observa la expresidn
1A + 3B + 6C + 10D + ...

Como senalard Pascal: en las magnitudes triangulares la primera
se toma una vez, la segunda dos, la tercera tres ... seglin el orden de
los nfimeros naturales. En las piramidales, la primera se toma una vez,
la segunda tres, la tercera 6, la cuarta diez, es decir, se toma segln
el orden de los nlmeros triangulares. Y la relacién que enlaza la suma
.piramidal y la triangular viene dada por: Todo nfimero triangular, tomado
dos veces y disminuido de su exponente, es igual al cuadrado de su ex-
ponente. Pero entonces, si hay tantas cantidades como se quiera y tales
que la primera venga multiplicada por 1, la segunda por el cuadrado de

2, la tercera por el cuadrado de 3, etc., su suma serd igual a dos veces
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su suma piramidal menos su suma triangular. Expresién combinatoria, pe-
ro que Pascal la aplicard de modo inmediato a lo continuo, como he ci-
tado antes.

Una advertencia al lector: Observe las figuras que forman las su-
mas triangulares y las piramidales: las primeras son planos o trilineas
discretas; en las segundas debe superponer cada capa triangular sobre la
anterior para obtener una pirAmide discreta, recta en D. Si lo pasa a
lo continuo, observard en una figura como la adjunta que la trilinea BCA
es un plano; pero si va superponiendo las
sumas triangulares de origen CA, obtendri
una 'piramide' -recordar lo antes dicho

respecto a las figuras '‘irregulares'-. En

esta pirdmide, cada plano IK es un indivi-
sible, evidentemente, respecto al sblido
total; pero como viene dado, en lo com-

binatorio, por una suma triangular, é&sta

» X & o

es la que se muestra como indivisible

respecto a la suma piramidal, por lo que
se le puede hacer desvanecer sin més. Y aqui no hay comparacién, como
en el ejemplo simple que antes mostré.

Todo el arte matemético de Pascal se va. a centrar en la blsqueda
de un eje, sea en la base o en la curva, que haga el papel de balanza.
Dividirlo en partes iguales y, en cada punto, buscar las sumas ordinarias,
las triangulares, piramidales ... o las de sus cuadrados o cubos ... y rela-
cionarlas entre si., Esto Gltimo en el sentido de buscar las equivalencias
entre las sumas cuyo eje es el de ordenadas, por ejemplo, o el que so-
porta la curva, con lo cual obtendrd tanto la rectificacién y centro de’
gravedad de la cicloide como procesos que hoy se califican de integra-
cién doble, cambios de variable, integracién por partes, etc. Con ello no
s6lo hard la comparacion de una trilinea con el rectlngulo que la contie-
ne, sino que buscard las sumas de los distintos 6rdenes de modo directo,
mediante los distintos 'pesos' que pueda atribuir a cada punto de la ba-
lanza. No hay, por ello, comparacién como en Cavalieri, como proceso
inico, sino comparacién mé&s bGsqueda combinatoria directa, mediante una

mezcla entre la intuicién geométrica y los procesos puramente combina-
torios. Que es a lo que hace referencia Leibniz cuando en carta a Jac-
ques Bernouilli de 1703 comenta: " fMliaba con gusto equellas sumas y las
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sumas de aquellas sumas fos s6lidos que de ellas nacian g sus demostra-
ciones ,."

Insisto en el hecho: Observar el papel que, en el pensamiento de
Pascal tiene lo geométrico y lo combinatorio en mezcla radical, Y el
paso de una pir&mide combinatoria a una pirdmide continua mediante una
multitud indefinida de planos triangulares, y reciprocamente, Multitud in-
definida que entrafia tanto el infinito en grandeza como el infinito en
pequenez, porque se puede ir desde la figura continua hasta sus indivisi-
bles, como desde éstos hasta la figura total,

En esa mezcla se encuentra toda la grandeza de Pascal como ma-
temético en cuanto al Cilculo, pero también las limitaciones de é&ste,
S6lo desprenderse de las consideraciones geométricas posibilitard un de-
sarrollo auténomo, algoritmico, ‘de ese Calculo. Y sélo un matemaitico
no condicionado por la visién geométrica como lo estaba Pascal podia
realizar tal paso,

5. Justificaciones. Pascal justifica el empleo del lenguaje de indivi-
sibles en dos vertientes. Por un lado:

todo Lo que estd demostrado por fas verdaderss reglus de fos
indivisibles se demostrand tambidn con el rigon y a la manera
de fos antiguos y ash uno de los métodos no difiere del otro
mds que en fo manera de hallan,

Y ello porque Pascal es consciente de que no maneja s6lo el len-
guaje de indivisibles como lo interpretan sus coeténeos, sino que ha ido
més alld mediante un procedimiento de carédcter heurfstico. Reconoce que
su manera de demostrar no es comfin, Y tiene que justificarla mediante
esa llamada, clasica en su tiempo, al método de los antiguos, al método
no sélo euclideo, en cuanto al estilo geométrico expositivo de postulados,
definiciones, proposiciones y demostraciones, sino en cuanto al procedi- »
miento de exhaucién o agotamiento. Es claro que, una vez realizada esta
advertencia, Pascal ya no considera oportuno realizar las demostraciones
al modo antiguo. Podria hacerse, pero ...

-Por otro lado, el procedimiento apoyado no s6lo en los indivisibles,
sino en la balanza, es un procedimiento heurfstico, apto para la inven-
cién y no s6lo para la demostracién, Mezclado con lo combinatorio per-
mite alcanzar nuevas verdades matematicas.  Constituye un método, por

tanto, inventivo y no s6lo demostrativo. Y, como tal, debe darlo a cono-
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cer y es el objetivo de la Carta de Dettonville a Carcavi, para que otros

se beneficien y puedan, a su vez, inventar, crear nuevas proposicio-
nes. En este caso concreto, que consigan cuadrar o rectificar o calcular

el centro de gravedad de curvas cualesquiera y no sblo de la ruleta co-
mo habia concretado en el desaffo.
6. Fundamentos: Los principios regulativos; ordenes de magnitud,

estatuto ontol6gico de los indivisibles, Hasta aqui he intentado describir

el método de indivisibles pascaliano asi como la justificacion que de di-~
cho lenguaje realiza. Pero Pascal va méas alla. Pretende no sélo justificar
dicho lenguaje; sino que lo estima fundamentado, apoyédo en unos princi-
pios. regulativos basicos. Principios regulativos que se condensan en los
tres siguientes:

1. Una linea curva se considera como compuesta por un niimero in-
definido de segmentos rectilineos; una superficie o trilinea, por un nlme-
ro indefinido de rectangulos ... Pero s6lo en cuanto elementos del espa-
cio geométrico, conceptual.

2. Dos magnitudes continuas son iguales aunque difieran en magni-
tudes de orden inferior.

3. Las leyes que rigen las cantidades finitas o discretas, lo numéri-
co, son las mismas que las que rigen las magnitudes continuas. Estas es-
tan formadas tanto por lo discreto como por lo' continuo.

Ahora bien; estos tres principios se apoyan, a su vez, en algo més

profundo. Cuando en Potestatum numericarum summa sefala que una mag-

nitud continua no varia al agregérsele magnitudes de orden inferior, en
el nmero que se quiera -y que es otra formulacién del principio 2- Pas-
cal agrega una advertencia que estimo fundamental, la de que ese prin-
cipio es la manifestacién del

enlace, siempre admiralle, que {fa naturaleza, enamorada de

unidad, estallece entrne fas cosas mds alejadas en apariencia.
Precisamente este enlace es el que fundamenta los principios 2 y 3 an-
teriores. ‘ '

Es creencia sobre la que Pascal insistird. En De l'esprit géométri-

que, cuando considera cuatro tipos de magnitudes: espacio, tiempo, mo-
vimiento, niimero como propias del hacer matemético, senala:

cualguien movimiento, . cualguien nimerno, cualguien espacio,

cualguien Lempo que se tenga, hay stempre un mayon y un

menons de forma que se sostienen todos enire fo nadae y el
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infindto, estando siempre infindamente alejados de esos extre-
m0s
Y esos extremos se encuentran, en su lejanfa, enlazados por el de-
seo de unidad de la naturaleza. Deseo de unidad que se manifiesta, entre
" otros, en el principio de continuidad y, sobre todo, en la existencia de
propiedades comunes a todas las cosas
cuyo conoctmdento abre el espinitu a las mds grandes mana-
villas de la naturaleza, La principal comprende flas dos infini-
dades que se encuentran en todo: fa una, de grandeza; fa o-
tra, de pequenez, -
Y Pascal concluird con el enfoque antropolégico, después de sefa-
lar que s6lo es gebmetra quien maneje esas dos infinidades pero que, a
la vez, se puede ser 'h&bil hombre y mal ge6metra':
Pero aquellos que ven claramente estas verdades podndn admi-
ran o grandeza y fa potencia de fa natuncleza en esta doble
infinddad que nos entorna, y aprendern pon esta consideracidn
maravillosa a conocerse a sL mismos considerdndose situados
entre una Infinidad y. una nada de extensién, entre un infinido
Yy un nada de nibmeno, entre una infinidad y una nada de mo-
vimiento, entre un infinido y una nada de tlempo, Por bo cucl
ses puede aprenden a estimanse en su Justo precio, y forman
neflexiones que valen mds que togo el resto de fa geometrla,
Por' supuesto, para un historiador de la matemé&tica al uso, para
quien separa la escoria o metafisica o creencias de las 'auténticas' ma-
teméticas, las palabras anteriores no indican m&s que un difuso princi-
pio metafisico-filos6fico que debe quedar marginado. El enlace entre lo
infinitamente pequefio y lo infinitamente grande cabe justificarlo por lo
geométrico, por el papel de la transformacifn continua que hace pasar
de una elipse a una parébola; mera justificacién literaria., Entre otros,
Morris Kline.
Pascal no sblo hace literatura -y muy buena, por cierto-. Pascal
precisamente lo que pretende es fundamentar lo que los historiadores

consideran que fundamenta. En De l'esprit géométrique, tras seiialar el

papel que tiene la abstracci6n y el hecho de que al hablar de un nGmero
no se hable de uno concreto, sino del nimero general, del nGmero cual-

quiera, pasa a establecer el tipo de 6rdenes entre los objetos mateméti-
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cos, los distintos niveles existentes entre las magnitudes, Y lo realiza
atendiendo a la homogeneidad o no de las magnitudes que se consideren.
Pascal reclama la autoridad clasica para esta clasificacién. Indicard que
ya la misma queds establecida en Euclides cuando escribis: " Las magni-
tudes ~dice- son lamadas del mismo género, cuando fa una estando mut-
Liplicada  varias veces puede legan  a sobrepasan a da otra". Inmediata-
mente saca la consecuencia, frente al mismo Euclides, de que la unidad
también es un nGmero porque "estando multiplicando varias veces " puede
sobrepasar a cualquier nfimero; o también
¥n, 3m, 1+ 1+ .o+ 1 =n<m
Pascal continGa ligandose ahora al concepto de indivisible respecto a una
extension. No s6lo difiere en cuanto al cardcter nominal del término, si-
no en cuanto al género. Ya que
un indivisible mubtiplicado tantas veces como se quiend, estd
tan alejado de poder sobnepasar una extensidn, que no puede
Lorman jamds mds que un s0lo y iunico indivisible, |
Son términos que requieren unas precisiones minimas y, para ello,
la formalizacién se muestra imprescindible -para todo lo que sigue, Gar-
dies, 1981-. Por lo pront;), la cita realizada de Euclides no es otra cosa
que el Axioma de Arquimedes. En las ediciones de la época era la Defi-
nicisn 5 del Libro V; en las ediciones actuales es la Definicion 4 del
mismo Libro. Esta Definicién, segfin la edicién francesa de 1632, estable-
cia:
las magnitudes se dicen tener nazén una @ fa otra, cuando es-
tando mubliplicadas pueden excederse una a fa otra.
El axioma de Arquimedes puede simbolizarse
Yx,Vy (x< y=> m (me NA mx >Y))
Para los indivisibles no rige, segfin Pascal, este principio, sino el siguien-
te .
Vx,Vy (x <y= m(m NA mx <)
Y Pascal va a indicar que es el que sustenta a los indivisibles, Con
&l es claro el anterior Principio 2 regulativo, en la formulaci6én de que
una magnitud continua no varfa si se le agregan o sustraen magnitudes
de orden inferior en nimero cualquiera. Recuérdese el ejemplo dado en

4.2, Alll se des;vanecian'—L y 1

2n 4n?
escribir x = 4 y para todo y mayor que %, existe siempre un 1 tal que

. Y ello porque, para ';2—:1’ se puede
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L sigue siendo menor que y. De aqui que estas cantidades que se des-

vzal:lecen, lo hacen porque son de orden de magnitud inferior, son hetero-
géneas respecto a la extensi6n dada por la trilinea. De modo anilogo
puede realizarse en el caso citado respecto a las sumas triangulares en
comparacién con las piramidales, y no s6lo en cuanto a la interpretacién
geométrica de las mismas, sino en cuanto a la expresién numérica cor-
respondiente.

Mientras que el segundo axioma condiciona el manejo de magnitu-
des heterogéneas, y con ellas los indivisibles, el de Arquimedes es el que
posibilita alcanzar el infinito en grandeza, es decir, la prolongacién de
cualquier magnitud mediante la reiteracion aditiva. Asi, estos dos axio-
mas son los que regulan el paso hasta lo infinitamente grande -axioma
de Arquimedes- y el paso a lo infinitamente pequefio ;axioma simétrico
de Arquimedes-. El primero regula lo discreto; el segundo, lo continuc.

No s6lo son los principios que establecen las dos infinitudes sino
que, para Pascal, permiten establecer los. distintos 6rdenes de magnitud.
Y ello frente a la concepcién de la &poca, hasta el extremo de que pos-
teriormente Arnauld invertird nuevamente el pensamiento pascaliano. Pa-
ra Pascal ser8n magnitudes del mismo orden u homogéneas aquellas que
satisfagan el Axioma de Arquimedes; de distinto orden o heterogéneas,
las que satisfagan el 'simétrico' de dicho Axioma. Pascal adopta estos
dos axiomas como caracterizadores de las distintas magnitudes en lugar
de estimar que éstas ya vienen dadas y entonces buscar alguna nota ca-
racterizadora.,

Y como la naturaleza se encuentra ansiosa de unidad, resulta que
estos dos principios también regulardn los distintos &6rdenes en cuales-
quiera otros campos. Pascal unifica terrenos como los teol6égico y antro-
poldgico con el matemético en funcién de estos fundamentos; y asi, el
orden de los cuerpos, el de los espiritus, el de la gracia o caridad, cons-
tituyen magnitudes homogéneas entre si, admitidas como totales, porque
satisfacen siempre el axioma de Arquimedes, pero si se relacionan entre
sf son heterogéneas porque, en este caso, vienen reguladas por el axioma
simétrico que imposibilita saltar de uno a otro orden, de una a otra
magnitud,

En este sentido Pascal no sélo estd admitiendo el infinito potencial

en cuanto a cada unc de los Srdenes de magnitud homogBnea -asi, entre
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los nlmeros siempre hay uno mayor que uno dado-, sino que cabe admi-
tir que acepta el infinito actual en cuanto a lo heterogéneo ya que cada
orden es un absoluto respecto a su orden inferior -la linea es un absoluto
.respecto a cada uno de sus puntos-. Y a ello hace referencia cuando de
modo insistente compara Instante-Tiempo, punto-iinea, linea-superficie,
finito-infinito ... Y basta recordar que es lo absoluto lo que entrana el
infinito actual, no compuesto de partes. La diferencia de drdenes impli-
ca, precisamente, el salto de lo finito numerable a lo infinito no nume-
rable, a lo absoluto. Pero ello indica, a la vez, que tal absoluto no pue-
de estar compuesto de partes, como la linea no puede estar compuesta
de puntos -dird Pascal.

Y esto Gltimo se va a relacionar con el estatuto ontoldgico de los
indivisibles. Pascal escribe:

Un indivisible es Lo que no tiene parte algunay y lo extensibn
es lo que Liene diversas partes separadas,

Si un indivisible no tiene extension es porque constituye un limite
respecto a la operacién de divisién realizada en un orden de magnitud
determinado, por lo que no puede pertenecer a dicho orden, sino en todo
caso al que le es inferior. De aqui que el punto no sea un elemento de
la recta sino un indivisible suyo, limite por decirlo asi de la divisién de
un segmento de recta., Un indivisible es, pues, un concepto relativo a los
distintos ordenes. No es objeto alguno, no puede ser extensién. Porque,
de serlo, impedirfa la divisién infinita entre otras cuestiones. Y Pascal
es tajante en este punto: ’

No hay gedmetra que no crea el espacio divisible al infinito,

Y nuevamente enlaza con el problema epistemolbgico en cuanto a
la diferencia entre el concebir y el razonar, Toma la posicion de Desar-
gues en cuanto a esa diferencia y trata de comprender el por qué exis-
ten personas que no aceptan tal divisién infinita y, con ello, admiten la
existencia real de indivisibles. La causa la encuentra Pascal en que esas
pérsonas son incapaces de concebir un contenido divisible al infinito. En
blsqueda de certeza racional va a emplear la razén a partir de la re-
duccién al absurdo: si una proposicién es inconcebible, se toma su con-
traria y si ésta es falsa, se afirma la primera, por incomprensible o no
intuitiva que parezca. Y los tres argumentos de Pascal se centran en:

a. Idea de contacto; b. Divisibilidad infinita; c. Figuras compuestas. No
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entro en tales argumentos. ST en el hecho de que, al concluir, Pascal ha-
ce una afirmacién que ejemplifica tanto en lo numérico como en la ex-
tensién, el movimiento y el tiempo:
agregaréd que es0s dos dnfinidtos aungue infindamenite diferen-
tesy son sin embango relotivos uno al otro, de tal manena que
el conocimiento de uno conduce necesariamente ol del otno,

El ejemplo numérico: cualquier nmero puede multiplicarse hasta
100.000, por ejemplo; por lo que puede dividirse por ese mismo ndmero.
"De manera que el aumento infinito encierma necesariamente también lo
divisidn infinda". Si lo que se pretende es afirmar que de uno de ellos
puede demostrarse el otro, serfa una afirmacién incorrecta, al menos en
la formalizacién establecida. Si el enlace es de otro caricter, nada ha-
bria que objetar a la afirmacién pascaliana.

En cualquier caso, en lo que conviene insistir es, por un lado, en
que Pascal fundamenta el empleo de los Yndivisibles no en la literatura,
sino en un principio formalizable, el axioma simétrico de Arquimedes.
Es este principio quien regula la heterogeneidad en los érdenes de mag-
nitud y, con ello, regula el manejo de cantidades infinitesimales en lo .
continuo. Enlazado con el axioma de Arquimedes, fundamentan tanto el
infinito en grandeza como en pequefez y el paso de uno a otro, es de-
cir, fundamentan el principio de continuidad y; a su través, el de las
transformaciones continuas. Simultdneamente, fundamentan el paso de lo
continuo a lo discreto y reciproco, el enlace entre cosas muy alejadas
en apariencia.

Por otro lado, el hecho de que Pascal remarca, nitidamente, la di-
ferencia entre el espacio perceptivo y lo que el entendimiento puede
concebir, y el espacio conceptual donde es la razén la que prima y obli-
ga a que el entendimiento acepte aun sin intuirlo o sentirlo distintamen-
te. Incluso pretende una blisqueda de causas para aquellos que priman
la intuicién de lo claro y distinto y se niegan a aceptar lo que la razén
obliga. Causa que no es otra que la distinta personalidad, el diferente
carécter de los individuos: y es su clasificacién entre los espiritus geo-

métricos y los espiritus de finesse.
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4, PASCAL Y LEIBNIZ

6. Creado el marco conceptual por los mateméticos de la primera
mitad del siglo XVII, es a otros a quienes corresponde, hasta cierto pun-
to, la sistematizacién y plasmacién ya cohergntes de todo el distinto con-
tenido y métodos que han ido surgiendo. Sistematizacién reguladora que
posibilite, ahora si, los aportes técnicos tanto conceptuales como algo-
ritmicos propios de ese marco conceptual, Y va a corresponder a Leibniz
dar una de las posibles regulaciones a una parte de ese hacer matemati-
co, el Cialculo Infinitesimal. En este punto voy a seguir el aporte meto-

dolégico de Robinson en Non-standard Analysis, en su estudio sobre las

contribuciones de Leibniz, por el paralelo tan claro que sugiere con los
aportes de Pascal.

Por lo pronto Leibniz aceptard en 1684, Acta Eruditorum, que toda
linea puede considerarse como una totalidad de segmentos rectilineos in-

finitamente pequefios: quod figura curvilinea causanda sit aequipollere po-

lygono infinitorum laterum ...

En 1é95, en carta al marqués de L' Hopital:
we Y yo cuento pon iguales lus cantidades cuya diferencia les
es dncomparable, Llamo magnitudes incomparables aquellas que
mubliplicadas por algin nimero findto cualquienay no scbric ex-
ceden a la otaa, de igual manera que Euclides fo ha tomado
en su quinta definicidn del quinto Libro, ’

Leibniz comete un error, porque la Definicién a la que hace refe-
rencia es el axioma de Arquimedes y, sin embargo, lo que él dice no es-
td en Euclides ni es la Definicién quinta ni es el Axioma de Arquime-
des. A lo que hace referencia Leibniz es, precisamente, al Axioma simé-
trico de Arquimedes. Y Leibniz viene a repetir la clasificacidén de orde-
nes de magnitudes que no estd asl en Euclides, sino en Pascal. Y viene
a apoyarse en el axioma simétrico arquimediano para establecer los di-
versos Ordenes de’ infinitésimos o indivisibles.

Y también los acepta no sblo por Ordenes diferentes, sino en cuanto
a la posibilidad de un error menos que una cantidad dada. En carta de
enero de 1690 a Wallis,

Es Uil consideran cantidades infindlamente pequenas tales que
cuando se pide su nrazén, no puedan sern consideradas cero pero

que son rechazadas cuando ocumen con cantidades incompara-
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Blemente mayores Asl s tenemos dx + x, dx es rechazado,
Pero es difenente si pedimos bu diferencia entre x + dx y x
Andlogamente no podemos tener xdx y dxdx juntos De aqul
sé vamos a diferencian y escribimos (x '+ defy + dy) -xy = xdy
+ ydx + dxdy, Pero aqui dxdy debe sern rechazado como 4n-
comparablemente menor que xdy y ydx, Asl en cualguien caso
particulan, el ernon es menon que cualguien cantidad findda,
Rechazo de cantidades evanescentes apoyado en el simétrico del
Axioma de Arquimedes, que es el que posibilita la credcién de magnitu-
des de Ordenes diferentes, Postulado que, junto al de Arquimedes, funda-
mentan tanto la idea de continuidad como las reglas operativas con mag-
nitudes infinitesimales por un lado y nfimericas o discretas por otro. Y
ello §i)()rque, como indicard en 1703:
para tenen un conocimdiento distinto de fo magnitud hay gque
necundny  partiendo de fa cantidad continua, o fo. cantidad dis-
creta,
Y que sigan las mismas leyes operacionales lo indicarid en carta-de
1701:

e ¢ e encuenitna que fas reglas de Lo findto permanecen en
Lo infinito como s huliena dfomos (es decin elementos asigna-
bles de la naturnaleza) aunque no pueda sern lo materda subde-
vidida actualmente sin Ling y vicevernsa, los reglos de o infini-
to permanecen en Lo findos como sL hublera infindésimos me-
tafisicos aungue no se Lengan; y que fo divisidn de fa materia
no aleanzand jamds a pancelos infindesimales es porn fo que
todo se gobierna por da razén, y que de otra fornma no habria
ni ciencia ni reglo, Yo que no estania conforme con fa naturna-
leza del soberanc principlo.

Leibniz, como Pascal, no pierde ocasién: plantea, desde la existen-
cia o0 no de los infinitésimos, el problema epistemolégico.

Si Leibniz retoma los principios regulativos pascalianos y los funda-
menta en el Axioma de Arquimedes y su simétrico, también cae en con-
troversia y polémica. Porque la unién de estos principios entrana aparen-
te contradiccién, como ya se lo hicieron notar a Pascal tanto Tacquet
como Lalouere. Contradiccion por la que dos magnitudes pueden ser

iguales al diferir en un infinitesimal, cuando en ocasiones &ste se muestra
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como nulo y en ocasiones como distinto a esa nulidad. Es la critica que
Nieuwemtijdt. hard a Leibniz: No entiende cémo los infinitésimos difieren
de cero y, sin embargo, puede operarse con ellos e incluso dar una suma
diferente de cero mientras que en otras ocasiones llegan a desvanecerse.

Leibniz responde en 1695, Acta Eroditorum, con cuatro argumentos:

a. Es un método de invencién mas que de demostracion

b. No difiere del de Arquimedes mé&s que en la manera de hablar

c. El error que se comete al tomar el Calculo de diferencias o de
indivisibles es menor que cualquier nfimero dado

d. Se pueden tomar en el mismo sentido con el que los algebristas
manejan los imaginarios.

Si los tres primeros puntos hacen referencia, idéntica, a las justi-
ficaciones empleadas por Pascal, el filtimo entra en el terreno ontol6gi-
co, existencial, de los infinitésimos. Los indivisibles, para Leibniz, son
inextensa y no son puntos mateméticos, sino entidades cuyas partes son
“indistantes, cugus magnitudo est inconsideralilis, inassignabilis, minon
quam quae ratione, nisé infinda ad aliam sensibilem exponi possity minon
guam gquae dari potest" (LMS 1I, t. 2, p. 68). Los indivisibles como  ele-
mentos inextensos. Llegard a la admisién de que los infinitésimos no son
méas que ficciones, fitiles para el calculo, pero sin existencia real alguna.

En 1701, y en un estilo literario que no alcanza el pascaliano, indicara:
sees N0 Se Liene necesidad de toman aqui el .infinito en sentido
estricto, sino 4600 como cuando se dice en Gptica que fos na-
yos del s0f vienen de un punto infindtamente alejado y asl se
estiman paralelos, Y cuando hay varios grados de infindto o
Adnfindamente pequenios es como el glofo de fa tierra estima-
do como un punto respecto a fo distancia de flas fijas y una
bola que manejemos es tambidén un punto en comperacidn al
semididmetno del globo de la tierna, de manera que foa distan-
cia de fas fijas es un infinitamente infinilo o infinito del .infti-
nito nespecto ol didmetro de fo bola, Porgue en fugarn del infi-
nito o de lo infinilamente pequeiio, se toman cantidades tan
“grandes y tan pequenas como haga falta para que el ernon sea
menpa que el ewon dado, de manera que no se difiera del es-
Lo de Argqulimedes mds que en fas expresiones que son mds
dinectas en nuestro método y mds confoame ol arte de in-
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ventan,
Y ésta Gltima era la justificaciébn pascaliana que todavia faltaba

por aparecer.
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