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ABSTRACT

In this paper we discuss the way logical
consequence depends on what sets there are.
We try to find out what set-theoretical assumptions
have to be made to determine a logic, i.e., to
give a definite answer to whether any given argu-
ment 1s correct. Consideration of second order
logic -which is left highly indeter mined by the
usual set-theoretical axioms- prompts us to suggest
a slightly different but natural notion of logical
conseguence, which reduces second order logic
indeterminacy without interfering with first order
logic.

1

La nocién légica fundamental es la relacién de consecuencia, que

se establece entre conjuntos de sentencias y sentencias de un lenguaje.
Si bien es una relacién entre objetos lingiiisticos, estd firmemente ancla-
da en el mundo extraling{ifstico. En efecto, que una sentencia o sea
consecuencia de un conjunto de sentencias I significa que o es verdadera
en todas las estructuras que satisfacen I; por tanto, que o sea conse-
cuencia de I depende de que existan o no estructuras que satisfagan
% pero no o. La lbgica, pues, no es independiente de la ontologia.

En este articulo voy a ocuparme (nicamente de lenguaje de primer
y segundo orden. Ademas, voy a limitar mi consideracién a la relacién
de consecuencia entre conjuntos finitos de sentencias y sentencias (o,
equivalentemente, entre sentencias y sentencias). Esta es la relacién
a que apelamos a la practica de la l6gica para justificar la correccién

de argumentos, ya que un argumento
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con premisas g, ., on Y conclusién g, es correcto si y sblo si B es
consecuencia de {a,,...,0,). La restriccion a conjuntos finitos de senten-
cias nos permite reducir la nocién de consecuencia a la de validez

l5gica: B es consecuencia de {a1, ..., an} si y sblo si la sentencia
(OLlA..' A (Y‘n)‘* B8

es lbgicamente valida, es decir, es verdadera en toda estructura.

He aqui una observacién que, aunque imprecisa e insuficientemente
matizada (pues, por ejemplo, la verdad de una sentencia en una estructu-
ra puede no depender {nicamente de la sentencia y la estructura), es
pertinente a la relacién entre légica y ontologifa: la pobreza ontolbgica
redunda en la abundancia de verdades l6gicas. En otras palabras, cuantas
menos estructuras -mas propiamente, cuantos menos tipos de estructuras-
haya, mayor serd el catalogo de verdades 16gicas. (En un mundo sin
estructuras toda sentencia serfa una verdad l6gica), Esto tiene una conse-
cuencia metodolégica interesante: Para descubrir el compromiso ontolégi-
co de una logica debemos fijarnos no tanto en sus verdades ldgicas
(o en los argumentos que la légica da por correctos) como en aquellas
sentencias que no son légicamente validas (y en sus argumentos incorrec-
tos).

Consideremos un ejemplo. Boolos, en [2] pédg. 513, atacando la
posiciébn de Quine sobre la 16gica de segundo orden, nos recuerda que
la sentencias de segundo orden FX dx Ay (XxaXyax # y) -que serd
verdadera en una estructura si y s6lo si su dominio posee un subconjunto
de pBr lo menos dos elementos- no es légicamente véalida. De ello parece

seguirse, dice, "

... que la logica de segundo orden no estd comprometida
con la existencia de siquiera un conjunto de dos elementos". Méas adelante
{pag. 520) es mas explicito: "En el caso de la l6gica de segundo orden,
...; el compromiso es extraordinariamente modesto; el conjunto vacio
es el dnico conjunto con cuya existencia la l6gica de segundo orden
puede considerarse comprometida". La razén de este compromiso es
que dX Vx 1Xx es universalmente védlida y que, en cualquier estructura,

el conjunto que satisface vx —1Xx es el conjunto vacio.

Pero es falso que la légica de segundo orden no esté comprometida

con la existencia de conjuntos de dos elementos. De hecho la l6gica de
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primer orden ya lo estad. Consideremos la sentencia de primer' orden
(1) Ix dy (x # yh

(1) 'dice' que hay dos objetos. Més precisamente, una estructura% satisfa~
ra (1) si y sblo si el dominio de Qiposee por lo menos dos elementos.
Dado que hay estructuras con universo de un solo elemento, es claro
que (1) no es l6gicamente valida. Esto no nos dice nada acerca del
compromiso de la l6gica de primer orden con la existencia de conjuntos
de dos elementos. Lo que sT nos lo dice es que la negacién de (1),

o, equivalentemente, la sentencia
(2) VXVy (x = y)

no es logicamente valida.

En efecto: afirmar que (2) no es ldgicamente valida es afirmar
que hay una estructura en la cual {2) es falsa; es decir, que hay una
estructura cuyo dominio posee por lo menos dos elementos. En conse-
cuencia, negar la validez l6gica de (2) es afirmar que hay dos elementos
de dos elementos.

Dado que para cada entero positivo n hay una sentencia de primer
orden, 65, que es verdadera en una estructura si y sblo si su dominio
tiene a los sumo n elementos, la 16gica usual de primer orden (y, por
tanto, la de segundo orden) estd comprometida con la existencia de
conjuntos finitos de cualquier nimero de elementos. Si no lo estuviera,
alguna de las sentencias &, serfa l6gicamente valida. Pero ninguna lo
es. Si necesitamos convencernos de ello podemos apelar al teorema
de completud, que nos permite caracterizar combinatoriamente las verda-
des logicas de primer orden como aquellas sentencias derivables sin
premisas en un calculo deductivo (por ejemplo, en el célculo de cualquier

manual de 16gica razonable). Ninguna de las §, lo es.

2
Las presuposiciones ontolégicas de la l6gica de primer orden no
son explicitas. En este aspecto, por lo menos, se diferencia la légica
de una teorfa, En teoria de conjuntos, la existencia de conjuntos de,

por ejemplo, quince o mas elementos se expresa explicitamente. Hay
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una sentencia del lenguaje conjuntista que lo dice, En l6gica no. En
6gica de primer orden la existencia de conjuntos de quince o mas ele-
mentos es colegible de la férmula &,, no es l6gicamente valida.

Esto, sin embargo, es lo que debe ser. No nos dirigimos a la 16gica
en busca de verdades sobre algiin tema; para ello acudimos a las distin-
tas teorfas. La légica la usamos como instrumento para inferir verdades
desconocidas de otras ya conocidas. No apelamos a la légica de primer
orden para concluir que hay conjuntos de quince elementos. Todo lo
contrario. Afirmamos que &, no es una verdad lbgica porque admitimos
la existencia de conjuntos de quince o méas elementos. Las presuposicio-
nes ontolégicas de una légica actlian sobre ella fijando su relacion de
consecuencia y, con ello, trazando la linea divisoria entre los argumentos
correctos y los incorrectos, entre las sentencias l6gicamente vélidas
y las que no lo son.

Habitualmente no especificamos las presuposiciones ontoldgicas
al describir una l6gica. Con ello, sin embargo, corremos el riesgo de
no describir 18gica alguna, o de hacerlo sblo parcialmente. No olvidemos
que los fundamental en l6gica no es el lenguaje, sino la relacién de
consecuencia. Asi, mientras haya un argumento cuya correccién o inco-
rreccion dependa de una decisién ontolbégica que no hayamos tomado,
mientras haya una sentencia cuya validez Ic’)gicé esté en el aire por
no haber decidido si hay o no estructuras de cierto tipo, no habremos
determinado totalmente la l6gica. Tendremos, mas bien, un manojo
de distintas logicas potenciales que se actualizaran al tomar los compro-
misos ontoldgicos oportunos.

No estoy afirmando, ni siquiera sugiriendo, que una légica no estara
determinada mientras no lo esté la ontologia, Esto es manifiestamente
falso. Afirmo, simplemente, que hay algunas cuestiones ontologicas que
es preciso resolver -o que hay que dar por resueltas- para la determina-
cién de la ldgica. Un minimo de decisiones necesarias lo da el siguiente
(y obvio) principio: Para que una légica esté determinada hay que tomar
partido sobre la existencia o inexistencia de estructuras con propiedades
expresables en el lenguaje. Es decir, si P es una propiedad de estructuras
expresable en el lenguaje de la logica; si, digamos, 0 es una sentencia
cuya verdad en la estructuraﬂ es equivalente a que%‘posea la propie-
dad P, entonces debe estar determinado si hay o no estructuras que

posean la propiedad P. De que las haya dependerd la validez logica
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de la sentencia =0.

3

Si bien la finitud -y, por tanto, la infinitud- no es una propiedad
expresable en lenguaje de primer orden, para determinar la l6gica de
primer orden debemos también comprometernos acerca de la existencia
o de la inexistencia de conjuntos infinitos. Esto es asi porque hay férmu-
las de primer orden cuya validez 16gica es equivalente a la inexistencia
de conjuntos infinitos (aunque no hay ninguna cuya validez sea equivalen-
te a la existencia de conjuntos infinitos). Consideremos, por ejemplo,

la sentencia
(3) Vx Vy (fx = fy » x = y}> vx dy (fy = x).

{3) serd verdadera en una estructura con dominio A si siempre que
f se interprete como una funcidn inyectiva de A en A, se interpreta
también como una funcién sobreyectiva. Dado que todo conjunto infinito
A admite una funcién inyectiva de A en un subconjunto propio (de hecho,
la existencia de una funcién tal es una de las caracterizaciones del
concepto de infinitud), todo conjunto infinito es el dominio de una es-
tructura que no satisface (3). Por otro Iédo, toda estructura finita (en
la que, desde luego, (3) sea interpretable) satisfard (3). Asi, (3) serad
l6gicamente valida si y s6lo s todo conjunto es finito.

En consecuencia, denegar a (3) la categoria de validez légica es
equivalente a admitir la existencia de conjuntos infinitos.

Observemos que la igualdad no es necesaria para obtener f6rmulas
cuya validez logica sea equivalente a la inexistencia de conjuntos infini-
tos (aunque si es necesaria para construir férmulas que sean satisfechas
s6lo en dominios finitos -las §,, por ejemplo-). Una férmula tal, sin

igualdad, es

(4) Vx Rxx AVx Vy ¥z {Rxy ~ Ryz +~ Rxz)»dx Vy “Rxy,

ya que afirmar la validez universal de (4) es afirmar que todo orden
(parcial) estricto posee un elemento maximal.
La logica usual de primer orden esti, de hecho, comprometida

con la existencia de conjuntos infinitos. De nuevo, podemos convencernos

85



[gnacio. JANE

de ello apelando al teorema de completud: Ni (3} ni (4) son I6gicamente
validas, ya que no son derivables sin premisas en los célculos deductivos
usuales.

Podemos, desde luego, por razones filos6ficas o de otra indole,
negarnos a admitir la existencia de conjuntos infinitos. Si lo hacemos,
la relacién de consecuencia de la l6gica usual de primer orden no sera
la relacidén de consecuencia que corresponde a nuestra situacién. Ahora,
por ejemplo, (3) y (4) serdn verdades lbgicas que la l6gica usual no

reconoce. O, para de un modo ligeramente distinto, los argumentos

(5) VX Vy (fx = fy > x = y)
vx dy (fy = x)

Vx Rxx

(6) VX Yy ¥z (Rxy ~ Ryz > Rxz)
dxvy TRxy

serdn correctos, pero no habrd, en ninguno de los céalculos deductivos
usuales, ninguna derivacion de su conclusién a partir de las premisas.

Fijemos uno cualquiera de estos célculos deductivos. Llamémosle
C. Al negar la existencia de conjuntos infinitos, deja de ser completo.
Sin embargo, C es alin correcto, es decir, las sentencias derivables en
C sin premisas continilan siendo l6gicamente véalidas y los argumentos
legitimados por ( son argumentos correctos. &No podemos, entonces,
ampliar ¢ afadiendo nuevos axiomas l6gicos -por ejemplo, del tipo (3}
6 (4)- o nuevas reglas de inferencia -como (5) o como (6)- hasta obtener
un célculo correcto y completo adecuado a nuestra nueva situacién?

La respuesta es negativa., Puede mostrarse que no hay ningin
procedimiento efectivo para generar las sentencias verdaderas en toda
estructura finita no vacia (mas precisamente, el conjunto de estas sen-
tencias no es recursivamente enumerable). Esto es equivalente a decir
que no hay ningln calculo tal que las sentencias derivables en &l sin
premisas sean exactamente las verdades logicas de un universo sin con-

juntos infinitos!.
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4

Podemos, pues, hablar de dos légicas de primer orden. La primera
es la logica de un universo rico en conjuntos infinitos; la segunda es
la logica de un mundo, todas cuyas estructuras son finitas, Se trata,
ciertamente, de dos logicas: aunque su lenguaje sea el mismo, sus rela-
ciones de consecuencia son distintas. Ahora bien, la l6gica es, en gran
medida, un instrumento conceptual para obtener inferencias correctas.
Asl, si estamos interesados en la matemdtica clésica, con su gran varie-
dad de estructuras infinitas, no hay duda de que la légica usual es
la apropiada. La situacién puede no ser tan clara si nuestro razonamiento
versa, por ejemplo, sobre idealizaciones de sistemas fisicos. Quiza todas
las estructuras que tomemos en consideracion, explicita o implicitamente,
sean finitas. En tal caso, la légica de primer orden usual no reconocera
inferencias que deberiamos dar por correctas. De todos modos, si estamos
dispuestos a rechazar -por lo menos en este ambito- la existencia de
estructuras infinitas, sabemos muy bien cual es nuestra l6gica: la 16gica
de lo finito que admite como véalidas las sentencids (3) y (4).

En cualquier caso, sin embargo, debemos comprometernos con
la existencia o la inexistencia de conjuntos infinitos. De no hacerlo,
nuestra lbgica no estaria completamente determinada: habria argumentos
-e.g. (5) 6 (6)- sobre cuya correccién o .dncorreccién no se pronunciaria;
sentencias -como (3) & (4)- de las que se abstendria de decir si son
verdades légicas o no.

Que una légica esté determinada no significa que podamos decidin
(es decir, que dispongamos de un método efectivo para determinar)
si una sentencia es logicamente valida o no lo es; en otras palabras,
no significa que el conjunto de sus verdades ldgicas sea recursivo. La
16gica usual de primer orden estid perfectamente determinada (una sen-
tencia es logicamente vélida si y sblo si admite una deduccién sin premi-
sas en el célculo), pero es indecidible (no hay ningin algoritmo que
nos permita determinar si admite una deduccién tal). También la l&gica
de primer orden de lo finito estd determinada (una sentencia es valida
en esta logica si y sblo sf es verdadera en todas las estructuras cuyo
dominio es un conjunto infinito de nlimeros naturales) y tampoco es
decidible.

Quisiera concluir este apartado con dos observaciones. La p'rimera

es que -ademés de los principios béasicos de ld teorfa de conjuntos-
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la existencia o inexistencia de conjuntos infinitos es el dnico punto
sobre el que hay que decidirse para determinar -en uno u otro sentido-
la logica de primer orden. La segunda es que hay una manera de salvar
el teorema de completud y, por tanto, la determinacién de la l6gica
de primer orden, sin necesidad de comprometerse con la existencia
de conjuntos infinitos (e incluso negéndola). Esto comporta, naturalmente,
un cambio de semaéntica y, con ello, una redefinicién de la relacién de
consecuencia. Se trata de generalizar la nocién de estructura admitiendo
también estructuras 'ideales', estructuras cuyo dominio no es un conjunto,
sino una clase propia. Asi, por ejemplo, la clase de Russell, {x: x ¢ X},
la clase universal, {x: x = x}, o la clase OR de todos los ordinales
son dominio de estructuras 'ideales'. Las definiciones de consecuencia y
de verdad logica se formulan como antes (verdad lbgica es verdad en
toda estructura), pero no significan lo mismo {la palabra 'estructura'
ha cambiado de sentido). En este caso, aunque no nos pronunciemos
sobre la existencia de conjuntos infinitos, aunque, incluso, postulemos
que todo conjunto es finito, al no haber limite a la cardinalidad de
los conjuntos finitos, el universo serd infinito, al igual que toda clase
propia. ‘

Con estas clases propias infinitas pueden construirse suficientes
estructuras para que toda sentencia no deducible en el calculo C sea
falsa en alguna estructura (real o 'ideal'). Asi, la nocién de sentencia
l6gicamente valida en este nuevo sentido coincide con la de sentencia
deducible en cualquier calculo usual. Esta logica, pues, estard determina-
da.

5

Es conveniente expresar los presupuestos ontolbgicos de una ldgica
en términos de una clase minima de estructuras que sea suficiente
para fijar su relacién de consecuencia. Digamos que una clase K de
estrucutras es suficiente para determinar una lGgica L si y solo si validez
l6gica para sentencias en el lenguaje de L es equivalente a verdad
en todas las estructuras de K. En otras palabras, si y sblo si toda sen-
tencia verdadera en todas las estructuras de K es légicamente valida.
Por la reduccién de la relacién de consecuencia a validez ldgica, si
K es suficiente para determinar L y si B es verdadera en todas las

estructuras de K que satisfacen a,, ..., d,, entonces B es consecuencia
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de {ays weo Qq) e Otro modo de expresar que K es suficiente para deter-
minar L es: toda sentencia del lenguaje de L que sea satisfacible es
satisfecha en alguna estructura de K.

Desde luego, la clase de todas las estructuras -determina toda
16gica. Lo interesante es ver si, dada una l6gica, hay clases relativamen-
te simples suficientes para determinarla; o mejor, sI hay clases tales
cuyos elementos son estructuras relativamente simples. Un criterio (algo
tosco) de simplicidad puede ser la cardinalidad de los dominios de las
estructuras; otro (més fino, pero no siempre aplicable), la complejidad
definicional de sus relaciones y operaciones. La légica de primer orden
es determinable mediante clases de estructuras que son simples segin
cualquiera de estos dos criterios.

Por el teorema de Lawenheim—Skolen, toda sentencia de primer
orden satisfacible es satisfecha en una estructura con dominio finito
o enumerable. En consecuencia, la clase de todas las estructuras con
dominio finito o numerable es suficiente para determinar- la l6gica de
primer orden. Ahora bien, toda estructura con dominio numerable es
isomorfa a una estructura cuya dominio es el conjunto, w, de los nimeros
naturales y toda estructura con dominio finitoes isomorfa a una estruc-
tura cuyo dominio es un segmento inicial de la serie de los ndmeros
naturales, es decir, un conjunto de la forma {0, I, ..., n}. Sea K la
clase de todas las estructuras cuyo dominio es o bien w o bien un seg-
mento inicial de w. Dadc que estructuras isomorfas satisfacen las mismas
sentencias de primer orden, toda sentencia de primer orden satisfacible
es satisfecha en una estructura de K. Asl, K es suficiente para determi-
nar la logica de primer orden.

K es todavia una clase relativamente compleja. Es cierto que
los dominios de las estructuras de K son de una simplicidad extrema,
pero esto no ocurre con sus relaciones y operaciones. Si A es un conjunto
arbitrario de nlimeros naturales y R es una relacién cualquiera en w,
las estructuras <y, A y<w, R> estdn en K. En K, pues, hay estructuras
tan complejas como cualquier subconjunto o relacién en w.

Hay patrones naturales para medir la complejidad de relaciones
en el conjunto de los nfimeros naturales. Uno de ellos lo constituye
la jeranquic anitmética de Kleene. El lugar mas bajo de esta jerarquia
(Ag) lo ocupan las relaciones recursivas. En el nivel inmediatamente

superior se encuentran las relaciones recursivamente enumerables (Z9 )

89



Ignacio JANE

y sus complementos (Il ); es decir, las relaciones k-arias (k z 1) de
la forma

dn Rlay, .., a, n)

K
o de la forma

vn Rlay, .., &, n),

donde R es una relacidén recursiva. (Asi A =rINNY). En el tercer
nivel se encuentran las relaciones de tipo £§ 6 13, definidas respecti-

vamente por condiciones de la forma

dn Vm Rla,, ..., &, n, m)
o de la forma

vn gm R(a;, .., 8, n, m),

donde R es recursiva. En general (y con cierta imprecision), las relacio-
nes aritméticas son aquellas relaciones que se obtienen a partir de
las relaciones recursivas por cuantificaciones sucesivas sobre los nimeros
naturales. Toda relacién aritmética es de tipo Zr? 6 Hg(ng 1). Las de
tipo Zr? son las expresables con n cuantificadores alternados (4, V),
el méas externo de los cuales es existencial; en las de tipo Hf‘, el mas
externo de los cuantificadores es universal.

Que la jerarquia aritmética es realmente una jerarquia de compleji-
dad se sigue de que para cada n > | hay una relacién de nivel n que
no estd en ningln nivel inferior. Dos ejemplos pertinentes de conjuntos
en la jerarquia aritmética son el conjunto de (nimeros de Godel de)
las sentencias validas en la l6gica usual de.primer orden y el correspon-
diente conjunto de la l6gica de lo finito. El primero es L} pero no
1Y; el segundo es NI¢ pero no 19. (En contrastre, el conjunto de verdades
logicas de segundo orden no pertenéc_e a ninguno de los niveles de la
jerarquia aritmética),

La importancia de esta jerarquia para nuestros propésitos de deter-
minar la légica de primer orden reside en lo siguiente: Toda sentencia

de primer orden satisfacible es satisfecha en una estructura cuyas rela-
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ciones y operaciones se encuentran ya en el segundo nivel de jerarquia
aritmética?, Mas precisamente, si ¢ es una sentencia satisfacible de

primer orden, entonces O es satisfecha en una estructura de la forma

<A, Ry, .., R, f1, ., frs a1, wee, ar>,
donde

(i) A es o bien el conjunto de los nimeros naturales o bien
un segmento inicial suyo y a; , .., a. son elementos
de A.

(ii) Ri, .., Ry son relaciones tanto del tipo £3 como del
tipo 15.

(iii) las operaciones f,, ..., f; (vistas como relaciones) también

son simultaneamente de los tipos I3 y IIY.

Sea K’ la clase de todas las estructuras. Por lo dicho K' es suficien-
te para determinar la l6gica de primer orden. K’ es una clase razonable-
mente simple: es numerable y sus estructuras son definibles a partir
de relaciones recursivas con la ayuda de tan sélo dos cuantificadores.
Asl, pues, si bien es cierto que la 16gica usual de primer orden esta
comprometida con la existencia de conjuntos infinitos, el hecho de que
K* sea suficiente para determinarla establece un limite bastante bajo

a la complejidad de los conjuntos requeridos.

6

Otro modo de calibrar el compromiso ontolGgico de una légica
es a través de una metateorfa minima que permita determinarla. Diga-
mos, pues, que una teorfa T es suficiente para determinar la l5gica
L si y s6lo si, usada como metateoria, T decide, para cada sentencia
0 del lenguaje de L, si 0 es una verdad l6gica o no lo es.

La teoria de conjuntos que mejor recoge nuestras intuiciones parece
ser la de Zermelo-Fraenkel (ZF) o la de ZF mas el axioma de eleccién
(ZFC). En ZF es demostrable el teorema de completud para la logica
de primer orden (como puede verse analizando, por ejemplo, la prueba
usual -debida a Henkin- de este teorema). Dado que estd determinado
si una foérmula es deducible o no lo es, épodemos concluir que ZF es

suficiente para determinar la légica de primer orden? Antes de respon-
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der, introduzcamos umn poco de precision.

Si es una sentencia cualquiera de primer orden, sea Val (o) la for-
mula del lenguaje de ZF que expresa de modo natural que es logica-
mente véalida. Con métodos que se remontan a Godel podemos mostrar

que
(7) © es logicamente valida si y solo si ZF .+ VaZ(a).

Pero esto no significa que ZF sea suficiente para determinar la lbgica
de primer orden. Que sea suficiente significa gqué, para cada sentencia

of

ZF Val (o) o ZF+ Vel (o),
16 cual, por (7), es equivalente a la conjuncion de

(8) si o es l6gicamente vélida, ZFk VaZ (o)
y de

(8") si 0 no es logicamente valida, ZFk= Wal (o).

Ahora bien, {8) se cumple, pero (8') no.

La razén de que (8') no se cumpla hay que buscarla en la indecibi-
lidad de la l6gica de primer orden; es decir, en el hecho de que el
conjunto de las verdades l6gicas de primer orden no es recursivo. Por
el teorema de completud, este conjunto es recursivamente enumerable.
Por otra parte, si (8') se cumpliera podrfamos concluir que el conjunto
de sentencias que no son légicamente validas también es recursivamente
enumerable. Pero ello implicaria (recordando que un conjunto es recursivo
si tanto &l como su complemento son recursivamente enumerables) la
decibilidad de la légica de primer orden.

Intentemos interpretar el incumplimiento de (8'). Si 0 es una sen-
tencia de primer orden, sea Den(0) la formula del lenguaje de ZF que
expresa de modo natural que o es deducible en el calculo.

Dado que en ZF es demostrable el teorema de completud tenemos

que, para toda sentencia de primer orden G,
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(9) ZF - (Dem(o) <+ Val (0)).

Asi, el hecho de que (8') no se cumpla significa que hay sentencias
de primer orden que no son_ deducibles en el calculo pero que, por asf
decir, ZF "no sabe que no son deducibles", o sea, sentencias o que
no son deducibles pero que ZF b "Wemr(0)., Ahora - bien, esto implica
que hay modelos de ZF en los cuales Dem(o) es verdadera. (Significa
esto que, en estos modelos, O es deducible? Naturalmente, no puede
significarlo, ya que ser deducible es poseer una deduccién (en un calculo
dado) y ser una deduccién (en un célculo dado) es una propiedad mani-
fiestamente absoluta: ser una deduccién es ser una sucesién finita de
formulas construida de acuerdo con ciertas reglas; y ser una sucesién
finita es estar en correspondencia con un segmento imicial (0, i, ...,
n) de la serie de los nlimeros naturales. Lo que ocurre es que en todo
modelo de ZF en que Dem(0) sea verdadera, su versiébn de la serie
de los nGmeros naturales serd anormal, no estard bien ordenada, poseera
segmentos iniciales infinitos; en un modelo tal habrad 'remedos' de deduc-
ciones de longitud infinita, y uno de estos 'remedos' serd testigo de
la verdad de Den(0).

Un modelo de ZF de este tipo, un modelo cuya versién de la
serie de los nlmeros naturales se corresponde tan mal con la serie
intuitiva, no es aceptable como universo de la metateoria. Sus objetos,
sus 'conjuntos' (pues ZF es una teoria de conjuntos) no corresponden
tampoco a nuestras intuiciones, ya que la "relacién de pertenencia"
establecida entre ellos no es bien fundada: hay sucesiones infinitas de
'conjuntos' a,, ai, @z, .., a,, .. tales que a, es un ‘'elemento' de 3o,
as lo es de a1, as lo es de a, y asl sucesivamente. Puesto que los
conjuntos decididamente no tienen esta propiedad, un modelo de ZF
de estas caracteristicas no puede ser un buen marco de referencia de
la metateoria; no es un verdadero 'universo conjuntista',

Aquellos modelos de ZF cuya versién de la serie de los niimeros
naturales constituye una réplica perfecta de la serie de los ndmeros
naturales intuitivos reciben el nombre de w-modelos. En los W-modelos,
conceptos tales como formula, regla de inferencia y deduccién se inter-
pretan como es debido; en particular, Dem{c) significa que hay una
deduccién de 0. Por tanto en ellos valdrd Dem(c) cuando, y sélo cuando,

0 sea realmente deducible. Llamemos ZF(®) a la teorfa de los W-modelos
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de ZF; asi, los teoremas de ZF(w) son las verdades comunes a todos
los w-modelos de ZF. Por lo dicho, (8) y (8') se cumplen si reemplaza-
mos ZF por ZF{w). Por consiguiente, ZF{w) es suficiente para determi-
nar la légica de primer orden.

La diferencia entre ZF y ZF(w) puede elucidarse como sigue:
ZF y ZF(w) son dos teorfas con los mismos axiomas conjuntistas, pero
con distinta l6gica subyacente. La incapacidad de ZF para determinar
la l6gica de primer orden radica en que el conjunto de teoremas de
7F es recursivamente enumerable; de ahi que cualquier extensién recursi-
va de los axiomas de ZF -por potente que sea su contenido- serd inefec-
tiva para tal determinacién si la l6gica subyacente -la logica que deter-
mina cudles son las consecuencias de estos axiomas- es la l6gica usual
de primer orden. ZF(w) no se obtiene, pues, ampliando el contenido
conjuntista de ZF; pero puede obtenerse formulando ZF en una l6gica
mas estricta. De hecho ZF(w) puede caracterizarse como el conjunto
de consecuencias en w-l6gica de los axiomas usuales de ZF. Con mucha
imprecision, estas consecuencias pueden obtenerse combinatoriamente
afadiendo a un calculo para la l6gica usual de primer orden alguna
version de la siguiente regla infinitaria de inferencia (la regla w):

A partir de las premisas

b(o), (1), W(2), vee, Wl

inferir

Vvlv ew > (v

ZF(w) es una teoria razonable como metateorfa. Todo argumento
a favor de la adecuacién de ZF a nuestras intuiciones se aplica también
a ZF{w). La razdén de no contentarnos con ZF es la imposibilidad de
caracterizar en primer orden la serie de los nlmeros naturales, sin
la cual no es posible siquiera definir adecuadamente el componente
sintactico de la légica. Por otra parte, si bien nuestras intuiciones sobre
los conjuntos no son del todo claras y distintas, esta falta de claridad
y distincién no alcanza a nuestra vision de la serie de los nimeros

naturales.
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7

Cuando pasamos a ocuparnos de la l6gica de segundo orden, L,,
y nos preguntamos por una clase de estructuras suficiente para determi-
narla, nos enfrentamos inmediatamente con una primera dificultad: la
relatividad de la relacién de satisfaccion. Si Q{es una estructura y
o es una sentencia de primer orden, queﬁ satisfaga o no a O depende
inicarmente de?l y de 0; es independiente de cu@l sea el entorno con-
juntista deQI. Esto no ocurre en logica de segundo orden. Si ¢ es una
sentencia de segundo orden, que msatisfaga 0 no a ¢ dependerd, ademés
de QIy de o, de que existan o no ciertos subconjuntos del dominio
de%; ciertas relaciones y operaciones en él, con ciertas propiedades.
Que existan o no puede depender del marco conjuntista en queQ‘esté
inmersa.

En vez de entornos o de marcos, hablaremos de undersos conjuntis
tas. Un universo conjuntista es, para empezar, un modelo de ZFC. Pero
no todo modelo de ZFC es un universo conjuntista. S6lo lo serdn aquellos
modelos en los que la relacién de pertenencia sea -como lo es la relacién
de pertenencia intuitiva- bien fundada, es decir, que no admita sucesiones
infinitas descendentes como las mencionadas en la seccibén anterior.
Nos referiremos a estos modelos como modelos bien fundados. Asi, un uni-
verso conjuntista es, por lo menos, un modelo bien fundado de ZFC.
En consecuencia, todo universo conjuntista es un w-modelo (pero no
a la inversa). Intuitivamente, un universo conjuntista pretende ser lo
que su nombre sugiere: una coleccién de conjuntos que satisface todos
los requisitos exigibles a 'z’ totalidad de los conjuntos?,

Para apreciar la dependencia de la lbégica de segundo orden del
universo conjuntista donde evaluamos si una estructura satisface o no
una formula, consideremos lo que ocurre en el caso de una estructura
familiar: El cuerpo de los nlimeros reales.

Pero antes observemos que las palabras 'el cuerpo de los nimeros
reales' que, presuntamente, son un nombre, una descripcién propia de
una estructura, pueden denotar estructuras distintas en distintos universos
conjuntistas. En otras :palabras, el término 'cuerpo de los nfimeros reales’
puede no ser absoluto entre universos conjuntistas. (Comparese esto
con el término 'conjunto de los nidmeros naturales', que tiene -salvo
isomorfismo- la misma denotacién en todo universo conjuntista). De

hecho, hay modelos bien fundados de ZFC, V y V¥ tales que V es un
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submodelo de V¥ y el conjunto de los reales en V es un subconjunto
propio del conjunto de los reales en V* (Esto es precisamente lo que
ocurre en el modelo de Cohen construido para violar el axioma de cons-
tructibilidad de Godel).

Llamemos R, al conjunto de los reales en V (es decir, Ry, es
la denotacién en V del nombre ‘el conjunto de los nlmeros reales')
y sea R; el conjunto de los niimeros reales de V*. (R, y R; estén
ambos en V , pero R, no estd en V). Sean, ademéas, Ry v R; los cuerpos
de los nGmeros reales en V y en V* respectivamente. Podemos hacernos

dos preguntas acerca de R, y de R;:

(1) tSatisfacen Ro y Ri las mismas sentencias de primer
orden?

(2) tSatisfacen Ro y Ri las mismas sentencias de segundo
orden?

La primera pregunta no es dificil de responder. Pero antes de
contestarla observemos que es una pregunta con pleno sentido, dado
el carécter absoluto de la relacion de satisfaccién entre estructuras
y sentencias de primer orden. Las sentencias de primer orden satisfechas
por Ry seran las mismas en cualquier universo conjuntista que albergue
a Ryo. En particular, Ro satisfard las mismas sentencias de primer orden
en V que en V* Pero V* contiene tanto a Rg como a Ri; asi, V es
un buen marco donde comparar Ro con R:.

Sea T la teorfa de primer orden de los cuerpos reales cerrados®. T
es el conjunto recursivo de sentencia de primer orden -que, por consi-
guiente, puede darse explicitamente, sin referencias a universos conjuntis-
tas-. Las propiedades que aqui nos interesan de T son: (i) es un teorema
de ZFC -y, por tanto, se cumple en todo universo conjuntista- que
el cuerpo de los reales satisface cada una de las sentencias de T, y
{ii) T es una teoria completa, es decir, para toda sentencia de primer
orden g en el lenguaje de T, o bien 0 estd en T o bien C esti en
T.

Por (i) y por definicibn de Ro, Ro satisface a T {en V, y, por
tanto, en V*). Andlogamente, Ry satisface a T (también en V ). Pero
entonces, por completud de T, Ro y R1 satisfacen exactamente las
mismas sentencias de primer orden (ya que el conjunto de sentencias

de primer orden satisfechas por Ro es precisamente T, y lo mismo
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sucede con Ri). Asi, la respuesta a la pregunta (1) es afirmativa.
Pasemos ahora a la segunda pregunta. Dado que las sentencias
de segundo orden satisfechas por Rg pueden diferir en los dos universos

Vy V*, (2) admite dos lecturas distintas. Pongamos:

To = conjunto de sentencias de segundo orden satisfechas por
Ro en V.

¥ - conjunto de sentencias de segundo orden satisfechas por
*
Ro en V',

$¥ . conjunto de sentencias de segundo orden satisfechas por
R, en V¥

Con esta notacidén, las dos preguntas son:

(2.a) ies Lo = L7

(2.5) ies To= I

Pero preguntémonos antes si g = ZB", pues de responder afirmativamente,
(2.a) y (2.b) se convierten en una Gnica pregunta.

La respuesta, sin embargo, es negativa: ILg #ZT;. He aqui una
razbn: Ry es, en V, un cuerpo completo, es decir, todo subconjunto
acotado superiormente (con respecto al orden del cuerpo) y que esté
en V posee una cota superior minima. Pero Ry no es completo en V
(de serlo, Ry serfa precisamente R:, ya que la propiedad de completud
caracteriza al cuerpo de los reales). Ahora bien, hay una sentencia
de segundo orden, vy, que es satisfecha por un cuerpo ordenado si y

s6lo s este cuerpo es completo. En consecuencia
%
Y € Lo, pero Yy ¢ I%.

P : *
Un argumento anédlogo sirve para mostrar que Lg # Z*l, pues, en

V¥ R; es completo pero Ry no; es decir,

Y € ZT, pero Y ¢ ZT;.

Por tanto, la respuesta a (2.b) es negativa: Ry y R1 no satisfacen las mis-
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*
mas sentencias de segundo orden en V',
Nos queda por contestar {2.a). El interés logico de esta pregunta

es superior al de (2.b). (2.a) puede reformularse {y generalizarse) asT:

tsatisfacen los correspondientes cuerpos de los nimeros reales
en los distintos universos conjuntistas las mismas sentencias de

segundo orden?

La pregunta es importante porque el cuerpo de los reales es carac-
terizable (en cada universo conjuntista) mediante una (la misma) sentencia
de segundo orden. Los reales constituyen, en cada universo conjuntista,
el Gnico (salvo isomorfismo) cuerpo ordenado completo. Ahora bien,
como ya hemos mencionado, la propiedad de ser un cuerpo ordenado
completo puede expresarse en segundo orden. Sea § una sentencia que
lo exprese. 6 es, pues, categénica, es decir, posee -en cada universo
conjuntista- un fnico modelo salvo isomorfismo.

De la categoricidad se suele concluir la completud: Si o es una
sentencia de segundo orden en el lenguaje de &, entonces o bien o o
bien =a es consecuencia de &. El argumento es breve: R, el cuerpo
de los reales, es, salvo isomorfismo, el @inico modelo de 6. Ahora bien,
o es verdadera en R o no lo es. Sia es verdadera en R, entonces -dado
que estructuras isomorfas satisfacen las mismas sentencias de segundo
orden-  es verdadera en fodos los modelos de §; es decir, @ es conse-
cuencia de §. Si, por el contrario, @ no es verdadera en R, =a lo es.
Pero entonces =c es verdadera en todos los modelos de § y, por tanto,
<0 es consecuencia de 8. § es, pues, completa.

La aseveracion de la completud de § puede hacerse con otras
palabras, diciendo que el conjunto de consecuencias de § es precisamente
el conjunto de las sentencias satisfechas en el cuerpo de los reales.
Asf, las dos condiciones siguientes son equivalentes para toda sentencia

o de segundo orden:
a es verdadera en el cuerpo de los reales
a es consecuencia de ¢

De este modo, (2.a) se manifiesta como una pregunta puramente lbgica,
en cuanto atafie Ginicamente a la relacién de consecuencia.

. . *

tPodemos concluir, entonces, que L, = Iy, ya que 'tanto £, como

* . .
%, son el conjunto de consecuencias de §'? Naturalmente, no podemos
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concluirlo {por lo menos, no podemos mediante el esbozo de argumento
entre comillas), ya que la relatividad de la relacion de satisfaccién
se filtra hasta alcanzar la relacién de consecuencia (y, con ella, a la
nocién de validez lbgica). Hablar de consecuencia o de verdad 16gica
en segundo orden no tiene propiamente sentido més que relativizando
el discurso (explicita o implicitamente) a un universo conjuntista. Por
mas que Lo Y ZT respondan -en V y en Vz'< respectivamente- al mismo
nombre de 'conjunto de consecuencias de §', es perfectam=nte posible
que Lo Y ZT sean distintos. Lo serfn, por ejemplo, si en V vale la hip6-
tesis del continuo y en V no (pero no sélo en este caso).

Quiza valga la pena insistir en que en la logica de primer orden
la situacién es totalmente distinta. Si § es una sentencia .completa de pri-
men onden les decir, si para toda sentencia ade paimen oaden o bien @ o
bien -a es consecuencia de o) y si Q‘es un modelo de 0 en el universo
conjuntista V y si % es otro modelo de ¢ en el universo conjuntista V¥,
entonces -por distintos que sean?ll y ?B y Vy V¥ Jos conjuntos de
sentencias satisfechas por QIy por % {en V y en V¥ respectivamente)
coinciden.

He aqui una fltima manifestacion de la relatividad de la lbgica
de segundo orden. Si -continuando con la notacién anterior- I, # o,
entonces L, no es satisfacible en V* (ni I; es satisfacible en V); es
decir, no hay en V*ninguna estructura que satisfaga (en V¥*) todas las
sentencias de I, (ni ninguna estructura en V que satisfaga todas las
sentencias de Z;k). La razdon es simple: si es una estructura de V*
que satisface I,, entonces, dado que para toda sentencia a, o bien
o€ Zy o bien ma e Iy Iy es el conjunto de todas las sentencias de
segundo orden verdaderas. en QI Por otra parte, dado que § € Zg ¥
que & caracteriza el cuerpo de los reales en cualquier universo conjuntis-
ta, Q‘ es isomorfa a R; . Pero entonces, Iy = Z)lk, por definicion de

5y

8
Las reflexiones hechas en el apartado anterior ponen de manifiesto
cuan sensible es la logica de segundo orden al universo conjuntista que
tomamos como marco. Y no tanto por la posible ausencia o presencia
de distintos tipos de estructuras en distintos universos, sino sobre todo

por la relatividad de la relaciébn de satisfaccién y, con ella, de la rela-
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cién de consecuencia y de la nocién de validez logica. Hemos visto
que la logica de segundo orden no es absoluta. Las preguntas: Les
consecuencia de o? o ées B légicamente véalida? (donde o, 0 y B son
sentencias de segundo orden) pueden no admitir respuesta mientras no
se fije, por lo menos parcialmente, un universo conjuntista donde evaluar
la relacion de satisfacciéon. {Pero, ¢como ‘fijar', aunque sea parcialmente,
un universo conjuntista?).

No debemos identificar la relatividad de la relacién de satisfaccién
con la de la relacién de consecuencia, si bien en légica de segundo
orden ambas relaciones sean relativas. Es posible que la relacion de
satisfaccién no sea absoluta pero que si lo sea la relacion de consecuen-
cia y, por tanto, la nocién de validez 16gica. Hay lenguajes cuyo conjunto
de verdades lbgicas es el mismo en todos los universos conjuntistas
y, sin embargo, una misma estructura puede satisfacer una sentencia
en un universo y no satisfacerla en otro. Este es el caso de la logica
L(Q), cuyos simbolos 16gicos son los propios de primer orden més el
cuantificador Q. Q es el cuantificador de no-numerabilidad; mé&s precisa-
mente, una estructura Ql con dominio A satisfara la férmula Qxy(x)
si v sblo sT el conjunto de elementos de A que satisfacen Y es no nume-
rable. (Asi, Q‘ satisface Qx(x=x) si y sbélo sI A es no numerable,' Y,
por ejemplo, la sentencia Qx(pxv Rx) » (QxPx\; QxRx) es logicamente
vélida). De que un mismo conjunto pueda ser numerable en un universo
y no serlo en otro se sigue que la relacion de satisfacciébn para senten-
cias de L(Q) no es absoluta. Pero hay un calculo deductivo completo
para L{Q)®, de modo que el conjunto de sentencias l6gicamente vélidas
de L(Q) es el mismo que el de sentencias deducibles en el célculo y
es, por tanto, absoluto: una sentencia de L{Q) es l&gicamente valida
en un universo conjuntista si y sbdlo si lo es en todos. (Dado que el
teorema de completud para _L(Q) es demostrable en ZFC, las nociones
de validez ldgica y de consecuencia légica para L{Q) son absolutas ya
entre w-modelos de ZFC).

Pero incluso en el caso de la lbégica de segundo orden es posible
en principio, v a pesar de la relatividad de la relacién de satisfaccion,
hacer absolutas las nociones de consecuencia y de validez l6gica por
el procedimiento de restringir la gama de universos conjuntistas acepta-
bles. Porque si 0 es una sentencia cuya validez l6gica no es absoluta,

entonces O distingue dos tipos de universos: aquellos, todas cuyas estruc-
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turas satisfacen y los demaés. Si decidimos -por las razones que fueren-
que todo universo conjuntista debe ser del primer tipo, entonces O seré
(absolutamente) una verdad l6égica. Si decidimos que todo universo conjun-
tista debe ser del segundo tipo, entonces (también con carécter absoluto)
g no serd una verdad logica.

Tomar una decisiébn de este tipo {o quizd un clGmulo de ellas en
algunos casos) es esencialmente ampliar nuestra teoria de conjuntos
(la que ejerce la metateorfa) afadiéndole nuevos axiomas. Hay, por
ejemplo, una sentencia cuya validez l6gica es equivalente a la hipdtesis
del continuo. Por tanto, en este caso, restringirse a universos que hemos
llamado del primer tipo es lo mismo que aceptar la hipbtesis del continuo
como axioma de nuestra metateoria. Este ejemplo no es un caso excep-
cional; todo lo contrario. Para cada sentencia de segundo orden o hay
un enunciado del lenguaje conjuntista, E(o), tal que: o serd ldgicamente
valida (absolutamente) si y s6lo si Elo) es un axioma (o un teorema)
de la metateoria subyacente; y o serd (absolutamente) no légicamente
valida si y solo s la negacién de Eflo) es un axioma (o un teorema)
de la metateoria.

Desde esta perspectiva, preguntarse por condiciones bajo las cuales
la nocién de verdad légica (y, con ella, la relacion de consecuencia)
en légica de segundo orden sea absoluta es preguntarse por los axiomas
de una teoria de conjuntos que, para cada sentencia ¢ de segundo orden,
tenga como consecuencia o bien E(0) o bien la negacién de E(0); es
preguntarse, en fin, por el contenido de una metateoria suficiente para
determinar la légica de segundo orden,

Una metateoria tal debe ser mucho més potente, mucho mas rica
en contenido conjuntista, que ZFC. Un ejemplo del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver lo constituye el problema del continuo:
i,Cuél es la cardinalidad del conjunto de los reales? Una de las respues-
tas viene dada por la ya mencionada hip6tesis del continuo: hay Xa
reales., Si la metateoria niega la hipotesis del continuo (de acuerdo
con el sentir mayoritario de quienes se ocupan en teoria de conjuntos)
debe tomar partido, al menos parcialmente, acerca de otras hipGtesis
alternativas., En particular, para cada entero n>1 debe decidir si la
cardinalidad del conjunto de reales es o no es Xy, ya que para cada
n >1 hay una sentencia de segundo orden cuya validez l6gica es equiva-

lente a que la cardinalidad del continuo sea X,. (También hay una sen-
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tencia cuya validez logica es equivalente a la hipltesis generalizada
del continuo, es decir, a la hipdtesis de que, ‘para cada cardinal infinito

“ es el cardinal sucesor de «. Este es, pues, otro problema a que

K, 2
una metateorfa suficiente para determinar la l6gica de segundo orden
debe dar respuesta).

Hay muchos otros problemas relacionados con el continuo, todos
ellos insolubles en ZFC y que, sin embargo, estan asociados a la validez
l6gica de sentencias de segundo orden. He aqui dos de larga tradicién,
uno debido a Suslin (1920) y otro debido a Ulam (1930). El primero
tiene que ver con la caracterizaciéon de Cantor del orden de los reales.
Este es, salvo isomorfismo, el Gnico orden (1) denso y sin extremos,
(2) completo (todo subconjunto acotado tiene una cota superior minima)
y (3) separable (posee un subconjunto denso numerable). Una consecuencia
de (3} es (3"): toda coleccién de intervalos disjuntos es finita o numera-
ble. El problema de Suslin es: ¢Constituyen (1), (2) y {3') una caracteri-
zacidén de los reales? El problema de Ulam es determinar si hay o no
hay una medida no trivial definida para cada conjunto de reales (una
medida, naturalmente, que asigne valor cero a cada conjunto finito).

Estas son s6lo una muestra de un gran nGmero de cuestiones que
podriamos calificar de estwcturales que una teorfa debe decidir para
ser capaz de determinar la l6gica de segundo orden. Pero hay también
otro tipo de problemas, problemas de aleance, ante los que la metateoria
debe también pronunciarse. Tipicos problemas de alcance son los que
hacen referencia a la existencia o inexistencia de ciertos cardinales
llamados grandes. Voy a limitarme a mencionar tres tipos de cardinales
tales: inaccesibles, débilmente compactos y medibles. La situacién es
la siguiente. Hay sentencias de segundo orden, o, Oz, U3, éuya validez
l6gica es equivalente a la inexistencia de cardinales inaccesibles, débil-

mente compactos y medibles, respectivamente.

9
Hemos visto que para poder determinar la ldgica de segundo orden
la metateoria debe dar respuesta a un gran ndmero de preguntas sobre
conjuntos, respuesta que en muchos casos es independiente de nuestros
conocimientos e intuiciones actuales.
Pero, ées razonable pedir que la metateoria tome tantas decisiones

con el fin de determinar la 16gica? O, visto desde el otro extremo,
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ies razonable que la logica esté tan comprometida ontoldgicamente
que requiera una metateorfa tan potente para su determinacién? Quisiera
argumentar que no es razonable.

En primer lugar, no es razonable que, para determinar la l&gica,
debamos tomar decisiones metatedricas sobre cuya bondad nada sabemos
(excepto, quizd, que son consistentes). Y no lo es porque, al hacerlo,
las verdades logicas pierden ese caracter de necesidad que siempre
asociamos con ellas, se vuelven -por lo menos algunas- arbitrarias, Si
nuestros conocimientos e intuiciones nada nos dicen, por ejemplo, sobre
la existencia de rectas de Suslin’, ino es totalmente contrario a nuestra
idea de lo que la ldogica es que, si decidimos que hay rectas de Suslin,
su existencia adquiere inmediatamente el carfcter de necesidad l6gica?

En segundo lugar, y continuando con lo anterior, no es razonable
que debamos tomar tantas decisiones porque, de hecho, hay muchos
modelos bien fundados de ZFC, muchos universos conjuntistas, que no
violan nuestras intuiciones sobre conjuntos. Propiamente, al considerarlos
como universos conjuntistas, estamos admitiendo que cualquiera de estos
modelos puede perfectamente constituir la totalidad estructurada de
los conjuntos. Ahora bien, al tomar decisiones metatedricas adicionales
-necesarias para determinar la légica- rechazamos arbitrariamente unos
y otros universos. Nuevamente, con ello parece violarse el requisito
basico de que las verdades légicas son verdades necesarias.

En tercer lugar, no es razonable que debamos tomar tantas decisio-
nes para determinar la l6gica porque la l6gica es un instrumento para
obtener inferencias, para concluir a partir de premisas, para sacar conse-
cuencias de ciertos supuestos. Ahora bien, al tomar decisiones metate6ri-
cas para determinar la l6gica de segundo orden, estamos limitando el
campo de aplicacién de ésta. La l6gica asl determinada serd inaplicable
al ambito de problemas cuya solucién se requiere para su determinacién.
Veadmoslo con un ejemplo. Ya hemos mencionado que la cardinalidad
del continuo es un problema cuya solucién, por lo menos parcial, es
necesaria para determinar la légica de segundo orden. Supongamos que,
para determinarla, admitimos en nuestra metateoria la hipdtesis del
continuo, Asi, aquellas sentencias cuya validez l6gica es equivalente
a la hipbtesis del continuo pasar@n a ser l6gicamente véalidas. Pero

esta logica, manifiestamente, serd totalmente inGtil para estudiar el
problema del continuo; si formalizamos la teorfa de conjuntos en esta
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l6gica determinada de segundo orden, la negacién de la hipGtesis del
continuo tendrd consecuencias contradictorias. En otras palabras, la
hipétesis del continuo ser@ consecuencia de los axiomas de la teoria
de conjuntos.

Una l6gica indeterminada sblo aparentemente es una lbgica; en
realidad, es poco mas que un lenguaje. Su relacion de consecuencia
sblo estd parcialmente fijada. Una l6gica tal no es apta para argumentar,
para conducir inferencias. Preguntada acerca de la correccién de un
argumento, de la bondad de una inferencia, la l6gica no responde, por
més que argumento e inferencia estén formulados en su lenguaje.

Pero hemos visto que es irrazonable pedir la determinacién de
la l6gica de segundo orden, sobre todo porque esta determinacién implica
discriminar unos u otros universos conjuntistas. Cada posible determina-
cién de la l6gica de segundo orden nos parece arbitraria, y nos lo parece
porque no tenemos razones para separar la gran variedad de universos
entre aceptables e inaceptables.. Tampoco queremos hacerlo, para no
encontrarnos con una logica, determinada, si, pero realmente inaplicable.

Ahora bien, hay una manera natural de entender la l6gica de segun-
do orden que elude el dilema de extrema indeterminacién o determinacion
arbitraria. Verdad logica es verdad en todas las estructuras; pero una
estructura lo es en un universo conjuntista, Explicitemos, pues el universo,

U, y definamos:

O es vilida en U si y sblo sT 0 es satisfecha en todas las estructu-

ras de U.

Intuitivamente, una verdad légica lo es no s6lo en un universo conjuntista

dado, sino en cualquier universo conjuntista posible. Asi, definimos:

0 es lbgicamente vélida si y sblo sT ¢ es véalida en todo universo

conjuntista,

Antes de continuar, hagamos tres observaciones:

(1) La definicién usual de verdad l6gica rezarfa, en estos términos,
como sigue: "o es logicamente valida si y sblo s ¢ es valida en e/ univer-

so neal  (desconocido)".
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(2) Esta nueva definicién de verdad légica corresponde, naturalmen-
te, a una nueva definicién de consecuencia: o es consecuencia de I
si v solo si, en todo universo conjuntista U, toda estructura que, en

U, satisfaga 7 satisfara también g.

(3) Por lo que respecta a la logica usual de primer orden, esta
nueva definicién de verdad légica es coextensiva con la usual.

Esta reinterpretacién de la nocidén de verdad logica y de la relacion
de consecuencia tiene algunas ventajas sobre la usual en lo que respecta
a la logica de segundo orden. En primer lugar, la indeterminacion de
esta légica se reduce en gran manera, y lo hace precisamente en aque-
llos casos donde decidir sobre la validez de una sentencia ('validez'
en el sentido usual) comportaba una eleccién arbitraria o insuficientemen-
te justificada. Asi, por ejemplo, aquellas sentencias cuya validez légica
era equivalente a la existencia de rectas de Suslinp o a la hipdtesis
del continuo, o a la existencia de cardinales medibles no son verdades
légicas, y no lo son porque hay universos conjuntistas en los que no
son validas.

Por otra parte, las verdades légicas de segundo orden poseen,
asi entendidas, el caracter de necesidad que se asocia a toda verdad
16gica: necesidad como verdad en todo mundo posible. Una verdad légica
no es simplemente una sentencia verdadera en todas las extructuras
que existen en un universo conjuntista privilegiado; es, méas bien, una
sentencia verdadera en todas las estructuras que puedan existir en todo
universo conjuntista concebible,

Finalmente, con la nueva interpretacién de la relacién de conse-
cuencia, la logica de segundo orden puede cumplir perfectamente el
papel de logica subyacente a la teorfa de conjuntos, ya que, a pesar
de su mayor determinacidén, no da por resueltos -ni explicita ni implici-

tamente- problemas conjuntistas que no lo estéan.

NOTAS

1 Ver, por ejemplo, [3], Teorema X, 5.4, pag. 163

2 yer [4], Tecrema 35, pag. 394.

3 De todos modos, a partir de ahora, donde diga "modelo conjuntista"

puede leerse "modeloc bien fundadec de ZFC" (o, incluso, "W-modelo
de 2FC™).
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% Es decir, V ¢ \/*y la relacidn de pertenencia en V es la restriccidn
a VU de la relacion de pertenencia en V .

5 yer por ejemplo, (5], pag. 87
6 \er, por ejemplo, [1], Teorema 6.2., pég. 280,
7 Una recta de Suslin es un orden denso sin extremos, completo vy

tal que toda coleccidn de intervalos disjuntos es a lo sumo numera-
ble, pero no isomorfo alorden de los reales.
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