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0. INTRODUCCION

Este trabajo tiene por objetivo demostrar la equivalencia entre
el concepto de operador de consecuencia de Tarski, de naturaleza pura-
mente légica, con el de preorden, de naturaleza algebraica, sin mas
que exigir que exista una operacién binaria "y" sobre el conjunto, de
forma que sea un infimo respecto al preorden y que sea coherente

respecto al operador.

1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

Un preorden sobre un conjunto X es una relacioén binaria "R"
sobre dicho conjunto, que verifique las propiedades

i} Reflexiva: aRa Va e X

ii) Transitiva: aRb y bRc =2 aRc, Va, b, c e X,

Diremos que i € X es un infimo del par no ordenado formado
por a, b e X si se verifica k

i) iRa e iRb

ii) Si es cRa y es cRb, entonces es cRi; Vc e X.

Es inmediato que si i e i"son dos infimos para a y b, entonces
es iRi"y es i" Ri. Adem&s, si es i un infimo para a, b y es i"un infimo
para a”, b”, entonces

aRa” 'y bDRDb™ implica que iRil

Una operaci(’)h binaria, asociativa y conmutativa, ".", sobre X,
se dice una operacién "y" respecto a R, si se verifica

Va, b e X; a.b es un infimo de a, b.
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A un par (X,R) donde X es un conjunto cualquiera y R es un
preorden sobre X, lo llamaremos un conjunto preordenado.

A una terna (X,R,.} donde (X,R) es un conjunto preordenado y
"." es una operacién "y" respecto a R, lo llamaremos un conjunto y-pre-

ordenado.

Un morfismo entre dos conjuntos preordenados, (X,R) e (Y,S) es
una aplicacién f de X en Y verificando

Si es aRb, entonces es f(a)Sf(b)

Evidentemente los conjuntos preordenados con estos morfismos
forman una categorfa que, denotaremos CP, donde la composicién es
la composicién de las aplicaciones y las identidades son las aplicaciones
identidad,

Un morfismo entre dos conjuntos y-preordenados, (X,R,.) e (Y,S,:),
es una aplicacién f de X en Y tal que f es un morfismo de conjuntos

preordenados, y ademés f(a.b) es un infimo de {f(a), f(b)}.

Evidentemente, los conjuntos y-preordenados, con estos morfismos,
forman una categoria, que denotaremos CYP, donde la composicidn
es la composicién de aplicaciones y las identidades son las aplicaciones
identidad.

Un operador de consecuencia de Tarski sobre un conjunto X es
una aplicacién C, del conjunto de las partes del conjunto X en si mismo
de forma que:

i) VAEC X sea A S C(A)

i) Si es A € B € X, entonces sea C(A) C(B).

i) ¥ A € X, sea C(C(A)) = C(A).

Se dice que verifica la condicién de compacidad, si

iv) ¥x e C(A), 3B € A finito tal que x e C(B).

Dada una operacién binaria asociativa y conmutativa "." definida
sobre X, se dice que es y-compatible con C si se verifica

a)SiesaeCB)yesbe C(B), es a.b e C(B).

b) a e C ({ab}) y b e C ({a.b}), para cualesquiera a, b e X.

A un par (X,C) donde C es un operador de consecuencia de Tarski

sobre X, lo llamaremos una estructura de consecuencias.
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A una terna (X,C,.) donde (X,C) es una estructura de consecuen-
cias, C verifica la condicién de compacidad y , "." es una operacidn

compatible con C, lo llamaremos una estructura de y-consecuencias.

Un morfismo entre dos estructuras de consecuencias (X,C) e (Y,CJ,
es una aplicacién f de X en Y de manera que
f(C(A)) € C(f(A), VA & X,

esto es, lleve consecuencias en consecuencias.

Es evidente que las estructuras de consecuencias con estos mor-
fismos forman una categorfa, que denotaremos EC, donde la composicion
coincide con la composcidén de aplicaciones y en donde las identidades

son la aplicaci6én identidad.

Un morfismo entre dos estructuras de y-consecuencias es un mor-
fismo de estructuras de consecuencias que respete la operacién. Con
esta definicién de morfismo, las estructuras de y-consecuencias forman

una categoria que denotaremos EYC,

2. RELACION ENTRE PREORDENES Y OPERADORES DE CONSE-
CUENCIAS

TEOREMA 2.1. Sea X un conjunto y sea R un preorden sobre X. La
aplicacién de partes de X en si mismo, Cr, definida por
Cr(A) ={ xe X/ 3Jae A tal que aRx }

es un operador de consecuencia de Tarski.

En efecto.
A partir de la definicién de Cr se sigue de manera obvia que A
Cr y que si son A B, entonces Cr(A) Cr(B). Aplicando este
dltimo resultado obtenemos que Cr(A) Cl_ (CI(A)). Si x e Cl_ (Cr(A)),
entonces :
3b e Cr(A) tal que bRx luego
Ja e A tal que aRb y bRx

y aplicando la propiedad transitiva llegamos a que x € Cr(A)"

TEOREMA 2.2. Sea X un conjunto, y sea C un operador de consecuencia
de Tarski sobre X. Entonces la relacién binaria RC definidad por
aRcb si y s6lo si b e C(a)

es un preorden sobre X.
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En efecto.
La propiedad reflexiva es inmediata a partir de A & C(A). Por otra

parte si son aRCx y xRCb, entonces x e Cla) y b e Cix), luego

b e C(C(a)) = C(a) y, en consecuencia aRCb.l

TEOREMA 2.3. Sea X un conjunto y sea R un preorden sobre X. Enton-

ces R = R.
c
T
En efecto.

Es aRC b cuando y sblo cuando es b e Cr(a), y esto a su vez ocurre

si y s6fo si es aRb.m

Observese que si partimos de un operador de Tarski C, no necesa-
riamente se da que Cr = C, puesto que no toda consecuencia de un
conjunto tiene por qué®ser consecuencia de un solo elemento del conjun-
to. Lo que si es normal exigir, es que toda consecuencia de un conjunto
sea consecuencia de un subconjunto finito suyo {ya que el ser humano
s6lo puede razonar con un conjunto finito de premisas), lo cual se tra-
duce en que C verifique la condicién de compacidad respecto de la

yuxtaposicion. Esto motiva el siguiente teorema.

TEOREMA 2.4. Sea (X,R,.) un infimo semireticulo. Entonces, la aplica-
cién de partes de X en s mismo C;, definida por
C;(A) ={ xeX 3a;,az,..,8_ € A tal que aj.az. .a Rx }

verifica que (X,C,.) es una estructura de y-consecuencias.

En efecto.
Por la propiedad reflexiva de R, se deduce que A © C;(A), ademas,
si son A€ B, entonces es evidente por la definicién de C; que es
C;(A) = C;(B). Sélo resta demostrar que C” (C;(A)) = Cl’_(A). Sea X

e C; (C;(A)), entonces
abl,bz,...,bm e C:_(A) tal que bl.bz....me x
Para cada i = 1,2,...,n
3b',b',b" © A tal que bbb’ R b
luego * +
bll.blz...blnl.bz1.b22...b2n2....bm1,bm2,....,bm R x

n
y por tanto x e C;(A). "

Es claro que C]’__ es  y-compatible con la operacion ".", y que verifica

la condicién de compacidad por su propia definicidn.m
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LEMA 2.5. Sea (X,C,.) una estructura de y-consecuencias. Entonces
para cualesquiera al,a’z,...,an e X se cumple

\C( {31,32,---,an} ) = C( {81.82. .an} )

En efecto.
Por la parte a) de la propiedad de ser y-compatible, esta
{ay,az2,00a } = Clay.az...a ), asi
C({al,az,...,an}) c C(C(a'l.az...an)) = C(al.az...an).
Reciprocamente, por la condicién b) 21.8z...2_ € C({al,az,...,an}) y
por tanto es C(al.az...an) EC({al,az,...,an}).-
TEOREMA 2.6: Sea (X,C,.) una estructura de y-consecuencias. Entonces,

(X,RC,.) es un infimo semireticulo.

En efecto.
Como a € Cl{a,b}) y b e Cl{a,b}), a e C{{a.b}} y b e C{{a.b}), asi
es a.bRCa y es a.bRCb. Por otra parte, si es dRCa y es dRCb,
serd a e C{{d}) vy b e C({{d}), luego serd a.b e Cl{{d})) y asi dRc(a.b).-

TEOREMA 2.7. Sea (X,R,.) un infimo semireticulo.

Entonces, RC, = R,
T
En efecto.

aRc,b si y s6lo si b e C;(a), y esto ocurre cuando y sb6lo cuando aRb,

n) n)

puesrto que a.a. .aRa y aRa.a. .8, 8

TEOREMA 2.8. Sea (X,C,.) una y-estructura de consecuencias.
Entonces, C; = C,
En efecto.
Sea x € X, X € C; (A) si y sblo si Elbl,bz,...,bm e A, tal que bi.b;
...mecx , es decir; x € C({bl.bz...bm}), pero como
C({bl,bz,...,bn']}) = C({bl.bz...bm})
esto ocurre cuando y sélo cuando x e C(A) (por verificar C la condicién

de comp acidad respecto a ".").=m

TEOREMA 2.9. Sean (X,R) e (Y,R) dos conjuntos preordenados. Sea
f una aplicacién de X en Y. Si f es un morfismo de conjuntos preor-
denados, entonces es un morfismo de estructuras de consecuencias entre
(X,Cl_) e (Y,Cr).

En- efecto.
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Sea f(Cr(A)), entonces Iy e Cr(A) tal que f(y) = x, asf serad aRy
para algin a e A, luego serd f(a)Rf(y) y, en consecuencia es x = f(y)
e C{f(A)).m

i

TEOREMA 2.10. Sean (X,R,.) e (Y,X,.) dos infimo-semireticulo. Sea
f un morfismo entre ellos. Entonces f es un morfismo de estructuras

de y-consecuencias entre (X,C;,.) e (Y,C;,.).

En efecto.
Ya sabemos que preserva la operacién, sblo falta pues demostrar que
es un morfismo de operadores de consecuencia. Si es x e f(C;(A)),
3b1,b2,...bm e A tal que bl.bz...mey con F(y) = x, luego f(b,)
f(bz) .. f(bm)Sf(y), asi x = f(y) e C;(f(A)).-

TEOREMA 2.11. Sean (X,C) e (Y,D) dos estructuras de consecuencias.
Sea f un morfismo entre ambas. Entonces f es un morfismo de conjuntos

preordenados entre (X,RC) e (Y,Rd).

En efecto. : .
Si es aRcb, entonces b e C({a}), luego f(b) e D({f(a)}), asi es f(a)Rdf(b).-

TEOREMA 2.12. Sean (X,C,.) e (Y,D,:) deos estructuras de y-consecuen-
cias, y sea f un morfismo entre ellas. Entonces f es un morfismo de

infimo-semireticulos (X,RC,.) e (Y,Rd,:).

En efecto.
Como a,b e C({a.b}), tenemos que f(a), f(b) e D({fla.b)}), luego
f(a) : f(b) e D({f(a.b)}). Como a.b e C{{a,b}),
f(a.b) e D({f(a),f(b)}) = D({f(a) : f(b)}). Asi f(a.b)R S = fb) y
(f(a) : f(b))Rdf(a.b), luego f(a.b) es un infimo de f(a) : f(b).m

Podemos resumir todo el trabajo en los dos siguientes teoremas,

cuya demostracion ha sido el objetivo buscado:

TEOREMA 2.13. El funtor entre CP y EC dado por la correspondecia
entre los objetos )

(X,R) — (X,C))
y la identidad sobre los morfismos es un monomorfismo de categorias,
cuyo funtor {épim-orfismo) inverso viene dado por

(X,C) —= (X,R )

sobre los objetos, y la identidad sobre los morfismos.
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TEOREMA 2.14. El funtor entre CYP y EYP dado por la correspondencia
entre los objetos

(X,R,s) — (X,C;,.)
y la identidad sobre los morfismos es un isomorfismo de categorias,
cuyo inverso viene dado por

(X,C.) —> (X,R )

sobre los objetos, y la identidad sobre los morfismos.
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