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ABSTRACT

It is a well known fact that the finite products of
Hintikka-Fraissé types for sentences of quantifier rank n
give rise to the set of atoms of a finite boolean algebra. In
this paper we consider the class of (Lww)t-types
introduced in [4], which caracterizes in a pure topological
way the (Lww)i-equivalence for T; spaces. We defirr]\e for
every nonempty family <aj>| of n-types a product x aj in
such a way that if <Aj>jis a family of T; spaces, X|Aj
denotes its product with the box topology and (aj}j € XjAj
we have that if rt]he n-type of ajis aj (ie 1), then the n-
type of (aj)] is X| aj. We then prove that, for every n 2 1,
it is possible to define a lineal order <" on the set of
satisfiable n-types such that, for every nonempty farﬂily
<oj>| of satisfiable n-types and every J C |, we have x; o
S“xl oj. We also prove that these results for Ziegler's types
can be generalized, if we consider the class of (Ly,e)t-
types introduced in [6], which permits to characterize the
(Lw,w)t-equivalence for a wide class of T spaces.

§0. Introduccién

El objetivo de la teoria de modelos topolégicos es el estudio de las estructuras
topolégicas utilizando lenguajes formales. Una estructura topoldgica es un par
(A,s) donde A es una estructura algebraica en el sentido usual y ¢ es la clase de
abierios de una fopologia sobre el universo de A. El lenguaje topolégico de primer
orden (Lyw)t se obtiene a partir del lenguaje de primer orden clasico Ly,
afiadiendo el simbolo de pertenencia € y variables de conjunio X, Y, .... El lenguaje
(Lww)t s€ obtiene a partir de las férmulas y reglas de Ly, tomando como nuevas
férmulas atémicas a todas las expresiones de la format € X donde t es un término y
X es una variable de conjunto, v afiadiendo las dos siguientes reglas de formacion:
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(ii) Si t es un término y y es una férmula positiva en X, entonces vX (te X —
p) es una férmula.

El que una formula ¢ sea positiva (respect. negativa) en una variable de conjunto X
significa que si consideramos a y escrita en forma normal negada, es decir, de tal
forma que el simbolo de negacion interviene Unicamente delante de férmulas
atomicas, entonces toda interpretacion libre de X en ¢ es de la forma t € X, donde t
€ X no esta precedida por el simbolo de negacion (respect. es de la forma —(t X)).
Intuitivamente, las cuantificaciones sobre conjunios en (Lye)t son cuantificaciones
sobre entornos suficientemente pequefios de un punto. Cuando una férmula p de
(Low)t se interpreta en una estructura topoldgica (A,s), las variables de conjunto
de y varian sobre los abiertos de ¢.

Se demuestra en [4] que el lenguaje (Ly)t verifica los teoremas de
compacidad, completitud y Loéwenheim-Skolem para la clase de estructuras
topolégicas, y que en muchas ocasiones es posible dar un tratamiento paralelo a la
teoria de modelos clasica y a la teoria de modelos topolégicos. La propiedad crucial
que verifican las férmulas de este lenguaje es que son invariantes. Es decir, para
saber si una sentencia y de (Ly)t se cumple en una estructura topolégica (A,s) no
hace falta considerar todos los abiertos de o, sino que basta con tomar la clase de
abiertos de una cualquiera de sus bases. La nocién de propiedad invariante es muy
utilizada en consideraciones topolégicas. Por ejemplo, para saber si un espacio
topoldgico es Hausdorff, es suficiente comprobar si, fijada una base cualquiera, dos
puntos distintos del espacio tienen entornos dosjuntos de dicha base.

De manera paralela a como se hace en el contexto clasico, se introducen a partir
de (Lww)t los lenguajes topolégicos infinitarios. El lenguaje (Lo w)t, Que serd
estudiado en el presente trabajo, se define entonces a partir de las férmulas y
reglas de Ly, afiadiendo la siguiente regla de formacién:

"Si £ es un conjunto numerable de férmulas, v y AZ son férmulas”.

En los dltimos afios se han realizado diversos trabajos en los que se estudia el
poder de expresién de los lenguajes topolégicos para espacios T (es decir,
regulares y Hausdorff). La referencia [3] es un trabajo de recopilacién sobre
dichos resultados.

Todos los espacios que consideremos en este trabajo son espacios T, los cuales
son denotados por A, B, ... . El simbolo | denotara siempre un conjunto de indices no
vacio. Si <Aj>| es una familia de espacios T,, denotaremos por X)Aj al producio de los
espacios Aj con la topologia-caja.
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Consideraremos la clase de los (L )i-tipos introducida por Ziegler en [4],
que permite caracterizar la (Lyew)i-equivalencia para espacios Ts. Demostiraremos
algunos resultados de preservacion para productos de espacios T3 con la topologia
‘caja. Definiremos, para todo n 2 1, una funcion xN sobre la clase de todas las
familias no vacias de n-tipos de tal forma que, para cualquier familia <Aj>| de
espacios Ty y cualquier (aj)] € X|Aj, se tiene ﬁue si el n-tipo de aj en Ajes aj(i €
1), entonces el n-tipo de (aj)| en X|Aj es X o Demostraremos que es posible
definir para todo n = 1 un orden lineal <N sobre el conjunto de n-tipos satisfacibles
de tal manera que se cumple la siguiente condicion:

(+) Pgra toda familia <aj>| de n-tipos satisfacibles y todo J < I, se tiene que
X 0 <M X e

Este resultado es en algin sentido mas fuerte que el que conocemos en el
contexto clasico para los tipos de Hintikka-Fraissé que caracterizan la equivalencia
elemental, ya que es sabido que los productos finitos de estos tipos dan lugar a un
algebra de Boole (véase [1, capitulo 6]). Se tiene ademas que el orden lineal <" no
es unico en general con respecto a la condicion (+). Demostraremos también que es
posible construir mediante la funcion xN una funcién efectivamente computable que
verifica el teorema de Feferman-Vaught expuesto en [2, Theorem 6.6] para
productos de espacios T3 con la topologia-caja. Por otra parte, se deduce de
inmediato que si consideramos productos de espacios T, con la topologia usual, no es
posible encontrar una funcién que cumpla dicho teorema.

Estudiaremos también la clase de los (L w)t-tipos introducida en [6], que
permite caracterizar la (wa)i-equivalencia de una amplia clase de espacios T3,
Demostraremos que, al igual que ocurre con los (Lyw)t-tipos, es posible definir
para todo nz 1 una funcién x" que determina el n-tipo de (aj)| en XjAj a partir del
n-tipo de aj en Aj (i € I). Demostraremos entonces que es también posible definir
para todo n = 1 un orden lineal <" sobre el conjunto de n-tipos satisfacibles que
cumple la condicion (+).

Los resultados concernientes a productos de (L )t-tipos estan expuestos con
méas detalle en [5].
§1. (Lyw)i-tipos para espacios Ts.

7 Los tipos elementales para el estudio de la (Lyw)t-equivalencia para espacios
T, son introducidos en [4]. Utilizando el operador de derivada de Cantor, se divide
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un espacio en clases de puntos del mismo tipo. Todos los puntos del espacio tienen el
mismo O0-tipo. Y dos puntos tienen el mismo n+1-tipo, si son puntos de
acumulacién de los mismos n-tipos. Para todo n € w se define gl conjunio de n-tipos
Tn por induccién sobre n:

= {*}’

Th+1 = P(Tn). el conjunto de partes de Tp.

Para todo espacio A, a € Ay n e w se define el n-tipo de a en A, en simbolos
tn(a,A), por induccién sobre n:

to(a,A) =
th+1(2,A) = {& € T : en todo entorno U de a existeun b e Uconb=zay
tn(b,A) = a}.

Tenemos dos 1-tipos, @ y {*}. Si t4(a,A) = @, a es punto aislado. Si tj(a,A) =
{*}, a es punto de acumulacién. Tenemos cuatro 2-tipos, que son g, {g}, {{"}} ¥
{.("}}. Si t,(a,A) = 2, a es punto aislado. Si 1x(a,A) = {g}, a es punio de
acumulacion Gnicamente de puntos aislados. Si t,(a,A) = {{"}}, a es punio de
acumulacién Unicamente de puntos de acumulacion. Y si tx(a,A) = {9,{"}}, a es
punto de acumulacion de puntos aislados y de puntos de acumulacién.

Sim<nyae A, el ntipo de a determina el m-tipo de a. Para todo m,n € w con
msnya€ Tp, se define el m-tipo (a)m de la forma siguiente:

()0 =%,
(@)m+1 ={(B)m : B € a}.

Se puede comprobar entonces que para todo espacio A, ae Aymne wconms
n, se tiene que tm(a,A) = (in(a,A))m

Para todo espacio Ay n € v, se define |a funcién K :Th— w U {0} poR KA( )
= nimero de puntos de A de n-tipo «. Se puede comprobar que KA = UnzoK |, es una
funcion. El siguiente resultado es el teorema de caracterizacion de la (wa)t'
equivalencia para espacios Ts.

1. Teorema. (Ziegler). Sean A, B espacios T;. Entonces, A y B son (Lyp)t-
equivalentes si y sélo si KA = KB,
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Para todo espacio Ay n G - se define jg_funcion K'ﬁ]nn :Tan— {o,.....,n+1}
por Kn|n+1(oz.) = minimo {Kn(ot.), n+1}. E! siguiente resultado, que nos sera de
utilidad mas adelante, es una consecuencia de la demostracion de 1.1.

1.2. Corolario. Para toda sentencia ¢ de (L)t podemos enconirar de manera
efectiva un cierto ng € w y ciertas sentencias de la forma "Kpy[ne+1 = h", de tal
forma que, en espacios T, ¢ s equivalente a la disyuncién de dichas sentencias.

§2. Productos de (Lyg)t-tipos.

Para todo n= 1 definimos Ja_funcién xM, sobre la clase de las familias no vacias
de n-tipos, por induccién sobre n.

Si <aj> es una familia de 1-tipos, ponemos
{*, si j = {*} para algin i € .
XjLj =
g,siej=g paratodoice |
Sinz 2y <aj>| es una familia de n-tipos, definimos
x?ai= U {)gn'1 Bi; (@) pie «j siie J
Jci
J=o
(b) Bi = (¢i)n-1 siie J}
Por consiguiente, sinz 2y &y, #p € T tenemos que
o XN o= {B XN Bo:bq€ 0y, p2€ p} U

U {(21)n-1 X" B2 : B2 € aa} U

U {81 X" (x2)n-1 : B1 € &1 }.

Las tablas de multiplicacién para x' y x2 son las siguientes:
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xt e {7}
o g {1

00

x2 o {o} {o{"}} {n

o o {o} {z{"'} {'

{2} {o} o0} {a{"}} {n
o). {o{"} {o{"}}...{o{"Hh- e {'h

{h {'h {h {Henes {h

Sinz2yea,pe Tnn Tn+t, NO es cierto en general que « xM B coincida con o
xN+1 8, debido a que (x)n puede ser distinto de (x)n-1. Por ejemplo,

{8} x3 {8} = {@x' e} U {gx{"}} = {g{}}
{g} 3 {g} = {8 x20} U {gx2{g]} = {o{s}}).

Teniendo en cuenta que Tp es un conjunto finito, es facil demostrar por
induccién sobre n el siguiente resultado, que sera utilizado sin mencién explicita.

2.1. Lema. Sean <Aj>| una familia de espacios T3 y (aj)| € X|Aj. Entonces, para todo
nz1, se tiene que tn((ai)l, XIAj) = X tn(aij, Aj).

Para todo n € o definimos el n-tipo yn por yo = *, yn+1 = {yn}. Obsérvese que
si A es un espacio sin puntos aislados, entonces tp(a,A) = ynp paratodonz=0yae A
Por consiguiente, si <Aj>| es una familia infinita de espacios T5 tal que card(Aj) =z 2
para infinitos indices i y A es el producto de los espacios Aj con la topelogia usual,
entonces ip(a,A) = yn paratodonzOyae A,

El siguienie lema se demuestra faciimente por induccién sobre n. Para probar
{b), obsérvese que (yn)n-1 = yn-1 para todo nz1.
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2.2. Lema. Sean n1 y <ai>| una familia de n-tipos. Se tiene:
(a) Sea J = {i € | :aj# @}. Si J # @, entonces x?ai = Xgot.j_
(b) Si etj = yn para algin i € |, entonces x?ai =yn.

Un n-tipo & es satisfacible en un espacio A, si existe un a € A tal que tp(a,A) =
«. Y un n-tipo a es satisfacible, si existe un espacio A, tal que « es satisfacible en A.
Denotamos por Tr:' al conjunto de los n-tipos satisfacibles. Obsérvese que si o. € T;
y « € {2, yn}, entonces ¢ € «, ya que todo punto de tipo a tiene que ser punto de
acumulacién de puntos aislados.

2.3. Teorema. Para todo n1 es posible definir una relacion de orden lineal <N sobre
+ ™ . . .

Tn tal que,npara to%a familia <o.j>| de n-tipos satisfacibles y todo J C | con J = g, se

tiene que X ;o <M x; o

Demostracién. Por induccion sobre nx 1 definimos la relacién de orden lineal <™ de
la siguiente forma:

g <! {*}.

Supongamos que n = 2. Entonces, ponemos a @ como el primer elemento de <My ayn
como el ultimo elemento de <M. Sean o, § € T; coneo B yo,p € {2 yn}-
Pongamos o = {otq, ..., x|} ¥ = {B1, -, r} CON &y N1 Mgy By <YL
<n-1 Br. Como o # B, existe un k= 0 tal que a}-k # Br-k- Sea m = minimo {k:
|-k # Pr-k}. Siwl-m <n-1 Br-m definimos & <M B;y si fr-m <1 wiim
definimos g <" «.

Supongamos ahora que <«j>| es una familia (rj]e n-tipos satisfacibles y J es un
subconjunto no vacio de |. Queremos probar que X o <N X| o Elcason=1es
innmediato. I_&“,upongamos entonces que nx 2. Siaj=g paratodo € J, tenemos ¢ =
X jouj <N X| & =yn- Supongamos que No nos encontramos en ninguno de estos dos
casos. Obsérvese que, para todo i € |, oj = ¢ implica g € «j, Portanto & € x juj,

n .
con lo cual x joj # yn.
n-1 n . -
SeafB=x Bj Xj% Para todo i € | definimos

Bi,siie J.
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g,siie¢ J
Se sigue que )fn-1 b € x? aj. Por22.(a), g = x{M b,. Por tanto, XSOLJ' <h x?oq.

(
|

Vamos a comprobar ahora que la relacion de orden lineal <M definida en la
demostracion de 2.3. no es Unica en general. No es dificil verificar que el conjunto
de los 3-tipos satisfacibles es el formado por los siguientes elementos:

1=80

2 = {g}

3 = {o, {o}}

4 = {o, {2, "'}

5 = {g, {2}, {o, "}
6 = {g, {{"1}}

\l
]

{g, {a}, {{"}}}

8 = {g, {&, "}, {{"}}}
9 = {g, {g}, {o, '}, {'
10={{{"}}}
Esclaro qgue 1 <3 2 <® .. <® 9 < 10. Tenemos la siguiente tabla de

multiplicacion:

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 3 5 5 5 9 9 9 9 10
3 3 5 5 5 5 9 9 9 9 10
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4 4 5 5 4 5 8 9 8 9 10
5 5 5 5 5 5 9 9 9 9 10
6 6 9 9 8 9 8 9 8 9 10
7 7 9 9 9 9 9 9 9 9 10
8 8 9 9 8 9 8 9 8 9 10
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 10

10 10 10 i0 10 10 10 10 10 10 10

Es claro que la siguiente relacion de orden lineal <' cumple lo requerido.
1< 7<<2< 3<C4<L5<L6<C8<9 <10

Nuestro objetivo ahora es dar una demostracién, a partir de la funcion xn, del
teorema de Feferman-Vaught para productos de espacios T2 con la topologia-caja. La
idea clave, expresada con precisién en el siguiente lema, es que el producto de una
familia de n-tipos satisfacibles se estabiliza a partir de -un cierto subconjunto
finito de indices.

24. Lema. Sean n> 1y <aj>| una familia de n-tipos satisfacibles. Entonces, I_?xiste
UR subconjunto finito Iy de | tal que, para todo I' C I con Iy C I', se tiene que Xpoj =
X, :

(et

Demostraciéon. Procedemos por induccion sobre n. El caso n = 1 es inmediato.
Supongamos que nz 2. Siwaj = @ para una cantidad cofinita de indices i 6 «j = yn
para algun i, es claro, por 2.2., que se cumple lo requerido. Supongamos ahora que
no estamos en estos dos casos. Entonces, para todo i € |, oj# g implica g € o,
Como xlnoni es un conjunto finito, aplicando la hipdtesis de inducciéon y 2.2. (a),
eRcontramos un subconjunto finito | de | tal que, paratodo I' < lconlg < I, Xj o=
Xproe, |

Para todo espacio A y nz 1 definimos:

Tn (A) = {e € Tp : o es satisfacible en A},
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Kn (A) = {(x K’r\] [+l (@)t € Tn

2.5. Teorema. Sea y una sentencia de (Lwe)t. Entonces, podemos encontrar de
manera efectiva un nimero natural mg tal que, para cualquier familia <Aj>| de
espacios T, se tiene:

X|Aj k= ¢ implica existe lg < | con card(lp) < mo tal que, para todo I' € | con Iy
c I, XrAj = g

Demostracién. Sea "Kn, [no+1 = ho v ... V" Kpg | No+1 = hy" la disyuncion de
sentencias equivalente a ¢ en espacios Tj, dada por 1.2. Sea o= minimo (k€ w L
Z no+1}. Podemos entonces

mgy = card (Tgo) + g

Se demuestra en [4, 11.1.41] que existe un procedimiento de decisién para saber si
un n-tipo es satisfacible. Por tanto, my puede ser obtenido de manera efectiva.
Supongamos que X|Aj = ¢ . Entonces, para algink € {1, ..., 1},

Kny (XIA) = {(e, hk (2) @ &€ Tngh
Distinguimos los dos siguientes casos:

Caso 1. Existe i € | tal que Aj no tiene puntos aislados.
Se sigue por 2.2 (b) que

Kno (XlAl) = {(\(no!n0+1)} U {(0‘!0) L eE Tnoy“?&‘(o}

Entonces, siip € I' © | tenemos que Kp, (XJAj) = Kn, (X1'Ay) , con lo cual XpAj k=
9.

Caso 2. Para todo i € |, Aj tiene algun punto aislado.

A Eartir de 2.4 y 2.2 (a) obienemos que existe un I'o € | con card(lo) =
card(Tno tal que, para todo I' © I con I'g € I', Tny (XIA]) = Tng (XI'Aj)-
Por consiguiente, existe lo € | con card(lp) = m, tal que, para todo 'clconlygc
I, Kng (XIA) = Kng (XI'Aj) A

Se puede demostrar asimismo que es posible optimizar de una manera efectiva
cualquier funcién decidible que cumpla el teorema de Feferman-Vaught para
productos de espacios T; con la topologia caja (véase [5D)-
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Por ofra parte, obsérvese que el producto con la topologia usual de una familia
infinita de espacios infinitos discretos no es un espacio discreto. Por tanto, el
teorema de Feferman-Vaught no se cumple para producios de espacios T con la
topologia usual.

§3. (Lwq0)¢-tipos para espacios Tj.

Se demuestra en [6] que, estudiando el comportamiento de la convergencia por
medio de un juego topolégico con dos contrincantes, es posible refinar la nocion de
n-tipo de Ziegler e introducir de esta forma una clase de (Lwqw)-lipos, que permite
caracterizar la (Lwiw)-equivalencia para una amplia clase de espacios T,.

Sean A un espacio Tz y X un subconjunto de A. Se define el juego G(X,A) de
infinitos movimienios entre dos contrincantes, | y I, de la siguiente forma. En la
primera jugada, | elige un subconjunto finito X; de A y entonces |l elige un entorno
U, de X;. En la segunda jugada, | elige un subconjunto finito X, de A y entonces Il
elige un eniorno U, de X,. Y asi sucesivamente. El jugador | vence la partida si, para
algin n € w, X € Uy u..u Up. Entonces, decimos que X es accesible, si | tiene una
estrategia de victoria en el juego G(X,A). Y decimos que X es inaccesible, en caso
contrario.

El que un conjunto X sea accesible en un espacio significa que el jugador | tiene
una estrategia que le permite, en el desarrollo de una partida del juego, ir eligiendo
secuencias finitas de puntos del espacio tales que, por pequefios que sean los
entornos de esos puntos elegidos por el jugador 11, llegard un momento en la partida
en que el conjunto X quedara cubierto por la unién de los entornos elegidos por Il.

Si X es un subconjunto de un espacio Ay a € A, decimos que X converge hacia a,
en simbolos X — a, si a es un punto de acumulacién de X. La nocion de conjunto

accesible es de utilidad para estudiar el comportamiento de la convergencia.
Supongamos que X es un subconjunto de un espacio Ay a € A. Si X— a, consideramos

los dos siguientes {ipos de convergencia:

(i) X —aoa, si para todo entorno U de a se tiene que X n U es inaccesible.

. L .

(i) X = a, si existe un entorno U de a tal que X n U es accesible.

Para todo n € w definimos el conjunto Sp de n-tipos por induccién sobre n:

SO = {*}7
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Sn+1 = P( U {(&,2) 1 a€ Sn}),
A=0, 1
donde P es el operador que a un conjunto le asigna su conjunto de partes.

Para todo espacio A, a € Ay n € w, definimos gl n-tipo de a en A, en simbolos
sn (a, A), de la siguiente forma:

So (&, A) = %,
sne1(@A) = U {2) e Spy Ao’ al,
A=0, 1
donde A = {a€ A : sp(a, A) = «l.

Sim < n, el n-tipo de un punto a determina el m-tipo de a. Paratodom, n € w

conmsn yae Sn, se define el m-tipo (x)m de la siguiente forma. Ponemos (x)o
= *. Supongamos mz1. Siea =g, () =0. Si &« = {(y, A1), ...y (&r, Ap)},
entonces

()m = { (B, Ap) : el conjunto J de todos los itales que I <i<ry (&j)m-1 =
B.yAp=0siAj=0paraalginie J,Ag =1 encaso
contrario}.

Se demuestra enfonces que, para todo espacio A, a€ Aym,n € w conmsn,
sm(aA) = (sn(a,A))m.

Definimos ahora la clase de espacios para la cual, utilizando estos tipos,
podemos caracterizar la (Lww)t-equivalencia. Un espacio A es de tipo finito si,
para algun no € w, sp, (a, A) = sp, (a', A) implica sp (a, A) = sp (&, A) para
todon>nyya, a € A. Se puede demostrar que, si nos restringimos a la clase de
espacios de tipo finito, los tipos que hemos definido son (Lwiw)i-definibles.

Para todo espacio Ay n € w, definimos la funcion E':: :Sp— w U {«} por E'ﬁ {et)
= ndmero de puntos de A de n-tipo «. Se puede comprobar que EA = U E, esuna
funcién.
nz0

Se dice que dos espacios A y B son a-equivalentes, si paratodoa U Sp se
tiene: nz0

() EAx) = EB(x) y
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(i) Ae es accesible siy sélo si Ba es accesible.
El siguiente resultado es el tecrema central de [6].

3.1. Teorema. Sean A, B espacios numerables metrizables de tipo finito. Entonces, A
y B son homeomorfos si y s6lo si A y B son a-equivalentes.

Como consecuencia de 3.1. se obtiene que si A y B son espacios de tipo finito,
entonces A y B son (Lww)t-equivalentes si y solo si A y B son a-equivalentes.

§4. Productos de (Lw.w)i-tipos.

Para todo n> 1 vamos a definir una funcién x" para los n-tipos definidos en §3.
Demostraremos que en este contexto es posible obtener un resultado paralelo a 2.3.
Vamos a probar primeramentie algunas propiedades de los conjunios accesibles para
productos, que nos serdn de utilidad mas adelante.

4.1. Lema. Sean A, B espacios T;. Sean X un subconjunio accesible de A e Y un
subconjunto accesible de B. Entonces XxY es un subconjunto accesible de AxB.

Demostracién. A partir de sendas estrategias de victoria del jugador | en G(X, A) y
G(Y, B), podemos encontrar una estrategia de victoria del jugador | en el juego
G(XxY, AxB) de la siguiente manera. El nimero de jugadas de una partida en el
juego G(XxY, AxB) serda de la formar = ny +..+ nk. Paratodo ie {1, .., r},enla
jugada i, | escoge un subconjunto finito XjxYj de AxB y Il escoge un entorno UjxV; de
XixYi. Pongamos ng = 0. Entonces, para todo i € {1, ..., k}, se deben cumplir las
siguientes condiciones:

(i) Para todo j, |' € {nj-4+1, ..., ni}, Xj = Xj .

(ii) Xp; es un subconjunto finito de A elegido por | en la jugada i-ésima segun
su estrategia de victoria en G(X, A), y Up, U..U Upy = X.

(iii) Ynj.4+1 , - Yn; son subconjuntos finitos de B elegidos por | segin su
estrategia de victoria en G(Y, B), de tal forma que Vpj_;+1 U..U Vp; =Y. -

Por tanto, el producto finito de conjuntos accesibles es accesible en el espacio
producto. Sin embargo, un producto infinito de conjuntos accesibles es
generalmente inaccesible en el espacio producto. Para comprobar este punto, basta
considerar el espacio 2% con la topologia-caja, el cual es claramente inaccesible.
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4.2. Lema. Sea <Aj>} una familia de espacios T. Entonces:

(a) Para todo i € | sea Zj un subconjunto de Aj. Supongamos que, para algun i €
I, Zi es un subconjunto inaccesible de A;. Entonces, X|Zj es un subconjunto '
inaccesible de XjA;.

(b) Para todo i € | sea Zj un subconjunto de Aj. Supongamos que, para infinitos
indices i, card(Zj) = 2. Entonces, X|Zj es un subconjunto inaccesible de XjA,;.

n (c) Sea a, ..., a", ... una secuencia infinita de puntos de XjAj. Pongamos ah =
<g | para todo n € w. Supongamos que, para todo i € |, el conjunto {a;, :n € w} es
finito. Entonces, {a" : n € »} es un subconjunto inaccesible de XjAj.
Demostracion. (% y (rt]J) son inmediatos. Para probar (c), obsérvese que él
conjunto {i € |:a; =a; para algin m, n € o} es infinito. Entonces, es facil
encontrar una estrategia del jugador Il en el juego G({a" : n € w}, XjAj) tal que,
para todo k € w, después de k jugadas nicamente un subconjunto finitode {a :n e
w} queda cubierto por los entornos elegidos por il. -|

Vamos a definir para todo n= 1 una funcién producio xM sobre Sp, de tal manera
que se cumplira el siguiente resultado.

4.3. Lgm_a." Sean <Aj>] una familia de espacios T,y (ai)] € XjAj. Entonces, para todo
)
nz1, sp (@), XIA) = x| sn (@i, A

Definimos la funcion x" de la siguiente forma. Si <aj>| es una familia de 1-
tipos, ponemos:

g,sioj=0paratodoiec |,
{(*, 0)}, si &j= {(*, 0)} para algin i € |,
{(*, 0)}, si ej= {(*, 1)} para infinitos i e |
{(*,21)}, en otro caso.

Sinz 2y <aj>| s una familia de n-tipos, definimos:

XTui = {(B, Ap) :
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(a) existe n = < (Bj, Aj) >J cgr_11J < |y J= o tal que (B}, Aj)
€ o para todoje J,yfp=x Bi donde Bi = (i)n-1
para todo i ¢ J.

(b)
0, si existen infinitas secuencias n que cumplen (a).

0, si existe una secuencia infinita n que cumple (a).

]

0, si existe una secuencia n = <(fj, Aj)> que cumple (a) y tal
que Aj = 0 para algin j e J.

Ap
1, en otro caso. }.

A partir de 4.1. y 4.2. es facil demostrar, por induccién sobre n, 4.3.

Para todo n € « definimos el _n-tipo yn POr yo = *yn+1 ={n, 0}
Obsérvese que si A es un espacio sin puntos aislados, entonces sp (8,A) = yn para
todoae Ayne w. Es facil verificar que (yn)n-1 = yn-1 para todo nx 1. Entonces,
podemos demostrar por induccién sobre n el siguiente resultado, que es paralelo a
2.2.

4.4. Lema. Sean nx 1y <aj>| una familia de n-tipos. Se tiene:
. . n n
(a) SeaJ ={ie |:aj=g} Si J = 2, entonces x;aj = X &j .
(b) Si «j = yn para algun i e |, entonces X?oti =yn-

El concepto de n-tipo satisfacible se define aqui de la misma forma que en +§2.
Denotamos por q.l al conjunto de los n-tipos satisfacibles. Obsérvese que sia §, -
{#, yn}, entonces (@, O)ea 6 (B,1) «.

4.5. I_g%Le_m_a Para todo nz 1 es posible definir una relacion de orden lineal <M
sobre Sn tal que, Rara toda r1;ami|ia <aj>| de n-tipos satisfacibles y todo J < lcond
# @, se tiene que X ju; <N X| %i-
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Demosiracién. Definimos por induccién sobre n = 1 la relacién de orden lineal <N de
la siguiente forma:

g < {( D} {0}

Supongamos que nz 2. Ponemos a @ como el primer elemento de <y ayn como el
ultimo elemento de <N. Sean o, p € S; conae=Bywx,p € {7 yn}. Pongamos « = {
(1 Ag)y ooy (L AD}Y B ={ (B1,01)s ooy (Broor) } CON oty <M1 <P Tty y By
<=1 . <M1 B Como « = B, existe un k= 0 tal que («i-k, Al-k) # (Br-k, vr-k)-
Sea m el menor k con esta propiedad. Entonces definimos o <" B, si af-m <" Br-m
6 bien o|-m = Br-m s Al-m = 1 ¥ vr-m = 0. Y definimos p <" «, en caso contrario.

Es claro que para n = 1 se cumple lo requerido. Supongamos ahora que <>} €s
una familia de n-tipos satisfacibles con nz2y J C | con J = @. Si aj # @ para todo j
€ J 6 «j=yn para algun i € |, es claro que X o] <N xlnoq, Supongamos que no nos
encontramos en ninguno de estos dos casos. Entonces, para todo i € |, = @ implica
(%, 0) e aj 6 (B, 1) € aj. Es facil vgr que si (B, A) e X joj entonces B, A"
X i para’s A. Por fanto, x ju <N Xpoj. |

Veamos por dltimo que la relacion de orden lineal <" que hemos definido en la
demostracién de 4.5. no es dnica. Para nx 2 podemos también definir <" de la
siguiente manera. Ponemos a @ como el primer elemento de <My a yn como el Gltimo
elemento de <M. Seanw, B € Sycone#fyw,B & {g, yn}. Pongamos o = { (x4,
At)y o @LADY Y B={(B1,%1)s s (Broor) JoON ay <M1 L <M T )y p <P
<N-1 g, Si existe un k= 0 tal que «|-k # Br-k , tomamos m igual al menor k con
esta propiedad. Entonces, si «|.m <"1 Br-m, ponemos « <M . Y si fr.m <M1 .
m, ponemos B <™ «. Supongamos ahora que no existe un k > 0 con «}-k # Br-k- Sea
m el menor k tal que Aj-k # vr-k. Entonces, si Al-m = 0y vr-m = 1, ponemos § <N
«. Y SiAl-m = 1Y »r-m = 0, ponemos « <" p.

*Universidad de Barcelona
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