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RESUMEN: La Teorfa de la Computacién es un campo especialmente rico para la inda-
gacién filoséfica. El debate sobre el mecanicismo y la discusidn en torno a los fun-
damentos de la matemitica son tépicos que estdn directamente asociados a la Teorfa de
la Computacién desde su misma creacién como disciplina independiente. La Tesis de
Turing-Church constituye uno de los resultados mds caracteristicos en este campo es-
tando, ademis, lleno de consecuencias filoséficas. En este ensayo se ofrece una gufa de
referencia 4til a aquellos que descan prestar alguna atencién a estos asuntos y carecen de
la base técnica o histérica que se precisa. En primer lugar sc ofrece un resumen de los
principales problemas relacionados con la Tesis de Turing-Church para ofrecer a
continuacién informacién sobre sus aspectos mas controvertidos. Se proponen algunos
problemas no resueltos y se analiza su relevancia filoséfica.

Descriprores: Teorfa de la Computacién, fundamentos de la matemitica, légica filoséfi-
ca, Tesis de Church, mecanicismo.

ABSTRACT: Computer Science is a field specially rich for philosophical inquiry. Mechanism
and the discussion around foundations of mathematics are topics directly asociated ro
Computer Science for its very constitution as an independent discipline. Church-Turing
Thesis is one of the most characteristic results in this field and is plenty of philosophicl con-
sequences. In this article I offer a reference guide useful for those who are willing to pay
some attention to these matters and ignore the technical and historical basis needed for
this task. I resume the main topics related to Church-Turing Thesis and give some infor-
mation about the most controversial aspects of this subject. Some open questions are settled
for further investigation paying special attention to their p/Ji/osop/Jimlq importance.

Keywords: Computation Theory, foundations of mathematics, phi/osopbicﬂ/ logic, Church's

Thesis, mecanism.
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El nacimiento de la Teorfa de Computacién en la década de 1930 es
excelente ejemplo de cémo combinar golpes de ingenio con un trabajo
sistemdtico para dar lugar a resultados de amplia repercusién en numerosos
dmbitos del saber. Uno de ellos, la Tesis de Turing-Church, ofrece wn
inmejorable pretexto para recordar unos acontecimientos médelicos en
més de un sentido. Su comentario permite, ademds, un acceso directo a los
fundamentos de una ciencia que, aunque dltamente tecnificada en la actua-
lidad, ain muestra problemas y fisuras imposibles de ocultar si se hacen
las preguntas correctas.

1. Prolegémenos. ;Qué le importa a un filésofo?

Entre las muchas formas de interpretar la disciplina que hoy denominamos
Teorfa de la Computacién hay una que resulta especialmente pertinente o
estimulante para aquellos que nos hemos aproximado a sus contenidos des-
de una formacién filoséfica previa. Se trata de aquella segiin la cual esta
disciplina ofrece una especie de andlisis formal del significado del térmi-
no "tarea efectiva” o "algoritmo". Esta acepcién, mds préxima seguramente
a lo que son sus origenes, es responsable de mi progresiva fascinacién por
sus contenidos y técnicas. Pero, ;qué le puede interesar a un filésofo de la
Teoria de la Computacién? A mi juicio, esta disciplina ofrece al menos
dos grandes fuentes de inspiracién para la curiosidad de una mentalidad
filoséfica bien formada. La primera se refiere al modelo de actividad
intelectual que sigue la Teorfa de la Computacién en su nacimiento en los
afios 30. La segunda versa sobre su contenido y por tanto, sobre sus objeti-
vos y metodologfa.

La fascinacidén ante el tipo de esfuerzo intelectual, académico y cienti-
fico del que nace la Teorfa de la Computacién es tan evidente en todo lo
que sigue que resultarfa francamente redundante abundar ahora en ello. Sin
embargo, en una época en la que cada vez es mds dificil compaginar me-
dios y objetivos es dificil no ceder constantemente al encanto de un mode-
lo que fue muy capaz de integar en su investigacién valores realmente dis-
tintos. La relevancia de sus objetivos, una complejidad formal no inmersa
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en vanos tecnicismos y la comunicabilidad e inteligibilidad de sus resul-
tados ilustran a la perfeccién lo que quiero decir. Me gustarfa pensar que
este ensayo puede contribuir con el relato de los acontecimientos de una
época a abrir un debate cada vez més necesario en torno a estas y otras cues-
tiones de las que, no obstante, nada se dird aqui.

En cuanto a su contenido, objetwos y métodos, la Teoria de la Compu-
tacién posee aspectos que la convierten en un caso anémalo si se compara
con otras disciplinas incluidas en el gran cuerpo de la Légica o Matemdti-
ca modernas. En primer lugar, sus contenidos poseen un valor epistemold-
gico de directa aplicacién en lo que puede resultar una aproximacién rigu-
rosa a la Teoria del Conocimiento. Sucede ademds que su estatus no se ajusta
al que la mayoria de las doctrinas vigentes en Filosofia de la Ciencia atri-
buyen a la Matemitica como disciplina: sus resultados no se entienden
adecuadamante adoptando un estilo convencionalista de explicacién. Fi-
nalmente, sus contenidos se refieren a procesos y no a entidades dadas.

Por fortuna existe un resultado muy capaz de resumir por sf solo el mo-
do en que la Teorfa de la Compuracién es relevante desde un punto de
vista general o filoséfico y por ello perfectamente adecuado para resumir
todos mis comentarios anteriores. Me refiero en concreto a la denominada
Tesis de Church-Turing -o Turing-Church como diré con mds frecuencia. En
una primera aproximacién -a no confundir con una definicién- la Tesis de

Church-Turing -CTT- sostiene lo siguiente:

El modo en que operamos cuando procedemos de manera efectiva no difie-
re en nada del modo en que lo hace un ingenio mecdnico ideal,

Nos hallamos ante un resultado relevante, comunicable ¢ inteligible
cuyo estudio, como veremos mds adelente, adquiere un nivel técnico exen-
to de tecnicismos. Posee, ademds, un impacto epistemolégico evidente ¢
inmediato. Versa acerca de operaciones y sélo parece poder ser falsado o
confirmado mediante la acumulacién de datos empiricos, en otras pala-
bras, tiene el aspecto de una ley natural inserta en el cuerpo de las ciencias
formales.

Todo lo que sigue est4 destinado a ofrecer al lector una gufa de referen-
cia de la historia y avatares de esta tesis de tal modo que sea capaz de
hacerse una idea del estado actual de la cuestién. Mi objetivo es facilitar
el camino de aquellos que puedan compartir mi interés por este tlpO de
problemas ahorrdndoles, si es que ello es posible, pérdidas innecesarias de
tiempo.
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2. La formacién del problema

Pese a su presencia constante a lo largo de la historia del pensamiento, el
estudio de la nocién de tarea efectiva o algoritmo sélo adquiere naturaleza
auténoma en los primeros afios del siglo XX (Kleene 1981, p. 53). ;Por
qué? Es dificil interpretar este proceso sin tener en cuenta la influencia de
la Légica en los diversos programas de fundamentacién de la Matematica.
El principal, el denominado programa Formalista emprendido por D.
Hilbert y P. Bernays, se plantea la posibilidad de utilizar la capacidad
inferencial y la potencia expresiva de la Légica para dotar a diversas teo-
rfas matemdticas -aritmética y geometrfa- de una sélida presentacién. El
efecto de este movimiento no es sélo, ni principalmente, estilistico. La
posibilidad de resolver cualquier cuestién matemdtica concreta se supedita
ahora al comportamiento inferencial del sistema légico que formaliza la
doctrina en que aquel se propone (Gandy 1987, p. 58). En otras palabras, la
solubilidad de un cierto problema matemiatico deja de depender de su
contenido especifico para hacerlo de unos recursos inferenciales inespecifi-
cos. La importancia de este nuevo planteamiento queda perfectamente re-
conocida en la formulacién que Hilbert y Ackermann hacen del que ellos
consideran uno de los principales problemas de la Matemitica, el Ens-
cheidungsproblem -Problema de la decisién:

Das Entscheidungsproblem ist gelgst, wenn man ein Verfahren kennt, das bei
einem vorlegelegt logischen Ausdruck durch endlich viele Operationen die Ent-
scheidung tiber die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit erlaubt. (Hilbert,
Ackermann 1928, p. 73)

[El Problema de la Decision queda resuelto cuando se dispone de un procedimiento que
permita decidir, en un nimero finito de operaciones, la validez, alternativamente, la

satisfacibilidad de una expresion logica (de primer orden) dada.]

Sea cual sea la solucién a este problema no cabe duda de su capacidad
para elevar a un primer puesto la importancia concedida al asunto de la
cfectividad. Algo que llama, no obstante, la atencién es el dominio sobre
el cual se inicia el andlisis de la efectividad de un procedimiento o rutina.
Lejos de tratarse de algin sistema deductivo conocido, se localiza sobre un
dominio en cierto modo tradicional: la teoria de las funciones numéricas.
Una buena razén para explicar esta aparente anomalia es la inmensa expe-
riencia que ¢l dlgebra ha ido acumulando durante el siglo XIX, incompa-
rable desde luego, a los balbuceantes inicios de la Légica matemdtica en
los dltimos afios de ese mismo siglo. La expresién algebraica de funciones
numéricas combina lo que son claros prototipos de funciones efectivamente
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calculables -suma, producto, etc- con métodos mucho menos fiables de
definicién (Gandy 1987, p. 91). La presentacién de una funcién numérica
mediante su correspondiente expresién algebraica, o de un conjunto numé-
rico mediante una ecuacién diofantina, combina dos operaciones distintas
{ntimamente emparentadas, la definicién de un cierto objeto y la exposi-
cién de un procedimiento de céleulo asociado a su construccién. ;Qué tipo
de recursos son aquellos que podemos emplear para establecer definiciones
que expresen al mismo tiempo construcciones -cdlculos- efectivas de la

entidad definida?

3. Godel 1931

En Uber formal unenstcheidbare Siitze...1 Godel presenta por primera vez
una clase de funciones numéricas -definidas sobre los enteros positivos-
cuya caracterfstica es la de calcular el valor de sus argumentos de un modo
que cualquiera reconocerfa como efectivo. La clase obrenida, la de las Fun-
ciones recursivas primitivas -[Frp]- utiliza métodos ya conocidos en un con-
texto relativamente nuevo, el de la construccién inductiva de una clase de
funciones numéricas. En otras palabras, es la primera vez que se intenta ana-
lizar el tipo de recursos que preservan la calculabilidad efectiva apreciada
en ciertas funciones bésicas. Estos recursos no son, sin embargo, una inven-
cién atribuible al ingenio matemético de Godel. Al contrario, se trata de
técnicas conocidas y empleadas con profusién aunque siempre de forma
aislada, nunca como rasgo caracteristico de una cierta clase de funciones.
Esos procedimientos tienen una historia asociada al adjetivo que califica la
clase de funciones definida por Gédel. La siguiente lista enumera los usos
que podemos encontrar en autores de la época:

1. Dedekind 1888: definition by induction -esquema de recursién.
ii.  Hilbert 1905: rekurrente.

iii. Hilbert 1923: Rekursion. ,

iv.  Ramsey, 1928: recursive. (Gandy 1987, p. 67).

La descripcién del tipo de efectividad que presentan las funciones in-
cluidas en [Frp] no era, como es bien sabido, el objetivo principal de
Gédel. A lo sumo se trata de un medio destinado a un fin mucho mis es-
pecifico: la construccién de férmulas verdaderas indemostrables de la
Teoria elemental de nimeros. No obstante, tal vez sea inapropiado consi-
derar un medio a algo que realmente es un canon. La clase de las funciones
recursivas primitivas permitié fijar una interpretacién razonable de la efec-
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tividad de un procedimiento til, por ejemplo, para entender en qué senti-
do una demostracién formal debfa ser efectiva. Aplicado ese criterio a la
demostrabilidad de una formalizacién suficientemente potente de la Teo-
rfa de ndmeros?, el resultado fue, y pudo ser, ¢l ya conocido: la existencia
-la construccién de hecho- de férmulas verdaderas aunque indemostrables.
Desde esta interpretacién del problema es ficil ver el inmediato impacto
que el trabajo de Gédel tuvo sobre el programa Formalista. El aparato
inferencial que aporta [a Légica a uma doctrina matemdtica concreta no
conduce a la demostracién efectiva de todos sus teoremas. Al menos, si
efectivo se interpreta en el sentido de [Frp] y la teorfa en cuestién contiene
suficiente potencia expresiva como para generar esa clase de funciones en su
Interior.

El uso que Gédel hace de [Frp] le permite soslayar abiertamente el
problema generado por la existencia de funciones efectivamente calcula-
bles no incluidas en ella. De hecho, Gédel conoce perfectamente el caso
asumiendo, por tanto, que [Frp] no constituye un modelo exhaustivo de la
calculabilidad efectiva. De hecho, Ackermann define en 1928 (Gandy
1987, pp. 67-68) una funcién -conocida como funcién de Ackermann- la
cual, aunque calculable de manera efectiva, no lo es mediante usos, diga-
mos simples3, del método de recursién. Godel, al admitir sélo aquellos
usos fiables de dicho procedimiento, y por tanto, simples, renuncia delibe-
radamente a abarcar en su tratamiento la funcién de Ackermann.

Aunque como modelo de lo que haya de entenderse por procedimiento
efectivo la contribucién de Gédel es sélo una primera aproximacién es, al
menos eso si, la primera que se presenta en un contexto formal riguroso.
Ese es su valor, y como no, ¢l de mostrar a toda la comunidad cientifica el
impacto que el problema de la efectividad va a tener a partir de entonces
en el cuerpo de la Matemdtica moderna. Pocos asuntos pueden presumir de
haber tenido una presentacién en sociedad como éste que ahora nos ocupa.

4. Church 1929-34

Desde el inicio de su carrera docente en Princeton4, Church demuestra una
especial sensibilidad hacia el contenido y propésito del Problema de la
decisién.

Tal vez porque su objetivo fue éste desde un principio, su obra se centra
en el problema de la efectividad de un procedimiento, y no en usos parti-
culares o aproximaciones parciales a esa nocién -como hiciera Gédel. El
contexto que se elige para estudiar el tépico de la efectividad es, de nuevo,
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el de las funciones numéricas definibles sobre los enteros positivos. Church
observa cémo ciertas funcicnes numéricas son ficilmente definidas me-
diante instrucciones que permiten calcular de manera directa sus distintos
valores. Otras, por el contrario, son definiciones que se limitan a lo que
podrfamos denominar un uso estipulativo del lenguaje simbélico emplea-
do. La idea que cautiva a este autor consiste en proponer un tipo de nota-
cién, la notacidn-1, capaz de garantizar que toda definicién establecida
con su concurso expresa un procedimiento efectivo de céleulo.

Segiin parece, la primera exposicién de la notacién-A tiene lugar, tal y
como recuerda Kléene (Kleene 1981, p. 53) en un curso sobre fundamentos
de matemdticas impartido por Church en el otofio de 1931 y al que asisten
Rosser y el propio Kleene. El andlisis de la efectividad de uma funcién
numérica mediante el uso de la notacién-2 se presenta ahora como el inten-
to de reducir su definicién explicita a notacién-\. Si se obtiene dicha re-
duccién, entonces la funcién es A-definible, y de ahi efectivamente calcula-
ble (Kleene 1981, p. 55) (Rosser 1984, pp. 338 y ss.). Una de las razones
por las que esta idea resulta especialmente atractiva es por el tipo de pro-
blemas que propene: es la primera vez que el estudio de la efectividad de
una funcién puede ser tratado de modo sistemdtico y con técnicas concre-
tas. Dicho de otro modo, establecer si una funcién es A-definible parece
tener el aspecto del tipico ejercicio que un alumno puede resolver en wn
curso de especialidad. Es la sistematizacién de esa tarea de célculo lo que’
da lugar a la definicién del llamado cdleulo-2 en el periodo de 1932-33 a
cargo, principalmente, de Church.

El trénsito entre lo que empieza siendo un mero experimento notacional
v un célculo con problemas asequibles y concretos, hace que alumnos aven-
tajados de la talla de Kleene o Rosser5 empiecen a interesarse por el asunto
de la efectividad. Es precisamente la reduccién de la funcidn predecesor
obtenida por Kleene en febrero de 1934 la que constituye, segtin Rosser,
uno de los primeros indicios que llevan a Church a pensar en la posible
identificacién de la nocién de efectividad con la definibilidad de uma
funcién en el cdlculo-A (Rosser 1984, p. 345).

Pero todo cdlculo padece, cuando se emplea de forma sistemdtica, ava-
tares e infortunios. El que afecté al cdlculo-A no pudo ser peor: Rosser y
Kleene consiguen establecer en la primavera de 1934 la inconsistencia de
una primera versién completa de dicho célculo (Kleene 1981, p. 57). Sin
embargo, ¢l grado de detalle con que se conoce ya su funcionamiento per-
mite subsanar ese problema permitiendo que gane crédito una opinién cada
vez més clara. Lo que durante estos afios s¢ habfa propuesto como un buen
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rocedimiento para estudiar la efectividad de una funcién podria expresar,
en realidad, todo el conjunto de técnicas que es posible utilizar cuando se
quiere que una funcién sea efectiva. En otras palabras, empieza a ganar evi-
dencia la conjetura que hace del cdlculo-A un sistema complero respecto 2
la clase de funciones numéricas efectivamente calculables, o equivalente-
mente, que toda funcién numérica efectivamente calculable s
A-definible6. Segin Rosser, esta tesis forma parte del ambiente ya en ju-
nio de 1933, aunque las primeras declaraciones explicitas de Church a tal
efecto datan de los primeros meses de 1934 (Rosser 1984, p. 345), (Davis
1982, p. 8).

Uno de los procedimientos que permiten establecer cuindo un objeto
de un determinado tipo no pertenece 2 una clase definida sistematicamente
-como la de las funciones A-definibles- es el conocido método de diagona-
lizacién. Aunque no vaya a hablar de él, es bueno saber que su uso habia con-
seguido una notable cosecha de resultados negativos y frustaciones. El dl-
timo episodio de este periodo tiene lugar en ¢l otofioc de 1933 cuando
Kleene lleva a cabo un intento concienzudo de diagonalizar sobre la clase
de funciones A—definibles tras oir la tesis de labios de Church. La resisten-
cia del célculo-h al alcance de este método es entendida por Kleene como
un resultado fundamental y decisive a la hora de evaluar la exhaustividad
del calculo-A respecto a la clase de funciones efectivamente calculables. La
siguiente cita da buena cuenta de ello:

When Church proposed this thesis, I sat down to disprove it by diagonalizing out
of the class of A-definable functions. But, quickly realizing that the diagonaliza-
tion cannot be done effectively, 1 became overnight a supporter of the thesis.

(Kleene 1981, p. 59)

5. Gidel 1934

La estancia de Godel en Princeton a lo largo del curso de 1933-34 hace
que la maduracién de la Tesis de Church se acelere y adquiera una relevan-
cia que tal vez no hubiera conseguido de otro modo.

Aunque Gédel parece no haber prestado una especial atencién al tépico
de la efectividad desde su contribucién de 1931, la sugerencia del mate-
mitico ]. Herbrand en una carta de ese mismo afio (Kleene 1981, p. 59), es
recordada algtin tiempo después haciendo que Gédel recupere su interés, al
menos momentdneamente. As{ durante la primavera de 1934 Gédel im-
parte un curso en Princeton en el cual presenta una nueva clase de funciones,
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la clase de las funciones recusivas generales -[FRG] en lo sucesivo-, que cons-
tituyen su peculiar interpretacién de la idea de Herbrand.

La clase, cuyos aspectos técnicos no interesan ahora, modifica el trata-
miento que Godel habfa dado del problema hasta entonces al ser propuesta
con el objetivo explicito de incluir todas las funciones efectivamente cal-
culables conocidas hasta la fecha. Sin embargo, esd no significa que Gédel
acepte identificar su clase con la de las funciones efectivamente calcula-
bles, salvo bajo el elusivo expediente de considerar los métodos emplea-
dos como una guiz heuristica (Feferman 1984, p. 1006), (Godel 1934),
(Davis 1982). Estas considerables reticencias contrastan abiertamente con
el entusiasmo creciente demostrado por el grupo de Church en esas mismas
fechas. Asi, durante los primeros meses de 1934 éste comunica a Gédel sus
expectativas sobre el alcance del calculo-A terminando la conversacién en
un abierto desacuerdo (Davis 1982, p. 9; carta de Church a Kleene de 29 de
noviembre de 1935). La objecién en que Godel basa su disenso no es, sin
embargo, de aquellas que cabe atribuir 2 un conservadurismo esclerético.
Simplemente, niega que el cdlculo-A o [FRG] puedan expresar formal-
mente un concepto intuitivo, funcién efectivamente calculable, sin haber
discutido antes las propiedades generales del término (Davis 1982, pp.
12-13). Sucede, ademds que, tal y como Gédel confiesa en carta a Davis
de 1965 (Kleene 1981, p. 60), por aquel entonces le resultaba muy dificil
aceptar que [FRG] permitiese expresar realmente todas las funciones reco-
nocidas hasta la fecha como ejemplos de funciones efectivamente calcula-
bles.

En mitad de esta especie de enfrentamiento de voluntades y estilos,
Church consigue apuntarse un tanto -sélo concedido con el tiempo- al mos-
trar una intuicién superior para entender la esencia del problema que real-
mente se discute. Esta intuicién se formula en términos de un desafio:

I replied that if he would propose any definition of effective calculability which
seemed even partially satistactory I would undertake to prove that it was included

in lambda-definability. (Davis 1982, p. 9)

6. Episodio final. 14 Parte: Kleene y Church, 1936

El reto con que Church ataca las reticencias de Gédel va a convertirse en
los préximos meses en una especie de directriz de trabajo para el grupo de
Princeton. La sospecha de que la nocién de calculabilidad efectiva estd
siendo capturada mediante aproximaciones distintas, al punto de conver-
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tirse en una especie de invariante formal y epistemolégica, refuerza la bus-
queda de resultados de equivalencia no siempre féciles de obtener. Durante
1935, Kleene y Church emplean parte de su tiempo en establecer pruebas
de equivalencia entre [FRG] y [A-def] publicindose los primeros resulta-
dos en esa direccién de forma independiente en 1936 (Kleene 1981, p. 60).
Para ser mds exactos, lo que ambos establecen por separado es que
[A-def]lc [FRG] siendo Kleene el tnico en demostrar la direccién restante,
esto es, que [FRGJg [A-def] (Davis 1982, p. 10; Kleene comunica ese resul-
tado en un abstract fechado en julio de 1935).

Llama la atencién que sea en este periodo de dudas en el que Church
inicia la divulgacién de su conjetura no esperando a consolidar resultados
que sabe decisivos. De hecho, la primera presentacién publica de sus posi-
ciones tiene lugar en abril de 1935 -antes del abstract de Kleene de julio-
en una reunién de la American Mathematical Society en Nueva York. Segin
Davis, esto permite explicar las férmulas evasivas que Church emplea al no
disponer ain de una demostracién completa de la equivalencia entre
[FRG] y [A-def]7. Otro hito importante que tiene lugar en ese momento es
el sacrificio de la notacién-x en la discusién del tépico de la efectividad.
Decepcionado por la mala recepcién de este formalismo, Church propone
su conjetura en el contexto de la definicién de Herbrand-Godel -[FRG]-
sancionando asi un abandono sélo muy tardfamente subsanado8.

No obstante, lo que realmente importa de este episodio es la forma que
Church elige para expresar su tesis. Con ello inagura una compleja relacién
entre lo que es, de una parte, un concepto intuitive y por tanto informal, y
de otra, una construccién matemdtica precisa. En esta ocasién, Church pre-
senta sus ideas como una propuesta de identificacién de dos nociones, um
formal y otra intuitiva:

And it is maintained that the notion of an effectively calculable function of posi-
tive integers should be identified with that of a recursive function, since other
plausible definitions of effective calculability turn out to yield notions which
are either equivalent or weaker than recursiveness. (Davis 1982, p. 10)

El texto integro de esta comunicacién, revisado y aumentado, aparece
meses mds tarde en un articulo publicado en el American Journal of
Mathematics, n° 58 de 1936. En esa ocasién, y de nuevo segin Davis,
Church puede adoptar un tono mds enérgico debido a que en ¢l intervalo ha
podido acceder a las pruebas de equivalencia de Kleene entre [FRG] y
[A-def]. Esto hace que su propuesta de identificacién evolucione hasta
adoptar la forma de una definicién? de un concepto intuitivo en términos
de otro formal (Alonso, 1997a).
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We now define the notion, already discussed, of an effectively calculable function
of positve integers by identifiying it with the notion of a recursive function of
positive integers (or of a A~definable function of positive integers). This defini-
tion is thought to be justified by the considerations which follow, so far as posi-
tive justification can every be obtained for the selection of a formal definition to
correspond to an intuitive notion. (Davis 1965, p. 100)

Kleene por su parte ha emprendido en ese mismo periodo, en realidad
desde el verano de 1935 (Davis 1982, p. 10), una personal interpretacién
del problema que culmina en un nuevo formalismo, el de las Sfunciones re-
cursivas por minimalizacién -[Frp], presentadas en (Kleene, 1936). La idea
que subyace a este formalismo es la de enriquecer la definicién original de
Godel de 1931 -[Frp]- mediante una nueva regla de formacién de funcio-
nes, la denominada regla de minimalizacién. El objetivo de Kleene con
este nuevo modelo no es proponer alternativas a lo ya existente, sino, en
realidad, facilitar la comparacién entre los formalismos que ya han sido
descritos. Tal vez por eso, la presentacién de [Fry] se hace al tiempo que
se establece uno de los teoremas més caracterfsticos de la atin nonnata Teo-
rfa de la Computacién. Me refiero al denominado Teorema de Normali-
zacién que viene a establecer la equivalencia entre las funciones recursivas
generales de Godel-Herbrand y la clase [Fry] recien propuesta. La impor-
tancia de este resultado, dificil de explicar sin un desarrollo formal expli-
cito, reside en el uso de la potencia codificadora de las funciones arirmé-
ticas elementales en [Frp] para reproducir -via cédigos- cualquier expre-
sién efectiva de una funcién calculable. Su efecto inmediato es apuntalar la
invariancia de la clase de funciones obtenible con respecto al del procedi-
miento especifico empleado en su definicién. En otras palabras, si es posi-
ble reproducir en términos de un metalenguaje apropiado -un cédigo es, en
definitiva, un nombre- la definicién de una funcién efectiva en [FRG], o en
cualquier otro formalismo imaginable, entonces poco queda del aparato
concreto que permite obtener la definicién inicialmente considerada. En la
personal revisién que Gédel hace afios més tarde de las posiciones mante-
nidas en aquella época, ocupa un lugar destacado la importancia del resul-
tado de Kleene al ser el primero que aporta evidencia positiva del cardcter
absoluto -independiente de formulaciones especificas- de la nocién de
calculabilidad efectiva (Webb 1980, p. 2006).

El balance de ese auténtico annus mirabilis de 1936 no puede ser mds
espectacular. Se ha conseguido establecer la equivalencia de tres aproxima-
ciones distintas al asunto de la calculabilidad efectiva, a saber, [FRG],
[A-def], y [Frp). Se ha ido acumulando una valiosa experiencia en la reduc-
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cién de funciones efectivas a alguno de los procedimientos conocidos y se
sabe, aunque no se aprecie totalmente su importancia, que tales clases no
diagonalizan. Finalmente, Kleene se ha aproximado tante como es posible
a la demostracién de un resultado de invariancia a través de su Teorema de
Normalizacién. Sin embargo, y tal vez, recogiendo las criticas de Godel,
atin no se ha obtenido un procedimiento que ofrezca explicitamente el and-
lisis formal riguroso de los componentes intuitivos de la nocién subyacente
- (Kreisel 1987, p. 507). Pese a su brillantez formal, ninguna de las clases de
funciones definidas en aquel entonces satisface un requisito tan trivial y
evidente -para el lego- como el que acabo de mencionar. Perc 1936 no ha
terminado todavia y lo mejor atin estd por llegar.

7. Episoa’z’oﬁndl‘ 24 Parte: Turing 1936

En 1935 Alan Turing se encuentra cursando estudios de postgrado en el
King's College adscrito a la universidad de Cambridge, donde ha llegado
gracias a una beca de cierta importancia. Cuenta con poco mas de 23 afios
y sus lntereses no parecen atn totalmente definidos. Durante ese afic Turing
va a2 asistir 2 un curso sobre fundamentos de Matemdtica impartido por el
topélogo M.H.A. Newman que determina decisivamente los aconteci-
mientos posteriores. Es 2h{ donde toma contacto con los resultados de
Gédel de 1931 y con los contenidos y objetivos bésicos del Programa
Formalista, y muy especialmente, con el Problema de la Decisién -cfr.
supra. Sin embargo, ni Newman ni Turing tienen noticia en aquellas fechas
de las investigaciones del grupo de Princeton, ni de los nuevos esfuerzos
que Godel dedica por entonces al tépico de la efectividad (Feferman
1984, pp. 105-1006).

Con la intensidad propia de quien ha sido cautivado por las perspecti-
vas y dimensién de un auténtico problema, Turing inicia en el verano una
investigacién de cardcter absolutamente personal orientada a ofrecer uma
respuesta negativa la Problema de la Decisiénl®. La opcién elegida como
gufa heurfstica, una solucién negativa, responde posiblemente al clima de
escepticismo que a ese respecto ha empezado a extenderse desde algin
tiempo atrds (Gandy 1987, pp. 63 y ss.), (Feferman 1984, p. 105). El re-
sultado de ese esfuerzo toma forma en un borrador titulado On computable
numbers with an application to the Entscheidungsproblem que Newman lee
en abril de 1936 y en el cual se ofrece la prometida respuesta negativa al
Problema de la Decisién. Tras un inicial asombro y no poco escepticismo
“Turing resuelve de forma extraordinariamente simple un problema de
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indudable alcance- Newman anima a Turing a publicar inmediatamente el
resultado.

En ese mismo mes de abril va a ver la luz el primer nimero de una re-
vista convertida hoy en dia en un clésico para la comunidad cientifica, el
Journal of Symbolic Logic. En él aparece publicado un articulo de Church
titulado 'A note on the Entscheidungsproblem' en el que se ofrece una res-
puesta también negativa al Problema de la Decisién. A diferencia de lo
que sucede con el original de Turing, la solucién no utiliza un aparato con-
ceptual novedoso, sino que se obtiene a partir del que previamente ha veni-
do desarrollando el grupo de Princeton. Es facil imaginar la decepcién de
Turing al leer el articulo de Church y comprobar, no sélo su falea de opor-
tunidad -ya no es el primero en proponer la solucién al problema-, sino,
ademds, al comprobar la existencia de técnicas muy elaboradas de las
cuales no parece haber tenido noticia hasta ese mismo momento. El 4nimo
¥, por qué no, la inruicién de Newman son decisivas para que Turing supe-
re sus dudas y remira finalmente su original. El articulo es recibido en
mayo de 1936 en los Proceedings of the London Mathematical Society don-
de, segin parece, Church actda de informante. Tras un atento escrutinio,
éste recomienda su publicacién al observar las diferencias metodolégicas
que el propio Newman habia sabido apreciar. El espaldarazo recibido es
sufiente para que Turing emplee los préximos meses en analizar los méto-
dos de Church consiguiendo finalmente una prueba de la equivalencia entre
el célculo-M y su propia interpretacién de la efectividad. Esa demostra-
cién se incorpora en forma de afiadido -con fecha de agosto (Davis 1965,
p- 149)- al original ya enviado y ven juntos la luz en los primeros meses de
1937. :

Es dificil encontrar un ensayo que en tan poco espacio contenga aporta-
ciones tan novedosas ¢ influyentes. En otras palabras, hubiera bastado um
sola de éstas para que el trabajo de Turing hubiera adquirido la categorfa
de un clisico, sin embargo, es posible encontrar hasta cuatro ideas de aque-
las que justifican toda una carrera cientifica y académica. En primer lugar,
se ofrece la definicién de un ingenio calculador ideal, lo que ahora deno-
minamos mdquinas de Turing, que ofrece un nuevo modelo o interpretacién
de la nocién de funcién numérica efectivamente calculable. En segundo
lugar, se introduce la nocién de mdquina universal, esto es, el ancestro for-
mal y abstracto de lo que en la actualidad son los sistemas operativos de
nuestros ordenadores. Se discute y presenta el denominado problema de
paradall y se aplica a la solucién del Entscheidungsproblem. Y, finalmen-
te, se identifican las clases de funciones [A-def] y la de aquellas que son
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calculables en términos de méiquinas de Turing [T-comp] -afiadido de
agosto de 1936.

La difusién de las mdquinas de Turing entre la comunidad tiene el efec-
to de una pequefia conmocién que altera radicalmente el curso posterior de
los acontecimientos, sobre todo en lo que se refiere a las actitudes de mu-
chos de los protagonistas de aquellos afios. La definicién de Turing es re-
conocida de inmediate como un auténtico andlisis del tipo de rutina que
ejecutamos cuando procedemos de manera efectiva. Church es el primero
que reconoce publicamente la superioridad intuitiva de la metodologia

adoptada por Turing:

(..) has de advantage of making the identification with effectiveness in the ordi-
nary (not explicitly defined) sense evident immediately -i.e. without the necessity
of preliminary theorems. (Feferman 1984, p. 107)

Para que el lector no iniciado juzgue por st mismo la proporcién de las
alabanzas, bastar4 una breve descripcién informal de qué es una miquina de
Turing. Se trata, grosso modo, de una cinta dividida en celdas sobre la
cual se desplaza -sin limitaciones de espacio- una cabeza lectora. Esta es-
cruta el contenido de una celda, es capaz de desplazarse por la cinta -una
celda cada vez- hacia la izquierda o la derecha y puede escribir o borra uma
marca sobre una celda. Esas operaciones se ejecutan al leer un programa
finito formado por una coleccién de instrucciones que indican qué debe
hacer la cabeza lectora en funcién del contenido de la celda sobre la que se
halla emplazada en cada instante. Como se ve de inmediato, el mecanis-
mo no puede ser mds simple. La idea de Turing es que toda rutina que
seamos capaces de ejecutar con lapiz y papel como parte de uma tarea pue-
de ser expresada de forma equivalente en términos de su formalismo: Te-
sis de Turingl2.

Aunque sélo reconocido mucho més tarde, la aportacién de Turing es
una pieza de evidencia definitiva en el cambio que lleva a Gédel a aban-

donar su inicial especticismo (Davis 1965, pp. 71 y ss.). Asi,

Turing's work gives an analysis of the concept of "mechanical procedure” (alias
"algorithm” or "compurtation procedure” or "finite combinatorial procedure”).

(Feferman 1984, p. 107)

Durante los dltimos meses de 1936 y primeros de 1937 se ha consegui-
do surnar a los recursos ya existentes un nuevo procedimiento equivalente 2
los anteriores y al que todos otorgan el cardcter de un auténtico andlisis de
la nocién informal subyacente, la de tarea efectiva, o, si se prefiere, el de
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funcién numérica efectivamente calculable. Algunas de las observaciones
mds atinadas sobre el proceso que tiene lugar en esta época son, como aca-
bo de mencionar, las que se desprenden de la peculiar evolucién experi-
mentada por Gédel a lo largo de los afios. Evolucién que le lleva desde
una posicién de gran escepticismo, por la que se enfrenta con Church en el
34, hasta una aceptacién, siempre critica, de las posiciones de Turing. El
primer episodio ptiblico que nos interesa se refiere al reconocimiento del
cardcter absoluto de la nocién de calculabilidad efectiva, o como empeza-
ré a denominarla cada vez con mis frecuencia, computabilidadi3. Esta ob-
servacién se produce en un contexto en el cual Godel parece considerar
fenémenos independientes la citada invariancia y la traduccién de una no-
cién intuitiva que la justiﬁque:

Thus, the concept "computable” is in a certain definite sense "absolute”, while
practically all other familiar metamathemarical concepts (e.g. provable, defin-
able, etc.) depend quite essentially on the system with respect to which they are de-

fined. (Davis 1982, p. 16)

Téngase en cuenta que el momento en que tiene lugar la formulac}ién de
la Tesis de Turing-Church, el periodo 1935-37, es poco propicio a con-
cepciones unitarias o uniformes en el dominio de la Matemética. La impo-
sibilidad, por ejemplo, de obtener una tinica representacién formal de la
Teorfa de conjuntos, o la inexistencia de una versién axiomética de la
Aritmética con potencia suficiente para derivar todas sus verdades, ha
creado un clima de escepticismo que no favorece en nada la recepcién de la
Tesis de Turing-Church-CTT.

La segunda y mds explicita manifestacién de Gédel tiene lugar en 1946
en el contexto de la Princeton University Bicentenial Conference. Ahf re-
conoce abiertamente que el trabajo de Turing es el tnico que ha conseguido
ofrecer la definicién rigurosa de una nocién epistemoldgicamente relevan-
te. Llama la atencién, no obstante, la perfecta distincién entre el fenémeno
de invariancia observable en el concepto formal de computabilidad y lo
que representa admitir la existencia de un andlisis formal completo de um
nocién intuitiva compleja.

It seems to me that this importance is largely due to the fact that with this concept
one has for the first time succeeded in giving an absolute definition of an interest-
ing epistemological notion, i.c. one not depending on the formalism chosen. (...)
For the concept of computability however, although it is merely a special kind of
demonstrability or decidability the situation is different. By a kind of miracle it
is not necessary to distinguish orders, and the diagonal procedure does not lead out-

side the defied notion. (Davis 1965, p. 84)
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Es dificil saber si la invariancia que tanto fascina a Godel es concebida
como una consecuencia de haber capturado una nocién relevante, o son fe-
némenos hasta cierto punto independientes (Webb 1980, pp. 222 y ss.). Sea
como fuere, la actitud cauta y recelosa que Gédel adopta y mantiene, aln
cuando los demds se muestran entusiastas, es algo que inevitablemente
mueve a reflexién. Tal vez, sélo tal vez, es posible que Godel apreciase una
diferencia tan profundamente instalada en nuestras intuiciones que sélo
ahora, tras un justificado periodo de entusiamo, sc esté viendo algo de lo
que entonces ¢l pudo intuir (Richman 1983).

8. Epz’[ago

Es imposible que una etapa tan breve ¢ intensa como la que he descrito en
estas piginas sca la dnica responsable del proceso en que se constituye y
toma forma la Teorfa de la Computacién. Por lo menos hicieron falta
otros diez afios mds para que los resultados que en la actualidad son el n
cleo de esta disciplina vieran la luz. Esto afecta igualmente a la Tesis de
Turing-Church, tanto por lo que se refiere al nombre con que hoy se la co-
noce, como a la importacia atribuida.

Como ya se ha dicho, Church nunca hablé de una tesisa la hora de expo-
ner su conjetura, sinoc, a lo sumo de una definicién -cfr. supra. Turing, por su
parte, ni siquiera expuso su contendio de forma separada, aunque es algo
que se presupone constantemente en la trama de su articulo seminal. El
primero que utiliza el término fesis para referirse a tales declaraciones es
Kleene en un articulo de 1943 (Kleene 1943) en el que se ofrece un primer
intento de exposicién sistemética de la Teorfa de la Computacién junto
con algunos nuevos resultados. Allf aparace como Tesis [ (Davis, p. 274) y
es atribuida simultdneamente a Church y Turing. La denominacién maés
extendida durante algin tiempo, Tesis de Church, arranca de un texto bas-
tante posterior, el conocido manual de Kleene de 1952, siendo ése el punto
desde el que alcanza una mayor popularidad. La denominacién actualmen-
te mas aceptada, CTT, es fruto del uso reiterado en la literatura cientifica
y resulta dificil indicar un dnico responsable. Sea como fuere persisten atn
otros usos y denominaciones justificables por otros motivos (Soare 1996,
pp- 295-296).

Aunque lo usual es considerar que el acto fundacional de la Teorfa de la
Computacién finaliza en los primeros meses de 1937, cada vez es mds
frecuente incluir también el periodo que se extiende hasta 1938 en atencién
4 unma contribucién fundamental de Kleene: 'On notation for ordinal aum-
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bers', Journal of Symbolic Logic, 3. Ahl se presentan por primera vez concep-
tos y resultados hoy cldsicos. Se eliminan, por ejemplo, ciertas condicio-
nes de cardcter no constructivo en la definicién de funcién computable
(recursiva) al admitir como término primitivo de andlisis las Jfunciones
parciales (Soare 1996, p. 299) y no, como se hacia hasta entonces, las Jfun-
ciones totalmente definidas. Se demuestra, ademds, el Teorema de Recursion
determinando el equilibrio existente entre autorreferencia, codificabili-
dad, y completa determinacién de los valores de una funcién.

Otro hito a tener en cuenta es la contribucién de un protagonista menor,
por su impacto, que no por su capacidad, al tema de la computabilidad. E.
Post en su tesis doctoral, que data de 1920, analiza y propone aspectos
fundamentales de lo que luego serfan los sistemas normales de Post (Davis
1982, p. 18). A finales de 1936 consigue publicar una contribucién en la
que se propone un trabajo de similar calado al de las méquinas de Turing,
obtenide, ademds, de forma independiente. No contiene otros resultados
anejos aunque sf presta apoyo a la propuesta de definicién de Church, de [a
cual s es conocedor (Davis 1965, pp. 289-291). Por desgracia sus contri-
buiciones no disfrutaron de la aprobacién de las revistas especializadas y su
trabajo fue rechazado en 1941 consiguiendo sélo una difusién parcial en
1943. En la actualidad su cbra es perfectamente conocida por su originali-
dad y en cierto modo por haber anticipado resultados posteriores.

9. Aceptacidn y criticas

La intensa historia experimentada por la CTT en el pericdo 1935-38 ha
dejado un complejo sistema de variantes, poco o mal descrito en la litera-
tura, que eventualmente puede dar lugar a errores conceptuales -una exposi-
cién sistemdtica de este aspecto del problema queda fuera del alcance de
cste ensayo. Si se reserva el término funcién numérica efectivamente calcu-
lable para referirnos al componente intuitivo del problema, y funcién nu-
mérica computable (recursiva) para el correlato formal -donde Jfuncidn sig-
nifica funcién parcial-, se obtiene la siguiente formulacién:

(CTT genérica): La clase de las funciones numéricas efectivamente cal-
culables coincide con la clase de las funciones computables.

Es ésta la que finalmente se estd imponiendo como versién canénica al

evitar pronunciarse sobre cualquier posible opcién de tipo formall4.
Durante este tiempo la CTT ha conseguido instalarse de forma inu-

sualmente dulce como un principio universalmente aceptado. Las criticas
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habidas nunca han conseguido prosperar ni dar lugar a corrientes heréricas
de importancia. Ese proceso es paralﬁlo al progresivo arrinconamiento que
esta tesis ha sufrido a medida que la Teorfa de la Computacién avanzaba
en complejidad y alcance. Sélo de cuando en cuando -con motive, por
cjemplo, de su 50 aniversario- se recupera el interés por sus contenidos y
consecuencias dando lugar a oleadas de contribuciones méds ¢ menos erudi-
tas.

Pero, jcémo ha conseguido la CTT alcanzar ese grado de aceptacién?
Por lo general, hay dos fuentes de evidencia que siempre se mencionan
cuando se plantea esta pregunta. En primer lugar, la equivalencia extensio-
nal mostrada por una multitud de variantes formales de la computabili-
dad -de las cuales aquf sélo he mencionado las histéricas- debe responder a
algo Y eso sélo puede ser el tipo de principio que enuncia CTT. En este
mismo apartado se suele incluir también una mencién a las propiedades de
clausura que presenta esa clase: resistencia a la diagonalizacién, enumerabi-
lidad efectiva, contencién de la autorreferencia en los limites de la codifi-
cacién, etc. En segundo lugar, en todo este tiempo no se ha ofrecido wn
ejemplo de funcién efectivamente calculable que no pudiera ser expresada
en términos de cualquiera de las interpretaciones formales vigentes. Esto
significa algo mds concreto de lo que a primera vista se fee. Supone de
hecho, que todas las funciones que han sido disefiadas con tal prop051to o
bien, no han resultado definiciones en ningtin sentido, o bien, se ha podido
mostrar que su presentacién era contradictoria.

Las dos fuentes de evidencia que se ofrecen se refieren a hechos relativos
a nuestra experiencia formal. Esto hace que la CTT adquiera un estatus
anémalo a juzgar por su contenido: se presenta como una tesis empirica en
el dominio de las ciencias formales.

No obstante, el cardcter empirico de la CTT no es algo que convenza
por igual a toda la comunidad. Existe una interpretacién de cardcter con-
vecionalista que considera la CTT como una enunciado tautolégico poco
explicito (Shanker 1987, p. 625). El argumento se apoya en que, al menos
en el caso de Turing, el modo en que entendemos la calculabilidad efecri-
va de una funcién -término informal del problema- constituye una defini-
cién implicita el término formal de funcién Turing-computable. De este
modo, refutar la CTT es imposible, ya que cualquier funcién efectiva ad-
mitida a trdmite es ya de hecho, Turing-computable. En un sentido mds
general, se puede decir que la refutabilidad de la CTT siempre va a de-
pender de nuestra flexibilidad para interpretar la efectividad de un proce-
dimiento. Sélo si aceptamos un juicio independiente de lo que se oculta
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bajo la efectividad de una rutina, podemos preservar el auténtico cardcrer
empirico de CTT. De otro modo, sélo nos quedaria la considerable sor-
presa de que todos los métodos descritos hayan coincidido desde un punto
de vista extensional, sorpresa que ahora tal vez hubiera que explicar por la
pertinacia del concepto intuitivo subyacente.

Si revisamos las criticas m4s renombradas -las que mayor eco han obrte-
nido- comprobaremos que nunca han llegado a ofrecer un caso concreto de
funcién efectivamente calculable que no resulte computablel5. No obstan-
te, no es ahi donde reside su fuerza. Las dos que presento a continuacién, la
de Kalmar y la de Lucas, tienen interés en la medida en que ofrecen pautas
que han sido ilustradas por numerosas variantes, al punto de representar
auténticos estilos de critica.

El primer tipo de argumento ¢s el que ofrece L. Kalmar en 'An argu-
ment against the plausibility of Church's Thesis' (Heyting 1959, pp. 72-80)
expuesto inicialmente en el Amsterdam Colloquium de 1957 ante la co-
munidad internacional (Kleene 1987a, p. 494). Como ya he dicho, no se
ofrece una funcién efectivamente calculable no computable (Kalmar 1959,
p. 72), sino que se obtiene una consecuencia implausible a partir del estu-
dio de un resultado negativo obtenido previamente por Kleene -(Kleene
1936, en Davis 1965, p. 215).

Kalmar considera ¢l siguiente esquema de definicién de funciones nu-
méricas:

()=t (0(x,y)=0), esto es, el menor de los niimeros naturales para
los que sucede ¢(x,y)=0 si existe alguno,

0 en otro case,

donde ¢(x,y) es una una funcién computable totalmente definida.

Es bien sabido (Kleene 1936, Teorema XIV, en Davis 1965, p. 251) que la
clausura de [FRG] bajo esa regla supone admitir que la funcién caracterfs-
tica del conjunto K es recursiva, donde K={x/¢x(x) estd definida}. Sin em-
bargo, un razonamiento independiente permite establecer la no computabi-
lidad de dicha funcién con lo que el esquema de Kalmar no es universal-
mente aplicable. Kalmar saca partide de ese resultado liberalizando las
condiciones bajo las cuales se llega a la conlcusién de que -3y[o(x,y)=0].
En concreto, admitiendo cualesquiera medios ¢fectivos para establecer di-
cho enunciado. La conclusién de Kleene supone ahora admitir la existencia
de una funcién ¢(x,y) para la cual —3yle(x,y)=0] y no existe ademds ningtin
procedimiento admisible que permita establecer dicho resultado. Segin
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Kalmar eso supone admitir la existencia de una "(..) absolutely undeci-
dable proposition (...)" (Kalmar 1959, p. 75).

Se sigue del argumento que para evitar esa extrafia consecuencia es preci-
so admitir la calculabilidad efectiva de ¥ (x) fuera del marco de la com-
putabilidad formal.

El segundo tipo de argumento que interesa exponer es el sostenido por
Lucas (Lucas 1961) a partir de una peculiar interpretacién de los resultados
de incompletitud de Godel.

El primer teorema de incompletitud, segin Lucas, da un ejemplo de
una expresién verdadera formalmente indemostrable en PA -Peano
Arithmetic. Bl modo en que llegamos a establecer la verdad de ese enu-
ciado -el punto fijo de Godel, o eq. CONpyp- pondrfa de manifiesto la
capacidad de la mente para anticiparse con procedimientos no mecinicos a
las sucesivas extensiones de PA. Tal y como Putnam sefiala, lo que Godel
demuestra no es la verdad de un enunciado indemostrable, sino que esta-
blece el siguiente teorema pyG—-Pr([G]). donde Ges el enunciado de
Gaodel, y Pr([.]) es el predicado de prucba de PA.

Una variante interesante de este argumento es el que utiliza la insolubi-
lidad del problema de parada -cfr supra.- en lugar de los teoremas de
incompletitud de Godel (Webb 1980, pp. 230 y ss.). Segin eso la inexis-
tencia de una maquina capaz de resolver el problema de parada mostrarfa
la existencia de método efectivos de demostracién més alld de la compu-
tabilidad formal.

En el caso de Kalmar, el problema parece localizarse en el uso de de-
mostraciones por reduccién al absurdo en el contexto de resultados acerca
del cardcter constructivo de nuestra intuicién matemdtica. En el caso de
Lucas, lo que se dirime es una potencial confunsién entre el contenido de
ciertos resultados negativos y su demostrabilidad por medios efectivos.
En ambos casos, la critica depende de interpretaciones acerca del contexto
en que se opera con la nocién intuitiva de efectividad de un procedimiento
y no de la construccién de contraejemplos concretos.

10. Un posié[efutum

No todo lo que cabe hacer con la CTT es refutar o confirmar su conteni-
do. Hay aspectos periféricos ligados a su formulacién que potencialmente
pueden llegar a convertirse en problemas de considerable interés. Me limi-
to a mencionar algunos que de un modo u otro ya han recibido alguna aten-
cién a lo largo de estos afios.
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Las reticencias mostradas por Gédel al admitir una plena adecuacién
intuitiva al andlisis formal de la calculabilidad efectiva contrasta, como
ya he dicho, con el pronto reconocimiento del cardcter absoluto de la no-
cién. Esto plantea la siguiente hipétesis:

;Es posible enunciar algiin postulado -afin a CTT- que prescinda de
forma creible de cualquier alusién a contenidos intuitivos tales como

caleulabilidad efectiva?

En definitiva, lo que se propone es analizar la posibilidad [égica de
juzgar por separado la invariancia extensional de la nocién formal identi-
ficada y su adecuacién a alguna nocién intuitiva subyacente. Webb (Webb
1980, pp. 179 y ss.) sugiere considerar la teorfa de las funciones efectiva-
mente calculables como una doctrina acerca de las condiciones de clausura
de dicha clase. Esa misma idea aparece desarrollada en Richman
(Richman 1987, p. 797) aunque bajo un enfoque préximo a posiciones in-
tuicionistas. Es cierto que la invariancia demostrada por la compurtabili-
dad siempre puede ser explicada por la intencién explicita de cada una de
las clases definidas de capturar todos los procedimientos efectivos cono-
cidos. En otras palabras, hay convergencia porque impliciramente se inten-
ta capturar el mismo concepto informal. Lo que se quiere sugerir es la po-
sibilidad de explicar esa invariancia mediante nociones més bésicas, v el
deseo de que las clases definidas no diagonalicen -alternativamente, que
posean condiciones de clausura razonables. La rocién mds bésica aludida
podria ser la de codificacién univoca en la aritmética elemental, la cual,
como es sabido, se representa en [Frp). Sin embargo, esto sélo debe to-
marse CCmo una conjetura.

Otro problema de cierta importancia es aquel que afecta al uso que se
hace del adjetivo computable cuando se predica de conjuntos numéricos.
Kleene (Kleene 1987b, p. 17) propone de forma abierta apartar del trata-
miento de la genuina computabilidad todo lo referente a conjuntos numé-
ricos finitos, cuya recursividad queda garantizada de forma trivial. Si-
guiendo esa sugerencia, propongo distinguir dos aspectos muy distintos de
la nocién intuitiva de tarea efectiva. Uno se refiere 2l modo de reconocer si
un entero positivo pertenece a una lista finita previamente obtenida por
cualesquiera medios y el otro lo hace al modo de construir un conjunto de
enteros positivos a partir de una rutina en la cual no hay mencién explicira
o implicita a ningin conjunto finito de enteros positivos. Esta investiga-
cién -desarrollada en (Alonso, 1997b)- guarda uma estrecha relacién con el
tratamiento de la nocién de conjunto arbitrario o aleatorio que se maneja
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en la random information theory a partir de las contribuciones de Chaitin,
Kolmogorov y Solomonoff. Aunque la propuesta tiene un cierto aire de
trivialidad, es inmediato ver que no es lo mismo hablar de conjuntos fini-
tos computables que hacerlo de conjuntos no finitos. Separar desde los
fundamentos mismos de la Teorfa de la Computacién, y no de modo
externo, uno y otro sentido no es facil, ni desde luego, trivial.

El dltimo problema que quiero mencionar merece sin duda una atencién
especial. De todos los que he podido ver hasta la fecha en la literatura cien-
tifica, éste es, probablemente, el que mayor potencial desestabilizador
posee. Su tema versa esta vez acerca de la relacién existente entre la efecti-
vidad de una rutina y las posibles modificaciones que ésta puede experi-
mentar a lo largo de su ejecucién. Kleene (Kleene 19872, p. 494) sostiene,
por ejemplo, la profunda contradiccién existente entre la nocién de algo-
ritmo y su modificabilidad, que entrafia, en definitiva, su no completa
determinacién. Godel, por contra, siempre apoyd de forma mas o menos
abierta la posibilidad de mejorar rutinas en curso preservando los objeti-
vos v sin salir, por tanto, del contexto de la efectividad (Kleene, ibidem),
(Webb 1980, pp. 222 y ss.). La mencién a los objetivos declarados en wn
algoritmo y la posibilidad de mejorar su ejecutoria en funcién de aque-
llos, nos sitda ante cuestiones de indudable alcance. ;Hasta qué punto es
posible admitir que un algoritmo persigue o responde a un objetivo? Si lo
hace, ;es posible mejorar el procedimiento preservando el objetive dentro
de rutinas también mecdnicas? (Shanker 1987, p. 638). Finalmente, ;no es
necesario admitir que en la medida en que un algeritmo persigue optimi-
zar el logro de un objetivo sus estados pueden no estar compleramente
definidos (Goodman 1987, p. 483)?

A través de esta discusién se perfila una distincién incipiente entre la
nocién de algoritmo y, tal vez, la de tarea efectiva. La primera es esen-
cialmente semdntica y permite expresar y por tanto, preservar sus objetivos
declarados, mientras que la segunda es puramente sintictica e incapaz de
admitir precisiones ulteriores ¢ mencién alguna a los objetivos persegui-
dos.

Estos y otros problemas indican que pese al espectacular avance de la
Teorfa de la Computacién en estos afios, sus fundamentos, son, como en
tantos otros casos, lo menos presentable de su doctrina. Son, asf me lo pa-
rece, un ambito mds para el estudio y no ranto un capitulo cerrado sin re-
medio a la especulacién rigurosa. Sobre todo a la de quienes no necesita-
mos rendir pleitesia a los beneficios de ciencias cuyo buen nombre ne nos
protege de nada.
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Notas

t Este trabajo ha sido subvencionado por el proyecto Légica y Parcialidad en Inteligencia
Artificial PB96-1301-c05-02. Aprovecho la ocasién para agradecer el dnimo que Ma-
rfa Manzano y Angel Nepomuceno me han dado en la publicacién de este trabajo.

1 La referencia completa es 'Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathema-
tica und verwandeter Systeme I', Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38, 1931,
173-198. Esta obra contiene los resultados de incompletitud sobre los que se sustenta la
justa fama de Godel.

2 PA -Peano Arithmetic- en el trabajo original de Gédel.

3 El problema surge porque la funcién de Ackermann sélo es definible por recursién
doble, esto es, mediante una aplicacién de la regla de recursién sobre dos variables de
recurrencia. Fsta opcidn estd expresamente excluida en la definicién de [Frp] de
Godel.

4 A. Church obtuvo el grado de Doctor en Princeton en 1927. Dos afios después ingresa en
esa misma universidad en calidad de Associate Professor. Su relacién con Princeton se
prolonga hasta 1967, afio en que la abandona trasladindose a UCLA (Enderton 1995,
pp. 486-7).

5 Para tener idea del impacto de Church como maestro de toda una generacién véase
(Enderton 1995, p. 488)

6 La conversa, esto es, el enunciado que sostiene que toda funcién A—definible es efectiva-
mente calculable es trivial y suele omitirse.

7 Un reciente trabajo histérico a cargo de Sieg (Sieg 1997), refuta la opinién de Davis a
este respecto. No obstante, éste parece ser un punto sobre el que vamos a ver una cierta
polémica.

8 La tinica monograffa integramente dedicada al cdlculo—A es la de Barendregt de 1981,
En la actualidad se reconoce la influencia de este formalismo en el disefio de algunos
lenguajes de programacién, Prolog en concreto y ha vuelto a recuperar una cierta ac-
tualidad.

9 Aunque la falta de espacio me obligue a omitir casi por entero este debate, interpretar la
CTT como una definicién, como una tesis o, incluso, como un teorema, son opciones
que modifican drdsticamente lo que de ella se pueda decir -si es una definicién no es
ni verdadera ni falsa, por ¢jemplo. Todas estas opciones, y algunas mds, han tenido y
previsiblemente seguirdn teniendo reflejo en la literatura.

18 Opcién que supone descartar la existencia de un procedimiento mecdnico capaz de
determinar toda férmula verdadera del la Légica de Primer Orden.

11 El problema depﬂradzz halting problem- consiste, evitando una exposmlon técnica, en la
discusién de si todo procedimiento mecdnico es, por el hecho de serlo, capaz de con-
cluir cualquier cémputo ofrecido arrojando un resultado apropiado.

12 Gandy (Gandy 1987, pp. 76-77) sostiene que, a diferencia de lo que sucede con la conje-
tura de Church, cuando Turing trata las ideas que acabo de mencionar, lo hace median-
te un auténtico teorema, Teorema de Turing. En este caso, el espacio para una tesis de
cardcter empirico no desaparece del todo, sino que cede parte de su contenido a un re-
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sultado formal especifico. La limitacién de espacio impide que se juzge aqui el esta-
tus epistemolégico de la Tesis/teoremal/definicién de Turing-Church, asunto que
por s{ mismo ya es merecedor de una fesis.

13 Siguiendo asf las elecciones terminoldgicas adopradas por el propio Turing,

14 Esta expresion difiere de la versién histérica al referirse a funciones parciales y no
sélo a funciones totalmente definidas. De hecho, la expresién original se obtiene aho-
ra como una version especial de la CTT genérica. Sin embargo, su significado no es
exactamente el mismo.

15 R. Sylvan y J. Copeland anuncian en el abstract de su contribucién a la Australasian
Association for Logic 30th Anniversary Conference de 1995 una solucién en ese sentido,
pero desconozco su contenido integro. No obstante, todo parece indicar que la pro-
puesta no ha sido aceprada.
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