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RESUMEN: A través de una reconstruccién de la evolucién de su pensamiento, en este
articulo se estudia la utilizacién de infinitesimales por parte de Newton. Se distin-
gue entre dos concepciones sucesivas de lo que denominé momento. A la primera de es-
tas entidades la caracterizé como un infinitesimal, pero a la segunda (un indivisible
generador de magnitudes finitas, que interviene en su método de las primeras y dlti-
mas razones) no El consideré como tal. Se entiende asi su manifestacién de rechazo a
los infinitesimales, formulada en una segunda etapa, y se ve que las dudas arrojadas por
algunos investigadores sobre la veracidad de tal manifestacién se deben a una determi-
nada interpretacién de esta tltima concepcién de momento.

Descriptores: cdlculo infinitesimal, historia; siglo XVII, Newton; infinitesimal, con-
ceptos. '

ABSTRACT: This paper discusses Newton's recourse to infinitesimals through the reconstruc-
tion of the evolution of his thought. Two successive concepts of what he termed "moment”
are told apart. The first of those entities was characterized by him as an infinitesimal,
while the second -an indivisible generating finite magnitudes, present in his method o[f
first and last reasons- was not considered such an entity. This move makes understandable
his express rejection of infinitesimals in the second stage, and exposes the doubs of some
scholars about the sincerity of Newton's rejection as due to a peculiar interpretation of his
last concept of "moment”.

Keywords: Infinitesimal calculus, history of Seventeenth-Century, Newton; Infinitesimal,
concept of ‘
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¢Renuncié Newton a los infinitesimales? El as{ lo afirmé, manifestando
que su método constitufa una propuesta mds natural. Sin embargo, diversos
investigadores han argumentado que, pese a esta declaracién, los infinite-
simales se agazapaban tras el método de las fluxiones o su dltima versién
en términos de razones primeras y dltimas. Segin Boyer, Newton "no re-
nunci6é completamente al infinitesimal, sino que continué refiriéndose a los
momentos como partes infinitamente pequefias'l. Kitcher indica que el
progreso al método de las razones primeras y tltimas consistia "en tratar
al infinitesimal o [un infinitesimal de tiempo] como una variable"2. Lai
afirma que Newton no hubiese podido renunciar a los infinitesimales por-
que "eran demasiado fundamentales en su concepcién del mundo y de las
matemdticas"3. Bechler escribe que "como su método de primeras y ulti-
mas razones depende de su método de fluxiones y éste depende de los
infinitesimales, su declaracién en contra es irrelevante"4. Sin embargo,
Arthur manifiesta que, en el esquema fluxional, "o es siempre finito", y que
este esquema "involucra implicitamente un tipo de procedimiento tempo-
ral al limite"5. Este dltimo autor, en oposicién a los anteriores, ve implici-
to el método de limites de su procedimiento de las primeras y dltimas
razones ya desde el primer esquema fluxional de 1671.

A través de una reconstruccién de la evolucién del pensamiento de
Newton, mi trabajo pretende mostrar que la contradiccién entre sus mani-
festaciones y estas interpretaciones tiene sus raices en el concepto de infini-
tesimal implicado. Newton sostuvo, no una, sino dos concepciones distin-
tas y consecutivas de "momento”. Pero sélo calificé de "infinitesimal” a la
primera de ellas. Asi, interpretar al segundo de sus "momentos" -un indivi-
sible generador de magnitudes finitas- como un infinitesimal supone adop-
tar un punto de vista anacrénico. Tal interpretacién oscurece el problema
de fundamentos implicado y no contribuye -més bien todo lo contrario- a
esclarecer las ya de por si dificiles bases de su método de las primeras y
tltimas razones.

1. Infinitésimos y fluxiones

Hacia la primavera o principios del verano de 1664 Newton comenzé a
familiarizarse, a través de la obra de Wallis, con los procedimientos de
cuadraturas, y en el invierno con sus trabajos sobre series. También de esa
época, a comienzos del otofio, datan sus primeros cilculos sobre curvatura
empleando el método de Descartes.
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En sus anotaciones de Wallis considera a las figuras equivalentes a la
suma de sus indivisibles; pero, en la prictica, efectta las cuadraturas divi-
diendo la linea adoptada como base seglin una progresién aritméticab. En
la Fig. 1 acse divide "en un ntmero infinito de partes iguales” ad, de, ef,
etc. desde las cuales se trazan paralelas nd, pe, gf; etc., cuya longitud se
incrementa continuamente en una progresién determinada. Todas estas
lineas equivalen a la superficie bgnac, de modo que la razén de esta super-
ficie a la del paralelogramo ambc sera igual a la razén que todas estas li-
neas tengan a otras tantas lineas iguales a la mayor de ellas (b¢). Se trara,
pues, de comparar dos series infinitas (W, 7, p. 98).

m a

n d

P/ e

q f
|/

b c

Figu{a 1

Por otra parte, en sus estudios de curvatura, Newton comienza a usar el
simbolo o para denotar un pequefio incremento finito que, en el momento
final del célculo, se iguala a cero?. El procedimiento de Descartes para
hallar la tangente a una curva en un punto dado era determinar previamente
la subnormal. Para esto habia que localizar una circunferencia tangente a la
curva en ese punto. Descartes introducfa una circunferencia que cortaba a la
curva en dos puntos, y establecia la condicién de que ambos puntos fuesen
el mismo. A Newton se le ocurrié que si tomaba dos normales en puntos
préximos de la curva y las hacia coincidir, coincidirfan con el radio de la
circunferencia tangente. En mayo de 1665 redacté uma exposicién de su
procedimiento. Esta se abre con la siguiente demostracién8. Sea la curva
ea, y d el centro de la circunferencia tangente a la curva en e.
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Figura 2

Si ab=x, eb=y, bd=v, bc=o, cf=z, y ed=df (radio de la c1rcunferenc1a) en los
tridngulos ebd, fed se tiene:

ed=df =y + =2+ (v-0? (1)

El punto f; de coordenadas (z, x+0) no se encuentra sobre la curva, sino so-
bre la circunferencia con centro en 4. Si suponemos que la ecuacién de la
curva es y=f(x), y sustituimo$ z=f(x+0), esteremos igualando dos miembros
s6lo aproximadamente iguales. Estrictamente hablando, la sustitucién sélo
serd vilida cuando fcoincide con ¢, esto es, si 0=0. Haciendo esto, se ob-
tiene una expresién para v que determina la normal en el punto e. El primer
caso que trata Newton es el de una hipérbola, cuya ecuacién es y=x+ax.

Asi,

Z=(x+0*+a(x+ o) ‘ (2)
valor que, sustituido en (1), da:

v=x+al2+ 0 (3)

que cuando se hacen coincidir ambos puntos se reduce a v=x+4/2.

Newton observa que, dado que hay que despejar v en un término que
viene multiplicado por o (y por tanto, al hacerlo, los demds términos de-
berdn dividirse por o), se pueden eliminar de partida los términos en po-
tencias de o iguales o mayores que 2, pues tras la divisién éstos darin
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siempre lugar a términos en o que en el paso final del proceso -cuando se
haga 0=0- desaparecerdn. De modo que si, en general, de (2) se obtiene:

z= w/yz +20v-0° (4)
se puede escribir de partida que:
(5)

z= \lyz +20v

La presencia de la raiz no es precisamente cémoda para el cilculo, y New-
ton encuentra un procedimiento al que califica de "mds conveniente” (W, I,

pp. 278-80). En la Fig. 3, dibuja el pequeo tridngulo efr

f\
—_)
r €
e
- \
i e b a8
r9
Figura 3
y establece las siguientes proporciones:
beldb = bglbe = relfr (6)
esto es,
ylv = olzy (7)
de donde:
z=7y+ ovly (8)
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A continuacién afirma que las proporciones (6) sélo pueden establecerse si
0 se imagina "infinitamente pequefio, esto es, si el tridngulo efr se supone
que es infinitamente pequeiio” (W, 1, p. 278). Ahora los términos en o "son
infinitamente pequefios, es decir, se desvanecen si se comparan a términos
finitos" (W, 1, p. 279). Algo mis adelante deduce de nuevo la expresién
(8), esta vez sin recurrir al [lamado "tridngulo caracteristico” ef, y deduce
a partir de ella expresiones para 22, 2, etc. despreciando términos en po-
tencias de o superiores a la primera, y manifiesta:

Esta operacién no puede considerarse buena en este caso a menos que la infinita pe-
quefiez se pueda considerar geométricamente. (W, 1, 282)

Newton todavia no ha sustituido z=f(x+0), por lo que la tnica aproxi-
macién que interviene es la cancelacién de los términos en o2 Esto sugiere
que, en este contexto, pudo introducir el infinitesimal para justificar esta
operaciénd. Mis adelante afirma (Fig. 4) que, si se considera ¢ infinita-
mente pequefo, entonces la diferencia os entre las lineas 0é y bs serd infini-
tamente menor que 04, por lo que se puede hacer ob=o0s, lo que equivale, en
nuestra notacién anterior, a la sustitucién z=f{x+0) o, dicho en otros térmi-
nos, a la del arco por la tangente.

Figura 4

Estas operaciones no hacen a Newton muy feliz. Segiin parece, por dos
motivos. Por una parte, como dice, encuentra cuestionable la legitimidad
del uso de infinitesimales en geometria; por otra, piensa que su empleo
supone una aproximacién que va en detrimento de la exactitud de las ma-
temadticas; si bien, como veremos algo mas adelante, sus manifestaciones
en este sentido serin tardfas. Entre tanto, el siguiente paso es la extensién
de esta aproximacién cinemitica a la generacion de curvas y a la determi-
nacién de tangentes, desarrollando su célculo fluxional.
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La generacién de figuras geométricas mediante el movimiento de sus
indivisibles se remonta a la antigiiedad y era bien conocida en la época. La
distincién entre curvas geométricas y mecdnicas que se establecié en el
mundo clésico se referfa a la diferencia entre los procedimientos de traza-
do mds puramente "geométricos" -regla y compds- y los que empleaban
medios instrumentales mds complejos. Pero Descartes entendié por geo-
métrico aquéllo que es exacto, y por mecénico lo que no lo es, y asi in-
cluyé en la primera de estas categorias todas aquéllas curvas definidas
cinemiticamente que fuesen descritas por un movimiento o por la compo-
sicién de dos movimientos que guardasen razén exacta entre ellost0, New-
ton, por su parte, en el "Prefacio” a los Principia, llevé las cosas mucho mis
lcjos. Distinguicndo entre una mecénica racional, exacta, y otra préictica,
artesanal, subsumié en la primera a la geometria, afirmando que "los tra-
zados de las lineas rectas y curvas en que se apoya la Geometria pertenecen a
la Mecinica."11

Para algunos, las definiciones genéticas -génesis de las figuras por el

movimiento- provefan a la geometria de una causalidad que la convertia en
una verdadera ciencia en el sentido aristotélico. Torricelli, Hobbes, Spi-
noza, fueron de este parecer; y particularmcnte Barrow, quien vio en el mo-
vimiento la clave para una nueva fundamentacién de la geometria, y cuyas
Lectiones Geometricae (1670), casi con toda probabilidad, sirvieron de
inspiracién a Newton. De modo que las inddgacioncs de Newton en meca-
nica, emprendidas en esos primeros afios, y la génesis de las figuras por el
movimiento sentaban sobre las mismas bases tanto la mecinica racional
como la geometria. Ya que, dado que el origen de la segunda estd en la
primera, en su punto de partida no son mis que una y la misma disciplina.
Y a su vez la mecdnica no tiene otro origen que la abstraccién del mundo
fenoménico, que no es estético € inmutable como las figuras de la geome-
tria de Euclides, sino que estd sometido a cambio por el movimiento res-
pecto del trasfondo de un espacio y un tiempo absolutos.
La primera sistematizacién del cdlculo fluxional aparece en un manuscrito
datado en noviembre de 166512. Dada una ecuacién que expresa la relacién
de dos o miés lineas x, y, z descritas en el mismo tiempo por dos o mis
cuerpos méviles A, B, C, se trata de encontrar la relacién de sus velocida-
des p, g, r. El procedimiento es el siguiente:

1) Igudlese la ecuacién a cero.

2) Multipliquese cada término por p/x tantas veces como sea el expo-
nente de x en ese término, tantas veces por p/y como lo sea cl de y, v
lo mismo en el caso de z ' '
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3) La ecuacién resultante dard la relacién entre g

Tras exponer tres ejemplos, Newton presenta la demostracién. Sean
dos cuerpos A/B que se mueven uniformemente desde /b a c/d, elf, g/h,
etc. en el mismo tiempo

a c e g

b d f h

Figura 5

Las lineas ac/bd, celdf, eg/fh son como sus velocidades p/q. Y prosigue:

Y aunque no se muevan uniformemente con todo hay lineas infinitamente pequeiias

ue describen en cada momento y son como las velocidades que tienen mientras las
3escriben. Como si el cuerpo A con la velocidad p describe la infinitamente pe-
quefia linea 0 en un momento. En ese momento el cuerpo B con la velocidad 4 cﬁ:s-
cribird la linea og/p. Pues p:g::0:0/p. Asi, si las lineas descritas en un momento son x
€ y, serdn x+oy y+og/p en el [momento] siguiente. (W, I, p. 385)

Ahora en la ecuacién se sustituye x por x+o, y por y+og/p, se simplifica, se
dividen los términos por o, y los términos en o también desaparecen
"porque son infinitamente pequefios”. A finales de 1665, pues, Newton
sigue empleando el infinitesimal, aproximando las curvas por lineas poli-
gonales de lados infinitamente pequefios. Estos lados se recorren con mo-
vimiento uniforme, aun cuando el punto generador no se mueva uniforme-
mente.

El tratado sobre fluxiones de octubre de 1666 recoge esto pricticamen-
te palabra por palabra, con sélo un cambio muy significativo. Ahora de-
signa al "momento" de tiempo por o, de modo que p:g::po:90 (W, 1, pp.
400-448; p- 414). No dice que el momento de tiempo sea infinitamente
pequefio, sino que lo es el espacio recorrido en dicho momento.

También en este escrito aparece un artificio cuyo interés se verd un poco
mds adelante: la adopcién del valor p=1, es decir, la suposicién de que la
velocidad de uno de los cuerpos -el A en este caso- es constante e igual a la
unidad (W, 1, p. 427). Esto apareceri de nuevo en el 'De analysi per aequa-
tiones infinitas', escrito probablemente a principios del verano de 1669
(W, 2, p. 206, n.1), junto con una nueva concepcién para el término "mo-
mento”. Sea AD una curva cualquiera, y AHBK un rectingulo cuyos lados

AH=BK son la unidad.
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Figura 6
Considérese que la linea DBK describe las dreas ABD y AK a medida que

se mueve uniformemente desde AH; y que BK(1) es el "momento” por el
cual AK(x) crece gradualmente y BD(j) aquél por el cual lo hace ABD; y
que, cuando estd dado continuamente el momento de BD se puede investi-
gar el drea ABD (por las reglas que ha dado anteriormente) o compararlo
con AK(x) descrito con un "momento” unidad (W, 2, p. 233).

Dejemos esto as{ por ahora y vayamos finalmente a la mds ambiciosa
exposicién del nuevo cdlculo, redactada en 167113. Aqui Newton se es-
fuerza por clarificar la fundamentacién de su método. Como es sabido,
comienza reduciendo el estudio de curvas a dos problemas:

1. Dada una longitud de espacio continuamente (esto es, para cada tiempo), hallar
la velocidad del movimiento para cada tiempo propuesto.

2. Supuesta una velocidad del movimiento continuamente, hallar la longitud del
espacio descrito en un tiempo propuesto. (W, 3, p. 70)

Newton prosigue con el siguiente ejemplo: En la ecuacién x*=y, y represen-
ta la longitud del espacio recorrido en cualquier tiempo, el cual es "medi-
do y representado por un segundo espacio x a medida que éste crece con
velocidad uniforme” (W, 3, p. 72). Esto es precisamente lo que hemos vis-
to mds arriba que hacia tomando p=1. La justificacién es que:

dado que no tenemos estimacién del tiempo excepto en la medida en que es exhibi-
do y medido por un movimiento local uniforme, y ademis puesto que sélo canti-
dades del mismo género, al igual que sus velocidades de aumento y disminucién,
pueden compararse entre si, por estas razones, en lo que sigue, no me fijaré en el
tiempo, considerado formalmente, sino que de entre las cantidades propuestas que
sont del mismo tipo supondré que alguna aumenta con un flujo uniforme y ala cu-
al todas las demds pueden referirse como st fuese el tiempo, y por tanto se le puede
dar analégicamente la denominacién de "tiempo”. Y asi siempre que en lo que si-
éue aparezca la palabra "tiempo” (...), por este nombre debe entenderse no el tiempo
ormalmente considerado sino esa otra cantidad a través dc cuyo flujo o movimien-
to uniforme el tiempo es exhibido y medido. (W, 3, p. 2)
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La fuente de Newton es, con toda probabilidad, Barrowl4. En la prime-
ra de sus Lectiones Geometricae se encuentra la generacién de figuras por el
movimiento, la idea del tiempo como un flujo uniforme, que geométri-
camente se puede representar por una linea, y la consideracién de que este
flujo puede medirse a través de un movimiento regular. Aquf se plantea'la
cuestién de saber cudndo un movimiento es realmente uniforme, de modo
que represente adecuadamente el flujo del tiempo. Barrow piensa que el
movimiento mds apropiado es el de los astros, cuya regularidad se puede
constatar con un reloj bien construido, el cual serfa regular en virtud de su
construccion: el flujo regular del tiempo se correlacionarfa con el movi-
miento bajo una fuerza regular. Newton fue algo mis sutil: percibiendo
que quizis no se pudiese encontrar en la naturaleza un movimiento verdade-
ramente regular, identificé su tiempo absoluto con el tiempo astronémico,
pero corregido matemdticamente de irregularidades por la ecuacién del
tiempol5.

Como hemos mencionado, Newton tiene razones, basadas muy proba-
blemente en el método de determinacién de tangentes, para rechazar el
tratamiento geométrico de las curvas por medio de infinitesimales. En el
primero de sus manuscritos que citamos mds arriba, datado en noviembre
de 1665, todavia denota mediante el simbolo o un espacio infinitesimal.
En octubre de 1666, o pasa a representar un momento -en el sentido de n
intervalo infinitesimal- de tiempo. Pero todavia las velocidades se expre-
san mediante los espacios recorridos por el cuerpo en una "unidad" infinite-
simal de tiempo, arbitrariamente escogida; ahora el tiempo es la variable
independiente. Esto cambia en 1669, donde denomina "momento” a lo que
luego llamar4 "fluxién”; aqui hace constante la velocidad de cambio de la
variable independiente, tomando dicha velocidad como unidad. Final-
mente, en su tratado de 1671 adopta claramente como unidad el mismo
flujo del tiempo. ‘ : :

Noétese el empleo del término "continuamente” en la cita de mds arriba,
cuando reduce a dos problemas el estudio de las curvas. Newton trata aqui
las curvas "verdaderas”, no lo que considera sus aproximaciones mediante
lineas poligonales de infinitos lados (concepcién que se tratari en el pré-
ximo apartado). Naturalmente, las velocidades o fluxiones que aqui inter-
vienen son verdaderas entidades instantdneas. Es precisamente en este ma-
nuscrito donde Newton introduce la denominacién de "fluentes" para las
variables, y de "fluxiones" para sus velocidades de cambio. De hecho, co-
menz6 a tachar el término "momento”, sustituyéndolo por el de "fluxién”
(W, 3, p. 77, n.88). Entonces redacté un pardgrafo precisando su relacién:
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Los momentos de las cantidades fluentes (esto es, sus partes indefinidamente peque-
fias, por cuya adicién aumentan durante cada periodo de tiempo infinitamente pe-
quefio) son como sus velocidades de flujo. (W, 3, p. 78)

Asi, el momento de, digamos, una fluente x se expresa como el producto
fl(x)o de su fluxién fl(x) y una cantidad infinitamente pequefia o:

Puesto que o se supone infinitamente pequefio de modo que pueda expresar los
momentos de las cantidades, los términos que lo contienen como factor serdn como

nada respecto de los otros. (W, 3, p. 80)

Pero con esto Newton no se ha librado de los infinitesimales. Los mo-
mentos lo son, gracias a resultar del producto por un intervalo de tiempo
infinitesimal o. Por ello, como se decia al principio, muchos investigado-
res coinciden en sefialar que la sustitucién de los momentos por las fluxio-
nes no ofrece, en realidad, ninguna ventaja respecto del abandono del infi-
nitesimal.

2. Una digresion sobre indivisibles, inﬁniteximales e infinitos

;Por qué dudaba Newton, en la cita de mis arriba, de "que la infinita pe-
quefiez se pueda considerar geométricamente”? Hay que avanzar bastante en
el tiempo para encontrar entre sus escritos una manifestacién en este senti-
do. Es en 1713-14, cuando ya ha publicado el método de las razones pri-
meras y dltimas y lo defiende frente al cdlculo diferencial de Leibniz. En
tal contexto manifesté que el célculo infinitesimal,

no est4 fundamentado en la Geometria de Euclides. No hay ninguna Proposicién
en Euclides relativa a cantidades o figuras infinitamente pequefias. El cdlculo pro-
cede por aproximaciones haciendo los infinitamente pequefios arcos de curvas y sus
cuerdas, senos y tangentes iguales entre si y empleando con frecuencia otras apro-
ximaciones a las que les falta una Demostracién rigurosa de que el error es menor
que cualquier error dado.16

En esta concepcién, las curvas no son lineas poligonales con un infinito ni-
mero de lados infinitesimales. La linea poligonal infinitangular no se
identifica con la curva, ya que tan sélo la aproxima. La rafz del problema
se encuentra en la naturaleza aparentemente paradéjica del infinitesimal, al
poseer la propiedad de tener una cantidad o magnitud positiva -y por tan-
to distinta de cero- y, todavia, ser incomparablemente menor que cual-
quier ntmero o magnitud finita. Geométricamente, el infinitesimal surgfa
de una divisién al infinito de la magnitud pero, a diferencia del indivisi-
ble, era homogéneco con ella; asi, un infinitesimal de linea tenfa las dimen-
siones de la linea y era divisible, a diferencia del indivisible de linea, el
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punto, que carece de dimensién. Se podria decir que los infinitesimales
surgfan de una divisién de la magnitud potencialmente infinita (infinita-
mente muchos, pero no tantos que no pueda haber mds), mientras que el
indivisible se alcanzaria mediante una divisién por el infinito actual (to-
dos los que son). Era este infinito actual el que separaba las dimensiones!7.

Leibniz, por ejemplo, no aceptd este infinito que hemos denominado
actual como entidad matemitical8, y pensaba que no hay un nimero tal que
no existiese otro mayor. Correspondientcmente, tampoco existirfa un udl-
timo término en una serie infinital9.

Wallis, asimismo, se expresarfa en estos términos. En su respuesta a

Hobbes, escribia:

Que usualmente en Euclides, y en todos los que le siguieron, por Infinito no se sig-
nifica otra cosa sino Mds que cualguier Finito asignable, y no Absolutamente Infini-
to, o el mayor posible.20

Un proceso de divisién por este infinito conducirfa al infinitesimal, tras lo
cual, por decirlo de alguna manera, el proceso habria terminado, no se
podria llevar mds alls. El proceso, no los estadios sucesivos de divisién,
pues el infinitesimal todavia es divisible. Citemos de nuevo a Wallis:

Una Cantidad Finita (como AB) se puede suponer (por tales bisecciones continua-
das) divisible en un nimero de partes Infinitamente muchas (es decir, més que cual-
quier nimero Finito asignable:) Pues no hay restriccién mis all4 de la cual no se
pueda suponer que tal divisién continte; (pues atn el dltimo, no importa cudn pe-
quefio, tendrd dos mitades).21

Sin embargo, situar a los infinitesimales entre el cero y los ndmeros
finitos o, en términos geométricos, entre una figura finita y sus indivisi-
bles, podia sugerir que el proceso de divisién podria llegar més all4, y
esto conducia a una concepcién del infinitesimal distinta de la anterior.
Tal concepcién se puede rastrear en las consideraciones que el mismo Wa-
llis hace sobre el dngulo de contacto. Considera un poligono inscrito en
circulo, siendo:

el nimero de sus lados infinitamente muchos; tal lado debe ser infinitamente cor-
to (...) y el Angulo Externo infinitamente pequefio (...) Pero si entonces (...) tal lado
(infinitamente pequefio) se supone ademds que degenera en un Punto, y ese Poligo-
no en un Circulo, {..) el Angulo de Contacto (...) que era antes infinitamente pe-
quefio, debe ahora ser nada.22

El término empleado por Wallis, este proceso que lleva a que el infinite-
simal "degenere” o "termine" en un punto, no permite atribuirle sin mds la
admisién de una concepcién correspondiente al que aqui hemos denomina-
do infinito actual; y mis cuanto que, como se ha visto en las citas anterio-
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res, en otros lugares se expresa claramente de otro modo. La impresién que
se obtiene, sin embargo, es que una linea poligonal de lados infinitamente
pequefios constituye, de alguna manera, una aproximacién a la "verdadera”
curva. Wallis, tratando el 4ngulo de contacto, dibuja una figura como

Figura 7

y escribe:

() Asf puede variar también la declinacién; bien por Saltos, y (una o més) Frac-
ciones (formando asi muchos Angulos Rectilineos) como en ABC, DEF; o (gra-
dualmente) por Flexién continua, como en una curva continuada AcF: (...).23

De este modo, el 4ngulo de contacto, como quiere mostrar aqui Wallis,
resulta de una dimensién inferior al rectilineo, pero todavia es susceptible
de variacién en su propia dimensién. Este mismo concepto es el que pre-
senté Newton en el cuaderno del Trinity, redactado durante sus afios de
estudiante, junto con la aceptacién de un infinito actual.

A continuacién Wallis caracteriza al 4ngulo de contacto como lo que
denomina un elemento "inceptivo” o "incoactivo”. Se trata de entidades
que respecto de algin tipo de magnitud no son nada, pero estdn en la in-
mediata posibilidad de serlo. Asi el punto, considerado en orden al mo-
vimiento, es inceptivo de la longitud, como la linea de la superficie, y la
superficie del sélido. La "celeridad o rapidez” es inceptiva de la longitud
en movimiento, y la aceleracién es inceptiva de la velocidad. Tal como la
aceleracién caracteriza la tasa de cambio de la velocidad, el 4ngulo de
contacto lo hace con respecto a la tasa de cambio de los 4ngulos rectili-
neos. Y estos inceptivos tienen su -propia magnitud y pueden compararse
entre sf; pero no son infinitesimales, pues, como se ha dicho, para Wallis
los infinitesimales de una magnitud son homogéneos con ella24.
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El concepto de estas entidades "inceptivas" es bastante escurridizo. Pero
en un texto de Newton datado algunos afios antes de la redaccién de los
Principia se encuentra una nueva definicién de momento cuanto menos muy
similar:

Los momentos de cantidades son sus principios de generacién o alteracién en un
flujo continuo: como el tiempo presente lo es del pasado y el futuro, el movimien-
to presente del pasado y del futuro, la fuerza centripeta o cualquier otra fuerza

momentdnea del impetus, el punto de la linea, la linea de la superficie, la superfi-
cie del sélido y el 4ngulo de contacto del dngulo rectilineo.25

F. De Gandt ha llamado la atencién hacia esta concepcién del momento
como "comienzo": el punto de la linea, la fuerza del impetus. Un comien-
70, sefiala, es mds que un elemento, "estd prefiado de la realidad a aconte-
cer"26, Una nocién que ve préxima al conatus de Hobbes, y que en un senti-
do més o menos similar se puede encontrar en distintos dmbitos y autores
de la época: Descartes, Huygens, Spinoza, incluso Leibniz27. Y como he-
mos visto, aunque De Gandt no lo cita, también en Wallis. ‘

Con esta nueva concepcién de momento, la igualdad de razones entre
éstos y las de las fluxiones es estricta. El momento es, ahora, una magnitud
"de punto”, al igual que la fluxién. El nuevo momento es el generador del
antiguo, el que lo hubiese generado si dispusiese de un pequeo intervalo de
tiempo. Pero ahora este intervalo ya no es infinitesimal: Newton ha deste-
rrado esta entidad de sus matemdticas. El nuevo momento es un indivisi-
ble generador de magnitudes finitas. Tal como escribir4 en los Principia:

Las particulas finitas no son momentos, sino las cantidades mismas generadas por
los momentos. Han de entenderse como los mismos principios nacientes de las

magnitudes finitas. (N, p. 365; R, p. 431)

En el método fluxional de 1671, Newton llegaba a la razén entre las flu-
xiones a través de la razén entre los momentos -infinitesimales, homogé-
neos- que figuraban en el tridngulo diferencial. Anulando el intervalo infi-
nitesimal de tiempo o0 en el que dichos momentos se habfan generado, lle-
gaba a una relacién vélida para un punto. Pero, desechado el infinitesimal,
los' nuevos momentos -indivisibles, heterogéneos- son magnitudes puntua-
les. ;Cémo determinar su razén?

3. Primeras y dltimas razones

En algin momento posterior a la primera redaccién del tratado de 1671,
Newton escribié algunas nuevas pdginas. Tras el catdlogo de cierto nimero
de "curvas” y sus "dreas" correspondientes, suministré algunos ejemplos de

444 THEORIA - Segunda Epoca
Vol 14/3, 1999, 431-4'60



Manuel A. SELLES ISAAC NEWTON Y EL INFINITESIMAL

su empleo, y recomendé que, tras haber hallado asi el 4rea de alguna curva,
se atendiese a elaborar una prueba que no contuviese célculos algebraicos
(W, 3, p. 279). En estas pruebas emplea un argumento como el siguiente:
toma el rectingulo FEqf igual al espacio Feef,

c c

Figura 8

(...) como (debido a que su diferencia Eqge es infinitamente menor que ellos y asi,
respecto de ellos, cero), no tienen razén de desigualdad. (W, 3, p. 283)

Y la justificacién que precede inmediatamente a la cita anterior es la si-
guiente:
En demostraciones de este tipo deberfa observarse que tomo como cantidades igua-
les aquéllas cuya razén es la de igualdad. Y debe considerarse una razén de ijual—
dad la que difiere de la igualdad menos que cualquier razén de desigualdad que

pueda asignarse. (W, 3, p. 279)

Acto seguido, afirma que, sin embargo, el método "basado en la génesis
de las superficies por su movimiento de flujo parece una propuesta mds
natural”. Y da un par de ejemplos. Es esta la parte que extiende la nueva
redaccién, que abre con cuatro axiomas, afirmando el dltimo de ellos que
"los momentos contemporéneos son como sus fluxiones” (W, 3, p. 331). Y a
continuacién establece como primer teorema que si hay cuatro cantidades

fluentes tales que A/B=C/D (AD=BC), entonces:

Af(D) + D fllA) = BAC) + CAD) 9)

Comienza planteando el problema usando un momento M de A de
infinita pequefiez, que en el paso final se anula. Pero tacha esta demostra-
cién y la sustituye por otra geométrica. Enla Fig. 9, las fluentes se repre-

sentan por las lineas AE, AC, AB, AD.
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Figura 9

La proporcién de partida implica que los rectingulos ACFB y AEGD son
iguales. Si las lineas se incrementan fluxionalmente por sus momentos Bb,
Dd, Ee y Cc y dado que por hipétesis los rectangulos son iguales, sus in-
crementos serdn iguales:

Abe Cc+ AC* Bb=Ade Fe + AE*» Dd (10)

y como, de acuerdo con el axioma, los momentos son como sus fluxiones,
se podrdn sustituir por éstas:

Abs fLAC) + AC+ fIAB) = Ad» fIAE) + AE » fI(AD) (11)

Pero Newton tacha esto tltimo. Como observa Westfall28, aqui estd tra-
tando de nuevo a los momentos como incrementos infinitesimales y est4ti-
cos. En la nueva demostracién, escribe:

Hagase ahora que los rectdngulos Af y Ag disminuyan hasta convertirse en los pri-
mitivos rectdngulos AF y AG: Ab se convertir entonces en AB, mientras que Ad se
tornard AD. Por tanto en el tltimo momento de esa defluxién infinicamente pe-
ucfia -esto es, en el primer momento de fluxién de los rectingulos AF y AG cuan-
o comienzan a aumentar o disminuir-, ser:
AB* flAC) + ACs flAB) = AD * fAE) + AE + fAD)
Como se queria demostrar. (W, 3, p- 334)

De acuerdo con Whiteside y Westfall29, aqui nace el concepto de primeras
y tltimas razones, el cual condujo la nocién de valores limite, presente en
su método de series infinitas, a su mérodo fluxional30. Esta nocién de li-
mite se presenta en el Lema I, Secc. I, Libro I de los Principia:
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Las cantidades, asi como las razones de cantidades, que tienden a la igualdad cons-
tantemente en un cierto tiempo finito y antes del limite de dicho tiempo se apro-
ximan mutuamente mds que una diferencia dada, al final se hacen iguales. (N, p.

73; R, p. 157)

Nétese que Newton estd afirmando de partida la existencia de un dltimo
término, aquél en el que se da la igualdad3l. A diferencia del tratado de
1671, en el que empleaba infinitesimales, y en donde tomaba como igua-
les cantidades que difieren en menos de cualquier valor asignable.

Los dos lemas siguientes extienden esto al 4rea bajo una curva, acotada
por dos series de paralelogramos, inscritos y circunscritos, cuando la an-
chura de sus bases disminuye infinitamente.

k ! m
b n
L c
M [s)
d
A B C D - E
Figura 10

Y finaliza con cuatro corolarios en los que establece que "la suma dltima de
paralelogramos evanescentes coincide en todo punto con la figura curvili-
nea” y que "estas figuras dltimas (en cuanto a los perimetros acE) no son
rectilineas, sino los limites curvilineos de figuras rectilineas” (N, p. 75; R,
p- 159).

Mis adelante, en el Lema VII, establece "que la razén dltima entre la
cuerda, el arco y la tangente entre si, es la razén de igualdad” (N, p. 78; R,
p. 161). El Lema VIII establece (Fig. 11), para los tridngulos RAB,
RACB, RAD, en donde AD es la tangente y AB la cuerda del arco ACB,
que su "forma dltima (...) es la de semejanza y la razén dltima de igual-
dad" (N, p. 79; R, p. 162) cuando los tridngulos se desvanecen al aproxi-
marse B a A.
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Figura 11

Por ello, afirma en un corolario, "tales tridngulos pueden ser sustituidos
uno por otro en toda argumentacién sobre razones tltimas" (N, p- 79 R, p.
163). ‘
Finalmente Newton tiene que justificar la existencia de esas "sumas o
razones ltimas" de cantidades que decrecen al infinito. Esta justificacién,
basada en una comparacién con el caso del movimiento, no estd muy clara.
El mismo plantea la objecién:
Pudiera objetarse que no hay proporcién tltima alguna entre cantidades evanescen-
tes, ya que antes de que desaparezcan no son dltimas, 'y, después de desaparecidas, no

puede darse ninguna. (N, p. 87; R, p. 170)

Por la misma razén -escribe- podria decirse que un cuerpo que llega a wn
punto en el que acaba su movimiento no tendria una velocidad dltima.

La cuestién es antigua. Platén, en el Parménides, introdujo una entidad,
al parecer inextensa, para dividir un periodo de movimiento de otro de
reposo. Aristételes discutié en el Libro VI de la Fisica la naturaleza del
tiempo y del instante, por analogfa del punto con respecto a la linea. En la
Edad Media se la denominé la cuestidén de primo et ultimo instanti. El
problema de fondo es la densidad del conjunto de puntos del continuo: los
puntos de una linea no pueden ordenaise sucesivamente pues, entre cada par
de puntos, se podrin sefialar siempre infinitos puntos. De este modo, si
sefialamos un instante en el tiempo como principio del reposo, entonces no
podremos sefialar otro instante inmediatamente anterior como #%/timo ins-
tante de movimiento. Newton ya se habia enfrentado a cuestiones simila-
res en el Cuaderno del Trinity. Pero su respuesta, al contrario de lo que
afirma, no es nada ficil:
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La respuesta es ficil: por velocidad dltima se entiende aquélla con la que el cuerpo
se mueve, no antes de alcanzar el punto final y cesa, por consiguiente, el movimien-
1o, ni tampoco después de haberlo alcanzado, sino aquélla con la que se mueve
cuando lo alcanza, esto es, aquella velocidad con la que el cuerpo. alcanza el punto
final y aquélla con la que cesa el movimiento. {..) Existe un limite que puede al-
canzar la velocidad al final del movimiento, pero no puede traspasarlo. Esta es la
velocidad dltima. (N, 87; R, 170)

La tradicién medieval, de acuerdo con Aristételes, entendia que en las
entidades sucesivas, como es el caso del movimiento, se daba un dltimo
instante de no existencia en su principio, y un primer instante de no exis-
tencia en su cese; es decir, se hallaban limitadas extrinsecamente. Mientras
que las entidades permanentes se hallaban intrinsecamente limitadas en su
principio, y extrinsecamente en su final. De acuerdo con esto, no existirian
ni un primer ni un dltimo instantes del movimiento.Galileo, por su parte,
caracterizé al reposo como al grado de infinita lentitud32. Asercién que
cabe interpretar de dos maneras. O bien reposo y movimiento no son enti-
dades distintas, cosa que no parece el caso, pues entonces nunca podriamos
decir que un movimiento comienza o cesa, o bien el dltimo instante de
reposo es también el primero de movimiento. Pero si se acepta esto tlti-
mo se estd admitiendo que sentencias que predican contrarios del mismo
sujeto pueden ser ciertas a la vez. Asi, por ejemplo, cuando Galileo expone
la paradoja del bol, también llamada de la escudilla, resulta que en el
estadio final una circunferencia es igual a un punto, el cual es asf la dltima
de las circunferencias:

Parece, pues, que la circunferencia de un circulo inmenso puede considerarse igual
a un solo punto. Y esto que sucede con los sélidos, sucede igualmente con las super-
ficies, sus bases, las cuales, conservando siempre, en el curso de su comiin reduccién,
la igualdad, acaban, al término de su tltima disminucién, por confundirse la una
con la circunferencia de un circulo yla otra con un solo punto. ;Por qué habria-
mos de negarnos a tenetlas por iguales, ya que son los tltimos vestigios, los dltimos
restos de cantidades iguales?33

La terminologia, como se ve, es muy similar a la de Newton.

Cavalieri sostenia que la razén entre las figuras se podia obtener a través
de la razén entre sus indivisibles. Pero Galileo presenta la reciproca: la
razén entre las figuras finitas es también la que se da entre sus componentes
dltimos. Las paradojas surjen cuando estos componentes Gltimos son limi-
tes que no pertenecen a la sucesién de figuras. En los ¢jemplos anteriores,
las figuras son superficies, y los componentes dltimos son de dimensién
inferior. Las paradojas se salvan dotando a los indivisibles de la misma
dimensién: esto es, introduciendo los infinitesimales. Con ello pierden
-cuanto menos aparentemente- su condicién de verdaderamente dltimos, de
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limites. Otra forma de escapar del problema es afirmar que, en rigor,
estos limites no se alcanzan nunca. Asi, Newton escribe:

También pudiera objetarse que si se dan razones dltimas de cantidades evanescen-
tes, también se dardn magnitudes dltimas; y asi toda cantidad constard de indivisi-
bles, contra lo que demostré Euclides sobre los inconmensurables en el libro dé-
cimo de los elementos. Pero esta objecién se apoya en una hipétesis falsa. Las razo-
nes dltimas con las que tales cantidades desaparecen en realidad no son razones de
cantidades tltimas, sino limites a los que tienden a acercarse siempre las razones de
cantidades continuamente decrecientes, limites a los que pueden acercarse mds que
una diferencia dada, pero nunca traspasarlo, ni tampoco alcanzarlo antes de que las
cantidades disminuyan in infinitum. (N, p. 88; R, pp. 170-1)

Ahora bien, ;cémo disminuyen las cantidades in infinitum? Tal como
aparece en los Principia, de dos modos, pues de dos modos interviene el
tiempo: como el tiempo discreto de las operaciones del matemdtico y
como el tiempo continuo del movimiento, sobre cuyo trasfondo las mag-
nitudes crecen o decrecen. F. De Gandt ha destacado la existencia de estos
dos modos, asi como el caricter cinemético de la geometria de los Prin-
cipia®4. El primero aparece en los Lemas II a V, que tratan de la aproxi-
macién de figuras rectilineas mediante series de paralelogramos cuya an-
chura disminuye al infinito; el segundo, en los Lemas VI a XI, en donde
punto B de un arco AB se mueve sobre € hasta llegar a coincidir con A. En
el primer caso, el tiempo requerido para la total coincidencia con las figu-
ras es infinito, y su igualdad dltima sélo puede establecerse mediante la
extrapolacién de la situacién en un tiempo finito, que es precisamente lo
que establece el Lema I. En el segundo caso, B alcanza efectivamente a A
en un tiempo finito, por lo que el limite también se alcanza. Lo que sucede
es que en este limite el valor de la razén de las cantidades continuamente
decrecientes se torna indeterminado -un cociente entre ceros-, y sélo puede
asignarse en virtud de un principio de continuidad. Como escribe Newton,
antes de que desaparezcan estas cantidades la razén no es dltima, y después
de desaparecidas no puede darse razén. Siendo continua la transicién entre
estas dos situaciones, ésta debe haberse efectuado en algin momento.

Newton no va més lejos en sus explicaciones, asi que no se puede saber
si realmente pensaba, como en el ¢jemplo del movimiento, que el ultimo
instante de éste es también el primero de reposo. Bien puede ser que opina-
se que esta situacién no es contradictoria. Asi, por ejemplo, hablar de "las
dos: en punto” significa demarcar un punto en el continuo temporal, um
frontera comiin -siguiendo la definicién de Aristételes de continuidad-
entre dos horas. ;No es, a la vez, esta frontera el final de la una y el princi-
pio de las dos? Cuando se divide un segmento de linea AB en un punto
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intermedio C, ;es C un solo punto, o hay que hablar de dos, uno el extremo
de AC y el otro el de CB? También se podria objetar que en un punto no
puede haber movimiento, puesto que cualquier movimiento supone uma
cierta distancia recorrida. Pero todavia Newton podria decir que se puede -
hablar de una dltima velocidad, entendida como la disposicién a finalizar
el movimiento, y con la que el movimiento termina. La existencia de uma
velocidad dltima, limite de la razén entre espacios recorridos y tiempos
empleados en recorrerlos, no presupone, como dice, la existencia de wn
dltimo espacio y de un dltimo intervalo de tiempo.

En uno de los borradores de su réplica a la recensién que hizo Leibniz
del De Analysi en las Acta Eruditorum, y que quedé manuscrita, Newton
sefiala las diferencias de su método con el de los infinitesimales:

Pues en este método las cantidades nunca se consideran infinitamente pequefias ni s
sustituyen nunca los arcos por lineas rectas ni se aproxima ninguna linea o cantidad
por cualquier otra linea o cantidad a la cual no es exactamente igual, sino que toda
la operacién se realiza exactamente con cantidades finitas por la Geometria de Eu-
clides hasta que se llega a una ecuacién, y entonces la ecuacién se reduce rechazando
los términos que se anulan entre si y dividiendo el residuo por la cantidad finita o,
y haciendo a esta cantidad o, no tornarse infinitamente pequefia, sino desvanecerse
completamente. (...) Ahora, por la desaparicién de 0, queda una ecuacién que resuel-

ve el Problema. (W, 2, p. 264)

Se ve que, si bien sus fundamentos geométricos son distintos, a nivel alge-
braico ambos métodos vienen a resultar equivalentes.

4. ;Renuncié Newton al infinitesimal?

Como hemos visto, Newton sostuvo dos concepciones de "momento”. En
la primera era una cantidad infinitesimal, obtenida mediante el producto
de la variable por el infinitesimal de tiempo o; en la segunda, el momento
es un indivisible dotado, aun asi, de la tendencia, poder o capacidad de
generar un incremento finito indefinidamente pequefio. Pero en el Lema 11
del Libro II de los Principia Newton fomenta la confusién entre ambas
concepciones al buscar comparar su método con el de Leibniz y remontar
su elaboracién a 1671. Refiriéndose a las fluentes, escribe:

Considero aqui a dichas cantidades como indeterminadas y variables y como si cre-
ciesen y decreciesen con un movimiento o flujo continuo; y a sus incrementos o de-
crementos momentdneos es a lo que lamo momentos: de modo que los incrementos
pueden considerarse como momentos afiadidos o positivos y los decrementos como
negativos o substraidos. Pero cuidese de no entenderlo como particulas finiras. Las
particulas finitas no son momentos, sino las cantidades mismas generadas por los
momentos. Han de entenderse como los mismos principios nacientes de las magni-
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tudes finitas. Y ni siquiera se contempla en este lema la magnitud de los momentos,
sino la proporcién primera entre momentos nacientes. Lo mismo ocurre si en lu-
ar de momentos se trata de las velocidades de los incrementos (que también pueden
lamarse movimientos, mutaciones, fluxiones de cantidades) o bien de cualquier

cantidad finita proporcional a dichas velocidades. (N, pp- 364-65; R, p. 431)

Enla primera edicién de los Principia, tras la frase de la cita anterior en
donde se manifiesta que los momentos no pueden entenderse como magni-
tudes finitas, Newton escribié:

Los momentos, en tanto que son de magnitud finita, dejan de ser momentos, pues
tener fin es incompatible en cierto modo con su incremento o decremento perpe-

tuos. (N, p. 365, n.)

Estas lineas desaparecieron en las ediciones posteriores, quizds porque las
consideré superfluas. Conviene, pues, distinguir entre fluxiones, momentos
y aumentos. En el De Quadratura Curvarum (1704) precisa:
Las fluxiones son muy aproximadamente como los aumentos de sus fluences engen-
drados en las mis pequefias particulas iguales de tiempo: expresindolo exactamente

estdn en la primera razén de los aumentos nacientes, pero pueden ser expresadas por
cualesquiera lineas que les sean proporcionales. (W, 8, pp. 122-24)

Y mis adelante, en un manuscrito titulado 'Analysis per quantitates fluentes
¢t earum momenta', datado hacia abril de 1712, escribe:
Fluxiones y momentos son muy aproximadamente como los aumentos de sus fluen-
tes (W, 8, p. 260)
En cualquier caso, est4 claro que los momentos, geométricamente, son in-
divisibles respecto de las variables; pero, con todo, guardan razén entre si,
esto es, llevan asociada una "medida" de su tendencia generadora.

Si los infinitesimales se conciben como elementos en una recta real den-
sa, la recta euclidea, entonces la primera concepcién de momento de New-
ton, pero no la segunda, les resulta equivalente. Pero si se toman sobre um
recta real hiperdensa, entonces les resulta equivalente esta segunda concep-
cién de momento; con la salvedad, nada trivial, de que Newron sélo acep-
taba la recta euclidea. Es decir, que alli donde se introducen mis puntos
para dar cabida a "verdaderos” infinitesimales, Newton introduce su equi-
valente algebraico como medida en un punto. Asi, el limite de las razones
newtoniano es la razén entre éstos infinitesimales, y la diferencia entre
ambas concepciones consiste en que para Newton el paso al limite permite
determinar la razén entre cantidades dltimas aun sin que existan geométri-
camente dichas cantidades -pues, recordemos, su recta real no es hiperden-
sa-, mientras que en el método infinitesimal existen estas cantidades -las
diferenciales- y por ello no se precisa recurrir al paso al limite.
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Si esta interpretacién es correcta, entonces no se puede hablar, en una
reconstruccién histérica, de infinitesimales y diferenciales sin precisar algo
més el tipo de entidades a las que se estd calificando. Antes de la inven-
cién del andlisis no estindar, los estudios histdricos trataban a los diferen-
ciales con cierta indulgencia -un camino fecundo, pero sin salida-, y su
caracterizacién no era muy esmerada, a sabiendas de que, en fin de cuentas,
carecfan de legitimidad matemdtica. Este es por ejemplo el caso de C.
Boyer, quien los califica de "los menores intervalos posibles”, cuando en
realidad son divisibles35. Y aunque, como observa muy atinadamente, la
base del célculo tal como aparecié en los Principia se encuentra en la natu-
raleza de los momentos, no llega a discernir -atin no se habfan publicado
los manuscritos de Newton- las dos diferentes concepciones de momento
que Newton sostiene. Asi que funde ambas interpretando a los momentos
como cantidades infinitamente pequefias. Lo cual no obsta para que su ani-
lisis sea penctrante y calibre la confusién que el mismo Newton originé al
afirmar la equivalencia de los dos métodos y publicar el primero después
de que viesen la luz los Principia. '

Unbuen ejemplo de las manipulaciones de Newton lo oftecen los tres
borradores que redacté en 1713 como respuesta a la recensién de Leibniz
en las Acta Eruditorum, ya mencionados. En el primero de ellos, tras afir-
mar (véase la cita de més arriba) que o es una cantidad finita que se anula al
final del célculo, escribe que en 1669 ¢l mismo (habla de sf en tercera pet-
sona):

da el nombre de momentos a cantidades infinitamente pequefias y las representa por
los mismos caracteres, poniendo ¢ para una cantidad infinitamente pequena. (W, 2,

p- 264, n.10)
frase que después tacha, escribiendo en cambio que:

A veces considera a las cantidades creciendo o decreciendo por movimiento conti-
nuo o fluxién, y da el nombre de momentos a sus incrementos o decrementos mo-

menténeos; {...). (W, 2, p. 265)
En el segundo borrador, dice:

Representa al tiempo por cualquier cantidad que fluya uniformemente, la fluxién
del tiempo por una unidad, un momento de tiempo por la letra o, otras cantidades
fluentes y sus fluxiones por algunos otros simbolos, y sus momentos por sus flu-
xiones extendidas en un momento de tiempo, adoptando el nombre de momentos de
los momentos de tiempo en los que son generados y el de fluxiones de la fluxién
del tiempo. Si est4 investigando o resolviendo un Problema, usa la letra o para re-
presentar un momento infinitamente pequefio y para mayor brevedad no lo expresa,
poniendo tinicamente el simbolo de la fluxién tanto para la fluxién como para el
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momento, pero omitiendo expresar el coeficiente o cuando significa el momento.
Si estd demostrando alguna Proposicién, siempre expresa la letra 0 y la emplea pa-
fa representar un momento finito o una parte de tiempo indefinidamente (no in-

finitamente) pequefia. (W, 2, p- 266)

Finalmente, en el tercer borrador equipara a los momentos (entendidos
como cantidades infinitamente pequefias que responden a un "momento de
tiempo") con las diferenciales de Leibniz (W, 2, p. 273). Adn habiendo
renunciado a los infinitesimales, Newton tiene que recurrir a su primera
concepcién de momento para afirmar su prioridad sobre Leibniz.

La interpretacién de P. Kitcher, por su parte, se ve oscurecida por la
notacién que emplea. Asf, expresa cémo Newton consiguié dar un funda-
mento sintético al método de fluxiones en los siguientes términos:

Si dx(t)y dy(t) son pequefios incrementos en xe % x e y son las fluxiones de xe y,
entonces la diferencia entre las razones dy(2):dx(t) e y: x_puede hacerse tan pequefia
como se quiera escogiendo # suficientemente pequefio.3

La notacién diferencial que emplea oscurece el hecho de que 2x(2) y dy(t)
no son infinitesimales; y, por otra parte, no menciona aqui que su cociente
se hace, no sélo tan pequefio como se quiera al disminuir #, sino estricta-
mente nulo.

La opinién de T. Lai es que el método de las razones, introducido con
el propésito de desterrar al infinitesimal, es inseparable del método de
las fluxiones; y que este dltimo emplea al infinitesimal, pues considera que
los momentos son infinitesimales37. Pero también considera que lo son los
puntos y las lineas que, por su movimiento, generan las lineas y superfi-
cies38. Esta afirmacién quizd pudiese ponerse en resonancia con lo que se
dijo mds arriba sobre la naturaleza de los infinitesimales y la estructura
del continuo, de no ser porque Lai remonta la concepcién a Henry More.
En su Inmortality of the Soul (1662), More considera al punto de contacto
entre un globo y un plano como una entidad minimamente extensa e indi-
visible que, por repeticién, generarfa una linea. Una concepcién que New-
ton abandoné ya en el Cuaderno del Trinity.

Z. Bechler es otro autor que opina que Newton escondié el infinitesi-
mal. Defiende, como se hace aqui, la utilizacién por parte de Newton del
infinito actual, lo que lleva a aceprar la existencia de un "dltimo" estado y,
en consonancia con esto, considera a las razones primeras y dltimas como
"una nueva categorfa de existencia” que consistirfa en la coexistencia simul-
tdnea de una entidad (velocidad, longitud) en el dltimo estado de no ser y
el primero de ser3?. Pero interpreta la velocidad instantdnea no como wn
"poder” o "tendencia", sino como una verdadera velocidad, lo que le lleva a
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suponer que Newton modificé el concepto de instante, que en tal caso no
serfa finito ni, dado que "debe acomodar la existencia de la velocidad en
¢l", cero, y por ello deduce que debe poseer alguna estructura interna40. De
modo que, en definitiva, el instante de tiempo no serfa inextenso, sino
infinitesimal. Llega asi a atribuir a Newton una concepcién geométrica
del infinitesimal coincidente con la que surgirfa del anilisis no estindar.
Mi interpretacién, como se ha visto, difiere de la suya en estos dltimos
aspectos. :

Finalmente, R.T.W. Arthur subraya la centralidad que el flujo del
tiempo desempefia en el célculo de Newton, y el cardcter de continuidad
de que dota a su andlisis, permitiéndole asumir que cada fluente tiene uma
tasa de generacién, o fluxién, en cada instante4!. Sin embargo, va dema-
siado lejos buscando una reivindicacién para el rechazo de Newton al infi-
nitesimal, al considerar que, tanto en el esquema fluxional de 1671 como
en su formulacién del método de las razones, sus momentos son sélo can-
tidades indefinidamente pequeiias.

5. Conclusion

La segunda mitad del siglo XVII es un momento en el que aparecen los
nuevos procedimientos de andlisis matemdtico, en el que comienzan a con-
cretarse las relaciones entre la geometrfa y el dlgebra, y en el que se confi-
gura una nueva fisica matemdrtica que no sélo emplea los recursos de am-
bas, sino que les demanda nuevos desarrollos. En tal contexto, conceptos
como los de infinitesimal e infinito no siempre tenfan un sentido univoco.

Por el lado del algebra, el infinitesimal es una entidad que se sitta en-
tre el cero y lo finito. Tiene la curiosa propiedad -como destacarian sus
detractores- de ser una cantidad positiva a lo largo del cilculo, pero de
considerarse estrictamente nula en su paso final. Aunque todavfa su intro-
duccién presentaba menos problemas que en geometria. En el campo de los
ntiimeros, lo que hoy entendemos por el conjunto de los reales todavia esta-
ba en vias de formacién. Se dudaba de que los irracionales fuesen verdade-
ros nimeros; también estaban los negativos, los imaginarios, e incluso los
habia calificados de "artificiales": los logaritmos. Eran "entes de la razén",
ficciones dutiles sin correlato en el mundo real (tal como Leibniz presenté
en alguna ocasién a sus diferenciales).

La geometria, por su parte, tenfa una tradicién mds amplia y, matices
aparte, las entidades que constitufan su objeto estaban caracterizadas desde
antiguo. En este terreno, los infinitesimales debfan encontrar su acomodo
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en las dimensiones. El requisito de homogeneidad obligaba a que un infi-
nitesimal de linea fuese, también, una linea, y como tal se concibiese limi-
tado en sus extremos por dos puntos y susceptible de ser dividido sefalan-
do un punto en su extensién. A diferencia de los indivisibles, que sélo cons-
titufan los limites de las figuras geométricas, los infinitesimales se consi-
deraban sus elementos constituyentes. Asi, hubo quienes pensaron -como he
intentado mostrar, Newton entre ellos- que en el paso final del cilculo
estos infinitesimales se anulaban en razén de su (infinita) pequefiez lo que,
si se los contemplaba como entidades positivas, suponfa cometer, todavia,
un error. Concepcién alentada por las mismas representaciones de la geo-
metrfa, en las que el infinitesimal, por ejemplo, de linea, se dibujaba co-
mo un segmento finito y, ademds, se superponfa a un tramo de la curva,
mezclando en la misma figura representaciones relativas a dos 6rdenes
distintos: lo finito y lo infinitesimal.

Este era el tipo de problemas de fundamentacién que surgfan cuando se
ponia el acento en la naturaleza homogénea del infinitesimal, en su cardcter
de entidad con una magnitud positiva. Por el contrario, poner dicho acento
en su cardcter, digamos, heterogéneo, en su condicién de ser incompara-
blemente menor que cualquier magnitud finita, podifa llevar a caracterizar
una entidad préxima al indivisible. Dentro de este género caerfa la segun-
da concepcién de "momento” de Newton. Dado que las viejas discusiones
sobre la composicién del continuo habfan dejado bastante claro que ni tan
siquiera una cantidad infinita de indivisibles inextensos podia llegar a

“formar una magnitud finita, estos elementos inhomogéneos no podian com-
poner la magnitud, aunque sf podia dotirseles de la capacidad de generar-
la. Posiblemente por ello Newton no los calific6 de "infinitesimales"
(tampoco, como se ha visto, Wallis). Se trata de una entidad de caricter
dindmico, a diferencia de la anterior que cabria calificar, aun siendo una
variable, de estética, y que se inserta en el marco conceptual de la genera-
cién de las figuras geométricas por el movimiento.

En el caso de la obra mecdnica de Newton, la tradicién histérica sefiala
una especie de tensidn nunca resuelta entre lo discreto y lo continuo. Asi en
el caso de las dos definiciones de fuerza de los Principia; y en las que se han
considerado dos aproximaciones distintas a la actuacién de las fuerzas
centripetas, la una -denominada "poligonal”- por el paso al limite de uma
sucesién de impulsos instantineos, la otra -denominada "parabélica”- por
la aplicacién de la ley de Galileo de la caida de los graves. La diferencia
entre estas concepciones es andloga a la que, en esta reconstruccién, separa
sus dos sucesivas concepciones de "momento”. De modo que, si mi inter-
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pretacién es acertada, deberfa poder arrojar alguna luz sobre esta cuestién y |
mostrar, como en el presente caso de su rechazo al infinitesimal, que, en

definitiva, estas tensiones -cuanto menos en cierta medida- tienen su origen

en las interpretaciones de su obra antes que en el pensamiento del mismo

Newton. Esto es lo que trataré de abordar en un préximo trabajo.

Notas

t Debo agradecer a C. Solis, J. Romo y E. Rada que se tomasen la molestia de leer el ma-

nuscrito y efectuar algunas diles sugerencias, asi como las que propuso el informante

“de este trabajo con vistas a su mejora; ademds, E. Rada me ayudé a revisar las traduccio-
nes del latin. Por supuesto, cualquier defecto de traduccién o contenidos es sélo mio.

1 Boyer (1959, p. 201).

2 Kitcher (1973, p. 44, en nota 39).

31ai (1975, p. 135).

4 Bechler (1991, p. 249).

5 Arthur (1995, p. 343).

6Y todavia sigue considerindolas equivalentes a una superficie; cuando determina la
cuadratura de la paribola, escribe: "Now suppose y* lines called x doe increase in
arithmeticall proportion [*] all y° s taken together make y* superficies dech ()"
(Whiteside 1967-81, vol. 1, p. 93). Con el fin de aligerar las notas, en lo sucesivo se ha-
ra referencia a esta obra en el texto con la inicial, el volumen y la pagina: (W, 1, p. 93).

7 Westfall (1980, p. 111). Su empleo, en (W, 1, p. 557; véase la n. 21 y pp. 245-251). La
cantidad o -un cero pequefio- es la E de Fermar, el cual nunca dijo que fuese un infini-
tesimal o bien que tendiese a cero. Tampoco parece que Newton la use, en un primer
momento, en un sentido distinto al de una cantidad muy pequefia.

8 Westfall (1980, pp. 128-129) y (W, 1, pp. 272-278).

9 Westfall (1980, p. 128), dice que esta introduccién se efectiia ya desde un primer momen-
to, al apuntar que en nuestra fig. 1 Newton escoge los puntos ey f separados por una
distancia infinitesimal. Pero, como hemos visto, Newton habla por primera vez de
infinitesimales en la demostracién correspondiente a nuestra fig. 2, cuando introduce
el tridngulo caracteristico.

10 Mancosu (1996, pp. 71 ss.)

11 Newton (1726; 1978, p. 15). He seguido la traduccién de E. Rada, en la p. 97 de la ed. en
espafiol. Con el objetivo de aligerar las notas, en lo sucesivo sc citard en el texto asi:
(N, p. 15 R, p. 97).

12 "To find y* velocitys of bodys by y* lines they describe”, en (W, 1, pp. 382-389). La pri-
mera aparicién del método, en pp. 343-344. Véanse asimismo pp. 363 y ss.

13 Conocida como "Tractatus de methodis serierum et fluxionum', si bien Newton no le

dio titulo. En (W, 3, pp. 32-328).
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14 Véase Arthur (1995, pp- 336-339), para una discusién de la influencia de Barrow sobre
el método fluxional de Newton.

15 Esto es lo que se argumenta convincentemente en Arthur (1995). Pero, en cualquier caso,
nétese que en la determinacién de la ecuacién del tiempo intervenfan las medidas
efectuadas con péndulos. De modo que el concepto de uniformidad de una escala de
tiempos es siempre relativo a un conjunto determinado de fenémenos fisicos, y por
tanto sélo puede ser objeto de definicién. Asi que, en definitiva, podriamos decir que
el tiempo absoluto de Newton es aquél que interviene en las ecuaciones de Newton.

16 (W, 2, pp- 271-272). El 'De Analysi per Aequationes infinitas’, compuesto por Newton
en 1668-69, fue publicado por William Jones en 1711, y fue objeto de una recensién
de Leibniz al afio siguiente en Acta Eruditorum. Newton redacté una réplica que
qued6 manuscrita, de la que se conservan tres borradores (W, 2, pp. 263-273). La cita
pertenece al dltimo de ellos. Véase Westfall (1980, pp. 717 ss)., particularmente la p.
724.

17 Otros autores, por ejemplo Malet (1996, p. 19), expresan con el término "infinito
actual” el proceso de divisién que conduce al infinitesimal, y que se corresponderfa
con el que en este trabajo se ha denominado "infinito potencial” -en rigor, quizds ten-
dria que haberse denominado "infinito potencial actualizado”. La diferencia atafie a
los términos, no a los conceptos implicados. )

18 Véase Knobloch (1990), asi como Knobloch (1994).

19 Véase McDonald Ross (1950) en Lamarra (ed.), esp. pp. 128-130.

2D Wallis (1671, p. 2241).

21 Ibid, pp. 2242-43.

2 Wallis (1685, p-91).

B Wallis, (1685, pp. 97).

24 Malet (1997b, pp. 87-88); también Malet (1996, pp. 45-48).

25 El texto se encuentra en una revisién del manuscrito 'De motu corporum', y fue cance-
lado. Pero el concepto es el mismo que se expresa en el Lema II del Libro II de los
Principia. En Herivel (1965, p. 306).

2 De Gandt (1992, p. 154).

27 En un texto de 1671 titulado 'Theoria Motus Abstracti, Hypothesis Physica Nova'
defiende la existencia’ de indivisibles o inextensos como comienzos o fines de un
cuerpo, de un movimiento (el conatus), de un tiempo (el instante). Afirma que el cona-
tus es al movimiento como el punto al espacio, 0 como uno a infinito. fbid., p. 155.

28 Westfall (1980, p. 230).

2 (W, 3, p. 334, n.16), y Westfall (1980, p. 231).

30 El concepto se afirma explicitamente como axioma en un manuscrito, la Geometria
Curvilinea, datado en o c. 1680, que segin Whiteside constituye un paso intermedio en-
tre su tratado de 1671 y el Lema II del Libro II de los Principia: "Las fluxiones de las
cantidades estdn en la primera razén de sus partes nacientes o, lo que es exactamente | o
mismo, en la dltima razén de aquellas partes cuando se desvanecen por defluxién" (W,

4, p. 426).
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31 Como hace notar Bechler (1991, pp. 238-9), existe una tercera posibilidad que un aris-
totélico -y el mismo Leibniz, como hemos visto- defenderfa: que no existe un dltimo
término. Pero Newton no concede al lector esta posibilidad.

32 Galilei (1632; 1968, Vol. VII, p. 44; p. 20 de la trad. de A. Beltrin).
33 Galilei (1638; 1968, Vol. VIII, p. 75; p. 104. de la trad. de J. Sddaba).
% De Gandr (1986).

35 Boyer (1959. p. 12).

36 Kitcher (1973, p. 47).

%7 Lai (1975, p. 130).

38 Ibid, p. 133.

39 Bechler (1991, pp. 244-45).

40 Ipid, p. 245.

41 Arthur (1995).
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