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Abstract

Quantum computation is on the verge of becoming the new technology for solving time- and energy-
consuming problems. To make use of the full potential of quantum computers one must implement
algorithms that are significantly different from the ones used on digital computers. This work serves
as an introduction to both quantum computing and algorithms. Starting from the basis of the quantum
physics, I expose each of the steps needed to understand the mathematics beneath this topic. Using this
basis, I develope one quantum algorithm from scratch. Based on a previously proposed Quantum Ant
Colony Optimization (QACO) algorithm, I propose an improved algorithm that can be implemented on
a real quantum computer with a new guided exploration strategy. The benchmarks made by simulating
the quantum circuit shows that the time to solve a problem using QACO could outperform greatly other
classical bio-inspired algorithms, in particular the one QACO is based on, the Ant Colony Optimization.
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1. OBJETIVO Y DESARROLLO

La computacion cuéntica estudia los procesos por los cuales se computa la informacién en
sistemas del ambito de la mecanica cudntica. En la computacion digital cldsica los datos estan
codificados a través de un sistema binario, representados por diferencias de potencial en un
circuito electrénico. Frente a esto, la computacion cuéntica presenta un paradigma en el que la
la informacién se encuentra en el estado de un sistema fisico sujeto a las reglas de la mecanica
cudntica.

En un computador digital clédsico el resultado del célculo se obtiene tras del paso de la
informacion a través de una serie de puertas ldgicas bien conocidas. Estas puertas funcionan
de una manera determinista, en el sentido de que, salvo “bugs”, se conocen perfectamente
los estados de los bits a la salida. Esto no ocurre con la computaciéon cuantica. En lugar de
bits, los computadores cudnticos codifican la informacién a través de qubits en un estado de
superposicion. A la hora de realizar los calculos se usan puertas cudnticas, lo que permite
realizar operaciones sobre cada uno de los estados superpuestos de manera simultdnea. Esta
caracteristica da lugar a crear nuevas estrategias a la hora del disefio de algoritmos cudnticos,
siendo algunos mucho més eficientes que cualquier algoritmo anterior.

Aunque a primera vista parezca una rama de computacion todavia poco desarrollada, lo
cierto es que se empezd a plantear en los 80. Antes del afno 2000 ya se habian desarrollado
dos de los algoritmos cuanticos mas reconocidos, el algoritmo de descomposicién en factores
de Shor [1] y el algoritmo de busqueda de Grover [2]. Hoy en dia, el catdlogo de algoritmos
cudnticos ha crecido hasta al menos 63 [3]. El desarrollo de estos algoritmos requiere de un
conocimiento previo de fundamentos de mecdnica cudntica y matematicas, pero sobre todo, de
una capacidad de pensar mas alla de los limites de la programacién de algoritmos clasicos.

Viendo la historia de los computadores clasicos y la electronica digital, pareceria que en 40
afios desde la presentacion de las bases de la computacion cudntica deberiamos haber pasado
de los mainframes (como lo eran el ENIAC o la serie IBM 700/7000) a computadores cuanticos
personales (por ejemplo, los equivalentes a los primeros modelos de Commodore Amiga o
Macintosh, basados en motorola 68000). Esta evolucion predicha por la ley de Moore, no parece
tener una analogia con la computacion cudntica. Esto se debe principalmente a que el objetivo
de estos computadores por el momento no esté siendo la de conseguir un procesador universal,
sino la de tener circuitos especificos para resolver un tipo de problema. Para ello, y por la
complejidad de los problemas tecnoldgicos a los que nos enfrentamos en la actualidad, es crucial
el desarrollo de algoritmos cudnticos que mejoren el tiempo de computo de los problemas.

En este sentido, este trabajo se ha centrado en el desarrollo de algoritmos cudnticos, en
concreto, en el estudio y adaptacion de un algoritmo cudntico de colonia de hormigas (QACO).
Primero, se han presentado las bases sobre las que se construyen estos algoritmos, dando una
pequeia introduccion también a los algoritmos basados en hormigas (Cap.2). Se ha estudiado en
profundidad una propuesta de algoritmo cudntico, y sobre ella, se ha propuesto una mejora que
amplia la cantidad de problemas resolubles con este algoritmo y permite una implementacion
real en un computador cuantico (Cap.3). Para mejorar el rendimiento del algoritmo propuesto,
se ha hecho una optimizacion de los pardmetros de entrada del algoritmo y se ha comparado el
algoritmo cuantico propuesto con su version clasica. Se han comentado algunos problemas que
pueden ser resueltos usando QACO, mostrando la eficiencia del algoritmo propuesto (Cap.4).
Al final de este trabajo se comentan los resultados obtenidos y posibles lineas de trabajo futuro
(Cap.5).
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

La computacion cudntica se presenta en un paradigma completamente distinto al de la com-
putacion clasica. Una idea tan bésica y aceptada de forma automatica como la existencia de una
memoria permanente a la que poder acceder, no existe en el mundo cuédntico. Mientras que en
computacion clasica se puede conocer con exactitud el estado de un bit; no es posible hacer esto
con un qubit, su andlogo en computacién cudntica. Ademads de esto, en un sistema compuesto
por varios qubits el estado de cada uno de ellos no es independiente, sino que dependen de la
superposicion de estados entrelazados. Esto cambia por completo la forma de pensar a la hora
de enfrentarse a este tipo de computacion. Por ello, se presenta a continuacion una serie de
ideas bdsicas necesarias para introducirse en el tema.

En este trabajo se usard la notacion de braket y se usardn resultados basicos de la mecédnica
cudantica y teoria de dlgebra vectorial. En este capitulo se condensan todos los aspectos matema-
ticos necesarios para poder entender este trabajo. En concreto, se da una pequefia introduccion
a algunos conceptos bésicos de la mecédnica y computacion cudntica, para luego introducir los
algoritmos cudnticos. Al final del capitulo se da también una descripcién general de los algo-
ritmos de hormigas. Sin embargo, puede que haya algunas ideas no triviales sin comentar. Para
resolver dudas que requieran una explicacion técnica o en profundidad recomiendo el cldsico
libro de J. J. Sakurai “Modern Quantum Mechanics” [4] 0 “Quantum Computation and Quan-
tum Information” de M. A. Nielsen e I. L. Chuang [5], los cuales han servido de referencia para
escribir este capitulo.

2.1 Mecanica cuantica

La computacion cuéntica se basa en los principios y las leyes de la mecénica cudntica. En
concreto, para realizar las operaciones sobre los datos, se deja evolucionar un sistema a partir
de un estado conocido, para después medir el resultado. La evolucion temporal de un sistema
se describe a través de la archiconocida ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

oY (1)

=HFHYF 1) & ihT = H®) Y)Y, (1)

L OV(7, 1)
ih———
ot
donde el hamiltoniano A representa las interacciones con las fuerzas que actdan sobre el sis-

tema.

Uno de los postulados de la mecénica cudntica permite representar un sistema a través de
un vector de un espacio de Hilbert, donde los coeficientes son nimeros complejos. Este vector
tiene que cumplir la condicién de normalizacion de la probabilidad

f ) P)Pdx=1 o (Y|¥) = 1. (2)

(o)

Los operadores en el espacio de Hilbert estan representados por matrices, y los estados por
vectores. De esta manera, la accion de un operador sobre un estado se hace a través de la
multiplicacién de ambos. Los operadores que corresponden a observables serdan por definicién
matrices hermiticas (con valores propios reales). La evolucién temporal del sistema también
se puede representar a través de la aplicacién de un operador de evolucién temporal U(t). Para
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mantener la simetria temporal del sistema, U tiene que se un operador unitario. La definicién
de un operador unitario es que la matriz del operador sea una tal que su transpuesta conjugada
sea igual que su inversa

U'=U"'e U'U=1e U es unitaria. 3)

Si se quiere modificar esta evolucidn, se tiene que hacer aplicando otra transformacién V, tal
que la nueva evolucién sea U'=UV, donde U’ tendra que seguir siendo unitaria.

2.1.1 Sistemas compuestos de varias particulas

En computacion cuantica es comun usar sistemas en los que se tiene mds de una particula.

El estado en un computador cudntico estd dado por la composicion de los estados de varias

particulas distinguibles. Para representar correctamente estos estados es necesario primero

obtener una base adecuada. En general, dado que cada particula es independiente del estado

de las otras, se puede escribir un estado genérico como el producto de Kronecker de todas las
particulas

) =leh @l @ ®lp") = le'. ¢ ¢"), “

donde el estado de cada particula |¢') describe el estado del sistema en su respectivo espacio de
Hilbert. Asi, el estado completo del sistema estard formado por la unién de los estados de todas
las particulas. La dimensién del espacio de Hilbert del sistema compuesto sera

dim(Hy) = | | . (5)
i=1

con d; la dimensién del espacio de Hilbert de la particula i.

De la misma manera, los operadores en sistemas de varias particulas se forman a través del
producto de Kronecker del operador sobre cada una de las particulas. Sean operadores A® que
actian sobre la particula i, su composicion viene dada por

A=AV®AY®. ... A™. (6)

La forma en la que actian los operadores sobre cada una de las particulas es idéntica a la
de sistemas de una sola particula. Solo que en este caso la accién de un operador sobre una
particula tiene que dejar invariante el estado del resto. Por ejemplo, sea un sistema formado por
2 particulas

) =, (7
y un operador A que actia sobre la primera particula tal que
Alp) = Ay le') . ®)

La accion de este operador A sobre el sistema se puede escribir como

AY) =AM W) =AMLk =A, V) ®Iu) = A, V', 1) €))

En el caso de los sistemas de los computadores cudnticos, normalmente se tienen solo 2
estados por cada particula, el estado base |0) y un estado excitado |1). Asi, cada qubit del
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sistema tiene asociado un estado que se puede expresar como

Py = (ZJ cona = (0[¥)?, B=(1|¥), a,8€C, > +8* = 1. (10)

Esto hace que la base que describa el sistema tenga una dimension de 2", siendo n el nimero
de qubits. El estado cudntico del sistema serd una superposicion de cada uno de los estados de
una base. Esta peculiaridad permite elegir una base de los estados que resulta familiar, una base
en forma de ndmero binario natural. Por ejemplo, para un sistema de 2 qubits, la base se puede
escribir como

{lery @ lga) | = {100y, 101),110), 11))}. (1)

En este trabajo los estados y las matrices de los operadores se daran usando la base bina-
ria natural o base computacional, con el 0 escrito primero. A la hora de dibujar los circuitos
cudnticos, el qubit inferior representa el bit més significativo y el superior el menos significativo.

2.2 Computacion cuantica

La computacion cudantica se basa en la aplicacion de operadores V a través de un circuito
cudntico, tales que a la salida se tenga el estado cudntico buscado a partir de cierta entrada.
Esta definicion general es completamente andloga a la de la computacion clésica. Sin embargo,
la diferencia principal es que las transformaciones del estado inicial no se hacen a través de
puertas ldgicas, sino a través de puertas cudnticas.

Las puertas logicas se pueden describir a través de una tabla de verdad, las puertas cudnticas
se describen de forma andloga usando matrices. Por lo visto en la seccion anterior, estas matri-
ces tienen que representar operadores unitarios reversibles. Por eso, en computacion cuantica
no existe como tal la puerta AND o la OR, ya que para esto se necesitaria una puerta irre-
versible. Por este motivo, no es posible hacer operaciones de “fan-out” ni “fan-in”. Dicho de
otra manera, no se puede hacer una copia de un estado cudntico.

Estamos acostumbrados a que los circuitos electronicos digitales trabajen entre dos estados
0 o 1, dependiendo del valor del potencial al que se encuentre cada punto del circuito. En com-
putacion cudntica la codificacion de la informacién es mas amplia. Aunque se puede trabajar
con sistemas de mds niveles de energia, la mayor parte de la computacién cuéntica se centra en
sistemas de dos estados.

Los estados cudnticos también se pueden representar a través de una esfera de Bloch (Fig.7),
en la que la interseccion con los ejes principales representan los estados propios de los oper-
adores de momento angular. Dicho de otra manera, estos puntos son los autovectores de las
respectivas matrices de Pauli o, oy y 0.

Otra peculiaridad es que un estado cudntico se destruye en el momento en el que se mide.
Esto se puede entender facilmente recurriendo a la manida paradoja del Gato de Schrodinger,
en la que una vez se abre la caja, el gato permanece en el estado en el que se encontré al abrir
la caja. En un computador cudntico, esto hace que solo se pueda hacer una medicion de cada
qubit. Sabiendo que el estado del qubit se encuentra en la superficie de la esfera de Bloch, esto
hace que la informacién que se puede extraer de un estado esté limitada a su proyeccion sobre
uno de sus ejes.

# Notacioén braket para el producto escalar de vectores en el espacio de Hilbert
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2.2.1 Puertas cuanticas

A pesar de estas restricciones a primera vista insalvables, se puede desarrollar una teoria
de computacion cudntica completa. Estas puertas cudnticas deberdn ser reversibles y unitarias,
por ello, cada una de ellas actda a través de una rotacion del estado cudntico sobre la esfera
de Bloch. Los circuitos cudnticos que implementen los algoritmos estaran formados por la
aplicacion sucesiva de operaciones sobre los qubits del sistema. Se presentan a continuacion
algunas puertas cudnticas con las que poder construir los circuitos cudnticos:

e PauliX, Y, Z

Estas puertas sirven para proyectar el estado cudntico de un qubit sobre cada uno de ejes
principales. Representan giros sobre cada uno de los ejes principales. Por la forma en la
que actda la puerta o, (Eq.12), suele identificarse como la puerta NOT cuéntica, ya que
aplica las transformaciones [0) — |1), [1) — |0).
—i 1
s T — O0;=
0 o

0 1 0
— Ox= P — Oy =1.
1 0 ’ i

Hadamard

La puerta Hadamard (Eq.13) representa la operacion de mezcla de un estado. Dado un
estado puro |0) o |1) a la entrada, a la salida se tendrd un estado mezcla en el que la
probabilidad de obtener el estado base o el excitado es la misma.

oo 1 (1 1
2l 1)
Desplazamiento de fase

Esta puerta (Eq.14) modifica la fase del estado de un qubit, que es la diferencia de fase
entre los coeficientes complejos @ y 8 de la ecuacion (Eq.10). Dado que la probabilidad
viene dada por el médulo cuadrado del estado, esta operacion no modifica la probabilidad
de obtener los estados de la base computacional.

1 0

— T = .

0 i

Puertas controladas

1 0
I (O ] ]

Las puertas controladas aplican una operacion sobre un nimero dado de qubits objetivo
en funcidn del estado de los qubits de control. Estas puertas representan todas las posibles
operaciones condicionales, sin las cuales no seria posible desarrollar una teoria computa-
cional completa. Las puertas controladas mas simples actian sobre 2 qubits. Si el qubit
de control estd en un estado excitado, se aplicara una puerta U sobre el qubit objetivo.
Esto se puede extender tanto a puertas U que actien sobre varios qubits como a puer-
tas con multiples qubits de control, sin mas que componiendo varias puertas controladas
basicas. Una de las puertas controladas mads dtiles es la puerta cnot (Eq.15), que aplica
una puerta o, de forma condicional.

0
-1

X

Y

]. (12)

(13)

H

/8

(14)

cnot = (15)

_69_
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e Swap

La operacion de Swap (Eq.16) intercambia los estados de los dos qubits sobre los que
actua.

0
Swap = | . (16)

Toffoli

La puerta Toffoli (Eq.17) en computacion clasica es una puerta universal, que ademds es
reversible. En computacion cudntica, esta puerta es idéntica a su version cldsica, salvo
que en este caso tiene una utilidad importante. Dependiendo de la configuracién de los
qubits de entrada, esta puerta puede usarse para simular la puerta NAND o la operacion
de fan-out. De esta manera, se podrian simular circuitos digitales en uno cuantico, aunque
la utilidad de esto sea practicamente nula.

1
1
e 1
1

—&— toff = | . (17)
—b— 1

0 1

1 0

Fredkin

Al igual que con la puerta Toffoli, la puerta Fredkin (Eq.18) es también una puerta univer-
sal reversible. La puerta Fredkin aplica la operacién de swap sobre dos qubits controlada
por el tercero. Esta puerta serd importante en el desarrollo posterior del algoritmo QACO.

1

fred =

(18)

Siguiendo la comparacién con la computacién clédsica, aqui también se busca un conjunto
reducido de puertas cudnticas pequefio tal que puedan realizar todas las operaciones posibles.
El conjunto mds pequefio posible que lo consigue esta formado por las puertas que actian sobre
un qubit y una puerta controlada, la mds simple siendo la puerta cnot. Se puede reducir atin mas
este conjunto y reducirlo a 4 puertas: Hadamard, R/, R,/4 y cnot. Sin embargo, para realizar
una operacion arbitraria con precision absoluta, habria que usar un nimero infinito de estas
puertas. Dado que esto no es posible, las puertas que no se pueden obtener por combinacién

directa de estas puertas, se aproximan hasta cierta precision que no afecte al resultado.
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2.2.2 Soporte fisico para la computacion cuantica

Uno de los principales problemas que impide la extension de la computacién cudntica es la
dificultad en la realizacion fisica de estos computadores. Al igual que en computacion clésica,
un circuito cudntico tiene que permitir preparar el estado de entrada, hacer que evolucione a
través de operaciones controlables y medir el estado a la salida. Ademads, circuitos cudnticos se
tienen que disefar de tal manera que sean resistentes al ruido. En general, cuantas mas puertas
tenga un circuito cudntico, més se vera afectado por este.

Ademads de esto, el ruido térmico es un gran problema a la hora de mantener estable un
estado. Se suele trabajar en sistemas con una diferencia entre niveles de energia del orden de
unos pocos €V, o incluso con diferencias de energia dadas por el desdoblamiento causado por
el efecto de la estructura fina e hiperfina. Esto hace que se necesite trabajar a una temperatura
lo més cercana posible a OK.

Una de las formas de construir un circuito cuédntico es usando iones atrapados en una trampa
magnética. Dado que los iones en una trampa magnética oscilan con una cierta frecuencia
alrededor de un punto de equilibrio. Estas vibraciones (fonones) ocurren en los niveles de
energia mds bajos de un oscilador armonico. Bajando la temperatura de los dtomos se consigue
que la contribucidn de la energia cinética sea despreciable frente a la de los estados de spin, por
lo que trabajando a nivel de estructura fina se puede tener un qubit con los electrones de las capas
semillenas. La aplicacion de las puertas cudnticas se hace a través de la incidencia de pulsos de
laser monocromaticos de una duracion controlada. Este pulso afecta a los niveles de energia de
los fonones del d&tomo, que interactiia a su vez con los estados de espin al desexcitarse.

Otra manera de realizar un circuito cuantico es usando fotones atrapados en cavidades de un
cristal. Dado que los fotones pueden interactuar entre si, es posible realizar puertas cuanticas
sobre un qubit haciendo incidir dos laseres sobre una de estas cavidades. Sin embargo, para
realizar este tipo de operaciones controlables, es necesario que la cavidad del cristal tenga unas
propiedades Opticas no lineales especificas. Este tipo de circuitos son uno de los mas pro-
metedores, ya que al tratarse de fotones en cristales, permitirian crear computadores cudnticos
a temperatura ambiente. Sin embargo, aunque se haya demostrado su viabilidad tedrica, los
métodos de fabricacion de este tipo de cristales no cumplen todavia con las exigencias de pre-
cision requeridas para tener unos resultados 6ptimos [6].

Los computadores cudnticos basados en iones atrapados son una realidad a fecha de hoy,
teniendo sistemas cudnticos entrelazados de hasta 20 qubits [7]. Otro tipo distinto de computa-
dores cudnticos consiguen elevar el numero de qubits programables hasta los 54, usando una
implementacién en superconductores [8]. Esto se encuentra en el limite en el cual la simu-
lacién de los circuitos cudnticos deja de ser viable, el llamado “Quantum Supremacy”, cuya
cota inferior parece estar en 54 qubits [9].

Es importante mencionar también otro tipo de computadores cudnticos basados en “Quan-
tum Annealing”, los cuales implementan algoritmos estocdsticos para encontrar soluciones a
problemas de optimizacion [10]. Este tipo de computadores permite disefiar sistemas con miles
de qubits, llegando hasta la cifra de los 2000 qubits [11].

Dado que el objetivo de este trabajo es solamente estudiar los algoritmos cuédnticos desde
un punto de vista tedrico, no se va a profundizar acerca del soporte fisico de los computadores
cudnticos. Todo el andlisis hecho en este trabajo se ha hecho suponiendo un sistema ideal, en el
que no se tiene en cuenta ni las restricciones de hardware ni el ruido del sistema.
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2.3 Algoritmos cuanticos

Una de las aspiraciones principales de los algoritmos cudnticos es la de conseguir mejorar
la complejidad computacional de los algoritmos cldsicos o poder resolver problemas hoy en dia
inabordables. Muchos algoritmos que se usan en computacion cldsica se encuentran en el limite
de la eficiencia, en el sentido de que existen problemas que hoy en dia no se pueden resolver
en un tiempo razonable. Poniendo el ejemplo de los algoritmos de ordenacion, es imposible
encontrar un algoritmo cuyo peor caso sea mas rapido que O(n - logn) [12, p. 167].

Hay algunos tipos de problemas que pueden ser demasiado costosos de resolver si se quiere
obtener un resultado exacto. Frente a este problema, se tienen algoritmos estocésticos, que usan
métodos en los que influye la aleatoriedad para obtener resultados aproximados. Estos algorit-
mos aceleran en gran medida cédlculos que de otra manera no serian viables para su cémputo.
Al final de este capitulo (Sec.2.5) se desarrolla uno de estos algoritmos, el algoritmo de colonia
de hormigas. Aunque los algoritmos cudnticos no sean todos estocésticos, si que es conveniente
tenerlos en mente a la hora de entender como funcionan.

Debido a la propia naturaleza de los sistemas cudnticos, los resultados de un algoritmo
cudntico exacto serdn correctos hasta cierto margen de incertidumbre. Esto supone una dife-
rencia crucial con los algoritmos estocasticos, donde no es posible asegurar que el resultado
obtenido sea el correcto. Sin embargo, para obtener un resultado con una certeza del 100%,
seria necesario lanzar el algoritmo cudntico un nimero infinito de veces. Esto hace que sea
necesario un estudio del numero de lanzamientos necesarios para llegar al margen de error
deseado.

Como ya he mencionado antes, existe una amplia variedad de algoritmos cudnticos [3]. Por
la forma en la que se implementan, se pueden separar en dos grandes grupos, los que necesitan
un oraculo y los que no. Un oraculo es un operador ideal tal que dado un estado a la entrada,
devuelve otro a la salida segun unas reglas internas. Este tipo de concepto, también descrito
como caja negra, permite realizar operaciones que no serian posibles en un circuito sin recurrir
a mediciones intermedias u otro tipo de “trampas” [5, p. 221]. El resto de algoritmos, al no
necesitar de ordculo, si que se pueden implementar usando Unicamente las puertas cudnticas
disponibles, aunque casi siempre requieren de cierta parte de computacion clasica que se tendra
que computar en un circuito externo.

Para conocer més en profundidad los algoritmos cudnticos, se describen a continuacién
algunos de los mds importantes:

2.3.1 Algoritmo de busqueda de Grover

Para buscar un elemento dado entre N elementos desordenados, los algoritmos cldsicos
necesitan al menos N — 1 pasos para encontrar la solucién. Con el algoritmo de Grover se
demuestra que en VN pasos haciendo uso de un oradculo se obtiene la solucion [2] [5, ch.6].

El estado cudntico sobre el que se trabaja es uno en el que cada estado representa cada
ele-mento del vector donde se estd haciendo la bisqueda. Un vector de longitud N podra ser
representado en un sistema cudntico por log,(N) = n qubits.

Antes de hacer la primera consulta al ordculo se necesita preparar el estado inicial para que
todos los estados tengan la misma probabilidad. Suponiendo que el estado inicial es [0)*", basta
con aplicar una puerta Hadamard a cada uno de los qubits del sistema. El resto de operaciones
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constituyen una sola iteracion del algoritmo, por lo que se le suele llamar operador o iteracién
de Grover.

El ordculo que se usa en este algoritmo es uno tal que devuelve, en un qubit auxiliar, |1) si
el estado de entrada representa al buscado y |0) para el resto de casos. Usando el resultado de
esta ordculo, se aplica una operacion controlada de giro sobre el eje z para cambiar el signo del
estado. Asi, si el elemento que se busca esta representado por |¥,,;), el ordculo actuara sobre el
estado de tal manera que

o = {—x si ) = W) 19
X encaso contrario.

Después de la aplicacion del ordculo, se aplica una transformacion de difusion D. Esta
operacion busca amplificar los estados con fase negativa a la vez que atenua el resto de estados.
la transformacién se puede construir a partir de la composicion de 2 puertas mds simples, la
puerta de rotacién

1
-1
AR R= ) , (20)
-1
y una transformacién Walsh-Hadamard

I -1 -1 1

-1 1 1 -1

- -1 1 1 -1
AW Wy =220, W= : (21)

1

con (i,j) refiriéndose al producto escalar de la representacion binaria de iy j . Asi, la puerta D
se puede construir como

SRS
SRS
|
—_

2
-~ DH- D=WRW=2J,-1= : (22)

donde J, es la matriz nxn con todos sus elementos igual a 1.

De esta manera, el circuito cudntico descrito por Grover se puede escribir como se muestra
en la figura (Fig.1).

Para obtener el resultado, basta con aplicar el operador de Grover VN veces. Después de
esto, se mide el qubit auxiliar donde se coloca la respuesta del ordculo. Si el estado medido
es |1), se tendrd una probabilidad que tiende a 1 de obtenerse el resultado correcto al medir el
estado del resto de los qubits.

 Por ejemplo: (3,5)=(011,10)=0-1+1-0+1-1=1+1+0=0mod 2.
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Iteracion de Grover Iter. Grover

"  -AHHH HwWHRHwWH-—H HbDH—

N

N

Auxiliar |¢) e

Fig. 1: Circuito cudntico del algoritmo de Grover. Los indicadores a la derecha representan la
medicion de los estados cuanticos.

Este desarrollo del algoritmo se corresponde con el original, tal y como lo describié Grover
en su articulo original de 1996. Sin embargo, hay una forma mads intuitiva de entender este
algoritmo. Para ello se parte de las mismas dos primeras operaciones, el ordculo y la rotacién
sobre el eje z. La diferencia es que se va a usar una nueva estrategia de difusion. Ahora, se va
a usar una puerta de cambio de fase condicional que actia solo sobre los estados distintos de
10)®", tal que

®n : ®n
ORIE {'O> o =07 (23)

—|x) paraelresto.

Para completar la iteracion, basta con afiadir una puerta Hadamard antes y después de aplicar
esta operacion. Asi, otra forma de escribir la iteracién de Grover se da en siguiente figura
(Fig.2).

—+— HHMHf&®)HH

Fig. 2: Forma alternativa del circuito cudntico para la iteracién de Grover.

De esta manera es sencillo visualizar la operacion de difusion. El estado que corresponde
a la solucidén cambiard de signo al aplicarle la puerta Hadamard. Esto hace que cuando se
le aplique al estado el cambio de fase condicional, el estado solucién cambie de signo y su
médulo aumente en 2/ VN. Al aumentar la probabilidad de obtener el estado solucidn, el resto
de estados veran disminuida su probabilidad. Este hecho se puede representar graficamente
con la siguiente figura (Fig.3). Repitiendo esta iteracién VN veces, se llegaré a que el estado
solucidn tenga una probabilidad muy por encima de la media.

2.3.2 Transformada cuantica de Fourier (QFT)

En procesado de sefial, y en general cualquier procesado de informacion, la transformada de
Fourier es una herramienta imprescindible. Una de las formas mds comunes en la que se aplica
es a través de la transformada répida de Fourier (FFT). Esta operacion requiere de O(n log n)
pasos. En computacién cudntica, se puede aplicar esta operacion en tan solo O(log n) pasos [1]
[5, ch.5.1].

Este algoritmo cudntico aplica una transformacion a un estado inicial, de tal manera que las
amplitudes del estado a la salida se correspondan con los coeficientes de la DFT. Para represen-
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e — _ Average
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- — - — 4 - - = — — Average
LI,

(after)

Fig. 3: Efecto de la operacién de difusién [2, Fig.2]

tar cada nimero se usa la base computacional. Asi, para un vector x de longitud n, su DFT (y)
se puede escribir como

1 n—1 N 1 n—1 N .
Clasico: y, = N Z x;e*™*n - Cuantico: |x®) — T Z eFrikin |y | (24)
J=0 j=0
de tal manera que
n—1 n—1
x 1y = > vy, (25)
j=0 k=0

De esta manera, y; serdn los coeficientes de la transformada de fourier del vector x;.

Otra forma de dar la expresion de la QFT es a través del producto de Kronecker. Usando

una representacion a través de la base computacional |x) = |x,x,—1 ... xpx1), su QFT estd dada
por
1 2mi0.x 27i0.x2 x 27i0.x,...x
W = 575 (100 + 0 D) (10) + ™ 1)) @+ @ ([0) + WD), (26)

donde 0.x, ... x; representa la fraccion binaria®. Con esta representacion se puede llegar a un
circuito cuédntico que implementa la QFT usando solamente 2 tipos de puertas, la Hadamard y
una de desplazamiento de fase Ry definida como

1 0
—R— R = S |- (27)
0 em/2

A falta de puertas swap para invertir el orden de los qubits, el circuito que implementa la QFT
se muestra en la figura (Fig.4).

Sin embargo, es dificil preparar un estado cudntico con unos coeficientes concretos, por lo
menos hasta cierta precision, que representen una sefial. Ademads, los coeficientes de la QFT

4 Por ejemplo: la fraccién binaria de 0.625 se escribe como 0.101,0.625=1-1/2+0-1/4+1-1/8
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) Ry | | Ruci[{ R | 0) + e2m0s1-in 1)
, l R H l» s “RR—ZHRH—l T |0> + 62/'1'0.j2...jn|1>

Lj-n—l . |0> + 83ﬂ0~jn—1j'7L|1>
|7 e H [ |0) + e2mi0n |1

Fig. 4: Circuito cudntico que implementa QFT [5, Fig.5.1]. jx de la figura es equivalente a xy.

|72

estan codificados en las amplitudes de los estados cudnticos de la salida, los cuales no son
accesibles. Esto hace que, aunque la QFT sea mas rdpida que la FFT, no se pueda aplicar
en los mismos casos que esta. No por ello esta operacion es inutil. Algunos algoritmos si que
hacen uso de esta operacion para resolver problemas mucho més rapido que cualquier algoritmo
clasico. Todos estos algoritmos se basan en solucionar el problema del subgrupo oculto (HSP),
que se puede describir de la siguiente manera.

Definicion. Sea una aplicacion f definida en un grupo G a un conjunto X (f: G — X), tal que
f(K) es constante para el subgrupo K, KCG. El problema HSP consiste en encontrar el conjunto
generador A del subgrupo K, K=(A).

Aunque este problema parezca un artilugio meramente matematico, resolver este problema
en algunos grupos concretos tiene aplicaciones interesantes. Entre todos los ejemplos, Shor
mostré una forma de resolver este problema para el grupo del producto directo de dos grupos
ciclicos de ordenr (Z, ® Z,, +). Este problema es equivalente a resolver el problema del loga-
ritmo discreto. Algunos métodos de criptografia, como el cifrado ElGamal [13] o el protocolo
Diffie-Hellman [14], basan su seguridad en la dificultad para resolver el problema, que crece de
manera exponencial con el nimero de bits necesarios para representar el nimero. Los algorit-
mos cudnticos suponen un nuevo paradigma para los sistemas de criptografia, ya que podrian
romper dichos sistemas en un tiempo polinémico, haciéndolos potencialmente poco seguros.

2.3.3 Algoritmo de factorizacion de Shor

El problema de factorizacién es el de encontrar todos los factores primos de un nimero.
Un método naif necesita O(n/2) pasos por cada candidato para comprobar la divisibilidad con
todos los numeros menores que [n/2] + 1. El algoritmo de Lenstra es (salvo un factor @)
el mas eficiente que se conoce, sin embargo, el tiempo necesario para llegar al resultado es
exponencial, O(exp(a(logn)'/*(loglog n)*/?). El algoritmo de factorizacién de Shor utiliza la
QFT para reducir el coste del algoritmo a O((log n)*(log log n) (log log log n)) en un computador
cudntico.

Este resultado es harto complicado de demostrar, ya que usa, entre otros aspectos, resulta-
dos de teoria de numeros. Ademas, para llegar al resultado final es necesario explicar una serie
de pasos y transformaciones previas. Se puede encontrar una explicacion mas detallada de esto
en los textos usados como referencia [1] [5, ch.5.2-5.3]. El siguiente desarrollo, resumido en
el diagrama de la figura (Fig.A.1), pretende dar una idea general de los pasos necesarios hasta
llegar al algoritmo de Shor:
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Paso 1: Estimacion de fase
Una de las aplicaciones de la QFT es la aproximacion de la fase de los autoestados de un
operador unitario. El problema se puede plantear como

Ulw)) =™ uy, i=1,2,...,2", (28)

con ¢; la fase desconocida, |u;) los autoestados y n el nimero de qubits del sistema.

Al ser U unitario, la aplicacién de U sobre un autoestado no lo modifica salvo por la fase
introducida. Esto permite “extraer” la informacion de esa fase a través de la aplicacion de de la
puerta U como una puerta U-controlada.

Sea un qubit de control que se inicializa aplicindole una puerta Hadamard, su estado sera
2-1/2(]0y +|1)). Teniendo en un registro auxiliar el autoestado |u), se le aplica la puerta U-
controlada. De forma explicita, los estados se transformardn a lo largo del circuito de la figura

(Fig.5).

27

7 NG N )®|u) . (29)

0y —{ H L 10) + e 1)

) +—"—"U = |

Fig. 5: Primer paso del algoritmo de aproximacién de fase con 1 qubit de control.

Si en vez de un qubit se usan n, y cada uno de ellos se usa como qubit de control de una
puerta controlada que aplica U 2/ veces (i = 0, 1, ...,n — 1), se llega a una expresién muy similar
a la que se obtenia como resultado de la QFT. En concreto, el qubit de control i a la salida estara
en un estado 27/2(|0) + exp(2mi2ip)|1). Aplicando la QFT inversa a los qubits de control se
puede obtener de forma explicita el valor de ¢, con un una precision de n decimales binarios.

Paso 2: Bisqueda de orden
El orden multiplicativo de un nimero es un concepto usado en teoria de nimeros, en con-
creto en aritmética modular.

Definicion. Sea a un niimero entero a € Z y N un natural, N € N, tales que sean coprimos,
mcd(a, N) = 1. El orden de a modulo N es el menor niimero natural r que cumpla
a” =1 mod N.

Para resolver este problema se usa un operador unitario V que actda como V |y) = |ay mod N),
donde el estado |y) estd compuesto por n qubits y z es el nimero de bits necesarios para expresar
N, n =log,(N). Los estados propios de este operador V estdn definidos por

Ivy) = \/_Zexp( ) k)la mod NY,0 < s<r-—1 (30)

r

los cuales, al aplicarles V se transforman en

1 —Dnisk
Vv, = 7 Zexp( 7:zs )I "1 mod Ny = exp( )lvs> 31
=0
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Aplicando el algoritmo de aproximacion de fase, se puede calcular el valor de la fraccion
s/r. En este punto, la teoria de nimeros permite obtener cudl es el nimero entero desconocido r
a través del algoritmo de fracciones continuas en un nimero polinémico de pasos. El desarrollo
de este ultimo paso es suficientemente complejo como para incluirlo en los objetivos de este
trabajo.

Paso 3: Reduccion del problema de factorizacion a la busqueda de orden

Dado un ndmero N, la descomposicion factorial de N trata de encontrar los divisores no
triviales tales que su producto sea N. Sin perder generalidad, se puede suponer que N solo tiene
2 divisores no triviales, tales que N = A - Bcon A 'y B primos [15].

Aplicando teoria de numeros, se llega a que se puede obtener uno de estos factores si se
encuentra una solucién no trivial (X # +1) a la ecuacién X> =1 mod N. Otro resultado ttil es
que si se escoge un nimero aleatorio Y coprimo a N, con 0 < Y < N, la probabilidad de que
el orden de Y médulo N = L sea par y que Y*/2 # —1 mod N es mayor o igual que 1/2. Para
calcular L se usara el algoritmo cudntico del paso anterior.

Con esto, se tiene que, con una probabilidad del orden del 40%, uno de los divisores de N
es A, obteniendo A de la ecuacion

med(YY? £ 1,N) = A. (32)

Si el A calculado de esta manera no es un divisor de N, es probable que el divisor que se
busca sea un nimero muy préximo a A.

El algoritmo de Shor es un buen ejemplo de como se pueden usar los algoritmos cudnticos,
no para computar un problema entero, sino para resolver de manera eficiente alguno de sus
pasos. La mayoria de algoritmos cudnticos, como el QACO de este trabajo, necesitan un proce-
sado clasico en alguno de sus pasos.

2.4 Simulacion del circuito

Uno de los problemas de la computacion cudntica es la forma de probar los circuitos cudnti-
cos. La evolucion de un sistema cudntico viene dada por la ecuacién de Schrodinger dependi-
ente del tiempo (Eq.1).

En general, para resolver esta ecuacion hay que usar técnicas de resolucién de ecuaciones en
derivadas parciales. En sistemas de dimension infinita hay que cuantizar el espacio de Hilbert.
En sistemas con particulas en un potencial dado, esto se puede hacer discretizando el sistema
a través de un enrejado. Sin embargo, esto presenta un problema grave en la frontera, por lo
que hay que encontrar una solucién para determinar el comportamiento del sistema en estos
puntos. Este problema se suele soslayar imponiendo condiciones de frontera compatibles con
el sistema, siendo las mas comunes imponer condiciones de periodicidad o colocar el sistema
en una caja de potencial.

Ademas, la dimension de espacio de Hilbert asociado al problema aumenta exponencial-
mente con el nimero de particulas (o qubits) del problema. En concreto, para un sistema de
n qubits de 2 niveles de energia, se tiene un espacio de Hilbert de dimension 2". Esto hace
que las simulaciones de sistema cudnticos sean rdpidamente inviables para su ejecucion en un
ordenador de sobremesa corriente.

Por suerte, los postulados de la mecéanica cudntica ofrecen una forma fécil para simular
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sistemas cudnticos con un un espacio de Hilbert de dimension finita. Como ya se ha visto, los
operadores pueden ser representados a través de una matriz cuadrada y los estados a través de un
vector con componentes complejas. A partir de un estado cudntico bien definido, por ejemplo
|0)®", el sistema evoluciona a través de multiplicaciones con las matrices de los operadores.
Esta estrategia de simulacion cudntica se puede aplicar al caso de un computador cudntico de
forma directa.

En un computador cudntico de n qubits el sistema siempre empezara en el estado [0)*". El
paso del estado a través de las distintas puertas se hace multiplicando el estado por cada una de
las matrices que definen las puertas cudnticas. Esto hace que, para un circuito cuantico dado, el
estado al final del circuito sea siempre el mismo. El punto del algoritmo de simulacién en el que
se tiene en cuenta la naturaleza cudntica del circuito es en la medicion. La medicidn de un qubit
se hace siempre a través de la medicion del estado de energia del qubit, es decir, haciendo una
medicidn sobre el eje z de la esfera de Bloch del estado. Por lo tanto, para simular la medicién
del estado final es necesario escoger uno de los estados de la base de forma aleatoria, teniendo
en cuenta para ello la distribucion de probabilidad del estado cudntico. De esta manera se ha
desarrollado el siguiente algoritmo para evaluar los resultados de un circuito cudntico (Alg.1).

Algoritmo 1 Simulacién de un circuito cudntico

Require: Sea el circuito de n qubits, las operaciones tienen que ser todas matrices de tamafo
nxn

: Generar el estado inicial, estado=[1 00 ... 0]. > La longitud del vector del estado es 2"

: for operacién=conjuntoDeOperaciones do

estado=estado-operacion

: prob=|estado o estado| > Producto Hadamard
: Elegir aleatoriamente un estado de la base segtn la distribucién dada por el vector prob

Un circuito cudntico de 10 qubits necesita que cada operacion esté representada por una
matriz de tamafio 1024x1024. Si cada elemento de la matriz esta representado por un nimero
de coma flotante, cuyo espacio en memoria es de 8 bytes, se necesitan 8MB de memoria para
almacenarlo. Para simular un circuito de 16 qubits, cada matriz necesitaria 32GB de memoria,
lo que hace imposible su simulacién de forma préctica fuera de los superordenadores o sistemas
especiales. Por suerte, la mayoria de matrices asociadas a operaciones de puertas cudnticas
tienen una gran cantidad de ceros, por lo que es posible ahorrar espacio simplemente al usar
una representacion de matriz dispersa. Esto, ademds de ahorrar espacio en memoria, hara las
operaciones de multiplicacién mas rapidas.

El programa que simula los circuitos cudnticos en este trabajo se ha escrito en la version
de Matlab R2019b. Se ha elegido este programa por la facilidad que ofrece en el cdlculo con
matrices y por la posibilidad de paralelizar la ejecucion facilmente.

2.4.1 Matrices de las puertas cuanticas

Una forma legitima de definir las matrices de las puertas cudnticas es escribir a mano sus
valores. Esto puede ser la opcion mds conveniente si se tienen circuitos de pocos qubits, o si las
matrices tienen una representacion sencilla. Sin embargo, cuando las operaciones son complejas
escribirlas a mano deja de ser una opcidn. Para hacerlo, se va a hacer uso de 2 propiedades de
los circuitos cudnticos. La primera es que cualquier operacion se puede expresar a través de un
conjunto de puertas unitarias de 1 qubit, y la puerta cnot [5, Ch.4.5]. La segunda tiene que ver
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con la forma en la se construyen las matrices de las operaciones. De la misma manera que los
estados cudnticos de particulas distintas se componen a través del producto de Kronecker, las
puertas cudnticas se pueden componer de la misma manera.

En un sistema de n qubits, aplicar una operacion A sobre el qubit i deja invariante el resto
de qubits. Por lo tanto, si se quiere definir la matriz de la operaciéon que actia sobre todo el
sistema, bastard con componer la operacion identidad de cada qubit con la operacion A sobre el
qubit i, tal que

A=1701%9g...91"V A1 g...@ 1™, (33)

Para generar la puerta cnot no se puede usar una misma expresion, sin embargo, si que
se puede usar un razonamiento similar. Para generar la matriz asociada a la puerta cnot se
identifican primero los qubits de control (¢) y objetivo (¢). La puerta cnot se podrd construir con
la suma de dos matrices tales que

0 O(C) 1 1 ®
cnot(c,t):[1(1)®1(2)®---®[0 1] ®...®[1 1] ®...®1(n))+1_ (34)

Esta idea de sumar una matriz generada a partir de productos de Kronecker a la matriz
identidad se puede extender a las puertas cnot con mas qubits de control u objetivo. Solo habria
que repetir la expresion anterior a todos los qubits correspondientes. En este sentido, se puede
definir la puerta Toffoli con sus qubits de control (cy, ¢;) y su qubit objetivo () como

(c1) ) (c2)
00 -1 1 00
f0ff(C1,Cz,f)=[1(1)®1(2)®---®(0 1] ®...®( J ®...®(O 1) ®...®1(n))+l.

1 -1
(35)

Cualquier puerta cudntica podré ser generada a partir del producto de las 3 puertas presen-
tadas. Esta sencilla forma de expresar las operaciones permite generar simulaciones de circuitos
de forma rdpida. Para ilustrar esto, se detalla la forma en la que se ha generado el paso de la ex-
ploracion para los problemas CBQP (Sec.3.2.3). En esta parte del circuito cuantico se propone
la aplicacion de una serie de puertas Fredkin. Haciendo el ejercicio 4.25 propuesto en el libro
de A. Nielsen & L. Chuang [5], se demuestra que una puerta Fredkin se puede hacer usando 2
puertas cnot y una puerta Toffoli. Asi, la puerta Fredkin que actia intercambiando los estados
de t; y t, controlado por el qubit ¢ se puede generar como

fred(c,t;,t;) = cnot(t, ) - tof f(c, ta, t1) - cnot(ty, t,) = cnot(ty, ty) - tof f(c, t1, 1) - cnot(ty, ).
(36)

En el ejemplo 1 se muestra la simulacién de la accién una puerta de un circuito cudntico
sobre un estado.

2.4.2 Puertas controladas

A la hora de calcular el efecto de las puertas controladas sobre los estados, los autores
de [17] proponen “medir” el estado del qubit de control. Para ello, simplemente generan un
numero aleatorio y lo comparan con la probabilidad de que el qubit de control sea 1. Si el qubit
de control resulta ser 1, aplican la puerta controlada, y en caso contrario, saltan a la siguiente
operacion.
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Ejemplo 1: Simulacién de la puerta D (Eq.22)

Se quiere simular una puerta D para usarla en un programa que simula el algoritmo de Grover.
Para hacer la prueba se va a usar el problema no trivial de menor tamano, un problema de tamario
4 codificado en 2 qubits en la base computacional {00,01, 10, 11}. En el ejemplo usado, la solucién
sera el estado 01.

Lanzamos una simulacion del circuito, y tras pasar por primera vez a través del oraculo, sim-
ulamos que se introduce ruido en el sistema. En este punto se tiene el sistema en el estado
xo = [0.48,-0.51, v0.2886,0.47]. Para aplicar la puerta D se multiplica este estado por la matriz
del operador D, dando como resultado xo - D = x = [0.0086,0.9986, -0.0486,0.0186]. El vec-
tor x contiene toda la informacién del estado cuantico. Si queremos calcular la probabilidad de
obtener cada uno de los estados cuénticos a la salida basta con calcular el médulo cuadrado,
P(x) = |x]> = [0.0001,0.9972, 0.0024, 0.0003]. Esto nos da como resultado que se medir4 el estado
correcto con una probabilidad del 99.72%.

Si se quisiera conocer el comportamiento del circuito frente a distintas configuraciones de ruido,
bastaria con repetir esta estrategia el nimero de veces que se considere suficiente como para
hacer un estudio estadistico adecuado.

Esta opcion intenta simular de manera directa la accion de las puertas controladas en un
computador cudntico real, en la que la aplicacion se puede dar o no dependiendo del estado del
qubit de control. Por lo tanto, dado que no se puede saber con exactitud las puertas aplicadas
en la ejecucion del programa, la solucidn propuesta parece ser la mas coherente con la realidad.

Sin embargo, esta opcion no es la mejor en cuanto al tiempo de cdmputo de la simulacion.
Usar matrices para representar la aplicacion de puertas controladas es una opcion equivalente,
en la que se habra eliminado parte de c6digo que puede ralentizar el computo de la simulacion.

Demostracion. Sea un circuito cuédntico en el que se tiene una puerta controlada. Para simular
este circuito, se eligen hacer n iteraciones idénticas para obtener una estadistica del circuito.
En cada iteracion se genera un nimero aleatorio para aplicar o no dicha puerta controlada. Por
lo tanto, para obtener una estadistica fiel del funcionamiento del circuito, n tendrd que ser un
nimero suficientemente grande como para dar cuenta de todas las posibilidades de aplicacion
o no de la puerta controlada. Para obtener una informacién correcta del resultado del circuito,
n tiene que ser un numero tal que 1/n << que la probabilidad de aplicacién o no de la puerta
controlada (el menor de ambos). Ademads, para seguir obteniendo un resultado de la simulacion
idéntico al que se obtendria si no se tuviera puerta controlada, este nuevo nimero 1/ tiene que
ser del orden de 1/(n” - p), siendo 1/n’ la exactitud que se quiere conseguir para el estado final.
Se elige ahora aplicar una puerta que tenga en cuenta la distribucidn de probabilidades de explo-
racion, haciendo el paso a través de la puerta controlada usando el método propuesto. Dado que
la probabilidad o no de aplicacion de la puerta controlada se ha mezclado con la probabilidad
de obtener el resto de resultados, n tiene que ser capaz ahora de distinguir esta diferencia. Si el
circuito sin puerta controlada necesita k iteraciones para obtener un resultado bueno, ahora se
necesitarian k - p iteraciones, siendo 1/p << que la probabilidad de aplicacién o no de la puerta
controlada (el menor de ambos).

Se ve por lo tanto que ambas estrategias son equivalentes en tanto que ambas requieren un
numero similar de iteraciones para conseguir una precision idéntica. O
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2.5 Algoritmos de hormigas

Cuando se plantea un problema computacionalmente demasiado grande como para resol-
verse de manera exacta, suele ser suficiente una solucién subdptima. Sin embargo, encontrar
esta solucién puede requerir algoritmos complejos en los que la toma de decisiones, aunque
aleatoria, implique un coste computacional o una cantidad de memoria elevada. Para encon-
trar algoritmos sencillos que resuelvan estos problemas algunos investigadores se inspiraron
en sistemas bioldgicos que de alguna forma implementan estos algoritmos, como lo son los
enjambres, sistemas evolutivos o a las hormigas [16].

Para buscar comida, los hormigueros envian hormigas exploradoras para investigar el en-
torno. Al principio, estas hormigas viajan de forma aleatoria alejandose del nido hasta encon-
trar una fuente de comida. Cuando lo encuentran, esta hormiga vuelve al nido para avisar de su
hallazgo y asi que el resto del hormiguero pueda explotar esta fuente de alimento. Comunicar
esta posicion entre individuos es una acciéon compleja, por lo que las hormigas tienen desarro-
llado un sistema de feromonas por el cual comunican mensajes simples al resto. Cada hormiga
deja un rastro alld por donde camina, y la fuerza de este rastro dependerd de un conjunto re-
ducido de variables. Por ejemplo, de la calidad del alimento, de su cantidad y de la distancia al
hormiguero. Una sola hormiga es capaz de hacer este célculo y dejar esta informacion a través
de lo fuerte que sea el rastro que haya dejado. Esta idea de reforzar el camino 6ptimo a una
fuente de alimento buena se puede modelizar como un feedback positivo.

Una vez se encuentra un alimento, el hormiguero empieza a explotarlo rapidamente. Sin
embargo, el camino recorrido por la hormiga exploradora que lo encontré puede no se el mas
corto. Las primeras hormigas recolectoras seguiran el camino marcado por la exploradora. Pero
dado que el rastro de feromonas no es una linea ideal, las recolectoras se pueden desviar alrede-
dor del camino fijado. Estas desviaciones alrededor del camino inicial pueden llevar a encontrar
un camino mds corto a la comida. En ese caso, la hormiga indicara este descubrimiento al resto
haciendo que el rastro dejado sea mas fuerte que el anterior, guidndolas por este camino mas
corto. Este comportamiento se puede entender como la bisqueda de minimos locales a través
de fluctuaciones aleatorias alrededor de la mejor solucién hasta el momento.

En el momento en el que se encuentra un camino mejor a la comida, tiene que haber un
mecanismo que permita abandonar el peor camino. El rastro de feromonas no es una linea
pintada en el suelo, sino que es volétil. Segun pasa el tiempo, las hormonas depositadas en
el camino se degradan o se pierden a causa del viento. Esto hace que en un camino malo por
el que pasen pocas hormigas el rastro de feromonas sea més débil, haciendo que finalmente
todas las hormigas elijan el mejor camino. Este mecanismo se conoce como evaporacion de las
feromonas, y permite reforzar la bisqueda del camino 6ptimo solamente alrededor del mejor
camino encontrado hasta el momento.

Existen otros mecanismos que hacen atin mas eficiente la bisqueda del camino éptimo en
menos tiempo, por ejemplo la aparicion de hormigas €lite para reforzar con mas fuerza el rastro
de feromonas o el refuerzo negativo de caminos peores. Una condicién imprescindible de todos
estos mecanismos es que se basen en unos pocos principios basicos:

— Una hormiga solo tiene acceso a la informacion de su entorno inmediato.
— No puede existir comunicacion a distancia entre hormigas.

— La informacién que puede almacenar una hormiga estd limitada, entre otros, al camino
que ha recorrido.
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— La capacidad de computo de una hormiga es limitada, por lo que las operaciones que
realice no pueden ser demasiado complejas.

Expuestas las herramientas bésicas disponibles, se pueden desarrollar los algoritmos basa-
dos en hormigas mas simples. En concreto, en este trabajo se ha usado el algoritmo de colonia
de hormigas ACO (Ant Colony Optimization) [16].

La idea principal de ACO consiste en agrupar las 3 ideas comentadas: el refuerzo positivo
de las mejores soluciones, fluctuaciones aleatorias alrededor del mismo, y la disminucion de
la probabilidad de escoger las soluciones abandonadas. El problema de encontrar el camino
Optimo entre 2 puntos se puede codificar a través de un grafo ponderado. El peso de cada arista
serd su longitud, por lo que el camino optimo serd el minimo de la suma de los pesos de sus
aristas. Ademas del peso, cada arista contendra informacién acerca de la cantidad de feromonas
en ella. En el algoritmo (Alg.2) se describe con més detalle este algoritmo.

Algoritmo 2 ACO
Require: Grafo ponderado W;;, maximo de iteraciones maxlter, nimero de hormigas lanzadas
por iteracion antlter, pardmetro de exploracion b, pardmetro de evaporacion p, condicién
de convergencia converCondition
1: Inicializar parametros y las feromonas
2: for i=1:maxlIter do
3: for j=1:antlter do

4: Lanzar una hormiga paso a paso del nodo inicial al final (Alg.3)
5: Encontrar la mejor hormiga de la iteracion, bestAntlter
6: if f(bestAntlter, M)>f(bestAnt,M) then > Actualizar la mejor hormiga encontrada
7: bestAnt=bestAntlter
8: mismoResultado=0
9: else
10: mismoResultado=mismoResultado+1
11: if mismoResultado==converCondition then
12: break » Salir cuando se obtiene el mismo resultado un nimero dado de veces
13: Actualizar las fermonas (Alg.4)

En ACO, las hormigas se mueven paso a paso entre los nodos del grafo. Para elegir el
siguiente movimiento, las hormigas toman su decision en base a 2 parametros, las feromonas
de las aristas incidentes al nodo en el que se encuentran y la probabilidad que tienen de explorar
de manera aleatoria. Asi, la eleccion del siguiente paso de una hormiga se hace siguiendo el
algoritmo (Alg.3). En cada paso, cada hormiga realizaré esta operacion hasta que llegue al nodo
final.

Una vez todas las hormigas lleguen al final, se actualizard el rastro de feromonas. En ese
momento, cada hormiga realiza el cédlculo de lo 6ptimo que haya sido su recorrido, depositando
feromonas a través del mismo segin una regla de actualizacién. Suponiendo que solo nos
interesa obtener el camino més corto recorrido, la regla de actualizacién de feromonas puede
consistir en depositar un nimero dado de feromonas a lo largo de todo el recorrido. Suponiendo
que no hay hormigas élite, todas las hormigas tienen la misma cantidad de feromonas, por lo que
una hormiga que haya encontrado un camino corto dejard una densidad de feromonas mayor a
lo largo de todo el recorrido que otra que haya encontrado un camino mas largo. Después de
depositar todas las feromonas, se aplica la evaporacién. Dado un parametro de evaporacion, las



2 Fundamentos teoricos 20

Algoritmo 3 Eleccion del siguiente paso para una hormiga.
Require: Grafo ponderado W;;, feromonas de las aristas 7;;, nodo actual n,,, nodo previo n,,,,
probabilidad de elegir un camino aleatorio b
Lanzar 2 nameros aleatorios, 0 < explor < 1,0 <step < 1
Ordenar las k aristas incidentes a n,, excepto la que lleva an,,.
if explor < b then > La hormiga se moverd de manera aleatoria
Moverse a través de la arista i, tal que (i — 1)/k < step < i/k
else
Moverse a través de la arista 1, tal que S;/S < step < S;1/S
k i-1
S=> 7 8i=)7,8=0 S =1 37)
i=1 '

J=1

AN AN ey

feromonas en cada arista de disminuyen en un factor. Aunque este factor puede ser variable
y aumentar con el tiempo, la version mas simple del algoritmo usa un factor constante. Se
presenta este paso de actualizacion de feromonas en el algoritmo (Alg.4).

Algoritmo 4 Actualizacién de feromonas.
Require: Grafo ponderado W,;, feromonas de las aristas 7;;, camino recorrido por cada
hormiga X (con XSIZ:1 para las aristas jk visitadas, O para el resto), pardmetro de evapo-
racién p
Inicializar a O las feromonas depositadas en cada arista, At;; = 0
for i=1:ntmero total de hormigas do
Calcular la longitud del camino recorrido por la hormiga, DY = 3, W - X©
Actualizar las feromonas depositadas, At;; = At;; + 1/D?

AN S e

Actualizar las feromonas, 7;; = (1 — p)7;; + pAT};

Esta iteracion de lanzar hormigas y actualizar las feromonas se repite hasta que se llega a
una situacion de convergencia, en el que ya no se encuentra un camino mejor. Empezando desde
una situacion en la que todas las aristas tienen la misma cantidad de feromonas, el tiempo que
tarda en converger depende de los valores de los pardmetros de entrada. Un problema de estos
algoritmos de hormigas es que para cada problema particular los pardmetros 6ptimos pueden ser
distintos. Ademds, estos pardmetros también afectardn a la probabilidad de llegar a la solucién
Optima del problema. Sin embargo, para unos parametros fijos, es bastante probable llegar a
una solucién buena en un nimero razonable de pasos para un amplio rango de problemas.

El algoritmo usado en este trabajo se ha modificado para adecuarse al problema que se busca
resolver. Sin embargo, el desarrollo es practicamente idéntico al que se usaria para describirlo
de manera genérica (Alg.2). Mas adelante en el apartado 3.7 se explicard en detalle la forma
concreta en la que se ha implementado.
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3. QuantuM ANT CoLoNy OprtiMizATION (QACO)

En este trabajo se ha estudiado un algoritmo cudntico basado en el ACO (Ant Colony Op-
timization), con sus siglas QACO. Este algoritmo se publicé por primera vez en 2007 por L.
Wang, Q. Niu y M. Fei [17]. En dicho trabajo, se propone un algoritmo cudntico andlogo al
algoritmo ACO en el que cada camino estd representado por un estado del sistema. Cada qubit
codifica la informacién acerca de las feromonas depositadas, que se ird actualizando en cada
iteracion a través de una puerta cudntica de giro.

A partir de este trabajo previo (Sec.3.1), en este capitulo se desarrolla en detalle una prop-
uesta de mejora del algoritmo (Sec.3.2). Tras analizar esta primera version del algoritmo y
encontrar algunos problemas (Secs.3.4-3.3), se propone una variante para resolverlos (Sec.3.5).
Para mejorar el rendimiento del algoritmo, se hace una busqueda de los pardmetros de en-
trada 6ptimos al algoritmo (Sec.3.6), para luego compararlo con un algoritmo clasico de ACO
(Sec.3.7) y con el algoritmo QACO anterior (Sec.3.8).

3.1 Contexto previo

Como ya se ha adelantado, la principal contribucién de ese trabajo previo es la repre-
sentacion directa de las feromonas en un computador cudntico a través de los estados de los
qubits. Para que haya una relacion directa entre las probabilidades de obtener cada uno de los
estados cudnticos y que pase la hormiga por un camino, se trabaja en el Hyper-Cube Frame-
work para ACO, siendo un camino una arista de este hipercubo [18]*. Asi, el mecanismo de las
feromonas estd relacionado con el estado de ese qubit. Dado que los estados se preparan ini-
cialmente en el estado base, la informacidn acerca de las feromonas se introduce en el sistema a
través de una puerta de rotacion. En la primera generacion, y dado que no se tiene informacion
previa, esta puerta serd una puerta Hadamard. Sea el qubit i

7 = V) = & 0) + Bil1), (38)

la probabilidad de que una hormiga escoja pasar por la arista con su elemento en la posicién i a
1 es la misma que la de medir el estado excitado, es decir, ;. De esta manera, el estado de las
feromonas del problema viene dado por

=P = PR ® & F,). (39)

La principal ventaja de QACO es que la actualizacion de las feromonas de cada una de las
aristas se hace a través de una operacion cudntica. Para modificar las probabilidades de obtener
cada estado, se aplica una operacion de giro sobre cada uno de los qubits 7;. El dangulo de giro
se escoge a través de una tabla de valores (Tab.1) que refuerce positivamente el paso a través de
las aristas que son parte de la solucidn que se estd buscando.

Para evitar converger a un maximo local, los algoritmos ACO implementan una estrategia
de exploracion. Esta estrategia se puede implementar definiendo un pardmetro de exploracion
pe : 0 < pe < 1, que al compararlo con un nimero aleatorio, hard que la hormiga elija una
arista haciendo uso o no del mecanismo de las feromonas.

4 Por ejemplo, en un sistema con 2 qubits, los posibles caminos que puede recorrer la hormiga son las aristas
del hipercubo, en este caso un cuadrado de aristas (0,0), (0,1), (1,0) y (1,1).
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Tab. 1: Tabla de valores propuesta para el dngulo de rotacién en [17, Tab.2]. f es la funcién ob-
jetivo, x es el estado de la iteracion actual, b es el estado de la mejor hormiga encontrada
y S es el signo del dangulo de rotacion A6.

o S(e;. )
i b f)>f(b) A6,
apf >0 ef<0 a=0 fg=0

0 0 Talse 00l m -1 +1 *1 +1
0 0 True 00l m -1 +1 +1 +1
0 1 False 0.025m -1 +1 +1 +1
0 1 True 0.025m +1 -1 +1 +1
I 0 False 0.025m +1 -1 +1 +1
I 0 True 0.025 = -1 +1 +1 +1
I 1 False 001m +1 -1 *1 +1
I 1 True 00lm +1 -1 +1 +1

Al igual que con ACO, en este algoritmo se implementa una estrategia de seleccion de
la mejor hormiga en cada generacion, siendo una hormiga el estado medido a la salida del
circuito cuéntico. Para cada configuracion de feromonas, se lanza un nimero fijo de hormigas.
Calculando el valor de la funcién objetivo para cada una de ellas, se escogerd la mejor de todas
ellas para actualizar las feromonas y pasar a la siguiente generacion. Este algoritmo se presenta
en el algoritmo (Alg.5).

Algoritmo S Implementacién de L. Wang, Q. Niu y M. Fei de QACO
Require: Parametro de exploracién pe
1: Inicializar los qubits para que la probabilidad de pasar por una arista sea 1/2.
2: repeat
3: Lanzar las hormigas. Si pe es mayor que un nimero generado aleatoriamente, las
hormigas exploran como si no hubiera feromonas; sino, las hormigas siguen los rastros
de feromonas como en ACO.
4: Medir el resultado de las hormigas.
5: Actualizar las feromonas de cada arista de acuerdo con la tabla valores del dngulo de
giro para la mejor hormiga de la iteracién.
6: until se llega a la condicion de salida

3.2 Implementacion propuesta de QACO

La solucién propuesta por L. Wang, Q. Niu y M. Fei, mientras que es facilmente simulable,
no permite una implementacién directa en un computador cudntico. En concreto, la tabla de
angulos de rotacion requiere conocer con gran detalle los estados cudnticos de cada qubit, tanto
en fase como en amplitud. Ademads, la ramificacion del algoritmo en el paso 3, para decidir si
explorar o seguir las feromonas, implica un problema a la hora de realizar un circuito cudntico
sin aumentar drasticamente el nimero de qubits necesarios.

La propuesta de QACO en este trabajo que se desarrolla en los siguientes apartados tiene
los mismos principios que el algoritmo anterior. De la misma manera, la informacién de las
feromonas que guian a las hormigas se introducen en el estado cudntico a través de una o-
peracion cuantica de giro (Sec.3.2.1). Dependiendo de este dngulo, las hormigas tendran una
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Fig. 6: Visualizacién del recorrido de una hormiga en los algoritmos ACO y QACO con un
ejemplo sobre un grafo de 2 nodos. En ACQO, la hormiga llegar4 al final eligiendo atravesar
una de las aristas incidentes al nodo en el que se encuentra sin repetir nodo ni volver
hacia atrds. Asi, la hormiga llegara a su meta en un maximo de 3 pasos. En total, se
tienen 4 posibles caminos de distinta longitud representados por cada uno de los tipos
de linea. En este ejemplo, el camino recorrido al seguir la linea rayada o punteada es el
mismo, aunque el orden en el que se visitan los nodos cambie. En QACO, la hormiga
escoge directamente recorrer uno de los caminos en el momento en el que se mide su
estado. Para representar estos caminos en estados cuanticos se pueden usar 2 qubits, en
el que cada uno representa haber pasado |1) o no |[0) por un nodo.

probabilidad de tomar el estado |0) o |1) para cada uno de sus qubits. Cada uno de los posibles
estados del sistema representara un posible camino que pueden seguir las hormigas (Fig.6). Sin
embargo, en este trabajo se ha usado una estrategia de giro que permite una implementacion
real del algoritmo, respetando las limitaciones impuestas al trabajar con estados cuanticos.

El espacio de trabajo del algoritmo se divide en dos partes. Una, los qubits de las hormigas,
donde se tiene un ndimero de qubits tal que se puedan representar todos las posibles soluciones
del problema. LLa mayoria de operaciones del algoritmo se realizan sobre estos qubits, como la
exploracion o la aplicacion de las feromonas. Serdn solamente estos de los que se extraiga la in-
formacion al terminar cada iteracion. La parte restante corresponde al qubit de exploracién, que
sirve para codificar la informacién del pardmetro de exploracion cldsico en un estado cuéntico.
Se usard como qubit de control para las puertas controladas usadas en el paso de exploracion.

En algunos problemas no todos los posibles estados representan una solucion valida. Es
posible que se obtenga un estado no vélido para el problema. A pesar de ello, esta solucion se
habréa generado a partir de informacion acerca de una solucidn correcta. Para estos casos, se
propone un nuevo paso que filtre las soluciones vélidas y permita extraer informacion util para
resolver el problema (Sec.3.2.2).

Para la exploracion de nuevas soluciones se propone una estrategia de exploraciéon que man-
tenga la validez de los estados filtrados como soluciones al problema. En problemas con restric-
ciones, se usaran puertas Fredkin para obtener estados que representen soluciones al problema,
haciendo que la exploracion sea mas dirigida que la hecha con puertas cnot (Sec.3.2.3).

Finalmente se propone una estrategia de actualizacion de feromonas que no depende del
conocimiento completo del estado a la salida del circuito (Sec.3.2.4). Aunque en una primera
version del algoritmo los pardmetros se han escogido por comparacién con el trabajo anterior,
mads adelante se buscaran los valores ptimos de los dngulos de giro (Sec.3.6).

En el (Alg.6) se muestra una descripcion general del algoritmo propuesto. En la figura
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(Fig.A.2) se muestra un diagrama del mismo. Se da la version final del algoritmo en la seccion
3.5.

Algoritmo 6 Propuesta inicial de QACO
1: Inicializacién de las feromonas

2: repeat

3 Inicializar todos los estados cuanticos al estado base (|¥;) = |0) Vi)

4: Aplicar las feromonas y el pardmetro de exploracion

5 if el problema tiene restricciones then

6 Operar los qubits de las hormigas, de tal manera que a la salida los Unicos estados

posibles sean aquellos que representan una solucién

7: Usando el qubit de exploracién como qubit de control, aplicar la estrategia de explo-
racion para el problema

Medir los qubits de las hormigas y se actualizan las feromonas
until se llega a la condicion de salida

o x

3.2.1 Aplicacion de las feromonas

En el texto de L. Wang, Q. Niu y M. Fei, la aplicacién de las feromonas se hace a través
de una rotacién simple en un plano real. Esta vision acerca de la distribucién de estados limita
en gran medida la realidad de los mismos. El espacio de los estados posibles de un qubit es en
realidad la superficie de la esfera de Bloch.

En la implementacién propuesta de QACO, se propone limitar los estados posibles de cada
una de las hormigas a la semicircunferencia definida sobre el plano xz en el semiplano de x
positivo. Las feromonas en este caso, vienen dadas por rotaciones alrededor del eje y, cuyo
angulo dependera de la cantidad de feromonas depositada en cada arista. En la figura (Fig.7) se
muestra una representacion sobre la esfera de Bloch de estos estados.

En la primera iteracion, todos los caminos tienen la misma cantidad de feromonas, por lo
que elegir o no un qubit tendrd una probabilidad de 1/2. Asi, la operacién de rotacién en la
primera iteracion (j = 0) para cada qubit i de las hormigas es

V2 (-1 1

1 (1 1
] Ry(gi,()) — Ry(gi,O) = _[ ) (40)
La actualizacion del dngulo 6; ; se desarrollara en el apartado 3.2.4.

3.2.2 Generacion de soluciones (GenS)

El paso 6 del algoritmo (Alg.6) representado por GenS es un paso condicional, que se
aplicard solo en los casos en los que la solucién tenga restricciones. En estos casos, tras el paso
del sistema por las puertas que aplican las feromonas, se pueden tener soluciones no compati-
bles con el problema. Sin embargo, tal como pasa en los algoritmos evolutivos, estas soluciones
pueden estar generadas a partir de la exploracion alrededor de soluciones correctas. Se puede,
por lo tanto, extraer informacion acerca de los resultados correctos en estas situaciones.



3 Quantum Ant Colony Optimization (QACO) 25

=210 +il0)) \ ' )
\ 7 x=—=]1)+]0)

V2

Fig. 7: Esfera de Bloch de un qubit de una hormiga. La linea rayada muestra los estados que
puede tomar el qubit, aunque se intenta trabajar solamente en la regién de estados con
X positivo. Cualquiera de estos estados se obtiene a partir de una rotacién sobre el eje J.

Para ello, se propone afiadir un paso extra que filtre los estados después de aplicar las fe-
romonas, y que filtre las soluciones vélidas. Para ello, se ha disefiado una puerta que actia sobre
los n bits asignados a las hormigas. Los estados cudnticos que a la entrada correspondan a una
solucion valida se dejan inalterados. Para los que no, se descompone en una suma de estados
validos, con una probabilidad asignada a cada uno de ellos proporcional a lo parecido que sea
el estado inicial a cada uno de los estados solucion.

El criterio para calcular estos valores ha sido el siguiente. Primero, se cuentan para cada
estado diferente a la entrada el nimero de qubits iguales con respecto de cada posible solucion,
asignando este nimero a cada uno de los estados finales. Después, se divide por la suma de las
coincidencias para un estado inicial. Para tener una combinacion normalizada de estados a la
salida, hay que aplicar la raiz cuadrada a todos los valores. En el ejemplo 2 se desarrolla en

detalle la forma en la que se puede hacer este cdlculo.

Este paso GenS se puede visualizar facilmente usando la forma matricial de las puertas
cuanticas. La matriz asociada depende por lo tanto del tamafio del problema y del nimero de
I’s que deban contener las soluciones. Otro tipo de problemas podrin tener unas restricciones
de distinto tipo, pero en todas ellas se podra aplicar esta estrategia de descomposicion. Se
muestra en el ejemplo 3 la aplicacion numérica a un problema de tamafio 4 y las soluciones
restringidas a tener solamente dos 1’s en la solucidn.
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Ejemplo 2: Obtencién de los elementos de GenS

Sea un problema de tamafo 3 con las soluciones restringidas a tener un solo 1, es decir, 001,010 0
100. Los posibles estados a la entrada se corresponden con los estados de la base computacional.

Empezando con el estado 000, que comparte 2 qubits con cada una de las soluciones, la proba-
bilidad de obtener cada uno de ellas a partir de este estado tiene que ser igual. Teniendo un total
de 6 coincidencias, los elementos de la matriz para esta entrada seran todos v2/6 = 1/ V3. Este
caso sera el mismo que para el estado 111.

Para los estados con dos 1’s se tiene que aplicar el calculo propuesto, por ejemplo, con el estado
011. Este estado comparte 2 qubits iguales con las soluciones 001 y 010, pero no comparte
ningun qubit con 100. Teniendo un total de 4 coincidencias, la probabilidad de obtener 001 a partir
de 011 sera v2/4 = 1/ V2, al igual que para 010.

Asi, la matriz GenS para este caso se construye como

0 VI/3 +1/3 V173
1
1
GenS(3,1) = Viz iz 0 .
Vi/2 Vijz 0
V172 V172 0
Vi3 V1/3 V1/3 0

Hay que notar que la aplicacion de esta operacion GenS sobre un estado normalizado, no
da en general un estado normalizado a la salida. Esta operacion solo da como resultado un
estado normalizado si a la entrada se tiene un estado de la base candnica. Tras aplicar esta
operacion, el resultado se tiene que normalizar para mantener la coherencia con la condicion de
norma-lizacion de la probabilidad.

3.2.3 Estrategia de exploracion (Explor)

El problema de implementar una estrategia de exploracion se basa en encontrar una her-
ramienta que permita cambiar el estado de los qubits, y asi que se escoja un camino distinto al
dado por las feromonas. Algunos autores usan solamente puertas cnot [19] para realizar estas
operaciones. Esta estrategia es util en los casos en los que el problema no esta restringido, ya
que permite la exploracioén qubit a qubit. La implementacion de esta estrategia es sencilla. Basta
con aplicar de manera sucesiva una puerta cnot sobre cada uno de los qubits de las hormigas,
usando un qubit de control auxiliar, que llamaré qubit de exploracion. Colocando el qubit de
exploracion en primera posicion, la matriz que representa esta operacion (Explor) se calcula

como
n+1

Explor = 1_[ cnot(1,1), 41

i=2

donde se ha usado la misma notacion que en la ecuacion (Eq.34).
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Ejemplo 3: Aplicacién de GenS

Sea un problema de tamano 4 con las soluciones restringidas a tener 2 unos. La matriz GenS en

este caso sera

0 V176 Vi/e  V1/6 Vi/6  +1/6 V176
0 12 12 IJi2 12 VIJi2 VI/12
0 1/2 VI7T12 172 VI7T12 172 VI/12
1
VI/I2 0 1/2 1/2 VI/12 VI/12 1/2
1
1
GenS(.2) = 1/2 1/2 12 0 VI/12 Vi/12 VI/12
T VI/12 VI/12 VI/12 0 172 1/2 1/2
1
1
1/2 VIJ12 VIJ12 1/2 1/2 0 +i/i2
1
VI/12 12 VI/12 12 VI/12 12 0
VI/12 VI7Ti2 12 VI7T12 172 172 0
Vi/6 Vi/6  +1/6 Vi/6  +1/6 V176 0

En el caso de que la solucion obtenida no sea valida por no tener el nimero correcto de unos, la
aplicacién de este paso permite obtener informacién valida.

Supongamos que se ha obtenido el estado 1011. Dado que tiene 3 unos, sera una solucion
incorrecta. Sin embargo, si que es un estado cercano a soluciones que son validas. En concreto,
esta a un solo bit de distancia de las soluciones 1010, 1001 y 0011, y a 3 del resto de soluciones.
Esto quiere decir que el estado obtenido representara con una probabilidad 3 veces mayor a los
estados 1010, 1001 y 0011 que al resto. De esta manera, si el estado 1011 se representa en la
base computacional (|s)=[0000100000000000]) y se multiplica por la matriz GenS, se obtendra

N /1 11 / 1 /1 1
|x) = GenS |s) = x = s-GenS =[0,0,0, E,O,E,E,O,O, T 5,0,5,0,0,0].

Dado que x representa la amplitud del estado, para obtener la probabilidad de obtener uno de los
estados de la base hay que calcular el médulo cuadrado de cada elemento

P(x) = x> = [0,0,0,1/12,0,1/4,1/4,0,0,1/12,1/12,0,1/4,0,0,0].

Viendo la probabilidad, ahora se ve claramente la relacion de 1 a 3 de obtener uno de los estados
1010, 1001 o0 0011 frente al resto. Se puede comprobar que el estado |x) verifica la condicién de
normalizacién de la probabilidad (Eq.2).

En los algoritmos clésicos se suele definir un pardmetro que indica la probabilidad de que
una hormiga explore en cada uno de los pasos. Esta informacion se puede contener de forma

directa en un qubit. Definiendo este qubit como
¥e) = a.10) +B. 1), (42)

y teniendo la puerta cnot tipica, es facil ver que la probabilidad de cambiar el estado del qubit
objetivo es 32.
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Ejemplo 4: Exploracion con puertas Fredkin vs puertas cnot

Sea un problema de tamario 3 con las soluciones restringidas a estados con un solo 1. Supong-
amos que el qubit de exploracion esta preparado de tal manera que la probabilidad de explorar sea
1/2. Supongamos también que tras aplicar las feromonas el estado de los qubits de las hormigas
es 001. De esta manera, el estado del sistema completo estara dado por

1
¥y = — (|0001) + |1001)).
V2
Si se explora usando puertas cnot, el estado a la salida vendra dado por
1
¥ crory = cnot(1,2) - cnot(1,3) - cnot(1,4) |¥) = @ (10001 + [1110Y).

Si en cambio se usa la estrategia de exploracion propuesta, el estado final sera

fred(1,2,3) - fred(1,2,4) - fred(1,3,4)|¥) = ‘/lj (10001) +11010)),
Sfred(1,2,3) - fred(1,3,4) - fred(1,2,4)|¥) = % (10001) +11100y),
fred(1,2,4) - fred(1,2,3) - fred(1,3,4)|¥) = % (10001) +11001)),
fred(1,2,4) - fred(1,3,4) - fred(1,2,3)|¥) = \/Li (10001) +11100y),
fred(1,3,4) - fred(1,2,3) - fred(1,2,4)|¥) = % (10001) +11001)),
fred(1,3,4) - fred(1,2,4) - fred(1,2,3)|¥) = \/LE (10001 + [1010y)) .

|lered> =

Se puede ver que en el caso de la exploracion con puertas cnot el estado a la salida no representa
una solucién valida al problema. Por el contrario, al usar la estrategia de exploraciéon con puertas
Fredkin, cualquier orden de exploracién da soluciones validas a la salida.

Para preparar el qubit de exploracion en este estado, basta con aplicar una puerta de rotacion
sobre el eje y al estado inicial

NI
—R 6 R0 :[ 5 Pe \/1ﬁ_—52] — 6, = 2atan(B,). (43)

Para otro tipo de problemas, en los que las soluciones tienen restricciones en el nimero
de estados excitados, esta opcion puede no ser valida. Cuando cambiar el estado de un qubit
implicaria afectar al resto de qubits al mismo tiempo, es necesario encontrar otra forma para
explorar. La puerta Fredkin puede ser util para conseguir ese objetivo, ya que intercambia
de forma efectiva los estados de dos qubits si el qubit de control estd activado. Esto permite
mantener constante el nimero de estados excitados, y por lo tanto, mantener también la validez
del estado como solucién. En el ejemplo 4 se muestra esta diferencia para un caso concreto.

La estrategia de exploracion es similar a la anterior. Para cada par de qubits de hormi-
gas posibles, se coloca una puerta Fredkin controlada por el qubit de exploracion. Ahora, el
nimero de puertas controladas necesarias aumenta de n a n(n — 1)/2. A cambio, se consigue
una exploracién dirigida de las hormigas.

Hay que resaltar que siempre es posible alterar el orden en el que se realicen cada una de
las operaciones con las puertas Fredkin, ya que la composicion de estas puertas siempre daran
un operador unitario. Esto se puede demostrar por aplicacion directa del siguiente resultado:

Lema 1. El producto de operadores unitarios, es un operador unitario.
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3.2.4 Estrategia de actualizacion de las feromonas
Después de obtener el resultado de la hormiga de la iteracion i (x;), esta se evalia con el

valor de la funcion objetivo (f(x)). Para ello, se modifican los valores de las puertas que actian
como feromonas segun la siguiente tabla (Tab.2).

Tab. 2: Tabla de valores del éngulo de giro propuesta. Los valores con * se multiplican por -1 si

cos(6;/2)<0.

x; | b; | f(x;) mejor que f(b;)? AO;
010 True -0.025 mr*
010 False 0.005
011 True -0.05 n*
011 False 0.01x
1[0 True 0.05 r*
110 False -0.01n
11 True 0.025 r*
1)1 False -0.005

Para escoger los valores de los dngulos de giro, se han tomado como referencia los valores
de la tabla 1 de [17], en concreto la relacion 5/1 entre resultados buenos/malos. Pero mientras
que en ese trabajo algunos valores de salida no modificaban el dngulo de giro, en este caso se
ha elegido reforzar positivamente el hecho de haber obtenido un resultado bueno, y reforzar atin
mas el caso en el que se haya encontrado un resultado mejor tras la exploraciéon de un nuevo
camino. La filosofia detrds de los valores elegidos estd en limitar los posibles estados de los
qubits de las hormigas a una semicircunferencia de la superficie de la esfera de Bloch. Ademas,
cuando se llega a una situacién de convergencia, el angulo de giro oscila alrededor del resultado.
Cuando se sabe con cierta certeza que el estado de un qubit tiene que ser |0) o |1), el dngulo de
giro cambia de signo cuando se pasa al semiplano izquierdo y se ha encontrado el mismo estado,
haciendo que el resultado oscile alrededor de la solucion encontrada. Si el estado encontrado es
el mismo un nimero dado de veces (converCondition), se tendra el resultado del problema.

3.3 Problema de reversibilidad y solucion

Como se ha comentado en la introduccion, las puertas logicas cudnticas tienen que estar rep-
resentadas por matrices unitarias. Inmediatamente salta a la vista que la matriz de la operacion
de generacion de soluciones GenS, aunque conserve la probabilidad, no es unitaria.

En un computador cudntico, para implementar una operacién no unitaria hace falta medir el
estado del sistema. Esto atenta contra el principio de los computadores cudnticos, que buscan
evolucionar un estado sin destruirlo. En ciertos casos, para resolver este problema, se puede
reorganizar el orden de las operaciones de tal manera que todas las mediciones se hagan al final
de cada programa. Esto suele ser posible en problemas en los que se tienen qubits auxiliares,
que no necesariamente tienen que ser medidos para obtener la solucién. Sin embargo, en este
algoritmo esto no ocurre. Solo se tiene un qubit auxiliar, por lo que no se tiene espacio suficiente
como para contener la informacidn necesaria para aplicar la operacion GenS.
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La operacion GenS realiza un filtrado de los estados del sistema, dejando solamente aquellos
que proporcionan una solucion vélida al sistema. Pero este filtrado no influye en la capacidad de
exploracién de las hormigas. Ambas operaciones conmutan, es decir, son intercambiables. Para
demostrarlo, se usan las definiciones vistas de las operaciones GenS y Explor, y la siguiente
propiedad de los conjuntos completos de operadores que conmutan.

Teorema 1 (Teorema de compatibilidad [4, pp. 23-34]). Sean 2 operadores A y B, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Ay B son operadores compatibles.
2. Ay B tienen una base comiin de estados propios.

3. Ay B conmutan, es decir, [A,B]=AB-BA=0.

Demostracion. Es facil ver que los valores propios de GenS son 1 para los estados dentro del
espacio de las soluciones y 0 para los estados fuera, nada mas que atendiendo a los valores de
su diagonal y sus respectivas columnas. Se tiene ademds que los estados propios son vectores
de la base canodnica, por lo que es facil ver que

GenS - Dg = D¢, en la base candnica, 44)

con D¢ la matriz cuya diagonal esta formada por los valores propios de GenS.

Dado que Explor es el producto de una serie de puertas Fredkin, basta con demostrar que
cualquiera de ellas conmuta con Dg para demostrar que Explor conmuta con Dgs. La matriz
asociada a una puerta Fredkin (F) es una matriz identidad salvo 2 elementos que se intercam-
bian. Con esto se puede separar el espacio en 2 conjuntos, uno asociado a la parte de la identidad
(F;) y otro de dimension 2 asociado a la parte del intercambio (F,), con F,UF.=R" y F,NF.=0.
Por definicion de la puerta Fredkin, F; es un subespacio con elementos que corresponden a es-
tados con el mismo nimero de 1’s.

GenS se puede dividir en dos subespacios, uno asociado a los estados soluciéon GenS; y el otro
al resto GenS,. Dado el teorema (Teo.l), para que GenS y Fredkin conmuten, basta con de-
mostrar que se da alguna de las dos F. € GenS; o F. C GenS,. Esto es facil de demostrar viendo
que GenS; esté asociado a un espacio con elementos que corresponden a estados con un mismo
nimero de 1’s. Si el nimero de 1’s de los estados asociados a F. y GenS; es el mismo, entonces
F. c GenS;, y en el caso contrario F, C GenS,. Por lo tanto, se tiene que

[Explor, F]1 =0 = [Explor,Dg] = 0. 45)
Se escribe ahora la propiedad que queremos demostrar
[GenS, Explor] = 0 & GenS - Explor = Explor - GenS. (46)
Se multiplica la segunda expresion por la matriz D a ambos lados
GenS - Explor - D = Explor - GenS - Dg. 47)

A la izquierda se intercambian Explor y Dg usando el resultado de (45), y a la derecha se
introduce (44)

GenS - D¢ - Explor = Explor - Dg. (48)
Finalmente, se vuelve a aplicar (44) a la izquierda
D¢ - Explor = Explor - Dg, (49)

que es cierta por (45), por lo que (46) también es cierta. m|
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Teniendo la operacion GenS justo antes de la medicion de los estados cuédnticos, uno puede
plantearse si realizar esta operacion en el dominio cudntico aporta alguna ventaja frente a rea-
lizar el cdlculo de manera ordinaria. Esta operacion de filtrado solo es ttil para sumar la proba-
bilidad de obtener estados no validos a la de obtener estados validos. Por lo tanto, la cantidad
de informacion antes y después de aplicar la operacion es la misma. Si se realiza esta operacion
sobre un estado ya medido y luego se aplica la operaciéon GenS, no se estard perdiendo infor-
macion. Basta con elegir uno de los nuevos estados en funcién de la probabilidad de cada uno
de ellos.

Después de este andlisis, es posible afirmar que se puede llevar esta operacion al final de
cada iteracion del algoritmo, permitiendo implementar el algoritmo de forma cudantica a través
de puertas reversibles.

3.4 Posible problema del orden de la exploracion y solucion

Usando un argumento totalmente similar al usado en el apartado anterior, se puede de-
mostrar que las puertas Fredkin controladas por un mismo qubit solo conmutan consigo mismas
o con otras puertas si todos los qubits objetivo son distintos. Asi, se tiene la siguiente regla de
conmutacion

=0 i b d =byb=4d),
[Fred(n, a,b), Fred(n, c, b)] siazb#cdo@=byb=d (50)
# 0 en el resto de casos.

Esto indica que el orden en el que se apliquen las puertas afectard al resultado de la ex-
ploracién. De hecho, dependiendo del orden en el que se multipliquen las matrices asociadas,
la matriz correspondiente a todo el bloque de exploracion serd distinto. Debido a esto, se ha
decidido buscar una nueva estrategia de exploracioén. Siendo la principal caracteristica de la
estrategia propuesta en este trabajo, se debera mantener la paridad de los estados de entrada.
Sobre esta idea se han pensado varias soluciones.

La primera consiste en generar una puerta que distribuya uniformemente la probabilidad de
un estado sobre todos los estados con el mismo nimero de 1’s a una distancia de una sola puerta
Fredkin®. Sin embargo, estas matrices no son unitarias, por lo que tienen el mismo problema
que presentaba la propuesta inicial de GenS. Esto se muestra facilmente para un problema de
dimension 3

0 V12 1/2
Vi/2 0 172

+ -1
U= VI3 VI 0 LU 2U. (5D

172 Vi/2 0

2 Esta distancia se refiere al nimero puertas Fredkin que se necesitan para cambiar de un estado a otro. Por
ejemplo, 1100 y 1010 estdn a una distancia 1 ya que solo se intercambian los elementos 2-3. En cambio, 1100 y
0011 estan a una distancia 2 ya que se tienen que intercambiar los elementos 1-3 y 2-4.
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Otra posible solucion se basa en una estrategia util a la hora de disefiar circuitos cudnticos.
Ya que las puertas cudnticas son autoadjuntas y unitarias, dos aplicaciones sucesivas de una
misma puerta es igual a la identidad. Asi, para cualesquiera operadores unitarios y simétricos
U® del mismo tamafio se tiene que

b .y .y o @ g Z 1. (52)

Se puede pensar que la aplicacion o no de una puerta controlada depende del qubit de con-
trol. Por lo tanto, si después de aplicar la estrategia de exploracion se aplica nuevamente pero
con el orden de las puertas invertidas, se tendria una mejor distribucién de las exploraciones.
Sin embargo, las puertas controladas no miden el estado del qubit de control para aplicarse,
sino que actdan sobre la superposicion de todos los estados. Esto hace que esta nueva manera
de explorar resulte en una matriz identidad, lo que haria inutil toda esta parte del circuito.

Una ultima posible solucion consiste en reordenar de manera aleatoria las distintas puertas
Fredkin que componen Explor. Al dejar explorar en un orden aleatorio en cada iteracion, el
promedio de todas las exploraciones darian lugar a una exploracién homogénea, manteniendo
la paridad de los estados. Esta formula parece la solucién adecuada, por lo que se han hecho
pruebas comparandolo con la estrategia inicial. Los resultados se muestran en la tabla (Tab.3).

Los errores medios cometidos usando los dos métodos de exploracién son suficientemente
similares, con una diferencia maxima de 0.386%. Ademas, la diferencia media entre los errores
cometidos, aunque es apreciable, no excede el 3% en ningun caso. Analizando las curvas de
dispersion de convergencia obtenidas a partir de los calculos realizados para (Tab.3) con ambos
métodos, no se observa ninguna diferencia a simple vista, asi que se puede deducir que las dos
estrategias son equivalentes o suficientemente parecidas como para considerarlas asi.

Salvo en el caso en el que cambiar el circuito en cada iteracion no sea una opcion viable en
un computador cudntico real, seria conveniente aplicar la estrategia de ordenar aleatoriamente
las puertas Fredkin en cada iteracion para hacer una exploracion uniforme de las soluciones.

3.5 Algoritmo implementado

Tras haber discutido los posibles problemas de la propuesta inicial, se han incorporado las
soluciones encontradas a cada uno de ellos. A la hora de implementar el circuito cudntico para
simularlo, se ha usado la version del algoritmo mostrada en el algoritmo (Alg.7) y en forma de
circuito cudntico en la figura (Fig.8). El diagrama del circuito para una iteracion del algoritmo
se muestra en la figura (Fig.A.3) del anexo.

Explor [0y —{R,(6.)

Hormiga de

. ®n .. — —
Hormigas [0)*" - Ry(0, ) 4 Explor |+ A= GenS = la iteracion j

Fig. 8: Circuito para el algoritmo QACO propuesto en la iteracién j. El paso de la actualizacién
de las feromonas es un paso que se realiza una vez se tiene el resultado de la hormiga de
la iteracién.
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Tab. 3: Porcentajes de errores cometidos al usar la estrategia de exploracién inicial y la nueva

propuesta con reordenacion aleatoria. Dif. abs. media indica la media del valor absoluto
de la diferencia en cada prueba. Las pruebas se han hecho usando 100 matrices aleatorias
por cada tipo de problema, con maxIter = 80, converCondition = 10 y nRepeticiones = 500.

n=4 n=>5 n=6 n=7

m=2 m=2 m=2 m=3 m=2 m=3
Error medio:
b=0.25 9.262 | 22.812 | 35460 | 43.81 | 45.596 | 61.746
b=0.5 9.882 | 22.418 | 35.372 | 44.628 | 46.466 | 61.288
b=0.75 9.396 | 22.122 | 34.650 | 43.966 | 46.004 | 60.876
Error medio nuevo:
b=0.25 9.282 | 22.800 | 35.354 | 44.154 | 45.526 | 61.972
b=0.5 10.252 | 22.578 | 35.400 | 44.806 | 46.424 | 61.464
b=0.75 9.474 | 22.212 | 34.930 | 44.054 | 45.816 | 61.262
Dif. abs. media:
b=0.25 1.424 | 2.196 | 2338 | 2228 | 2.846 | 2.074
b=0.5 1.346 | 2.108 | 2.408 | 2.678 | 2426 | 2.572
b=0.75 1.338 1.902 | 2.468 | 2516 | 2.544 | 2426

Algoritmo 7 Implementacion final de QACO

1: Inicializar feromonas.

2: repeat
Inicializar todos los estados cuanticos al estado base (|¥;) = |0) Vi).
Apliacr las feromonas y el pardmetro de exploracion.
Usando el qubit de exploracion como qubit de control, aplicar la estrategia de explo-

racion para el problema.
Medir los qubits de las hormigas.
Evaluar el resultado medido.
if el resultado obtenido no es vélido then

3:
4:
5

o 23D

10:
11:

Repartir la probabilidad de haber un estado valido segun la matriz GenS.
Usando esta distribucion de probabilidades, elegir un resultado valido.

Actualizar las feromonas.

12: until se llega a la condicidn de salida

3.6 Optimizacion de parametros de QACO

En el trabajo donde se propone el algoritmo de QACO [17] se plantea un andlisis sobre

cudl es el mejor parametro de exploracion. Sin embargo, no se profundiza en cudl es la mejor
condicién de salida del algoritmo ni se desarrolla el proceso por el cual se han elegido los
valores de la tabla de actualizacién de las feromonas. Para resolver estas incdgnitas, en este

apartado se desarrolla una estrategia para obtener estos parametros.

El objetivo de esta blisqueda de parametros es minimizar el nimero medio de iteraciones

(hormigas) para llegar al resultado. Se fija ademas una restriccion, el error cometido tiene
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que ser menor que 1.5%, lo que daria unos resultados suficientemente fiables. Las variables
de decision usadas para llegar al objetivo serdn: el pardmetro de exploracién S, (Sec.3.2.3),
el nimero de veces que se tiene que repetir un resultado para salir del ciclo converCondition
(Sec.3.2.4) y todos los valores de la tabla de actualizacion de las feromonas (Tab.2). Dado que
los valores de la tabla son simétricos, tan solo hay que ajustar 4 de estos valores. Esto hace que
se tenga un problema de optimizacion en 6 dimensiones con una restriccion.

Para resolver este tipo de problemas se pueden usar varios algoritmos, y entre todos ellos se
ha escogido el mas simple, el método de descenso de coordenadas [20]. Se ha implementado
este algoritmo usando una propiedad util de este problema: el error de los resultados decrece
monoétonamente con converCondition, mientras que aumenta de la misma manera el nimero
medio de hormigas lanzadas. Sin embargo, el programa desarrollado no conseguia llegar al
resultado en un tiempo razonable, por lo que se ha tenido que buscar otra forma de hacer estos
calculos.

La libreria de Matlab “Global Optimization Toolbox” proporciona diferentes funciones para
la busqueda de minimos globales en funciones n-dimensionales. Entre estas funciones, “surro-
gateopt” implementa un algoritmo de optimizacion basado en la biisqueda, no sobre la funcién
objetivo, sino sobre una aproximacion de esta. “Surrogate optimization” estd pensado para op-
timizar pardmetros en funciones objetivo que requieren de demasiado tiempo de cdlculo para
obtener el resultado de la funcién. Aunque otros algoritmos, como los genéticos, pueden dar una
mejor solucion, se ha elegido ”surrogateopt” dado el coste exponencial de simular el circuito
que implementa QACO.

Con intencion de encontrar una regla general para escoger los parametros, se ha lanzado
“surrogateopt” para cada tipo distinto de problema desde tamafio 4 hasta 7. Dado que este tipo
de algoritmo de optimizacién puede caer en un minimo local, y estando la posibilidad abierta
de que varios conjuntos de pardimetros den una misma solucion, se ha lanzado varias veces este
programa. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla (Tab.A.1) del anexo.

Viendo los resultados obtenidos, no parece que los pardmetros de entrada guarden ninguna
relacion entre ellos. Esto parece indicar que, o bien la eleccidn de estos pardmetros es poco
relevante en cuanto a la optimizacion, o bien que el nimero medio de iteraciones es una funcién
que fluctia fuertemente. Cualquiera de las dos opciones impide encontrar ninguna regla general
para escoger estos parametros. Por ello, se ha decidido seguir con los valores para los dngulos
de giro propuestos en la tabla (Tab.2) y un pardmetro de exploracion 5, = 0.95.

En los resultados de la tabla si que se observa una progresion clara en el pardmetro de
converCondition y en numero de iteraciones medias. Si se representan estos valores frente al
tamafio del espacio de soluciones a cada problema (Fig.9), se observa una progresion aproxi-
madamente proporcional a la raiz cuadrada. Haciendo un ajuste del pardmetro converCondition,
se obtiene que este pardmetro crece con el nimero de combinaciones posibles (nComb) como

converCondition(nComb) = (9 + 2) nComb®%*%%* _ (12 + 5). (53)

Se observa también que el nimero medio de iteraciones hasta la obtener el resultado crece
de manera proporcional a converCondition como
iterM = (1.347 + 0.002) converCondition. 54)

Para dar una idea de la utilidad de estos resultados, uno puede pensar en la diferencia entre
las iteraciones medias y converCondition. Este dato da cuenta del la media de las iteraciones
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Fig. 9: Iteraciones medias (circulo), converCondition (cuadrado) e iteraciones medias -
converCondition (tridngulo) frente al nimero total de soluciones a un problema. La
curva muestra el ajuste de la ecuaciéon (Eq.53) para converCondition (linea sélida), con
la desviacién dada por el error en el exponente (linea rayada).

necesarias para llegar a la solucioén del problema por primera vez. Como se hace en algunos
algoritmos de optimizacion, en vez de imponer un criterio de salida al programa, se puede usar
un nimero maximo de iteraciones tras las cuales se da el resultado (maxlter). Sin poder llegar a
demostrar este resultado, parece claro que en caso de querer poner como condicion de salida de
QACO un niimero dado de iteraciones, este valor estaria dado por iterMedia-converCondition,

maxlter = itertM — converCondition = (12 + 3) nComb®®***% _ (16 + 7). (55)

3.7 Comparacion de QACO con ACO

Para comprobar la eficiencia del algoritmo propuesto, se tiene que comparar con los algo-
ritmos de hormigas cldsicos. Dado que la forma en la que trabajan ambos tipos de algoritmos
es totalmente diferente, para comprobar la eficiencia no se pueden usar benchmarks cldsicos.
Una forma usual de comparar los algoritmos cuénticos con los cldsicos es analizar el nimero
de iteraciones necesarias para llegar al resultado con cierta precision. Por ejemplo, el algoritmo
de busqueda clasico tiene una complejidad de O(n), mientras que la complejidad algoritmo de
busqueda de Grover es solamente O( \/ﬁ) Para hacer este calculo, se tiene en cuenta el nimero
de veces que se tiene que hacer pasar el estado cudntico a través de las puertas cudnticas que
aplican la operacién de buasqueda [2].
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Usando una idea similar, para calcular la velocidad de convergencia de QACO se han con-
tado el nimero de iteraciones necesarias de media para llegar al resultado. Por analogia con el
algoritmo clasico de ACO, este nimero de iteraciones se puede comparar con el niimero medio
de hormigas lanzadas desde el principio del algoritmo®. Para hacer una comparacion valida, el
error obtenido al usar ambos algoritmos tiene que ser equivalente, por lo que ademas del ajuste
de pardmetros hecho para QACO, también se necesita hacer el mismo trabajo para cualquier
algoritmo ACO que se use.

Dado que existe un gran nimero de variaciones de los algoritmos ACO, se ha decidido res-
tringir la bisqueda a uno de ellos: un algoritmo ACO puro [16, Alg.2.6] usando el framework
HCEF [18, Alg.2]. Esta eleccion busca comparar los resultados de los dos algoritmos que mas se
parecen por la forma en la que se trata cada una de las hormigas generadas y la actualizacion
de las feromonas. Esta comparacion puede dar como resultado la magnitud de la mejora de
la implementacién cudntica respecto a la cldsica. QACO no implementa ninguna estrategia de
optimizacién de hormigas elitistas (tipico de algoritmos de sistemas de hormigas AS) ni de
busqueda de extremos locales alrededor de cada una de las hormigas generadas (aplicados en
algoritmos de sistema de colonia de hormigas ACS) [16]. Por lo tanto, para poder hacer una
comparacion entre dos algoritmos equivalentes, no se van a usar ninguno de estos algoritmos
mejorados. El algoritmo usado es una adaptacion directa de la version de ACO desarrollada
anteriormente (Alg.2), salvo que el objetivo serd maximizar una funcién.

Se ha implementado este algoritmo de tal manera que sea equivalente en sus entradas y
salidas al programa que implementa QACO. De esta manera, las comparaciones que se haran
usando los mismos problemas y tan solo se lanzard una hormiga por generacion. Los pardmetros
elegidos para ACO se han obtenido de la referencia usada, con el pardmetro de exploracion
b = 0.9y el de evaporacién p = 0.1 [16, Alg.2.2].

Se ha hecho una prueba de ambos algoritmos en la que se compara la velocidad de conver-
gencia en término de nimero de iteraciones y la eficacia para llegar al resultado del problema.
Los resultados obtenidos se muestran en la tabla (Tab.A.2) del anexo. De estos resultados uno
puede deducir que ambos algoritmos tienen un rendimiento parecido a la hora de dar un re-
sultado correcto al problema. Por lo general, en problemas con restricciones QACO llega a la
solucién en un ndmero ligeramente menor comparado con ACO. Sin embargo, en problemas
libres ACO muestra una velocidad de convergencia significativamente mayor.

Sin embargo, no debe olvidarse que una iteracion de un algoritmo cudntico puede ser mds
rapida que una iteracion de un algoritmo clésico, sobre todo para problemas grandes.

3.8 Comparacion de QACO con QACO previo

De manera similar a la que se ha comparado el algoritmo desarrollado con el algoritmo
ACO, se va a comparar con el algoritmo del trabajo en el que se propuso inicialmente este
algoritmo [17].

En ese trabajo proponen el problema de encontrar el extremo global de una funcion real de 2
variables en una region dada. Para codificar los puntos en el plano utilizan una representacion en
30 qubits, dando a cada uno de los ejes 15 de los qubits. Dado que la solucién de los problemas
puede caer sobre los ejes, es necesario usar una codificacion adecuada.

4 Notar que el niimero de hormigas lanzadas no representa la complejidad de ACO, ya que para generar cada
una de ellas se necesitan del orden de O(n) pasos.
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Para asegurar una bisqueda adecuada de los extremos, se ha decidido usar el c6digo Gray.
Este cédigo tiene la ventaja de que la distancia entre valores contiguos es de un solo bit. Dado
que la region de busqueda contiene valores positivos y negativos, se ha decidido usar una re-
presentacion de signo-magnitud, en el que la magnitud de los signos positivos esta dada por un
nimero binario natural y la de los negativos esta desfasada en -1?*. Para mantener la simetria,
se elimina un ndmero de la codificacion, dejando 2" — 1 valores distintos. Siendo los limites
del dominio cuadrados, se tendrd un enrejado en el que la distancia entre puntos contiguos es
max(x)-(271° - 1).

Dada la forma en la que se ha hecho la simulacién del circuito en este trabajo es dificil
poder hacer un benchmarking similar, ya que cada puerta cuéntica necesitaria al menos 8GB de
memoria para poder representarlas en Matlab. Sin embargo, dado que se trata de un problema
sin restricciones, el estado del sistema se puede dividir facilmente en distintos subespacios de
un tamaio computable.

Aplicando esta estrategia para la simulacidn, se han buscado los extremos de las siguientes
funciones con sus respectivos dominios y soluciones:

Fi =100(x* = y)* + (1 — x)%, Ix, y| < 2.048, F'" =0, (56)
Fy = (0 + y)Y4(sen*(50(x* + yH)1%) + 1), x, y| < 100, Fn =0, (57)
1 sen®((x* +y»)"?) —1/2
Fi=—-— , ,y] < 100, Fros =1, 58
ST T T 103+ )R .l 3 (58)
Fa=(P+y—11)%+(x+y* =77, Ix, y| < 10, F" = 0. (59)

Para obtener unos resultados comprables a los mostrados en el trabajo se han lanzado el
algoritmo 1000 veces por funcion. Se ha igualado el nimero de hormigas totales usadas entre
los dos algoritmos (40000 hormigas), por lo que el criterio de salida del algoritmo se ha cambi-
ado a tener un ndmero fijo de iteraciones. Asi, los resultados obtenidos se muestran en la tabla
(Tab.4). Los resultados muestran claramente que el algoritmo propuesto por L. Wang, Q. Niu
y M. Fel es mejor en cuanto a la eficiencia y la velocidad para llegar al resultado correcto. Sin
embargo, salvo para la primera funcién en la que el minimo de la funcién estd en una regioén
muy plana de la superficie y la cuarta en la que hay 4 soluciones distintas, el algoritmo QACO
propuesto llega al resultado correcto con suficiente frecuencia.

Tab. 4: Resultados de las pruebas de optimizacién de las funciones Fi_4 (Eqgs.56-59). Se han
repetido las pruebas 1000 veces para cada funcién. “% opt” muestra el nimero de veces
que se ha obtenido el resultado correcto. “Media” es el valor medio de estas funciones.

Fy F, F5 F,
% opt | Media | % opt | Media | % opt | Media | % opt | Media
Novel QACO [17] | 100.0 | O 100.0 | O 100.0 | 1 100.0 | O
TFG QACO 0.1 [ 0.0125 | 99.1 | 0.001 984 |1 0.0 | 0.1807

 Por ejemplo, los nimeros enteros de -3 a 3 estin codificados como 111, 101, 100, 000, 001, 011, 010.
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4. ArLicacioNEs DE QACO

Una aplicacion de los algoritmos de hormigas es la resolucion aproximada de problemas
NP-comnpletos [21, pp. 463-465].

Definicion. Los problemas NP-completos (problemas de tiempo polinomial no deterministas)
son aquellos que se pueden resolver en un niimero de pasos polinomico (n*, k< o) en una
mdquina de Turing no determinista.

Teorema 2 (Equivalencia de los problemas NP-complejos [22]). El conjunto de problemas NP-
complejos es equivalente, es decir, cualquier problema puede ser reformulado para resolverse
en términos de otro problema NP-complejo a través de una transformacion de coste polinémico.

Suponiendo que la conjetura de que P*#NP fuera cierta , la complejidad del algoritmo para
resolver estos problemas seria mayor que una cota polindmica [23]. Dado que existe una amplia
discusion alrededor de los problemas P-NP (siendo ademas uno de los problemas del milenio
[24]), este trabajo solo se centrard en plantear uno de ellos dando como cierta la afirmacién
anterior. Por suerte, se ha demostrado que todos lo problemas NP-complejos, y por lo tanto
tambiénlos NP-completos, son equivalentes. Resolver uno de ellos sera suficiente para compro-
bar la eficacia del algoritmo para resolver este tipo de problemas.

Los algoritmos de colonias de hormigas se pueden usar para resolver de forma aproximada
este tipo de problemas. Dado que son algoritmos estocasticos, no pueden asegurar que la
solucién a la que lleguen sea la correcta. Sin embargo, las soluciones que obtienen suelen
ser bastante buenas, encontrando al menos una solucién localmente ptima [25] en un ndmero
de pasos menor que los algoritmos exactos. En relacion a los algoritmos que resuelven estos
problemas, es conveniente comentar el “No Free Lunch Theorem”.

Teorema 3 (No Free Lunch Theorem [26]). No existe una estrategia de optimizacion global
que reduzca el coste de llegar a la solucion sobre el conjunto completo de problemas. Solo se
podrd conseguir un algoritmo optimizado frente a otro mds general si este se limita a resolver
un tipo de problema concreto.

Tal y como nos dice este teorema, no existe una estrategia de optimizacion general. Esto
hace que haya que anadir mejoras o modificaciones segun el tipo de problema que se aborde
para llegar a los resultados deseados. Los algoritmos de colonias de hormigas no se salvan de
este problema. En la tabla 2.8 de [16] se tiene un resumen de algunas de las estrategias de
optimizacién que se aplican a los algoritmos ACO para resolver distintos tipos de problemas
NP-completos. En concreto, esto se puede ver al analizar las formas en la que se optimiza
un mismo algoritmo Min-Max Ant System® (MMAS) para el problema del viajante y para
el problema de asignacién cuadrética, las cuales no se pueden aplicar a otros problemas. El
resto del capitulo tratard de la aplicacion de QACO para resolver el problema de asignacién
cuadratica, o mas concretamente, dos variaciones del mismo.

4 Los problemas P son los problemas de tiempo polinomial deterministas.
> MMAS es una versién de un algoritmo de sistema de hormigas (AS) en el que se busca un camino mejor
alrededor de la mejor hormiga de cada iteracion.
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4.1 Unconstrained Binary Quadratic Programming (UBQP)

Para probar la implementacion propuesta se ha usado como referencia el problema de UBQP
[27], otras veces llamado como QUBO (Quadratic Unconstrained Binary Optimization). El
problema consiste en maximizar la funcién dada por

FXM =)

i=1 j=1

XiM,'ij, con Mij €R, (60)

n i

o escrito de forma matricial

fFX M) = XMX, (61)

con X un vector columna de 1’s y 0’s y M una matriz simétrica o triangular. Ya que las solu-
ciones a este problema pueden tener cualquier numero de 1’s, para que el problema sea no trivial
la matriz M tiene que tener elementos tanto positivos como negativos.

Es fécil ver que el conjunto de soluciones al problema tiene exactamente un tamafio 2", que
corresponde justamente al mayor nimero entero sin signo representable con un nimero binario
de longitud n. Cualquier algoritmo que encuentre la solucién exacta a este problema tendra
una complejidad de O(2"). Debido a este coste exponencial, la aplicacién de un algoritmo
heuristico puede ser conveniente en problemas con un tamafio demasiado grande como para
aplicar estrategias exactas. Sin embargo, y dado que no se dispone del equipo ni del tiempo
necesario como para comprobar estos algoritmos de hormigas sobre problemas tan grandes, se
ha aplicado el algoritmo propuesto de QACO sobre problemas pequefios.

En concreto, se muestran en la figura (Fig.10) los resultados de resolver el problema pro-
puesto en el ejemplo 5, con un total de 16 soluciones posibles.

Ejemplo 5: UBQP en agricultura

Normalmente, las plantaciones a gran escala son monocultivo, es decir, solo tienen un tipo de
planta. Sin embargo, algunas combinaciones de especies distintas permiten, ademas de un cul-
tivo variado, la mejora de las condiciones de ambas especies. De la misma manera que hay
combinaciones beneficiosas, algunas asociaciones pueden perjudicar el rendimiento del cultivo.

Supongamos que tenemos una huerta en la queremos plantar patatas, vainas, puerros o cala-
bazas de tal manera que la asociacion de plantas dé un rendimiento maximo. La experiencia nos
dice que el cultivo conjunto de patata-vaina, patata-puerro y calabaza-vaina dan buenos resulta-
dos, pero la asociacion de patata-calabaza, vaina-puerro y puerro-calabaza reducen la cosecha.
Nuestros calculos nos dan una relaciéon de rendimiento dada por la siguiente matriz de tamano
4x4 en el orden {patata, vaina, puerro, calabaza},

2 05 1 -15
1 -1 1

1 -3

25

M rendimiento =

De esta manera, si plantaramos todas las verduras a la vez (X=1111), aplicando la ecuacién
(Eq.61) obtendriamos un rendimiento de 3.5. Pero dado que existen muchas posibilidades (15
en este caso), usamos el algoritmo QACO para calcular la mejor combinacion. El resultado que
obtenemos es que si se plantan patatas, vainas y calabazas (X=1101) se obtendra un rendimiento
maximo de 5.5.
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Fig. 10: Dispersion del nimero de iteraciones hasta la convergencia y soluciones obtenidas para
el problema del ejemplo 5. Se ha repetido el problema 1000 veces, con converCondi-
tion=45. Se han obtenido un 2.4% de soluciones incorrectas.

4.2 Constrained Binary Quadratic Programming (CBQP)

El problema CBQP tiene exactamente la misma formulacion que la usada en UBQP, salvo
por que en este caso no todos los posibles valores del vector X son vélidos. Tal y como se ha
definido el problema CBQP en este trabajo, las soluciones pueden estar restringidas a cualquier
conjunto de vectores de la base canénica.

En la referencia de CBQP consultada [27], se demuestra que los problemas con restricciones
pueden ser convertidos a problemas sin restricciones sin mas que afiadiendo una penalizacion a
los resultados no validos obtenidos. Frente a esta solucidn, la propuesta de este trabajo ha sido
tratar a los problemas restringidos de igual manera que los problemas sin restricciones.

Para ello, es necesario modificar la matriz GenS siguiendo las reglas descritas en la seccién
3.2.2 para que se adecte al problema. La forma en la que se construye esta matriz permite que
los problemas que se resuelvan tengan un nimero arbitrario de soluciones posibles.

De esta manera, se han resuelto los dos ejemplos planteados en esta seccion (Ejs.6-7) usando
QACO. Los resultados de cada problema se muestran en las figuras (Fig.11) y (Fig.12) respec-
tivamente. Aunque la aplicaciéon de QACO sobre problemas tan pequefios no aporta ninguna
ventaja, si que sirven para mostrar que el algoritmo resuelve problemas de este tipo. Siguiendo
los pasos descritos, se pueden resolver problemas CBQP de tamafio superior sin modificar el
algoritmo.
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Ejemplo 6: CBQP en agricultura

Se plantea el mismo problema que en el ejemplo anterior (Ej.5). Sin embargo, tenemos ahora
un problema anadido. La tienda de suministros agricolas tiene una oferta 2x1 en la compra de
dos tipos distintos de semillas. Queremos aprovechar esa oferta maximizando al mismo tiempo el
rendimiento del cultivo.

Dado que el problema ahora tiene restricciones, el espacio de las soluciones pasa de tener 16
elementos, a solamente 7. Esto podria hacernos pensar que podriamos obtener una eficiencia
mayor en el algoritmo si usamos una representacion de 3 qubits para codificar el problema. Sin
embargo, la mejor opcion es mantener el tamano de la matriz, ya que permite una representacion
directa de las relaciones entre los distintos elementos de la base (las distintas configuraciones de
verduras que queremos plantar). En este caso, la matriz GenS que se usa es la misma que la
descrita en el ejemplo 3.

Lanzando nuevamente el algoritmo QACO se obtiene que la solucion a este nuevo problema es
hacer un cultivo de vainas y calabazas (X=0101), con un rendimiento de 4.5.
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Fig. 11: Dispersion del nimero de iteraciones hasta la convergencia y soluciones obtenidas para
el problema del ejemplo 6. Se ha repetido el problema 1000 veces, con converCondi-
tion=21. Se han obtenido un 0.6% de soluciones incorrectas.
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Ejemplo 7: CBQP en el problema del barquero

Se plantea una modificacion del clasico problema del barquero. Queremos llevar a la orilla opuesta
del rio una lechuga, una cabra o un lobo. Por cada uno de ellos nos daran una recompensa de
100, 250 y 200 monedas respectivamente. Si los llevamos juntos, la cabra se comera la mitad de
la lechuga y el lobo la mitad de la cabra. La barca es suficientemente grande como para llevar
2 mercancias, pero solo podemos hacer un viaje. Esto nos deja un espacio de 6 posibilidades
{001,010,100,011,101,110}.

La matriz GenS que usaremos para este problema viene dada por

0 V2/3 V2/3 1/3 W2/3 1/3  1/3
1
1
GenS = ! ,
1
1
1
13 1/3 ~N2/3 1/3  V2/3 V2/3 0
y la matriz del problema sera
100 -50
M monedas = 250 -125].
200

Aplicando QACO a este problema, se obtiene que obtendremos un rendimiento maximo del viaje
cargando el lobo y la cabra (X=011), obteniendo 325 monedas.
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Fig. 12: Dispersion del nimero de iteraciones hasta la convergencia y soluciones obtenidas para
el problema del ejemplo 7. Se ha repetido el problema 1000 veces, con converCondi-
tion=18. Se han obtenido un 2.1% de soluciones incorrectas.
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5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

El algoritmo QACO desarrollado en este trabajo permite una implementacion en un com-
putador real. Para ello, basdndose en una version anterior del algoritmo, se han planteado una
serie de mejoras: (1) La aplicacion de las feromonas se ha hecho teniendo en cuenta un giro
sobre la esfera de Bloch. (2) La exploracion de nuevos caminos ahora se hace a través de una
serie de puertas controladas, lo que permite que el circuito cudntico se pueda construir usando
solamente puertas cudnticas unitarias. (3) A través de un filtro de soluciones, QACO es capaz
resolver problemas con restricciones de forma eficiente, en los que el niimero de soluciones
posibles no es el mismo que el ndmero total de estados posibles.

Se ha probado el algoritmo sobre problemas UBQP, CBQP y de optimizacién de 4 funciones
de dos variables. Los resultados muestran que el algoritmo es capaz de llegar a la solucién en
un niimero de pasos proporcional a nComb®*%6+%%donde nComb es el tamafio del espacio de
las soluciones.

De los resultados obtenidos de comparar QACO con ACO, se tiene que el algoritmo desar-
rollado en este trabajo es razonablemente equivalente al algoritmo clésico en el que se basa.
Esto refuerza el hecho de que QACO es ttil para resolver problemas de tamafio considerable.
En los problemas en los que por su tamaiio el tiempo que se tarda en generar cada hormiga
en ACO es demasiado grande, QACO puede ofrecer una ventaja significativa, al necesitar cada
hormiga un tiempo aproximadamente constante independientemente del tamafio del problema.
El algoritmo desarrollado no logra mejorar los resultados obtenidos por el algoritmo QACO
en el que se basa. Sin embargo, se recuerda que el este ultimo no es implementable en un
computador cudntico, minetras que el aqui propuesto si lo es.

Los resultados obtenidos de la velocidad de convergencia para QACO muestran una relacion
proporcional cercana a la raiz cuadrada del tamafo del espacio de las soluciones al problema.
El algoritmo de bisqueda de Grover necesita v/n iteraciones para llegar al resultado (Sec.2.3.1).
Siendo ambos algoritmos de biisqueda, parece que el algoritmo desarrollado aprovecha de man-
era adecuada las ventajas que ofrece la computacion cudntica. Comparando ambos algoritmos
se puede encontrar una relacion entre ellos. En el algoritmo de Grover se tienen 2 pasos claros
en cada iteracion, una consulta con el ordculo para obtener informacion a cerca del resultado
que se busca y una actualizacion del estado cuédntico que haga més probable obtener el resultado
correcto en la siguiente iteracion. En el algoritmo de QACO propuesto se pueden identificar es-
tos dos pasos de forma sutil. La consulta con el ordculo corresponderia a los pasos entre la
medicién del estado cudntico y la seleccion de la hormiga de la iteracion (pasos 5-10 Alg.7).
Esta consulta extrae informacién acerca del resultado al problema, y la usa para aumentar la
probabilidad de medir el estado solucidon. Esto se haria en el paso de aplicacion de las fer-
omonas a los qubits de las hormigas (paso 3 Alg.7). Queda abierta la posibilidad de estudiar
mas en profundidad esta relacién y comprobar su eficiencia frente a otros algoritmos de opti-
mizacion global basados en el algoritmo de Grover [28].

Ademads de esto, el algoritmo propuesto todavia tiene opciones de mejora. En el articulo
en el que se planteé QACO proponen un parametro de exploracion decreciente con el nimero
de iteraciones. No se ha comprobado si esta estrategia seria capaz de mejorar la velocidad de
convergencia del algoritmo.

Para mejorar la estrategia de exploracion, podria ser conveniente combinar los dos tipos de
estrategias planteadas. Por la forma de la exploracién con puertas Fredkin, se podria usar hacia
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el final del algoritmo para hacer una bisqueda local del extremo de la funcién objetivo.

Una estrategia de la mayoria de los algoritmos de hormigas consiste en lanzar varias hormi-
gas usando una misma configuracion de feromonas. Entre todas las hormigas de la misma
generacion se escoge la mejor, usando esta para actualizar el rastro de las feromonas. Unos
calculos preliminares indican que usar esta estrategia en QACO podria ser equivalente a la es-
trategia actual en cuanto al niimero de hormigas totales (referido al lanzamiento de una iteracion
del circuito cudntico), con la ventaja de que se reduciria el nimero de veces en el que hay que
actualizar los dngulos de giro de las feromonas.

La realizacion de este trabajo ha servido de introduccién a la computacién cudntica y, sobre
todo, a los algoritmos cudnticos. Aunque se hayan dejado algunos aspectos importantes sin
desarrollar en profundidad, como la implementacion real, el control de errores y el ruido, este
trabajo abre las puertas a seguir estudiando esta rama de conocimiento.

Una de las peculiaridades de la computacion cudntica es la conexion directa entre la fisica
y la ingenieria electrénica, lo cual encaja a la perfeccion con el perfil de la doble titulacion.
A la hora de abordar este trabajo se ha necesitado un conocimiento exhaustivo previo de con-
ceptos de dlgebra lineal, y sobre todo de fisica y mecédnica cuantica. Por otra parte, se han
aplicado competencias transversales adquiridas en todas las asignaturas en las que se han tra-
bajado métodos matematicos y técnicas computacionales, lo que ha permitido implementar de
forma ficil y eficiente los algoritmos descritos en el trabajo. Se confirma ademaés la capaci-
dad de adaptacién a un lenguaje de programacién nuevo con facilidad, en este caso Matlab,
afladiéndolo asi a la lista de los lenguajes usados a lo largo de la doble titulacion.
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A. DIAGRAMAS Y TABLAS

[ Inicio }

Elegir un nimero entero aleatorio Y < N

P NI ——

Calcular L = orden de Y médulo N

|

(L es par AND
YL? mod N#1?

Calcular A = med(YX? + 1,N)

(A es divisor de N?

[ Resultado }

Fig. A.1: Diagrama de flujo simplificado del algoritmo de factorizacién de Shor. La linea a rayas
indica la aplicacién del algoritmo cuantico de buisqueda de orden.
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Fig. A.2: Diagrama de flujo de la propuesta inicial de QACO. La linea a rayas indica que la
informacién entre pasos se encuentra en un estado cudntico.
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Fig. A.3: Diagrama de flujo de la version final del algoritmo QACO propuesto. La linea a rayas
indica que la informacién entre pasos se encuentra en un estado cuantico.
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Tab. A.1: Valores de los pardmetros de QACO que optimizan el nimero medio de iteraciones
para encontrar un resultado con un error de menos del 1.5% sobre 200 problemas
distintos. Comb es el tamano del espacio de las soluciones, IterM el nimero medio de
iteraciones hasta la convergencia, CC es el parametro converCondition, 8B, el parametro
de exploracién y 00T, 00F, 01T y O1F son los &ngulos de giro siguiendo el mismo orden
que la tabla (Tab.2). Cada fila muestra los resultados de cada una de las distintas
pruebas para un mismo tamano de problema n, m.

n | m| Comb | IterM CC Be 00T OOF 01T 01F
15.4 12 | 0.953009 | 0.038639 | 0.035875 | 0.049706 | 0.037544
1 4 16.165 12 | 0.689292 | 0.098464 | 0.081189 | 0.037504 | 0.060391

16.125 12 | 0.688237 | 0.056588 | 0.071359 | 0.07472 | 0.060201
21.125 15 | 0.458468 | 0.088851 | 0.089771 | 0.020437 | 0.07773

412 6 22.145 17 | 0.867914 | 0.091033 | 0.071923 | 0.043544 | 0.000491
24.01 17 | 0.361777 | 0.087734 | 0.08948 | 0.018788 | 0.077993
44.1 33 | 0.999898 | 0.005287 | 0.072619 | 0.052704 | 0.099261
4 16 55.42 40 | 0.40846 | 0.007356 | 0.066019 | 0.040187 | 0.09063

50.78 36 | 0.339328 | 0.013507 | 0.066593 | 0.045534 | 0.093298
18.41 14 | 0.965143 | 0.038032 | 0.038773 | 0.051775 | 0.040162
1 5 17.55 13 | 0.951873 | 0.038768 | 0.035804 | 0.051377 | 0.038946
16.095 12 | 0.72252 | 0.086325 | O 0.064524 | 0.00904

38.46 29 | 0.929688 | 0.078906 | 0.050781 | 0.097656 | 0.085156
512 10 37.41 26 | 0.034456 | 0.012473 | 0.093842 | 0.094785 | 0.067533
3791 29 | 0.869506 | 0.00799 | 0.076792 | 0.065586 | 0.088161
89.065 | 65 | 0.006319 | 0.075952 | 0.052835 | 0.011011 | 0.099941
5 32 84.96 59 | 0.119121 | 0.08213 | 0.028222 | 0.003218 | 0.060292
90.325 | 66 | 0.136788 | 0.050926 | 0.04533 | 0.023518 | 0.079709
22.28 17 | 0.949397 | 0.078846 | 0.05133 | 0.097475 | 0.081298
1 6 21.265 16 | 0.841697 | 0.095242 | 0.022297 | 0.042618 | 0.008732
22.86 17 | 0.582784 | 0.052969 | 0.071334 | 0.078576 | 0.068152
54475 | 39 | 0.141882 | 0.036098 | 0.053164 | 0.017303 | 0.060645
2 15 55.94 43 | 0.67635 | 0.059263 | O 0.084508 | 0.027658
50.395 | 36 | 0.357873 | 0.003086 | 0.075364 | 0.067072 | 0.092852

6 75.795 | 54 | 0.110509 | 0.031398 | 0.040715 | 0.016573 | 0.062948
3 20 70.13 52 | 0.837704 | 0.022173 | 0.084125 | 0.065932 | 0.096963
66.37 48 | 0.376463 | 0.008573 | 0.069437 | 0.040114 | 0.090536
161.175 | 120 | 0.408018 | 0.072831 | 0.075271 | 0.000587 | 0.1

6 64 166.385 | 129 | 0.287918 | 0.086737 | 0.030619 | 0.005601 | 0.067897
143.785 | 108 | 0.087707 | 0.059202 | 0.04371 0.011008 | 0.078932
25.45 19 | 0.117016 | 0.091626 | 0.034342 | 0.032884 | 0.010498
1 7 26.405 | 20 | 0.584878 | 0.056341 | 0.072995 | 0.077314 | 0.067019
23.16 17 | 0.934189 | 0.074743 | 0.049347 | 0.088834 | 0.077299

77.95 58 | 0.482929 | 0.084914 | 0.059125 | 0.065658 | 0.0318
2 21 83.255 | 64 | 0.049252 | 0.072939 | 0.095816 | 0.038314 | 0.028845
7 72735 | 53 | 0.679251 | 0.048593 | 0.085696 | 0.096911 | 0.052201

116.46 84 | 0.297709 | 0.059653 | 0.035636 | 0.03253 | 0.082611
3 35 124.695 | 95 | 0.188057 | 0.06571 0.048471 | 0.029981 | 0.080064
127.06 100 | 0.976380 | 0.084200 | 0.1 0 0.001187
266.085 | 200 | 0.219669 | 0.06254 | 0.035393 | 0.012578 | 0.054803
7 128 | 265.88 | 208 | 0.267739 | 0.043565 | 0.028528 | 0.002585 | 0.051883
251.405 | 198 | 0.207422 | 0.066647 | 0.019659 | 0.046286 | 0.047514
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Tab. A.2: Resultados de las pruebas de comparacién de ACO y QACO. Se han realizado 1000
pruebas por tamano de problema (n,m), siendo Comb el tamano del espacio de las
soluciones. La condicién de convergencia se ha calculado usando la ecuacién (Eq.53).
Las columnas bajo “Mejor resultado?” muestran el nimero de veces en las que se ha
obtenido el mejor resultado con cada algoritmo. Las columnas bajo “Soluciéon?” indi-
can el nimero de veces que se ha llegado a la solucién correcta al problema, calculada
con un algoritmo exacto. “Iteraciones medias” muestra el ndmero de iteraciones que
se han necesitado con cada algoritmo para llegar a la condicién de convergencia. Las
celdas coloreadas muestran el mejor resultado para cada tamano de problema.

Mejor resultado? Solucién? Iteraciones medias

n | m | Comb | ACO | QACO | Iguales | ACO | QACO ACO QACO

4 1 4 28 22 950 | 976 970 14.645 14.188
4 2 6 31 18 951 981 968 | 23.280  23.432
4 4 16 4 0 996 | 1000 996 | 51.250  56.262
5 1 5 25 16 959 | 984 975 19.511 19.393
5 2 10 14 21 965 979 986 | 39.507  38.855
5 5 32 1 0 999 | 1000 999 85.244  93.847
6 1 6 16 14 970 | 986 984 | 23.647  23.073
6 2 15 32 22 946 | 977 967 | 55.560  55.441
6 3 20 27 35 938 | 965 973 | 71.553  70.485
6 6 64 0 0 1000 | 1000 1000 | 139.243 152.893
7 1 7 20 23 957 | 977 980 | 27.455  27.225
7 2 21 39 37 924 | 962 960 | 73.899  73.560
7 3 35 40 50 910 | 948 958 | 112.150 113.098
7 7 128 0 0 1000 | 1000 1000 | 222.127 241.199
8 1 8 17 34 949 | 966 983 31.411 30.959
8 2 28 34 43 923 955 964 | 94.005  93.356
8 3 56 74 77 849 | 921 923 | 161903 162.184
8 4 70 88 83 829 | 910 905 | 192.136 = 190.147
& 8 256 0 0 1000 | 1000 1000 | 353.738 380.114
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