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Introduccion

Durante este trabajo vamos a analizar modelos de dindmica de dos enfer-
medades viricas: la hepatitis B y el sida.

La hepatitis B es una infeccién virica del higado causada por el virus
de la hepatitis B (VHB). Esta enfermedad representa un importante
problema de salud a escala mundial. Se puede cronificar y conlleva un alto
riesgo de muerte por cirrosis y cancer de higado. Sin embargo, existe una
vacuna inocua y eficaz que confiere una proteccién del 98 al 100 % contra
la enfermedad y que, por tanto, permite evitar las complicaciones, como la
cronificacion y el cancer.

En las zonas de alta endemicidad, la transmision se produce maés frecuente-
mente de la madre al nino durante el parto, o de nifios infectados a ninos
sanos durante los primeros cinco afios de vida. La cronificaciéon es muy comin
en los lactantes infectados a través de su madre y en los menores de 5 anos.
La transmision se puede producir también a través de pinchazos, tatuajes,
perforaciones y exposicion a sangre o liquidos corporales infectados como la
saliva, el semen y el flujo vaginal y menstrual.

La infeccién en la edad adulta se cronifica en menos del 5% de los casos,
mientras que en los lactantes y los nifos pequenos esta proporcién es del
95 %.

El VHB puede sobrevivir fuera del organismo por lo menos siete dias, pe-
riodo en que puede infectar si penetra en el organismo de una persona no
vacunada. El periodo medio de incubacién es de 75 dias, pero puede oscilar
entre 30 y 180 dias.

No hay ninguna terapia especifica para la hepatitis B aguda. Por tanto, el
tratamiento persigue el bienestar y el equilibrio nutricional del paciente, in-
cluida la rehidratacién tras los vémitos y diarreas. La infeccién crénica por
el VHB se puede tratar con medicamentos, como los antiviricos orales. Este
tratamiento, que puede retrasar la evolucién de la cirrosis, reducir la inci-
dencia del cdncer de higado y mejorar la supervivencia a largo plazo. Ahora
bien, el tratamiento no cura la infeccién por el VHB en la mayoria de las
personas, sino que tan solo evita su replicacion. Por tanto, cuando se inicia el
tratamiento contra la enfermedad se debe mantener durante toda la vida [1].
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El virus de la inmunodeficiencia humana (VIH) ataca el sistema in-
munitario y debilita los sistemas de defensa contra las infecciones y contra
determinados tipos de cancer. A medida que el virus destruye las células
inmunitarias e impide su normal funcionamiento, la persona infectada va
cayendo gradualmente en una situacién de inmunodeficiencia. La fase mas
avanzada de la infeccién por el VIH es el sindrome de inmunodeficiencia
adquirida (sida).

Al igual que el VHB, el VIH se transmite a través del intercambio de deter-
minados liquidos corporales de la persona infectada, como la sangre, la leche
materna, el semen o las secreciones vaginales. También se puede transmitir
de la madre al hijo durante el embarazo y el parto.

Es posible suprimir el VIH mediante tratamientos en los que se combinan
tres o mas farmacos antirretroviricos. Aunque estos farmacos no curan la in-
feccion por el VIH, inhiben la replicacién del virus en el organismo y permi-
ten que el sistema inmunitario recobre fortaleza y capacidad para combatir
las infecciones [2].

La lamivudina es un medicamento para el tratamiento de la infeccién por
el VIH, que también es eficaz contra el virus de la hepatitis B (VHB). Se
utiliza en adultos y nifios de por lo menos 3 meses de edad, combinandolo
con més farmacos [3].

En el primer capitulo se presenta un modelo bdsico [4] y otros dos mo-
delos [5] con tres ecuaciones, que describen la evolucién de un paciente con
VHB. Los dos primeros se utilizan cuando al paciente no se le estd suminis-
trando tratamiento y el tercero cuando se le estd suministrando el farmaco
lamivudina. Adem&s vamos a combinar los modelos entre si y comparar la
evolucién del paciente con datos clinicos.

En el segundo capitulo vamos a introducir un primer modelo con cua-
tro ecuaciones que aparece en el articulo [6], para poder considerar otro tipo
de células. Este modelo lo vamos a utilizar para describir la evolucién del
paciente con VHB, durante el tratamiento con lamivudina. Al igual que en
el primer capitulo lo vamos a combinar con otro modelo para comparar la
evolucién del paciente segiin los modelos y datos clinicos.

Finalmente, en el tercer capitulo, trabajamos con otro modelo con cuatro
ecuaciones del articulo [7], esta vez mas simple que el anterior, para poder
introducir un término con time-delay (retardo temporal). En este caso va-
mos a comparar la evolucién de un paciente con VIH segun el modelo con
delay, el modelo sin delay y uno de los modelos del primer capitulo, con
datos clinicos.



Capitulo 1

Modelos Simples

Durante este capitulo vamos a trabajar con tres modelos de tres ecuaciones
del articulo [5] que describen la evolucién de un paciente con VHB.

1.1. El modelo BVIM

De acuerdo al articulo [5] las siglas BVIM vienen del nombre The basic vi-
rus infection model, es decir, El modelo bdsico de infeccion por virus. Este
modelo fue introducido por Nowak et al. [4] y aparece en la mayoria de los
articulos que tratan la modelizacién del virus de la Hepatitis B y del VIH.
El sistema de ecuaciones para este primer modelo es:

dx

E—)\—él‘—ﬁmj

% — Bz — ay (1.1)
d—v—/@ — uv

. Yy — Hv,

donde z, y y v son el nimero de células no-infectadas pero susceptibles (las
células que no estan infectadas, pero que son capaces de contraer la enferme-
dad y convertirse en infecciosas), las infectadas (las células que son capaces
de transmitir la enfermedad a otras) y las células con virus libres (carga
viral), respectivamente.

Las células susceptibles, x, son producidas a una velocidad A, mueren a
una velocidad dx y se infectan a una velocidad Svx donde [ es la tasa cons-
tante que describe el proceso de infeccion.

Las células infectadas, y, son producidas a una velocidad Svx y mueren a la
velocidad ay.

Finalmente, las células con virus libres, v, son producidas a una velocidad
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Ky a partir de las células infectadas y se eliminan a una velocidad pwv.
Los pardametros «, 8,k y i seran determinados por respuestas inmunes an-
tivirales.
Para calcular los puntos de equilibrio del sistema E; = (x;, y;, v;), tendremos
que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
A—dx — Pvxr =0
pvr —ay =0 (1.2)
Ky — pv = 0.

De la segunda ecuacién
Bvr—ay=0 = vx:%y

entonces de la primera:

A—éx—,@vx:)\—éa:—ﬁ%zo = sz_(so‘y.
De la tercera

ky—po=0 = v =Y

Sustituyendo las expresiones de x y v en la segunda ecuacion:

B%(%)—ayzo = BZ?—%—&yzO =
A
y(5g — 28 — ) = 0.

Entonces se obtienen los dos posibles valores para y:

0=y

_BRA_ iy

0 1o o

Al (1.3)
—Oé:>y: &

~ G

Ahora sustituyendo en las expresiones de x y v:

o o
A —ali 5N =50 -2+ %) = 5
K N(A_,U‘(S)_Ii)\_é
« T pa B

Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema diferencial (1.1) seran:

o301

By = (S A B0 RN O
2"\ Br'a Brpa B
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Los puntos de equilibrio Fq y E representan la recuperacion completa del
paciente y la infeccion persistente por el virus de la hepatitis B, respectiva-
mente.

Definimos el parametro:
APk
ad

0 (1.5)

conocido como ntimero de reproduccién basico.
Ahora, si escribimos los puntos de equilibrio dependiendo del pardmetro R

obtenemos:
A
El - (55 05 0>

_(ap A 1.0, .,
Ey = <,6’f<¢’oz(1 - Rfak)vB(Ro - 1)> .

(1.6)

Por lo tanto, cuando Rj < 1 E» no existe, ya que las componentes tienen
que ser no-negativas.

Para analizar la estabilidad de los puntos criticos vamos a utilizar la matriz
Jacobiana:

—-0—pPv 0 —p=x
J = Bv —a Pz
0 Kk =

Para calcular sus valores propios:  det(J; — AI) =0 =

—§—pv—A 0 —Bx
Bv —a—A Bx =0
0 K —pu—A

= A+ A2(—a -0 — pu— Bv) + A(—ad — ap — S — aBv + Brx — Buv) +
(—adp + Bokx — afpux) = 0.

Sustituyendo el punto Fy = (%, 0,0) en el polinomio caracteristico:
—A3+ A (—a— 6 —p) + A(—ad — ap — du + %) + (—adp + BrA) = 0.

Las soluciones de la ecuacién anterior calculados con Mathematica (Apéndi-
ce C.0.1) son:
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A =-9
Ao — —ad — Sp+ V0+/a25 + ABKN — 2adu + Su?
2 26
1 48K\
=3 —(a+u>+\/(042—204#+u2+2au—2au)+ /6; ]:
1 48K\
=2[—(a+u)+\/(a+u)2+4(5—au)]
—ad — Op — V8+/a28 4+ 4BKN — 2adu + S 2
As =
26
48K\
== (a+u)\/(a22au+u2+2au2au)+ B; ]:

N =

(ot )~ fla+ a2 am]

Ahora, escribiéndolos dependiendo del parametro R :

Av=-§
Az =3 |~(a+p) + o+ p)? + dapu(Fs — 1)
As =3 |~(a+p) — o+ pP +dap(Rg - 1)) .

Vemos que A; siempre es negativo porque d > 0. Para analizar los demas
valores propios:

» RS > 1: El factor 4ap(R§ — 1) serd positivo, por lo tanto los valores

propios Ay y Az serén reales. Sabemos que (o 4+ pu) = /(a+ p)?,
entonces, (a+ p) < v/(a + p)? + 4ap(Ry — 1). Esto implica que Ay >
0y A3 < 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio F; serd inestable.

» R§ < 1:Elfactor 4apu(R§ — 1) serd negativo. Vamos a diferenciar dos
casos:

o (a+p)?+4au(Ry—1) > 0: En este caso, los valores propios As
y Ag serén reales. Sabemos que (a + p) = /(a + p)?, entonces,
(a+u) > /(a+p)?+4ap(Ry —1). Esto implica que Ay < 0
y A3 < 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio E; serd un nodo
asintoticamente estable.

o (a+ p)?+4dau(Ry — 1) < 0: En este caso, los valores propios Ay
y A3 seran imaginarios, con parte real negativa. Por lo tanto, el
punto de equilibrio F; serd una espiral asintéticamente estable.
Ahora, para analizar la estabilidad del punto Ey = (g—’;, %(1 — R%*J)’ %(RE‘) — 1)),

como hemos mencionado anteriormente, tenemos que considerar que 2 > 1
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ya que las componentes tienen que ser no-negativas. Ademds, los pardmetros
.. * Aﬁ/{ .

del modelo son todos positivos y como R = Fovm sabemos que siempre va a

ser positivo.

Sustituimos el punto critico en el polinomio caracteristico de la matriz jaco-

biana Jj y conseguimos la siguiente ecuacién:

—A3 + A?(—a — 6R}, — ) + A(—ad R}, — SpRy) + [—adu(Ry — 1)] = 0.

Ahora, aplicando el criterio de Routh-Hurwitz (explicado en el apéndice
B.0.1) a este polinomio, resulta que el punto critico Es es asintéticamente
estable.

1.2. El modelo ABVIM

Al igual que pasaba con el modelo anterior, segin el articulo [5] las siglas
ABVIM vienen del nombre The amended basic virus infection model, es de-
cir, El modelo bdsico de infeccion por virus modificado.

Este modelo es muy parecido al anterior, solo que mas cercano a la realidad.
Ya que, un/a paciente infectado/a crénicamente tiene una tasa de produc-
cién diaria total de suero de aproximadamente 2x 10 a 3 x 102 viriones. Un
higado humano promedio consiste en miles de millones de células hepaticas.
Estos grandes ntimeros sugieren que un modelo mas creible deberia emplear
una funcién de incidencia estandar, en lugar de una de accién masiva como
la utilizada ﬁen el modelo BVIM; es decir, se reemplaza el término Svx por
v

el término Ty A diferencia de la funcién de incidencia de accién masiva,

la estandar estard acotada en caso de que la poblacién crezca.

d—x:)\—5m— puz

dt z+y

dy Bux

A — 1.7
dt T4y o (L.7)
dv_

a Y

En este sistema, el significado de las variables z,y v v y de los pardme-
tros A, 0, a, k y p son los mismos que en el sistema anterior. En el caso del
parametro (3, significa la maxima tasa de infeccion de un virus; mientras que
en el modelo anterior era la tasa que describia el proceso de infeccién.

Para calcular los puntos de equilibrio del sistema, tendremos que resolver el
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siguiente sistema de ecuaciones:

N—se— 20Ty
rT+y
Pux oy =0 (1.8)
r+y
Ky — pv = 0.

De la segunda ecuacién:

Bux
T4y

—ay=0 = wvzr=g@+yy

Entonces de la primera:

Bvz _ oylz+g) _ A=

De la tercera:
ky—po=0 = v==y.

Ahora sustituyendo las expresiones obtenidas de xz y v en la segunda ecua-

cién:
A—
Hmoy=0 = gLUHEF -ay=0 =
BF A— _ BryA—Bryo—ayp(A—ay+dy)
/\—ay+5y(%)( ) —ay=0 = w(A—ay+oy) =0=

BryX — Bry?a — ayu(A —ay +dy) =0 =
Y(BEX — Brya — ap) + a®yp — aypd) = 0.

Entonces se obtienen los dos posibles valores para y:

0=y
BRA — ap (1.9)
Bra — a2p + apd’

0 =BrA — Brya — ap) + oy — aypd = y =

Ahora sustituyendo en las expresiones de x y v:

ny=0 = v=0 9y z= %
_ BrA—apu
Y= Bra—a?u+aud =
_ Aoy Al
rT="75 = op+Br—ap

v="TY _ & BRA—apA N Br—au
T p T op \Bra—alutaps ) T pa \ Br—aptpd )

Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema diferencial (1.7) serén:

- ()

B AL BEN — a A KA Bk — ap
> \Ou+Br—ap’ Bra— a2u+ aus’ pa \Br—ap+ps) )
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Definimos el siguiente parametro:
_ Br
= an

conocido como el ntimero de reproduccién basico.
Si escribimos los puntos de equilibrio dependiendo del pardametro Ry obte-

Ry (1.11)

nemos:

= (20,
! <5 0 02 . . ) (1.12)

Bz = <5+a(Ro —1)" 0+ a(Ry—1)" uld + a(Ry —1)]
Si observamos los puntos de equilibrio obtenidos, nos damos cuenta de que
cuando Ry > 1 tenemos dos puntos de equilibrio diferentes, cuando Ry < 1
el punto F5 no existe porque las componentes tienen que ser no-negativas,
y que cuando Ry = 1 solo tenemos un punto de equilibrio porque E; = Es.

Al igual que con el modelo anterior, para analizar la estabilidad de los pun-
tos de equilibrio, voy a utilizar la matriz Jacobiana:

_s_ _Buy Bvzx Bz
(z+y)? (z+y)? (z+y)

Jy = Buy o _ Bua Bz
(z+y)? (zt+y)?2  (z+y)

0 K —u

Ahora, evaluando la matriz en el punto F; = (%, 0,0) obtenemos J, B

-5 0 -p
J2,E = 0 —Q B
0 K —u

Para conseguir sus valores propios, tenemos que calcular: det(.J, E—l—AI )=0
y haciendo los célculos con Mathematica conseguimos los tres valores pro-
pios:

A= -6
Ay = —(a+u)+\/(a;u)2—4(au—ﬂﬁ)

Ay = —(a+u)—\/(a;u)2—4(au—ﬁﬁ) .

Los escribimos dependiendo del pardmetro Ry para analizar la estabilidad
dependiendo de este parametro:

Ay =0
Ay = 7(a+“)+\/(a+2,u)2+404,u(30*1)
g = ot @)
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Entonces, vemos que Ay siempre es negativo, porque § > 0 y:

» Ry > 1: siempre se cumple que, (a 4+ u)? + 4au(Ry — 1) > 0y
V(o + )% + 4ap(Ry — 1) mayor que (a + p). Por lo tanto, A; < 0,
Ay > 0y Az < 0; lo cual implica que el punto critico E; sea inestable.

= Rp<1:

o Si (a+pu)2+4au(Ry—1)>0,Ay y Az serdn valores propios
reales. Tenemos que \/(a + p)% + 4dau(Ry — 1) < (a+ ). Por lo
tanto, A1 < 0, Ay < 0y Az < 0; lo cual implica que el punto
critico E; sea un nodo asintoticamente estable.

e Si(a+p)?+4au(Ry—1)<0,As y Agserdn valores propios
imaginarios pero con parte real negativa. Por lo tanto, Ay < 0 ,
Re(As) < 0y Re(As) < 0 lo cual implica que el punto critico Ey
sea una espiral asintoticamente estable.

= Rg=1:A1 <0,A2 =0y As < 0. Tenemos un caso critico en el cual
no se puede establecer a priori el caracter del punto critico.

En conclusién, el punto E; es inestable cuando Ry > 1 y asintoticamente
estable cuando Ry < 1.

Ahora, tenemos que hacer el andlisis de estabilidad para el punto Es. Para
ello, como he mencionado anteriormente, tenemos que considerar que Ry > 1
porque sino el punto de equilibrio E» no existe o es igual al punto E; que
acabamos de analizar.
Utilizamos la matriz Jacobiana J3 y la evaluamos en el punto E5 dependien-
do del parametro Ry:

_§ — @2u(Ro=1)? @?pu(Ro—1) _op
2u(R [31"i2 2 R’Bﬁi 1 A
JQ’E — a “([3,2_ ) _a M(B’f— ) _ o %
0 K —
Para simplificar la matriz, definimos las siguientes constantes:
2pu(Ro—1)2 2u(Ro—1
Clzau(ﬁﬁL) 7612:04/1(5“{0 ) y 03:%‘

Con estas constantes, la matriz queda de la siguiente manera:

-0 —C Co —C3
J2,F2 = Cl —CQ — 03
0 K —

Ahora, para calcular los valores propios, calculamos el polinomio caracteristi-
coy lo igualamos a 0:  det(J, 7, —AI) =0 =
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~A3+ A% (—a—C1 —Cy — 6 — p) + A(C3k — aCy — ad — Cob — pav — pCy —
uCo — o) + (k0Cs — paCy — pad — pudCq) = 0.

Si tenemos en cuenta que kC3 = ap la ecuacion queda de la siguiente ma-
nera:

A3+ A2(p+ 6+ a+ Oy + Ca) + A(uCy + 6Cy + uCh + ad + du + Cra) +
(0uCs + auCy) = 0.

Nos damos cuenta de que los coeficientes del polinomio son todos positivos:

s A3=1>0

2 —_1)2 2 —
s Ay =p+ 0+ a+ Ot Cy=ptd+at Selomd g oultionl)

2,2 _ 2 —
» Ay = puCy+6Cy + puCy + ad + op + Cra = = uélzo DA ”%ﬁo D
02/!2(/8110—1)2 + ad + 5” + a3u(§g_1)2 >0

a2u2(Ro—lg[§+a(Ro—l)}

n Ay =6pCsy + apCh = >0

Entonces, aplicando el criterio de Routh-Hurwitz (explicado en el apéndice
B.0.2) resulta que el punto critico Ey es asintéticamente estable.

En conclusién, cuando Ry < 1, Ep es localmente asintoticamente estable y
E5 no existe. Cuando Ry > 1, E; es inestable y Ey es localmente asintéti-
camente estable.

Ahora, para analizar la estabilidad global del punto de equilibrio E7, utili-
zaremos el siguiente teorema:

Teorema 1. Si el nimero reproductivo basico Ry = B—Z < 1, entonces las

«
soluciones que empiezan en el dominio

av(0)

A
D= {(:):,y,v)]xe [0,] ,yZO,UZO,y—i-% <y(0) +
K K

5 } (1.13)

permenecen en dicho dominio y tienden a Ej.

Demostracion. Asumimos que Ry = g—” < 1. Vemos que las soluciones que

empiezan en el dominio D satisfacen z(t) € [0,(A/d)]. Ahora, escribimos
z =y + <°. Entonces:
d:_dy adv_pu o
dt  dt  kdt x4y

Bvr  pva poa 1
= <= =p(1- = )v<o.
T4y K S fv K R vl

(1.14)

Esto demuestra que las soluciones que empiezan en D permanecen en D. Si
v(0) = y(0) = 0 entonces claramente v(t) = y(t) = 0 y x(t) tenderd a /9.
En el caso de que y(0) =0y v(0) > 0 vemos que v(t) tiende a cero, lo cual
fuerza que y(t) tienda a cero. En todos estos casos vemos que z(t) tiende a

A/6. 0
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Por lo tanto, vemos que el punto de equilibrio F; es globalmente asinto-
ticamente estable.
En cuanto al punto de equilibrio Fy, més adelante en las simulaciones
numéricas veremos que es globalmente asintéticamente estable.

1.3. El modelo ABVIM modificado

De la misma manera que para el modelo ABVIM, segin el articulo [5] el
nombre ABVIM modificado vienen del nombre The amended basic virus
infection model, es decir, FEl modelo bdsico de infeccion por virus modificado.
Este tercer modelo, trata de mejorar el anterior para formular uno de terapia
contra la infeccion por el virus de la hepatitis B. Este modelo describe a los
pacientes durante el tratamiento con lamivudina.

dx Buzx
NS —(1—
A S rery
dy Bvz
—(1— — 1.15
dt ( m):c+y “ ( )
d
dit} = (1 —n)ky — pv.

Antes del tratamiento con lamivudina, los valores de los nuevos parametros
son m = n = 0, es decir, estariamos en el caso del modelo anterior y
los pacientes se encontrarian en el punto critico E5 del modelo ABVIM.
Entonces, consideramos como condicién inicial los valores de las variables
en el punto Eo:

<x<o>,y<o>,v<o>>=< A ABo—1)  rM(Ro—1) )

d+a(Ry—1) d+a(Ry—1)" uld+ a(Ro—1)]
(1.16)

Por lo tanto, despejando conseguimos:

KA(Rp — 1) po(0)[0 + a(Rp — 1)]

S btaB-Dl T ame—n W0

v(0)

Ademsds, sabemos el valor de Ry ya que es el mismo que en el anterior
modelo. Entonces:
a Ry

b B= : (1.18)
o K

Ry

1.3.1. Estimacién de los parametros del modelo ABVIM mo-
dificado.

En el articulo [5] afirman que:
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Un higado humano contiene aproximadamente 2 x 10! hepatocitos
(células del higado). Un paciente tiene un total de 3000 ml de plasma.
Entonces, se suele asumir que:

A o 2x10M!

5§ = 3000 -

0 = —In(0,5)/183 ~ 0,00379.
w=10,67.

Asumimos que antes del tratamiento con lamivudina los pacientes se
encuentran en el estado estable de infeccién persistente del virus, es
decir, en el punto critico

- A ARo—1)  kMRo—-1) \ _
by = <6+a(R071)’ 6+a(?¥071)’ y[am(zozoq)}) = (72, Y2, v2).

A partir de esto se deduce que:

)\(Rofl)
Y2 5ta(Rg—1) _ AMRo—1) _ XMRo—1l) _ Rg—1
roty2 ~  _ABg—1) + A — A A(Ro—-1) T X1+Ro-1) T Ro -
5+a(Rg—1) " 5+a(Rg—1)

En una infeccién cronica del virus de la hepatitis B, pueden resultar
infectados entre el 5 y el 40 por ciento de los hepatocitos. Por lo que
podemos elegir:

Y2 _ Ro—1 _
mots = 0,25 = T = Ry =1,33.
Basandonos en los datos clinicos y en la simulacién numérica, podemos
seleccionar los pardmetros de la siguiente manera:

{6, v, 1, Ry, m,n} = {3,7877 x 1073, 3,385,0,67, 1,33, 0, 0,09982}.

Elegimos la tasa de restriccién m = 0 porque aunque eligiésemos m =
1, no habria diferencias obvias en nuestros resultados de simulacién
numérica tanto para el periodo de terapia como para el seguimiento
sin tratamiento (comprobado con simulacién numérica).

El ntimero de reproduccion basico Ry = 1,33 es antes de la terapia, es
decir, cuando m = n = 0. El valor de Ry disminuird hasta 2,394 x 10~*
durante el tratamiento (explicado més detalladamente en el apartado
1.4.3). Después del tratamiento con lamivudina, suponemos que los
pacientes vuelven al estado anterior a la terapia, es decir, cuando m =
n =0.
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1.4. Simulacion numérica de los modelos.

En este apartado del primer capitulo, vamos a hacer la simulacién numérica
de los modelos BVIM, ABVIM y ABVIM modificado, utilizando los parame-
tros estimados en el apartado anterior.

1.4.1. Modelo BVIM

Consideramos que antes del tratamiento con lamivudina los pacientes se en-
cuentran en el estado estable de infeccion persistente del virus, es decir, en
el punto critico Fs del modelo BVIM. Como hemos cambiado de modelo
respecto al apartado Estimacion de pardmetros del modelo ABVIM modifi-
cado, el punto critico y el valor de Ry también han cambiado, por lo tanto,
la manera de definir los pardmetros £ y § también:

«  ABK

_ dauRyg
RU == @ = .

b KA

(1.19)

Por otro lado, para obtener el valor de k, sustituimos la expresién de 8 que
acabamos de conseguir en el punto de equilibrio Fo del modelo BVIM, que
utilizaremos como condicién inicial:

(@(0),9(0).0(0) = (52,20 ). 575~ 1)

R;

0" f (1.20)

_ (e 5(1 _ i) RACRG — 1)

A\ Br RSV paR§ )
Por lo tanto, despejando conseguimos:

RAR§ — 1) po(0)aRg
0) = = =770 1.21
v(0) R " T XRo - 1) (1.21)

En cuanto a los deméas pardmetros, utilizamos los mismos a los definidos
en el apartado Estimacion de pardmetros del modelo ABVIM modificado,
excepto el pardmetro «, que se define de la siguiente manera:

. o = 3,259

En la simulacién numérica de este modelo (Figura 1.1) vamos a ver que cada
una de las variables converge al punto de equilibrio Es para un tiempo t sufi-
cientemente grande. Para ello, vamos a calcular dicho punto analiticamente,
sustituyendo los valores de los parametros en la expresion de Ey de (1.6).

A 1.5
By = <O"“‘, S(1- ), B(Ré - 1)) = (5,01253 x 107,5,07559 x 10°,1010).
0
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mwot/
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108 L

. . . I dias
0 10000 20000 30000 40000

Figura 1.1: Evolucién temporal de las variables x (azul), y (verde) y v (rojo)
segun el sistema (1.1), que convergen al punto de equilibrio Es.

1.4.2. Modelo ABVIM

En la simulacién numérica de este modelo (Figura 1.2), al igual que para
el modelo anterior, vamos a ver que las variables convergen al punto de
equilibrio Fy, del modelo ABVIM para un tiempo ¢ suficientemente grande.
Para ello, vamos a calcular dicho punto analiticamente, sustituyendo los

10”

1010

109

108

107

108

I I I ) dias
0 10000 20000 30000 40000

Figura 1.2: Evolucién temporal de las variables = (azul), y (verde) y v (rojo)
segun el sistema (1.7), que convergen al punto de equilibrio Es.

valores de los pardmetros en la expresiéon de Fa de (1.12). En este caso, si
que vamos a utilizar los pardmetros definidos en el apartado FEstimacion de
pardmetros del modelo ABVIM modificado.

= < A ARy — 1) KA(Ry — 1) )
>\ 6+ aRo—1) 0+ a(Ry—1) u[d+ a(Ro — 1)]

= (3,15149 x 107,1,03999 x 107,10'%).
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1.4.3. Modelo ABVIM modificado

En este tercer modelo, a parte de los pardametros de los anteriores modelos,
tenemos dos mas, m y n. Cuando m = n = 0, este modelo es igual al modelo
ABVIM, y en cuanto a la convergencia, vemos que converge al punto de
equilibrio Fy de dicho modelo (Figura 1.2).

Cuando m = 0 y n # 0 (en la simulacién cogemos n = 0,99982), este
modelo converge al punto de equilibrio E; del modelo ABVIM, es decir, la
variable x tiende a % = 6,66667 x 107 y las variables y y v tienden a 0. Esto
ocurre porque en la definicién del modelo tenemos (1 — n)ky en la tercera
ecuacion, lo cual implica que cuando n es diferente de 0, el coeficiente de
la variable y disminuya. El valor de este coeficiente y el valor de Ry son
directamente proporcionales, ya que Ry = g—/’j Por lo tanto, en este caso,
Ry = 0,0002394 < 1 tomando k = (1 —n)x. Todo esto hace que la dindmica
del sistema cambie, y por lo tanto el modelo converja en este caso al otro
punto de equilibrio, es decir, a Ej.

1.5. Combinacién de los modelos.

En esta seccién vamos a combinar los modelos con los que hemos trabajado
en este capitulo para describir la evolucién del paciente. De esta manera,
podremos analizar la eficacia del tratamiento con lamivudina.

1.5.1. BVIM y ABVIM modificado.

Al igual que se hace en el articulo [5] vamos a combinar los modelos BVIM y
ABVIM modificado para analizar la eficacia del tratamiento con lamivudina.
Asumimos que antes de empezar el tratamiento, el paciente se encuentra en
el punto de equilibrio Fy del sistema BVIM, es decir, en el punto

E, = <O‘“ 3(1 — i), é(Ré — 1)) = (5,01253 x 107,5,07559 x 10°,10%°).
K R B

Para describir la evolucién del paciente cuando esté siendo tratado con lami-
vudina, utilizamos el modelo A BVIM modificado con los parametros m = 0
y n = 0,99982. En el dia 336, el paciente deja el tratamiento y su evoluciéon
pasa a ser descrita por el modelo BVIM. Teniendo esto en cuenta, vamos a
simular numéricamente dicha situacion (Figuras 1.3,1.4 y 1.5 de pégina 15).

Fl tiempo lo medimos en dias de 0 a 504, cambiando de situacién en el dia
336.

1.5.2. ABVIM y ABVIM modificado.

Ahora, vamos a combinar el modelo ABVIM modificado cuando m =0 =n
(o lo que es lo mismo, el modelo ABVIM) y cuando m = 0 y n = 0,99982,
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5x108 . : ! : L dias
500

Figura 1.3: Evolucién temporal de la variable z; 0 < t < 336 segun el
sistema (1.15) con m = 0,n # 0y 336 < t < 504 segun el sistema (1.1).

- dias
0

Figura 1.4: Evoluciéon temporal de la variable y; 0 < t < 336 segun el
sistema (1.15) con m = 0,n # 0y 336 <t < 504 segun el sistema (1.1).

109+

1000 ' ' ' ' - dias
0 100 200 300 400 500

Figura 1.5: Evoluciéon temporal de la variable v; 0 < t < 336 segun el
sistema (1.15) con m = 0,n # 0y 336 < ¢t < 504 segun el sistema (1.1). Los
puntos son los datos clinicos dados en [5].
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para contrastar la eficacia del tratamiento con lamivudina. Asumimos que
antes de empezar el tratamiento, el paciente se encuentra en el punto de
equilibrio Fo del modelo ABVIM:

- A AMBo—1)  rM(Ry—1)
Ey = <5+Q(RO_1)’5+a(R0—1)’u[5+a(R0—1>]>

= (3,15149 x 107,1,03999 x 107,10'7),

y que los pardmetros m = n = 0. Cuando empieza el tratamiento, m =0y
n = 0,99982. A partir del dia 336 se deja de aplicar el tratamiento, por lo
que volvemos a igualar los pardmetros m y n a 0.

Teniendo todo esto en cuenta, vamos a simular numéricamente dicha situa-
cién (Figuras 1.6, 1.7 y 1.8). El tiempo lo medimos en dias de 0 a 504,
cambiando de situacién en el dia 336. (En el apéndice C.0.2 se desarrolla el
programa en Mathematica que permite ver la evolucién de la combinacién).

Analizando estos tres gréficos (Figuras 1.6, 1.7 y 1.8), vemos que cuando
se aplica el tratamiento con lamivudina, la carga viral baja rapidamente. En
cambio, cuando se deja de aplicar dicho tratamiento, la carga viral vuelve a
aparecer.

En el articulo [5] (pdgina 1579) tenemos una tabla con la carga viral de
un paciente, antes, durante y después del tratamiento con lamivudina. Va-
mos a utilizar estos datos para comprobar la eficacia de los modelos que
estamos analizando, al describir la evolucién del paciente. Para ello, vamos
a mostrar en un mismo grafico la carga viral del paciente con la evolucion
de la variable v de nuestras combinaciones anteriores (Figuras 1.5 y 1.8).

Teniendo en cuenta todos los graficos anteriores, podemos concluir diciendo
que los modelos (1.1) y (1.15) se comportan de una manera bastante similar.

Para terminar, vamos a analizar el tratamiento a largo plazo. En esta ultima
simulacién (Figuras 1.9, 1.10, 1.11), vamos a prolongar el tratamiento hasta
3 anos, y luego vamos a analizar la evolucion hasta los siete afios después. Es
decir, vamos a simular 10 afios de evolucién del paciente, aplicando el trata-
miento durante los tres primeros. Para describir el periodo de tratamiento,
vamos a utilizar el modelo (1.15) con m = 0 y n = 0,99982. Cuando se deja
de aplicar el tratamiento, la evolucién seréd descrita por el modelo (1.7). Co-
mo hemos hecho en otras simulaciones anteriores, consideramos que antes
de empezar el tratamiento el paciente se encuentra en el punto de equilibrio

Ey = (3,15149 x 107,1,03999 x 107,101°)

del sistema (1.7).
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5x107///

5x108 . . . . L dias
500

Figura 1.6: Evolucién temporal de la variable z; 0 < t < 336 segtn el
sistema (1.15) con m = 0,n # 0y 336 < t < 504 segtn el sistema (1.15) con
m=0=n.

108
108

104

Figura 1.7: Evoluciéon temporal de la variable y; 0 < ¢t < 336 segun el
sistema (1.15) con m = 0,n # 0y 336 < ¢t < 504 segin el sistema (1.15) con
m=0=n.

1000 - : - - — dias
0 100 200 300 400 500

Figura 1.8: Evoluciéon temporal de la variable v; 0 < ¢t < 336 segun el
sistema (1.15) con m = 0,n # 0y 336 < ¢t < 504 segun el sistema (1.15) con
m = 0 = n. Los puntos son los datos clinicos dados en [5].
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1x108
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Figura 1.9: Evolucién de la variable x a largo plazo segin los sistemas (1.15)
0<t<1095y (1.7) 1095 < ¢t < 3650.

1000

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 1.10: Evolucién de la variable y a largo plazo segun los sistemas
(1.15) 0 <t <1095 y (1.7) 1095 < t < 3650.

dias
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Figura 1.11: Evolucién de la variable v a largo plazo segun los sistemas
(1.15) 0 < ¢t <1095 y (1.7) 1095 < t < 3650.
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Analizando las simulaciones anteriores (Figuras 1.9, 1.10, 1.11), vemos
que aunque la carga viral del paciente se reduce mucho después de haber
aplicado el tratamiento, cuando se deja de suministrarle lamivudina el virus
vuelve a aparecer.






Capitulo 2

Primer modelo con células
citotoxicas.

En este segundo capitulo vamos a combinar el primer modelo del capitulo
anterior, es decir, el modelo (1.1) con un modelo de cuatro ecuaciones, el cual
aparece en el articulo [6] cuyos autores son Lequan Min y Xisong Dong. Este
modelo se crea para poder explicar el tratamiento antiviral con lamivudina
para el virus de la hepatitis B y es el primer modelo de este trabajo que
incluye el efecto de las células citotoxicas. Estas, son células inmunitarias
que pueden destruir ciertas células, como las células extranas, las células
cancerosas y las células infectadas por un virus.

2.1. Primer modelo con cuatro ecuaciones.

Asumimos que el modelo que describe la evolucién de las células de un
paciente durante el tratamiento con lamivudina es el siguiente [6]:

( d

d—j =A—dx — fux

dy

- = Pz — (@ +w1)y — pye

2.1)

dv (
- (k —w2)y — (1 +ws)v

de _ . _

o = eve

donde z, y y v son las mismas variables que se han considerado en los modelos
del primer capitulo, es decir, representan el nimero de células no-infectadas
pero susceptibles, las infectadas y las células con virus libres (carga viral)
respectivamente; y la nueva variable e representa las células citotoxicas.

21
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Las células susceptibles, x, son producidas a una velocidad A\, mueren
a una velocidad dz y se infectan a una velocidad Svx donde [ es la tasa
constante que describe el proceso de infeccién. Las células infectadas, y, son
producidas a una velocidad Svz y mueren a la velocidad (o 4+ wi)y y por
la interaccién con las células citotdxicas (—pye), es decir, la eficacia de la
respuesta del sistema inmune.
Las células con virus libres, v, son producidas a una velocidad (k — w2)y a
partir de las células infectadas y se eliminan a una velocidad (u + ws)v.
Finalmente, las células citotdxicas, son producidas a una velocidad vy a par-
tir de las células infectadas y se eliminan a una velocidad eve.
Los parametros «, 3, k, i, w1, wa, ws, Y y € son positivos y seran determinados
por respuestas inmunes antivirales. Los parametros wi,ws y ws los utiliza-
mos para indicar una relacion de aumento o disminucién con respecto a los
parametros de los modelos del primer capitulo.

Cuando se retira el tratamiento de lamivudina, asumimos que el modelo
dindmico de infeccién por el virus de la hepatitis B se describe con el mode-
lo (1.1) del primer capitulo.

Al igual que hemos hecho con los modelos del capitulo anterior, para calcular
los puntos de equilibrio del sistema F; = (x;,y;, v;), tendremos que resolver
el siguiente sistema de ecuaciones:

A—dx— Pvr=0
pvr — (o +w)y — pye =0

(k —w2)y — (n+w3)v =0
vy — eve = 0.

(2.2)

Haciendo los célculos con el programa Mathematica (Apéndice C.0.3) obte-
nemos lo siguiente:

A
Ef = <5’0’0’0>

B = <§,o,o, J*) (2.3)
i (o Olutws) A, 5A_*7(M+WB>>
EQ—(Q,B(K_M)QA& @), 5o - @, T,

Aqui, J* puede ser cualquier valor arbitrario positivo (porque las compo-
nentes de los puntos de equilibrio tienen que ser no-negativas y el caso de
J* =0 lo contemplamos en el punto Ey) y

(1 +ws)

(utws) {p+ws)yp,
Bk — w2) '

Q* = (o +wy + (5 —wa)e
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Deseamos dejar constancia de que en el articulo [6] se ha detectado un error
de transcripcion en la expresién equivalente a Q* que los autores denominan
x* (férmula (6) en pagina 573 de [6]).

Los puntos de equilibrio EY, E%. y E3 representan la recuperaciéon com-
pleta del paciente sin capacidad inmunitaria, la recuperaciéon completa con
capacidad inmunitaria y la infeccién persistente por el virus de la hepatitis
B al final del tratamiento con el firmaco lamivudina, respectivamente.

Para analizar la estabilidad de los puntos criticos vamos a utilizar la matriz
Jacobiana:

—0 — P 0 —Bx 0

Jy = Bv  —(a+wi)—pe B —py
0 (k —w2) —(p+ws) O

0 ot —ee —€v

Ahora, evaluando la matriz en el punto Ef = (%, 0,0,0) obtenemos J3. g

—5 0 Br o

Ty e = 0 —(a+wr) % 0
o 0 (h—w2) —(p+tws) O
0 ~y 0 0

Para conseguir sus valores propios, tenemos que calcular: det(J3 g —AI )=0
y haciendo los célculos con Mathematica (Apéndice C.0.4) conseguimos los
cuatro valores propios:

A =6
Ay =0
A —ad—0wy —6W3—5ui\/(a5+5w1 +owz+dp)2 —46 (adws+adpu—BrA+Lwa A+dwiwa+dw1 )
34 = 2

=3[~ (a+p+ws+w)t
(o + w1 4wz + )2 + 4(22092) (4 aws + e + wiws))]-

=

Definimos el parametro:

AB(Kk — w3) w3+ fiw) + wiws

Ry = 2.4
! adp ap (24)
Ahora, si escribimos los puntos de equilibrio dependiendo del pardametro Ry:
A =-6
Ay =0

1
A374:§ [—(a+ﬂ+w3+w1)i\/(a+w1+w3+u)2+4au(R1—1) .

Analizando los valores propios nos damos cuenta de lo siguiente:
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» Ry < 1 : Esto implica que 4au(R; — 1) < 0. Por lo tanto, como
(+p+ws+w) = /(a+p+ws+ w2, tenemos que, (a+ p+ws +
wi1) > /(o + p+ws +w)?+dap(Ry — 1).

o (a+wi+ws+pu)?+4apu(R —1)>0:A3<0y Ay <0. Porlo
tanto, el punto critico E} sera un nodo asintéticamente estable.

o (a+tw+ws+p)?+4au(R —1) <0:Re(A3) <0y Re(Ay) <O0.
Por lo tanto, el punto critico E7 serd una espiral asintéticamente
estable.

= Ry > 1 : Esto implica que 4au(R; — 1) > 0. Por lo tanto, al con-
trario que en el caso anterior, tenemos que (o + g + w3 + wy) <
V(o + p+ws +wi)? +4dap(R —1).
Ademés /(o + p + w3 +w1)2 + dap(Ry — 1) > 0 siempre. Entonces,
esto implica que A3 > 0 y Ay < 0. Por lo tanto, el punto critico E}
serd inestable.

Para analizar la estabilidad en el punto de equilibrio E%. = (%,0,0, J *),
sustituimos el punto en la matriz Jacobiana J3 y obtenemos J3 B

-5 0 B |

Jap. = 0 —(a+wi)—pJ* % 0
e 0 (K — w2) —(n+ws) 0
0 ~y —eJ* 0

Para conseguir sus valores propios, tenemos que calcular: det(J3, B, — Al =
0, y haciendo los célculos con Mathematica (Apéndice C.0.5) conseguimos
los cuatro valores propios:

A =-6
Ay =0
A374 _ —ad—0J p—2§51—5w3—5ui
\/(a5+5J*p+5w1 +owz+du)2 —46 (adws+adpu—BrA+Lwa A8 J*w3p+8J* up—+dwi ws 46w 1)
26

= (a+p+ws+w +pJH)+
\/(a+w1 + w3 4 p + pJ*)? +4(M — (ap + aws + pwr + wiws + pJ* (w3 + 1)))].

Definimos el parametro:

A3k —w ows + pwi + wiws + plws + w)J*
Ry = 5(@5 2) | Qw3 T iy w3 + p(ws + 1) (2.5)
I Qafp

Ahora, si escribimos los puntos de equilibrio dependiendo del parametro Ro:

AN =-9
Ay=0
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Aga=13 |—(a+p+ws+w +pJ*) £ /(a+w +w3+u+pJ*)2+4au(R2—1)}.

Analizando los valores propios nos damos cuenta de lo siguiente:

» Ry < 1 : Esto implica que 4au(Ry — 1) < 0. Por lo tanto, como
(4w +ws+ p+pJ*) = /(a+w +ws+ pu+ pJ*)?2, tenemos que,
(4w +ws+p+pJ*) > /(a+w +ws+ p+pJ*)2 +dau(Ry — 1).

o (a+w+ws+p+pJ)2+4dapu(Ry—1)>0:A3 <0y Ay <O.
Por lo tanto, el punto critico E7. serd un nodo asintéticamente
estable.

o (4w +ws+p+pJ)?+4dau(Re —1) < 0 :Re(A3) < 0y
Re(A4) < 0. Por lo tanto, el punto critico E7j. serd una espiral
asintéticamente estable.

» Ry > 1: Esto implica que 4au(Re — 1) > 0. Por lo tanto, al contra-
rio que en el caso anterior, tenemos que (o + wy + w3 + p + pJ*) <
Vi(ae+wi +ws +p+pJ*)2 +dap(Ry — 1).

Ademds /(o +wy + w3 + p + pJ*)2 + 4ap(Ry — 1) > 0 siempre. En-
tonces, esto implica que A3 > 0y A4 < 0. Por lo tanto, el punto critico
E7. serd inestable.

La estabilidad del punto critico E3 la analizaremos mediante simulacién
numérica.

2.1.1. Simulacién numérica del modelo (2.1)

En el articulo [6], después de tener en cuenta algunos enunciados médicos,
dan los siguientes valores a los pardmetros del modelo (2.1):

= Paciente 1:
{)\7 0476, 65 R, l, W1, W2, W3, 7, €7p} =
(8,48x 105, 0,053,0,053, 1,89029% 108, 0,3408, 0,67, 0,3408, 0,05, 0,2896,
0,7,0,32,7,2 x 107}

= Paciente 2:
{)\704757/31 H,M,Wl,WQ,CUg,’}’,G,p} =
{8,48x 108,0,053,0,053, 5,83x107%,0,8756, 0,67, 0,05, 0,2977, 0,2, 0,045,
8,8 x 1077,4,75 x 1076}

En primer lugar, vamos a analizar la convergencia del modelo (Figura 2.1).
Para ello, vamos a ver que cada una de las variables converge al punto de
equilibrio E3 para un tiempo ¢ suficientemente grande. Para ello, vamos a
calcular dicho punto analiticamente, sustituyendo los valores de los parame-
tros correspondientes al Paciente 1 en la expresion de E5 dada en (2.3).

E3 = (6,87411 x 107,1,2266 x 107,3,71712 x 106, 7,21845).
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Figura 2.1: Evolucién temporal de las variables = (azul), y (verde), v (rojo) y
e (negro) segun el sistema (2.1), con pardmetros correspondientes al Paciente
1y que convergen al punto de equilibrio F3.

Ahora, vamos a combinar los modelos (1.1) y (2.1). Para ello, vamos a asu-
mir que antes del tratamiento con lamivudina, el paciente se encuentra en
el punto de equilibrio Ey del modelo (1.1). Por lo tanto, tenemos que las
condiciones iniciales seran:

s Paciente 1:

(2(0), y(0), v(0)) = (W} ud KA g)

B’ a Bk’ pa
= (5,50457 x 10°,1,59361 x 10, 7,85851 x 107).

(2.6)

s Paciente 2:

(2(0),y(0),v(0)) = (6,95627 x 10°,1,53044 x 10%,2,00008 x 10%) .
(2.7)

Para integrar el sistema (2.1), necesitamos una condicién inicial para la
variable e y vamos a utilizar las misma que en el articulo [6]. Los autores de
[6] consideran

e(0) = 0,01 x 107

para ambos pacientes.

Durante el tratamiento con lamivudina la evolucion del paciente serd de
acuerdo al modelo (2.1), cuando dicho tratamiento se deja de suministrar,
la evolucién del paciente serd de acuerdo al modelo (1.1). Teniendo en cuen-
ta todo lo anterior, vamos a simular numéricamente la evolucién de los dos
pacientes. Vamos a simular una evolucién de 84 dias, teniendo en cuenta que
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el paciente deja de ser tratado con lamivudina el dia 28. En las figuras 2.2 y
2.3 podemos ver la evolucién de la variable v (carga viral) de cada uno de los
pacientes. En el lado izquierdo aparecen las simulaciones de la combinacién
del sistema (1.1) con el sistema (2.1). En el lado derecho se muestran las
graficas del articulo [6] donde aparecen los datos clinicos.

Los autores del articulo [6] sostienen que la combinacién de los dos mo-
delos (sistema de ecuaciones (2.1) y modelo BVIM (1.1)) ajustan muy bien
los datos clinicos de los pacientes considerados. En las figuras 2.2b y 2.3b
(que son las equivalentes a Fig. 1.c y Fig. 2.c. de [6]), podemos comprobar
dicha afirmacién.
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Figura 2.2: (a) Evolucién temporal de la variable v; 0 < t < 28 segin el
sistema (2.1) y 28 < ¢ < 84 segtn el sistema (1.1), con pardmetros corres-
pondientes al Paciente 1. (b) Evolucién temporal y datos clinicos.Gréfico del
articulo [6].
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Figura 2.3: (a) Evolucién temporal de la variable v; 0 < t < 28 segun el
sistema (2.1) y 28 < ¢ < 84 segun el sistema (1.1), con pardametros corres-
pondientes al Paciente 2. (b) Evolucién temporal y datos clinicos.Gréfico del
articulo [6].



Capitulo 3

Nuevo modelo y time-delay.

En este tercer y ultimo capitulo, nos basamos en el articulo [7] de Ciupe,
Bivort, Bortz y Nelson, en el cual se simplifica el modelo del capitulo anterior
(2.1) para luego introducir un término con time-delay, con el objetivo de
considerar el tiempo de incubacion de la enfermedad. Para ello, los autores
quitan la interaccién de la tltima ecuacion.

Este modelo se ha usado para analizar unos casos clinicos de pacientes con
VIH.

3.1. Segundo modelo con cuatro ecuaciones.

Con el objetivo de simplificar el modelo y poderlo comparar con los modelos
de los capitulos anteriores, compactamos los pardmetros de (2.1). Es decir,
la equivalencia seria la siguiente:

(a4+wi) =
(k —w2) = K1
(1 +ws) = .

de manera que el sistema (2.1) se escribe ahora como:

(jl—f =\—dx — Pux

dy

— = Bvr — aqy — pye

dat (3.1)
v _ K1Y — M1V

at 1Yy — M

de _
| 7 = vy — eve.

29
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Dicho esto, el nuevo sistema considerado en [7] es:

d

d—f:/\—&c—ﬂvm

dy

azﬁvx—aly—pye

dl_n e (3.2)
dat 1Yy — K1

de _ —¢€e

\dt_’yy 9

dénde, z, y, v y e son las mismas variables que en el modelo anterior (2.1), es
decir, representan el ntimero de células no-infectadas pero susceptibles, las
infectadas, las células con virus libres (carga viral) y las células citotdxicas,
respectivamente.

Como antes, las células susceptibles, =, son producidas a una velocidad A,
mueren a una velocidad dx y se infectan a una velocidad Svx donde (3 es la
tasa constante que describe el proceso de infeccién.

Las células infectadas, y, son producidas a una velocidad Svx y mueren a
la velocidad ayy y por la interaccién con las células citotéxicas (—pye), es
decir, la eficacia de la respuesta del sistema inmune.

Las células con virus libres, v, son producidas a una velocidad k1y a partir
de las células infectadas y se eliminan a una velocidad pqv.

Finalmente, las células citotdxicas, son producidas a una velocidad vy a par-
tir de las células infectadas y se eliminan a una velocidad ee.

Ahora, para hacer el andlisis del modelo, al igual que hemos hecho con
los modelos anteriores, vamos a calcular los puntos de equilibrio del sistema
E; = (z,y;,v;), resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

A—dx— Bvr=0
pvr —any —pye =0
K1y — v =0

vy —ee = 0.

(3.3)

Haciendo los célculos con el programa Mathematica obtenemos lo siguiente:

- A
El = (55 05 07 0>

Ey = (&9, o, U2, €2)

I
7N\
O
v
=
=N
—_
@)
>
|
‘Q
=
[
t‘m
==
NS
L
|2
<,
[\V)
N——
—~
w
I
~—

E3 = (-f3> y%a ’UA37 é3)
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@
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donde:
a1fesy ayfBery 4Ber1 (BAE1L
Q —( 1Py )+ \/ oy T O Sy (T — a1d)
2= 2,326Ii
piyp
3.5
(Oé1ﬂ€/€1 B 5) B \/(alﬁsfﬂ +5) + 4Per1 (M — 5) ( )
Q _ - Py Hipy Hipy t 1
3= 2B2ek? ’
Hivp

Deseamos dejar constancia de que en el articulo [7] se ha detectado un error
de transcripcion en la expresién equivalente a QQ2 que los autores denominan
T (férmula (6) en pagina 5 de [7]).

Para analizar la estabilidad de los puntos criticos voy a utilizar la matriz
Jacobiana:

-6 — P 0 —Bx 0

Jy = pv —ay—pe Bzr  —py
0 K1 -1 0

0 ol 0 —€

Ahora, si sustituimos el punto de equilibrio E1, conseguimos la matriz J, B

-5 0 = 0

_ BA
J4E _ 0 a7 5 0
=1 0 K1 — U1 0

0 ol 0 —e

Vamos a calcular los valores propios de la matriz para analizar la estabilidad
del punto de equilibrio Ey. Para ello:  det(J, g — Al )=0
Los valores propios calculados con Mathematica son:

A =6
Ay = —¢
1 4 A
A3,4—§ [ (041+H1)i\/(041 p)? + 5;1 ] .

Definimos el pardmetro Rs de la siguiente manera:

Ak1 3

R3 = .
’ dpran
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Ahora, escribimos los valores propios dependiendo del pardametro Rg:

Ay =-6
AQZ*E

1
A3y = 5 —(o1 4+ 1) £ \/(a1 + 1)+ 4pyar (Rg — 1)} )

Vemos que A; y Ay son siempre valores propios reales negativos. Para ana-
lizar los demés valores propios:

» R3 > 1: El factor 4aquq (R3 — 1) serd positivo, por lo tanto los valores

propios Az y A4 serdn reales. Sabemos que (g + p1) = /(a1 + p1)?,
entonces, (a1 + 1) < v/(a1 + p1)? + 4oy g (R — 1). Esto implica que
As > 0y Ayg < 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio E) serd inestable.

» R3 < 1: El factor 4aqpu1(Rs — 1) serd negativo. Vamos a diferenciar
dos casos:

e (a1 +p1)? +4agui(Rs —1) > 0: En este caso, los valores propios
A3 y A4 serén reales. Sabemos que (ag + p1) = /(a1 + p1)?,
entonces, (a1+p1) > /(a1 + p1)? + 4oy (Rs — 1). Esto implica
que A3 <0y Ay < 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio E} serd
un nodo asintoticamente estable.

o (a1 +p1)?+4ayp1(R3 — 1) < 0: En este caso, los valores propios
A3 y A4 serdan imaginarios, con parte real negativa. Por lo tanto,
el punto de equilibrio £ serd una espiral asintéticamente estable.

La estabilidad de los puntos de equilibrio E y E5 la analizaremos mediante
simulacién numérica.

3.1.1. Simulacién numérica del modelo (3.2)

En el articulo [7], después de tener en cuenta algunos enunciados médicos,
dan los siguientes valores a los parametros del modelo (3.2) para diferentes
pacientes:

» Paciente 1 (corresponde al paciente 5 del articulo [7]):

{)\35,570417]9’ K1, 41,7, 6} =
{0.17, 0.017, 0.00063, 0.541, 0.623, 869.382, 0.537, 1.768, 0.403}

En primer lugar, vamos a analizar la convergencia del modelo (Figura 3.1).
Vamos a ver que cada una de las variables converge al punto de equilibrio Es
para un tiempo t suficientemente grande. Para ello, vamos a calcular dicho
punto analiticamente, sustituyendo los valores de los pardmetros correspon-

dientes al Paciente 1 en la expresién de Ey dada en (3.4).

Ey = (0,953957, 0,158053, 255,881, 0,693393).
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Elegimos como condicién inicial los siguientes valores:

(2(0),y(0),v(0),e(0)) = (10,0,107°,0,1).

1074

L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L J dl'as
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Figura 3.1: Evolucién temporal de las variables = (azul), y (verde), v (rojo) y
e (negro) segun el sistema (3.2), con pardmetros correspondientes al Paciente
1 y que convergen al punto de equilibrio F> .

Si hacemos lo mismo con el punto de equilibrio Eg, es decir, lo calculamos
analiticamente sustituyendo los valores de los parametros correspondientes
al Paciente 1 en la expresion de E3 dada en (3.4), obtenemos lo siguiente:

E3 = (—0,468201, —0,37266, —603,321, —1,63489).

Nos damos cuenta que todas las componentes del punto son negativas. Por lo
tanto, cuando trabajamos con los pardmetros correspondientes al Paciente
1, el punto de equilibrio FE5 no existe. Ocurre lo mismo cuando trabajamos
con los pardmetros correspondientes a los Pacientes 2 y 3 (pacientes 4 y 7
del articulo [7]) con los que trabajaremos mds adelante.

3.2. Modelo con cuatro ecuaciones y time-delay.

En este apartado vamos a trabajar con un modelo que aparece en el articulo
[7]. Este modelo es parecido al anterior, pero se le introduce un time-delay
(retardo temporal). En él asumimos que la respuesta inmune en un tiempo
t es generada por la infeccién de una célula y en un tiempo (¢t — 7), donde 7
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es constante. El modelo con el que vamos a trabajar es el siguiente:

'(jl—f:)\féxfﬁvx

dy

5 = Pve — oy — pye

d (3.7)
Ezmy—mv

@_ (t— )_

L =Y T) — ee.

Vamos a ver cual es el comportamiento de este sistema con el mismo con-
junto de parametros correspondientes al Paciente 1 usados para analizar la
convergencia del modelo (3.2) y considerando las mismas condiciones inicia-
les. En la figura 3.2 podemos ver que converge al punto de equilibrio Es al
igual que el modelo (3.2).

Ahora, vamos a comparar este modelo con el modelo BVIM del primer

1000

0.100

— T

0.001 ! ! ! ! ' dias
0 100 200 300 400 500

Figura 3.2: Evolucién temporal de las variables = (azul), y (verde), v (rojo) y
e (negro) segun el sistema (3.7), con pardmetros correspondientes al Paciente
1 y que convergen al punto de equilibrio Fs .

capitulo. Para ello, vamos a simular numéricamente la evolucién de 3 pa-
cientes diferentes por un lado con el modelo (1.1) y por otro lado con el
modelo (3.7) (Figuras 3.3, 3.4 y 3.5). Ademds, para comprobar la eficacia de
cada uno, en cada grifico vamos a dibujar datos clinicos de cada paciente,
los cuales aparecen en el articulo [8].

Los parametros para cada paciente son los siguientes (recogidos en el articulo
[7)):
» Paciente 1: (Paciente 5 de [7]):
{N 0, B, a1,p, K1, 11,7, €, T} =
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{0,17,0,017,0,00063, 0,541, 0,623, 869,38159, 0,537, 1,768, 0,403, 3,3} pa-
ra el sistema (3.7) y {\, 9, 5, o, 5, u} = {0,17,0,017,0,00063, 0,39, 870, 3}
para el sistema (1.1).

» Paciente 2: (Paciente 4 de [7]):
{)‘75’570417]77 K1, 11,75 €, T} =
{0,046,0,0046, 0,0048, 0,612, 1,667, 98,07912, 0,246, 3,912, 8,087, 0,004} pa-
ra el sistema (3.7) y {\, 9, 8, a, k, u} = {0,046, 0,0046, 0,0048, 0,18, 98, 3}
para el sistema (1.1).

= Paciente 3: (Paciente 7 de [7]):
{)‘?67670‘17]97 K1, l1,7, € T} =
{0,17,0,017,0,0008, 0,345, 1,595, 730,0407, 0,372, 2,947,0,471, 2,51} pa-
ra el sistema (3.7) y {\, 4, 8, o, k, u} = {0,17,0,017,0,0008, 0,31, 730, 3}
para el sistema (1.1).

Como condicién inicial para los tres pacientes vamos a utilizar los siguientes
valores:

(2(0),5(0),v(0),e(0)) = (10,0,107°,0,1).

Todos las demaés simulaciones del trabajo las hemos hechos con el comando
NDSolve de Mathematica. En este caso, estamos trabajando con un sistema
de ecuaciones con delay (retardo temporal), atin asi, podemos usar el mismo
comando NDSolve con alguna variaciéon. En el apéndice C.0.6 se muestra
el programa escrito en Mathematica usado para obtener las figuras 3.1, 3.2
y 3.3 donde se muestran las diferencias en comparacién al apéndice C.0.2
dénde trabajamos con sistemas de ecuaciones sin delay.

Analizando las figuras 3.3, 3.4 y 3.5 podemos decir, que el modelo con
delay (3.7) simula mejor los datos clinicos del articulo [8], que el modelo

(1.1).

Para finalizar, vamos a comparar los dos modelos de cuatro ecuaciones con
los que hemos trabajado en este capitulo (el modelo sin delay (3.2) y el mo-
delo con delay (3.7)). Para ello, vamos a mostrar en un grafico la evolucién
temporal de los dos modelos mencionados, los datos clinicos de cada pacien-
te y el modelo (1.1) (Figuras 3.6, 3.7 y 3.8). Para ver mejor la diferencia
entre los modelos, vamos a coger un intervalo de tiempo maés pequeiio, que
en este caso serd de 0 a 10 dias.

Si observamos las figuras 3.6, 3.7 y 3.8 vemos que el modelo con delay (3.7)
se ajusta mejor a los datos clinicos de cada paciente que el modelo sin delay
(3.2) en todos los casos. Esto puede ser debido a que la introduccién del
término con delay nos permite considerar el periodo de incubacién de la
enfermedad, que con el modelo (3.2) no lo tenemos en cuenta.

Queda mencionar que en el caso del paciente 2, no se aprecia esa diferencia
entre modelos porque el valor de 7 en ese caso es muy pequeno.
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Figura 3.3: Evolucién temporal de la variable v de acuerdo los sistemas (3.7)
curva discontinua y (1.1) curva continua, con los pardmetros correspondien-
tes al Paciente 1, y datos clinicos de dicho paciente.
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Figura 3.4: Evolucién temporal de la variable v de acuerdo los sistemas (3.7)
curva discontinua y (1.1) curva continua, con los pardmetros correspondien-
tes al Paciente 2, y datos clinicos de dicho paciente.
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Figura 3.5: Evolucién temporal de la variable v de acuerdo los sistemas (3.7)
curva discontinua y (1.1) curva continua, con los pardmetros correspondien-
tes al Paciente 3, y datos clinicos de dicho paciente.
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Figura 3.6: Evolucién temporal de la variable v de acuerdo los sistemas
(3.7) curva roja discontinua, (3.2) curva verde continua y (1.1) curva roja
continua, con los parametros correspondientes al Paciente 1, y datos clinicos

de dicho paciente.
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Figura 3.7: Evolucién temporal de la variable v de acuerdo los sistemas
(3.7) curva roja discontinua, (3.2) curva verde continua y (1.1) curva roja
continua, con los parametros correspondientes al Paciente 2, y datos clinicos
de dicho paciente.
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Figura 3.8: Evolucién temporal de la variable v de acuerdo los sistemas
(3.7) curva roja discontinua, (3.2) curva verde continua y (1.1) curva roja
continua, con los parametros correspondientes al Paciente 3, y datos clinicos
de dicho paciente.



Apéndice A

Clasificacion puntos fijos y
estabilidad local con
Jacobiano.

En este primer apéndice damos un breve resumen de los sistemas dindmicos
y la clasificacién de los puntos fijos [9].

Sean f,g:R? - Ry

dx
dy

sistema auténomo, y sea (zp,yo) un punto critico aislado del sistema, es

decir, (f(zo,v0),9(x0,y0)) = (0,0) y (f(z,y),9(z,y)) # (0,0) en un entorno
de (2o, yo)-

Teorema 1. (Teorema de linealizacién de Poincaré-Liapunov).
Sean f,g : R? — R funciones de clase C', (x0,y0) € R? punto critico del
9(f.9)

sistema auténomo no-lineal (A.1) y A:W matriz jacobiana del espacio

vectorial (f,g) en el punto (xo,yo), siendo det(A) # 0. Entonces:

» Sila parte real de los valores propios de A son negativos, (zg,yo) es un
punto critico asintoticamente estable del sistema autonomo no-lineal

(A.1).

» Si la parte real de algin valor porpio de A es positiva, (zg,y0) es un
punto critico inestable del sistema auténomo no-lineal (A.1).

Ademds, si los valores propios de la matriz A, \1 y s, son diferentes, se
cumplen las siguientes propiedades:

w Si A < Ay < 0,(x0,y0) serd un nodo asintoticamente estable del sis-
tema auténomo no lineal (A.1).
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Si A1 > Ao > 0,(z0,y0) serd un nodo inestable del sistema auténomo

no lineal (A.1).

Si A1 < 0 < Ao, (xo,y0) serd un punto de silla inestable del sistema
auténomo no lineal (A.1).

Si Im(A1) #0 y Re(\1) <0, (zo,yo) serd una espiral asintdticamente
estable del sistema auténomo no lineal (A.1).

Si Im(A1) # 0 y Re(A1) > 0, (x0,y0) serd una espiral inestable del
sistema auténomo no lineal (A.1).



Apéndice B

Criterio de Routh-Hurwitz

En este segundo apéndice, se explica de forma compacta el criterio de Routh-
Hurwitz que permite analizar el signo de las raices de un polinomio [10].

Para que el sistema sea estable el polinomio caracteristico tiene que cumplir

una serie de condiciones:

= El polinomio debe tener los términos ordenados en potencias decre-
cientes de s.

aos” + a18" N 4 . an_1s + an (B.1)

Es condicién necesaria pero no suficiente para que el sistema sea es-
table, que el polinomio sea completo y que todos los coeficientes sean
positivos.

Si todos los coeficientes son positivos, con ellos se construye la tabla
de Routh, como se indica. Debe tener tantas filas como el niimero de
términos del polinomio de la funcién caracteristica, se colocan en filas
y columnas como sigue: Las dos primeras filas se van llenando con los
coeficientes de los monomios de la ecuacién caracteristica, alternan-
do la primera fila con la segunda, y asi sucesivamente, hasta que se
terminan los coeficientes.
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Para calcular coeficientes de las siguientes filas de la tabla, se sigue la si-
guiente pauta:

s | ap az ag ag
s"7U | e a3 as ar
"2 | by by bg by
"3 e e 3 o

sn—4 ’ di do dg dy

s3] v v
2 | 11
1
S 7
N
dénde:
b, — 0102 ~ G002t
;=
ay
biagiy1 — a1bit1
C; = b
1
4 — cibip1 — biciy
o= A0l T LG
C1 (B2)
_ U1Ui41 — ULVi41
xXr; = v
1
T1V2 + V122
Y1 = 7@
21 = X2

El sistema serd estable si en la primera columna de la tabla de Routh no
existen cambios de signo. Es decir, el criterio de Routh-Hurwitz establece
que el namero de raices con parte real positiva es igual al nimero de cambios
de signo en la primera columna de la tabla.

Por lo tanto, condicién necesaria y suficiente de estabilidad de Routh:
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Un sistema serd estable si y sélo si todos los elementos de la primera columna
del Arreglo de Routh son positivos.

B.0.1. Aplicacion del criterio en el modelo BVIM

El polinomio caracteristico de la matriz jacobiana J; evaluado en el punto
de equilibrio F5 del modelo BVIM es el siguiente:

—A% + A% (—a = 6R} — p) + A(—adRf — SpRE) — adp(RG — 1) = 0.

Lo podemos escribir de la siguiente manera:

A3+ A% (a+ 0Ry + ) + A(ad RS + dpRE) + adu(RE — 1) = 0.

Ahora, aplicando el criterio de Routh-Hurwitz tenemos:

mgp=1>0

ma;=a+0Rj+pu>0

" ay = adR5+opR; >0

= a3 = adp(R; — 1) > 0 (ya que para que E» exista Rj > 1)

Calculamos los demads coeficientes para completar la tabla:

adpta?SRE+pad RE+0pu° RE+062a(RE)2+62 u(Ry)?

= b= atutoRs

> 0.

m ¢y =a3 > 0.
En este caso la tabla a completar es la siguiente:

A3

’ apg ag
A% | a1 a3
AV | by
AO ’ C1

Y ahora completandola con los coeficientes que hemos calculado anterior-
mente:

A3 1 ad Ry + ouRy
A? | a+O0RS+ u adu(RG —1)
AL a5u+a25R3+ua5R3;£#2Rgt52a(R3)2+52p(Rg)2

pHORS
AY ] adp(Rf — 1)

Vemos que todos los coeficientes de la primera columna son positivos. Lo
cual implica, por el criterio de Routh-Hurwitz, que el punto de equilibrio es
estable.
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B.0.2. Aplicaciéon del criterio en el modelo ABVIM

El polinomio que tenemos que analizar en este caso es el siguiente:
A+ A2 (p+ 5+ a+Cp+ Co) + A(uCs + 6Cs + uCi + ad + op + Cra) +
(6uCy + apCh) = 0.
Ahora, aplicando el criterio de Routh-Hurwitz tenemos:
| | ao = 1
sar=pt St at O+ Cy=pt 6t at CHBTE o) g,
(ya que para que Fs exista Rj > 1)

a?p?(Ro—1) | a?upd(Ro—1)

w ay = pCs + 6C + pCr + ad + op + Cra = = + (X n
22(Rp—1)2 3 _1)2
Ow(ﬁ#+a5+5u+cvu(+1) < 0.
» a3 = opCy + apC = 0‘2“2(R0—1%[g+a(30—1)} > 0.

Igual que en el caso anterior, la tabla a completar es la siguiente:

A3 ’ ag ag
A2 ’ a]; as
AV | by
AO ’ C1

Vemos que aias > ag lo cual implica que by = % > 0. Para finalizar,
nos damos cuenta de que en nuestro caso ¢; = a3 > 0, ya que a4 = as =
0—>b2:O—>01:a3.

Para finalizar, vemos que todos los coeficientes de la primera columna son
positivos. Lo cual implica, por el criterio de Routh-Hurwitz, que el punto de
equilibrio es estable.



Apéndice C

Programas escritos en
Mathematica.

C.0.1. Valores propios de la matriz J; g,

Jacll = {{—d — bxv, 0, —bxx}, {bxv, —a, bxx}, {0, k, —m}};

x = (1/d);

y = 0;

v = 0;

Solve [Det[IdentityMatrix [3]*L — Jacll] = 0, L]

C.0.2. Combinacién modelos BVIM y ABVIM modificado.
Parametros modelo (1.1).

v0l = 10°10:

deltal = 0.00379;

lambdal = ((2%10°11)%0.00379)/3000;

alphal = 3.259xdeltal;

mul = 0.67;

r0l = 1.33;

kappal = (mulxvOlxalphal*r01l)/(lambdalx(r01 — 1));
betal = (alphalxdeltals+mulxr01)/(lambdalxkappal);

Punto de equilibrio E; de (1.1).

x0bvim = (alphalsmul)/(betalxkappal);
yObvim = (lambdal/alphal)*(1 — (1/r01));
vObvim = (deltal/betal)*(r01 — 1);

Parametros del modelo (1.15).

x0 = 10°7;
y0 = 10°7;
vO = 10°10;
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delta = 0.00379;

lambda = ((2%10°11)%0.00379)/3000;

alpha = 3.38xdelta;

mu = 0.67;

r02 = 1.33;

kappa = (muxv0 (delta + alphax(r02 — 1)))/(lambda (r02 — 1));
beta = (alphasmuxr02)/kappa;

m= 1;

n = 0.99982;
Modelo (1.15) con condicién inicial F, de (1.1).

abvimmod(Q =

NDSolve [{x’[t] =

lambda — deltaxx[t] — (1 — m)x*((betaxv[t]*xx[t])/(x[t] + y[t])),
y [t] = (1 —m) ((betaxv[t]xx[t])/(x[t] + y[t])) — alpha*y[t]
v'[t] = (1 — n)x(kappa*xy[t]) — muxv[t], x[0] = xObvim,
y[0] = yObvim, v[0] = vObvim}, {x, y, v}, {t, 600}]
Condicién en t=336 del siguiente modelo.

xOnew0 = First [Evaluate[x[336] /. abvimmod0O] ]

yOnew0 = First [Evaluate [y[336] /. abvimmodO] |

vOnew0 = First [Evaluate[v[336] /. abvimmod0O] ]

Modelo (1.1) con condicion inicial anterior.

bvim0 = NDSolve[{x’[t] == lambdal — deltal*x[t] — betal*v[t]xx[t],
vy’ [t] = betalxv[t]*x[t] — alphalxy[t],

v’ [t] = kappalxy[t] — mulxv|[t], x[336] = xOnewO0,

y[336] = yOnew0O, v[336] = vOnew0O}, {x, y, v}, {t, 336, 600}]

Evoluciéon temporal de las variables.

plotx30 =

LogPlot [Evaluate [x[t] /. abvimmodO], {t, 0, 336},

PlotStyle —> Black, PlotRange —> {{0, 504}, {5%10°6, 10°8}}]
ploty30 =

LogPlot [Evaluate[y[t] /. abvimmodO], {t, 0, 336},

PlotStyle —> Black, PlotRange —> {{0, 504}, {5%x10°3, 2%x10°7}}]
plotv30 =

LogPlot [ Evaluate[v[t] /. abvimmodO], {t, 0, 336},

PlotStyle —> Black , PlotRange — {{0, 504}, {10°3, 10°10}}]
plotx10 =

LogPlot [Evaluate [x[t] /. bvim0], {t, 336, 504},

PlotStyle —> Black, PlotRange —> {{0, 504}, {5%x10°6, 10°8}}]
plotyl0 =

LogPlot [Evaluate[y[t] /. bvim0], {t, 336, 504},
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PlotStyle —> Black, PlotRange —> {{0, 504}, {5%x10°3, 2%x10°7}}]
plotv10 =

LogPlot [Evaluate[v[t] /. bvim0], {t, 336, 504},

PlotStyle —> Black , PlotRange —> {{0, 504}, {10°3, 10°10}}]
puntosl =

ListLogPlot [{{0, 10°(9.8)}, {7, 10°(7.8)}, {14, 10°(6.6)},
{28, 10°(5.6)}, {42, 10°(5.1)}, {56, 10°(4.8)}, {84, 10°(4.4)},
{126, 10 (4.3)}, {168, 10°(4.2)}, {210, 10°(4)},

{252, 10°(4.15)}, {294, 10°(4.2)}, {336, 10" (4.5)},

{364, 10°(7)}, {420, 10°(8)}, {504, 10°(8.2)}},

PlotStyle —> PointSize [Large], AxesLabel —> Log,
PlotRange —> {{0, 512}, {10°3, 10°10}}]
Show [{ plotx30, plotx10 }]

Show [{ ploty30, plotyl0 }]

Show [{ plotv30, plotv10, puntosl}]

C.0.3. Puntos de equilibrio de sistema (2.1)

FullSimplify [Solve [l — dxx — bxvsxx — 0 &
bxvikx — (a + kl)xy — pxyxe = 0 && (k — k2)xy — (m + k3)*xv = 0
&& kdxy — kbxvxe =— 0, {x, y, v, e}]]

C.0.4. Valores propios de la matriz J; g::

JAC1 = {{—d — bxv, 0, —bxx , 0}, {bxv, —(a + k1) — pxe,
bsx, —pxy}, {0, (k — k2), —(m + k3), 0}, {0, k4, —kbxe, —kbxv}};

x = 1/d;

y = 0;

v = 0;

e = 0;

Solve [Det [IdentityMatrix [4]*L — JAC1] = 0, L]

C.0.5. Valores propios de la matriz VENOR:

JAC2 = {{—-d — bxv, 0, —bxx , 0}, {bxv, —(a + k1) — pxe,
b*x, —pxy}, {0, (k — k2), —(m + k3), 0}, {0, k4, —kbxe, —kdxv}};

x = 1/d;

y = 0;

v = 0;

e = J;

Solve [Det [IdentityMatrix [4]*L — JAC2] = 0, L]

C.0.6. Sistema con time-delay

Parametros del sistema (2.1) correspondientes al paciente 1 (pa-
ciente 5 del articulo [7]).
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lambdal = 0.17;

deltal = 0.017;

betal = 0.00063;

alphall = 0.541;

pl = 0.623;

kappall = 1606.99xalphall;
mull = 0.537;

gl = 1.768;

epl = 0.403;

Modelo (2.1).

cuatroecuacionesl =

NDSolve [{x’[t] = lambdal — deltalsx[t] — betalsv[t]*x[t],
y'[t] = betalxv|[t]xx[t] — alphallxy[t] — plxy[t]xe[t],

v’ [t] = kappall*y[t] — mullxv[t],

e’'[t] = glxy[t] — eplxe[t],

x[0] = 10, y[0] = 0, v[0] = 10°(—-6), e[0] = 0.1},

{X7 y7 V? e}? {t7 07 500}]
Punto de equilibrio E; del sistema (2.1).

G11 = ((alphallxbetalxeplxkappall)/(mullxplxgl)) — deltal;
G22 =((4«betalxeplskappall)/ (mullxplxgl))sx
((betalxkappallxlambdal/mull) — alphallsxdeltal);
G33 = (2xbetal "2xeplxkappall “2)/(mull”2xgl*pl);

G44 = ((alphallxbetalxeplxkappall)/(mullxplxgl)) + deltal;
E2c2x = (G11 + Sqrt[G44°2 + G22])/G33

E2c2y = ((betalxkappallsepl)/(mullsplxgl)) E2c2x —
(alphallxepl)/(plxgl)

E2c¢24v = (kappall/mull )xE2c2y

E2c2e = (gl/epl)x E2c2y

Punto de equilibrio F3 del sistema (2.1).

E3c2x = (G11 — Sqrt[G44°2 + G22])/G33

E3c2y = ((betalxkappallsepl)/(mullxplxgl)) E3c2x —
(alphallxepl)/(plxgl)

E3c24v = (kappall/mull )xE3c2y

E3c2e = (gl/epl)x E3c2y

Evolucién temporal de las variables segiin el modelo (2.1).

plotxlconv =

LogPlot [Evaluate [x[t] /. cuatroecuacionesl], {t, 0, 500},
PlotStyle —> Blue,

PlotRange —> {{0, 500}, {0.000001, 10°4}}];
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plotylconv =

LogPlot [Evaluate[y[t] /. cuatroecuacionesl], {t, 0, 500},
PlotStyle —> Green,

PlotRange —> {{0, 500}, {0.000001, 10°4}}];

plotvlconv =

LogPlot [Evaluate[v[t] /. cuatroecuacionesl], {t, 0, 500},
PlotStyle —> Red,

PlotRange —> {{0, 500}, {0.000001, 10°4}}];

plotelconv =

LogPlot [Evaluate[e[t] /. cuatroecuacionesl], {t, 0, 500},
PlotStyle —> Black,

PlotRange —> {{0, 500}, {0.000001, 10°4}}];

Show [{ plotelconv , plotvlconv, plotxlconv, plotylconv }]

Modelo (3.7).

taul = 3.3;

cuatroecuacionesldelaypacl =

NDSolve[{x’[t] == lambdal — deltalxx[t] — betalxv[t]*x[t],
y'[t] = betalsv[t]xx[t] — alphall*xy[t] — plxy[t]*xe[t],
v’[t] = kappallxy[t] — mullxv[t],

e’ [t] = glxy[t — taul] — eplxelt],

x[t /; t <= 0] = 10, y[t /; t <= 0] = 0,

vit /; t <= 0] = 10°(—6), e[t /; t <= 0] = 0.1},

{x, v, v, e}, {t, 0, 500}]
Evolucién temporal de las variables segin el modelo (3.7).

plotxldelaypacl =

LogPlot [ Evaluate [x[t] /. cuatroecuacionesldelaypacl],
{t, 0, 500}, PlotStyle — Blue,

PlotRange —> {{0, 500}, {0.001, 10°4}}];
plotyldelaypacl =

LogPlot [Evaluate[y[t] /. cuatroecuacionesldelaypacl],
{t, 0, 500}, PlotStyle —> Green,

PlotRange —> {{0, 500}, {0.001, 10°4}}];
plotvldelaypacl =

LogPlot [Evaluate [v[t] /. cuatroecuacionesldelaypacl],
{t, 0, 500}, PlotStyle — {Red},

PlotRange —> {{0, 500}, {1, 10°4}}];

ploteldelaypacl =

LogPlot [Evaluate|[e[t] /. cuatroecuacionesldelaypacl],
{t, 0, 500}, PlotStyle —> Black |,

PlotRange — {{0, 500}, {0.001, 107°4}}];

Show [{ ploteldelaypacl, plotvldelaypacl, plotxldelaypacl,
plotyldelaypacl }]
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Representacién de los datos clinicos del paciente 1 (paciente 5 del
articulo [7]).

datospacientel =

ListLogPlot [{{11, 228.2}, {13, 599.2}, {17, 2617.4},

{24, 169.6}, {32, 93.7}, {53, 165.6}, {109, 127}, {214, 65.9},
{340, 144.7}}];

Parametros del modelo (1.1).

lambdalbvim = 0.17;
deltalbvim = 0.017;
betalbvim = 0.00063;
alphallbvim = 0.39;
kappallbvim = 870;

mullbvim = 3;

Modelo (1.1).

BVIMpacl =

NDSolve [{x’[t] == lambdalbvim — deltalbvimsx[t]
— betalbvims*v[t]*x[t],

y’ [t] == betalbvimx*v[t]*x[t] — alphallbvimxy[t],
v’[t] = kappallbvimx*y[t] — mullbvim*v[t],

<[0] = 10, y[0] = 0, v[0] = 10°(~6)},

{X7 y? V}? {t? 0’ 500}]
Evolucién temporal de las variables segin el modelo (1.1).

plotxlbvimpacl =

LogPlot [Evaluate [x[t] /. BVIMpacl], {t, 0, 500},

PlotStyle —> Blue, PlotRange — {{0, 500}, {0.001, 10°4}}];
plotylbvimpacl =

LogPlot [Evaluate[y[t] /. BVIMpacl], {t, 0, 500},

PlotStyle —> Green, PlotRange — {{0, 500}, {0.001, 10°4}}];
plotvlbvimpacl =

LogPlot [Evaluate[v[t] /. BVIMpacl], {t, 0, 500},

PlotStyle — {Red} , PlotRange — {{0, 500}, {1, 10°4}}];
Show [ plotvlbvimpacl, plotvldelaypacl, datospacientel ]

Ampliaciéon de la simulacién.

plotvlbvimpaclampli =

LogPlot [Evaluate[v[t] /. BVIMpacl], {t, 0, 100},
PlotStyle — {Red} , PlotRange — {{0, 100}, {1, 10°4}}];
plotvldelaypaclampli =

LogPlot [Evaluate[v[t] /. cuatroecuacionesldelaypacl],
{t, 0, 100}, PlotStyle — {Red , Dashed},
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PlotRange — {{0, 100}, {1, 10°4}}];
plotvlsindelaypaclampli =

LogPlot [Evaluate[v[t] /. cuatroecuacionesl], {t, 0, 100},
PlotStyle —> {Green, Dashed} |,

PlotRange — {{0, 100}, {0.000001, 10°4}}];

Show [ plotvlbvimpaclampli, plotvldelaypaclampli,
plotvlsindelaypaclampli, datospacientel |
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