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3.2.4. Grupos simplécticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.3. Exponencial de una matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1. Introducción

La teoŕıa de grupos de Lie tiene una fuerte presencia en múltiples ámbitos de la f́ısica,

puesto que resulta útil en la descripción de simetŕıas continuas. Por tanto, su análisis y

propiedades resultarán fundamentales en algunos aspectos de la f́ısica teórica en los que

la simetŕıa tome un papel central.

Esta clase de grupos están descritos por parámetros reales, aśı que no son grupos

discretos como pueden ser los grupos de simetŕıa de un sólido cristalino, sino que son

continuos. Por ello, en su estudio pueden usarse herramientas del cálculo diferencial e

integral que conocemos, aśı que será imprescindible la geometŕıa diferencial [1–4].

El objetivo de este trabajo es ofrecer una descripción de los grupos de Lie desde el

punto de vista tanto de la teoŕıa de grupos como de la geometŕıa diferencial, aśı como

estudiar su estructura y caracteŕısticas principales. Además, se buscará señalar algunas

de sus aplicaciones en diversos ámbitos de la f́ısica teórica. En particular, se estudiará con

más detenimiento la presencia de los grupos de Lie en la gravedad cuántica de lazos, y

cómo sus propiedades permean en el planteamiento de esta teoŕıa.

Para ello, se introducirán algunos conceptos y estructuras de geometŕıa diferencial,

necesarios tanto para la descripción de los grupos de Lie como para la relatividad general.

Esta teoŕıa de la gravedad, además de ilustrar con un ejemplo los conceptos introducidos,

constituirá el punto de partida en la formulación de la gravedad cuántica de lazos.

Los grupos de Lie son interesantes no sólo como transformaciones de simetŕıa, sino

como objeto de estudio por śı mismos. Sus particularidades y estructura adicional que

los diferencia de los grupos matemáticos generales les proporciona una profundidad con-

ceptual añadida. Una de sus principales peculiaridades fue descubierta por el matemático

noruego Sophus Lie en 1870, en honor a quien deben hoy su nombre. Se trata de la posi-

bilidad de estudiar estos grupos a través de un objeto diferente, denominado álgebra de

Lie, con el que es más simple operar [1, 5–8].

El comportamiento de estos grupos y sus álgebras como transformaciones de simetŕıa

vendrá dada por la forma en que actúan sobre espacios vectoriales. Las propiedades

geométricas de los grupos determinarán la forma en que transforman los vectores. Por

ejemplo, uno de los grupos de transformaciones continuas más conocido es el de las ro-

taciones en tres dimensiones. Este grupo no solo será capaz de transformar los vectores

tridimensionales, sino que se podrá aplicar a otros espacios vectoriales, como el espacio

de Hilbert de estados cuánticos. La estructura de este grupo determinará la forma de los

estados de momento angular definido en mecánica cuántica [1, 5–9].

Los grupos de Lie se utilizan también como elemento de construcción de estructuras

más complejas en geometŕıa diferencial, por ejemplo los fibrados. Estos son estructuras

fundamentales para la formulación de teoŕıas de gauge local, o teoŕıas de Yang-Mills, que

describen campos de interacción. Uno de los ejemplos más representativos de este tipo de

teoŕıas es el de las interacciones entre part́ıculas en el modelo estándar [1, 7, 10].

La aplicación en f́ısica de estos grupos a la que se prestará más atención en este trabajo
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es la gravedad cuántica de lazos. Esta teoŕıa es una de las candidatas a ofrecer una descrip-

ción cuántica del campo gravitatorio. Para ello, reformula la descripción de la gravedad

dada por la relatividad general usando las llamadas variables de Ashtekar. Estas nuevas

variables introducen una libertad extra a la teoŕıa, una libertad de rotación. Además, esta

libertad es local, lo que recordará a las teoŕıas de Yang-Mills permitiendo cierta analoǵıa

en sus estructuras [11–14].

A la hora de cuantizar, esta teoŕıa emplea la representación de lazos, en la que se

introduce como base del espacio de Hilbert de los estados cuánticos unos grafos compuestos

de aristas que convergen en vértices. A cada una de esas aristas se le asocia un spin. Este

spin no está relacionado con el momento angular intŕınseco que conocemos de mecánica

cuántica, la similitud con este viene dada por el grupo de Lie subyacente [11–14].

Uno de los marcos en los que se trata la gravedad cuántica de lazos es el de la repre-

sentación de Schwinger. Esta representación reescribe los operadores de spin en función

de los operadores aniquilación y creación de dos osciladores armónicos desacoplados [9].

Aplicar esta representación a los grafos da lugar al denominado formalismo U(N) [15].

La estructura que seguirá este trabajo será, en la sección 2 introducir los elementos

necesarios de la geometŕıa diferencial y su aplicación en la relatividad general. En la sec-

ción 3 se describirán las principales propiedades de los grupos de Lie y algunos ejemplos,

además de sus álgebras y la forma en que transforman vectores. También se estudiará más

en detalle el grupo de rotaciones en tres dimensiones en la sección 3.6. Se comentarán en

la sección 3.7 las aplicaciones de los grupos de Lie en la teoŕıa del momento angular

en mecánica cuántica, en relatividad especial, en mecánica anaĺıtica y en la formulación

de las teoŕıas de Yang-Mills. Por último, en la sección 4, se comentará la motivación de

la gravedad cuántica de lazos y se dará un breve resumen de su formulación y plantea-

miento, señalando la presencia de las propiedades de los grupos de Lie y comentando su

importancia para la futura solución de los problemas de la teoŕıa.
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2. Geometŕıa diferencial y gravedad

Los grupos de Lie son estudiados por la geometŕıa diferencial, la disciplina matemática

que usa herramientas del cálculo diferencial e integral y el álgebra lineal y multilineal

en el estudio de la geometŕıa. Antes de tratarlos, necesitaremos estudiar las variedades

diferenciables y sus propiedades, lo que usaremos de punto de partida para hablar de

relatividad general, necesaria para la gravedad cuántica de lazos [1–6, 8, 11]. En esta

sección y durante todo el trabajo se empleará el convenio de Einstein para ı́ndices, en

la que ı́ndices repetidos en una expresión implican un sumatorio en todo su rango.

2.1. Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable n-dimensional es un conjunto que se parece localmente

a Rn. Es decir, podremos transladar a estos conjuntos arbitrarios el cálculo diferencial

que conocemos.

Para definir su estructura, escogeremos una serie de subconjuntos {Oα} que cubran

todos los puntos de la variedad M entera. Para cada uno de ellos, definiremos unas

aplicaciones biyectivas ψα : Oα → Uα que lleven cada punto de Oα a un subconjunto

abierto Uα de Rn. Llamaremos a estas aplicaciones cartas o sistemas de coordenadas.

Algunos subconjuntos Oα tendrán intersecciones no nulas en las que definiremos unas

aplicaciones de cambio de coordenadas. Si consideramos la intersección Oα

⋂
Oβ 6= ∅, la

aplicación ψβ ◦ψ−1
α llevará puntos de ψα[Oα

⋂
Oβ] ⊂ Uα ⊂ Rn a puntos de ψβ[Oα

⋂
Oβ] ⊂

Uβ ⊂ Rn, es decir, para un punto descrito por dos cartas, relacionará las coordenadas

que le asigna ψα con las que asigna ψβ. Llamaremos atlas al conjunto de cartas junto

con las aplicaciones ψβ ◦ ψ−1
α que las “cosen”. Al ser ψβ ◦ ψ−1

α una aplicación de Rn en

Rn, sabemos lo que significa que sea diferenciable. Si ψβ ◦ψ−1
α es continua e infinitamente

diferenciable (C∞) diremos que la variedad M junto con el atlas es diferenciable [1–4].

Figura 1: Diagrama representativo de las cartas y los cambios de coordenadas.

Por ejemplo, la 2-esfera S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3|(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1} es una varie-

dad diferenciable. No podemos cubrir toda la esfera con una sola carta, pues quedaŕıan
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puntos sobredeterminados. Por ejemplo, podemos cortarla por un plano que pase por el

centro de la esfera y proyectar cada hemisferio en un disco en R2. Repetimos este proceso

con dos planos con vector normal perpendicular al del primero y entre śı para cubrir todos

los puntos de la esfera.

Figura 2: Diagrama de una posible configuración de cartas sobre la 2-esfera S2.

Entonces, podemos decir que la 2-esfera es una variedad diferenciable de dimensión 2,

puesto que las cartas proyectan sus puntos sobre R2. Un razonamiento similar se sigue

para demostrar que la n-esfera es una variedad diferenciable

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ R3|(x1)2 + . . .+ (xn+1)2 = 1}. (2.1)

2.2. Vectores

Las variedades, en general, no tienen estructura de espacio vectorial. Los vectores

yacerán en el espacio tangente a la variedad Vp en un punto p. De esta forma, lo que

haremos será asociar a cada punto de la variedad un espacio vectorial de la dimensión de

ésta. En principio y sin definir estructura adicional, los espacios tangentes a dos puntos

distintos no tienen relación entre śı.

Siendo F la colección de funciones C∞ deM en R, definiremos la derivada direccional

Xµ : F → R en un punto p como

Xµ(f) =
∂

∂xµ
(f ◦ ψ−1)

∣∣∣∣
ψ(p)

(2.2)

con xµ las coordenadas Cartesianas de Rn. Los vectores tangentes X1, ..., Xn representan

una base del espacio tangente a la variedad en p, por lo que podemos expresar cualquier

vector de la forma vµXµ. Denotaremos por simplicidad Xµ como ∂/∂xµ o simplemente

∂µ.

Esta base, única para cada carta, se llama base coordenada. Podemos expresar los

elementos de la base coordenada para una carta ψ′ en función de la que ya tenemos

usando la regla de la cadena
∂

∂xµ
=
∂x′ν

∂xµ

∣∣∣∣
ψ(p)

∂

∂x′ν
. (2.3)

Y, entonces, las componentes v′ν de un vector se relacionan con sus componentes en la

vieja base de la forma

v′µ = vν
∂x′µ

∂xν
, (2.4)
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Figura 3: Diagrama de las funciones que utilizamos para la construcción del espacio tangente

en la ecuación (2.2).

donde ∂x′ν

∂xµ
serán simplemente los elementos del inverso de la matriz Jacobiana de trans-

formación entre los dos sistemas de coordenadas.

Las componentes del vector tangente T a una curva descrita de forma paramétrica por

sus coordenadas xµ(t) vendrán dadas por:

T µ =
dxµ

dt
. (2.5)

Definiremos también el espacio cotangente V ∗p . Éste es el espacio vectorial formado

por las aplicaciones lineales f : Vp → R. Es decir, es el espacio dual al espacio tangente.

Usualmente nos referiremos a los vectores en Vp como vectores contravariantes y a los

vectores en V ∗p como vectores covariantes. Una vez se ha escogido una vase para Vp, la

denominada base dual a ella de V ∗p es aquella que cumple que fµ(Xν) = δµν , donde δµν = 1

si µ = ν y 0 si no. Usando la base coordenada para Vp, la base de V ∗p que escogeremos

será dxµ, de forma que un vector covariante se escribe ω = ωµdx
µ [1–4]. Al cambiar de

carta, sus coordenadas cambian de la forma

ω′ν = ωµ
∂xµ

∂x′ν
, (2.6)

operando de forma análoga a la ecuación (2.3) [1–4].

2.3. Tensores y métrica

Un tensor (k, l) es una aplicación multilinear T : V ∗p × . . .× V ∗p︸ ︷︷ ︸
k

×Vp × . . .× Vp︸ ︷︷ ︸
l

→ R.

Es decir, dados k vectores covariantes y l vectores contravariantes, T produce un número

actuando de forma lineal en cada entrada. Un tensor (0, 1) es un vector covariante, y un

tensor (1, 0) es un vector contravariante.
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Si usamos la base coordenada de Vp, un tensor se escribe usando sus componentes de

la forma

T = T µ1...µkν1...νl∂µ1 ⊗ . . .⊗ ∂µk ⊗ dxν1 ⊗ . . .⊗ dxνk , (2.7)

y estas se transforman al cambiar de carta

T ′µ
′
1...µ

′
k
ν′1...ν

′
l

= T µ1...µkν1...νl
∂x′µ

′
1

∂xµ1
. . .

∂xνl

∂x′ν
′
l

. (2.8)

Para operar con tensores, usaremos habitualmente la notación de ı́ndices, por lo que

la emplearemos para explicar dos importantes operaciones. La contracción de un tensor

consiste en rebajar su rango de (k, l) a (k − 1, l − 1) con respecto a un ı́ndice covariante

y uno contravariante igualando ambos T µ1...σ...µk ν1...σ...νl . Por ejemplo, la contracción de

un tensor (1, 1) con respecto a sus dos únicos ı́ndices es simplemente la traza de la matriz

que lo representa. El producto exterior de dos tensores es una operación que toma un

tensor (k, l) T y un tensor (k′, l′) T ′ para dar como resultado un tensor (k + k′, l + l′) S,

Sµ1...µk+k′ ν1...νl+l′ = T µ1...µkν1...νlT
′µk+1...µk+k′ νl+1...νl+l′

. Por ejemplo, la operación T µσλσρv
ρSλν

da como resultado un tensor (1, 1).

Hemos definido los tensores a partir del espacio tangente a un punto de la variedad, por

tanto, tienen carácter local. Si asignamos un tensor a cada punto de la variedad obtenemos

un campo tensorial, que diremos que es suave si sus coordenadas son funciones suaves al

moverse por la variedad.

Un tipo especial de tensor es el tensor métrico, o simplemente métrica. Una métrica g

es un tensor (0,2) simétrico (gµν = gνµ) y no degenerado (ninguno de sus autovalores es 0)

que nos da información sobre cómo medir distancias en la variedad. El llamado elemento

de ĺınea ds, la distancia infinitesimal, se calcula

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.9)

La métrica, como tensor (0,2), es una aplicación de Vp en V ∗p . Esta aplicación es inver-

tible, y su inversa se denota gµν . Entonces, la métrica asigna a cada vector covariante un

vector contravariante de forma uńıvoca, y viceversa. Notacionalmente se expresa con la

acción de subir o bajar ı́ndices. gµνv
ν = vµ, gµνων = ωµ [2–4].

2.4. Curvatura

Intuitivamente, podemos distinguir una superficie curva de una plana en R3. Esta

noción de curvatura de una variedad en referencia a otra de dimensión mayor en la que

está contenida se denomina curvatura extŕınseca. Buscamos una definición de curvatura

intŕınseca que no haga referencia a variedades en las que nuestra variedad pueda yacer.

En una variedad curva, la geometŕıa no se comporta de manera intuitiva, por ejemplo, la

suma de ángulos de un triángulo no será 180◦. En el caso de una esfera si transportamos

un vector a lo largo de una curva cerrada como se ilustra en la figura 4, el vector resultante

no coincidirá con el inicial. Esta forma de transportar un vector se denomina transporte

7



Figura 4: Transporte paralelo de un vector vµ a lo largo de una curva cerrada sobre la esfera.

paralelo, y necesitaremos definirlo para establecer la curvatura intŕınseca. Antes se debe

definir un nuevo operador, el operador derivada covariante ∇ [2–4].

La derivada covariante lleva un campo tensorial (k, l) suave a otro campo tensorial

(k, l + 1) suave y ha de cumplir las siguientes propiedades:

1. Linearidad: ∇ρ(αT
µ1...µk

ν1...νl + βSµ1...µkν1...νl) = α∇ρT
µ1...µk

ν1...νl + β∇ρS
µ1...µk

ν1...νl .

2. Regla de Leibnitz: ∇ρ(T
µ1...µk

ν1...νlS
η1...ηk′ γ1...γl′

) = (∇ρT
µ1...µk

ν1...νl)S
η1...ηk′ γ1...γl′

+

T µ1...µkν1...νl∇ρ(S
η1...ηk′ γ1...γl′

).

3. Conmutatividad con la contracción: ∇ρ(T
µ1...η...µk

ν1...η...νl) = ∇ρT
µ1...η...µk

ν1...η...νl .

4. Consistencia con la identificación de vectores tangentes como derivadas direccionales

de campos escalares: t(f) = tµ∇µf .

5. Torsión nula: ∇µ∇νf − ∇ν∇µf = 0. Esta condición no es necesaria, sin embargo,

solo usaremos la derivada covariante en relatividad general, y esta teoŕıa emplea

derivadas libres de torsión.

De estas propiedades se deduce que la derivada covariante toma la forma

∇µv
ν = ∂µv

ν + Γνµρv
ρ, (2.10)

∇µων = ∂µων − Γρµνωρ, (2.11)

siendo Γρµν un campo tensorial1 (1, 2) suave simétrico respecto a sus ı́ndices covariantes

Γρµν = Γρνµ sobre el que tenemos libertad de elección y que se denomina conexión o śımbolos

de Christophel.

Podemos ahora definir la noción de transpore paralelo. Decimos que un vector vµ se

transporta paralelamente a lo largo de una curva con vector tangente tµ si la relación

tµ∇µv
ν = 0 (2.12)

1Decimos tensorial en el sentido de que es una aplicación multilineal sobre vectores, sin embargo no

se transforma como lo hacen los tensores (ecuación 2.8), al igual que la derivada parcial. No obstante, las

contribuciones no deseadas al cambio de coordenadas de estas dos se cancelan y la derivada covariante śı

se transforma correctamente.
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se cumple a lo largo de toda la curva.

Para hacer una elección de los śımbolos de Christophel, exigiremos que el producto

escalar de dos vectores se mantenga invariante al transportarlos paralelamente a lo largo

de cualquier curva, es decir

tµ∇µ(gνρv
νwρ) = 0⇒ tµ(∇µgνρ)v

νwρ + tµ(∇µv
ν)gνρw

ρ + tµ(∇µw
ρ)gνρv

ν = 0. (2.13)

Como estamos en situación de transporte paralelo,vµ y wρ vectores que satisfacen (2.12),

por lo que la condición se reduce a

∇µgνρ = 0. (2.14)

Ahora śı, la conexión queda uńıvocamente determinada y toma la forma

Γρµν =
1

2
gρη[∂µgνη + ∂νgµη − ∂ηgµν ], (2.15)

que se denomina conexión de Levi-Civita [2, 3].

Como hemos dicho, en una variedad curva el transporte paralelo a lo largo de una

ĺınea cerrada no coincide con el vector inicial. Esta definición de curvatura viene dada

por el tensor de curvatura de Riemann, que se identifica como el conmutador de dos

derivadas covariantes sucesivas

∇µ∇νωρ −∇ν∇µωρ = Rµνρ
ηωη (2.16)

o, en términos de los śımbolos de Christophel,

Rνρη
µ = ∂ρΓ

µ
νη − ∂νΓµρη + ΓγνηΓ

µ
γρ − ΓγρηΓ

µ
γν . (2.17)

A partir del tensor de curvatura se definen el tensor de Ricci Rµν = Rµρν
ρ, el escalar

de curvatura R = Rµνg
µν y el tensor de Einstein Gµν = Rµν − 1

2
R gµν . Si el tensor de

Riemann es nulo, la variedad será intŕınsecamente plana. Si no es nulo, será curva [2, 3].

Conociendo las propiedades de curvatura de una variedad, podemos establecer una

clase especial de curva, las geodésicas o curvas de mı́nima distancia, las curvas más

rectas posibles. Es claro que en el espacio plano estas curvas serán ĺıneas rectas, pero

tendrán formas más variadas en variedades curvas. Estas curvas son aquellas cuyo vector

tangente se propaga paralelamente a śı mismo. Es decir, el vector tangente cumple la

ecuación (2.12) tµ∇µt
ν = tµ∂µt

ν + tµΓνµλt
λ = 0. Usando la ecuación 2.5 para escribir las

componentes del vector tangente en función de las coordenadas de la curva y el parámetro

t que la describe, la ecuación para las coordenadas de una geodésica queda

d2xµ

dt2
+ Γµσν

dxσ

dt

dxν

dt
= 0. (2.18)

En el caso en el que la conexión sea nula vemos que se reduce simplemente a la ecuación

diferencial que describe una ĺınea recta [2–4].

Se puede definir también otro tipo de derivada sobre los tensores, la derivada de Lie.

Para esta clase de derivada no hace falta introducir una conexión, sino que se introduce
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una congruencia de curvas que no se cortan entre śı. La derivada de Lie nos da una idea

de cómo vaŕıa un tensor a lo largo de esas curvas [2,4]. Si tµ(x) es el campo vectorial que

en cada punto coincide con el vector tangente a la curva que pasa por él, la derivada de

Lie de campos vectoriales covariantes y contravariantes es

Ltv
µ = tν∂νv

µ − vν∂νtµ ; Ltωµ = tν∂νωµ + ων∂µt
ν . (2.19)

2.5. relatividad general

La relatividad general es una teoŕıa de la gravedad formulada por Albert Einstein

en 1915, la más acertada y probada teoŕıa de la gravedad que tenemos, por lo que será

el punto de partida para tratar la gravedad cuántica de lazos. Se basa en dos principios

básicos: el principio de equivalencia, que estipula que localmente un sistema bajo la acción

de un campo gravitatorio es indistinguible de uno siendo acelerado, y el principio de

covariancia, que plantea que las leyes f́ısicas han de tener la misma forma en todo sistema

de referencia. Esta teoŕıa plantea el espacio-tiempo como una variedad diferenciable en

general curva. La gravedad entonces no es una fuerza real, sino una fuerza ficticia debida a

que las trayectorias de los cuerpos por la variedad no serán ĺıneas rectas, sino geodésicas.

La conexión actuará como una aceleración ficticia análoga a las aceleraciones centŕıfuga y

de coriolis en sistemas en rotación. Además, siempre podremos escoger unas coordenadas

en las que localmente la conexión se anule [2–4].

La curvatura del espacio-tiempo viene dada por las ecuaciones de Einstein

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (2.20)

donde Tab es el tensor de enerǵıa-momento, que contiene información de la distribución

de materia y enerǵıa en nuestro espacio-tiempo. Estas son 10 complicadas ecuaciones

diferenciales no lineales acopladas de segundo orden en las componentes de la métrica,

que nos dan información de las geometŕıas posibles en un espacio-tiempo f́ısico y a qué

distribuciones de materia corresponden. Es decir, la materia curva el espacio-tiempo y el

espacio-tiempo define el movimiento de la materia.
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3. Grupos de Lie

Empezaremos recordando el concepto de grupo. Un grupo G es un conjunto dotado

de una operación interna (·) que combina dos elementos del grupo para dar lugar a otro.

Esta operación es tal que existe el elemento rećıproco y un elemento neutro I.

g · g′ = g′′ (3.1)

g · I = g = I · g (3.2)

g · g−1 = I (3.3)

con g, g−1, g′, g′′ y I ∈ G. La operación de grupo cumple la propiedad asociativa. Usual-

mente omitiremos el śımbolo ·, puesto que trabajaremos con grupos de matrices en los

que la operación de grupo es simplemente la multiplicación de matrices.

Un grupo de Lie es un grupo que también es una variedad diferenciable, puesto que

la operación de grupo y la inversión son C∞. Un simple ejemplo es el de los números

complejos de módulo unidad

{z ∈ C ; |z|2 = (Re(z))2 + (Im(z))2 = 1}. (3.4)

Es claro que este es un grupo con la multiplicación usual pudiendo expresarlo de la forma

eiθ con θ = arctan
(
Im(z)
Re(z)

)
. Además, por analoǵıa con la ecuación (2.1), es también una

1-esfera (un ćırculo), por lo que también es una variedad diferenciable [5–8].

Discutiremos solo una clase de grupos de Lie, los llamados grupos de Lie de matrices.

Estos son todos subgrupos del grupo lineal general, el grupo de las matrices invertibles

n × n. Denominaremos a este grupo GL(n,R) si las entradas son reales y GL(n,C) si

son complejas. Llamaremos grupo lineal especial SL(n,C) al subgrupo de matrices de

GL(n,C) con determinante unidad.

Los elementos de un grupo de Lie de matrices pueden identificarse con un número finito

de parámetros reales. El mı́nimo número de parámetros que pueden usarse para identificar

un elemento del grupo es la dimensión de éste. Por ejemplo, el grupo de los números

complejos de módulo unidad (3.4) tiene dimensión 1, puesto que puede ser descrito por

un único parámetro θ. La dimensión de las matrices de un grupo no tiene por qué coincidir

con la dimensión del grupo.

Definiremos una clase concreta de aplicaciones entre grupos de Lie, los homomor-

fismos de grupos de Lie. Un homomorfismo entre grupos es una aplicación que lleva

elementos de un grupo a otro conservando la operación de grupo, lo que obliga a que la

aplicación lleve la identidad del primer grupo a la identidad del segundo. Si esta aplica-

ción es además continua, diremos que es un homomorfismo de grupos de Lie. Además,

si el homomorfismo es biyectivo y su inversa es también continua, diremos que es un

isomorfismo de grupos de Lie [1, 5–7].
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3.1. Propiedades topológicas

Como hemos dicho, los grupos de Lie son una clase de variedad diferenciable, y como

tal pueden (o no) presentar ciertas propiedades topológicas, algunas de las cuales serán

comentadas a continuación [5].

3.1.1. Compacidad

Un conjunto compacto es aquel con fronteras (cerrado), y además sus fronteras están

contenidas en el conjunto (acotado). En el caso de los grupos de matrices, esto se traduce

en que el módulo de cada elemento de las matrices que lo componen esán siempre por

debajo de un cierto número C, |Aij| ≤ C. Por ejemplo, los conjuntos O(n), SO(n), U(n)

y SU(n) son grupos compactos, con |Aij| ≤ 1.

3.1.2. Conectitud

Una variedad es conexa si para cualquier par de elementos de la variedad g y h existe

una curva γ(t) continua que cumple que γ(0) = g y γ(a) = h, es decir, la curva une de

forma continua los elementos de la variedad.

Definiremos la componente identidad de un grupo de Lie como el subconjunto de

matrices g conectadas con la identidad, es decir, γ(0) = I y γ(a) = g. Evidentemente en

un grupo conexo la componente identidad será el grupo completo.

3.1.3. Conectitud simple

Una variedad es simplemente conexa si podemos deformar de forma continua cualquier

curva cerrada para dar lugar a un punto.

3.2. Ejemplos

Si bien hay multitud de grupos de Lie, comentaremos algunos de los ejemplos más

recurrentes en f́ısica.

3.2.1. Grupos unitarios

Una matriz g de dimensión n × n pertenece al grupo unitario U(n) si sus vectores

columna son ortonormales usando el producto interno estándar en Cn 〈x, y〉 = δijx̄
jyi

ḡli glj = g†il glj = δij (3.5)

donde ḡli es el complejo conjugado de gli y g† es la matriz adjunta de g, es decir su

traspuesta conjugada. Equivalentemente, g†g = I, por lo tanto,

g† = g−1. (3.6)

Además, las matrices unitarias preservan el producto interno estándar en Cn

〈gx, gy〉 = 〈g†gx, y〉 = 〈x, y〉.
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Una matriz es unitaria si y solo si preserva el producto en Cn.

Dado que para una matriz M general, detM † = detM , en el caso unitario det(g†g) =

det g det g = | det g|2 = det I = 1. Por tanto, si g ∈ U(n) entonces det g = ±1. El

subgrupo correspondiente al signo positivo se denomina grupo unitario especial SU(n).

Es claro que (3.4) representa el grupo U(1), puesto que (eiθ) = e−iθ = (eiθ)−1 [5–7].

3.2.2. Grupos ortogonales

Siguiendo un razonamiento análogo al caso unitario, una matriz real g de dimensión

n×n pertenece al grupo ortogonal O(n) si sus vectores columna son ortonormales usando

el producto escalar eucĺıdeo en Rn (x, y) = δijx
jyi

δklg
ki glj = δklg

T ik glj = δij (3.7)

donde gT es la matriz traspuesta de g. En este caso podemos expresar la condición como

gTg = 1. Entonces

gT = g−1 (3.8)

Como en el caso unitario, una matriz será ortogonal si y solo si preserva el producto

escalar eucĺıdeo en Rn

(gx, gy) = (gTgx, y) = (x, y).

Las matrices ortogonales también cumplen que det g = ±1, y si nos restringimos al

caso positivo obtenemos matrices pertenecientes al grupo ortogonal especial SO(n). Los

elementos de SO(n) representan rotaciones, mientras que los de O(n) representan bien

rotaciones o bien combinaciones de rotaciones y reflexiones. Podemos repetir el procedi-

miento permitiendo entradas complejas en las matrices, llegando a la conclusión de que las

matrices complejas pertenecen a O(n,C) si y solo si gTg = 1. Estas matrices tienen deter-

minante det g = ±1 y podemos seleccionar aquellas con determinante unidad obteniendo

elementos de SO(n,C) [5–7].

3.2.3. Grupos ortogonales generalizados. El grupo de Lorentz

Se puede generalizar el concepto de matriz ortogonal usando en lugar del producto

eucĺıdeo la forma bilineal

(x, y)n,n′ = −x1y1 − . . .− xnyn + xn+1yn+1 + . . .+ xn+n′yn+n′ = ηijx
jyi (3.9)

con x e y vectores de Rn+n′ y η una matriz diagonal con menos unos en sus n primeros

elementos y unos en los n′ siguientes

η =



−1
. . .

−1

1
. . .

1


. (3.10)
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Las matrices g de dimensión (n+n′)× (n+n′) que lo preservan (gx, gy)n,n′ = (x, y)n,n′

constituyen el grupo ortogonal generalizado O(n, n′). Equivalentemente, una matriz g

pertenece a O(n, n′) si y solo si gTηg = η. Esto además impone que (det g)2 det η =

det η ⇒ det g = ±1. Igual que en el resto de casos, restringirnos al caso del determinante

positivo da lugar al grupo SO(n, n′). En concreto, el grupo O(1, 3) se denomina grupo de

Lorentz, que tiene un interés particular en el estudio de la relatividad especial [5].

3.2.4. Grupos simplécticos

Un grupo real simpléctico Sp(n;R) de matrices 2n× 2n está constituido por matrices

que preservan la forma bilineal

ω(x, y) = Ωijx
iyj (3.11)

siendo Ω =

(
0 I

−I 0

)
y x e y vectores de R2n. Las matrices que lo forman cumplen

−ΩgTΩ = g−1. Equivalentemente se define el grupo complejo simpléctico como el grupo

de las matrices que preservan la misma forma ω tomando vectores en C2n. Todas las

matrices simplécticas tienen determinante unidad [5].

3.3. Exponencial de una matriz

La exponencial de matrices juega un papel central en el estudio de los Grupos de Lie,

puesto que constituye la herramienta que relaciona el grupo con su espacio tangente. Se

define la exponencial de una matriz X de dimensión n× n mediante su serie de Taylor

eX =
∞∑
m=0

Xm

m!
. (3.12)

Esta serie converge para cualquier matriz de entradas complejas. Además, dado que Xm

es una función continua de X, la exponencial también lo es [5–8].

Por ejemplo, si X =

(
0 −a
a 0

)
con a ∈ R, vemos que X2 =

(
−a2 0

0 −a2

)
, X3 =(

0 a3

−a3 0

)
y X4 =

(
a4 0

0 a4

)
. Como X4 es proporcional a la identidad, el resto serán

recurrentes excepto el factor de proporcionalidad, por lo tanto la suma quedará

eX =
∞∑
m=0

Xm

m!
=

( ∑∞
m=0

(−1)ma2m

2m!
−
∑∞

m=0
(−1)ma2m+1

(2m+1)!∑∞
m=0

(−1)ma2m+1

(2m+1)!

∑∞
m=0

(−1)ma2m

2m!

)
=

(
cos a − sin a

sin a cos a

)
.

La exponencial cumple las siguientes propiedades para dos matrices X e Y cualesquiera:

1. e0 = I.

2. (eX)† = eX
†
.

3. eX es invertible y (eX)−1 = e−X .

4. det(eX) = etr(X)
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5. eX
T

= (eX)T

6. e(α+β)X = eαXeβX para α, β ∈ C.

7. eX+Y = eXeY si y solo si XY = Y X.

8. egXg
−1

= geXg−1 siendo g invertible.

3.4. Álgebras de Lie

Los grupos de Lie son variedades, en general curvas, cuyas propiedades pueden ser

codificadas en su mayoŕıa en un espacio vectorial con estructura adicional, el álgebra del

grupo. Un álgebra de Lie g es un espacio vectorial sobre el que se define una aplicación

bilineal antisimétrica denominada corchete de Lie [ , ], que asocia dos elementos del

ágebra con un tercero. Esta aplicación ha de cumplir la identidad de Jacobi [X, [Y, Z]] +

[Y, [Z,X]]+[Z, [X, Y ]] = 0 ∀X, Y, Z ∈ g. Hay un amplio rango de aplicaciones que pueden

ser usadas como corchete para definir un álgebra, por ejemplo, R3 con el producto vectorial

es un álgebra de Lie [5–8]. Sin embargo, para los álgebras de los grupos de matrices que

usaremos, siempre definiremos el corchete de Lie como el conmutador [X, Y ] = XY −Y X.

Dada una base del álgebra {Yi}, definimos las constantes de estructura cij
k como

las constantes únicas para cada álgebra que satisfacen [Yi, Yj] = cij
kYk.

El álgebra se relaciona con el grupo mediante la aplicación exponencial etY . El álgebra

g de un grupo G es el conjunto de las matrices que cumple que etY = g con Y ∈ g y g ∈ G
para cualquier t ∈ R. Dado que la exponencial conforma una curva continua en el grupo

parametrizada por t, y cuando t = 0 se cumple que e0·Y = I, mediante la exponencial

de elementos del álgebra solo generaremos los elementos del grupo conectados con I, es

decir, la componente identidad del grupo. Esto implica que el álgebra solo generará el

grupo completo si este es conexo [5].

Si llamamos a la curva exponencial γ(t) = etY , de forma que γ(0) = I, el vector

tangente a la curva será dγ(t)
dt

= Y etY según la ecuación (2.5), que para t = 0 quedará

simplemente dγ(t)
dt

∣∣
t=0

= Y . Por lo tanto, los elementos Y del álgebra forman el espacio

tangente al grupo en la identidad [5–8].

Esta propiedad permea a los homomorfismos de grupo. Si Φ : G → H es un homo-

morfismo del grupo de Lie G al grupo de Lie H, existe una única aplicación φ : g → h

que relaciona las álgebras correspondientes a cada grupo, de forma que Φ(eY ) = eφ(Y ). En

concreto, φ será la derivada de Φ en la identidad, dado que los homomorfismos de grupo

han de relacionar las identidades de los grupos. Entonces φ(Y ) = dΦ(etY )
dt

∣∣
t=0

con Y un

elemento de g. Llamaremos a φ homomorfimo de álgebras de Lie [5].

Al tratar con aplicaciones en f́ısica se suele utilizar otro convenio para la aplicación

exponencial, añadiéndola un factor i, quedando eitX = g, de modo que el nuevo álgebra

se relaciona con el anterior de la forma iX = Y . También cambiarán las constantes de

estructura [Yi, Yj] = [iXi, iXj] = −[Xi, Xj] = i cij
kXk, entonces las nuevas se relacionarán

con las anteriores multiplicando por −i. Durante el resto del trabajo emplearemos este
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convenio.

Por ejemplo, el álgebra de U(n), u(n), es el espacio de las matrices X de dimensión

n × n que satisfacen X† = X, las matrices hermı́ticas, lo que se demuestra usando las

propiedades de la exponencial

(eiX)† = (e−iX)−1 ⇒ eX
†

= eX ⇒ X† = X. (3.13)

El álgebra de SU(n) es su(n), y lo componen las matrices de u(n) con traza nula. Como

el determinante de las matrices de SU(n) es 1, det(eiX) = eitr(X) = e0 = 1.

En el caso de los grupos ortogonales, el álgebra de O(n) es el espacio de las matrices

X de dimensión n× n que cumplen XT = −X, lo cual se demuestra de forma análoga al

caso unitario

(eiX)T = (eiX)−1 ⇒ eiX
T

= e−iX ⇒ XT = −X. (3.14)

Este tipo de matrices, las matrices antisimétricas, tienen traza cero por definición (de

hecho, cada elemento de la diagonal es nulo), por tanto este también es el álgebra de

SO(n) y lo denominaremos so(n).

3.5. Representaciones

En las aplicaciones f́ısicas, lo que nos interesará de los grupos serán la forma en la que

transforman los vectores. Siendo V un espacio vectorial sobre R de dimensión n arbitrario,

las transformaciones lineales invertibles sobre las coordenadas de los vectores dada una

determinada base serán elementos del grupo GL(n,R), o GL(n,C) si tenemos un espacio

vectorial sobre C. Por otra parte, el espacio de los operadores lineales que llevan vectores

de V a śı mismo será gl(V ) ≡ End(V ) que, además, será un álgebra de Lie [5–7].

Una representación de un grupo de Lie G es un homomorfismo de grupos de Lie Π

que lleva elementos del grupo a GL(n,R) en el caso real y a GL(n,C) en el caso complejo

Π : G→ GL(n,R) ; Π : G→ GL(n,C). (3.15)

Una representación de un álgebra de Lie g es un homomorfismo de álgebras de

Lie π que lleva elementos del álgebra a gl(V )

π : g→ gl(V ) (3.16)

Una representación de cualquiera de los dos tipos es una representación fiel si el ho-

momorfismo es biyectivo, es decir, la representación constituye un grupo (o un espacio

vectorial en el caso de la representación de álgebra) isomorfo al grupo de Lie (o al álgebra).

Dado que los grupos que trataremos siempre serán de matrices, la acción de una re-

presentación sobre un vector se reducirá la acción de una matriz sobre el vector de coor-

denadas.

Tenemos ahora una nueva forma de clasificar subespacios de V atendiendo a como una

representación actúa sobre él. Diremos que un subespacio W de V es invariante ante
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la acción de una representación Π de G si al actuar ésta sobre vectores de W da como

resultado otro vector de este mismo subespacio Π(g)w ∈ W ∀w ∈ W, g ∈ G. Además, W

es no trivial si es distinto de cero. Si la representación no tiene subespacios invariantes

no triviales diremos que es una representación irreducible. Todos estos conceptos se

definen de igual forma para representaciones de álgebras.

En términos de representaciones, la propiedad del álgebra de ser el espacio tangente

al grupo en la identidad aparece otra vez. Dada una representación Π de un grupo G

siempre existe una representación π de su álgebra g que cumple Π(eX) = eπ(X) ∀X ∈ g y

que corresponde a la derivada en la identidad de la representación del grupo

π(X) =
d

dt
Π(eitX)

∣∣∣∣
t=0

. (3.17)

La inversa no es siempre cierta. Uno no puede siempre construir Π a partir de π, sólo

es posible si G es un grupo simplemente conexo. La demostración excede el propósito de

este trabajo, pero puede encontrarse en la referencia [5].

Dado que el álgebra g de un grupo G tiene estructura de espacio vectorial, podemos

establecer sobre él representaciones tanto del grupo como del propio álgebra. Esta clase de

representaciones se denominan representaciones adjuntas. La representación adjunta

del grupo, denotada Adg viene dada por Adg(Y ) = gY g−1, con g ∈ G e Y ∈ g. Adg(Y ),

al ser lineal en Y , pertenece también al álgebra, puesto que si calculamos su exponencial

obtenemos eigY g
−1

= geiXg−1 que es un elemento del grupo. La representación adjunta del

álgebra es adX(Y ) = [X, Y ], con X, Y ∈ g. En el caso de las representaciones adjuntas

siempre se cumple que eiadXY = AdeiXY .

A partir de representaciones conocidas, existen mecanismos que nos permiten construir

otras nuevas. Uno de ellos es la suma directa ⊕ de representaciones. La suma directa

de las representaciones Π1, . . . ,Πm de G en los espacios V1, . . . , Vm está definida como

(Π1(g)⊕ . . .⊕ Πm(g))(v1, . . . , vm) = (Π1(g)v1, . . . ,Πm(g)vm) (3.18)

con g ∈ G. Se define de forma análoga la suma directa de representaciones de álgebras.

Estas sumas directas son representaciones por śı mismas.

Otro mecanismo es el del producto tensorial. El producto tensorial de un espacio

vectorial V de dimensión n y otro U de dimensión m, es un espacio vectorial V ⊗ U

construido con vectores de V y de U que tiene dimensión n ·m. El producto tensorial de

dos vectores de V y U lo denotaremos v⊗u. Entonces, si {vi} es una base de V y {uj} es

una base de U , {vi ⊗ uj} constituye una base del espacio producto. Nótese que no todo

vector del espacio producto puede expresarse como el producto tensorial de un vector

de V con otro de U , sino que algunos solo podrán escribirse como combinación lineal de

varios productos. Si tenemos una representación Π1 de un grupo de Lie G sobre V y otra

Π2 de H sobre U , el producto tensorial de las dos representaciones es una representación

Π1 ⊗ Π2 de G×H que actúa sobre V ⊗ U de la forma

(Π1 ⊗ Π2)(g, h)v ⊗ u = (Π1(g)v)⊗ (Π2(h)u) (3.19)
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La representación de álgebras asociada es

(π1 ⊗ π2)(X, Y ) = π1(X)⊗ I + I ⊗ π2(Y ) (3.20)

con X ∈ g e Y ∈ h. Si tomamos el producto tensorial de dos representaciones del mismo

grupo G, esta puede ser vista tanto como una representación de G como de G×G, aunque

cuando tratemos productos de este tipo siempre usaremos el primer punto de vista. Se

puede demostrar que, aunque Π1 y Π2 sean representaciones irreducibles de G, su producto

tensorial no tiene por qué serlo. Podemos preguntarnos si es posible expresarlo como la

suma directa de otras representaciones irreducibles [5–7]. Esta idea se desarrolla en la

teoŕıa de Clebsch-Gordan, que veremos en más profundidad en la sección 3.7.

3.6. SU(2) y SO(3)

Los grupos SU(2) y SO(3) aparecen en diversas áreas de la f́ısica. Estos grupos están

relacionados de una forma particular. En esta sección estudiaremos sus propiedades por

separado y la relación entre ellos para ilustrar todo lo visto hasta el momento [5–8].

Las matrices de SU(2) son de la forma

g =

(
a+ ib c+ id

−c+ id a− ib

)
, (3.21)

con a, b, c, y d parámetros reales. Esta clase de matrices cumple la condición (3.6) de

unitariedad. La condición de det g = 1, en este caso, se expresa como

det g = a2 + b2 + c2 + d2 = 1 (3.22)

que, comparando con la ecuación (2.1), vemos que corresponde a la ecuación de una 3-

esfera. Es por esto por lo que podemos decir que SU(2) es, como variedad, isomorfo a

S3, aśı que es compacto, conexo y simplemente conexo. Dado que podemos identificar

cada matriz del grupo con 4 parámetros y tenemos una ligadura, la del determinante, el

grupo tiene dimensión 3. El álgebra su(2) consiste en el espacio vectorial de las matrices

hermı́ticas 2× 2, como demostramos en la ecuación (3.13). Una base de este espacio es

σ1 =

(
0 1

1 0

)
σ2 =

(
0 i

−i 0

)
σ3 =

(
1 0

0 −1

)
; [σi, σj] = 2iεij

kσk. (3.23)

Estas son las conocidas como matrices de Pauli, y εij
k son los śımbolos de Levi-Civita,

que es 0 si hay ı́ndices repetidos, -1 si hacemos una permutación impar de los ı́ndices y 1

en cualquier otro caso.

En el caso de SO(3), sus elementos están generados por la multiplicación de matrices,

todas de determinante unidad, de tres tipos1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα

cos β 0 − sin β

0 1 0

sin β 0 cos β

cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

 (3.24)
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con α, β y γ parámetros reales. Como vemos, son las matrices de rotación en R3 alrededor

de los tres ejes cartesianos, aśı que SO(3) tiene también dimensión 3.

El álgebra so(3) es el espacio vectorial de las matrices antisimétricas 3× 3 de entradas

imaginarias, que podemos generar con la base

Σ1 =

0 1 0

1 0 1

0 1 0

Σ2 =

0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

Σ3 =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 ; [Σi,Σj] = iεij
kΣk. (3.25)

Como vemos tiene las mismas constantes de estructura, a excepción de un factor 2, que

su(2), lo que hace evidente que son isomorfas, y en estos términos diremos que SU(2) y

SO(3) tienen el mismo álgebra.

Para dar con la relación entre los grupos haremos uso de la representación adjunta de

SU(2). Tenemos que Ad es una aplicación Ad : SU(2) → GL(3,R), puesto que su(2) es

de dimensión 3, y que relaciona cada elemento de SU(2) con una transformación lineal

sobre el álgebra de la forma AdgX = gXg−1 con g ∈ SU(3) y X ∈ su(2).

Calcularemos determinante de una matriz X = X1σ1 +X2σ2 +X3σ3

detX =

∣∣∣∣ X3 X1 + iX2

X1 − iX2 −X3

∣∣∣∣ = −((X1)2 + (X2)2 + (X3)2) = −δijX iXj (3.26)

que, como vemos, es menos la norma eucĺıdea de las coordenadas de X como vector. Cal-

culemos ahora el determinante de un vector de su(2) transformado mediante un elemento

de la representación adjunta

det(AdgX) = det(gXg−1) = det(g) det(X) det(g−1) = detX (3.27)

donde hemos usado que detg = 1 ∀ g ∈ SU(2). De esta relación y de (3.26) extraemos la

conclusión de que las transformaciones Adg preservan la norma eucĺıdea de R3, es decir,

son transformaciones ortogonales. Aśı que Ad es un homomorfismo Ad : SU(2) → O(3).

Sin embargo, sabemos que los elementos de O(3) son bien rotaciones o bien rotaciones

con inversión, según si su determinante es 1 o -1, y no podemos pasar de forma continua

de un tipo al otro. Por tanto, dado que el primer tipo constituye SO(3) y este contiene la

identidad, SO(3) es la componente identidad de O(3). Ad tiene que relacionar la identidad

de SU(2) con la de SO(3), y además tiene que ser una aplicación continua, luego no hay

forma de que haya elementos de O(3) fuera de SO(3) en la imagen de Ad, puesto que

hemos visto que SU(2) es un grupo conexo. Aśı que la representación adjunta de SU(2)

es de la forma

Ad : SU(2)→ SO(3). (3.28)

Esta relación, sin embargo, no es un isomorfismo. Se demuestra fácilmente de la siguiente

forma

Ad−gX = (−g)X(−g−1) = gXg−1 = AdgX, (3.29)

luego Ad relaciona g y −g con el mismo elemento de SO(3). Aśı que Ad recubre dos veces

SO(3). Se dice que SU(3) es el recubridor universal de SO(3), es decir, un grupo conexo

y simplemente conexo que lo recubre completamente.
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Usaremos esta relación para describir las propiedades de SO(3) como variedad. Sabe-

mos que SU(2) es isomorfo a S3 y que existe una aplicación que relaciona los elementos

g y −g de SU(2) con un mismo elemento de SO(3). Entonces, podemos relacionar cada

par de elementos diametralmente opuestos, es decir, antipodales de la 3-esfera con un

elemento de SO(3). Decimos entonces que SO(3) es isomorfo a la 3-esfera con los puntos

antipodales identificados, aśı que como variedad se comporta de la misma forma. Dado

que los puntos antipodales están identificados podemos describirlo como una semiesfera,

siendo cuidadosos con el corte puesto que los elementos del borde estarán identificados.

Para describir las propiedades de esta variedad usaremos el caso de la semiesfera de S2

para poder visualizarlo, pero el razonamiento para S3 es equivalente.

Figura 5: Diagrama de la semiesfera de S2 con los puntos antipodales identificados en el corte

y una curva cerrada sobre ella.

En la figura 5 observamos que, si bien es una variedad compacta y conexa, si estable-

cemos una curva cerrada que pasa por el corte no podemos deformarla hasta obtener un

punto, puesto que si movemos el punto g en sentido antihorario, tendremos que mover −g
en el mismo sentido dado que son el mismo punto. Entonces, podemos decir que SO(3) es

un grupo compacto y conexo, pero no simplemente conexo. Podemos ver ahora la utilidad

de la relación que hemos establecido entre estos dos grupos, siendo capaces de deducir

propiedades de SO(3) usando propiedades de SU(2), que es matemáticamente más simple

de tratar [5, 7].

Las representaciones de estos grupos tienen un gran interés, en particular en el estudio

del momento angular. Para introducirlas, denotaremos como Vj, siendo j un número

semientero o entero positivo, el espacio vectorial de polinomios de grado 2j en C2 que son

combinación lineal de términos del tipo xpyq con x, y ∈ C y p+q = 2j siendo p y q números

naturales. Este espacio tendrá dimensión 2j+1. Denotaremos los elementos de este espacio

como v

[(
x

y

)]
= v+jx2j + v+j−1x2j−1y+ . . .+ v−jy2j Entonces, una representación Πj de

SU(2) será de la forma

Πj(g)v

[(
x

y

)]
= v

[
g−1

(
x

y

)]
. (3.30)

Estas representaciones se denominan representaciones de spin-j, y son representaciones

irreducibles de SU(2). Además, puede demostrarse que todas las representaciones irredu-

cibles de este grupo son isomorfas a estas [5]. Para que una de ellas sea también represen-

tación de SO(3), dado que hemos demostrado que la relación entre este y SU(2) es dos a

uno, se debe cumplir que Πj(g) = Πj(−g), y en concreto para g = I. Además, dado que

todos los homomorfismos de grupos relacionan la identidad de un grupo con la del otro,
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ha de cumplirse que Πj(I) = Πj(−I) = I. Según la definición que hemos dado de Πj,

Πj(−I)v

(
x

y

)
= v

(
−x
−y

)
= (−1)2jv

(
x

y

)
. (3.31)

Es decir, Πj solo será una representación irreducible de SO(3) cuando el spin sea entero.

En cuanto a las representaciones de las álgebras son las mismas para ambos casos,

dado que como hemos dicho, son el mismo. Usando las coordenadas vm de los vectores de

Vj, las representaciones πj del álgebra darán lugar a transformaciones que actuarán como

matrices de la dimensión apropiada multiplicando al vector de coordenadas. Por ejemplo,

para spines 1/2 y 1 la representación de σ3 operará de la siguiente forma

π1/2(σ3)v = π1/2(Σ3)v =

(
1 0

0 −1

)(
v+1/2

v−1/2

)

π1(σ3)v = π1(Σ3)v =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

v+1

v0

v−1

, (3.32)

donde hemos nombrado los ı́ndices con una notación apropiada para relacionar estos

vectores con los estados de momento angular. Dado que SU(2) es simplente conexo, para

estas representaciones se cumple que Πj(e
iX) = eiπj(X) es una representación de este grupo.

Sin embargo, Πj(e
iX) = eiπj(X) solo es una representación de SO(3) si j es entero [5,7,8].

3.7. Grupos de Lie en f́ısica

Las propiedades de los grupos de Lie se aplican en multitud de ámbitos de la f́ısica.

Comentaremos a continuación algunos de los ejemplos más representativos.

3.7.1. Momento angular

En mecánica cuántica, los estados de las part́ıculas se representan mediante vectores en

un espacio de Hilbert de funciones complejas de cuadrado integrable. Este es un espacio

vectorial de dimensión infinita, cuyos elementos serán representados en notación de Dirac

como kets. El espacio dual al espacio de Hilbert tiene como elementos los bras, de forma

que el producto de un ket por un bra dará como resultado un escalar. En este espacio

podemos establecer representaciones irreducibles de SU(2) usando como espacio vectorial

un subespacio de dimensión 2j+1 con spin-j. Estos serán por śı mismos espacios invariantes

ante la acción del grupo y del álgebra [7, 9]. Se construyen sobre estos subespacios los

llamados operadores de momento angular, proporcionales a las representaciones de su(2)

Sjx =
~
2
πj(σ1) , Sjy =

~
2
πj(σ2) , Sjz =

~
2
πj(σ3). (3.33)

Escribiremos los estados del subespacio en cuestión usando como base los autoestados

de Sjz , que serán en notación de bra-kets |j,m〉 con m = j, j − 1, ..., (−j + 1),−j. Estos
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estados son isomorfos a los polinomios definidos en la sección anterior, de forma |j,m〉 ≡
xj+myj−m. Para el caso de spin-1/2 tenemos

Sjzv =
~
2
σ3v =

~
2

(
1 0

0 −1

)(
v+1/2

v−1/2

)
. (3.34)

Dado que los estados han de estar normalizados, observamos que los autovalores de

|1/2,+1/2〉 y |1/2,−1/2〉 son ~
2

y −~
2

respectivamente. Estos son los posibles valores

de momento angular en la dirección z de un sistema con spin-1/2. Haciendo actuar Sjx y

Sjy sobre estos estados se obtienen los autoestados de momento angular en x y en y cuyos

autovalores serán los mismos que en dirección z. Estos autovectores lo son también de un

operador (Sj)2 = SjxS
j
x + SjyS

j
y + SjzS

j
z con autovalor, para todos los casos, ~2j(j + 1). Es

decir el valor de (Sj)2 solo depende de la representación en la que trabajemos.

En cuanto a las representaciones del grupo, actúan como la exponencial de los opera-

dores de momento angular eα
i
~
~Sj ·n̂. Lo que representa este operador es la acción de una

rotación de ángulo α alrededor de un eje en dirección n̂ sobre los vectores del subespacio

de spin j.

Para describir el caso de varios sistemas con spin diferente, el estado que describe el

sistema total es el producto tensorial de los estados de los sistemas por separado, y la

representación que tendremos que usar será el producto tensorial de representaciones in-

dividuales. Esta nueva representación no será irreducible en general, pero en el caso de

SU(2) siempre podremos expresarla como suma de representaciones irreducibles. Si tene-

mos dos estados de momento angular |j1m1〉 y |j2m2〉, el estado que describe al conjunto

será |j1m1〉 ⊗ |j2m2〉 ≡ |j1j2m1m2〉. Sabemos que las representaciones irreducibles están

descritas por un único j, luego intentaremos expresar este estado como combinación lineal

de estados |j,m〉. Aśı

|j1j2m1m2〉 =
∑
j,m

〈j,m|j1j2m1m2〉|j,m〉, (3.35)

donde 〈j,m|j1j2m1m2〉 son los llamados Coeficientes de Clebsh-Gordan. Estos son nulos

excepto si m = m1 + m2 y |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2, lo que asegura la conservación del

momento angular [7, 9].

Existe una relación entre los operadores y autovectores de momento angular y aquellos

correspondientes a dos osciladores armónicos desacoplados. Si denotamos a estos oscilado-

res como + y -, definiremos los autoestados del hamiltoniano total |n+, n−〉 y los conocidos

operadores creación, aniquilación y número como

N+|n+, n−〉 = n+|n+, n−〉 , N−|n+, n−〉 = n−|n+, n−〉, (3.36)

a†+|n+, n−〉 =
√
n+ + 1|n+ + 1, n−〉 , a†−|n+, n−〉 =

√
n− + 1|n+, n− + 1〉, (3.37)

a+|n+, n−〉 =
√
n+|n+ − 1, n−〉 , a−|n+, n−〉 =

√
n−|n+, n− − 1〉. (3.38)

Ahora, se pueden identificar estos operadores con los de momento angular de la forma

S+ ≡ Sx + Sy ≡ ~a†+a− , S− ≡ Sx − Sy ≡ ~a†−a+ , Sz ≡
~
2

(N+ −N−), (3.39)
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Usando estas definiciones se obtiene

[Sz, S±] = ±~S± , [S+, S−] = 2~Sz, (3.40)

que son las relaciones de conmutación de los operadores de momento angular. Los auto-

valores de los estados |n+, n−〉 se relacionan con los autovalores de momento angular de

la forma

n+ ≡ j +m , n− ≡ j −m. (3.41)

Esta forma de expresar el momento angular mediante los autoestados y operadores de dos

osciladores armónicos desacoplados se denomina representación de Schwinger [9].

3.7.2. Relatividad especial. El grupo de Lorentz

La relatividad especial explica la dinámica de los cuerpos en un espacio-tiempo plano.

La métrica para observadores inerciales, denominada métrica de Minkowski, tiene la forma

ηij =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.42)

en coordenadas cartesianas. En este trabajo se trabajará con métricas de signatura (−1, 1, 1, 1).

Como vimos en 3.2.3, las matrices Λ que preservan esta métrica son las que constituyen

el grupo O(1, 3). Este grupo tiene 4 componentes conexas, según si det Λ = 1 (trans-

formaciones propias) o det Λ = −1, o bien si Λ00 ≥ 1 (transformaciones ortocronas) o

Λ00 ≤ 1. Estaremos interesados en la componente que cumple que det Λ = 1 y Λ00 ≥ 1,

que es el denominado grupo restringido de Lorentz SO+(1, 3). Las transformaciones de

este grupo serán, o bien elementos de SO(3) en las coordenadas espaciales, es decir rota-

ciones espaciales, o bien boosts en cualquier dirección espacial [2–5]. Las matrices tienen

la forma 
1 0 0 0

0

0 SO(3)

0

 ;


cosh θ sinh θ 0 0

sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (3.43)

La primera matriz es una rotación espacial, mientras que la segunda representa un cambio

a un sistema de referencia que se mueve a velocidad v = tanh θ en el eje x en unidades

naturales. Este grupo tiene dimensión 6, puesto que SO(3) tiene dimensión 3 y podemos

hacer boosts en las tres direcciones independientes del espacio.

En el caso del resto de las componentes conexas de O(1, 3), f́ısicamente representan

lo mismo. La diferencia es que si det Λ = −1 la transformación también involucra una

inversión espacial, y si Λ00 ≤ 1 involucra una inversión temporal [2–4].

Las transformaciones de Lorentz, además de ser una simetŕıa de la cinemática en

relatividad especial, también lo son de las ecuaciones de Maxwell, de la ecuación de Dirac

y del modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas.
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3.7.3. Mecánica anaĺıtica

La mecánica anaĺıtica usa el formalismo lagrangiano y el hamiltoniano para calcular las

ecuaciones de movimiento de los sistemas. Cada sistema se caracterizará por un núme-

ro n de coordenadas generalizadas qi. En el formalismo Lagrangiano la relación entre

coordenadas y momentos se da minimizando un funcional denominado acción

S =

∫
L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)dt, (3.44)

donde t es un parámetro que si trabajamos con trayectorias de cuerpos generalmente será

el tiempo. L es el denominado lagrangiano del sistema. Las trayectorias qi(t) del sistema

serán aquellas que minimicen S, y serán las dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange

que se obtienen mediante el principio de mı́nima acción

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi
. (3.45)

En el formalismo hamiltoniano se asocia a cada coordenada un momento generalizado

pi = ∂L
∂q̇i

. Usaremos una notación en la que qi = ξi y pi = ξn+i, de forma que tenemos

el sistema descrito por 2n coordenadas ξi. Estas coordenadas conforman el espacio de

fases. Para obtener las ecuaciones de movimiento este formalismo utiliza otra función, el

hamiltoniano H = piq̇
i−L. Las ecuaciones que describen el sistema son las ecuaciones de

Hamilton

ξ̇i =
∂H

∂ξn+i
; ξ̇n+i = −∂H

∂ξi
, (3.46)

que se pueden escribir usando la aplicación bilineal ω definida en (3.11) de la forma

ξµ = Ωµν∂νH (3.47)

donde los ı́ndices µ y ν recorren de 0 a 2n. Entonces, cualquier transformación que per-

tenezca a una representación del grupo simpléctico sobre las coordenadas mantendrá la

forma de estas ecuaciones. Estas transformaciones son las denominadas transformaciones

canónicas, y son de crucial importancia en el estudio de la mecánica anaĺıtica [16].

3.7.4. Fibrados, Yang-Mills y modelo estándar

Una de las aplicaciones de los grupos de Lie es la construcción de las llamadas teoŕıas

de campos gauge. Para comprender su formulación antes hay que definir el concepto

de fibrado [1, 7]. Un fibrado es una variedad diferenciable de dimensión n + n′ que se

construye a partir de los siguientes elementos:

1. Una variedad de base M de dimensión n llamada espacio base.

2. Otra variedad F de dimensión n′ de la que asociamos copias idénticas en cada punto

de M , a la que llamamos fibra.

3. El espacio total E, que es el conjunto de todas las fibras junto con la base.
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4. Una aplicación f : E →M llamada proyección, que identifica un punto en el espacio

total con un punto en el espacio base, es decir, es la aplicación que identifica cada

fibra con un punto en M .

5. Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura. Este grupo se introduce como un

grupo de transformaciones sobre F .

Figura 6: Diagrama de los elementos de un fibrado.

Por ejemplo, el espacio tangente a una variedad en un punto es una clase de fibra, y

el conjunto de la variedad con todos los espacios tangentes en cada punto es el fibrado

tangente.

Si en cada punto escogemos un solo elemento de la fibra correspondiente, formamos

una sección s(p). En el fibrado tangente las secciones son los campos vectoriales.

Los fibrados en los que estaremos interesados en este apartado son los llamados fibrados

principales P , que son aquellos en los que se escoge como fibra el grupo de estructura que,

como grupo de Lie, también es una variedad. Para formular las teoŕıas de Yang-Mills

usaremos esta clase de fibrados, y como espacio base se escogerá el espacio-tiempo de

Minkowski.

Podemos construir el espacio tangente TuP al fibrado, con u un punto del fibrado,

puesto que es una variedad. Tendrá dos partes, el subespacio vertical VuP , que es la parte

de TuP que es también tangente a la fibra. Puesto que la fibra es un grupo de Lie, este

subespacio será isomorfo al álgebra. El subespacio horizontal HuP será aquel que cumple

TuP = HuP ⊕VuP . La construcción que separa los elementos de las dos partes de TuP se

denomina conexión del fibrado. Con esta conexión y una sección arbitraria se construye

un potencial vector A = AiTi, que será un elemento del álgebra, siendo Ti un elemento

de la base del álgebra. A también es un cuadrivector covariante, luego podemos escribirlo

como A = Aµdxµ. Denotaremos las componentes en ambas bases como A = Aiµdx
µTi.

Si cambiamos la sección escogida, siempre podemos encontrar elementos del grupo que

cumplan s′(p) = s(p)g(p). El potencial vector construido con la nueva sección se relaciona

con el primero de la forma

A′µ = g−1(p)Aµ(p)g(p) + g−1(p)∂µg(p). (3.48)

Esta es la llamada transformación gauge, y los campos de Yang-Mills son invariantes ante

ellas [1, 7, 10].
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Dado el potencial vector se construye el llamado tensor de curvatura del fibrado o

tensor de fuerzas del campo de la forma

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + θ[Aµ,Aν ], (3.49)

donde θ es la llamada constante de acoplo, que estará relacionada con la intensidad de

la interacción. Fµν también es un elemento del álgebra, luego podemos escribirlo como

Fµν = F i
µνTi. También se construye la derivada covariante

Dµ = ∂µ + iθAiµTi (3.50)

respecto a la cual F cumple la identidad de Bianchi

DF = dF + θ[A,F ] = 0. (3.51)

Con el tensor de fuerzas se construye la acción más simple posible

S =
1

4

∫
F i
µνF

µνid4x. (3.52)

Trataremos solo el caso de las soluciones en vaćıo, puesto que es el caso más simple. Las

ecuaciones de Euler-Lagrange de S obtenidas por el principio variacional son

DµFµν = ∂µFµν + θ[Aµ,Fµν ] = 0, (3.53)

que junto con la identidad de Bianchi forman las ecuaciones de Yang-Mills que describen

la dinámica del campo en cuestión [1, 7]. Estas ecuaciones se simplifican enormemente si

el grupo con el que tratamos es abeliano, puesto que en este caso son ecuaciones lineales.

Si escogemos como grupo de estructura y fibra el grupo U(1), que es abeliano, obtene-

mos que la transformación de gauge queda

A′µ(p) = Aµ(p) + ∂µΛ(p), (3.54)

con Λ(p) una función real, puesto que en este caso, el álgebra del grupo es u(1) = R. Al

escribir el tensor de fuerzas denotaremos sus componentes usando dos vectores espaciales,
~E y ~B

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez BY −Bx 0

 . (3.55)

Las ecuaciones de Yang-Mills se expresan de forma más sencilla usando estos vectores de

la forma

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 ∇ · ~B = 0

∇ · ~E = 0 ∇× ~B − ∂ ~E

∂t
= 0.

(3.56)
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Como vemos, estas son las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético en

unidades naturales2. Decimos entonces que el campo electromagnético tiene una libertad

gauge U(1).

La interacción nuclear débil responde a una teoŕıa de Yang-Mills del grupo SU(2).

Esta es la razón por la que podemos construir operadores de isosṕın débil cuando se

tratan desintegraciones mediadas por la interacción débil. Hay tres tipos de mediadores

de interacción débil, los bosones Z, W+ y W−, debido a que su(2) tiene dimensión 3 y los

mediadores son el resultado de cuantizar el potencial vector. En el caso de la interacción

nuclear fuerte, el grupo de gauge es SU(3), de dimensión 8. Los gluones, mediadores de

esta interacción, muestran 8 combinaciones independientes de color debido a la dimensión

del álgebra su(3). El modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas plantea las interacciones

entre part́ıculas, excluyendo la gravitatoria, como una teoŕıa de Yang-Mills del grupo

U(1)× SU(2)× SU(3) [1, 7, 10,17].

Cualquier observable de una teoŕıa de Yang-Mills puede expresarse en función de unas

cantidades llamadas holonomı́as. Si γ(t) es una curva cerrada en la variedad de base, un

vector Eµ se transporta paralelamente a lo largo de ella si γ̇µ(t)DµEν(t) = 0 según (2.12).

La holonomı́a, o propagador de transporte paralelo Pγ[A], cumple Ea(t) = Pγ[A]Ea(0),

y tiene la forma

Pγ[A] = P

[
exp

(
−iθ

∮
γ

γ̇µ(t)Aµ(t)dt

)]
, (3.57)

donde P (Aµ2(t2)Aµ1(t1) . . .Aµn(tn)) = Aµ1(t1)Aµ2(t2) . . .Aµn(tn) es el denominado pro-

ducto ordenado en el camino. Las holonomı́as son matrices pertenecientes al grupo SU(2),

dado que son la exponencial de una suma de elementos del álgebra. La traza de es-

te objeto será por lo tanto invariante gauge debido a la propiedad ćıclica de la traza3

Tr(gPγ[A]g−1) = Tr(g−1gPγ[A]) = Tr(Pγ[A]) con g ∈ SU(2). Estas trazas constituyen

una base para construir cualquier observable de la teoŕıa [11].

2Las unidades naturales son aquellas en las que c = ~ = G = 1
3Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA)
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4. Gravedad cuántica de lazos

Como sabemos, la relatividad general describe la interacción gravitatoria de forma

correcta a escalas de enerǵıa relativamente bajas. Por otra parte, la teoŕıa cuántica de

campos (QFT) ha tenido un gran éxito al explicar la dinámica y el comportamiento de las

part́ıculas elementales y las interacciones entre ellas, excluyendo la gravedad. Sin embar-

go, tienen problemas, puesto que en las soluciones de las ecuaciones de Einstein aparecen

singularidades, por ejemplo en el centro de los agujeros negros, y en QFT aparecen di-

vergencias que se evitan mediante renormalizaciones. Además, hay situaciones en las que

ninguna de las dos ofrece una respuesta satisfactoria, puesto que tanto la gravedad como

los efectos cuánticos tienen importancia. Es esta la principal motivación de las teoŕıas de

gravedad cuántica [11,12].

Los fenómenos que estas teoŕıas pretenden explicar ocurren a muy altos órdenes de

enerǵıa, aproximadamente quince órdenes de magnitud mayor que los que el acelerador

de part́ıculas LHC del CERN es capaz de conseguir, o a muy cortas distancias, del orden

de la escala de Planck lP =
√

~G
c3
≈ 1, 6 × 10−35m. En la naturaleza estos efectos son

los que se dan en las singularidades de la relatividad general, la evaporación de agujeros

negros, la entroṕıa de estos o el universo en los primeros instantes tras el Big Bang. La

falta casi absoluta de datos experimentales obliga a que el avance de estas teoŕıas tenga

que ser puramete teórico y haya que prestar especial atención al rigor matemático.

Como hemos visto en la sección 3.7.4, en el caso de las interacciones del modelo estándar

la geometŕıa del espacio-tiempo juega un papel pasivo, es decir el campo a describir no

influye en la geometŕıa. Sin embargo, la relatividad general postula que la gravedad y la

geometŕıa son lo mismo, aśı que esta vez la geometŕıa tendrá un papel dinámico. Lo que

se deberá cuantizar es la geometŕıa del espacio-tiempo, y este es el principal propósito de

la teoŕıa de la gravedad cuántica de lazos [11–13].

Esta teoŕıa trata de usar los principios de la cuantización canónica para cuantizar, de

forma no perturbativa, la gravedad. Para ello, se buscará una formulación hamiltoniana

de las ecuaciones de Einstein, para después adoptar unas nuevas variables, las llamadas

variables de Ashtekar, que se promoverán a operadores cuánticos sobre un apropiado

espacio de Hilbert. Uno de los principios centrales de la teoŕıa es el de la independencia

de fondo, que impone que la definición de las ecuaciones ha de ser independiente de la

forma del espacio-tiempo sobre el que se definen.

Sin embargo, presenta varios problemas. Uno de ellos es que aún no se ha logrado

implementar la dinámica en la teoŕıa. Puede dar una descripción espacial estática de un

estado cuántico de la gravedad pero no se ha conseguido avanzar en el tiempo. Otro es

que no se ha encontrado un ĺımite clásico en el que esta teoŕıa reproduzca la relatividad

general. Sin embargo, aunque continúan siendo problemas abiertos, en los últimos años

ha habido avances en su resolución.

Por otra parte, la gravedad cuántica de lazos también ha conseguido algunos esperan-

zadores resultados. Por ejemplo, es posible calcular la entroṕıa y los microestados de un

agujero negro usando su área [14,18].
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4.1. Formulación hamiltoniana de la relatividad general

Para establecer el hamiltoniano del campo gravitatorio en relatividad general, antes

hablaremos de la descripción lagrangiana y de un mecanismo necesario para introducir las

variables de Ashtekar, la descomposición 3+1 [2,11–14]. Trabajaremos en todo momento

con la descripción en vaćıo por simplicidad y para centrarnos únicamente en los aspectos

gravitatorios y geométricos.

4.1.1. Formulación lagrangiana

Las ecuaciones de Einstein se pueden obtener de las ecuaciones de Euler-Lagrange de

un lagrangiano que se escribe en términos de las componentes de la métrica [2, 3]. No

definiremos el lagrangiano completo sino la densidad espacial lagrangiana L. Operaremos

de igual forma cuando usemos el hamiltoniano

L =

∫
Ld3~x ; H =

∫
Hd3~x. (4.1)

El lagrangiano apropiado es

L =
√
−gR (4.2)

donde g = det gab. Para obtener las ecuaciones de Einstein, tomaremos una variación de

L usando la regla de Leibnitz

∂L = (
√
−g)∂Rµνg

µν + ∂(
√
−g)R + (

√
−g)Rµν∂g

µν (4.3)

donde se ha tenido en cuenta que R = Rµνg
µν . No tendremos en cuenta el primer término,

puesto que solamente contribuye en la frontera y se hará nulo al integrar la densidad.

Además el segundo término es

∂(
√
−g)R = −1

2
∂(
√
−g)Rgµν∂g

µν , (4.4)

entonces, la variación de la densidad lagrangiana se escribe

∂L =
√
−g(Rµν −

1

2
RGµν)∂g

µν . (4.5)

Planteamos ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L
∂gµν

= 0 ⇒ Rµν −
1

2
Rgµν = Gµν = 0, (4.6)

que coinciden con las ecuaciones de Einstein (2.20) cuando Tµν = 0, es decir, en vaćıo [2,3].

4.1.2. Descomposición 3+1 y formalismo ADM

Hemos visto en la sección 3.7.3 que para usar el formalismo hamiltoniano tenemos

que establecer las variables de configuración y sus momentos, cuyas trayectorias vendrán

dadas como función del tiempo. Esto entra en conflicto con la visión relativista de un

espacio-tiempo unificado, de hecho, es una de las principales cŕıticas del planteamiento de

esta teoŕıa [11].

29



La descomposición 3+1 asume que el espacio-tiempo se puede descomponer en una

hipersuperficie tridimensional Σ y una curva, de forma que la variedad completa se expresa

comoM = R×Σ. Asumiremos que existe una curva con parámetro t cuyo vector tangente

tµ es siempre de tipo tiempo, tµtνgµν < 0, de modo que las hipersuperficies t = cte. Σt son

de tipo espacio, y que satisfaga tµ∇µt = 1. Introducimos ahora un campo vectorial suave

nµ normal en cada t a Σt, y una métrica definida positiva inducida en la hipersuperficie

espacial que se relaciona con la espacio-temporal de la forma

qµν = gµν + nµnν . (4.7)

Podemos escribir entonces el campo tµ en sus componentes normal y tangencial a Σt de

la forma

tµ = Nnµ +Nµ. (4.8)

El vector Nµ es un vector tridimensional, luego su componente N0 será nula. N se conoce

como la función lapse, y ~N como el vector shift [2, 11].

Figura 7: Diagrama de la descomposición 3+1 esquematizando Σt como una superficie bidi-

mensional, y mostrando la descomposición de tµ en sus componentes normal y tangencial a

ella.

Podemos escribir la métrica tetradimensional en términos de estas nuevas cantidades

ds2 = (−N2 +NaN
a)dt2 + 2Nadtdx

a + qabdx
adxb, (4.9)

donde los ı́ndices latinos recorren de 1 a 3. Tomaremos como derivada temporal de la

métrica espacial la derivada de Lie con respecto al vector tµ

q̇µν ≡ Ltqµν = 2NLnqµν + L ~Nqµν . (4.10)

En la sección 2.4 diferenciamos la curvatura intŕınseca de la extŕınseca, siendo la segunda

debida a la consideración de la variedad como parte de otra de mayor dimensionalidad.

Lnqab nos da la variación de la métrica de Σt a lo largo de una curva normal a la variedad

Σt. Esta es la razón de definir Lnqab ≡ Kab como el tensor de curvatura extŕınseca [2,11].

Es también posible relacionar la derivada covariante sobre el espacio tangente a Σt con

la derivada covariante en la variedad completa, de la forma

DρT
µ1...µk

ν1...νl = qµ1λ1 . . . q
µk
λk
qγ1ν1 . . . q

γl
νl
qσρ∇σT

λ1...λk
γ1...γl , (4.11)
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y, definiendo el tensor de Riemann como el conmutador de dos derivadas covariantes

sucesivas, en la referencia [2] se demuestra que toma la forma

(3)Rabc
d = qiaq

j
bq
k
cq
d
lRijk

l −KacK
d
b +KbcK

d
a. (4.12)

Este es el tensor de curvatura intŕınseca de la variedad Σt.

Podemos escribir el lagrangiano de la ecuación (4.2) en función de las componentes de

la métrica tridimensional qab, del shift y del lapse

L =
√
−gR =

√
qN((3)R +KabK

ab −K2), (4.13)

con q = det qab. Escribiendo el tensor de curvatura en fución de qab, N y Na se demuestra

que en este lagrangiano no aparecen derivadas temporales de N ni de Na, lo que implica

que actúan como multiplicadores de Lagrange y no como variables dinámicas [2]. Para

calcular el hamiltoniano debemos establecer los momentos conjugados de las variables de

configuración

πab ≡ ∂L
∂q̇ab

=
√
q(Kab −Kqab), (4.14)

siendo K = Kabq
ab. La formulación hamiltoniana de la relatividad general en estas varia-

bles se denomina formalismo ADM. La densidad hamiltoniana queda

H = πabq̇ab − L = N
√
q

[
−(3)R +

πabπab
q
− π2

2q

]
− 2Nb

√
qDa

(
πab
√
q

)
, (4.15)

donde se han despreciado los términos que implican derivadas totales, puesto que se anulan

en la frontera [2]. Como hemos dicho, el lapse y el shift actúan como multiplicadores de

Lagrange por lo que lo que vaya multiplicado por ellos serán ligaduras. Entonces, el

hamiltoniano en estas variables está compuesto únicamente de cuatro ligaduras

Cb ≡ ∂H
∂Nb

= −2
√
qDa

(
πab
√
q

)
= 0 (4.16)

C ≡ ∂H
∂N

=
√
q

[
−(3)R +

πabπab
q
− π2

2q

]
= 0. (4.17)

La primera expresión corresponde a la ligadura vectorial, relacionada con la libertad de

cambios de coordenadas en Σ, mientras que la segunda es la llamada ligadura escalar

o hamiltoniana relacionada con la evolución temporal. El hecho de que los momentos

conjugados del lapse y del shift sean nulos constituyen otras cuatro ligaduras. Tenemos

diez coordenadas generalizadas en el hamiltoniano, N , las tres componentes de Na y las

seis componentes independientes de qab por ser simétrica. Dado que tenemos diez variables

y ocho ligaduras en total, habrá únicamente dos grados de libertad en cada punto del

espacio. Además, como el hamiltoniano es solo una ligadura, el hamiltoniano total (sin

ligaduras) es cero [2, 11].
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4.2. Variables de Ashtekar

La cuantización canónica del hamiltoniano dado por el formalismo ADM no lleva a

ninguna solución concluyente. Sin embargo, se puede intentar cuantizar usando unas nue-

vas variables, las variables de Ashtekar. Para introducirlas, empezaremos definiendo las

tŕıadas. Primero, para un punto fijado, consideraremos una base de vectores sobre Σ, or-

tonormales respecto a la métrica qab, descrita por Ei
a [11–14]. En un punto fijo esta base

siempre se puede escribir. La i indica de cual de los tres vectores de la base se trata y la

a sus componentes. Se cumple entonces que

qab = Ei
aE

j
bδij. (4.18)

Ei
a son las tŕıadas y, escritas como matriz, no son más que la matriz de cambio de base

entre aquella en que esté escrita qab y una base ortonormal. Esta base dependerá del

punto en Σt y del tiempo. Por razones de integración en volumen que no se discutirán

en este trabajo, las tŕıadas tienen densidad de peso +1, esto es, habrá que multiplicar

por
√
q una vez para integrarlas. Los objetos con densidad de peso +n habrán de ser

multiplicados n veces por
√
q, y si tienen densidad −n, divididos. Trabajaremos con las

tŕıadas densitizadas Ẽi
a =
√
qEi

a, de modo que la expresión (4.18) queda

˜̃qab = qqab = Ẽi
aẼ

j
bδij, (4.19)

donde la cantidad de virgulillas representa la densidad de peso, positiva si están encima

y negativa si están debajo. Las tŕıadas densitizadas constituyen la primera mitad de las

variables de Ashtekar [11].

Se define una nueva derivada para trabajar con los ı́ndices internos, los que representan

el elemento de la base, y se exige que la derivada de las tŕıadas sea nula, de modo que

DaE
b
i = ∂Eb

i − Γa
j
iE

b
j + ΓbacE

c
i = 0. (4.20)

En este caso, Γa
j
i es la llamada conexión de spin [11–14].

Dado que los vectores de la base ortonormal son las soluciones al problema de auto-

vectores de la matriz qab y todos tienen el mismo autovalor, 1, podremos rotar a placer

esta base y seguirá cumpliéndose (4.18). Dado que son vectores tridimensionales, una ro-

tación de estos vendrá dada por un elemento de SO(3). Entonces, al usar estas variables

añadimos una libertad extra, un gauge SO(3), que como hemos visto en la sección 3.6

podemos considerarlo un gauge SU(2). Esta libertad gauge en las variables recuerda a las

teoŕıas de Yang-Mills, por lo que algunas de las herramientas empleadas en estas podrán

trasladarse a la descripción de la gravedad en estas variables [11].

Entonces, siguiendo el procedimiento de la sección 3.7.4, Definimos un potencial vector

al que llamaremos Aia. Esta vez, los ı́ndices a, b... serán los ı́ndices espaciales y los ı́ndices

i, j... serán los ı́ndices del álgebra. La derivada covariante en el fibrado será

Da = ∂a − iθAiaσi, (4.21)

y el tensor de fuerzas

F i
ab = ∂aA

i
b − ∂bAia + θεijkA

j
aA

k
b . (4.22)
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El potencial vector, usualmente llamado conexión de Ashtekar, se relaciona con la conexión

de spin

Aia ≡ Γia + βKi
a, (4.23)

con Γia = Γa
j
kεj

ki, Ki
a = KabẼ

ai
√
q

, y β el parámetro de Barbero-Immirzi, que puede tomar

cualquier valor complejo no nulo, aunque para la gravedad cuántica de lazos se toma real.

Estas Aia son la segunda mitad de las variables de Ashtekar [11–14].

El hamiltoniano en función de estas nuevas variables, siendo Aia las variables de configu-

ración y Ẽi
a sus momentos conjugados, está formado por tres clases de ligaduras. Primero,

la ligadura gaussiana,

Gi = DaẼa
i = 0 (4.24)

análoga a la ley de Gauss en electromagnetismo. Esta ligadura es la que da cuenta de la

libertad gauge SU(2) que hemos introducido con las nuevas variables. Los otros dos tipos

son la ligadura vectorial y la hamiltoniana, que en estas variables toman la forma

Cb = Ẽa
i F

i
ab = 0, (4.25)

C = εijkẼ
a
i Ẽ

b
jf

k
ab + 2

β2 + 1

β2
(Ẽa

i Ẽ
b
j − Ẽa

j Ẽ
b
i )(A

i
a − Γia)(A

j
b − Γjb) = 0. (4.26)

En esta expresión se observa que la primera tentativa podŕıa ser escoger β = i, puesto

que la simplifica enormemente. Sin embargo se demuestra que hay que escogerlo real para

poder construir un producto escalar para el espacio de Hilbert a la hora de cuantizar.

Entonces, el hamiltoniano es

H =
1

β
(N

˜
C +NaCa + λiGi), (4.27)

siendo λi, al igual que N y Na, multiplicadores de Lagrange [11–14].

4.3. Cuantización

Para cuantizar esta teoŕıa se plantea un espacio de Hilbert de funciones de la conexión

Ψ(Aia). Tanto estas como las tŕıadas densitizadas se promueven a operadores sobre este

espacio

ÂiaΨ(A) = AiaΨ(A) ; ˆ̃Ea
i Ψ(A) = −i∂Ψ(A)

∂Aia
; [Âia(~x), ˆ̃Ea

i (~x′)] = iβδbaδ
i
jδ

(3)(~x−~x′). (4.28)

Sin embargo, esta calse de funciones y operadores presentan problemas a la hora de tratar

la ligadura hamiltoniana. Dado que esta ligadura es la que genera la evolución temporal,

no tiene una acción geométrica clara sobre la superficie espacial. Además aparecen dos

tŕıadas multiplicando, lo que genera problemas al implicar derivadas segundas sobre las

funciones de onda dado que aparecen términos del tipo δ(3)(x−x), que no es una cantidad

bien definida [11].

El propio espacio de Hilbert también presenta problemas debido a que en principio no

tenemos un producto interno, necesario para que la teoŕıa tenga poder predictivo. Para

intentar evitar estos problemas se utiliza la representación de lazos [11–14].
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La representación de lazos usa la noción introducida en la sección 3.7.4 de que cualquier

observable de una teoŕıa de Yang-Mills puede expresarse como suma de trazas Wγ[A] de

holonomı́as. En concreto, podremos expresar las funciones del espacio de Hilbert de esta

forma

Ψ[A] =
∑
γ

Ψ[γ]Wγ[A] (4.29)

donde, como definimos en la sección 3.7.4,

Wγ[A] = Tr

(
P

[
exp

(
−iθ

∮
γ

γ̇µ(t)Aµ(t)dt

)])
. (4.30)

La descripción que demos entonces para las funciones Ψ[γ] ha de ser equivalente a aque-

lla para las Ψ[A], igual que en mecánica cuántica es equivalente la descripción usando

funciones de la posición o del momento. La expansión 4.29 se denomina transformada de

lazos.

Las funciones Ψ[γ] son funciones invariantes ante deformaciones suaves de los lazos. Las

trazas de holonomı́as no son todas independientes entre śı, existen relaciones no lineales

que las relacionan, lo que implica que la base de lazos está sobredimensionada. Una de

las ventajas de esta representación es que las funciones cumplen, por construcción, tanto

la ligadura gaussiana como la vectorial [11–14].

Para solventar este problema se utilizan propiedades de las teoŕıas de Yang-Mills y las

propiedades de las representaciones de álgebras de Lie. Sabemos que las funciones han

de ser invariantes SU(2). Por ello, podemos establecer representaciones irreducibles de

SU(2) sobre el espacio de Hilbert de las funciones Ψ[γ]. Como vimos en la sección 3.6,

toda representación irreducible de este grupo ha de ser isomorfa a las representaciones

de spin. Es por eso por lo que podemos organizar los lazos en las denominadas redes

de spin, compuestas de nodos denominados vértices en los que confluyen aristas. A cada

arista le corresponderá un spin j. Entonces, si establecemos un lazo cerrado en esta red,

en una arista con spin j las holonomı́as y las conexiones serán matrices (2j+1)× (2j+1).

Cuando pasamos por un vértice, para que no haya problemas con la dimensión de las

matrices para calcular la holonomı́a, se usará un objeto denominado entrelazador que,

si en el vértice se unen tres aristas, se escribe en términos de los coeficientes de Clebsh-

Gordan. En el caso de vértices de orden mayor, existe más libertad a la hora de construir

los entrelazadores [11–14].

Los estados de redes de spin constituyen una base apropiada en la que expresar nuestro

estado de gravedad cuántica, y representan el estado cuántico de la geometŕıa de Σt en

un instante de tiempo t. Denominaremos grafo a cada estado de red. Aunque tengamos

una base, para construir un espacio de Hilbert se necesita también un producto interno.

Usualmente se define el producto de Ashtekar-Lewandoski, que es 1 si los grafos son difeo-

morfos y 0 si no. En estas redes, que sean difeomorfas quiere decir que pueden deformarse

de forma continua para convertir una en la otra [11].

En cuanto a los operadores, aquellos que actuarán sobre las aristas serán equivalentes

a los operadores de momento angular definidos en la sección 3.7.1, proporcionales a la
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Figura 8: Ejemplo de red de spin con vértices de orden 3.

representación del álgebra correspondiente, además del operador (Sj)2 con autovalores

j(j + 1). Los operadores sobre vértices tienen forma más complicada, y se construyen

usando combinaciones de los operadores de spin de las aristas entrantes y los coeficientes

de Clebsch-Gordan [12].

4.4. Operadores geométricos

En gravedad cuántica de lazos, dos de los operadores más importantes que se han

logrado construir son los operadores de área y volumen. El operador área nos da el área

de una superficie que tomemos a la que el grafo atraviese. Actuará sobre las aristas que

atraviesen la superficie como (Sj)2, y si la superficie contiene vértices, se empleará la

suma de momento angular. Por ejemplo, si la superficie es atravesada por una única

arista, tendrá un área

Â = 8πβl2P
√
j(j + 1). (4.31)

Si la superficie es atravesada por varias aristas sumaremos las contribuciones al área de

cada una. Si la superficie contiene un vértice convergencia de aristas con spines j(u), j(d)

y j(u+d), donde la suma de ı́ndices denota una suma Clebsh-Gordan de los spines, la

contribución al área total del vértice es

Â = 4πβl2P

√
2j(u)(j(u) + 1) + 2j(d)(j(d) + 1)− 2j(u+d)(j(u+d) + 1). (4.32)

La construcción de estos operadores puede encontrarse en la referencia [12], y casos más

complejos de disposición de las superficies sobre el grafo en [14]. Lo que estos operadores

y sus autovalores quieren decir es que el área tiene un espectro cuantizado, cuyos cuantos

son extremadamente pequeños, del orden de l2P , lo que era de esperar dado que es a estos

órdenes de magnitud en los que se presentan efectos de gravedad cuántica. Además, dado

que aparece el parámetro de Barbero-Immirzi, es claro que se deberá escoger un valor real

para él, que deberá ajustarse en futuras medidas experimentales.

El operador volumen actúa sobre vértices, y su construcción y forma son más complejas

que el área, aśı que nos limitaremos a señalar que se construyen mediante términos de tipo

εijkSj1i S
j2
i S

j3
i donde los ı́ndices de las j indican tres de las aristas que llegan al vértice,

y que el operador es proporcional a (8πβl2P )3/2. Su forma funcional y construcción se

desarrollan en las referencias [12–14]. Puede demostrarse que el volumen asociado a un

35



vértice será nulo si este es de orden 3 o inferior. En analoǵıa con las redes de los sólidos

podemos visualizarlo tomando los planos de red alrededor de un vértice y considerar el

volumen que estos planos encierran. El volumen más simple que se puede construir es con

un vértice de 4 aristas, formando un tetraedro.

Figura 9: Representación de un tetraedro encerrando un vértice con 4 aristas. El área de ca-

da cara del tetraedro dependerá del spin de las aristas que las atraviesan, y su volumen lo

determinará el entrelazador.

Estos dos operadores ilustran la idea de que la geometŕıa está cuantizada. El volumen

y el área tendrán un espectro de valores que podrán adoptar, aśı que son excitaciones de

nuestro sistema [11–14].

4.5. Representación de Schwinger. Formalismo U(N)

Recientes trabajos en LQG han usado nuevas formulaciones de la teoŕıa para intentar

abordar sus problemas. Uno de los enfoques adoptados es el de los modelos U(N). El

planteamiento consiste en escribir un espacio de Hilbert de los entrelazadores en los vérti-

ces, y usar la representación de Schwinger para descomponer las funciones de onda de

las N aristas que convergen en los vértices. El resultado es una descripción de las aristas

en forma de 2N osciladores desacoplados. Entonces, se definen unos operadores sobre el

espacio de los entrelazadores que actúan sobre parejas de aristas

Eij = (a†+)i(a+)j+(a†−)i(a−)j , E†ij = Eji , Fij = (a+)i(a−)j−(a+)j(a−)i , Fji = −Fij.
(4.33)

Estos operadores son todos invariantes SU(2) y forman un álgebra cerrada [15]. Además,

los operadores Eij forman un álgebra del grupo U(N) por śı solos. Esta reformulación es

apropiada para mostrar relaciones entre la gravedad cuántica de lazos y la cosmoloǵıa y

puede ser usada para resolver modelos basados en grafos simples, como el resuelto en la

referencia [15] de dos vértices y un número fijo de aristas.
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5. Conclusiones

Los grupos de Lie son una herramienta matemática crucial en f́ısica, además de ser

objetos de estudio interesantes por śı mismos. Debido a su estructura de variedades dife-

renciables se encuentran en la intersección de dos ramas de las matemáticas, la geometŕıa

diferencial y la teoŕıa de grupos. Por ello, es necesario un estudio previo de geometŕıa

diferencial para abordar su descripción.

Las propiedades de estos grupos pueden codificarse en su mayoŕıa en su álgebra, un

espacio vectorial con una operación bilineal interna definida, el corchete de Lie. El álgebra,

además, coincide con el espacio tangente en la identidad del grupo, y está relacionada con

éste a través de la aplicación exponencial [1, 5–8].

Especialmente relevantes en f́ısica, las representaciones de un grupo o de un álgebra

de Lie establecen cómo actúa el grupo o álgebra como transformación de los vectores de

un espacio vectorial cualquiera. Dado que el álgebra tiene estructura de espacio vectorial

podemos establecer representaciones sobre él, siendo estas las llamadas representaciones

adjuntas [5, 6].

Una de las clases de transformaciones continuas más recurrentes son las transforma-

ciones de rotación en el espacio tridimensional, que conforman el grupo SO(3). Se ha

demostrado que existe una fuerte relación entre este grupo y SU(2), teniendo ambos

grupos además el mismo álgebra. En términos de representaciones, introducimos las re-

presentaciones de spin-j. Todas las representaciones de esta clase serán representaciones

irreducibles de las álgebras de los dos grupos y de SU(2), pero de SO(3) solo lo serán

aquellas con spin entero [5–7].

En cuanto a las aplicaciones en f́ısica, en mecánica cuántica se emplean estas repre-

sentaciones de spin-j para construir los estados de momento angular. Los subespacios de

estados cuánticos con el número cuántico j definido serán subespacios invariantes ante

la acción de SU(2), y los operadores de momento angular correspondientes a cada re-

presentación se construirán con elementos del álgebra su(2). Además, se puede usar una

representación alternativa para construir los estados y operadores de momento angular, a

partir de dos osciladores armónicos desacoplados, denominada representación de Schwin-

ger [9].

En relatividad especial, toma importancia el grupo de Lorentz. Este grupo aúna las

transformaciones bajo las que la métrica de Minkowski es invariante exceptuando trans-

laciones, es decir, boosts relativistas y rotaciones espaciales [2–4].

En mecánica anaĺıtica, cuando se trata la formulación hamiltoniana, se introduce una

forma simpléctica sobre las coordenadas del espacio de fases. Las transformaciones de

coordenadas que preservan esta forma simpléctica conforman el grupo simpléctico [16].

También se pueden usar los grupos de Lie para construir estructuras denominadas

fibrados. En el contexto de los fibrados se formulan las teoŕıas de Yang-Mills, que plantean

campos de interacción entre part́ıculas. Estos campos poseen una libertad gauge, es decir,

son invariantes ante transformaciones de su potencial vector mediadas por elementos
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del grupo con el que se construye. El modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas está

planteado como una teoŕıa de Yang-Mills del grupo U(1)×SU(2)×SU(3), y es junto con

la relatividad general uno de las teoŕıas f́ısicas con más éxito hasta la fecha [1, 7, 10,17].

Por último, se presenta la influencia de los grupos de Lie en la gravedad cuántica de

lazos. Ésta es una teoŕıa de cuantización de la gravedad que usa un enfoque hamiltoniano

de la relatividad general para usar técnicas de cuantización canónica. Para ello, separa

el espacio-tiempo en una hipersuperficie espacial y una dirección temporal, usando los

parámetros de esta separación y la métrica en la superficie tridimensional como nuevas

variables [2,11]. A partir de ah́ı, sustituye las variables de la métrica por las coordenadas

de los vectores que la diagonalizan, denominadas tŕıadas que, como poseen una libertad de

rotación SO(3), la teoŕıa adquiere grados de libertad extra. De este modo, el hamiltoniano

en las nuevas variables posee una simetŕıa gauge SU(2), lo que recuerda a las teoŕıas de

Yang-Mills, de las que se extraen algunas estructuras para tratarlo. La conexión de la

teoŕıa de Yang-Mills correspondiente y las tŕıadas constituyen las llamadas variables de

Ashtekar en las que se formula la gravedad cuántica de lazos. Sin embargo, esta teoŕıa

difiere del planteamiento de las teoŕıas de Yang-Mills en que el campo descrito influye

en la geometŕıa de la variedad de base, mientras que en las teoŕıas de Yang-Mills la

geometŕıa juega un papel pasivo. Esta influencia del campo y la geometŕıa se manifiesta

en una ligadura en el hamiltoniano, la ligadura hamiltoniana, que aún no se ha podido

implementar en la teoŕıa satisfactoriamente [11–14].

Para construir un espacio de Hilbert apropiado se emplea la representación de lazos, y

se usan como base los denominados grafos. Los grafos son conjuntos de nodos denominados

vértices en los que confluyen aristas, de modo que podemos dibujar curvas cerradas usando

aristas. A cada arista se le asigna un spin, análogo al momento angular, puesto que

cada arista constituye una representación irreducible de SU(2). Se construyen además

dos operadores geométricos, de área y de volumen, que actúan sobre los grafos. Estos

operadores pueden ser expresados en función de los operadores de momento angular.

Se da entonces un carácter cuántico a la geometŕıa espacial, siendo cantidades como el

volumen o el área excitaciones de un estado base con un espectro relacionado con el spin

de las representaciones de SU(2) [11–14].

Más recientes modelos plantean usar la representación de Schwinger para estudiar los

estados de los entrelazadores expresando los estados de las N aristas que convergen en el

vértice como 2N osciladores armónicos desacoplados. Esto da lugar al formalismo U(N),

un nuevo enfoque de la teoŕıa que permite resolver modelos de grafos simples [15].

Los grupos de Lie son objetos matemáticos de gran riqueza estructural cuyo estudio

es interesante por śı mismo. Además, son una herramienta esencial en el estudio de las

transformaciones continuas y el trasfondo geométrico de diversas áreas de la f́ısica teórica,

como la descripción cuántica del momento angular, la relatividad especial, la mecánica

anaĺıtica o el modelo estándar. En particular, su estudio es imprescindible en la gravedad

cuántica de lazos. Debido a la ausencia de datos experimentales, las teoŕıas de cuantización

de la gravedad han de basarse en estructuras matemáticas bien definidas, y los grupos de

Lie proporcionan un marco sobre el que poder establecer nuevos modelos.
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