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Laburpena

Mekanika kuantikoa aurreko mendeko asmakuntza teknologiko eta zientifiko askoren
muinean dago, adibidez laserra, zirkuitu integratua edo erresonantzia magnetiko bidezko
irudigintza. Hala ere, hamarkada gutxi igaro dira plataforma kuantikoetan egoera kuan-
tikoak modu koherentean manipulatzeko aukera dugunetik. Sistema hauen funtziona-
menduaren atzean dauden argi-materia elkarrekintza-mekanismoak ulertzea ezinbestekoa
da erregistro kuantiko hauek manipulatzeko eta hauen bolumen kuantikoa handitzeko.
Hau beharrezkoa da fisikan, kimikan, ekonomian eta beste hainbat arlotan eragin handia
izan dezakeen konputagailu kuantiko bat eraikitzeko. 2019an, Googleko John Martinis
irakaslearen taldeak mugarri teknologiko bat lortu zuen 53 bit kuantiko (qubit) supereroalez
osaturiko ordenagailu kuantiko batekin. Nahiz eta hau sistema kuantiko txiki bat kontsidera
daitekeen, Googlen taldearen esanetan, superordenagailu handienek milaka urte beharko
lukete zirkuitu kuantikoak emandako erantzunak aurresateko, eta, beraz, nagusitasun
kuantikoa lortu zutela adierazi zuten. Hau eztabaida-kontua da; izan ere, handik gutxira,
IBMk argudiatu zuen bere konputagailu klasikoek algoritmoa egun gutxitan exekutatu
zezaketela. Hala ere, eskala ertaineko gailu kuantiko zaratatsuak ordenagailu klasikorik
onenak gainditzeko gai direnaren ustea nahiko onartua dago adituen artean. Honela, sim-
ulagailu kuantikoak (problema fisikoak aztertzeko konputagailu kuantiko ez-unibertsalak),
tenperatura altuko supereroaleak edo argi-materia elkarrekintza perturbazio-teoria erabili
ezin den erregimenetan hobeto ulertzeko baliagarriak izan daitezke. Teknologia kuan-
tikoen beste aplikazio bat sentsore kuantikoena da. Gailu kuantiko hauek erradiazio forma
ezberdinekin manipulatuz, kantitate fisikoak neur ditzakete primerako bereizmenarekin.
Prozedura horri detekzio kuantiko deritzo, eta, besteak beste, sistema biologikoak ho-
beto ulertzeko balio dezake. Hau guztia dela eta, argi dago plataforma kuantikoetan
argi-materia elkarrekintzak ikertzeko ahalegina garrantzitsua dela teknologia kuantikoen,
eta hauen aplikazioen, garapenerako.

Tesi honetan, metodo berriak proposatzen ditugu informazio kuantikoaren prozesamendu
egokia lortzeko, sentsore kuantiko eraginkorrak eraikitzeko, argi-materia elkarrekintza
orokortuen simulazio kuantikoa egiteko, eta nagusitasun kuantikoa lortu ahal izateko
atomo neutroak erabiliz. Bereziki, mikrouhinez gidatutako ioi harrapatuekin ate logiko
kuantikoak egiteko bi metodo aurkezten ditugu. Bat egungo plataformetan aplikatzeko
modukoa da, eta bestean, berriz, epe laburrean eskura daitezkeen parametro esperi-
mentalak erabili ditugu. Zenbakizko simulazioak erabiliz, frogatzen dugu bi metodoak
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sentikortasun txikia dutela dekoherentzia-iturri nagusien kontra. Gainera, gure ateek ez
dute laser-erradiaziorik erabiltzen, eta hori abantaila bat da ioien prozesadore kuantikoak
eskalatzeko; izan ere, mikro-tranpetan taula optikoen ordez mikrouhin-antenak jartzea
errazagoa da. Argi-materia elkarrekintza-eredu ezberdinak ere aztertzen ditugu, zehatzago,
Rabi-Stark eta Rabiren eredu kuantiko ez-lineala, eta, hauek laser bidez gidaturiko ioi
harrapatu bat erabiliz simulatzeko moduak deskribatzen ditugu. Eredu horietan, zenbait
propietate interesgarri aurkitzen ditugu, hala nola fotoi anitzeko elkarrekintza selektiboak
edo Hilbert espazioko populazio-banaketaren blokeoa. Bestalde, sare optikoetako atomo
ultrahotzak, mikrouhinak eta laserrak erabiliz bosoi laginketa problema simulatzeko modu
bat proposatzen dugu. Bosoi laginketaren ereduak nagusitasun kuantikoa lortzeko balio
dezakeela uste da. Akats esperimentalak kontuan hartuta, bereziki partikulen galera, kalku-
latzen dugu posible dela nagusitasun kuantikoa lortzea egungo esperimentuetan dozenaka
atomo erabilita. Azkenik, metodo bat garatu dugu nitrogeno-hutsune zentro baten eta
alboko karbono-13 atomoen arteko elkarrekintza selektiboak lortzeko. Elkarrekintza hauek
apropos diseinaturiko mikrouhin pultsuak erabiliz lortzen dira, eta nanoeskalan erreso-
nantzia magnetiko nuklearra egiteko, eta, adibidez, zientzia biologikoetan aplikatzeko,
erabil daitezke. Beste metodo batzuekin alderatuta, gure metodoa energia gutxiago
erabiltzen du, eta, beraz, bereziki aplikagarria da lagin biologikoetan.

Guztira, tesi honetan, argi-materia elkarrekintza efektiboak sortzeko gai diren erradiazio-
patroiak diseinatzen ditugu, konputazio kuantikoan, simulazio kuantikoan eta detekzio
kuantikoan aplikazioak dituztenak. Horrela, hemen aurkeztutako metodoek argi-materia
elkarrekintzen kontrolari buruz dugun ezagutza handitzeko balio dute, eta egungo gailuak
etorkizuneko aplikazioetarako prestatzeko modu eraginkorrak deskribatzen dituzte. Gain-
era, argi-materia elkarrekintzaren simulazio kuantikoa egiteko modu berriak aurkezten
ditugu, ohiko hurbilketetatik at. Beraz, uste dugu gure emaitzek: sentsore kuantiko eta
simulagailu kuantiko hobeak ekarriko dituztela, ioi-harrapatuz sorturiko prozesadore kuan-
tikoen eraikuntza sustatuko dutela, eta atomo neutroak erabiliz nagusitasun kuantikoaren
lehen frogapen esperimentala ekarriko dutela.
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Eskerrak

Tesi honetan laburtutakoa lantzen, teknologia kuantikoen ikerketa eremua zertan datzan
ikasi, eta zientziari nire ondar aletxoa emateko aukera izan dut. Bidean, jende zoragarria
ezagutu dut, eta hiri ederrak bisitatu, tartean Boston, Munich edo Shanghai. Hau guztia
ez zatekeen posible izango QUTIS, eta bere buru den Enrique Solano irakaslea, gabe.
Enriquek beti babestu eta gidatu nau. Bere konfort-zonak ekiditeko eta transformaziorako
gaitasunak, egunero onena emateko irmotasunak, eta noizbehinkako gomendio musikalak
inspirazio-iturri izan ditut. Buru azkarreko benetako errebeldea dela uste dut. Tesi honek
beste aita bat badu, hau Jorge Casanova doktorea da. Ni QUTISen sartu nintzenean Jorge
irtetear zegoen; zorionez, nire gradu amaierako lana amaitzeko behar nuen guztia erakutsi
zidan. Bide egokian jarri ninduen, eta, noizbehinka, Ulmetik itzultzen zen bultzada bat
emateko. Benetan eskertzen diot hori. Ideia horiek nondik ateratzen dituen jakingo ahal
dut noizbait!

QUTISen beti sentitu naiz baloratua eta estimatua, bai taldekide nagusiagoen aldetik,
baita gazteen aldetik ere. Lucas Lamata eta Enrique Rico irakasleen zuzendaritzapean
lan egiteko aukera izan dut, eta euren lana eta gidaritza eskertu nahiko nieke. Halaber,
eskerrak eman nahi dizkiot ere Iñigo Egusquiza irakasleari, orakulu bat genuen bakoitzean
inguruan baitzebilen. Zortekoak gu. Jakina, taldeko kide gazteagoek lan-giro positibo
horretan eduki dute erantzukizunik. Buruan gordeko ditut Laura Garćıa-Álvarez, Urtzi Las
Heras eta Unai Álvarez-Rodŕıguez doktoreekin edukitako elkarrizketa luzeak eta bertan
ikasitakoak. Bereziki aipatu nahiko nituzke nire bulego-kide Adrian Parra eta Julen S.
Pedernales doktorea. Hauek egunero jasan eta gozatu dituzte nire kezka eta gogoetak.
Bidelagun paregabeak izan dira, milesker bihotzez.

Tesian zehar, lehen mailako ikerkuntza taldeak bisitatzeko aukera izan dut, eta atseginez
hartu naute bertan. Xi Chen irakasleari eskertu nahi diot Shanghaiko Unibertsitatera
behin baino gehiagotan gonbidatu izana. Hain desberdina den herrialde batean, jaso-
tako abegitasuna funtsezkoa izan da Txinara egindako bidaia nire bizitzako esperientzia
onenetan egoteko. Shanghaitik, gogora ekarri nahi ditut nire lankide izan diren eta lagun
ditudan Xiao-Hang Cheng eta Lei Cong doktoreak eta Lijuan Dong. 谢谢. Hasieratik egin
dut lan Granadako Daniel Rodŕıguez irakaslearen taldearekin. Eskerrak eman nahiko nieke
Rodŕıguez irakasleari, Manu eta Frani beraien laborategiaren bilakaera ikusteko aukera
emateagatik, nire galderak pazientziaz erantzuten beti. Much́ısimas gracias a todos. Ea
aurki 7 Teslako Penning tranpa hori bere onenean ikusterik dugun! Tesiaren garapenerako,
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Bonneko Unibertsitateko Andrea Alberti doktorearen and Dieter Meschede irakaslearen
taldearekin izandako lankidetza bereziki garrantzitsua izan da. Alberti doktorea eskertu
nahi dut bosoi laginketaren gaia nire mahira ekartzeagatik, emandako harreragatik eta
matematikak zaildu zaizkidanean laguntzeagatik. Carsten Roberns doktorea ere eskertu
nahi dut, bai Bonnen, baita Bostonen ere, eskainitako arretagatik, eta bere zuzendaritza
eta laguntzagatik. Danke Schön. Gainera, eskertu nahiko nituzke Kihwan Kim irakaslea
Beijingeko Tsinghua Unibertsitatean emandako harreragatik, Gerhard Kirchmair irakaslea
Innsbruckeko IQOQIra gonbidatzeagatik, eta Tobias Schätz irakaslea ni Freiburgeko Unib-
ertsitatean hartzeagatik. Talde hauetako kideei ere eskerrak, nire egonaldia gozotzeagatik.

Azkenik, GNTri eskertu nahi diot bazkariak zeremonia erlijioso paregabeak bihurtzea-
gatik. GNTar sutsua nauzue, urrezko arau bakarrarekin: 12:50 puntuan. Eskertu nahi
ditut Pablo Jimeno doktorea LATEX txantiloia uzteagatik, eta Sof́ıa Mart́ınez-Garaot dok-
torea bibliografiaren diseinuagatik. Eskertu nahi dut ere, futbol jokalari kaskarra egin
nauen mekanismo naturala, honegatik ez balitz, ez niolako hainbeste denbora eskainiko
matematika, musika edo zinemari bezalako gauza garrantzitsuei. Bukatzeko, nire eskerrik
beroenak familia eta lagunei, beraien babes guztiagatik.
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12. M. J. Gutiérrez, J. Berrocal, F. Doḿınguez, I. Arrazola, M. Block, E. Solano, and
D. Rodŕıguez
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Laburduren zerrenda

BLPB Bosoi Laginketaren Probabilitate Banaketa
DSC Akoplamendu Bortizki Sendo, Deep-Strong Coupling

DD Desakoplatze Dinamiko, Dynamical Decoupling
JC Jaynes-Cummings
LD Lamb-Dicke

MIS Laginketa Independiente Metropolizatu, Independent Metropolized
Sampling

MU Mikrouhin
NV Nitrogeno-Hutsune, Nitrogen-Vacancy

NISQ Zaratatsu Tamaina-Ertaineko Kuantiko, Noisy Intermediate-Scale
Quantum

NQRM Rabiren Eredu Kuantiko Ez-Lineal, Nonlinear Quantum Rabi Model
NMR Erresonantzia Magnetiko Nuklear, Nuclear Magnetic Resonance

OU Ornstein-Uhlenbeck
QED Elektrodinamika Kuantiko, Quantum Electrodynamics
QRM Rabiren Eredu Kuantiko, Quantum Rabi Model
RWA Uhin Birakariaren Hurbilketa, Rotating-Wave Approximation

SC Akoplamendu Sendo, Strong Coupling
USC Akoplamendu Ultrasendo, Ultrastrong Coupling
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Hiztegia

Tesi honetan, metodo bat efizientea dela esaten dugu honek baliabide edo pauso kopuru
gutxi behar edo erabiltzen dituenean. Efektibo hitza erabiltzen dugu zerbaiten efektua era
sinpleago baten uler daitekeenean, adibidez, potentzial efektiboak jatorrizko potentzial
konplexuago batek sorturiko efektua deskribatuko luke, era sinpleago batean. Eraginkor
hitza erabiliko dugu metodo bat bereziki ona dela esateko.
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Sinboloen zerrenda

Konstante fisikoak:
~ Planck-en konstante murriztua 1.054571817× 10−34 m2 kg /

s
e Elektroiaren karga elektrikoa 1.602176634× 10−19 C
c Argiaren abiadura 299792458 m/s
ε0 Hutsaren permitibitatea 8.8541878128(13)× 10−12 F/m
µ0 Hutsaren iragazkortasuna 4π × 10−7 T m/A

1. kapitulua: Sarrera

B0, Bz, ~B(t) Eremu magnetikoaren intentsitatea, denboran aldatzen den
eremu magnetikoa

~µ Momentu dipolar magnetikoa
γ Arrazoi giromagnetikoa
σx,y,z, σ+(σ−) Pauli matrizeak, qubitaren sortze (deuseztatze) eragileak
ω0, ω

R
0 , ω

R Larmor maiztasuna, trantsizio elektronikoaren maiztasuna, MU
edo argi eremuaren maiztasuna

Ω, Ω̃ Rabi maiztasuna
ω, ω̃ ~B(t) eremuaren maiztasuna
∆, ∆̃ Qubit eta eremuaren maiztasunen arteko desintonia
|↑〉, |↓〉 Dipolo magnetikoaren ”goi” and ”behe” egoerak
T1, T2 Despolarizazio-denbora, desfasatze-denbora
δ Larmor maiztasunaren lerrakuntza ezezaguna
g Qubit-bosoi akoplamendu-maiztasuna
a†, a Sortze eta deuseztatze eragile bosonikoak
|g〉, |e〉 ”Oinarrizko” and ”kitzikatutako” egoera elektronikoak
Γ Elektroiaren erlaxazio (despolarizazio) abiadura
κ Barrunbeko fotoi-galera abiadura
|n〉 n Fock egoera
Pe,n, Pg,n |e, n〉 eta |g, n〉 egoeren populazioa
Jij i eta j spinen arteko akoplamendu maiztasuna
k Uhin-zenbakia
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x Atomoaren posizioa
V (x) Energia potentziala
S1/2, P1/2, D5/2 Atomoaren azpiespazio elektronikoak
D Eremurik gabeko desdoblamendua
3A2,

3E,1A1,
1E NVaren azpiespazio elektronikoak

2. kapitulua: Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako Ioi Harrapatuetan

η, ηm LD faktore efektiboa η = γegB
8ν

√
~
Mν , ηm = γegB

8νm

√
~

Mνm

ωe, ωg, ωj Oinarrizko eta kitzikatutako egoeren energia (maiztasun an-
geluarraren unitatetan), j qubitaren maiztasuna

z0
j ,∆z j ioiaren oreka posizioa, ioien oreka posizioen arteko distantzia
B(z) Eremu magnetikoaren intentsitatea z posizioaren funtzioan
γe Elektroiaren arrazoi giromagnetikoa
M Ioiaren masa
a†, c†(a, c) Masa-zentro eta arnaste moduen sortze (deuseztatze) eragileak
ν, ν1, ν2 Harrapatze maiztasuna, masa-zentro eta arnaste moduen maiz-

tasuna
gB Eremu magnetikoaren gradientea
b†(b) Birdefinitutako masa-zentro moduaren sortze (deuseztatze)

eragileak
Ωj , φj ωj maiztasuneko MU eremuaren Rabi maiztasuna eta fasea
fj j-th qubitean π pultsuen efektua deskribatzen duen modulazio

funtzioa
Gjm j ioiaren fase-espazioko desplazamendua adierazteko funtzioa
Us, Uc Spin-indarrari eta bi qubiteko ateari dagozkien eboluzio erag-

ileak
ϕ, θn Ate-fasea
ϕm m moduari dagokion ate-fasea
ϕ̃, ϕ̃m Berreskalatutako ϕ,ϕm
TG Atearen amaiera unea
~φx, ~φy X eta Y pultsu sorten faseen zerrenda
τ, τa(τb) pultsu sortaren iraupena, lehen (bigarren) pultsuaren aplikazio

unea
nB, nRT, nPF, Aplikaturiko pultsu-bloke kopurua, fase-espazioan eginiko buelta

kopurua, fase biraketa kopurua
r 2π/ν1 in τ balioko periodo kopurua
δ1, δ2 Qubiten maiztasunen arteko diferentzia δ2 = −δ1 = ω2 − ω1
tπ π-pultsu baten iraupena
N̄b, N̄c masa-zentro eta arnaste moduen egoera termikoen

batezbesteko fonoi kopurua
∆t 1 eta 2 ioietan aplikaturiko pultsuen arteko denbora tartea
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U
(1)
XY, U

(2)
XY Lehen (bigarren) ioiaren azpiespazioan eragiten duen eta XY

bloke bati dagokion eboluzio eragilea
ρ Dentsitate matrizea
Γb,Γc Masa-zentro eta arnaste moduei dagozkien berotze abiadurak
T Tranpako elektrodoen tenperatura
δ ωj maiztasunarekiko lerrakuntza
Sα Spin-1/2 eragile kolektiboa, adb. Sα = σα1 + σα2
Ω,ΩDD, Ω̃DD Eremu bikromatikoaren Rabi maiztasuna, DD eremuaren Rabi

maiztasuna, moldatutako ΩDD maiztasuna
Jn(z) Lehen motako Besselen funtzioa
ξ Albo-bandaren maiztasunarekiko lerrakuntza δ = ν + ξ
tn Fase-espazioan nRT buelta emateko beharrezko denbora
εj(t) j qubitaren maiztasunaren gorabehera
φ(t), φ̇, φDD Eremu bikromatikoaren fase aldakorra, φ(t) fasearen denboraren

deribatua, DD eremuaren fasea
gΩ̃, gν Bigarren ordenako termino efektiboen akoplamendu maizta-

sunak
n̄ Hasierako egoeraren batezbesteko fonoi kopurua
˙̄n Masa-zentro moduaren berreskalatutako berotze abiadura ˙̄n =

ΓbN̄b
τB , T2 Eremu magnetikoaren gorabeheren korrelazio denbora,

gorabehera hauek eragindako desfasatze-denbora
τΩ, δΩ MU eremuaren gorabeheren korrelazio denbora, MU eremuaren

gorabeheren anplitude erlatiboa
Dagozkion eraskinetan:
|0〉, |1〉, |2〉, |3〉 Azpiespazio hiperfineko egoerak
E0, E1, E2, E3 Egoera hiperfinen energiak
X(t) Eremu magnetikoaren gorabeherak qubit-maiztasunean eragin-

dako aldaketa
ε⊥ Qubitaren azpiespaziotik kanporako trantsizioak kitzikatzen

dituen MU eremuaren anplitude erlatiboa (Ω(t) maiztasunaren
funtzioan)

cd OU prozesuaren difusio konstantea
νr,∆r Harrapatze-maiztasun erradiala, qubit-modu elkarrekintza erra-

dialaren akoplamendu maiztasuna
d†(d) Modu erradialaren sortze (deuseztatze) eragileak
β Qubit-bosoi elkarrekintza erradial eta axialaren akoplamendu-

maiztasunen arteko zatidura
qj j ioiaren desplazamendua oreka posizioarekiko
Qj Modu normalaren koordenatua
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a†m(am) Modu normalen sortze (deuseztatze) eragileak, non a1 = b eta
a2 = c

ΩM
k Magnusen garapenaren k-garren ordena

τ̃a, τ̃b, x τa, τb eta t denborak, eta τ -ren arteko zatidura
γ, n̂0, ϕ0 Diafonia ezaugarritzeko maiztasuna, bektore unitarioa eta fasea.

Definizioa (A.38) ekuazioan aurki daiteke
ṅref

com, ṅ
ref
bre Erreferentziazko masa-zentro eta arnaste moduen berotze abi-

adurak
νref

1 , νref
2 Erreferentziazko masa-zentro eta arnaste moduen maiztasunak

T ref, dref
i−e Erreferentziazko tenperatura, erreferentziazko ioi-elektrodo dis-

tantzia
di−e Ion-elektrodo distantzia
N − 1 2π/ξ periodoan sartzen diren 2π/ν periodo kopurua
m tn denboran sartzen diren 2π/Ω̃DD periodo kopurua
Ω̃ Ω̃DD maiztasunaren berdina
S̃± Oinarriz aldatutako spin eragileak S̃± = 1

2 (Sz ± iSx)

3 kapitulua: Argi-Materia Elkarrekintza-Ereduen Simulazio Kuantikoa
ω0, ω, ω

0
n, ωI Qubit-maiztasuna, modu bosonikoaren maiztasuna, ω0

n = ω0 +
γ(2n+ 1), ioi qubitaren maiztasuna

a†(a) QRMaren, eta baita ioiaren modu normalaren, sortze (deusez-
tatze) eragilea

g, γ Rabi eta Stark terminoen akoplamendu maiztasunak
Ωn,Ωn,n+1 QRMaren Rabi maiztasuna
δ−n , δ

+
n Termino birakari eta kontra-birakarien maiztasunak

∆e
n,∆g

n |e〉 eta |g〉 egoerei dagokien bigarren ordenako energia aldaketa
Ω(3)
n−(Ω(3)

n+) Hirugarren ordenako JC (anti-JC) tankerako elkarrekintzaren
Rabi maiztasuna

δ
(3)
n−, δ

(3)
n+ Hirugarren ordenako termino birakari eta kontra-birakarien

maiztasunak
δ̃

(3)
n−, δ̃

(3)
n+ Hirugarren ordenako termino birakari eta kontra-birakarien

maiztasunak, bigarren ordenako energia aldaketak kontuan
izanik

Ω(k)
n−(Ω(k)

n+) k-garren ordenako JC (anti-JC) tankerako elkarrekintzaren Rabi
maiztasuna

δ
(k)
n−, δ

(k)
n+ k-garren ordenako termino birakari eta kontra-birakarien maiz-

tasunak
ωc0 Erresonantzia maiztasunaren gutxi gorabeherako balioa
ΩS,r,b, ωS,r,b, φS,r,b Laser-eremu eramailearen, desintonia gorrikoaren eta desintonia

urdinekoaren Rabi maiztasuna, maiztasuna eta fasea
ĝS, gr, gb Elkarrekintza eramailearen, albo-banda gorrikoaren, eta albo-

banda urdinekoaren akoplamendu-maiztasuna
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Ω0 Ω0 ≡ ΩS(1− η2/2)
ωR

0 , ω
R Simulatutako qubitaren eta modu bosonikoaren maiztasunak

gR, γR Simulatutako Rabi eta Stark elkarrekintzen akoplamendu maiz-
tasunak

Ω, ωL, φ, δ Laser-eremu baten Rabi maiztasuna, maiztasuna, fasea eta
desintonia

f̂1(n̂), f1(n̂) Eragile ez-lineala, (3.15) ekuazioan definituta, eragile ez-
linealak |n〉 Fock egoeran duen balioa

Ω̃n,n+1 NQRMaren Rabi maiztasuna, |f1(n)|Ωn,n+1
〈n〉 Hasierako egoeraren batezbesteko fonoi kopurua
α Egoera koherentea ezaugarritzen duen zenbaki konplexua, non

|α| eta arg(α) “anplitudea” eta “fasea” diren, hurrenez hurren
Dagokion eranskinean :
ωen, ω

g
n ωen = (ω + γ)n+ ω0/2, ωgn = (ω − γ)n− ω0/2

Sn(t) Sn(t) ≡ σ+e
iδ+
n t + σ−e

iδ−n t

g
(1)
r,b Albo-banda gorri eta urdinaren akoplamendu maiztasunak
g

(2)
r,b Bigarren ordenako albo-banda gorri eta urdinaren akoplamendu

maiztasunak
σ̃± σ̃± ≡ (σy ± iσz)/2
gJC, gaJC JC eta anti-JC terminoen akoplamendu maiztasunak

Chapter 4: Bosoi Laginketa Atomo Ultrahotzekin
N,M Bosoi kopurua, modu kopurua
t, τ Pauso kopurua, pauso baten iraupena
a†m(am), n̂m, nm m moduaren sortze (deuseztatze) eragilea, m moduaren zen-

baki eragilea, m moduan dagoen partikula kopurua
N̂ Zenbaki eragile totala N̂ =

∑
m n̂m

U,Uij Haar-ausazko matrize unitarioa, matrize elementua (i lerroa
eta j zutabea)

PBS Bosoi laginketaren probabilitate banaketa
|↑〉, |↓〉 Atomoaren egoera hiperfinak
λL Sare optikoaren uhin-luzera
V↑,↓(x) Argi eremuak eragindako energia potentziala
x↑,↓(t) |↑〉 eta |↓〉 sareen “posizioa”
T (s, t) 2 × 2 dimentsioko matrize unitarioak, U matrizea eraikitzen

dutenak
H2×2, A(θ), A(φ) 2×2 dimentsioko matrize unitarioak, T (s, t) matrizea eraikitzen

dutenak
|ψ0〉, |0〉, |nm〉 Hasierako egoera, M moduen “huts” egoera, m moduaren

Fock egoera
|ψu〉 Banaketa uniformeari dagokion egoera edo egoera uniformea
P (n1, n2, ..., nM ) n1, n2, ..., nM konfigurazioari dagokion probabilitatea
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Û Bosoi laginketaren eboluzio eragilea
tin, top, tdet, tpr Hasierako egoeraren prestaketaren, interferentzia operazioen,

neurketaren, eta prozesu osoaren iraupena
Rpr(R0), R Lagin atomikoen (fotonikoen) sortze-abiadura, lagin baliogar-

rien sortze-abiadura
ηd, η, ηf, ηc Detekzio efizientzia atomo bakoitzeko, fotoiaren biziraupen

probabilitatea, fotoiaren biziraupen probabilitate finkoa, fo-
toiaren biziraupen probabilitatea zirkuituaren luzera unitateko

τbg, τtb Gorputz bakarraren galera-denbora, bi gorputzen galera-
denbora

Psurv, step, pair N gorputzeko laginaren biziraupen probabilitate totala, bizirau-
pen probabilitatea τ denbora unitateko (pausoko), k partikula-
pare aurkitzeko probabilitatea (parea = bi partikula sare-toki
berdinean)

d Zirkuitu fotonikoaren luzera
kl Galdutako fotoi kopurua
ã Ordenagailu klasikoaren abiadura ezaugarritzen duen zenbaki

erreala
ω↑, ω↓ |↑〉 eta |↓〉 egoeren energia (maiztasun angeluarraren unitatetan)
Ω0(ϕ0),Ωs, MU eremuaren Rabi maiztasuna (fasea), argi-eremuaren Rabi

maiztasuna s sare-tokian
Û , Ût, Ût,1 Bosoi laginketaren eboluzio eragilea, t pausuari dagokion

eboluzio eragilea, t pausurainoko eboluzio eragilea, hau da,
Ût,1 =

∏t
j=1 Ûj

θts, φ
t
s T (s, t) matrizea ezaugarritzen duten faseak

~θt, ~φt t pausuko faseen zerrenda
Lb(ρ),Γb, Fb Lindblad supereragile, galera-abiadura, eta jauzi eragile gener-

ikoak
Γbg,Γtb Gorputz bakarraren galera-abiadura, bi gorputzen galera-

abiadura
F Bosoi laginketaren amaierako egoerarekiko fidelitatea
p Interferentzia operazio amaitu osteko biziraupen probabilitatea
Vt t pausuan, bi gorputzen galera adierazten duen Hamiltondarra,

bosoi laginketaren Hamiltondarrarekiko elkarrekintza-irudian,
hau da, Û†t−1,1V Ût−1,1 edo Û†t−1,1V

′Ût−1,1, j bakoitia edo
bikoitia bada, hurrenez hurren.

ε ω↑ − ω↓ maiztasunaren aldaketa, Ω0 maiztasun unitateko
Dagokion eranskinean :
k2, k3, k4 pare, hirukote, eta laukote kopurua
P (k2, k3, k4) k2 pare, k3 hirukote, eta k4 laukote izateko probabilitatea
c M eta N2-ren arteko zatidura
D, d, |d〉 Konfigurazio kopurua, konfigurazio bati dagokion indizea, kon-

figurazio bati dagokion egoera
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pk, pk,k′ m moduan k atomo duten konfigurazio kopurua eta D-ren
arteko arrazoia, m moduan k atomo, eta m′ moduan k′ atomo
duten konfigurazio kopurua eta D-ren arteko arrazoia

aj aj ≡
∏j
i=1

M−i
M+N−i

λj λj ≡ N
M+N−j

Chapter 5: Detekzio Kuantikoa NV Zentroekin
Sx,y,z Spin-1 eragileak
|0〉(|1〉), |+〉 NV qubitaren oinarrizko (kitzikatutako) egoera, gainezarmen

egoera |+〉 = 1√
2 (|0〉+ |1〉)

ωn, ωj Nukleoaren Larmor maiztasuna, j nukleoaren Larmor maizta-
suna, NVarekin duen elkarrekintzak eragindako aldaketa kon-
tuan izanik

Iαj j nukleoaren spin-1/2 eragilea, Iαj = 1/2σαj non α =
x, y, z,+,−

γn Nukleoaren arrazoi giromagnetikoa
~Aj NV-nukleo elkarrekintza ezaugarritzen duen bektorea, definizioa

(5.2) ekuazioan
~rj j nukleoaren posizio bektorea, jatorri bezala hutsunearen tokia

hartuz
ω(t), ω, φ MU eremuaren Rabi maiztasuna, maiztasuna eta fasea
ω̂j j nukleoaren prezesio-ardatz berriaren norabidea definitzen

duen bektore unitarioa
F (t) π-pultsuen efektua adierazten duen modulazio funtzioa
T F (t) funtzioaren periodoa
n, l Fourierren garapeneko harmoniko zenbakia, lωM ≈ ωk izan

dadin aukeratutako harmonikoa
ωk Erresonantzian jarri nahi dugun nukleoaren Larmor maiztasuna
fn, f

m
n eta f th

n n harmonikoari dagokion Fourierren koefizientea, Fourierren
koefizientea pultsu modulatu eta karratuetarako, (5.15) eta
(5.16) ekuazioetan definituta

ωM T periodoari dagokion maiztasun angeluarra
x̂j , ŷj , ẑj (5.6) ekuazioaren azpian definitutako oinarri kartesiarraren bek-

tore unitarioak
tm, tp m pultsua aplikatzen hasten den unea, m pultsuaren erdiko

unea tp = tm + tπ/2
αq(t) Denboraren funtzio erreal eta positiboa, q zenbaki arrunta

izanik
a1, c1 α1(t) Gaussen funtzioaren parametro askeak
γ13C, γH

13C nukleoaren arrazoi giromagnetikoa, 1H nukleoaren arrazoi
giromagnetikoa

tf Amaierako denbora
Eth eta Eext π-putsu karratu edo zabal batek emandako energia
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Dagokion eranskinean :
τm, τπ tm eta tπ T/2-ren unitateko
x, y Integrazio aldagaiak
~P , ~E, ~B Poyntingen bektorea, MU eremu elektriko eta magnetikoa
~k MU eremuaren uhin-zenbakia
~x NV zentroaren posizioa
B0(t) Eremu magnetikoaren anplitude aldakorra
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1 Sarrera

Mekanika kuantikoa fisikaren teoria arrakastatsuenetariko bat da. Teoria honek eskala
atomikoan gertatzen diren prozesu naturalak deskribatzen ditu, eta, hasieratik, argiaren
eta materiaren arteko elkarrekintzak, edo atomoen eta eremu elektromagnetikoen arteko
interakzioak, garrantzi handia izan du teoria kuantikoaren garapenean. Energiaren kuanti-
zazioa Max Plackek proposatu zuen lehen aldiz 1900ean, gorputz batek igorritako espektro
elektromagnetikoa deskribatzeko [1]. 1905ean, Einsteinek efektu fotoelektrikoa azaldu
zuen energiaren kuantizazioa erabiliz [2], eta, 1917rako, argi-materia elkarrekintzaren
eredu bat garatu zuen, atomoetan argiaren xurgapena eta igorpen estimulatua edo espon-
taneoa azaltzen zituena [3]. Teoria kuantikoa Erwin Schrödingerrek formalizatu zuen
1926an, hidrogeno atomoaren espektro-lerroak azal zezakeen uhin-ekuazioa proposatu
zuenean [4]. Urte berean, Paul Dirac-ek eremu elektromagnetikoa kuantizatzeko lehen
saiakera egin zuen [5]. Hala ere, 40ko hamarkadaren amaiera arte ez ziren gai izan materia
eta argi kuantizatuaren arteko elkarrekintza azalduko lukeen teoria bat gorpuzteko [6];
elektrodinamika kuantikoa (QED), hain zuzen. Teoria honekin, hidrogenoaren mikrouhin
(MU) espektroan neurtutako Lamb lerrakuntza azaltzeko gai izan ziren [7].

XX. mendearen lehen erdian telekomunikaziorako garatutako irrati eta MU maiztasuneko
teknologiak maserraren asmakuntza ekarri zuen 1953an [8]. Maserrak MU erradiazio
koherentea sortzen du, atomoen igorpen estimulatuaren bidezko anplifikazioa erabiliz.
Honek, beste aurkikuntza batzuekin batera (adibidez, ponpaketa optikoa [9]), lehen
laserraren eraikuntza ekarri zuen 1960an [10]. Laserrak koherentzia optikoa ulertzen
lagundu zuen [11, 12], eta argi-materia elkarrekintza koherenteak ahalbidetu zituen.
70eko hamarkadaren erdialdean, atomo kargatuak (ioiak) harrapatzeko gaitasuna [13]
laserrekin konbinatu, eta, lehen laser bidezko hozketa protokoloa asmatu zen [14, 15].
80ko hamarkadan, atomo neutroentzako laser bidezko harrapatze eta hozketa teknikak
garatu ziren [16], jauzi kuantikoak ikusi ziren lehen aldiz [17–19], eta ioi bakar bat bere
oinarrizko bibrazio egoeraraino hoztea lortu zen [20]. Laserrari esker, MU erresonadoreetan
eta barrunbe optikoetan Rydberg atomoen eta argiaren arteko interakzioa aztertu ahal
izan zen, barrunbeko QED izeneko ikerketa eremua sortuz [21]. Barrunbearen modu
elektromagnetikoaren eta atomoen egoera elektroniko kitzikatuaren arteko elkarrekintzak
atomoaren propietateak alda ditzake, adibidez, igorpen espontaneoen tasaren handitzea edo
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txikitzea1 eraginez [23, 24]. 1992an, argiaren eta materiaren arteko akoplamendu sendoko
(SC) erregimena lortu zen atomo bakar bat erabiliz [25], atomoen eta fotoien arteko
elkarrekintzan energia-kuantu baten trukea aztertzea posible eginez [26]. Gainera, SCko
erregimeneko argi-materia elkarrekintzak argiaren eta materiaren ezaugarriak dituzten
polaritoi izeneko modu hibridoen sorrera ahalbidetzen du. Hauek erabilgarriak dira,
adibidez, gainazaleko plasmoien laguntzaz argi-intentsitate altuak bolumen txikietan
konfinatzeko, eta, honela, erabilitako argiaren uhin-luzera baino txikiagoak diren egituren
irudiak lortzeko [27].

Beste alde batetik, 1930eko hamarkadan, Alan Turing-ek konputazio-teoriaren oinarriak
ezarri zituen, erakutsi zuenean eragiketa mota gutxi batzuk egiteko gaitasuna eta memoria
nahikoa zuen gailu batek, Turingen makina deritzonak, edozein prozesu algoritmiko erre-
produzitu dezakeela era efizientean [28]. Ideia honek, lehen transistorearen2, eta 1959an,
MOSFETaren [29], asmakuntzarekin batera, ordenagailu digitalen garapen esponentziala
ekarri zuen [30]. Algoritmoak sailkatzen hasi ziren, Turing makina bat erabiliz ebazpena
aurkitzeko behar diren baliabideen, denboraren eta memoriaren arabera [31]. Problema
batzuen kasuan, hala nola biderketaren kasuan, baliabide-kopuru hori polinomikoki han-
ditzen da sarrera-zenbakiaren tamainarekin, eta, beraz, erraz ebatz daitezke. Beste
problema batzuk ordea zailagoak dira ebazten, ez delako hauek baliabide-kopuru poli-
nomikoarekin ebazteko gai den algoritmorik ezagutzen. Honen adibide da, zenbaki osoen
faktorizazioa. Gainera, Turingen konputazio-ereduan, eragiketa logikoak izaera itzulezina
daukate. Ondorioz, eta 1961ean Landauerrek, Shannonen informazio-teoria [32] erabiliz,
frogatu zuenez, eragiketa logiko bakoitzak entropiaren handitzea, eta, beraz, funtsezko
energia-kostu bat dakar [33]. Hau Landauerren printzipioa bezala ezagutzen da, eta
konputazio eredu itzulgarrien ikerkuntza bultzatu zuen [34]. Testuinguru horretan, 80ko
hamarkadaren hasieran, Benioffek [35], Maninek [36] eta Deutschek [37] Turingen makina
kuantikoaren ideia proposatu eta garatu zuten. Ordenagailu kuantiko horrek bi mailako sis-
tema kuantikoetan gordeko luke informazioa: bit kuantiko edo qubit deiturikoak. Gainera,
Schrödingerren ekuazioaren linealtasuna dela eta, konputazio-eredu hori itzulgarria izango
litzateke eta, beraz, ez luke funtsezko energia-kosturik edukiko. Segidan, Feynmanek
iradoki zuen honelako ordenagailu bat fisika kuantikoa simulatzeko plataforma naturala
izango zela [38]; Turingen makina klasiko batean, ordea, fisika kuantikoaren simulazioak
baliabide-kopuru esponentziala eskatzen du, gehienetan [39]. Honela, simulazio kuantikoa
ordenagailu kuantikoen lehen aplikazio praktiko gisa agertu zen. Urte horietan, aldagai
kuantikoak erabiliz komunikazio segurua lortzeko lehen ideiak garatu ziren [40, 41], gaur
egun kriptografia kuantikoa bezala ezagutzen den ikerketa-eremua sortuz [42]. 1994an,
zenbaki osoak efizienteki faktorizatzeko gai zen algoritmo kuantiko bat proposatu zuen
Peter Shorrek [43], geroago Dowling eta Milburnek “bigarren iraultza kuantikoa” [44]
bezala deitu dutena sortzeko azken bultzada emanez.

Ordurako, posible zen sistema kuantiko indibidualak kontrolatzea3, eta ordenagailu
1Igorpen espontaneoen tasaren handitze hau Edward M. Purcell-ek aurkitu zuen erresonantzia magnetiko

nuklearra erabiliz [22], eta Purcell efektua bezala ezagutzen da.
21956an, Fisikako Nobel saria eman zioten William B. Shockleyi, John Bardeeni eta Walter H. Brattaini

erdieroaleei buruz egindako ikerketengatik eta transistore efektuaren aurkikuntzagatik
32012an, Serge Harochek and David J. Winelandek Nobel saria irabazi zuten sistema kuantiko indibidualak
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1. kapitulua: Sarrera

kuantiko bat eraikitzeko lasterketa hasi zen. Shorren algoritmoa aurkeztu eta gutxira,
Cirac eta Zollerrek metodo bat proposatu zuten ioi harrapatuak erabiliz CNOT atea
inplementatzeko [45]. Proposamen horretan oinarrituta, Winelanden taldeak bi qubiteko
lehen ate kuantikoa egitea lortu zuen [46]. Ordutik aurrera, hainbat proposamen egin
dira qubitak eta ateak fisikoki gauzatzeko, fotoiak [47, 48], ioiak [49–52], atomoak
barrunbeko-QED-an [53] edo sare optikoetan [54], anioiak [55], erdieroaleak [56], erreso-
nantzia magnetiko nuklearra (NMR) [57, 58], diamanteko kristal-akatsak [59] eta zirkuitu
supereroaleak [60] erabiliz. Gainera, algoritmo kuantiko berriak garatu [61, 62], eta
akats-zuzenketa kuantikorako lehen protokoloak asmatu dira [63, 64]. Idealki, ordenagailu
kuantiko bat elkarren artean komunikatzeko gai diren qubitez eraiki behar da, baina, hauek
ingurunetik isolatuta egon behar dute, dekoherentzia prozesuak saihesteko. Bestalde,
sistema kanpotik kontrolatzeko eta neurtzeko gai izan behar dugu. Beraz, isolamendu
hori oso selektiboa izan behar da. Alde horretatik, akats-zuzenketa kuantikoak [65] bide
bat deskribatzen du akats tolerantzia duen ordenagailu kuantikoa eraikitzeko, atalase
batetik beherako erroreak dituzten qubitak erabiliz [66]. Trukean, qubit logiko bakar
baten informazio kuantikoa qubit fisiko askotan gorde behar da.

Qubit kopurua eta hauen koherentzia-denborak handitzen egin diren aurrerapenak
nabarmenak diren arren [67–80], gaur egungo teknologia kuantikoa, batzuetan eskala
ertaineko teknologia kuantiko zaratatsua (NISQ teknologia) bezala deitua [81], ez da
nahikoa akats-tolerantea den ordenagailu kuantiko bat eraikitzeko [82]. Horrek NISQ
gailuetara egokitutako eredu konputazional alternatiboen garapena bultzatu du, hala
nola konputazio kuantiko digital-analogikoa [83], eigensolver kuantiko bariazionalak [84],
sakonera konstanteko zirkuitu kuantikoak [85], denbora-egitura gabeko zirkuitu kuan-
tikoak [86], bosoi identiko ez-interaktiboez eginiko zirkuitu kuantikoak (bosoi laginketa
gailuak deiturikoak) [87], akoplatutako qubitez osaturiko ausazko zirkuituak [88], edo
suberaketa kuantikoa [89]. Hauen konplexutasun esperimentala akats-tolerantea den
ordenagailu kuantiko batena baino askoz txikiagoa denez, hautagai interesgarriak dira
NISQ gailuetan ordenagailu klasikoekiko abantaila nabarmena erakusteko. Abantaila
honi, abantaila edo nagusitasun kuantiko deritzo [90–92]. Hain zuzen, iaz, Martinisen
taldeak lehen aldiz lortu zuen nagusitasun kuantikoa, qubit supereroalez osaturiko ausazko
zirkuituak erabiliz [93].

Ziur aski, konputazio kuantikoaren aplikazio garrantzitsuena simulazio kuantikoa da [94–
101], hots, eredu kuantikoak sistema kuantiko kontrolagarriak erabiliz erreproduzitzea.
Ideia Maninek [36] eta Feynmanek [38] proposatu zuten lehen aldiz 80ko hamarkadaren
hasieran, eta, ondoren, Lloydek [102] formalizatu zuen teorikoki frogatu zuenean ordena-
gailu kuantikoek edozein sistema kuantiko lokal modu efizientean simula dezaketela. Eredu
kuantikoei loturiko Hilbert espazioaren dimentsioa esponentzialki hazten denez sistemaren
osagai kopuruarekin, gorputz anitzeko sistema kuantikoen simulazioa, oro har, ez da
efizientea, eta, askotan, ezinezkoa da [103]. Simulagailu kuantikoek, aldiz, era efizien-
tean simulatu ditzakete eremu-teoria kuantikoan [104–109], kimika kuantikoan [110–112],
materia kondentsatuan [113–116] edo grabitate kuantikoan [117] agertzen diren ereduak.
Lloydek deskribatutako simulagailu unibertsalari simulagailu kuantiko digital deritzo, eta

neurtu eta manipulatzeko aukera ematen duten metodo esperimentalak garatzeagatik
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ez da simulagailu kuantiko analogiko [118–120] edo digital-analogikoen [121, 122] berdina,
izan ere, azken hauek sistema kuantiko espezifikoen portaera imitatzeko daude diseinatuta,
askotan plataforma kuantikoaren interakzio naturalak aprobetxatuz. Simulagailu analogiko
edo digital-analogikoak, ordea, hobeto egokitzen dira NISQ gailuetara, eta dagoeneko
erabili izan dira metodo klasikoen gaitasunetik haratago dauden iragarpen fisikoak egit-
eko [123]. Ordenagailu eta simulagailu kuantikoak ordenagailu klasikoak baino hobeak
dira natura simulatzen [124], eta, beraz, aurkikuntza zientifikorako tresna garrantzitsu
bihurtu daitezke [125].

Objektu kuantikoen ingurunearekiko duten aparteko sentikortasuna, ordenagailu kuan-
tiko baten eraikuntza izugarri zailtzen duena, sentsore kuantikoetan erabilgarria izan
daiteke. Sentsore kuantikoek objektu kuantikoak edo koherentzia kuantikoa erabiltzen
dute kantitate fisiko bat neurtzeko edo detektatzeko. Honi, detekzio kuantikoa der-
itzo [126]. Detekzio kuantiko deritzo, baita ere, korapilatze kuantikoaren erabilerari fisika
klasikoak ezarritako doitasun-mugak gainditzeko [127]. Sentsore kuantikoen adibideak
dira erloju atomikoak, egungo denbora- eta maiztasun-estandarrik onenak [128]; interfer-
entzia kuantikorako gailu supereroaleak eta atomoen lurrun termikoak, magnetometro
zehatzenak [129]; nitrogeno-hutsune (NV) zentroak diamantean, nanoeskalako detekzio
magnetikoa ahalbidetzen dutenak [130, 131]; ioi harrapatuak, eremu elektrikoen eta
indarren detekziorako [132, 133]; edo argiaren egoera estutuak, uhin grabitazionalen de-
tekziorako baliagarriak direnak [134]. Teknologia kuantikoen artean, sentsore kuantikoek
epe laburreko aplikazio praktikoetarako potentzial handiena dute. Adibidez, fotoien arteko
korrelazio kuantikoak erabili daitezke islapen gutxiko objektuak detektatzeko argi-zarata
askoko inguruneetan. Metodo hau, argiztapen kuantiko deritzona [135–137], MUen erreg-
imenera eramatean datza, ustez, radak kuantikoa eraikitzeko formula [138]. Aplikazio
praktikoen beste adibide bat erloju atomikoak dira. Denboraren joan etorria doitasun han-
diz neurtzeko gai direnez, eta grabitazio-potentzial desberdinetan denbora era desberdinean
igarotzen denez, erloju atomikoak erabilgarriak izan daitezke masa handiko objektuen
egitura aztertzeko, geofisikan edo hidrologian, adibidez [139, 140]. Hau gutxi balitz,
detekzio kuantikoa funtsezkoa izan daiteke aurkikuntza zientifikoetan. Adibidez, objektu
makroskopikoen gainezarmen kuantikoak [141–147] sortzeak kolapso-ereduen baliagar-
ritasuna aztertzeko balio du; izan ere, eredu horien arabera, Schödingerren ekuazioak
ez du balio masa jakin bateko objektu baten gainezarmenak distantzia kritiko bat gain-
ditzen duenean [148, 149]. Beste adibide bat grabitatearen izaera kuantikoaren azterketa
litzateke, honek objektu masiboetan eragindako korrelazio kuantikoak behatuz [150, 151].

Zientzia eta teknologia kuantikoa etorkizun handiko ikerketa-eremua da, eta honen ap-
likazioek eragin garrantzitsua izango dute gizartean. Argi-materia elkarrekintza funtsezkoa
da plataforma kuantikoen funtzionamenduan, eta elkarrekintza hauen kontrola behar-
rezkoa da teknologien portaera kuantikoa ustiatzeko. Adibidez, atomo harrapatuetan MU
edo laser erradiazioa erabil daiteke fidelitate altuko informazio kuantikoaren prozesaketa
lortzeko. Argi-materia elkarrekintza aztertzen duten ereduek erreminta teorikoak ematen
dizkigute, zenbakizko metodoen laguntzaz, egoera kuantikoak manipulatzeko era berriak
esploratu, eta, adibidez, energetikoki efizienteak diren detekzio kuantikorako eskemak
edota fidelitate altuko ate logikoak diseinatzeko. Bestalde, kontrolpeko sistema kuan-
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tikoak argi-materia elkarrekintza ikertzeko erabil daitezke ohiko hurbilketen erregimenetatik
at, non zenbakizko metodo klasikoak balio ez duten. Laburbilduz, tesi honek sistema
kuantikoen egoerak hobekien ustiatzeko erradiazio-patroien diseinuan jartzen du arreta,
informazio kuantikoaren prozesamendu azkar eta fidagarria lortzeko, energetikoki efizien-
teak diren detekzio kuantikorako metodoak lortzeko edo eredu kuantikoen simulazioa
kuantikoa gauzatzeko.

1.1. Zer aurki daiteke tesi honetan

Tesi honetan, argi-materia elkarrekintzak kontrolatzeko modu berriak diseinatzen ditugu,
zeintzuk aplikazioak dituzten ioi harrapatuetan, sare optikoetako atomo ultrahotzetan
eta NV zentroetan konputazio kuantikoa, simulazio kuantikoa eta detekzio kuantikoa
gauzatzeko. Horretarako, 1. kapituluan argi-materia elkarrekintzaren eredu zentralak
berrikusiko ditugu, hau da, Rabiren eredu semiklasiko eta kuantikoa. Desakoplatze
dinamikoari (DDari) dagozkion oinarrizko kontzeptuak ere azalduko ditugu, hala nola,
spin-oihartzuna edota egoera kuantiko jantziak. Azkenik, tesian aztertutako plataforma
kuantikoak aurkeztuko ditugu, eta teknologia kuantikoen egungo ekosisteman duten
garrantzia azalduko dugu.

2. kapituluan, ioi harrapatuetan MU erradiazioa erabiliz fidelitate altuko ate logikoak
egiteko bi metodo proposatzen ditugu. Lehenak MU pultsuak erabiltzen ditu, etorkizun
hurbil batean lor daitezkeen parametro esperimentalak erabiliz ate azkarrak sortzeko.
Bigarrenak egungo laborategietan dauzkaten parametroak eta MU erradiazio jarraitua
erabiltzen ditu. Laserrak ez bezala, MU iturriak erraz txertatu daitezke tranpa eskala-
garrietan; hala, MUen bidez kontrolaturiko ioi harrapatuak funtsezkoak izan daitezke
ioi harrapatuez sorturiko ordenagailu kuantikoak eskala handietara eramateko. Gure
metodoek kontuan hartzen dituzte ioiei eragiten dieten dekoherentzia-iturri nagusiak, eta,
DD teknika pultsatuak eta jarraituak erabiliz, haien eragina nola minimizatu aztertzen
dugu, %99.9tik gorako fidelitateak lortuz parametro esperimental errealistetarako.

3. kapituluan, argi-materia elkarrekintza deskribatzen duten bi ereduren dinamika
aztertuko dugu, parametro-erregimen ezberdinetan. Rabi-Stark ereduaren kasuan, SCko
eta USCko erregimenetan fotoi anitzeko elkarrekintza selektiboak aurkitzen ditugu. Denbo-
raren menpeko perturbazio-teoria erabiliz, interakzio hauei azalpen analitiko bat ematen
diegu. Rabiren eredu kuantiko ez-linealaren kasuan, haren dinamika Fock espazioko
zenbait egoeretara mugatzen dela ikusi dugu, espazio hau zati desberdinetan banatuz.
Propietate hau disipazioarekin konbinatuz, metodo bat diseinatzen dugu ioi harrapatuekin
n altuko Fock egoerak sortzeko. Rabi-Stark eredua eta Rabiren eredu kuantiko ez-lineala
simulatzeko metodoak ere eskaintzen ditugu, laser bidez kontrolatutako ioi harrapatu bat
erabiliz.

4. kapituluan, sare optikoetan atomo ultrahotzak erabiliz bosoi laginketa egiteko
metodo bat aurkezten dugu. Sistema horren kontrola MU eta laser erradiazioak erabiliz
lortzen da, forma pultsatu eta jarraituetan. Bosoi laginketa konputazio kuantiko eredu bat
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da, etorkizun hurbilean nagusitasun kuantikoa frogatzeko ahalmena duena. Eredu sinple
bat erabiliz, akats esperimentalek bosoi kopuruarekiko (atomoak, kasu honetan) duten
menpekotasuna aztertzen dugu, eta baita hau nolakoa izan behar den algoritmo klasiko
onenekiko abantaila erakusteko. Partikula-galera deskribatzen duen eredu Hamiltondar
ez-Hermitiko bat erabiliz gure eredu sinplearen baliagarritasuna egiaztatzen dugu.

5. kapituluan, anplitude-modulatuko MU pultsuak erabiliz eremu magnetiko altuetan
NV-nukleo elkarrekintza selektiboak lortzeko gai den metodo bat aurkezten dugu. Eremu
magnetiko altuekin lan egiteak NMR espektroaren zehaztasuna hobetu dezake; hala ere,
MU potentzia handitu ezean, NMR seinalea galdu egiten da. MU potentzia handiekin
lan egitea, ordea, desegokia izan daiteke lagin biologikoen espektroa aztertzerako orduan,
erradiazioak hauetan kalteak eragin ditzakeelako. Gure metodoak problema horiek saihestu
eta espektroen zehaztasuna hobetzea lortzen du, anplitude-modulatuko MU pultsuak
erabiliz.

1.2. Argi-materia elkarrekintza ereduak

1.2.1. Rabiren eredua

Rabiren eredua edo Rabiren eredu semiklasikoa Isaac Rabik sortu zuen 1937an, eremu
magnetiko oszilakorrek spin nuklearra duten atomoetan sortutako efektua azaltzeko [152].
NMReko esperimentuak deskribatzeko sortu zuen arren, Rabiren eredua bi mailako atomoen
eta eremu elektromagnetiko klasikoen arteko elkarrekintza deskriba dezakeen eredurik
sinpleena da. Demagun spin-1/2ko partikula bat dugula ~B0 = B0ẑ eremu magnetiko
estatikoaren eraginpean, non ẑ z norabideari dagokion bektore unitarioa den. Partikula
honen energia ondoko Hamiltondarrak adieraziko luke

H0 = −~µ · ~B0 = ~ω0

2 σz, (1.1)

non ~µ = −γ ~
2~σ, γ partikularen arrazoi giromagnetikoa, ~ Planck-en konstante murriztua,

eta σx,y,z Pauli matrizeak diren. NMRean, ω0 = −γB0 Larmor maiztasuna bezala
ezagutzen da, eta, (1.1) ekuazioaren arabera, edozein spin egoerak z ardatzaren inguruan
biratuko du periodoa 2π/ω0 izanik. Eremu magnetiko ortogonal birakari bat aplikatuz
gero, ~B(t) = B[cos (ωt)x̂+ sin (ωt)ŷ], Rabiren eredua lortuko dugu,

HR = ω0

2 σz + Ω
2 (σ+e

−iωt + σ−e
iωt), (1.2)

non σ± = (σx ± iσy)/2 eta Ω = γB/2 diren. (1.6) ekuazioan eta hemendik aurrera,
Hamiltondar guztiak H → H/~ bezala birdefinituko dira, Hamiltondarrei dagokien
magnitudea maiztasun angeluarra izanik. (1.6) ekuazioari dagokion dinamika ulertzeko
H = ω

2 σz terminoak definituriko elkarrekintza irudira mugitzea komeni da, honako
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1.1 irudia: a) Spina duen partikula baten prezesioa ~B0 eta ~B(t)eremu magnetikoen eraginpean. b)
π pultsu bat Blochen esferan. |↓〉 egoeraren bilakaera, Rabiren eredu erresonantearen
arabera eta π/Ω denboran zehar. Bilakaera Schrödingerren irudian eta elkarrekintza
irudian erakusten da, Ω = ω0/10 izanik.

transformazioa aplikatuz, HI
R = eiHtHRe

−iHt −H [153]. Honela, (1.6) ekuazioa

HI
R = ∆

2 σz + Ω
2 σx (1.3)

da, non ∆ = ω0 −ω Larmor maiztasunarekiko seinalearen desintonia den. Erresonantzian,
1.3) ekuazioak spinaren x̂ ardatzaren inguruko biraketa deskribatzen du, Ω maiztasunarekin
(Rabi maiztasuna deitua). 1.1(b) irudian |↓〉 (σz|↓〉 = −|↓〉) egoeraren bilakaera erakusten
da, σx,y,z behagarrien batezbesteko balioen arabera4, π/Ω denboran zehar. Prozesu
honen ondorioz |↓〉 egoerako populazioa |↑〉 egoerara pasatzen da, eta π pultsua bezala
ezagutzen da.

Rabiren ereduak eremu magnetiko birakari baten eraginpean dagoen bi mailako sistema
kuantiko baten eboluzioa deskribatzen du, baina ez ditu dekoherentzia sor dezaketen
faktoreak kontuan hartzen. Horretarako, 1946an, Felix Blochek bi koherentzia-denbora
erabilita, T1 eta T2, efektu horiek jasotzen zituen ekuazio fenomenologiko batzuk proposatu
zituen [154]. T1 despolarizazio-denbora deitzen da, eta |↑〉 egoeratik |↓〉 egoerara eman
daitekeen transferentzia inkoherentea edo “erorketa” hartzen du kontuan. T2 aldiz,
desfasatze-denbora deitzen da eta |↓〉 eta |↑〉 egoeren arteko fase erlatiboaren kontrolaren
galera adierazten du. Rabiren ereduarekin gertatzen den bezala, Blochen ekuazioak
baliagarriak dira bi mailako atomo baten bilakaera deskribatzeko eremu elektromagnetiko
koherente baten eta dekoherentziaren eraginpean. Kasu horretan, Maxwell-Blochen
ekuazioak edo Blochen ekuazio optikoak bezala ezagutzen dira [155].

4Mekanika kuantikoa teoria probabilistikoa da, eta behagarrien batezbesteko balioak baino ez ditu
aurresaten. Batezbesteko balio horiek neurtzeko, zenbait saiakera esperimental egin behar dira datu
estatistikoak biltzeko.
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Uhin birakariaren hurbilketa (RWA)

Eremu magnetiko birakari bat kontsideratu beharrean, (1.6) ekuazioan bezala, normalagoa
da denboran oszilatzen duen eremu magnetiko bat kontsideratzea, ~B(t) = B cos(ωt)x̂.
Kasu horretan, (1.3) ekuazioa

HI
R = ∆

2 σz + Ω
2 σx + Ω

2 (σ+e
−i2ωt + σ−e

i2ωt) (1.4)

bilakatzen da. Eremu oszilakorraren intentsitatea txikia bada eremu estatikoarenarekin
alderatuz, ω ≈ ω0 � Ω da, eta, (1.4) ekuazioko azken terminoak, termino kontra-
birakariak deiturikoak, arbuiatu egin daitezke uhin birakariaren hurbilketaren (RWAren)
arabera. Termino kontra-birakari horien efektu neurgarri bat Larmor maiztasunean gerta
daitekeen lerrakuntza bat da, Ω2/4ω0 baliokoa eta Bloch-Siegert lerrakuntza bezala
deitua5. Lerrakuntza hau ulertzeko, denboraren menpeko perturbazio teoria erabili behar
da, ikusi, adibidez, (A.15) eta (A.16) ekuazioak A.4 eranskinean.

Egoera jantziak

Egoera jantziak deritze erradiazio eremu baten ondorioz energia lerrakuntza bat jasan
duten spin egoera edo egoera elektronikoei. Adibide tipiko bat argi-lerrakuntza izenekoa
da [157], |∆| desintoniaren balioa Ω Rabi maiztasuna baino askoz handiagoa izanik,
|∆| � ω0 denean lortzen da. Erregimen horretan, Hamiltondar efektiboa

HI
light ≈

Ω2

4∆σz (1.5)

da. Honek |↓〉 eta |↑〉 egoeren arteko energia aldaketa bat dakar, positiboa edo negatiboa,
∆ desintoniaren zeinuaren arabera. Ω Rabi maiztasuna (eremuaren intentsitatearen
proportzionala dena) ~x posizioaren arabera aldatzen denean, lerrakuntza honek indar bat
eragin dezake partikularen gainean.

Beste egoera jantzi mota bat (1.3) ekuazioak deskribaturikoa da. ∆ = 0 denean,
|±〉 = |↑〉 ± |↓〉 egoeren (normalizazioa kontuan izan gabe eta elkarrekintza irudian)
arteko Ω balioko energia diferentzia bat sortzen da. Eremu ahulago bat sartu ezkero,
~B(t) = B̃(cos (ω̃t)x̂+ sin (ω̃t)ŷ, Hamiltondarra hurrengoa litzateke

HI
R = Ω

2 σx + Ω̃
2 (σ+e

i∆̃t + σ−e
−i∆̃t), (1.6)

non Ω̃ = γB̃/2 eta ∆̃ = ω0 − ω̃ diren. Eremu honek, trantsizioak eragin ditzake
|+〉 eta |−〉 egoeren artean, ∆̃ = ±Ω bada. Fisika atomikoan, ω ± Ω maiztasuneko
bi trantsizio hauek eta ω0 maiztasuneko trantsizio zentrala Mollowen hirukoa bezala
ezagutzen da [158, 159]. Bai argi-lerrakuntza, baita Mollowen hirukoa ere, korronte

5Lerrakuntza hau lehenbizi Felix Bloch eta Arnold J. F. Siegertek neurtu zuten 1940 [156].
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alternoko (AC) Stark efektua [157] edo Autler-Townes efektua [160] izenpean agertzen
dira batzuetan literaturan. Eremu erresonantez osatutako egoera jantziak babestuta daude
ω0 maiztasunean eman daitezkeen lerrakuntza txikien aurrean [161], eta funtsezkoak dira
DD jarraituko teknikak garatzeko [162, 163].

Spin oihartzuna

Spin oihartzuna edo Hahnen oihartzuna6 spinaren koherentzia berreskuratzeko metodo bat
da, π pultsu bat erabiliz. Eremu magnetikoaren intentsitatearen ondorioz ω0 maiztasunaren
lerrakuntza ezezagunek eragindako desfasatzearen aurrean babesteko metodo erabiliena
ere bada spin oihartzuna. Analisi sinple baterako, demagun |↑〉 + |↓〉 egoeran hasten
garela. (1.1) ekuazioaren arabera egoeraren bilakaera eiω0t|↑〉+ e−iω0t|↓〉 litzateke, baina,
ω0
2 σz terminoarekiko elkarrekintza irudi baten, egoerak bere horretan, |↑〉+ |↓〉, jarraitu

beharko luke. Larmor maiztasunak lerrakuntza ezezagun bat jasan ezkero, t denboran,
egoera eiδt|↑〉+ e−iδt|↓〉 litzateke. Honek, bi egoeren arteko fasearen gaineko informazio
galera suposatuko luke, eta, beraz, koherentzia galera7. π pultsu baten aplikazioak bi
egoeren arteko populazio truke bat eragingo luke, egoera e−iδt|↑〉+ eiδt|↓〉 bilakatuz. t
denbora pasa ostean, egoera eiδte−iδt|↑〉+ e−iδteiδt|↓〉 = |↑〉+ |↓〉 izango litzateke berriro,
eta lerrakuntza ezezagunak sorturiko desfasatzea desagertu egingo litzateke, koherentzia
berreskuratuz. Esan beharra dago spin oihartzuna DD pultsatuko tekniken oinarrian
dagoela [165–167].

1.2.2. Rabiren eredu kuantikoa (QRMa)

Rabiren eredu kuantikoak (QRMak) bi mailako atomo baten eta kuantizatutako modu
elektromagnetiko baten arteko elkarrekintza deskribatzen du. Eredua Jaynesek eta Cum-
mingsek proposatu zuten 1963an [168]. Honen iragarpenak 80ko hamarkadaren bukaeran
ikusi ziren lehenekoz, barrunbeko QEDa erabiliz [21, 169, 170]. Gainera, QRMak ioi harra-
patuetako [171], zirkuitu supereroaletako [172] edo erdieroaleetako puntu kuantikoen [173]
elkarrekintzak deskribatzeko balio du. Ereduaren Hamiltondarra

HQRM = ωR
0
2 σz + ωRa†a+ g(a+ a†)(σ+ + σ−) (1.7)

da, non ωR
0 bi mailako atomoaren maiztasuna, ωR eta a†(a) modu elektromagnetikoaren

maiztasun eta sortze (deuseztatze) eragilea diren, eta g atomoaren dipolo elektrikoaren eta
eremu elektromagnetikoaren arteko akoplamendu-maiztasuna den. 1.2 irudian sistemaren
irudikapen bat ageri da.

Erresonantziatik gertu, hau da, ωR ≈ ωR
0 denean, eta g � ωR bada, aσ− eta a†σ+

6Spin oihartzuna Erwin L. Hahnek neurtu zuen lehenengoz 1950an [164].
7Zehazki, koherentzia galduko litzateke δ saiakera esperimental bakoitzeko ausaz aldatuko balitz.
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1.2 irudia: a) Barrunbe batean aurkitzen den atomo neutro baten irudikapena, non Γ eta κ
atomoaren eta barrunberaren erlaxazio abiadurak diren hurrenez hurren. Popu-
lazioen bilakaera denboran g/ωR = 0.01, ωR

0 = ωR izanik eta QRMaren arabera.
|e, 0〉 (goian) eta |e, 3〉 (behean) hasierako egoeretarako, populazio-truke periodikoa
agertzen da |g, 1〉 eta |g, 4〉 egoerekin eta g eta 2g maiztasunarekin hurrenez hurren.

terminoak RWA erabiliz arbuiatu daitezke, Jaynes-Cumming (JC) eredua berreskuratuz,

HJC = ωR
0
2 σz + ωRa†a+ g(aσ+ + a†σ−). (1.8)

JC eredua analitikoki ebatz daiteke, eta ωR = ωR
0 denean, |e, n〉 eta |g, n+ 1〉 egoeren

arteko Ω = g
√
n+ 1 maiztasuneko populazio-truke periodikoa deskribatzen du [168, 174],

1.2(b) irudian agertzen den bezala. Hemen, |g〉 eta |e〉 egoerek atomoaren oinarrizko
eta kitzikatutako egoerak adierazten dituzte, hurrenez hurren, eta |n〉 egoerak aldiz
modu bosonikoaren ngarren Fock egoera. Kontuan izan oszilazio hauen, Rabi oszilazioen,
Ω maiztasuna, n barrunbeko fotoi kopuruaren menpekoa dela. n = 0 denean, atomo
kitzikatu batek fotoi bat igorri lezake barrunbe huts batera, gero berriz xurgatzeko8.
JC ereduak egoera atomikoaren desagertze eta suspertzea ere deskribatzen du, modu
bosonikoa egoera koherente batean aurkitzen bada9 [176].

Rabi oszilazioen behaketa esperimentalerako beharrezkoa da Ω bai atomoaren baita
barrunbearen erlaxazio-abiadurak (1/T1) baino handiagoa izatea. Erregimen honi SCko
erregimena deitzen zaio [177, 178]. Akoplamendu ahuleko erregimenean jada propietate
atomikoetan aldaketa nabarmenak ikus daitezke (adb. Purcell efektua), SCko erregime-
nean, ordea, argiaren eta materiaren propietateak konbina ditzaketen egoera-jantzi berezi
batzuk sor daitezke, polaritoi egoerak, hain zuzen [27]. JC eredu erresonantearen kasuan,
adibidez, egoera jantzi hauek |g, n+ 1〉± |e, n〉 autoegoerak izango lirateke, normalizazioa
kontuan izan gabe.

Dickeren lanetan oinarrituta [179], Tavisek eta Cummingsek N atomoen eta modu
elektromagnetiko baten arteko elkarrekintza aztertu, eta, kasu horretan, Rabi oszilazio

8Oszilazio berezi hauek hutseko Rabi oszilazioak deitzen dira [175].
9Desagertze eta suspertze mota hau Gerhard Rempek, Herbert Waltherrek and Norbert Kleinek neurtu

zuten lehenekoz 1987an [169].
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kolektiboen maiztasuna
√
N aldiz handiagoa dela ondorioztatu zuten [180]. Honek,

SCko erregimena lortu zuten lehen esperimentuak atomo bakar bat baino gehiagorekin
egin izana azaltzen du [181–183]. Ordutik, g argi-materiaren akoplamendu-maiztasun
efektibo orduan eta altuagoak lortu izan dira, akoplamendu ultrasendoko (USC) [184–
188] erregimenera (g/ωR & 0.1) edo akoplamendu bortizki sendoko (DSC) [189–191]
erregimenera (g/ωR & 1) heldu arte, zirkuitu supereroaleak, Landau polaritoiak edo
plasmoi polaritoiak erabiliz. Berrikuntza teknologiko hauek (1.7) ekuazioan ageri den
QRM osoa aztertzeko beharra sortu dute [192], izan ere, erregimen horietan RWA ez da
baliagarria. Argi-materia elkarrekintza kuantikoa deskriba dezakeen eredu sinpleena izan
arren, QRMaren soluzio analitikoa 2011 urtean aurkitu zen [193], orain dela gutxi. JC
ereduak ez bezala, QRMaren dinamikak ez du patroi argirik erakusten DSCko erregimenean
izan ezik, non hasierako egoeraren desagertze eta suspertzea eman daitekeen [194].

1.3. Teknologia kuantikoak

Konputazio kuantikoa edo detekzio kuantikoa lortu nahi duten teknologia kuantikoek ondo
definitutako qubit bat edo erregistro kuantiko bat behar dute, eta haren egoera prestatu
eta neurtzeko gaitasuna. Detekzio kuantikoaren kasuan, qubit horrek intereseko kantitate
fisikoarekin interakzionatu behar du. Konputazio kuantikorako, sistema qubit kopuru
handietara eramateko gai izan behar da, koherentzia-denbora luzeak eta qubit bakarreko
eta bi qubiteko ateak egiteko gaitasuna mantenduz. Ondoren, detekzio kuantikoa eta
konputazio kuantikoa garatzeko gai diren hiru plataforma kuantiko deskribatuko ditugu,
tesi honetan aztertutakoak, hain zuzen.

Ioi harrapatuak

Kargadun ioi atomikoak eremu elektromagnetiko oszilakorrak erabiliz hutsean harrapa
daitezke [171, 195]. Eremu horiek sortutako potentzial harmoniko efektiboek norabide
guztietan konfinatzen du ioia, harrapatze-maiztasuna MHz gutxi batzuetakoa izanik.
Tranpa linealetan, ioiek konfigurazio lineala hartzen dute z norabidean; bertan, harrap-
atze indarra beste norabideetan baino ahulagoa da (1.3(a) irudian tranpa lineal baten
irudikapena ageri da). Trantsizio kuadrupolar elektriko baten bidez loturiko bi egoera elek-
tronikok edo Raman edo MU trantsizioen bidez konektaturiko bi egoera hiperfinek qubit
gisa balio dezakete, ikus 1.3(a) eta (b) irudiak. Bi kasuetan, trantsizio dipolar-elektriko
erradiatibo bat erabiltzen da ioiaren energia zinetikoa jeisteko10, eta qubita prestatu eta
neurtzeko [196]. Qubit egoera horietako baterako, trantsizio erradiatiboa kitzikatzeak
fotoien igorpen espontaneoa eragiten du; fotoi hauek, kamara baten bidez jaso daitezke,
qubit-egoeraren neurketa burutuz.

Eragiketa koherenteak laserrekin egin ohi dira. Laserrekin qubit-egoera manipula daiteke,
10MHz baten ordenako osziladore harmoniko baten oinarrizko egoerari dagokion tenperatura hamar bat

µK dira.
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a) b) c)

1.3 irudia: a) Irrati-maiztasuneko tranpa linealaren irudikapena [171] erreferentzian agertzen den
bezala. Erdian, argi urdina dispertsatzen duten 5 ioi ageri dira. b) Qubit optiko baten
maila elektronikoen eskema sinplifikatua, 40Ca+ ioiaren kasurako [212]. D egoera
metaegonkorra denez, 729 nm-ko S ↔ D trantsizioa qubit bezala erabil daiteke,
erdibizitza T1 ∼ 1 s izanik. 397 nm-ko S ↔ P trantsizio erradiatiboak qubit-egoera
neurtzeko balio du. c) Qubit hiperfin baten maila-eskema sinplifikatua, 9Be+ ioi baten
kasuan [46]. 313 nm-ko S ↔ P trantsizio erradiatiboaren erresonantziaz kanpoko
kitzikapena S azpiespazioko bi egoeren arteko populazio-truke koherentea gauzatzeko
erabil daiteke.

eta, gainera, barneko eta kanpoko askatasun-graduen (edo askatasun-gradu elektroniko eta
bibrazionalen) arteko korapilatzea sortu daiteke albo-bandako trantsizioak erabiliz. Qubit-
bosoi elkarrekintza honen kontrolak ahalbidetzen du, hain zuzen, ioi desberdinen arteko ate
logikoak mikrosegundo gutxitan egitea [197] teknologia kuantikoetan lortutako fidelitate
altuenekin [198, 199]. Koherentzia-denborak milisegundo eta minutuaren artean egon
daitezke dekoherentziarik gabeko azpiespazioak eta DDa erabiliz [78]. Modu bibrazional
kolektiboekin era dispertsiboan akoplatzeak H =

∑
i,j Jijσ

x
i σ

x
j Hamiltondarrak deskri-

baturiko spin-spin elkarrekintza efektiboak diseinatzeko aukera ematen du [200–202].
Elkarrekintza hauek gorputz anitzeko fenomeno kuantikoak aztertzeko aukera ematen
dute, adibidez, fase-trantsizio kuantikoak [120, 203, 204] edo kaos kuantikoa [205, 206].
Bestalde, azken urteetan, frogatua gelditu da ioi harrapatuen sistema mekanika kuantiko
erlatibista [207–209] edo eremu-teoria kuantikoa [210, 211] simulatzeko plataforma bikaina
dela.

Tesi honetan, SCko erregimenetik kanpoko QRM orokortuen simulagailu gisa aztertzen
ditugu ioi harrapatuak, baita ordenagailu kuantikoak eraikitzeko plataforma eskalagarri
gisa ere. Azken honen kasuan, laserren ordez MU erradiazioa erabiltzen duten ate logikoak
DD teknikekin konbinatzen ditugu, fidelitate altuko ateak diseinatzeko. Azkenik, ioi
harrapatuak eremu elektrikoen sentsore kuantiko bikainak dira. Hau, indar txikienak
neurtzeko erabil daiteke, 1 yN/

√
Hz-eko sentikortasunarekin [132, 133], baita doitasun

handiko masa-espektrometria egiteko ere11.

11Honen inguruko informazio osagarria aurki daiteke argitalpenen zerrendako 8, 9, 10, eta 12 artikuluetan.
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1. kapitulua: Sarrera

Atomo ultrahotzak sare optikoetan

Karga elektrikorik gabeko atomoak sare optiko izeneko potentzial optiko periodikoetan
harrapa daitezke. Potentzial hauek aurkako noranzkoan doazen bi laser-izpiren arteko
interferentziaren ondorioz sortzen dira. Laser eremu hauen maiztasuna atomoaren trantsizio
dipolar elektriko baten maiztasunetik gertu kokatzen da, horrela 1.2.1 atalean azaldutakoa
bezalako argi-lerrakuntza sortzen da, zeinaren balioa laser-eremuaren intentsitatearen
proportzionala den. Bi laser-izpien arteko interferentziak intentsitate honen patroi periodiko
bat sortzen du espazioan (Ω cos (kx) dimentsio bakarrean), eta, honek, indar bat eragiten
du atomoaren gainean, indar dipolarra deitua. Indar hau atomoak V (x) = Ω2/∆ cos2 (kx)
potentzialaren minimoetan harrapatzeko erabiltzen da (1.4(a) irudian honen irudikapen
bat ageri da), fotoien dispertsio tasa oso baxua izanik ∆ desintoniaren balio altuetarako.
Sare optiko hauetan harrapatutako atomoak hamar µK baino tenperatura baxuagoak
eduki behar dituzte. Hau, laser-hozketa prozesuen bidez lortzen da12. Egoera hiperfin
desberdinak erabiliz, atomoak aurrez diseinatutako egituretan presta daitezke, eta ioi
harrapatuetan bezala, atomoaren posizioaren eta qubit-egoeraren neurketa erresonantzia-
fluoreszentzia bidez egiten da.

Sare optikoetako atomo ultrahotzen teknologia liderra da gorputz anitzeko fisikaren
simulazio kuantiko analogikoa egiteko [95, 101]. Sare optikoen patroi periodikoak benetako
kristal-sareen antza dute, eta atomoen arteko elkarrekintza argi-eremuen bidez kontrola
daiteke. Teknologia hau erabiliz, gorputz anitzeko eredu garrantzitsuak simula daitezke,
adibidez, Bose-Hubbard edo Fermi-Hubbard ereduak [213]; mekanismo interesgarriak ikusi
daitezke, adibidez termalizazioa [214–216] edo gorputz anitzeko lokalizazioa [217, 218];
eta energia altuko fisikako edo materia kondentsatuko oinarrizko teoriak aztertu daitezke
gauge eremu sintetikoen bitartez [219].

Sare optikoak konputazio kuantikoa gauzatzeko ere erabil daitezke. Egoera hiperfinetan
iraupen luzeko qubitak definitu daitezke eta bi qubiteko ate logikoak Rydberg atomoen
arteko dipolo-dipolo elkarrekintza erabiliz egin daitezke. Hala ere, eta egindako aurrerapena
nabarmena izan den arren, fidelitate altuko bi-qubiteko ateen gauzatzea eta beste zenbait
erronka lortzeke daude oraindik [220].

Tesi honetan, sare optikoetako atomo ez-interaktiboen arteko interferentzia kuan-
tikoko esperimentuetan oinarritzen gara, Hong-Ou-Mandel interferentzia esperimentuan
preseski [221], partikula anitzeko interferentzia kuantikoko esperimentuak nola egin pro-
posatzeko, edo, zehatzago esanda, bosoi laginketa nola egin proposatzeko.

Nitrogeno-hutsune (NV) zentroak diamantean

NV zentroa diamanteko kristal-egituraren puntu-akats bat da, fenomeno kuantikoak
aztertu eta kontrolatzeko moduko propietateak dituena [222]. Akatsa kristal-sarean
karbono atomo baten ordez nitrogeno bat eta alboko sare-tokian hutsune bat ditugunean
121997an, Steven Chuk, Claude Cohen-Tannoudjik eta William D. Phillipsek Nobel saria jaso zuten laser

bidez atomoak harrapatu eta hozteko garatutako teknikengatik.
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1.4 irudia: a) Partikula bat V (x) potentzial optikoaren (gorriz) minimo batean harrapatuta. Baita,
133Cs atomoaren maila-eskema ageri da, non S ↔ P trantsizioan uhin geldikorrak
eragindako erresonantziaz kanpoko kitzikapenak indar dipolarra sortzen duen. b)
NV zentroa diamante-sare batean, ondoko zirkuluak 12C (grisez) eta 13C (urdinez)
atomoak izanik. Eremu magnetiko estatiko bat aplikatzen da NVaren ardatzarekiko
paraleloa den norabidean, eta norabide perpendikularrean eragiten duen MU eremua
adierazi da gorriz. c) NV zentroaren maila-eskema, non gezi koloredunek (beltzek)
trantsizio erradiatiboak (ez erradiatiboak) adierazten dituzten.

sortzen da [223, 224], ikusi 1.4(b) irudia. Hainbat teknika existitzen dira akats hauek
sortzeko [225]. NV− edo NV-zentroaren13 maila elektronikoen egitura bi tripletek, 3A2
(oinarrizkoa) eta 3E (kitzikatua), eta erdibidean dauden bi singletek, 1A1 eta 1E, osatzen
dute, 1.4(c) irudian ikus daitekeenez. Gehienetan, qubita 3A2 azpiespazioko ms = 0
egoerak eta ms = ±1 egoeretako batek osatzen dute, eremurik gabeko desdoblamendua
deituriko eta D = (2π)×2.88 GHz balioko energia aldearekin. Gainera, NVaren norabidean
ezarritako Bz eremu magnetiko batek ms = ±1 egoeren arteko endekapena apurtzen
du, γeBz balioko energia aldea sortuz. 3A2 azpiespazioko egoeren arteko eragiketak MU
erradiazioa erabiliz egiten dira; qubita prestatu eta neurtzeko, aldiz, trantsizio optikoak
erabiltzen dira. Spina kontserbatzen duen trantsizio erradiatibo baten bidez elektroia 3E
azpiespaziora kitzikatzen dugunean, bi modutan eror daiteke oinarrizko egoerara: zuzenean
edo bitarteko singlete egoeretatik pasatuz. |3E, 0〉 egoerarekin alderatuz, |3E,±1〉 egoerek
probabilitate handiagoa dute bigarren modua aukeratzeko, eta bitarteko egoera hauek
iraupen luzekoak (∼ 250 ns) dira, 3E egoerekin alderatuta. Honen ondorioz, spinaren
menpeko fluoreszentzia seinale bat lortzen da, indartsuagoa dena |3A2, 0〉 egoeraren kasuan.
Bestalde, bitarteko egoeretatik pasatzean, spin egoera aldatu egiten da (ms = ±1etik
ms = 0ra edo alderantziz), eta |3E, 0〉 eta |3E,±1〉 egoeren erorketan dagoen asimetria
dela eta, prozesu hau spin-egoera prestatzeko (edo polarizatzeko) erabili daiteke.

NV-zentroaren kontrol koherentea posible da giro-tenperaturan, milisegundo baten
ordenako koherentzia-denborak [126] eta %90eko spin-polarizazioa [226] lortuz. Hau
dela eta, NV-zentroa sentsore kuantiko bezala erabiltzea proposatu izan da, bereizmen
handiko zundazko ekortze-mikroskopioak sortzeko [227–229], magnetometria [230–232]
eta termometria [233–236] egiteko, presio-sentsore bezala [237] edo organismo bizidunetan
markatzaile biologiko bezala [238] erabiltzeko. Tesi honetan, NV-zentroekin nanoeskalako
13NV+ eta NV0 karga desberdineko akatsak ere existitzen dira. Hauek ez dituzte akats negatiboaren

propietate berdinak.
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1. kapitulua: Sarrera

NMRa egiteko aukera aztertzen dugu. Honi esker, eremu magnetikoak igortzen dituzten
partikulak (spin-nuklearra duten atomoak, adibidez) neurtu eta kontrola daitezke, 100nm
baino bereizmen handiagoarekin. Honek aplikazioak ditu nanoegitura magnetikoen forma
ezagutzeko [130, 131, 228] edo bereizmen handiko erresonantzia magnetiko bidezko irudiak
ekar ditzaken nukleo magnetikoen polarizazio optikoa lortzeko [239].

NV zentroek ere informazio kuantikoa prozesatzeko balio dezakete. Tenperatura baxue-
tan, qubit-egoeraren prestaketa eta neurketaren fidelitateak nabarmen handitzen dira [240],
eta 103 segundoko T1 koherentzia-denbora lortu da ≈ 3.7 Kelvinetan [241]. Desfasatzeak
eragindako T2 koherentzia-denbora NVaren hurbil dagoen 13C kantitatearen araberakoa
da [230], eta, ezpurutasun hauen kopurua txikia bada, T1 erlaxazio-denbora bezain besteko
iraupena duen T2 desfasatze-denbora lor daiteke DD teknikak erabiliz [167]. NV zentroak
eta hurbileko 13C nukleoak qubit gisa erabil daitezke [242, 243]. Esperimentuetan fidelitate
altuko ate logikoak lortu dira [244], baita 10 qubiteko prozesagailuak ere [245]. Hala
ere, egoera solidoko gailu hauen fabrikazio determinista ez da erraza, horretarako, hiru
dimentsio espazialetan 10 nm baino zehaztasun handiagoa behar baita [246]. Eskalagarrita-
suna lortzeko beste idea batzuk NVa zirkuitu supereroaleekin [247] edo fotoiekin [248, 249]
akoplatzea dute oinarri. Aipagarria da, bigarren akoplamendu-mota erabiliz, 1.3 km-ko
distantziara zeuden bi spin-elektronikoen arteko korapilatze kuantikoa lortu dela [250].
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2 Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako
Ioi Harrapatuetan

Ioi harrapatuak simulagailu eta ordenagailu kuantikoak eraikitzeko teknologia aurreratue-
nen artean daude [94, 96, 251–253]. Etorkizunean, posible da atomo hauen arteko korre-
lazio kuantikoak erabiliz ordenagailu arruntentzat ezinezkoak diren konputazio-problema
interesgarriak ebatzi ahal izatea. Horretarako, fidelitate altuko ate logikoak sistematikoki
inplementatzeko gaitasuna behar da. Laser izpiak erabiliz, ioien arteko fidelitate altuko
ateak lortu daitezke, ioien askatasun gradua atomikoak eta bibrazionalak erabiliz [197–
199]. Prozesagailuen tamaina handituz fidelitate hauek mantentzea ordea, ez da erronka
teknologiko makala, bereziki, laser-iturri askoren kontrol zehatza eskatzen duelako.

Erronka hau sahiesteko asmoz, Mintertek eta Wunderlichek ioi harrapatuak laserrik
gabe kontrolatzeko era bat proposatu zuten [254]. Alternatiba honek MUak eta eremu
magnetikoen gradienteak erabiltzen ditu ioien arteko elkarrekintza bideratzeko. Laserrak
erabili beharrean, MU izpiak erabiltzeak hiru abantaila nagusi ditu: batetik, MU iturrien
kontrola errazagoa da. Bestetik, prozesagailu handiek erabiliko lituzketen tranpetan
MU iturrien txertaketa laser iturriena baino naturalagoa da [71]. Azkenik, MU bidezko
kontrolak ez du trantsizio optikorik erabiltzen, eta, beraz, igorpen espontaneoa ekiditen
du. Hau oinarrizko arazo bat da laser bidez gidaturiko ioi harrapatuen teknologian [255].
MU bidezko kontrola bi modu desberdinetan garatu da: eremu magnetiko estatikoen
gradienteekin konbinatuz [254, 256–258] edo eremu magnetiko oszilakorren bidez [259–
262]. Lehenbizikoan, eremu magnetikoaren gradientea ioien arteko elkarrekintza sortzeko
erabiltzen da, eta eremu urruneko MUak elkarrekintza hau moldatzeko. Bigarrenean,
eremu hurbileko MU oszilakorrak erabiltzen dira elkarrekintza sortu eta moldatzeko. Berriki,
beste metodo bat proposatu dute elkarrekintza hau sortzeko, zeinak eremu hurbileko eta
urruneko MUak konbinatzen dituen [263, 264].

Gehienetan, qubita ioiaren trantsizio hiperfin batean kodifikatzen da, trantsizio honen
maiztasuna eremu magnetikoaren balioaren menpekoa izanik. Menpekotasun honek ioien
arteko elkarrekintza ahalbidetzen du, baina, trukean, eremu magnetikoaren gorabeherek
qubiten maiztasunei eragiten die zuzenean, eta honek akatsak ekarri ditzake. Akats hauek
ekiditeko desakoplatze dinamikoa (DDa) garatu da, zeina erradiazio jarraitua edo pultsatua
erabiliz aplika daitekeen [52, 161, 265–270]. Egoera jantziak, adibidez, oso erabilgarriak
izan dira eremu urruneko MUak erabiltzen dituzten sistemetan [162, 163, 271–275], eta,
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2.1 Sentikortasun txikiko bi qubiteko ate azkarrak DD pultsatua erabiliz

hauek erabiliz, fidelitate altuko (> % 98) bi qubiteko ateak lortu dituzte [276]. Bestalde,
eremu hurbileko erradiazioa erabiliz, % 99.7ko fidelitateko ateak lortu dituzte [262, 277],
trantsizio eramailea erabiliz edota erradiazioaren intentsitatea moldatuz.

Kapitulu honetan eremu urruneko MU erradiazioa eta eremu magnetiko estatikoaren
gradientea erabiliz fidelitate altuko bi qubiteko ateak sortzeko bi metodo proposatzen
ditugu. Bi kasuetan, DDa erabiltzen dugu ateak sentikortasun txikia izan dezan eremu
magnetikoaren eta MUen intentsitatearen gorabeherekiko. 2.1 atalean aurkezturiko
metodoak qubit-bosoi akoplamendu handia erabiltzen du, ate azkarrak sortuz, 10-100
mikrosegundo bitartekoak, haiz zuzen. Bestalde, 2.2 atalean aurkezturiko metodoak
qubit-bosoi akoplamendu eta MU intentsitate txikiagoak erabiltzen ditu, esperimentalki
eskuragarriagoa eginez eta milisegundo bateko ate-denborak lortuz.

2.1. Sentikortasun txikiko bi qubiteko ate azkarrak DD
pultsatua erabiliz

Bi qubiteko ate azkarrek qubit-bosoi akoplamendu handia behar dute. Hau, normalean,
Lamb-Dicke (LD) faktorea edo MUen intentsitatea handituz lortzen da. Eremu urruneko
MUak erabiltzen dituzten esperimentuek η ∼ 0.01 inguruko LD faktorea daukate, eta
ehun kHz baino gutxiagoko Rabi maiztasunak darabiltzate. Parametro hauekin, milise-
gundo batzuetako ateak lortzen dira. [273] erreferentziak, adibidez, ehunka kHz-eko
Rabi maiztasunak erabiltzea proposatzen du, ate-denborak ehun bat mikrosegundotara
jaisteko. Atal honetan bi qubiteko ateen iraupena murriztea proposatzen dugu, eremu
magnetikoaren gradientearen balioa handituz, LD faktorearen balioa η ∼ 0.1 inguruan
egon arte. Honek, modu bakarra erabiltzen dituzten eskemen aplikazioa konplikatzen du,
gainerako moduen bereizketa espektroskopikoa jada ezinezkoa baita. Bestalde, modu bat
baino gehiago erabiltzen duten laser-bidezko ateak ikertuak izan dira, bai teorikoki [278],
baita esperimentalki [279] ere.

Atal honetan, fidelitate altuko ate azkarrak sortzeko bide bat proposatzen dugu, apropos
diseinaturiko MU pultsuen sekuentzia bat erabiliz eta eremu magnetikoaren gradiente
baten eraginpean. Gure metodoak bi ioiei dagozkien bi modu axialak erabiltzen ditu,
atea moduen periodoa bezain azkarra bilakatuz. Gainera, pultsu sekuentziak qubitak
babesten ditu zarata iturri nagusiengandik. Azkarra eta egonkorra den metodo honek
fidelitate altuko ateak sortzen ditu, baita modu normalen berotzea gertatzen bada ere. Hau
zenbakizko simulazioak erabiliz egiaztatzen dugu, frogatuz gaur egungo MU teknologia
gai dela ate azkarrak sortzeko, ordenagailu kuantiko handien eraikuntza erraztuz.

2.1.1. Sistema: bi 171Yb+ ioi

Bi 171Yb+ ioi kontsideratuko ditugu, MUez gidatutako qubitekin osaturiko ordenagailu
kuantiko batean [71]. Ioiak elkarren ondoan daude, z norabidean, eta oreka posizioetan.
Coulomben elkarrekintza dela eta, bi ioiek elkar ikusten dute, eta hauen bibrazioen
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z

⌫2c
†c

⌫1a
†a
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+e+e
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mF =0

mF =�1
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B(z)

⌦2(t)

⌦1(t)

2.1 irudia: Bi 171Yb+ ioien egitura hiperfina. B(z) eremu magnetikoak F = 1 aspiespazioaren
endekapena apurtzen du, {F = 1,mF = ±1} eta {F = 1,mF = 0} egoeretan
±γB(zj)-ko energia aldaketa eraginez.

deskribapena masa-zentro eta arnaste modu normalek emanen dute, ν1 = ν eta ν2 =
√

3ν
maiztasun angeluarrarekin, hurrenez hurren [280]. Ioi bakoitzean qubit bat definitzen
dugu, egitura hiperfineko |g〉 ≡ {F = 0,mF = 0} eta |e〉 ≡ {F = 1,mF = 1} egoerak
erabiliz, ikus 2.1 irudia. Eremu magnetikoaren gradienteak bi funtzio betetzen ditu; alde
batetik, honi esker, ωj qubit-maiztasun bakoitzak balio desberdina izan dezake; bestetik,
qubitak eta ioien bibrazioaren arteko elkarrekintza sortzen du. Sistemaren Hamiltondarra
ondoregoa da

H = ν1b
†b+ ν2c

†c + [ωe + γeB(z1)/2]|e〉〈e|1 + ωg|g〉〈g|1
+ [ωe + γeB(z2)/2]|e〉〈e|2 + ωg|g〉〈g|2. (2.1)

Hemen, γe = (2π) × 2.8 MHz/G elektroiaren arrazoi giromagnetikoa da, eta a(a†)
eta c(c†) masa-zentro eta arnaste moduei dagozkien deuseztatze (sortze) eragileak dira,
hurrenez hurren. Printzipioz, ν harrapatze maiztasuna (2π)×100 kHz eta (2π)×10 MHz
bitartean egon daiteke. Bestalde, B(zj)-k eremu magnetikoaren balioa adierazten du
j ioiaren posizioan. Eremu magnetikoaren gradiente lineal bat kontsideratuko dugu,
∂B/∂z=gB izanik. Ioien koordenatuak modu bibrazionalen bidez adieraziz gero, (2.1)
Hamiltondarra honela berridatzi daiteke

H = ν1a
†a+ ν2c

†c + ω1

2 σz1 + η1ν1(b+ b†)σz1 − η2ν2(c+ c†)σz1

+ ω2

2 σz2 + η1ν1(b+ b†)σz2 + η2ν2(c+ c†)σz2 ,

non masa-zentro moduaren eragileak b = a + 2η1 ekuazioak adierazten duen bezala
birdefinitu ditugun, ηm = γegB

8νm

√
~

Mνm
qubitek m moduarekin duten akoplamentua
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2.1 Sentikortasun txikiko bi qubiteko ate azkarrak DD pultsatua erabiliz

neurtzen duen LD faktorea den, eta M ioiaren baten masa den. Bestalde, j qubitaren
maiztasuna ωj = ωe − ωg − 4η2

1ν1 + γeBj/2 da, non Bj ≡ B(z0
j ) eremu magnetikoaren

balioa den ioiari dagokion oreka posizioan. (2.2) Hamiltondarraren deribazio zehatza
ikusteko, ikusi A.2 eranskina.

Eremu magnetikoaren gradientea lineala bada, bi ioien arteko energia diferentzia ω2 −
ω1 = γegB∆z/2 da, non ∆z bi ioien oreka posizioen arteko distantzia den. Geroago

ikusiko dugun bezala, ω2 − ω1 = γegB
2

(
2e2

4πε0Mν2

)1/3
maiztasunak hamar bat MHz balio

dezake. Energia-diferentzia honek ioi bakoitza modu indibidualean manipulatzeko aukera
emango digu, ikusi 2.1.3 atala. Bi ioiak gidatzeko MU eremuak ezarriko ditugu,

Hc(t) = Ω1(t)(σx1 + σx2 ) cos(ω1t− φ)
+ Ω2(t)(σx1 + σx2 ) cos(ω2t− φ), (2.2)

non ωj eta φ eremuen maiztasuna eta fasea diren. Eremuen maiztasunak qubitekin
erresonantzian daudenez, sistemaren Hamiltondarra honela idatzi daiteke

HI(t) = η1ν1(be−iν1t + b†eiν1t)σz1 − η2ν2(ce−iν2t + c†eiν2t)σz1 (2.3)
+ η1ν1(be−iν1t + b†eiν1t)σz2 + η2ν2(ce−iν2t + c†eiν2t)σz2

+ Ω1(t)
2 (σ+

1 e
iφ + σ−1 e

−iφ) + Ω2(t)
2 (σ+

2 e
iφ + σ−2 e

−iφ).

Goiko Hamiltondarra H0 = ν1b
†b+ ν2c

†c+ ω1
2 σ

z
1 + ω2

2 σ
z
2 terminoak definituriko elkarrek-

intza irudian idatzia dago. Gainera, erresonantziaz kanpo dauden terminoak arbuiatu dira.
Batetik, ∼ 2ωj maiztasunekin (hamar bat GHz 171Yb+aren kasuan [281] ) biratzen duten
terminoak daude, arbuiagarriak direnak. Xehetasun gehiagorako, ikusi A.1 eranskina.
Bestetik, |ω2−ω1| maiztasunekin biratzen duten terminoak daude; hauen efektua kontuan
hartu behar da, 2.1.3 atalean azaltzen den bezala.

Orain Ω1(t)
2 (σ+

1 e
iφ + σ−1 e

−iφ) + Ω2(t)
2 (σ+

2 e
iφ + σ−2 e

−iφ) terminoek definitutako elkar-
rekintza irudira pasako gara. Ω1,2(t) Rabi maiztasunak piztu eta itzali egingo dira behin
eta berriz, hau da, ioien gidaritza era estroboskopikoan egingo da, π pultsuak erabiliz.
Ondorioz, Hamiltondarrak ondorengo forma hartuko du:

HII(t) = f1(t)σz1 [η1ν1be
−iν1t − η2ν2ce

−iν2t + H.c.]
+ f2(t)σz2 [η1ν1be

−iν1t + η2ν2ce
−iν2t + H.c.], (2.4)

non fj(t) modulazio funtzioek ±1 balioak hartzen dituzten j ioiaren gainean igorritako π-
pultsu kantitatearen arabera. Pultsu-kantitatea bakoitia bada, fj = −1 da; bikoitia bada,
fj = 1. (2.4) ekuazioan emandako deskribapena pultsuak bat-batekoak direnean soilik
da zehatza. Hau hurbilketa ona da Rabi maiztasunak νj maiztasunak baino altuagoak
badira. Hala ere, esperimentuetako baldintzak kontuan hartuz, zenbakizko simulazioetan
tπ = π

Ω iraupeneko pultsuak kontsideratuko ditugu.
Behin hurbilketa hauek eginda, (2.4) ekuazioari dagokion Schrödingerren ekuazioa
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2. kapitulua: Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako Ioi Harrapatuetan

analitikoki ebatz daiteke, eta honi dagokion eboluzio eragilea U(t) = Us(t)Uc(t) da, non

Us(t) = exp
[
− i

2∑
j=1
{η1Gj1(t)b+ (−1)jη2 Gj2(t)c+ H.c.}σzj

]
, (2.5)

eta
Uc(t) = exp [iϕ(t)σz1σz2 ] (2.6)

diren, ikusi A.4 eranskina xehetasunetarako. Us(t) eragilean agertzen diren Gjm(t)
funtzioen adierazpena

Gjm(t) = νm

∫ t

0
dt′fj(t′)e−iνmt

′
, (2.7)

da, eta ϕ(t) bi qubiteko ate-fasearena aldiz

ϕ(t) = η2
1 [ϕ̃1(t)− 1

3
√

3
ϕ̃2(t)] = η2

1ϕ̃(t), (2.8)

non
ϕ̃m(t) = νm =

∫ t

0
dt′
[
f1(t′)G2m(t′) + f2(t′)G1m(t′)

]
eiνmt

′
(2.9)

den, eta = sinboloak barrukoaren alde irudikaria adierazten duen. Interesgarria da
konturatzea ϕ̃(t) ate-fasea ez dela η1,2 eta ν1,2-ren balioen menpekoa, soilik moduen
maiztasunen arteko zatiduraren menpekoa baizik, ν2/ν1 =

√
3 (A.6 eranskinean fro-

gapena). Hau honela izanik, ϕ̃(t)-ren azterketak kasu guztiak barnebiltzen ditu, η1,2 eta
ν1,2 balioak zehaztu gabe.
U(t) eboluzio eragilea begiratuz, nabaria da tgate denbora irauten duen π-pultsuen

sekuentzia batek ondorengo baldintzak betetzen baldin baditu

Gjm(tgate) = 0, ϕ(tgate) 6= 0, (2.10)

emaitza bi qubiteko arteko ate logiko bat dela. Izan ere, amaieran ez dago qubiten eta
moduen arteko akoplamendurik. Bi baldintza hauek bete daitezen, MU pultsuen sekuentzia
bat diseinatu behar dugu. Sekuentzia honek, gainera, eremu magnetikoaren gorabeherek
eragin dezaketen desfasatzea deuseztatuko luke. Kontuan izan desfasatzearen aurka
zerbait egin ezean, ezinezkoa litzatekeela fidelitate altuko ate bat sortzea, esperimentu
hauetan dekoherentzia-iturri nagusia baita.

2.1.2. AXY-n MU pultsuen sekuentzia

Aurreko atalean aipaturiko (2.10) baldintzak bete daitezen, XYn pultsu-sekuentzien
aldaera bat erabiltzea proposatzen dugu, AXY-nB pultsu sekuentzia1. Ioi harrapatuetan
lehenago erabili izan diren DDko pultsu-sekuentziek ez bezala [266], hau 5 pultsuko nB

1Pultsu-segida hau nanoeskalako NMRa egiteko erabili da [267, 282–286].
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2.1 Sentikortasun txikiko bi qubiteko ate azkarrak DD pultsatua erabiliz
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FIG. 2: (color online) a) Pulse sequence including 4 blocks in a
AXY-4 configuration. Each block is a composite pulse including 5
⇡-pulses with tunable distances between them. b) Structure of the X
and Y composite pulses where it can be seen the internal symmetry
imposed by the constants ⌧a and ⌧b.

from the environment but also drives the performance of the
two-qubit phase gate. The AXY-n sequence consists of n
blocks of 5 ⇡-pulses each, as depicted in Fig. 2 a). Each
⇡-pulse is applied around an axis on the x-y plane denoted
by the phase �. We define two blocks: the X block, which
consists of 5 rotations along the the axes corresponding to
~�x ⌘ {�x

1, �
x
2, �

x
3, �

x
4, �

x
5} = { ⇡6 , ⇡2 , 0, ⇡2 , ⇡6 } + ' with ' a constant

phase, and the Y block, which performs the rotations along the
same axes shifted by a phase of ⇡/2 with respect to those of
the X block, i.e. ~�y = { ⇡6 + ⇡2 , ⇡, ⇡2 , ⇡, ⇡6 + ⇡2 }+'. The sequence
then consists of a series of n consecutive X and Y blocks.
For example, an AXY-4 sequence would be XYXY, while an
AXY-8 sequence would be XYXYYXYX. The time distribu-
tion of pulses inside each block is identical. As illustrated in
Fig. 2 a), each block has a duration ⌧ and is symmetric with re-
spect to the ⌧/2 point, where a pulse is applied. Therefore, the
time of application of the first and second pulses, ⌧a and ⌧b,
respectively, together with ⌧ completely define the sequence.
The adaptability of the method is given by the freedom to set
these three parameters, which need only fulfill the condition
⌧1 < ⌧2 < ⌧/2.

It can be shown that at the end of any AXY-n sequence of
length n⌧, function G jm(n⌧) is identically zero for values of ⌧
that are a natural multiple of the oscillation period of mode
m, that is to say for ⌫m⌧ = 2⇡k for k = 0, 1, 2, ... [3]. This
means that a qubit can be decoupled from a specific motional
mode just by guaranteeing that the sequence is composed of
blocks of a length that matches a multiple of the oscillation
period of such a mode, regardless of ⌧a and ⌧b. Unfortunately,
the two motional modes in our system have incommensurable
oscillation frequencies, meaning that it is impossible to find
a value of ⌧ that by itself would result in a decoupling of the
qubit from both motional modes. However, by suitably adapt-
ing parameters ⌧a and ⌧b we can find a sequence of pulses
that applied on a qubit simultaneously decouples it from both
motional modes.

We will design an AXY-4 sequence of a duration such that
⌧ = 2⇡/⌫1, which makes G j1(4⌧) = 0 for any choice of ⌧a and
⌧b, and we will numerically look for the values of ⌧a and ⌧b
that minimise G j2(4⌧). In Fig. (??) we give a 2 dimensional
color plot of G j2(4⌧) for all the di↵erent combinations of ⌧a
and ⌧b. The dark blue trajectories represent the choice of val-

ues of ⌧a and ⌧b that minimise the coupling of qubit j to the
second mode, and therefore would result in a valid sequence
for a 2 qubit phase gate. On top of the color plots we give the
corresponding phase of the resulting two qubit gate, according
to Eq. (10), where we have assumed that the same sequence is
applied to both ions.

IV. NUMERICAL TESTS

We have simulated the following Hamiltonian with the only
assumption of neglecting terms that rotates at a speed of tens
of GHz. More specifically, in the rotating frame of !1

2 �
z
1 +

!2
2 �

z
2 we have that the e↵ective Hamiltonian is

H = �1(b + b†)�z
1 � �2(c + c†)�z

1

+ �1(b + b†)�z
2 � �2(c + c†)�z

2

+ ⌫1b†b + ⌫2c†c

+
⌦1(t)

2
�
�1
1 +
⌦1(t)

2
(�+2 ei(!2�!1)tei�1 + H.c.)

+
⌦2(t)

2
�
�2
2 +
⌦2(t)

2
(�+1 ei(!1�!2)tei�2 + H.c.). (12)

Here, �� j

i = �
+
i ei� j + ��i e�i� j , and the last two lines contain

both the resonant terms giving rise to the ⇡-pulses, i.e. ⌦1(t)
2 �

�1
1

and ⌦2(t)
2 �

�2
2 , as well as the leading order crosstalk contribu-

tion of each ⇡-pulse on the o↵-resonant ion. The latter are
⌦1(t)

2 (�+2 ei(!2�!1)tei�1 + H.c.) and ⌦2(t)
2 (�+1 ei(!1�!2)tei�2 + H.c.).

In this manner we have considered Eq. (12) as the starting
point of our simulations without doing further assumptions.

After an application of two non simultaneous AXY-4 se-
quences to the ions, we obtain a fidelity of 99.96% for a
gate Uc(t) = exp

⇣
i ⇡4�

z
1�

z
2

⌘
, and of 99.98% for Uc(t) =

exp
⇣
i ⇡8�

z
1�

z
2

⌘
. The time of the gate is in both cases 40 µs,

while we consider a magnetic field gradient of 200 T
m , ⌫1 =

(2⇡) ⇥ 100 KHz, ⌫2 = (2⇡) ⇥ p3 100 KHz and |⌦1| = |⌦2| ⇡
(2⇡) ⇥ 7.6 MHz leading to a ⇡-pulse time of ⇡ 66 ns. Further-
more, we are considering that the bosonic modes, b and c, are
in a initial thermal state each of them containing 0.5 phonons.
In addition and in order to include possible errors sources, we
are considering a Rabi frequency mismatch of 1%, a trap fre-
quency shift of 0.1% that implies a deviation of (2⇡) ⇥ 100
Hz for ⌫1 and of (2⇡) ⇥ p3 100 Hz for ⌫2, while a constant
energy shift of (2⇡) ⇥ 20 KHz on both ions is also present in
the numerics.

V. THE YB ION

VI. AVOIDING CROSSTALK EFFECTS

Our strategy to produce fast ⇡-pulses on the qubits and, at
the same time, achieve single addressing consists on appropri-
ately choosing the Rabi frequency of the drivings as follows:
When one ⇡-pulse is applied on, for example the first qubit we
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2.2 irudia: (a) AXY-4 pultsu sekuentzia. Bloke bakoitzak 5 π-pultsu ditu, hauen arteko distantzia
aldagarria izanik. (b) Zooma X eta Y blokeetan, hauen pultsuei dagozkien faseekin.
(c) Pultsu sekuentziari dagokion modulazio funtzioa.

blokez osatzen da, 2.2 irudian ikus daitekeen bezala AXY-4 kasurako. Sekuentzia honen
berezitasuna zera da, pultsuen arteko τa eta τb denbora-tarteak alda daitezkeela, akats
esperimentalekiko sentikortasun txikia mantenduz [267]. π pultsu bakoitzak Blochen
esferako xy planoan aurkitzen den ardatz jakin batekiko 180 graduko biraketa eragiten
du. Ardatz honen norabidea x ardatzarekiko φ angeluak definitzen du.

Bi bloke definitzen ditugu: X blokea, 5 pultsuek osatua, ~φx ≡ {φx1 , φx2 , φx3 , φx4 , φx5}
= {π6 ,

π
2 , 0,

π
2 ,

π
6 } + ζ ardatzen inguruan biratuz, non ζ edozein zenbaki erreal den; Y

blokea, X blokeko ardatzak 90 gradu biratuz, hau da, ~φy = {π6 + π
2 , π,

π
2 , π,

π
6 + π

2 }+ ζ.
AXY-nB pultsu sekuentzian, bi bloke hauek nB/2 aldiz errepikatzen dira. Adibidez,
AXY-4 sekuentzia, XYXY segidan datza. 2.2(b) irudian ikus daitekeen bezala, τa, τb eta
τ denbora-aldagaiek sekuentzia finkatzen dute.

AXY-nB sekuentziak nBτ denbora irauten du, eta νmτ = 2πr betez gero, non r ∈ N,
Gjm(nBτ) zero izango da. Hau fj(t) funtzioen translazio-simetria erabiliz froga daiteke,
fj(t′ + τ) = −fj(t′) eta fj(t′ + 2τ) = fj(t′) propietateak, zehazki. Ondoren adierazten
den bezala,

Gjm(nτ) = νm

∫ nτ

0
dt′fj(t′)e−iνmt

′
(2.11)

=
∑n/2−1
p=0 νm

∫ τ

0
dt′fj(t′)

(
e−iνm[t′+2pτ ] − e−iνm[t′+(2p+1)τ ]

)
= 0

da, baldin eta νmτ 2πren multiplo bat bada, eta nB bikoitia izanik. Honela, atearen
amaieran qubiten egoera banangarria izango da m modu normalaren egoerarekiko, τa eta
τb edozein direla ere. Tamalez, bi moduen maiztasunen arteko zatidura zenbaki irrazional
izanik, (ν2/ν1 =

√
3), ezinezkoa da τ bat aurkitzea, non τ = N12π/ν1 = N22π/ν2
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2.3 irudia: Gj2(t) funtzioaren balioa AXY-4 pultsu sekuentziaren ondoren, τa eta τb aldagaien
funtzioan (τa < τb < τ/2), (a): τ = 1× 2π/ν1, (c): τ = 2× 2π/ν1, (e): τ = 3×
2π/ν1 kasuetarako. Zonalde urdin ilunek qubit eta moduen arteko desakoplamendua
adierazten dute, atea egoera banangarri horretara eramaten duten τa eta τb-ren
balioak identifikatuz. Balio hauetarako, ϕ̃(t) ate-fasea adierazten da gorriz (b), (d)
eta (f) irudietan.

beteko den. Horrela balitz, posible litzateke bukaeran qubit-egoerak banangarriak izatea
bi modu normalen egoerekiko, τa eta τb edozein izanda ere.

Qubiten eta moduen arteko desakoplatzea lortzeko, τa eta τb aldagaiak erabiliko ditugu
orduan. Azaldu berri dugun bezala, 4τ irauten duen AXY-4 pultsu sekuentziak Gj1(4τ) =
0 bermatzen du τ = 2πr/ν1 bada. Ondoren, τa eta τb-ren balio ezberdinetarako |Gj2(4τ)|-
ren balioa kalkula genezake, eta minimoa aukeratu. Metodoaren azalpena errazteko, atal
honetan f1(t) = f2(t) kontsideratuko dugu, hau da, pultsuak une berean aplikatzen direla
bi ioietan. Honen ondorioz, G1m = G2m izango da, sekuentzia egokia aurkitzea erraztuz.
2.3(a) irudian Gj2(4τ) funtzioa irudikatu dugu τa eta τb-ren funtzioan. Zonalde urdinek
Gj2(4τ) funtzioaren balioa minimizatzen dituzten τa eta τb-ren konbinazio ezberdinak
identifikatzen dituzte. Ondorioz, gune horiei dagozkien τa,b pareek bi qubiteko ate bat
sortzeko pultsu sekuentzia bat definitzen dute. 2.3(b) irudian ate-faseak irudikatu ditugu,
pultsu-sekuentzia posible bakoitzerako. 2.3(c), 2.3(d) eta 2.3(e), 2.3(f) irudietan prozedura
berdina errepikatu dugu τ = 2 × 2π/ν1 eta τ = 3 × 2π/ν1 kasuetarako, moduekiko
desakoplatutako ate bat sortzeko gai diren τa eta τb-ren konbinazio asko aurkituz. Azkenik,
(2.8) ekuazioan adierazi bezala, ϕ̃(4τ) ate-fase normalizatuari η2

1 = ~γ2
eg

2
B

64Mν3 faktorea
biderkatu behar diogu ϕ(4τ) fase erreala berreskuratzeko. Behin pultsu-sekuentzia
egokienak identifikatuta, ioi bati aplikatutako pultsuak bestean duen efektua, diafonia
efektua, kontsideratzeko garaia da. Efektu hau deuseztatzeko, beharrezkoa izango da
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2.4 irudia: (a) Lehenengo eta bigarren ioian aplikaturiko pultsu sekuentzia, goian eta behean
hurrenez hurren. Lehen (bigarren) ioiari aplikatzen zaizkion AXY-4 sekuentziako
π-pultsuak gorriz (horiz) adierazten dira. Lehen eta bigarren ioian aplikatzen diren
pultsuak ∆t denbora batez bananduak daude. (b) Zooma pultsu-pare batean. π-
pultsuei dagozkien exp [−iΩ1,2

2 σφ1,2tπ] eragile unitarioak ikus daiztezke (gorri eta
horian), eta baita hauek eragindako diafonia terminoak, hau da, exp [i δ2,12 σz2,1tπ]
(bloke hutsak).

ioi batek pultsua jasotzen duen unean besteak pultsurik ez jasotzea, hurrengo atalean
azalduko dugun bezala.

2.1.3. Sekuentzia aproposak eta emaitzak

Atal honetan gure pultsu-sekuentziak fidelitate altuko atea sortzen dutela egiaztatu dugu,
zenbakizko simulazioak erabiliz. Sistemaren dinamika gobernatzen duen Hamiltondarra
H+Hc da. H0-k definitutako elkarrekintza irudian, eta 10 GHz inguruko maiztasunarekin
biratzen duten terminoak arbuiatuz (ikusi A.1 eta A.3 eranskinak xehetasunetarako),
Hamiltondar efektiboa ondorengoa da:

HI(t) = η1ν1(be−iν1t + b†e+iν1t)σz1 − η2ν2(ce−iν2t + c†e+iν2t)σz1
+ η1ν1(be−iν1t + b†e+iν1t)σz2 − η2ν2(ce−iν2t + c†e+iν2t)σz2

+ Ω1(t)
2 σφ1 + Ω1(t)

2 (σ+
2 e

iδ2teiφ + H.c.)

+ Ω2(t)
2 σφ2 + Ω2(t)

2 (σ+
1 e

iδ1teiφ + H.c.). (2.12)

Hemen, σφj = σ+
j e

iφ + σ−j e
−iφ dugu. Azken bi lerroetan ageri dira π pultsuak sortzen

dituzten Ω1(t)
2 σφ1 eta Ω2(t)

2 σφ2 terminoak, baita hauek sortutako diafonia terminoak ere:
Ω1(t)

2 (σ+
2 e

iδ2teiφ+H.c.) eta Ω2(t)
2 (σ+

1 e
iδ1teiφ+H.c.), non δ2 = −δ1 = ω2−ω1 den. (2.12)

Hamiltondarra erabiliko dugu zenbakizko simulazioetan, hurbilketa gehiagorik egin gabe.
Gainera, kontuan izango ditugu Ω1,2, ω1,2, and ν-ren balioetan egon daitezkeen akatsak,
eta baita ere modu bibrazionalek 50 K-eko tenperaturan dagoen tranpa batean jasan
dezaketen dekoherentzia efektua, azken hau Lindbladen ekuazio baten bidez simulatuz.
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2. kapitulua: Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako Ioi Harrapatuetan

Ondoren azalduko dugun bezala, diafonia efektua pultsu sekuentzia berak deuseztatu
dezake. Horretarako kontuan izango dugu ondorengo Hamiltondarra,

H = Ω1(t)
2 σφ1 + Ω1(t)

2 (σ+
2 e

iδ2teiφ + H.c.), (2.13)

t
(1)
π = π

Ω1
denbora-tarte batean aplikatuz gero, dagokion eboluzio eragilea

U
t
(1)
π

= e−i
Ω1
2 σφ1 tπei

δ2
2 σ

z
2 tπ , (2.14)

dela, baldin eta Ω1 Rabi maiztasunak

Ω1 = δ2√
4k2 − 1

,with k ∈ N. (2.15)

baldintza betetzen badu (ikusi frogapena A.6 eranskinean). Era berean, Ω2(t)
2 σφ2 +

Ω2(t)
2 (σ+

1 e
iδ1teiφ + H.c.) Hamiltondarraren eragina U

t
(2)
π

= e−i
Ω2
2 σφ2 tπei

δ1
2 σ

z
1 tπ eragileak

deskribatzen du, t(2)
π = π

Ω2
eta Ω2 = |δ1|/

√
4k2 − 1, non k ∈ N baldin badira. Honela,

MU pultsuak banan aplikatuz gero, analitikoki ikus daiteke ioi batean aplikaturiko pultsuak
albokoan duen diafonia efektua, eta gure DD-sekuentziak efektu hau deusezta dezake.

Proposaturiko AXY-nB sekuentziaren bi bloke irudikatu ditugu 2.4(a) irudian. Sekuentzia
finkatzeko, τ , τa,b eta ∆t aldagaien balioak aukeratu behar dira. τ eta τa,b balioek lehen
ioiari aplikaturiko pultsuen uneak definitzen dituzte, bestetik, bigarren ioiari pultsu guztiak
∆t beranduago aplikatzen zaizkio. Bi pultsuak elkarren artean ez gainjartzeko behar-
rezkoa da ∆t > tπ betetzea, ikusi 2.4(b) irudia. Aurreratu dugun bezala, 2.4(a) irudian
aurkeztutako pultsu segidak ei

δ2,1
2 σz2,1tπ terminoak desagerarazten ditu. Zehatzago, XY

bloke bat aplikatu ostean lehen ioiaren U (1)
XY eboluzio eragilea

U
(1)
XY =

[
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φy5
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φy4
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φy3
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φy2
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φy1
1

]
[
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φx5
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φx4
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φx3
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φx2
1

][
ei
δ1
2 σ

z
1 tπσ

φx1
1

]
= σ

φy5
1 σ

φy4
1 σ

φy3
1 σ

φy2
1 σ

φy1
1 σ

φx5
1 σ

φx4
1 σ

φx3
1 σ

φx2
1 σ

φx1
1 (2.16)

da. Goikoa frogatzeko nahikoa da {σz1 , σ
φx,y
j

1 } = 0 propietatea erabiltzea. (2.16) ekuazioan
modu normalen terminoak arbuiatu dira, baina hauek kontuan hartuz gero ez litzateke
ezer aldatuko, termino hauek σz1,2 eragileekin doazelako (ikusi (2.1) ekuazioa), eta, beraz,
ei
δ1,2

2 σz1,2tπ terminoekiko trukakorrak direlako.
Era berean, bigarren ioiaren dinamikari dagokion U (2)

XY eboluzio eragilea ondorengoa da
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2.1 Sentikortasun txikiko bi qubiteko ate azkarrak DD pultsatua erabiliz

2.1 taula: Bi qubiteko ateen fidelitatea (I = 1−F ) ioi bakoitzean AXY-4 sekuentziari dagozkion
20 pultsu akastun aplikatu ostean, ψj hasierako egoera eta parametro esperimental
ezberdinetarako. π/4 eta π/8 fasedun ateak simulatu ditugu, protokoloak edozein
fasetarako balio badu ere. Hasierako egoerak, normalizazioa kontuan izan gabe
ψ1 = |g〉⊗ (|g〉+ |e〉), ψ2 = (|g〉+ |e〉)⊗ (|g〉+ |e〉), ψ3 = |g〉⊗ (|g〉+ i|e〉) + |e〉⊗ |e〉,
ψ4 = |e〉 ⊗ (|g〉 − i|e〉) + |g〉 ⊗ |g〉, eta ψ5 = |e〉 ⊗ (|g〉 − i|e〉) + |g〉 ⊗ (|g〉+ i|e〉) dira.

I (×10−4) exp(iπ4σ
z
1σ

z
2) exp(iπ8σ

z
1σ

z
2) exp(iπ4σ

z
1σ

z
2) exp(iπ8σ

z
1σ

z
2)

η1 = 0.069 η1 = 0.069 η = 0.078 η1 = 0.078
TG = 80 µs TG = 80 µs TG = 36.3 µs TG = 36.3 µs

ψ1 1.172 0.128 2.060 0.144
ψ2 2.229 0.136 4.905 0.304
ψ3 3.052 0.116 5.899 0.371
ψ4 4.631 0.172 5.946 0.413
ψ5 3.250 0.110 4.635 0.293

(ikusi 2.4(a)-ko azpiko irudia):

U
(2)
XY =

[
σ
φy5
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φy4
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φy3
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φy2
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φy1
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

]
[
σ
φx5
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φx4
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φx3
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φx2
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

][
σ
φx1
2 ei

δ2
2 σ

z
2 tπ

]
= σ

φy5
2 σ

φy4
2 σ

φy3
2 σ

φy2
2 σ

φy1
2 σ

φx5
2 σ

φx4
2 σ

φx3
2 σ

φx2
2 σ

φx1
2 . (2.17)

Honela, argi ikusten da XY bloke baten ostean ez dela ei
δ2,1

2 σz2,1tπ terminorik gelditzen.
Ondorioz, 2.4(a) irudian proposaturiko sekuentziak, eremu magnetiko aldakorrek sorturiko
erroreen aurka eragiteaz gain [267], MU pultsuek sorturiko diafonia efektuak deuseztatzen
ditu.

Azkenik, gainjartzerik gabeko AXY-4 sekuentzia baten aplikazioa simulatu ondoren
lorturiko emaitzak aurkezten dira 2.1 taulan. Zenbakizko simulazioetan kontuan izan
dugu modu normalen berotzea. Zehazki, (2.12) ekuazioko Hamiltondarrak eragindako
dinamikari ondorengo termino disipatiboa gehitu diogu (ikusi [287] adibidez):

D(ρ) = Γb
2

{
(N̄b + 1)(2bρb† − b†bρ− ρb†b) + N̄b(2b†ρb− bb†ρ− ρbb†)

}
(2.18)

+ Γc
2

{
(N̄c + 1)(2cρc† − c†cρ− ρc†c) + N̄c(2c†ρc− cc†ρ− ρcc†)

}
.

Γb,c berotze-abiaduren estimazioa A.7 eranskinean aurki daiteke. Bestalde, tranpa T =
50 K-eko tenperatura baten aurkitzen dela suposatu dugu, hasieran modu bakoitzaren
batezbesteko fonoi kopurua N̄b,c ≡ N thermal

b,c = 1/(e~ν1,2/kBT − 1) izanik.
Segidan, fidelitatea kalkulatzeko erabili ditugun parametro esperimentalak azalduko
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2. kapitulua: Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako Ioi Harrapatuetan

ditugu. Lehenbizi, gB = 150 T
m -ko gradienteak erabiliz [276], 80 µs irauten duten

exp(iπ4σ
z
1σ

z
2) eta exp(iπ8σ

z
1σ

z
2) ateak simulatu ditugu. Emaitzak 2.1 taulako bigarren

eta hirugarren zutabeetan ikus daitezke. Sekuentzia honetan τ = 3× 2πr/ν1 aukeratu
dugu, masa-zentro moduaren periodoa baino 12 aldiz gehiago irauten duen ate bat lortuz.
Beste parametro garrantzitsu batzuk dira: ν1 = ν2/

√
3 = (2π)× 150 kHz-eko harrapatze

maiztasuna, Ω1 = Ω2 = Ω ≈ (2π) × 6.63 MHz-eko Rabi maiztasuna (≈ 75 ns-ko
π-pultsuak), ω2 − ω1 = (2π) × 25.7 MHz-eko qubiten maiztasun diferentzia, eta ∆t
1.05 aldiz π-pultsuen denbora. Bi modu bosonikoak 0.2 fonoiko egoera termiko batean
hasten dira [256] eta berotze-abiadurak ΓbN̄b ≈ (2π) × 133 Hz eta ΓcN̄c ≈ (2π) × 9
Hz dira (ikusi A.7 eranskina). Gainera, Rabi maiztasunetan % 1eko akatsa, harrapatze
maiztasunean % 0.1ekoa, eta qubiten maiztasunean (2π) × 20 kHz-ko akatsa dagoela
suposatu dugu.

Bigarrenez, gB = 300 T
m erabiliz, exp(iπ4σ

z
1σ

z
2) eta exp(iπ8σ

z
1σ

z
2) ateak simulatu ditugu

(2.1 taulako laugarren eta bostgarren zutabeak). Orain ateek 36.3 µs-ko iraupena dute,
hau da, 8 aldiz masa-zentro moduaren periodoa, honen maiztasuna ν = ν1 = ν2/

√
3 =

(2π)× 220 kHz izanik. Bestalde, Ω ≈ (2π)× 10 MHz-ko Rabi maiztasuna (≈ 49 ns-ko
π-pultsuak), ω2−ω1 = (2π)× 39.8 MHz, eta modu bosonikoen hasierako egoera lehengo
berdina kontsideratu ditugu. gB gradientea aurrekoaren bikoitza denez, berotze abiadurak
ere gora egingo dute, ΓbN̄b ≈ (2π)× 248 Hz eta ΓcN̄c ≈ (2π)× 16 Hz izanik.

2.1 taulan ikus daitekeen bezala, akats esperimentalak kontsideratuta ere, gure metodoak
fidelitate altuko ateak sortzen ditu, % 99.9eko fidelitatea gaindituz. Azkenik, aipagarria
da gB-ren balio altuagoek ate azkarragoak sortuko luketela.

Laburbilduz, atal honetan frogatu dugu DD pultsatuko eskemak erabili daitezkeela
sentikortasun gutxiko bi qubiteko ate azkarrak sortzeko. Gure MU sekuentziak bi modu
normalak erabiltzen ditu, horrela ate azkarragoa lortuz. Gainera, dekoherentzia-iturri
nagusien aurrean babestua dago, modu normalen berotzea barne.

2.2. Fidelitate altuko ate kuantikoak MU
erradiazio-patroi hibridoak erabiliz

Atal honetan, ioi-kate bateko bi ioien (qubiten) arteko ate logiko bat sortzeko metodo
bat aurkezten dugu. Gure metodoak eremu urruneko MU erradiazioa erabiltzen du, era
pultsatu eta jarraituan. Aurreko metodoa ez bezala, hau LD faktore txikiekin η ∼ 0.01
erabiltzeko dago diseinatuta, eta bi ioi baino gehiago dituen kateetan aplikatu daiteke,
modu bibrazional bakarra erabiltzen duelako. Metodo hau ere eremu magnetikoen edo
MU eremuen gorabeheren aurrean babestua dago, eta ioi batean egindako pultsuak
bestean eragindako diafonia efektua minimizatzen du. Gainera, ate hau MU-intentsitate
ezberdinekin erabili daiteke, egoera esperimental ezberdinetara moldagarria izanik. Partiku-
larki [288, 289] erreferentzietako emaitzetan inspiratuta, gure metodoak fase modulazioa,
fase iraulketa, eta π pultsuen bidezko berfokuratzea erabiltzen ditu, fidelitate altuko atea
sortuz egungo parametro esperimentalekin. Zenbakizko simulazioak erabiliz, atearen por-
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taera ebaluatu dugu eremu magnetikoaren eta MU eremuen intentsitatearen gorabeheren
aurrean, eta modu normalaren berotzea gehituz. Horrela, egungo esperimentuetan % 99tik
gorako fidelitateak lortzea posible dela frogatu dugu, eta, baita ere, garapen esperimental
txiki batzuekin % 99.9ko fidelitateak lortu ahal direla.

2.2.1. Metodoa: ate bikromatikoa DD jarraituarekin

Aurreko atalean bezala, elkarren ondoan dauden bi 171Yb+ ioi harrapatu kontsideratuko
ditugu. Qubita definitzeko, 6s2S1/2 azpi-espazioko bi egoera hiperfin aukeratuko ditugu,
|g〉 ≡ {F = 0,mF = 0}, eta |e〉 ≡ {F = 1,mF = 1} hain zuzen. Zeeman efektua
dela eta, j qubit-maiztasuna ωj = ω0 + γeB(z0

j )/2 da, non ω0 = (2π)× 12.6 GHz eta
γe = (2π)× 2.8 MHz/G diren, ikusi [281], eta z0

j ioiaren oreka posizioa den (z ardatzean).
Ardatz longitudinalean eremu magnetikoaren gradiente bat ∂B/∂z = gB kontsideratuz
gero, ωj maiztasunek balio desberdinak hartzen dituzte, qubitak bereizgarri eginez, eta
bakoitza era indibidualean kontrolatzea ahalbidetuz [269, 290]. Sistemaren Hamiltondarra
hurrengoa da:

H = ω1

2 σz1 + ω2

2 σz2 + νb†b+ ην(b+ b†)Sz , (2.19)

non Sz = σz1 + σz2 den, b†(b) masa-zentro moduari dagokion sortze (deuseztatze) eragilea
den, ν harrapatze maiztasuna den, eta η = γegB

8ν

√
~
Mν LD faktorea den.

MU eremu bikromatiko bat aplika daiteke ioien gainean, δ desintoniarekin. Orduan,
H0 = ω1

2 σ
z
1 + ω2

2 σ
z
2 +νb†b Hamiltondarrari dagokion elkarrekintza irudian (2.19) Hamilton-

darra hurrengoa da (elkarrekintza-irudiei buruzko xehetasunetarako, ikusi B.1 eranskina):

H = ην(be−iνt + b†eiνt)Sz + Ω cos (δt)Sx. (2.20)

Adierazpenak sinplifikatzeko, bigarren modu bibrazionalari dagozkion terminoak kendu
ditugu (2.19) eta (2.20) ekuazioetatik, eta, baita diafonia terminoak ere. Hauek guztiak
zenbakizko simulazioetan kontsideratuko ditugu, atean duten efektua arbuiagarria dela
egiaztatzeko. Simulazioetan erabilitako adierazpen orokorra B.2 eranskinean aurki daiteke.
Orain, Ω cos (δt)Sx Hamiltondarrarekiko biratzen dagoen erreferentzia sistema batera
joanez (elkarrekintza-irudi bikromatikoa [264, 291, 292]), eta Jacobi-Anger garapena
erabiliz (eiz sin (θ) =

∑+∞
n=−∞ Jn(z) einθ, non Jn(z) Besselen funtzioa den), hurrengoa

lortzen dugu

H = ην(be−iνt + H.c.)
{
J0

(2Ω
δ

)
Sz + 2J1

(2Ω
δ

)
sin (δt)Sy

}
. (2.21)

Hemen, Jacobi-Anger garapeneko lehen ordenako terminoak besterik ez ditugu kontsider-
atzen, besteen efektua arbuiagarria baita Ω � δ baldin bada. Desintoniaren balioa
δ = ν + ξ bada, non ξ � ν den, eta RWA erabiliz ν maiztasunarekin biratzen duten
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termino guztiak arbuiatzen baditugu, atea sortzen duen Hamiltondarra lortzen dugu,

HG = iηνJ1

(2Ω
δ

){
b†e−iξt −H.c.

}
Sy ≈ i

ηνΩ
δ

{
b†e−iξt −H.c.

}
Sy, (2.22)

non J1(x) ≈ x/2 hurbilketa erabili dugun, x txikia delako. Eboluzio-denborak tn =
2πnRT/ξ balio badu, non nRT ∈ N den, eta (2.22) Hamiltondarrari dagokion eboluzio
eragilea

UG(tn) = exp (iθnS2
y) (2.23)

den, non θn = 2πnRTη
2ν2J2

1 (2Ω/δ)/ξ2 ≈ 2πnRTη
2Ω2/ξ2 [49–51]. Parametroak θn =

π/8 izan dadin aukeratuz gero, UG eragileak |g,g〉 egoera banangarria 1√
2 (|g,g〉+ i|e,e〉)

egoera korapilatuan bihurtzen du.

Ate-logiko kuantikoa ε1(t)
2 σz1 + ε2(t)

2 σz2 bezalako eremu magnetikoaren gorabeheren
aurrean babesteko (ε1,2(t) funtzio estokastiko bat izanik), MU eremu gehigarri bat
kontsideratuko dugu. Eremu hau ΩDD

2 Sy terminoarekin adieraziko dugu, (2.20) Hamilton-
darra

H = ην(be−iνt + b†eiνt)Sz + Ω cos (δt)Sx + ΩDD

2 Sy (2.24)

bilakatuz. Elkarrekintza-irudi bikromatikoan, (2.24) ekuazioa (hemendik aurrera, J0,1

(
2Ω
δ

)
≡

J0,1)

H = ην(be−iνt + b†eiνt)
{
J0Sz + 2J1 sin (δt)Sy

}
+ΩDD

2

{
J0Sy − 2J1 sin (δt)Sz

}
(2.25)

bihurtzen da. Gehitutako ΩDD
2 Sy terminoak (2.25) ekuazioko bigarren lerroko terminoak

sortzen ditu. Lehenengoak, ΩDD
2 J0Sy, eremu magnetikoaren aurrean babestuko gaitu.

Bigarrenak, J1ΩDD sin (δt)Sz, atearen dinamika oztopatuko du eta, beraz, deuseztatzen
saiatuko gara. ΩDD � δ bada, RWA erabiliz azken termino honen efektua arbuiatu
daiteke, baina honek gure metodoa ΩDD-ren balio txikietara mugatuko luke. Ez zaigu
hori komeni, ΩDD-ren balio altuek atea hobeto babesten dutelako. Arazo honi aurre
egiteko, MU eremu guztietan φ(t) fase aldakor bat sartzea proposatzen dugu. Honek,
J1ΩDD sin (δt)Sz terminoa ezabatuko du, geroago ikusiko dugun bezala. Fase modulazioa
hurrengoa da:

φ(t) = 4ΩDDJ1

δJ0
sin2 (δt/2). (2.26)

Fase modulazio hau ezartzeak (2.24) Hamiltondarra aldatzen du (ikusi B.2 eranskina
xehetasunetarako), forma berria

H = ην(be−iνt + b†eiνt)Sz + Ω cos (δt)S‖φ + ΩDD

2 S⊥φ (2.27)
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2.5 irudia: Lerrakuntza edo aldaketa konstanteekiko sentikortasuna gB = 20.9 T/m, ν =
(2π)× 138 kHz (η = 0.011) eta Ω = (2π)× 26 kHz izanik. (a) Bell egoera batekiko
fidelitatea ΩDD = 0 (kurba urdin marraduna) eta ΩDD = (2π) × 49 kHz (kurba
berde jarraitua) badira. Eskuineko eta ezkerreko irudietan fase-modulazioarekin eta
fase-modulaziorik gabe lorturiko emaitzak adierazten dira, hurrenez hurren. (b) Bell
egoera batekiko fidelitatea nPF = 1 (kurba berde jarraitua) edo nPF = 0 (kurba
gorri marraduna) baldin badira. (c) Bell egoera batekiko fidelitatea Ω(t)-ren balioaren
lerrakuntza konstanteekiko.

izanik, non S
‖
φ ≡ S+eiφ(t) + H.c. eta S⊥φ ≡ −iS+eiφ(t) + H.c. diren. − φ̇(t)

2 Sz termi-
noarekiko elkarrekintza-irudian, (2.27) Hamiltondarra

H =
{
ην(be−iνt + H.c.) + φ̇(t)

2

}
Sz + Ω cos (δt)Sx + ΩDD

2 Sy. (2.28)

bihurtzen da. Orain, elkarrekintza-irudi bikromatikora joanez gero, hurrengoa dugu:

H̃ = ην(be−iνt + H.c.)
{
J0Sz + 2J1 sin (δt)Sy

}
(2.29)

+ Ω̃DD

2 Sy − ΩDDJ
2
1/J0 cos (2δt)Sy,

non Ω̃DD = J0ΩDD(1 + 2J2
1/J

2
0 ) den. Ikus daiketeenez, fase-modulazioak (2.25) Hamil-

tondarreko J1ΩDD sin (δt)Sz terminoa kentzen digu. Honen ordez, (2.29) ekuazioan on-
dorengo terminoa agertzen zaigu: ΩDDJ

2
1/J0 cos (2δt)Sy; hau (2.22) Hamiltondarrarekiko

trukakorra da, eta, gainera, honen akoplamenduaren balioa txikiagoa da (ΩDDJ
2
1/J0).

Qubit-maiztasunean ε lerrakuntza bat gertatuz gero ateak jasandako fidelitate galera ageri
da 2.5(a) irudian, fase-modulazioarekin eta modulaziorik gabe. Marradun kurba urdinak
ΩDD = 0 deneko kasua adierazten du, zeinak ε lerrakuntzaren aurrean sentikortasun
handia erakusten duen. Kurba berdean aldiz, argi ikusten da ΩDD

2 Sy terminoak eragindako
babesa. 2.5(a) irudian, eskuinean, fase-modulazioarekin lorturiko emaitza ageri da. Ikus
daitekeenez, fase-modulazioarekin fidelitate altuagoak lortzen dira.

Gure metodoak badauka zer hobetu, izan ere, (2.29) ekuazioko lehen terminoak,
ην(be−iνt+ H.c.)J0Sz, kontuan eduki beharreko efektu bat sortuko du, zorionez, zuzendu
daitekeena. Termino honek sortuko duen kontribuzioa kalkulatzeko Ω̃DDSy/2 terminoak
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2. kapitulua: Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako Ioi Harrapatuetan
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⌦(t)
<latexit sha1_base64="KNhxEWBq7+VYP4z8W8lIY3lzzic=">AAAB8HicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYhDiJexGQY9BL96MYB6SLGF20psMmZldZnqFEPIVXjwo4tXP8ebfOEn2oIkFDUVVN91dYSK4Qc/7dlZW19Y3NnNb+e2d3b39wsFhw8SpZlBnsYh1K6QGBFdQR44CWokGKkMBzXB4M/WbT6ANj9UDjhIIJO0rHnFG0UqPnTsJfVrCs26h6JW9Gdxl4mekSDLUuoWvTi9mqQSFTFBj2r6XYDCmGjkTMMl3UgMJZUPah7alikowwXh28MQ9tUrPjWJtS6E7U39PjKk0ZiRD2ykpDsyiNxX/89opRlfBmKskRVBsvihKhYuxO/3e7XENDMXIEso0t7e6bEA1ZWgzytsQ/MWXl0mjUvbPy5X7i2L1OosjR47JCSkRn1ySKrklNVInjEjyTF7Jm6OdF+fd+Zi3rjjZzBH5A+fzBwGUj+I=</latexit>

�max
<latexit sha1_base64="225Z0y6OHEzMrAStib2Ig6igpto=">AAAB8XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWME88BkCbOT2WTIPJaZWTEs+QsvHhTx6t9482+cJHvQxIKGoqqb7q4o4cxY3//2VlbX1jc2C1vF7Z3dvf3SwWHTqFQT2iCKK92OsKGcSdqwzHLaTjTFIuK0FY1upn7rkWrDlLy344SGAg8kixnB1kkP3WTIepnAT5NeqexX/BnQMglyUoYc9V7pq9tXJBVUWsKxMZ3AT2yYYW0Z4XRS7KaGJpiM8IB2HJVYUBNms4sn6NQpfRQr7UpaNFN/T2RYGDMWkesU2A7NojcV//M6qY2vwozJJLVUkvmiOOXIKjR9H/WZpsTysSOYaOZuRWSINSbWhVR0IQSLLy+TZrUSnFeqdxfl2nUeRwGO4QTOIIBLqMEt1KEBBCQ8wyu8ecZ78d69j3nripfPHMEfeJ8/+JaRHA==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="rsPGDo38dCUrLsAt/ftnosrChUA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptsvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPemeMuA==</latexit>

��max
<latexit sha1_base64="YvhXeZk0UksSyxR0A9GUO6+coSY=">AAAB8nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHajoMegF48RzAOSJcxOZpMh81hmZsWw5DO8eFDEq1/jzb9xkuxBEwsaiqpuuruihDNjff/bW1ldW9/YLGwVt3d29/ZLB4dNo1JNaIMornQ7woZyJmnDMstpO9EUi4jTVjS6nfqtR6oNU/LBjhMaCjyQLGYEWyd1zrvJkPUygZ8mvVLZr/gzoGUS5KQMOeq90le3r0gqqLSEY2M6gZ/YMMPaMsLppNhNDU0wGeEB7TgqsaAmzGYnT9CpU/ooVtqVtGim/p7IsDBmLCLXKbAdmkVvKv7ndVIbX4cZk0lqqSTzRXHKkVVo+j/qM02J5WNHMNHM3YrIEGtMrEup6EIIFl9eJs1qJbioVO8vy7WbPI4CHMMJnEEAV1CDO6hDAwgoeIZXePOs9+K9ex/z1hUvnzmCP/A+fwBjkZFT</latexit>

�(t)
<latexit sha1_base64="xRUCalsgw4g2ukYHv1u1m+xT7WM=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSLUS0mqoMeiF48V7Ae0oWy2m3bpZhN2J0IJ/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/nbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcMnGqGW+yWMa6E1DDpVC8iQIl7ySa0yiQvB2M72Z++4lrI2L1iJOE+xEdKhEKRtFK7V4yEhW86JfKbtWdg6wSLydlyNHol756g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk02IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/d0rOrTIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4Y2fCZWkyBVbLApTSTAms9/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tQ0YbgLb+8Slq1qndZrT1cleu3eRwFOIUzqIAH11CHe2hAExiM4Rle4c1JnBfn3flYtK45+cwJ/IHz+QOz2I8m</latexit>

⌦m
<latexit sha1_base64="XBVX0gqEeTx9eVTO9lgLV9BVtxI=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04s0K9gPaUDbbSbt0N4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSNsGG4EthOFVAYCW8HoZuq3nlBpHkcPZpygL+kg4iFn1Fip3b2TOKA92SuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLJUaGCap1x3MT42dUGc4ETordVGNC2YgOsGNpRCVqP5vdOyGnVumTMFa2IkNm6u+JjEqtxzKwnZKaoV70puJ/Xic14ZWf8ShJDUZsvihMBTExmT5P+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbERFW0I3uLLy6RZrXjnler9Rbl2ncdRgGM4gTPw4BJqcAt1aAADAc/wCm/Oo/PivDsf89YVJ585gj9wPn8A5IWP3w==</latexit>

�⌦m
<latexit sha1_base64="d/6b1jiY10EWKp6vZ6FVceZF1e4=">AAAB8HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbAbBT0GvXgzgnlIsoTZSScZMrO7zMwKYclXePGgiFc/x5t/4yTZgyYWNBRV3XR3BbHg2rjut5NbWV1b38hvFra2d3b3ivsHDR0limGdRSJSrYBqFDzEuuFGYCtWSGUgsBmMbqZ+8wmV5lH4YMYx+pIOQt7njBorPZ517iQOaFd2iyW37M5AlomXkRJkqHWLX51exBKJoWGCat323Nj4KVWGM4GTQifRGFM2ogNsWxpSidpPZwdPyIlVeqQfKVuhITP190RKpdZjGdhOSc1QL3pT8T+vnZj+lZ/yME4Mhmy+qJ8IYiIy/Z70uEJmxNgSyhS3txI2pIoyYzMq2BC8xZeXSaNS9s7LlfuLUvU6iyMPR3AMp+DBJVThFmpQBwYSnuEV3hzlvDjvzse8NedkM4fwB87nD08ikBY=</latexit>

0
<latexit sha1_base64="rsPGDo38dCUrLsAt/ftnosrChUA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptsvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPemeMuA==</latexit>

2⇡/�
<latexit sha1_base64="KrGsY2jsGCuqpOOYRyxtm973LkA=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU02qoMeiF48V7AckoWw2m3bpZjfsToRS+jO8eFDEq7/Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8KBPcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrXlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvUwzkkaCdaPR3czvPjFtuJKPMM5YmJKB5AmnBKzkN4KMXwQxE0D61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX0GsaJ4yCVQQY3zPzSCcEA2cCjatBLlhGaEjMmC+pZKkzIST+clTfGaVGCdK25KA5+rviQlJjRmnke1MCQzNsjcT//P8HJKbcMJllgOTdLEoyQUGhWf/45hrRkGMLSFUc3srpkOiCQWbUsWG4C2/vEo6jbp3WW88XNWat0UcZXSCTtE58tA1aqJ71EJtRJFCz+gVvTngvDjvzseiteQUM8foD5zPH7/CkOg=</latexit>

0
<latexit sha1_base64="rsPGDo38dCUrLsAt/ftnosrChUA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptsvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPemeMuA==</latexit>

⇡/2
<latexit sha1_base64="jsj3HSpbFmPUFL2bZ9xpEvyfLSU=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU02qoMeiF48VTFtoQ9lsJ+3SzSbsboRS+hu8eFDEqz/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoqZNMMfRZIhLVDqlGwSX6hhuB7VQhjUOBrXB0N/NbT6g0T+SjGacYxHQgecQZNVbyuym/qPXKFbfqzkFWiZeTCuRo9Mpf3X7CshilYYJq3fHc1AQTqgxnAqelbqYxpWxEB9ixVNIYdTCZHzslZ1bpkyhRtqQhc/X3xITGWo/j0HbG1Az1sjcT//M6mYluggmXaWZQssWiKBPEJGT2OelzhcyIsSWUKW5vJWxIFWXG5lOyIXjLL6+SZq3qXVZrD1eV+m0eRxFO4BTOwYNrqMM9NMAHBhye4RXeHOm8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPMImORg==</latexit>

�⇡/2
<latexit sha1_base64="9PQKulQZKx4ih3pcPSQ+wq0njmI=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBi3V3FfRY9OKxgv2AdinZNNvGZpMlyQpl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpg4PHeDDPzwoQzbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DppapIrRBJJeqHWJNORO0YZjhtJ0oiuOQ01Y4up36rSeqNJPiwYwTGsR4IFjECDZWap51E3bu98oVt+rOgJaJl5MK5Kj3yl/dviRpTIUhHGvd8dzEBBlWhhFOJ6VuqmmCyQgPaMdSgWOqg2x27QSdWKWPIqlsCYNm6u+JDMdaj+PQdsbYDPWiNxX/8zqpia6DjIkkNVSQ+aIo5chINH0d9ZmixPCxJZgoZm9FZIgVJsYGVLIheIsvL5OmX/Uuqv79ZaV2k8dRhCM4hlPw4ApqcAd1aACBR3iGV3hzpPPivDsf89aCk88cwh84nz+aio59</latexit>

�DD(t)
<latexit sha1_base64="rYUYwyP9l0vQQDw64be3VwwBDB8=">AAAB+XicbVBNS8NAEN3Ur1q/oh69LBahXkpSBT0W7cFjBfsBTQib7bZdutmE3UmhhP4TLx4U8eo/8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzL0wE1+A431ZhY3Nre6e4W9rbPzg8so9P2jpOFWUtGotYdUOimeCStYCDYN1EMRKFgnXC8f3c70yY0jyWTzBNmB+RoeQDTgkYKbBtLxnxIPNUhBuNWQUuA7vsVJ0F8Dpxc1JGOZqB/eX1Y5pGTAIVROue6yTgZ0QBp4LNSl6qWULomAxZz1BJIqb9bHH5DF8YpY8HsTIlAS/U3xMZibSeRqHpjAiM9Ko3F//zeikMbv2MyyQFJuly0SAVGGI8jwH3uWIUxNQQQhU3t2I6IopQMGGVTAju6svrpF2rulfV2uN1uX6Xx1FEZ+gcVZCLblAdPaAmaiGKJugZvaI3K7NerHfrY9lasPKZU/QH1ucPgn+S6w==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="rsPGDo38dCUrLsAt/ftnosrChUA=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlptsvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPemeMuA==</latexit>

⌦DD(t)
<latexit sha1_base64="JcuTg6qXAS2PNhiHLZrZDR0rMs8=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ3UV62vWJduBotQNyWpgi6LduHOCvYBTQiT6bQdOjMJMxOxhPyKGxeKuPVH3Pk3TtsstPXAhcM593LvPWHMqNKO820V1tY3NreK26Wd3b39A/uw3FFRIjFp44hFshciRRgVpK2pZqQXS4J4yEg3nNzM/O4jkYpG4kFPY+JzNBJ0SDHSRgrssnfHyQgFqSc5bDazqj4L7IpTc+aAq8TNSQXkaAX2lzeIcMKJ0JghpfquE2s/RVJTzEhW8hJFYoQnaET6hgrEifLT+e0ZPDXKAA4jaUpoOFd/T6SIKzXloenkSI/VsjcT//P6iR5e+SkVcaKJwItFw4RBHcFZEHBAJcGaTQ1BWFJzK8RjJBHWJq6SCcFdfnmVdOo197xWv7+oNK7zOIrgGJyAKnDBJWiAW9ACbYDBE3gGr+DNyqwX6936WLQWrHzmCPyB9fkD1naTpw==</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

...
<latexit sha1_base64="1D1M+XvlZpNUCS4SsUNcbJjqZsU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iqoMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0Ip/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1EmmGDZYIhLVDqlGwSU2DDcC26lCGocCW+Hodua3nlBpnshHM04xiOlA8ogzaqz04Lpur1zxXG8Oskr8nFQgR71X/ur2E5bFKA0TVOuO76UmmFBlOBM4LXUzjSllIzrAjqWSxqiDyfzUKTmzSp9EibIlDZmrvycmNNZ6HIe2M6ZmqJe9mfif18lMdB1MuEwzg5ItFkWZICYhs79JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadkg3BX355lTSrrn/hVu8vK7WbPI4inMApnIMPV1CDO6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gBNMo0m</latexit>

�max
<latexit sha1_base64="225Z0y6OHEzMrAStib2Ig6igpto=">AAAB8XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0o6DHoxWME88BkCbOT2WTIPJaZWTEs+QsvHhTx6t9482+cJHvQxIKGoqqb7q4o4cxY3//2VlbX1jc2C1vF7Z3dvf3SwWHTqFQT2iCKK92OsKGcSdqwzHLaTjTFIuK0FY1upn7rkWrDlLy344SGAg8kixnB1kkP3WTIepnAT5NeqexX/BnQMglyUoYc9V7pq9tXJBVUWsKxMZ3AT2yYYW0Z4XRS7KaGJpiM8IB2HJVYUBNms4sn6NQpfRQr7UpaNFN/T2RYGDMWkesU2A7NojcV//M6qY2vwozJJLVUkvmiOOXIKjR9H/WZpsTysSOYaOZuRWSINSbWhVR0IQSLLy+TZrUSnFeqdxfl2nUeRwGO4QTOIIBLqMEt1KEBBCQ8wyu8ecZ78d69j3nripfPHMEfeJ8/+JaRHA==</latexit>

denbora

t = 2⇡/⇠
<latexit sha1_base64="5bneW/Sz4k+vvxMuCYrYwHq5tNA=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE81aQKehGKXjxWsB/YhLLZbtqlm03YnYgl9F948aCIV/+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Rsf5tpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+U8epoqxBYxGrdkA0E1yyBnIUrJ0oRqJAsFYwvJn4rUemNI/lPY4S5kekL3nIKUEjPeBV1Uv4qffEu6WyU3GmsBeJm5My5Kh3S19eL6ZpxCRSQbTuuE6CfkYUcirYuOilmiWEDkmfdQyVJGLaz6YXj+1jo/TsMFamJNpT9fdERiKtR1FgOiOCAz3vTcT/vE6K4aWfcZmkyCSdLQpTYWNsT963e1wximJkCKGKm1ttOiCKUDQhFU0I7vzLi6RZrbhnlerdebl2ncdRgEM4ghNw4QJqcAt1aAAFCc/wCm+Wtl6sd+tj1rpk5TMH8AfW5w/hcJBm</latexit>

t = 2⇡/⇠
<latexit sha1_base64="5bneW/Sz4k+vvxMuCYrYwHq5tNA=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE81aQKehGKXjxWsB/YhLLZbtqlm03YnYgl9F948aCIV/+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Rsf5tpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+U8epoqxBYxGrdkA0E1yyBnIUrJ0oRqJAsFYwvJn4rUemNI/lPY4S5kekL3nIKUEjPeBV1Uv4qffEu6WyU3GmsBeJm5My5Kh3S19eL6ZpxCRSQbTuuE6CfkYUcirYuOilmiWEDkmfdQyVJGLaz6YXj+1jo/TsMFamJNpT9fdERiKtR1FgOiOCAz3vTcT/vE6K4aWfcZmkyCSdLQpTYWNsT963e1wximJkCKGKm1ttOiCKUDQhFU0I7vzLi6RZrbhnlerdebl2ncdRgEM4ghNw4QJqcAt1aAAFCc/wCm+Wtl6sd+tj1rpk5TMH8AfW5w/hcJBm</latexit>a)

b)

c)

d)
⇡ pultsua

2.6 irudia: Kontrol seinaleak (a) Kontrol bikromatikoaren Rabi maiztasuna Ω(t) = Ω cos (δt).
(b) Fase-modulazioa kontrol bikromatikoan. Bigarren zatian modulazioaren zeinua al-
datzen da, DD kontrol-eremuaren fase-iraulketa dela eta. Hemen, φm = max (|φ(t)|)
(c) DD kontrol-eremuaren Rabi maiztasunak bi ioietan berdina balio du erdian izan
ezik. Bertan, lehen ioiaren egoerak 180◦ko errotazioa jasaten du (gorria), bigarrenare-
nak, aldiz, 360◦koa (berdea). (d) DD kontrol-eremuaren seinalearen fase modulazioa.
Eboluzioaren bigarren zatian, fasea irauli egiten da, −π/2-tik π/2-ra.

definitutako elkarrekintza-irudira joan gaitezke, eta gero bigarren ordenako Hamiltondar
efektiboa kalkulatu. Hau

H̃ ≈ HG − gΩ̃(2b†b+ 1)Sy −
gν
2 (S2

x + S2
z ) (2.30)

da, non gΩ̃ = Ω̃DDη
2J2

0
1−Ω̃2

DD/ν
2 , eta gν = νη2J2

0
1−Ω̃2

DD/ν
2 (ikusi B.3 eranskina xehetasunetarako).

Txikiak izan arren, gΩ̃(2b†b + 1)Sy eta gν
2 (S2

x + S2
z ) terminoek atearen kalitatea oker

dezakete. Horregatik, berfokuratze teknikak erabiliz ezabatuko ditugu. Zehazki, gΩ̃(2b†b+
1)Sy terminoaren eragina deuseztatzeko, eboluzioa bi zatitan banatuko dugu eta bigarren
zatian DD seinalearen fasea 180◦ biratuko dugu. Erabilitako MU seinaleak 2.6 irudian ageri
dira. Fase-iraulketa honek ΩDD-ren zeinua aldatuko du (ΩDD → −ΩDD), gΩ̃(2b†b+ 1)Sy
terminoaren DDa edo berfokuratzea eraginez. Estrategia hau baliagarria da baita ere
atea ΩDD balioak jasan dezakeen lerrakuntzen aurrean babesteko, 2.5(b) irudian ikus
daitekeen bezala. Aipaturiko fase-iraulketa horrek φ(t) fasearen zeinua aldatzera behartzen
gaitu, (2.26) ekuazioa momentu oro bete dadin. Geroago ikusiko dugun bezala, gero eta
fase-iraulketen kopurua (nPF) handituz, orduan eta hobeto deuseztatuko da lerrakuntzen
efektua, fidelitate altuagoak lortuz. Honek ordea, ΩDD-ren balio posibleak mugatuko ditu,
B.1 eranskinean azaltzen den bezala.

Beste alde batetik, gν
2 (S2

x + S2
z ) terminoaren berfokuratzea ere lortu daiteke π pultsu

batekin qubit bakarraren egoera 180◦ biratuz eboluzioaren erdian eta bukaeran. Biraketa-
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2.2 Fidelitate altuko ate kuantikoak MU erradiazio-patroi hibridoak erabiliz

ardatza Blochen esferako y ardatza bada, hau da, biraketa bakoitzari dagokion eragilea
exp (iπ/2σy1 ) bada, S2

x eta S2
z eragileen zeinua aldatu egingo da, S2

y eragilearena berdin
mantenduz. Honela, fase-iraulketak eta π pultsuak erabilita, (2.30) Hamiltondarrak
H̃ ≈ HG-ren antz gehiago izango du. Aipatzekoa da erresonantziaz kanpo dauden modu
normalei dagozkien terminoak (2.30) ekuazioko azken terminoaren antzekoak direla, eta,
beraz, berfokuratuak izango dira baita ere. Metodoak erresonantziaz kanpo dauden modu
normalen efektua deuseztatzen duenez, gure metodoa N ioieko kate batean ere aplikagarria
da. Kate honetako bi qubiten artean ateak egin daitezke, eta honelako hainbat konbinatu
qubit anitzeko ateak sortzeko [251]. Bukatzeko, 2.5(c) irudian Bell egoerarekiko fidelitatea
ageri da, Ω(t)-ren lerrakuntza konstante baten funtzioan. Gure metodoa lerrakuntza
hauen aurrean babestua dago, Ω(t)-rekin doan terminoak δ maiztasunarekin biratzen
baitu, lerrakuntzaren efektua txikituz.

2.2.2. Berfokuratze aproposa eta emaitzak

Gure metodoaren eraginkortasuna baieztatzeko zenbakizko simulazioak erabiliko ditugu.
Bertan, lortu beharreko Bell egoerarekiko fidelitatea kalkulatuko dugu, eremu mag-
netikoaren eta MU eremuen gorabeherak kontsideratuz. Horrez gain, modu normalen
berotzea, erresonantziaz-kanpo dauden moduen presentzia (bi modu normalak egoera
termikoan daudela kontsideratuko dugu batezbesteko fonoi kopurua n̄ = 1 izanik) edo
ioi bati bidalitako seinaleak bestean duen diafonia efektua ere hartuko ditugu kontuan.
Emaitzak 2.7 irudian ageri dira, bi parametro-sorta desberdinetarako. Ezkerreko irudian:
gB = 20.9 T/m, ν = (2π)× 138 kHz eta Ω = (2π)× 37 kHz dira. Eskuinekoan berriz,
gB = 38.5 T/m, ν = (2π)×207 kHz eta Ω = (2π)×26.6 kHz (bi irudietan, LD faktoreak
η = 0.011 balio du).

Karratu urdinek gure metodoarekin lortutako fidelitateak adierazten dituzte. DD
seinalearen gorabeheren aurrean babesteko 31 fase-iraulketa erabili ditugu. Ikus daite-
keenez, ΩDD = 0 kasuan, fidelitateak % 99 baino baxuagoak dira. Hau ioi bati zuzenduriko
Ω MU seinaleak beste ioian duen diafonia efektuagatik da, izan ere, seinale honek ler-
rakuntza bat eragiten du beste qubitaren energian. DD seinalea erabiltzen badugu,
ΩDD 6= 0, lerrakuntza hauen efektua zuzendu egiten da, eta % 99.9tik % 99.99ra doazen
fidelitateak lortzen ditugu. Eskuineko irudian aukeraturiko parametro esperimentalak
komenigarriagoak dira, hurrengo arrazoiengatik: Lehenbizi, Ω Rabi maiztasuna ezkerreko
kasuan baino baxuagoa da, eta eremu magnetikoaren gradientea altuagoa. Biek, diafonia
efektuak txikitzen dituzte. Bigarrenez, ν potentzial harmonikoaren maiztasuna altuagoa
da, eta honek erresonantziaz kanpo dauden moduen efektua txikitzen du. Azkenik, Ω/δ
arrazoia txikiagoa da, eta honek Besselen funtzioen garapenean arbuiatu ditugun ordena
altuko terminoen efektua murrizten du, ikusi (2.29) ekuazioa. Karratu beltzek fase modu-
lazioa erabili gabe lorturiko fidelitateak adierazten dituzte. Espero bezala, fase modulazioa
garrantzitsua da ΩDD seinaleak eragindako lerrakuntzen aurrean babesteko.

Beste kurbek, masa-zentro modu normalaren berotzea eta eremu magnetikoaren eta
MU seinaleen intentsitatearen lerrakuntza hartzen dute kontuan. Moduaren berotzea
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2. kapitulua: Logika Kuantikoa MUekin Gidatutako Ioi Harrapatuetan
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<latexit sha1_base64="ADr8f6Rg1bTRmTkEh8teGmaagrs=">AAAB+HicbVBNS8NAEJ34WetHox69LBahHixJFfRYFMRjBfsBbQib7aZdusmG3Y1QQ3+JFw+KePWnePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyScKe0439bK6tr6xmZhq7i9s7tXsvcPWkqkktAmEVzIToAV5SymTc00p51EUhwFnLaD0c3Ubz9SqZiIH/Q4oV6EBzELGcHaSL5d6nEx8DPXmVTcs9tT5Ntlp+rMgJaJm5My5Gj49levL0ga0VgTjpXquk6ivQxLzQink2IvVTTBZIQHtGtojCOqvGx2+ASdGKWPQiFNxRrN1N8TGY6UGkeB6YywHqpFbyr+53VTHV55GYuTVNOYzBeFKUdaoGkKqM8kJZqPDcFEMnMrIkMsMdEmq6IJwV18eZm0alX3vFq7vyjXr/M4CnAEx1ABFy6hDnfQgCYQSOEZXuHNerJerHfrY966YuUzh/AH1ucPhfmRsA==</latexit>
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�(t) = 0

<latexit sha1_base64="m/aBOzOQ36fvv/ZFyUz3w0W6vpQ=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYhDiJexGQS9C0IvHCOYhyRJmJ7PJkJnZZaZXCCFf4cWDIl79HG/+jZNkD5pY0FBUddPdFSaCG/S8b2dldW19YzO3ld/e2d3bLxwcNkycasrqNBaxboXEMMEVqyNHwVqJZkSGgjXD4e3Ubz4xbXisHnCUsECSvuIRpwSt9NhJBryEZ9det1D0yt4M7jLxM1KEDLVu4avTi2kqmUIqiDFt30swGBONnAo2yXdSwxJCh6TP2pYqIpkJxrODJ+6pVXpuFGtbCt2Z+ntiTKQxIxnaTklwYBa9qfif104xugrGXCUpMkXni6JUuBi70+/dHteMohhZQqjm9laXDogmFG1GeRuCv/jyMmlUyv55uXJ/UazeZHHk4BhOoAQ+XEIV7qAGdaAg4Rle4c3Rzovz7nzMW1ecbOYI/sD5/AGn/o+n</latexit>

�(t) 6= 0
<latexit sha1_base64="tflg/TguvTiWWwbBpwjHJdYYkxc=">AAAB9HicbVDLTgJBEJzFF+IL9ehlIjHBC9lFEz0SvXjERB4JbMjs0MCE2dllppeEEL7DiweN8erHePNvHGAPClbSSaWqO91dQSyFQdf9djIbm1vbO9nd3N7+weFR/vikbqJEc6jxSEa6GTADUiiooUAJzVgDCwMJjWB4P/cbY9BGROoJJzH4Iesr0ROcoZX8djwQRbxsKxhRt5MvuCV3AbpOvJQUSIpqJ//V7kY8CUEhl8yYlufG6E+ZRsElzHLtxEDM+JD1oWWpYiEYf7o4ekYvrNKlvUjbUkgX6u+JKQuNmYSB7QwZDsyqNxf/81oJ9m79qVBxgqD4clEvkRQjOk+AdoUGjnJiCeNa2FspHzDNONqccjYEb/XldVIvl7yrUvnxulC5S+PIkjNyTorEIzekQh5IldQIJyPyTF7JmzN2Xpx352PZmnHSmVPyB87nD5WTkVI=</latexit>

, Tg = 934µs
<latexit sha1_base64="izb2/UNaNGD4Bq6s8M9iPZtwD6A=">AAAB+XicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwISVpC+pCKLpxWaEvaEKYTCft0JlJmJkUSuifuHGhiFv/xJ1/47TNQlsPXDiccy/33hMmjCrtON9WYWNza3unuFva2z84PLKPTzoqTiUmbRyzWPZCpAijgrQ11Yz0EkkQDxnphuOHud+dEKloLFp6mhCfo6GgEcVIGymw7atWMLy7rdU9nnqSQxXYZafiLADXiZuTMsjRDOwvbxDjlBOhMUNK9V0n0X6GpKaYkVnJSxVJEB6jIekbKhAnys8Wl8/ghVEGMIqlKaHhQv09kSGu1JSHppMjPVKr3lz8z+unOrrxMyqSVBOBl4uilEEdw3kMcEAlwZpNDUFYUnMrxCMkEdYmrJIJwV19eZ10qhW3Vqk+1cuN+zyOIjgD5+ASuOAaNMAjaII2wGACnsEreLMy68V6tz6WrQUrnzkFf2B9/gDTrZJ+</latexit>

⌦DD/2⇡ (kHz)
<latexit sha1_base64="FCjZO1qx8pgrXNL86RmSt+9A5bw=">AAACCXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYVEhlKUlBgrGCDt0oEn1ITRQ5rtNatZPIdpBK1JWFX2FhACFW/oCNv8FpM0DLka50fM698r3HjxmVyrK+jaXlldW19cJGcXNre2fX3NtvyygRmLRwxCLR9ZEkjIakpahipBsLgrjPSMcfXWd+554ISaPwTo1j4nI0CGlAMVJa8kzo3HAyQF7qCA7r9clp1YkpdGD2LI8aDyeeWbIq1hRwkdg5KYEcTc/8cvoRTjgJFWZIyp5txcpNkVAUMzIpOokkMcIjNCA9TUPEiXTT6SUTeKyVPgwioStUcKr+nkgRl3LMfd3JkRrKeS8T//N6iQou3ZSGcaJIiGcfBQmDKoJZLLBPBcGKjTVBWFC9K8RDJBBWOryiDsGeP3mRtKsV+6xSvT0v1a7yOArgEByBMrDBBaiBBmiCFsDgETyDV/BmPBkvxrvxMWtdMvKZA/AHxucPzbCYeQ==</latexit>

⌦DD/2⇡ (kHz)
<latexit sha1_base64="FCjZO1qx8pgrXNL86RmSt+9A5bw=">AAACCXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYVEhlKUlBgrGCDt0oEn1ITRQ5rtNatZPIdpBK1JWFX2FhACFW/oCNv8FpM0DLka50fM698r3HjxmVyrK+jaXlldW19cJGcXNre2fX3NtvyygRmLRwxCLR9ZEkjIakpahipBsLgrjPSMcfXWd+554ISaPwTo1j4nI0CGlAMVJa8kzo3HAyQF7qCA7r9clp1YkpdGD2LI8aDyeeWbIq1hRwkdg5KYEcTc/8cvoRTjgJFWZIyp5txcpNkVAUMzIpOokkMcIjNCA9TUPEiXTT6SUTeKyVPgwioStUcKr+nkgRl3LMfd3JkRrKeS8T//N6iQou3ZSGcaJIiGcfBQmDKoJZLLBPBcGKjTVBWFC9K8RDJBBWOryiDsGeP3mRtKsV+6xSvT0v1a7yOArgEByBMrDBBaiBBmiCFsDgETyDV/BmPBkvxrvxMWtdMvKZA/AHxucPzbCYeQ==</latexit>
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(0.05, 0.5)ms
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2.7 irudia: Fidelitatea ΩDD-ren funtzioan, gB = 20.9 T/m, ν = (2π) × 138 kHz and Ω =
(2π)× 37 kHz izanik ezkerreko irudian, eta gB = 38.5 T/m, ν = (2π)× 207 kHz eta
Ω = (2π)× 26.6 kHz eskuineko irudian. Karratu urdin eta beltzek kontuan hartzen
dituzte errezonantziaz kanpoko moduen eta diafoniaren efektuak, eta metodoak
lorturiko emaitzak adierazten dituzte, fase modulazioa erabiliz edo erabili gabe,
hurrenez hurren. Beste kurbek, gainera, modu normalaren berotzea eta MU seinaleen
eta eremu magnetikoaren intentsitateen lerrakuntza hartzen dituzte kontuan. Karratu
gorri, berde eta moreak eremu magnetikoaren lerrakuntza ezberdinak adierazten
dituzte, (τ, T2) = (0.05, 0.5), (0.1, 1), eta (0.2, 2) ms izanik, hurrenez hurren.

(2.18) ekuazioan adierazitako termino disipatiboak erabiliz simulatu dugu, kasu honetan,
T = 300K izanik. Ezkerreko irudian, berotze abiadura ˙̄n ≈ 300 fonoi/segundu dela
kontsideratu dugu [256, 276, 287]. Eskuinekoan aldiz, ˙̄n ≈ 200 fonoi segunduko.

Eremu magnetikoaren eta MU seinaleen lerrakuntza simulatzeko Ornstein-Uhlenbeck
(OU) izeneko prozesu estokastikoa erabili dugu [293]. Horrela, 2.7 irudian agertzen den
puntu bakoitza, 100 prozesuren batezbestekoa da. Eremu magnetikoaren lerrakuntza
deskribatzen duen OU prozesuak τB korrelazio denbora eta T2 desfasatze-denbora ditu
ezaugarri, aldiz, MU seinalearen lerrakuntza definitzeko τΩ korrelazio denbora eta δΩ
anplitude errorea kontsideratu ditugu. Ezkerreko MU seinaleentzako τB = 500 µs-ko
korrelazio denbora eta δΩ = % 0.5eko anplitude errorea kontsideratu ditugu. Eskuineko
irudian berriz, τΩ = 1 ms eta δΩ = % 0.25 [294]. Karratu gorri, berde eta moreek
eremu magnetikoaren lerrakuntza desberdinak adierazten dituzte, parametroak (τ, T2) =
(0.05, 0.5), (0.1, 1), eta (0.2, 2) ms izanik, hurrenez hurren.

Zenbakizko simulazioak erabiliz, kasurik okerrenean ere, (τ, T2) = (0.05, 0.5)ms denean,
gure metodoak % 99tik gorako fidelitateak lortzen dituela egiaztatu dugu. Parametro
esperimental hobeak kontsideratuz, (τ, T2) = (0.2, 2) ms adibidez, metodoak % 99.9tik
gorako fidelitateak lortzen ditu, ΩDD-ren balio ezberdinetarako (ikusi eskuineko irudia).
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2.2 Fidelitate altuko ate kuantikoak MU erradiazio-patroi hibridoak erabiliz

Atal honetan, ioi kateetan bi qubiteko ate korapilatzaileak sortzeko metodo bat proposatu
dugu. Metodo horrek MU erradiazio jarraitua, fase-iraulketak π pultsuak konbinatzen ditu,
fidelitate altuko ateak sortzeko. Zenbakizko simulazioek, dekoherentzia-iturri nagusiak
kontsideratuz, erakusten dute Bell fidelitateak % 99 baino gehiago izan daitezkeela egungo
parametro esperimentalekin; % 99, 9tik gorakoak aldiz, hobekuntza esperimental gutxi
batzuekin.
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3 Argi-Materia Elkarrekintza-Ereduen
Simulazio Kuantikoa

Bi mailako atomoen (qubiten) eta eremu elektromagnetikoen modu bosonikoen arteko
elkarrekintza ulertzea ezinbestekoa da teknologia kuantikoen garapenerako. Qubit-bosoi
elkarrekintzak SCko erregimena lor dezaketen hainbat plataforma kuantikoren dinamika
deskribatzen du, hala nola barrunbeko QEDarena [21, 170], ioi harrapatuena [171] edo
zirkuitu supereroaleena [172]. SCko erregimenean, qubit-bosoi elkarrekintzaren g Rabi
akoplamendu-maiztasuna sistemaren eta ingurunearen arteko akoplamendua baino handi-
agoa da. Gainera, g akoplamendu-maiztasuna eremuaren maiztasuna baino askoz txikiagoa
bada, RWA aplikatu ondoren lortzen den JC ereduak [168] sistemaren deskribapen egokia
ematen du. Azken hamarkadan USCko erregimeneko akoplamendua (g/ω & 0.1) soberan
gainditu duten esperimentuak [189] deskribatzeko, ezin da QRMaren tratamendu per-
turbatiborik erabili. Horregatik, DSCko erregimenean (g/ω & 1) nahitaezkoa da QRMa
osorik hartzea, eredu honek iragarritako fisika JC ereduarekiko desberdina izanik [194].

Kapitulu honetan, QRMaren bi luzapen ezberdin aztertuko ditugu: Rabi-Stark eredua
eta QRM ez-lineala. Lehenengoan, QRMari Stark akoplamendu-termino bat gehitzen
zaio, SCko eta USCko erregimenetan fotoien elkarrekintza selektiboak eragiten dituena.
Bigarren kasuan, eredua era naturalean agertzen da QRMa ioi harrapatuetan simulatzean,
bereziki LD erregimenetik kanpo.

3.1. Elkarrekintza selektiboak Rabi-Stark ereduan

Stark akoplamendua duen QRMa, Rabi-Stark izenekoa [295] (hurrengoan ere izen hori
erabiliko dugu), Grimsmok eta Parkinsek kontsideratu zuten lehen aldiz [296, 297]. Bere
energia-espektroaren azterketak [295, 298, 299] zenbait ezaugarri interesgarri erakutsi
ditu, hala nola espektroaren kolapsoa edo lehen mailako fase-trantsizio bat [299], bi
fotoiko QRMarekin [300–306] edo QRM anisotropikoarekin erlazionatuz [307]. Bestalde,
Stark akoplamendua duen JC eredua aztertua izan da iraganean [308–313]. Ikusi da
Stark terminoa erabilgarria dela erresonantzia-baldintza, eta beraz Rabi oszilazioak, JC
bikote bakar batera murrizteko, besteak erresonantziaz kanpo utziz. Hautakortasun edo
selektibitate hau eremu bosonikoen egoera kuantikoak prestatzeko eta neurtzeko erabili
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3.1 Elkarrekintza selektiboak Rabi-Stark ereduan

ahal da, adibidez barrunbeko QEDan [308, 310] edo ioi harrapatuetan [309, 311, 312].
Guzti honengatik, interesgarria da Rabi-Stark eredua aztertzea, bereziki SCko eta USCko
erregimenetan.

Atal honetan, Rabi-Stark ereduaren dinamika aztertu dugu, eta, aurkitu dugu Rabi eta
Stark terminoen konbinazioak k fotoiko elkarrekintza selektiboak eragiten dituela SCko eta
USCko erregimenetan. Iraganean, k fotoiko (edo fotoi anitzeko) elkarrekintzak aztertuak
izan dira QRM linealean [314, 315], qubit-bosoi akoplamendu gidatuekin [316–320] edo
akoplamendu ez-linealekin [321, 322], eta, duela gutxi, informazio kuantikorako izan
dezaketen erabilgarritasuna aztertu da [323, 324]. Gure kasuan, k fotoiko trantsizioak
QRMaren ordena altuko prozesu gisa agertzen dira, Stark akoplamendua elkarrekintzaren
izaera selektiboaren erantzulea izanik. Atala honela dago antolaturik: 3.1.1 atalean
Rabi-Stark eredua aurkeztu, eta agertzen diren fotoi bakarreko elkarrekintzak berrikusten
dira. 3.1.2 atalean denboraren menpeko perturbazio teoria erabiltzen dugu Rabi-Stark
ereduko fotoi anitzeko elkarrekintzak ezaugarritzeko. Azkenik, 3.1.3 atalean, ioi harrapat-
uak erabiliz Rabi-Stark eredua simulatzeko proposamen bat aurkezten da. Metodoaren
baliagarritasuna aztertzen da zenbakizko simulazioak erabiliz, eta simulagailuan lortutako
emaitzak ereduarekin bat datozela baieztatzen da.

3.1.1. Selektibitatea fotoi bakarreko elkarrekintzetan

Rabi-Stark ereduaren Hamiltondarra hurrengoa da:

H = ω0

2 σz + ωa†a+ γa†aσz + g(σ+ + σ−)(a+ a†), (3.1)

non ω0 eta ω qubitaren eta eremu bosonikoaren maiztasunak diren, eta γ eta g Stark
eta Rabi terminoen akoplamendu-maiztasunak diren, hurrenez hurren. Stark terminoa
diagonala da

{
|e〉, |g〉

}
⊗|n〉 oinarria erabiliz (non σz|e〉 = |e〉, σz|g〉 = −|g〉 eta a†a|n〉 =

n|n〉), eta egoera bosonikoaren araberako qubit-energiaren aldaketa gisa interpreta daiteke.
(3.1) ekuazioko lehen hiru terminoekiko elkarrekintza irudian, sistemaren Hamiltondarrak
hurrengo forma hartzen du (ikus C.1 eranskina xehetasunetarako)

HI(t) =
∞∑
n=0

Ωn(σ+e
iδ+
n t + σ−e

iδ−n t)|n+1〉〈n|+ H.c., (3.2)

non Ωn = g
√
n+ 1, δ+

n = ω + ω0
n, δ−n = ω − ω0

n, eta ω0
n = ω0 + γ(2n+ 1) diren. γ = 0

bada, δ±n desintonien balioa ez da n Fock egoeraren menpekoa. Hemen, |δ+| � Ωn eta
δ− = ω − ω0 = 0 badira (|δ−| � Ωn eta δ+ = ω + ω0 = 0), JC (anti-JC) Hamiltondar
erresonante bat lortuko genuke, azkar biratzen duten terminoak RWA aplikatuz arbuiatu
ostean. Egoera honetan Ωn maiztasuneko Rabi oszilazioak agertzen dira |e, n〉 ↔ |g, n+1〉
(|g, n〉 ↔ |e, n+1〉) egoeren artean n guztietarako. Elkarrekintza hauek ez dira selektiboak,
Fock egoera guztietarako modu berdinean gertatzen direlako.

Stark akoplamendu-maiztasunaren balioa zero ez denean, δ±n desintoniak n-ren menpeko
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3.1 irudia: Fotoi bakarreko elkarrekintza selektiboak Rabi-Stark ereduan. (3.1) Hamiltondarrak
t = π/2Ωn unean sortutako egoeran 〈a†a〉 behagarriak hartzen duen balioa kalku-
latzen dugu, ω0/ω arrazoiaren balio ezberdinetarako eta |e, 0〉 (urdina), |e, 1〉 (laranja),
|e, 2〉 (morea) and |e, 3〉 (berdea) hasierako egoeretarako. Akoplamendu-maiztasunak
γ/ω = −0.25 eta g/ω = 0.02 dira (lerro jarraituak). γ = 0 balitz, JC-tontor guztiak
ω − ω0 = 0 puntuan egongo lirateke (marradun lerroak).

bihurtzen dira, n bakoitzari erresonantzia-maiztasun ezberdin bat egokitzen zaiolarik.
Honela, δ−N0

= 0 (δ+
N0

= 0) eta |δ−n 6=N0
| � Ωn 6=N0 (|δ+

n 6=N0
| � Ωn 6=N0) baldin badira,

(3.1) Hamiltondarraren arabera, {|e〉, |g〉}⊗{|N0〉, |N0 +1〉} azpiespazioan fotoi bakarreko
JC (anti-JC) elkarrekintza bat gertatuko da. Beste egoeretan, aldiz, ez da erresonantziarik
gertatuko. 3.1 irudian |e, n〉 hasierako egoeraren dinamika adierazten da, n-ren balio
ezberdinetarako. Ikus daitekeenez, fotoi bakarreko Rabi oszilazio bat gertatzen da baldin
eta ω−ω0 = γ(2n+1) bada, hau da, δ−n = 0. x ardatzean (ω−ω0)/ω-ren balio ezberdinak
ageri dira, Stark eta Rabi akoplamendu-maiztasunak γ/ω = −0.25 eta g/ω = 0.02 izanik.
Ezkerreko lau tontorrak n = 0, 1, 2, 3 erresonantzei dagozkie (lerro jarraituak). Eskuineko
bi tontorrek, aldiz, δ+

n = 0 baldintzari loturiko fotoi bakarreko anti-JC erresonantziak
adierazten dituzte, n = 1, 2 kasuetarako.

3.1.2. Fotoi anitzeko elkarrekintzak

Lehenago esan bezala, fotoi bakarreko trantsizioez gain, Rabi-Stark Hamiltondarrak fotoi
anitzeko elkarrekintza selektiboak eragiten ditu. Fotoi bakarreko elkarrekintza selektiboak
ez bezala, hauek termino birakari edo kontra-birakarien konbinazioaren ondorioz agertzen
dira, selektibotasuna Stark terminoari zor diotelarik. (3.2) ekuazioari dagokion Dysonen
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3.2 irudia: Hiru fotoieko elkarrekintza selektiboak Rabi-Stark ereduan. (a) Rabi-Stark Hamilton-
darraren erresonantzia-espektroa hasierako egoera |g, 5〉 izanik. t = π/2Ω(3)

5+ denbora
pasa ostean, 〈a†a〉 kalkulatzen dugu γ/ω = −0.4 kasurako. Tontorrak δ

(3)
5+ = 0

puntutik (lerro marraduna) lerratuta agertzen dira, δ̃(3)
5+ = 0 puntuan. Puntu hau XY

planoko zonalde beltzak erakusten du, log10 |δ
(3)
5+ | funtzioaren balio txikienak, hain

zuzen ere. (b) Pg,4 (lerro jarraia) eta Pe,7 (lerro marraduna) populazioen bilakaera
hasierako egoera |g, 4〉 izanik (berdea). Baita ere, Pg,5 eta Pe,8 populazioen bilakaera
hasierako egoera |g, 5〉 (gorria) izanik. Rabi akoplamendu-maiztasunaren balioak
g/ω = 0.05 (goian) eta g/ω = 0.1 (behean) dira.

garapena kontsideratuz gero, bigarren ordenako Hamiltondar efektiboa idatzi dezakegu,

H
(2)
I =

∞∑
n=0

(
∆e
nσ+σ− + ∆g

nσ−σ+
)
|n〉〈n|, (3.3)

non ∆e
n = Ω2

n−1/δ
+
n−1 − Ω2

n/δ
−
n eta ∆g

n = Ω2
n−1/δ

−
n−1 − Ω2

n/δ
+
n diren. Ageri ez den

denboraren menpeko zati bat ere lortzen da, δ+
n+1 + δ−n = 2ω+ 2γ, δ−n+1 + δ+

n = 2ω− 2γ,
eta δ±n , δ

±
n+1 maiztasunekin biratzen duena. Termino hauek arbuiagarriak dira RWA

erabiliz gero (ikus C.1.1 eranskina (3.3) ekuazioaren kalkulua ikusteko).
Hirugarren ordenako Hamiltondar efektiboak hiru-fotoiko trantsizioak deskribatzen ditu,

(ikus C.1.2 eranskina xehetasunetarako)

H
(3)
I (t) =

∞∑
n=0

(
Ω(3)
n+e

iδ
(3)
n+tσ+ + Ω(3)

n−e
iδ

(3)
n−tσ−

)
|n+3〉〈n|+ H.c., (3.4)

non Ω(3)
n± = g3

√
(n+ 3)!/n!/[2δ±n (ω∓γ)] eta δ(3)

n± = δ±n+2+δ∓n+1+δ±n = 2ω+δ±n+1 diren.
Honen arabera, JC tankerako hiru-fotoiko prozesu bat gertatzen da δ(3)

N0− = 0 denean,
|e, N0〉 ↔ |g, N0 + 3〉 egoeren arteko populazio-truke bat eraginez. Bestalde, |g, N0〉
badugu, anti-JC tankerako trantsizio bat gertatzen da δ

(3)
N0+ = 0 denean, |e, N0 + 3〉

egoerara populazio transferentzia eraginez. Hamiltondar efektibo honek hasierako (3.1)
Hamiltondarraren dinamika deskribatzeko balio duen egiaztatzeko, azken honek eragindako
dinamika kalkulatuko dugu zenbakizko simulazioen bidez.
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Hiru fotoiko prozesuak ikusteko, 3.2(a) irudian (3.1) Hamiltondarrak t = π/2Ω(3)
5+

unean sortutako egoeran 〈a†a〉 behagarriak hartzen duen balioa kalkulatzen dugu ω0/ω
eta g/ω arrazoien balio ezberdinetarako. Kasu honetan, γ/ω = −0.4 eta hasierako
egoera |g, N0 = 5〉 da. Ikus daiteke erresonantzia ez dela δ(3)

5+ = 3ω + ω0 + 13γ = 0
puntuan agertzen, erresonantzia-maiztasunean Rabi terminoak eragindako lerrakuntza
baten ondorioz. Lerrakuntza hau azaltzeko, (3.3) Hamiltondarrarekiko elkarrekintza
irudi batera joan gaitezke. Hau eginez gero, (3.4) Hamiltondarreko termino oszilakorren
maiztasunak aldatu egiten dira, balio berriak δ̃

(3)
n+ = δ

(3)
n+ + ∆e

n+3 − ∆g
n eta δ̃

(3)
n− =

δ
(3)
n− + ∆g

n+3 −∆e
n izanik. 3.4(a) irudiko xy planoan, grisezko eskala batean, log10 |δ̃

(3)
5+ |

funtzioaren balioak adierazten ditugu (g-ren eta ω0-ren menpe), eta ikus daiteke hiru
fotoiko trantsizioa δ̃(3)

5+-ren minimoan agertzen dela.
Aipatutako hiru fotoiko elkarrekintza soilik hautatutako azpiespazioan gertatzen dela

erakusteko, 3.2(b) irudian |g, 4〉 eta |g, 5〉 egoeren bilakaera ageri da. Espero bezala,
bigarrenak |e, 8〉 egoerarako trantsizioa pairatzen du, |g, 4〉 egoera konstante mantentzen
den bitartean. Bestalde, g/ω = 0.05 eta g/ω = 0.1 Rabi akoplamendu-maiztasunak
konparatzen ditugu. Ikus daitekeenez, g/ω-ren balioa handituz gero |e, 8〉 egoerarako
populazio-transferentzia, t = π/2Ω(3)

5+ unean, azkarragoa da baina ez hain eraginkorra.
Rabi-Stark ereduak ordena altuagoko elkarrekintza selektiboak sortuko ditu, eta, print-

zipioz, Hamiltondar efektiboen kalkuluaren bidez ezaugarritu daitezke. Ordena altuagoko
elkarrekintza hauen akoplamendu-maiztasuna gero eta txikiagoa izango da k igo ahala,
izan ere Ω(k)/ω ∝ (g/ω)k da. Horrela, ordena altuko prozesuek denbora luzeagoak be-
harko dituzte behatuak izateko, agian sistemaren koherentzia-denborak gaindituz. Edozein
kasutan, k fotoiko kasua aztertzeak merezi du eta (3.3) eta (3.4) ekuazioen kalkuluan
jarraitutako prozedura berdina erabiliz egin daiteke. Prozedura hau jarraituz, k-ren
balio bikoitietarako k-garren ordenako Hamiltondarrak elkarrekintza selektiborik ez duela
deskribatuko ondorioztatzen dugu; k-ren balio bakoitietarako, aldiz, k-garren ordenako
Hamiltondarrak k fotoiko trantsizioak iragartzen ditu, Hamiltondarra

H
(k)
I (t) =

∞∑
n=0

(
Ω(k)
n+e

iδ
(k)
n+tσ+ + Ω(k)

n−e
iδ

(k)
n−tσ−

)
|n+k〉〈n|+ H.c. (3.5)

izanik, non

δ
(k)
n± =

k−1∑
s=0

δ±n+s + δ∓n+s+1 + δ±k = (k − 1)ω + δ±n+(k−1)/2 (3.6)

eta

Ω(k)
n± = gk

(k − 1)!!(ω ∓ γ) k−1
2

√
(n+ k)!
n!

k−2∏
s=1,3...

1
δ

(s)
n±
. (3.7)

Goiko ekuazioak erabiliz eta zenbakizko simulazioen laguntzarekin, ez da zaila k fotoiko
prozesu bat aurkitzea (3.5) Hamiltondar efektiboaren baliagarritasuna frogatzeko. Kasu
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3.3 irudia: Bost fotoiko elkarrekintza selektiboak Rabi-Stark ereduan. (a) Ezkerrean 〈σ+σ−〉-
ren balioak ageri dira t = π/2Ω(5)

2− unean, ω0/ω arrazoiaren balio ezberdinetarako,
ωc0 = 5ω− γ(2× 2 + 5) balioaren inguruan eta hasierako egoera |g, 7〉 izanik. Hemen,
g/ω = 0.1 eta γ/ω = 0.9. Eskubian, Pe,2 eta Pg,7 populazioen bilakaera erakusten
da hasierako egoera |g, 7〉 izanik, eta Pe,1 eta Pg,6 populazioena |g, 8〉 egoerarako,
ω0/ω = −3.227 denean. (b) and (c) irudietan, prozedura berdina jarraitzen da
|g, 8〉 eta |g, 9〉 egoeren kasuan, eta tontorrak ω0/ω = −5.072 eta ω0/ω = −6.918
balioetan agertzen dira, hurrenez hurren.

horretan, zenbakizko simulazioak behar dira, ordena altuko prozesuen erresonantzia-
maiztasun zehatzen kalkulu analitikoa zaila bihurtzen baita k-ren balioak gora egin
ahala. Adibidez, JC tankerako bost fotoiko elkarrekintza bat aurkitzeko, δ(5)

N0− = 0
baldintza erabiltzen dugu qubit-maiztasunaren gutxi gorabeherako balio bat lortzeko,
ωc0 = 5ω−γ(2N0 + 5) hain zuzen. Behin hau izanda, (3.1) Hamiltondarrak t = π/2Ω(5)

N0−
unean sortutako egoeran 〈σ+σ−〉 behagarriak duen balioa kalkulatzen dugu, ω0-ren balio
ezberdinetarako. ωc0-ren baliotik gertu, bost-fotoiko elkarrekintza selektiboari dagokion
tontor bat ikusi beharko genuke (ikusi 3.3 irudiko ezkerreko irudiak).

Bost fotoiko elkarrekintzen adibide bezala, 3.3 irudian N0 = 2, 3 eta 4 balioei dagozkien
erresonantziak ageri dira, g/ω = 0.1 eta γ/ω = 0.9 akoplamendu-maiztasunetarako.
Erresonantzia-tontorrak aurkitzen ditugu ω0/ω = −3.227,−5.072 eta −6.918 balioetan,
erabilitako gutxi gorabeherako balioetatik gertu, ωc0/ω = −3.1,−4.9 eta −6.7, hurrenez
hurren. Hiru fotoiko prozesuekin alderatuta, bost fotoiko prozesuak geldoagoak dira eta
ez dago populazioaren transferentzia osorik g/ω = 0.1 kasurako. Transferentzia osoa
gertatzen ez den arren, selektibitatea eta t = π/Ω(5)

2− unean hasierako egoera berreskuratzea
mantentzen dira USCko erregimenaren hasieran. ω0/ω = −3.227 kasuan, adibidez,
|g, 7〉 ↔ |e, 2〉 egoeren arteko populazio-trukea gertatzen da, |g, 6〉 eta |e, 1〉 egoerak
erresonantziaz kanpo mantentzen diren bitartean. Horrenbestez, Rabi akoplamendu-
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maiztasunaren balio altuagoetan, g/ω ≈ 0.3 adibidez, selektibitatea mantentzen da
baina elkarrekintza ez da JC (edo anti-JC) tankerakoa izango, hautaturiko JC-bikotetik
kanpokoko egoerak ere kitzikatzen direlako. 3.3 irudian |g, N0 + 5〉 eta |e, N0〉 egoeren
arteko populazio trukea partziala da dagoeneko, eta transferitzen ez den populazioa
|g, N0 + 1〉 eta |g, N0 − 1〉 egoeretara doa.

Rabi-Stark ereduko fotoi anitzeko elkarrekintza selektiboei buruzko gure iragarpenak
egiaztatzeko, hurrengo atalean, eredua esperimentalki gauzatzeko metodo bat proposatzen
dugu.

3.1.3. Simulazioa ioi harrapatuetan

Ioi harrapatuak simulagailu kuantiko bikainak dira [96, 171], fotoi bakarreko QRM-
ren simulazio esperimentala [161, 325, 326] eta bi fotoiko QRM-ren proposamenak
tarteko [268, 327]. Jarraian, Rabi-Stark eredua simulatzeko metodo bat proposatzen
dugu, harrapatutako ioi bakar bat erabiliz.

Ioi harrapatu baten Hamiltondarra, j laser-eremuen eraginpean, eta H0 = ωI
2 σz + νa†a

Hamiltondarrarekiko elkarrekintza-irudi batean,

H =
∑
j

Ωj
2 σ+eiη(ae−iνt+a†eiνt)e−i(ωj−ωI)teiφj + H.c. (3.8)

da [171], non Ωj Rabi maiztasuna, η eta a†(a) modu bibrazionalen LD faktorea and
sortze (deuseztatze) eragilea, ν harrapatze maiztasuna, ωI qubitaren maiztasuna, eta ωj
eta φj laserraren maiztasuna eta fasea diren.

Rabi-Stark eredua gauzatzeko hiru laser eremu erabiltzea proposatzen dugu, horietariko
bi albo-banda gorri eta urdinetik gertu eta hirugarrena trantsizio eramailearen maizta-
sunarekin ωS = ωI . LD erregimenean, η

√
〈a†a〉 � 1, eta RWA bibrazionala erabili ostean,

Hamiltondarra hurrengoa da

HLD = −igraσ+e−iδrt − igba†σ+e−iδbt − ĝSσ
+ + H.c., (3.9)

non ωr,b = ωI ∓ ν + δr,b, gr,b = ηΩr,b/2, φr,b,S = −π eta ĝS = ΩS
2 (1 − η2/2) −

ΩS
2 η

2a†a = Ω0
2 − γ

Ra†a. Elkarrekintza eramailearen fonoi kopuruarekiko menpekotasuna
eiη(a+a†) terminoaren η-n bigarren ordenerarteko garapena kontsideratzean agertzen
da. δr = −δb = ωR hartuz gero, (3.9) Hamiltondarra dagoeneko Rabi-Stark eredu
bezala interpreta daiteke, −ωRa†a terminoarekiko elkarrekintza-irudi batean. Hala ere,
diseinatutako Hamiltondarra ezin da ereduaren erregimen guztietara iritsi, Ω0 eta γR ezin
daitezkeelako era independentean aldatu. Honela, simulagailua γR � Ω0 erregimenean
soilik litzateke baliagarria. Arazo honi aurre egiteko, ΩDD

2 σx − ωRa†a terminoarekiko
elkarrekintza-irudi batera mugi gaitezke, non ΩDD = −(Ω0 + ωR

0 ). Desintonien balioak
δr,b = ΩDD±ωR baldin badira, ΩDD maiztasunarekin biratzen duten terminoak arbuiatuz
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3.4 irudia: Bat eta hiru fotoiko elkarrekintza selektiboak ioi harrapatu batean. a) Fonoi kop-
uruaren eta P+,2 (jarraia) and P−,3 (marraduna) populazioen bilakaera hasierako
egoera |+, 2〉 izanik eta g/ωR = 0.05, γ/ωR = −0.4 eta ωR

0 /ω
R = 3 balioetarako.

b) Fonoi kopuruaren eta P+,3 (jarraia) eta P−,0 (marraduna) populazioen bilakaera
hasierako egoera |+, 3〉 izanik, g/ωR = 0.3, γ/ωR = −0.1 eta ωR

0 /ω
R = −2.4385

balioetarako. Lerro berde jarraiek (3.10) Hamiltondarraren bilakaera jarraitzen dute;
karratu beltzek, aldiz, (3.8) Hamiltondarrarena.

gero lortzen den Hamiltondarra hurrengoa da:

HII
LD = ωR

0
2 σx + ωRa†a+ gRσy(a+ a†) + γRa†aσx, (3.10)

non gR = (ηΩr/4)(1− εS) baldin eta Ωb = Ωr(1− εS)/(1 + εS) bada, non εS = ΩS/ν.
Ikus C.2 eranskina (3.10) Hamiltondarraren kalkuluaren xehetasunetarako. Kontuan
izan (3.1) eta (3.10) Hamiltondarrak baliokideak direla, oinarri aldaketa bat medio.
(3.10) Hamiltondarraren kasuan, oinarria {|+〉, |−〉} ⊗ |n〉 egoerek osatzen dute, non
σx|±〉 = ±|±〉. Bertan, ereduaren parametroak eta parametro esperimentalak honela
erlazionatzen dira: ωR

0 = −(Ω0 + ΩDD), ωR = (δr − δb)/2, eta γR = η2ΩS/2. Stark
akoplamendu-maiztasun negatiboak, γR < 0, lortu daitezke φS = 0 aukeratuz gero.
Hala ere, azken elkarrekintza-irudiaren maiztasuna aldatu egin beharko litzateke, ΩDD =
Ω0 − ωR

0 aukeratuz. Horrela, kasu honetan gR = (ηΩr/4)(1 + εS) litzateke, Ωb =
Ωr(1 + εS)/(1− εS) aukeratuz gero.

Orain, metodoaren bidegarritasuna aztertuko dugu, zenbakizko simulazioen bidez
(3.8) eta (3.10) Hamiltondarrek sortutako dinamikak alderatuz. Emaitzak 3.4(a) eta
3.4(b) irudietan adierazi dira, fotoi bateko eta hiru fotoiko kasuetarako, hain zuzen.
3.4(a) irudian erabilitako parametro esperimentalak hauek dira: ν = (2π)× 4.98 MHz-
ko harrapatze-maiztasuna, η = 0.1-eko LD parametroa, eta ΩS = (2π) × 120 kHz-ko
eramailearen akoplamendu-maiztasuna. Honela, lortutako Stark akoplamendu maiztasuna
|γR| = (2π) × 0.6 kHz-koa da. Rabi eta Stark akoplamendu-maiztasun erlatiboak
gR/ωR = 0.05 eta γR/ωR = −0.4 dira, hurrenez hurren; qubit maiztasuna, berriz,
ωR

0 = ωR − γR(2N0 + 1), N0 = 2 izanik. Erregimen hau lortzeko, Ωr = (2π)× 2.94 kHz,
Ωb = (2π)× 3.08 kHz, eta ΩDD = (2π)× 114.86 kHz aukeratu ditugu. Ikus daitekeenez,
|+, 2〉 hasierako egoerak populazioa trukatzen du |−, 3〉 egoerarekin. 3.4(b) irudian, hiru
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fotoiko elkarrekintza ageri da, gertatzeko milisegundo batzuk behar dituena. |+, 3〉 egoeran
hasita, |−, 0〉 egoerarekin populazioa trukatzen du. Hemen aukeratutako LD faktorea
η = 0.05 da, eta, ereduaren parametroak, γR/ωR = −0.1, gR/ωR = 0.3 eta ωR

0 /ω
R =

−2.4385. Hauek lortzeko behar diren parametro esperimentalak Ωr = (2π)× 35.2 kHz,
Ωb = (2π) × 36.9 kHz, eta ΩDD = (2π) × 123.5 kHz direla ikusi dugu. Irudian SCko
eta USCko erregimenetan zentratu garen arren, nabarmendu behar da gure metodoa
baliagarria dela g/ω arrazoiaren balio altuagoetarako ere. Hala, gure metodoak Rabi-Stark
eredua simula dezake erregimen garrantzitsu guztietan.

Atal honetan, Rabi-Stark ereduaren dinamika aztertu dugu SCko eta USCko erregimene-
tan, eta, denboraren mendeko perturbazio teoria erabiliz, agertzen diren fotoi anitzeko
interakzioak karakterizatu ditugu. Stark akoplamendua dela eta, fotoi anitzeko elkar-
rekintza horiek selektiboak dira; beraz, erresonantzia-maiztasuna modu bosonikoaren
egoeraren araberakoa da. Azkenik, zenbakizko simulazioen laguntzarekin, Rabi-Stark
eredua nola gauzatu proposatu dugu, laser bidez gidaturiko ioi harrapatu bat erabiliz.
Zenbakizko simulazioek ioi-sistemaren eta Rabi-Stark ereduaren dinamikak baliokideak
direla erakusten dute.

3.2. Rabiren eredu kuantiko ez-lineala ioi harrapatuetan

Atal honetan proposaturiko QRM ez-linealaren (NQRMaren) azterketa, LD erregimenetik
kanpo dagoen ioi baten portaera ez-linealaren azterketa ere bada. Iraganean, LD erreg-
imenetik kanpoko portaera aztertu duten ikerketek JC eredua izan dute izpide [322, 328–
330]. Hortaz aparte, LD erregimenetik irteteak laser bidezko hozketan daukan inpor-
tantzia [331–333] edo Frack-Condon ereduak simulatzeko [334] izan ditzakeen aplikazioak
ere izan dira aztergai. Atala honela banatua dago: Lehenbizi, 3.2.1 atalean, JC eredu
linealaren eta ez-linealaren arteko desberdintasunak azalduko ditugu. Hamiltondarrean
termino ez-linealak daudelako, besteak beste eredu linealean ohikoak diren egoera koher-
enteen desagertze eta suspertzea ez da gertatzen. 3.2.2 atalean, anti-JC eredu ez-lineala
aztertuko dugu, eta azalduko dugu nola konbinatu daitekeen disipazio kontrolatuarekin,
|n〉 Fock egoera bat sortzeko. Metodo hau erabiliz, ez dira beharrezkoak, beste metodo
batzuetan bezala, laser-pultsuaren iraupenaren kontrol zehatza edota oinarrizko bibrazio
egoeran hastea. Azkenik, 3.2.3 atalean, QRM ez-linealaren simulazioa proposatzen dugu,
erresonantziaz kanpoko JC eta anti-JC elkarrekintzak erabiliz.

3.2.1. JC ereduak ioi harrapatuetan

Potentzial harmoniko batean, bi barne egoera dituen ioi harrapatu batek laser batekin
duen elkarrekintza deskibatzen duen Hamiltondarra honela idatz daiteke:

H = ωI
2 σz + νa†a+ Ω

2 σ
x[ei(η(a+a†)−ωLt+φ) + H.c.], (3.11)
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3.5 irudia: (a) f1(n̂) eragilearen balio absolutuaren logaritmoa |n〉 Fock egoera eta η LD faktore
ezberdinetarako. Gune urdin ilunek f1(n̂)|n〉 ≈ 0 adierazten dute. (b) f1(n) funtzio
ez-lineala η = 0.5 LD faktorerako (kurba urdina). f1(n) = 0 lerroa (lerro laranja).

non ω0 bi mailako sistemaren maiztasuna den, σz, σx dagozkion Pauliren matrizeak diren,
eta Ω, ωL eta ωL laserrari dagozkion Rabi maiztasuna, maiztasuna, eta fasea diren.

LD erregimenean, H0 = ωI
2 σz + νa†a Hamiltondarrarekiko elkarrekintza-irudi batean,

eta RWA optikoa aplikatu ostean, (3.11) Hamiltondarra honela berridatzi daiteke [171]

HLD
int = Ω

2 σ
+[1 + iη(ae−iνt + a†eiνt)]ei(φ−δt) + H.c., (3.12)

non δ = ωL − ωI , ω0 eta ωL maiztasunen arteko desintonia den. Bestalde, η � 1
delako, exp [iη(a+ a†)] terminoaren zero eta lehen ordenak soilik mantentzen ditugu.
Gainera, δ = −ν eta Ω � ν badira, RWA bibrazionala aplika daiteke, eta, orduan,
HJC = igr(σ+a− σ−a†) JC Hamiltondarrak deskribatzen du sistemaren dinamika, non
gr = ηΩ/2 eta φ = 0 diren. JC eredua analitikoki ebatzi daiteke, eta |g, n〉 ↔ |e, n−1〉
egoeren arteko populazio trukea deskribatzen du, Ωn,n−1 = ηΩ

√
n maiztasunarekin.

Bestalde, desintonia δ = ν aukeratuz gero, deskribapen egokia HaJC = igb(σ+a† − σ−a)
anti-JC Hamiltondarrak ematen du. Honek, |g, n〉 ↔ |e, n+1〉 egoeren arteko populazio
trukea deskribatzen du, Ωn,n+1 = ηΩ

√
n+ 1 maiztasunarekin.

Ioi harrapatua LD erregimenetik kanpo dagoenean exp [iη(a+ a†)] exponentzialaren
garapenean ezin da terminorik arbuiatu, eta, hortaz, (3.12) Hamiltondarra hurrengoa da:

Hint = Ω
2 σ

+eiη(a+eiνt+ae−iνt)−i(δt−φ) + H.c.. (3.13)

Bertan, δ = −ν eta Ω� ν badira, RWA bibrazionala aplikatu ostean, sistema deskribatzen
duen Hamiltondarra JC eredu ez-lineala da [322],

HnJC = igr[σ+f1(n̂)a− σ−a†f1(n̂)], (3.14)

44



3. kapitulua: Argi-Materia Elkarrekintza-Ereduen Simulazio Kuantikoa

non f1 [322] funtzio ez-lineala

f1(n̂) = e−η
2/2

∞∑
l=0

(−η2)l

l!(l + 1)!a
†lal (3.15)

den, a†lal = n̂!/(n̂− l)! izanik. Eredu honen dinamika analitikoki idatzi daiteke, eta, JC
ereduak bezala |g, n〉 ↔ |e, n−1〉 egoeren arteko populazio trukea deskribatzen du. Kasu
honetan, ordea, trukearen maiztasuna Ω̃n,n−1 = |f1(n−1)|Ωn,n−1 = ηΩ

√
n|f1(n−1)| da,

non f1(n), |n〉 egoerari dagokion f1 eragilearen autobalioa den, hau da, f1(n) ≡ 〈f1(n̂)〉n.
(3.13) Hamiltondarrean δ = ν desintonia hautatzen badugu, Ω� ν baldin bada, eta

RWA bibrazionala aplikatuz gero, anti-JC eredu ez-lineala lortuko genuke,

HnaJC = igb[σ+a†f1(n̂)− σ−f1(n̂)a], (3.16)

zeinak, anti-JC eredu linealak bezala, |g, n〉 ↔ |e, n+ 1〉 egoeren arteko populazio
trukea sortzen duen, kasu honetan Ω̃n,n+1 = |f1(n)|Ωn,n+1 = ηΩ

√
n+ 1|f1(n)| maizta-

sunarekin. f1 funtzio ez-linealak balio ezberdinak har ditzazke |n〉 egoeraren edo η LD
faktorearen balioaren arabera. η

√
〈(a+ a†)2〉 � 1 baldin bada, LD erregimena berresku-

ratzen dugu. Bertan, |f1(n)| ≈ 1 da eta egoeren dinamika eredu linealek deskribaturikoa
izango da.

LD erregimenetik kanpo f1 eragilearen portaera oszilatzaileak garrantzia hartzen du.
3.5(a) irudian f1(n, η) eragilearen balio absolutuaren logaritmoa irudikatzen da, n eta η-
ren hainbat baliotarako. Bertan, gune urdin ilunek f1 ≈ 0 adierazten dute. 3.5(b) irudian
funtzioaren portaera oszilatzailea ikus daiteke, |n〉 Fock egoeraren zenbakiaren funtzioan
eta η = 0.5 kasurako. Bertan, funtzioa zerotik gertu dagoela esan genezake n = 14 eta
n = 48 denean. Hau dela eta, η = 0.5 denean |g, 15〉 ↔ |e, 14〉 eta |g, 49〉 ↔ |e, 48〉
egoeren arteko populazio trukea gelditu egingo da JC eredu ez-linealaren kasuan. Bestetik,
berdina gertatuko zaio |g, 14〉 ↔ |e, 15〉 and |g, 48〉 ↔ |e, 49〉 egoeren arteko trukeari
anti-JC eredu ez-linealaren kasuan.

3.6(a) irudian JC eredu linealean |α|2 = 30 batezbesteko fonoi kopurua duen egoera
koherente batek1 jasaten duen desagertze eta suspertzea ikus daiteke [176]. Bertan,
〈σz(t)〉 = 〈ψ(t)|σz|ψ(t)〉 irudikatzen dugu JC ereduari dagokionez. Hau η = 0.5 kasurako
JC eredu ez-linealari dagokion eboluzioarekin alderatzen badugu (3.6(b) irudia), ikus
daiteke azken kasuan desagertze eta suspertzea ez dela gehiago ageri, dinamika irregular-
rago bat lortuz. Hau ulergarria izan daiteke pentsatzen badugu eredu linealean egoera
kuantikoaren osagaiak fasean oszilatu dezaketela berriz, denbora tarte bat pasa ostean.
Eredu ez-linealean hau nekez gerta litekeela dirudi. Kontuan izan eredu ez-linealean
denbora tarte handiagoa irudikatu dugula, izan ere, f1 funtzio ez-linealak dinamikaren
abiadura moteltzen du.

1Egoera koherentea honela definitzen da: |α〉 = e−|α|
2/2
∑∞

n=0
αn√
n!
|n〉
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3.6 irudia: σz eragilearen batezbesteko balioa denboran zehar, |α =
√

30〉 hasierako egoera
koherentearen kasuan, (a) JC eredu linealerako eta (b) JC eredu ez-linealerako. Kasu
bietan, gr berdina da, eta kasu ez-linealean η = 0.5. (a) irudian σz eragilearen
desagertze eta suspertzea ikus daiteke. Eredu ez-linealean ez da horrelakorik ikusten.
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3.7 irudia: (a) f1 funtzioa |n〉 Fock egoera desberdinetarako, η = 0.4518 izanik (kurba ur-
dina). Zero balioa (lerro horizontal laranja). LD faktore honetarako, f1|17〉 = 0.
(b) Ezkerrean, 〈n〉 = 1 egoera termikoaren fonoien populazio-banaketa. Eskuinean,
populazio-banaketa t = 100× 2π/gb unean, ia populazio guztia |17〉 egoeran dagoe-
larik. (c) n̂ eragilearen batezbesteko balioa denboraren funtzioan, (b) irudiko egoeran
hasita eta |17〉 prestatzeko gure metodoa erabiliz.

3.2.2. Anti-JC eredu ez-lineal disipatiboa Fock egoerak
prestatzeko

Atal honetan azaltzen dugu nola erabili daitekeen anti-JC eredu ez-lineala era disipatiboan
Fock egoerak sortzeko. Honetarako, beharrezkoa da anti-JC eredu ez-linealaren dinamikari
zarata depolarizatzailea gehitzea. Zarata honek qubitaren egoera kitzikatutik populazioa
ateratzen du, oinarrizko egoerara eramanez. Populazioaren ponpatze hau oso ohikoa da
ioi harrapatuen esperimentuetan, adibidez, atomoen energia zinetikoa murrizteko laser
bidezko hozketa erabiliz. Gainera, aipagarria da ez-linealtasunek hozketa prozesu hauetan
duten eragina aurreko ikerketa batzuen aztergaia izan dela [331, 332].
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Proposatzen dugun metodoak pauso hauek jarraitzen ditu: Lehenbizi, atomoaren
qubita eta oszilatzailea beren oinarrizko egoerara, |g, 0〉, eraman behar ditugu (geroago
ikusiko dugun bezala, ez da beharrezkoa oszilatzailea oinarrizko egoeran egotea, soilik
prestatu nahi dugun Fock egoeraren gainetik dagoen populazioa arbuiagarria izatea behar
dugu). Behin egoera honetan, anti-JC eredu ez-linealak |g, 0〉 egoeratik |e, 1〉 egoerarako
populazio transferentzia eragingo du, zarata depolarizatzaileak |e, 1〉 egoerako populazioa
|g, 1〉 egoerara daraman bitartean. Biak batera, egoera bibrazioanaren berotze bat eragingo
dute, populazioa Fock egoera batetik hurrengora eramanez. Lehenago edo beranduago,
f1(n) = 0 bada, populazio guztia |g, n〉 egoeran batuko da. Hau, eredu ez-linealean |g, n〉
eta |e, n + 1〉 egoeren arteko populazio transferentzia gelditu egiten delako gertatzen
da, hau da, Ω̃n,n+1 = 0. Horretarako beharrezkoa den f1(n) = 0 baldintza LD faktorea
aldatuz lor daiteke. |n〉 Fock egoera emanik, non n > 0, beti existitzen da η LD faktore
bat f1(n, η) = 0 baldintza betetzen duena. Adibide bezala, η = 0.4518 LD faktorea
aukeratzen badugu, f1(17) = 0 izanen dugu. Gure metodoa, hurrengo ekuazio nagusia
erabiliz simulatu daiteke

ρ̇ = −i[HnaJC, ρ] + Γ
2 (2σ−ρσ+ − σ+σ−ρ− ρσ+σ−), (3.17)

non Γ = 2gb qubitaren erlaxazio-abiadura den.

3.7 irudian ikusten denez, metodo hau erabiliz, ρT =
∑∞
k=0

〈n〉k
(〈n〉+1)k+1 |k〉〈k| egoera

termiko batetik hasita (non 〈n〉 = 1 den), gai gara |17〉 Fock egoera fideltasun handiz
prestatzeko. Hots, n altuko Fock egoera bat presta dezakegu oszilatzailearen oinarrizko
egoeran hasi gabe, soilik LD faktorea ondo aukeratuz. Beste metodo batzuekin alder-
atuta [335], gure metodoan Rabi maiztasunen edo pultsuen iraupenen kontrol zehatza
ez da beharrezkoa, |n〉 azpitik dauden egoeren populazioek |n〉 egoeran amaitzeko joera
izango dute eta. Gure metodoaren baliagarritasuna bermatzeko, ordea, LD faktorearen
kontrol zehatza behar da. Hau, k laserraren uhin-zenbakia eta ν harrapatze-maiztasunaren
menpekoa da laser bidezko elkarrekintzetan, η = k

√
~/2Mν, eta hauek zehaztasun

handiarekin kontrola daitezke esperimentuetan [336]. Horregatik, n altuko Fock egoeren
prestaketa anti-JC eredu ez-linealaren aplikazio garrantzitsu bat dela uste dugu.

3.2.3. Rabiren eredu kuantiko ez-lineala

Atal honetan, (3.13) Hamiltondarra erabiliz Rabiren eredu kuantiko ez-lineala (NQRM)
nola gauzatu daitekeen azalduko dugu. Albo-banda urdin eta gorriaren erresonantzia
maiztasunetik apur bat aldendurik dauden bi eremu kontsideratuko ditugu, δr eta δb
desintonia eta Ω Rabi maiztasunarekin. Hamiltondarra, RWA optikoa aplikatu ondoren,
hurrengoa da [171, 325],

Hint =
∑
j=r,b

Ωj
2 σ+eiη(a†eiνt+ae−iνt)e−i(δjt−φj) + H.c., (3.18)
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non ωr = ωI − ν + δr eta ωb = ωI + ν + δb diren, δr, δb � ν � ωI eta Ωr = Ωb � ν
izanik. Sistema LD erregimenetik kanpo dagoela suposatuko dugu, eta φr,b = 0 direla.
RWA bibrazionala aplikatuz gero, ν edo antzeko maiztasunarekin biratzen duten termino
guztiak arbuiatuz, hurrengoa gelditzen zaigu

Hint = igRσ+(f1ae
−iδrt + a†f1e

−iδbt
)

+ H.c., (3.19)

non gR = ηΩr/2 eta f1 ≡ f1(n̂) (3.15) ekuazioak emandakoa den. H0 = 1
4 (δb + δr)σz +

1
2 (δb−δr)a†a Hamiltondarrarekiko biratzen duen irudi batera joanez gero, NQRMa lortzen
dugu

HnQRM = ωR
0
2 σz + ωRa†a+ igR(σ+ − σ−)(f1a+ a†f1), (3.20)

non ωR
0 = − 1

2 (δr + δb) eta ωR = 1
2 (δr − δb) diren. (3.20) ekuazioa NQRMaren

Hamiltondarra da, ωR
0 eta ωR simulaturiko qubitaren eta modu bosonikoaren maiz-

tasunak diren eta gR bien arteko akoplamendu-maiztasuna den, azken hau f1(n̂, η)
funtzioari biderkatuta egonik. NQRMaren erregimen ezberdinak lau parametro hauen
arteko erlazioaren arabera sailkatuko dira. Lehenik, LD erregimenean, η

√
〈(a+ a†)2〉 �

1, (3.20) ekuazioa QRM linealera hurbildu daiteke [325]. LD erregimenetik kanpo,
|ωR − ωR

0 | � gR � |ωR + ωR
0 | baldin bada, RWA aplikatu daiteke. Honela, H0-rekiko

biratzen dagoen irudi baten ±|ωR + ωR
0 | maiztasunarekin biratzen duten terminoak ar-

buiatu ditzazkegu. Hau eginez gero, lehenago aztertutako JC eredu ez-lineala eskuratuko
genuke. Era berean, |ωR + ωR

0 | � gR � |ωR − ωR
0 | izanez gero, anti-JC eredu ez-lineala

lortuko genuke. Azken hau lortzeko, qubitaren maiztasunak negatiboa izan behar du.
USCko eta DSCko erregimenak 0.1 . gR/ωR . 1 eta gR/ωR & 1 baldintzek definitzen
dituzte, hurrenez hurren. Bertan, RWA ez da aplikagarria.

Adibide bezala, hemen NQRMa aztertuko dugu DSCko erregimenean, eta, hasierako
egoera |0, g〉 izanik, non |0〉 eta |g〉 qubita eta modu bosonikoaren oinarrizko egoerak
diren, hurrenez hurren. 3.8(a) irudian η = 0.67898 LD faktoreko kasua aztetzen da, non
f1|7〉 = 0, gR/ωR = 4 eta ωR

0 = 0 diren. Erregimen hau ioi harrapatuetan lortzeko,
beharrezkoa da δr = (2π)× 11.31 kHz, δb = −(2π)× 11.31 kHz, δr = (2π)× 11.31kHz
eta δb = −(2π) × 11.31kHz desintonia balioak izatea, Ωr = (2π) × 133.26 kHz-eko
(gR = (2π)× 45.24 kHz ) Rabi maiztasunarekin. Jakina da QRMak hasierako egoeraren
desagertze eta suspertzea deskribatzen duela DSCko erregimenean [194]. 3.8(a) irudian
ikusten denez, kasu ez-linealean, desagertze eta suspertze hau ez den ageri, eboluzio
irregularrago bat eskuratuz. Aipagarria da nola dinamikan zehar ez den f1(n) = 0 ekuazioa
betetzen duen |n〉 Fock egoera gainditzen. Bestalde, kontuan eduki behar da funtzio
ez-linealak akoplamendu-maiztasuna murrizten duela orokorrean, izan ere f1(n) < 1 da
beti. Horregatik, DSCko erregimena lortzeko, beharrezkoa da kasu linealean baino gR/ωR

arrazoi handiagoak erabiltzea. Laburbilduz, gure emaitzek argi erakusten dute NQRMari
dagokion dagokion Hilberten espazioa bi azpiespaziotan banatzen dela, |n〉 egoeratik gora
eta behera, hain zuzen. Horregatik, n Fock zenbakiari NQRMaren “hesia” deitu diogu.

Hesi honen efektua erakusteko, 〈n〉 = |α|2 = 1-eko batezbesteko fonoi kopurua duen
egoera koherente baten eboluzioa kalkulatu dugu. QRMaren eta NQRMaren araberako
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3.8 irudia: Goiko irudietan, hasierako egoerarekiko fidelitatea P (t) = |〈ψ0|ψ(t)〉|2 ageri da,
denboraren funtzioan. Beheko irudietan, fonoien populazio-banaketa erakusten da,
hainbat uneetan, non t̃ = gRt/2π den. (a) irudian, |0, g〉 da hasierako egoera, eta, (b)
and (c) irudietan aldiz, |α=1, g〉. (a) irudian, eboluzioa NQRMaren arabera gertatzen
da, η = 0.67898 LD faktorearekin, non f1|7〉 = 0, gR/ωR = 4 eta ωR

0 = 0 diren.
Fonoien populazio-banaketa ikusita, n > 7 egoerak ez direla populatzen ikus daiteke.
(b) irudian, egoerak QRMaren arabera eboluzionatzen du. (c) irudian, aldiz, NQRM
aukeratzen dugu η = 0.57838 LD faktorearekin, non f1|10〉 = 0, gR/ωR = 3.7 eta
ωR

0 = 0 diren.

eboluzioak konparatu ditugu, DSCko erregimenean, eta ereduaren parametroak gR/ωR = 2
eta ωR

0 = 0 izanik. QRMak, hasierako egoeraren desagertze eta suspertzea erakusten du,
3.8(b) irudian ikus daitekenez. 3.8(b)-ko behe-irudian Fock espazioko populazio banaketa
ikus daiteke. NQRMak dinamika irregularragoa du, eta, espero bezala, populazioak
ez du f1(n) = 0 ekuazioak adierazten duen hesia gainditzen, ikus 3.8(c) irudia. Hesi
honek higidura-iragazki bezala jokatzen du hasierako fonoi populazioa hesiaren alde
batean baldin badago. Populazioa hesiaren beheko aldean badago, banaketa fonoi altuko
gunetara igotzea galarazten du NQRMak. Simulazioetarako η = 0.57838 aukeratu dugu,
non f1|10〉 = 0. Hasierako egoeraren fonoien populazio-banaketa n = 10 egoeratik
behera dagoenez, honek ez du hesia gaindituko. Beste parametroek DSCko erregimenean
kokatzen dute eredua: gR/ωR = 3.7 eta ωR

0 = 0 izanik. Kasu hau ioi harrapatu batean
gauzatzeko beharrezko desintoniak δr = (2π)× 11.31kHz eta δb = −(2π)× 11.31kHz
dira, Rabi maiztasuna Ω = (2π)× 133.26kHz izanik.

Laburbilduz, atal honetan NQRMaren simulazio kuantikoa nola egin proposatu dugu.
Aztertutako termino ez-lineala LD erregimenetik kanpo agertzen da, eta fonoi-populazioaren
hedapena galarazten du |n〉 egoeratik aurrera, f1(n̂)|n〉 = 0 baldin bada. JC eredu lin-
eala eta ez-lineala elkar konparatu ditugu, kasu linealean gertatzen den desagertze eta
suspertzeak eredu ez-linealean ageri ez direla aurkituz. Gainera, modu disipatiboan Fock
egoerak prestatzeko metodo bat proposatu dugu, anti-JC eredu ez-lineala erabiliz. Azkenik,
QRM lineala eta ez-lineala konparatu ditugu DSCko erregimenean. Eredu ez-linealak
higidura-iragazki bezala joka dezakeela aurkitu dugu.
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4 Bosoi Laginketa Atomo Ultrahotzekin

Nagusitasun kuantikoa lortzea mugarria da akats tolerantzia duen konputagailu kuantikoa
sortzeko bidean. Alde batetik, konputazio kuantikoaren gaitasuna klasikoaren gainetik
egotea posible dela frogatzen du, ordenagailu kuantiko baten gauzatzea oztopatuko lukeen
mekanismo ezezagun baten existentziaren ideia baztertuz [149]. Bestalde, Church-Turing
tesi hedatuaren [337] haustearen lehen froga esperimentala litzateke. Tesi honen arabera,
Turing makina klasiko bat gai da fisikoki gauzatu daitekeen edozein eredu konputazional
modu efizientean simulatzeko. Tesiaren haustea frogatzeko, beharrezkoa da makina
kuantikoak egindako atazaren konplexutasun konputazionala zein den ezagutzea. Adibidez,
suberaketa kuantikoa edo simulazio kuantikoa erabiliz, ezingo litzateke Church-Turing
tesi hedatuaren haustearen frogatu, hauek ebazten duten problemaren konplexutasun
konputazionala ez dagoelako ondo definitua. Alde horretatik, nagusitasun kuantikoaren
frogapen zorrotz batek egindako atazaren konplexutasun konputazionalari buruzko ezagutza
sakona behar du [338].

Laginketa kuantikoa eredu kuantiko batek sortutako amaierako egoera deskribatzen duen
probabilitate banaketaren araberako laginak sortzean datza. Laginketa kuantikoan oinar-
ritzen diren problemen konplexutasun konputazionala zehaztasunez ebalua daiteke [85].
Gainera, problema hauek akats-zuzenketa kuantikoa [339] erabili gabe aplika daitezke,
kostu esperimentala nabarmen murriztuz, beste algoritmo kuantiko batzuekin alderatuta.
Bereziki, bosoi laginketa [87, 339, 340] deritzon problemak arreta handia jaso du, elkar
interakzionatzen ez duten partikulak nahikoa direlako eredua gauzatzeko.

Bosoi laginketa probabilitate-banaketa baten araberako laginak sortzean datza. Proba-
bilitate banaketa honek Haar ausazko matrize unitario batek deskribatutako M moduko
interferometro lineal batetik N bosoi pasarazten direnean lortzen den egoera kuantikoa
deskribatzen du. Egoera hau konfigurazio posible guztien gainezarmen kuantiko batean
dago, eta konfigurazio posible bakoitzari esleitutako probabilitatea N ×N dimentsioko
azpimatrize baten permanentearen proportzionala da, lerroek eta zutabeek hasierako eta
bukaerako egoera erlazionatzen dituztelarik. Permanentea amaierako konfiguraziora iris-
teko dauden N ! bide fisikoen ondorioz agertzen da, ikus 4.1(b) irudia. Determinantearen
antzekoa dirudien arren, zeina klasikoki era efizientean kalkula daitekeen, zenbaki kon-
plexuzko matrize baten permanentea kalkulatzea #P-zaila den problema konputazionala
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U11

<latexit sha1_base64="YyoQYPh7WCWHDEd0VGO22hTaD2w=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseiF48VTFtoQ9lsN+3azW7Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zQHbX0w8Hhvhpl5YcKZNq777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRW8tUEeoTyaXqhlhTzgT1DTOcdhNFcRxy2gknt3O/80SVZlI8mGlCgxiPBIsYwcZKbX+Qed5sUK25dTcHWiVeQWpQoDWofvWHkqQxFYZwrHXPcxMTZFgZRjidVfqppgkmEzyiPUsFjqkOsvzaGTqzyhBFUtkSBuXq74kMx1pP49B2xtiM9bI3F//zeqmJroOMiSQ1VJDFoijlyEg0fx0NmaLE8KklmChmb0VkjBUmxgZUsSF4yy+vkvZF3WvUL+8bteZNEUcZTuAUzsGDK2jCHbTABwKP8Ayv8OZI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwAOFo7M</latexit>

U12

<latexit sha1_base64="+6HsaYqLNJypQUqyEiB6m9IXT4U=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewSiB6JXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTtpapItQnkkvVDbGmnAnqG2Y47SaK4jjktBNObud+54kqzaR4MNOEBjEeCRYxgo2V2v4g82qzQbniVt0F0DrxclKBHK1B+as/lCSNqTCEY617npuYIMPKMMLprNRPNU0wmeAR7VkqcEx1kC2unaELqwxRJJUtYdBC/T2R4VjraRzazhibsV715uJ/Xi810XWQMZGkhgqyXBSlHBmJ5q+jIVOUGD61BBPF7K2IjLHCxNiASjYEb/XlddKuVb16tXFfrzRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFPhB4hGd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QMPm47N</latexit>

U21

<latexit sha1_base64="nyfXhf7zYWTAm55Rll00pC2IJ/c=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewSiB6JXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTtpapItQnkkvVDbGmnAnqG2Y47SaK4jjktBNObud+54kqzaR4MNOEBjEeCRYxgo2V2v4gq3mzQbniVt0F0DrxclKBHK1B+as/lCSNqTCEY617npuYIMPKMMLprNRPNU0wmeAR7VkqcEx1kC2unaELqwxRJJUtYdBC/T2R4VjraRzazhibsV715uJ/Xi810XWQMZGkhgqyXBSlHBmJ5q+jIVOUGD61BBPF7K2IjLHCxNiASjYEb/XlddKuVb16tXFfrzRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFPhB4hGd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QMPnI7N</latexit>

U22

<latexit sha1_base64="xPhSEbW4uNQNyPxS3Yzlq9SQhcU=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewSiB6JXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTtpapItQnkkvVDbGmnAnqG2Y47SaK4jjktBNObud+54kqzaR4MNOEBjEeCRYxgo2V2v4gq9Vmg3LFrboLoHXi5aQCOVqD8ld/KEkaU2EIx1r3PDcxQYaVYYTTWamfappgMsEj2rNU4JjqIFtcO0MXVhmiSCpbwqCF+nsiw7HW0zi0nTE2Y73qzcX/vF5qousgYyJJDRVkuShKOTISzV9HQ6YoMXxqCSaK2VsRGWOFibEBlWwI3urL66Rdq3r1auO+Xmne5HEU4QzO4RI8uIIm3EELfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj2Vpw8plT+APn8wcRIY7O</latexit>

U23

<latexit sha1_base64="T+QLpE6fkP9Humq8GuiIa9Ks56s=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewiRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1S6m/XLFrbpzoFXi5aQCOZr98ldvIEkaU2EIx1p3PTcxQYaVYYTTaamXappgMsZD2rVU4JjqIJtfO0VnVhmgSCpbwqC5+nsiw7HWkzi0nTE2I73szcT/vG5qousgYyJJDRVksShKOTISzV5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEBlWwI3vLLq6RVq3r16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8Spo7P</latexit>

U31

<latexit sha1_base64="ymDJ5h9bIsmOq/ay8BcelH7PXkQ=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqRI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+fXXrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcRIo7O</latexit>

U32

<latexit sha1_base64="Y/WP55cNBS/7Ex63V+4q0/qaCdU=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewiRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+fXdSm/XLFrbpzoFXi5aQCOZr98ldvIEkaU2EIx1p3PTcxQYaVYYTTaamXappgMsZD2rVU4JjqIJtfO0VnVhmgSCpbwqC5+nsiw7HWkzi0nTE2I73szcT/vG5qousgYyJJDRVksShKOTISzV5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEBlWwI3vLLq6RVq3r16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8Sp47P</latexit>

U33

<latexit sha1_base64="mq/bAWfz7tgXP5Qh/S4NE0lbnso=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewKRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1WrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHr16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8ULI7Q</latexit>

. . .

. . .

. . .

. .
 .

. .
 .

. .
 .

. . .

. .
 .. . .

2
66664

1 2 3
1 b c
1 s s
1 d s
1 f d

3
77775

<latexit sha1_base64="FpjWjtY3GooloR0379bZgotf5Lw="></latexit>

2
66664

1 2 3
1 b c
1 s s
1 d s
1 f d

3
77775

<latexit sha1_base64="FpjWjtY3GooloR0379bZgotf5Lw="></latexit>

U16

<latexit sha1_base64="4dwWdHHFZlRcnzyK+h9neXWfp+Y=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewaUI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+feZfTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcVr47R</latexit>

U26

<latexit sha1_base64="BvPTHhKVBbEI61bR0ynjrprW0iY=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewS/DgSvXjExAUS2JBu6UKl227argnZ8B+8eNAYr/4fb/4bC+xBwZdM8vLeTGbmhQln2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLS1TRahPJJeqE2JNORPUN8xw2kkUxXHIaTsc38789hNVmknxYCYJDWI8FCxiBBsrtfx+Vruc9ssVt+rOgVaJl5MK5Gj2y1+9gSRpTIUhHGvd9dzEBBlWhhFOp6VeqmmCyRgPaddSgWOqg2x+7RSdWWWAIqlsCYPm6u+JDMdaT+LQdsbYjPSyNxP/87qpia6DjIkkNVSQxaIo5chINHsdDZiixPCJJZgoZm9FZIQVJsYGVLIheMsvr5JWrerVqxf39UrjJo+jCCdwCufgwRU04A6a4AOBR3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8XNY7S</latexit>

U36

<latexit sha1_base64="W1F/0RYruW8bVoEL9kiZZnYKYHI=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqfhyJXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DppapItQnkkvVDrGmnAnqG2Y4bSeK4jjktBWObqd+64kqzaR4MOOEBjEeCBYxgo2Vmn4vO7+c9MoVt+rOgJaJl5MK5Gj0yl/dviRpTIUhHGvd8dzEBBlWhhFOJ6VuqmmCyQgPaMdSgWOqg2x27QSdWKWPIqlsCYNm6u+JDMdaj+PQdsbYDPWiNxX/8zqpia6DjIkkNVSQ+aIo5chINH0d9ZmixPCxJZgoZm9FZIgVJsYGVLIheIsvL5PmWdWrVS/ua5X6TR5HEY7gGE7Bgyuowx00wAcCj/AMr/DmSOfFeXc+5q0FJ585hD9wPn8AGLuO0w==</latexit>

U66

<latexit sha1_base64="p1M8kp7S6jxNdllTw2IQ8kxHXGQ=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewaRI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1evTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq16uV9rdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8dTY7W</latexit>

U61

<latexit sha1_base64="qRO3KBf+iNRvLxYal6LtMruLHqw=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewaUI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+fXXrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcVtI7R</latexit>

U62

<latexit sha1_base64="1hvRmy74HBfBjt6kXxaG8BqJ1jE=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewS/DgSvXjExAUS2JBu6UKl227argnZ8B+8eNAYr/4fb/4bC+xBwZdM8vLeTGbmhQln2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLS1TRahPJJeqE2JNORPUN8xw2kkUxXHIaTsc38789hNVmknxYCYJDWI8FCxiBBsrtfx+dlmb9ssVt+rOgVaJl5MK5Gj2y1+9gSRpTIUhHGvd9dzEBBlWhhFOp6VeqmmCyRgPaddSgWOqg2x+7RSdWWWAIqlsCYPm6u+JDMdaT+LQdsbYjPSyNxP/87qpia6DjIkkNVSQxaIo5chINHsdDZiixPCJJZgoZm9FZIQVJsYGVLIheMsvr5JWrerVqxf39UrjJo+jCCdwCufgwRU04A6a4AOBR3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8XOY7S</latexit>

U63

<latexit sha1_base64="17jY8VfzVHyB5qY0Amnb03cMRe4=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqfhyJXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DppapItQnkkvVDrGmnAnqG2Y4bSeK4jjktBWObqd+64kqzaR4MOOEBjEeCBYxgo2Vmn4vuzyf9MoVt+rOgJaJl5MK5Gj0yl/dviRpTIUhHGvd8dzEBBlWhhFOJ6VuqmmCyQgPaMdSgWOqg2x27QSdWKWPIqlsCYNm6u+JDMdaj+PQdsbYDPWiNxX/8zqpia6DjIkkNVSQ+aIo5chINH0d9ZmixPCxJZgoZm9FZIgVJsYGVLIheIsvL5PmWdWrVS/ua5X6TR5HEY7gGE7Bgyuowx00wAcCj/AMr/DmSOfFeXc+5q0FJ585hD9wPn8AGL6O0w==</latexit>

. . .

+

Pr( ) = |Per( )|2

<latexit sha1_base64="K6NJBGhyd41ACgv9ulJB9dOSQBs=">AAACBXicbZDLSgMxFIYzXmu9jbrURbAIdVNmSkU3QtGNywr2Ap2xZNJMG5pkhiQjlGk3bnwVNy4Uces7uPNtTKddaOsPgS//OYfk/EHMqNKO820tLa+srq3nNvKbW9s7u/befkNFicSkjiMWyVaAFGFUkLqmmpFWLAniASPNYHA9qTcfiFQ0End6GBOfo56gIcVIG6tjH3mSw5osevD0cpQxkUVobnB0X+7YBafkZIKL4M6gAGaqdewvrxvhhBOhMUNKtV0n1n6KpKaYkXHeSxSJER6gHmkbFIgT5afZFmN4YpwuDCNpjtAwc39PpIgrNeSB6eRI99V8bWL+V2snOrzwUyriRBOBpw+FCYM6gpNIYJdKgjUbGkBYUvNXiPtIIqxNcHkTgju/8iI0yiW3Ujq7rRSqV7M4cuAQHIMicME5qIIbUAN1gMEjeAav4M16sl6sd+tj2rpkzWYOwB9Znz+GuZYJ</latexit>

Pr( ) = |Per( )|2

<latexit sha1_base64="K6NJBGhyd41ACgv9ulJB9dOSQBs=">AAACBXicbZDLSgMxFIYzXmu9jbrURbAIdVNmSkU3QtGNywr2Ap2xZNJMG5pkhiQjlGk3bnwVNy4Uces7uPNtTKddaOsPgS//OYfk/EHMqNKO820tLa+srq3nNvKbW9s7u/befkNFicSkjiMWyVaAFGFUkLqmmpFWLAniASPNYHA9qTcfiFQ0End6GBOfo56gIcVIG6tjH3mSw5osevD0cpQxkUVobnB0X+7YBafkZIKL4M6gAGaqdewvrxvhhBOhMUNKtV0n1n6KpKaYkXHeSxSJER6gHmkbFIgT5afZFmN4YpwuDCNpjtAwc39PpIgrNeSB6eRI99V8bWL+V2snOrzwUyriRBOBpw+FCYM6gpNIYJdKgjUbGkBYUvNXiPtIIqxNcHkTgju/8iI0yiW3Ujq7rRSqV7M4cuAQHIMicME5qIIbUAN1gMEjeAav4M16sl6sd+tj2rpkzWYOwB9Znz+GuZYJ</latexit>

Pr( ) = |Per( )|2

<latexit sha1_base64="K6NJBGhyd41ACgv9ulJB9dOSQBs=">AAACBXicbZDLSgMxFIYzXmu9jbrURbAIdVNmSkU3QtGNywr2Ap2xZNJMG5pkhiQjlGk3bnwVNy4Uces7uPNtTKddaOsPgS//OYfk/EHMqNKO820tLa+srq3nNvKbW9s7u/befkNFicSkjiMWyVaAFGFUkLqmmpFWLAniASPNYHA9qTcfiFQ0End6GBOfo56gIcVIG6tjH3mSw5osevD0cpQxkUVobnB0X+7YBafkZIKL4M6gAGaqdewvrxvhhBOhMUNKtV0n1n6KpKaYkXHeSxSJER6gHmkbFIgT5afZFmN4YpwuDCNpjtAwc39PpIgrNeSB6eRI99V8bWL+V2snOrzwUyriRBOBpw+FCYM6gpNIYJdKgjUbGkBYUvNXiPtIIqxNcHkTgju/8iI0yiW3Ujq7rRSqV7M4cuAQHIMicME5qIIbUAN1gMEjeAav4M16sl6sd+tj2rpkzWYOwB9Znz+GuZYJ</latexit>

+

+

++

U11

<latexit sha1_base64="YyoQYPh7WCWHDEd0VGO22hTaD2w=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseiF48VTFtoQ9lsN+3azW7Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zQHbX0w8Hhvhpl5YcKZNq777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRW8tUEeoTyaXqhlhTzgT1DTOcdhNFcRxy2gknt3O/80SVZlI8mGlCgxiPBIsYwcZKbX+Qed5sUK25dTcHWiVeQWpQoDWofvWHkqQxFYZwrHXPcxMTZFgZRjidVfqppgkmEzyiPUsFjqkOsvzaGTqzyhBFUtkSBuXq74kMx1pP49B2xtiM9bI3F//zeqmJroOMiSQ1VJDFoijlyEg0fx0NmaLE8KklmChmb0VkjBUmxgZUsSF4yy+vkvZF3WvUL+8bteZNEUcZTuAUzsGDK2jCHbTABwKP8Ayv8OZI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwAOFo7M</latexit>

U23

<latexit sha1_base64="T+QLpE6fkP9Humq8GuiIa9Ks56s=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewiRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1S6m/XLFrbpzoFXi5aQCOZr98ldvIEkaU2EIx1p3PTcxQYaVYYTTaamXappgMsZD2rVU4JjqIJtfO0VnVhmgSCpbwqC5+nsiw7HWkzi0nTE2I73szcT/vG5qousgYyJJDRVksShKOTISzV5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEBlWwI3vLLq6RVq3r16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8Spo7P</latexit>

U36

<latexit sha1_base64="W1F/0RYruW8bVoEL9kiZZnYKYHI=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqfhyJXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DppapItQnkkvVDrGmnAnqG2Y4bSeK4jjktBWObqd+64kqzaR4MOOEBjEeCBYxgo2Vmn4vO7+c9MoVt+rOgJaJl5MK5Gj0yl/dviRpTIUhHGvd8dzEBBlWhhFOJ6VuqmmCyQgPaMdSgWOqg2x27QSdWKWPIqlsCYNm6u+JDMdaj+PQdsbYDPWiNxX/8zqpia6DjIkkNVSQ+aIo5chINH0d9ZmixPCxJZgoZm9FZIgVJsYGVLIheIsvL5PmWdWrVS/ua5X6TR5HEY7gGE7Bgyuowx00wAcCj/AMr/DmSOfFeXc+5q0FJ585hD9wPn8AGLuO0w==</latexit>

U11

<latexit sha1_base64="YyoQYPh7WCWHDEd0VGO22hTaD2w=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseiF48VTFtoQ9lsN+3azW7Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zQHbX0w8Hhvhpl5YcKZNq777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRW8tUEeoTyaXqhlhTzgT1DTOcdhNFcRxy2gknt3O/80SVZlI8mGlCgxiPBIsYwcZKbX+Qed5sUK25dTcHWiVeQWpQoDWofvWHkqQxFYZwrHXPcxMTZFgZRjidVfqppgkmEzyiPUsFjqkOsvzaGTqzyhBFUtkSBuXq74kMx1pP49B2xtiM9bI3F//zeqmJroOMiSQ1VJDFoijlyEg0fx0NmaLE8KklmChmb0VkjBUmxgZUsSF4yy+vkvZF3WvUL+8bteZNEUcZTuAUzsGDK2jCHbTABwKP8Ayv8OZI58V5dz4WrSWnmDmGP3A+fwAOFo7M</latexit>

U21

<latexit sha1_base64="nyfXhf7zYWTAm55Rll00pC2IJ/c=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewSiB6JXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTtpapItQnkkvVDbGmnAnqG2Y47SaK4jjktBNObud+54kqzaR4MNOEBjEeCRYxgo2V2v4gq3mzQbniVt0F0DrxclKBHK1B+as/lCSNqTCEY617npuYIMPKMMLprNRPNU0wmeAR7VkqcEx1kC2unaELqwxRJJUtYdBC/T2R4VjraRzazhibsV715uJ/Xi810XWQMZGkhgqyXBSlHBmJ5q+jIVOUGD61BBPF7K2IjLHCxNiASjYEb/XlddKuVb16tXFfrzRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFPhB4hGd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QMPnI7N</latexit>

U13

<latexit sha1_base64="+XCvFVH4Y+lGgEekrlWbuBEiV6Q=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqRI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+feZfTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcRII7O</latexit>

U36

<latexit sha1_base64="W1F/0RYruW8bVoEL9kiZZnYKYHI=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqfhyJXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2DppapItQnkkvVDrGmnAnqG2Y4bSeK4jjktBWObqd+64kqzaR4MOOEBjEeCBYxgo2Vmn4vO7+c9MoVt+rOgJaJl5MK5Gj0yl/dviRpTIUhHGvd8dzEBBlWhhFOJ6VuqmmCyQgPaMdSgWOqg2x27QSdWKWPIqlsCYNm6u+JDMdaj+PQdsbYDPWiNxX/8zqpia6DjIkkNVSQ+aIo5chINH0d9ZmixPCxJZgoZm9FZIgVJsYGVLIheIsvL5PmWdWrVS/ua5X6TR5HEY7gGE7Bgyuowx00wAcCj/AMr/DmSOfFeXc+5q0FJ585hD9wPn8AGLuO0w==</latexit>

U33

<latexit sha1_base64="mq/bAWfz7tgXP5Qh/S4NE0lbnso=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewKRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1WrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHr16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8ULI7Q</latexit>

U26

<latexit sha1_base64="BvPTHhKVBbEI61bR0ynjrprW0iY=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewS/DgSvXjExAUS2JBu6UKl227argnZ8B+8eNAYr/4fb/4bC+xBwZdM8vLeTGbmhQln2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLS1TRahPJJeqE2JNORPUN8xw2kkUxXHIaTsc38789hNVmknxYCYJDWI8FCxiBBsrtfx+Vruc9ssVt+rOgVaJl5MK5Gj2y1+9gSRpTIUhHGvd9dzEBBlWhhFOp6VeqmmCyRgPaddSgWOqg2x+7RSdWWWAIqlsCYPm6u+JDMdaT+LQdsbYjPSyNxP/87qpia6DjIkkNVSQxaIo5chINHsdDZiixPCJJZgoZm9FZIQVJsYGVLIheMsvr5JWrerVqxf39UrjJo+jCCdwCufgwRU04A6a4AOBR3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8XNY7S</latexit>

U33

<latexit sha1_base64="mq/bAWfz7tgXP5Qh/S4NE0lbnso=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewKRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1WrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHr16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8ULI7Q</latexit>

U21

<latexit sha1_base64="nyfXhf7zYWTAm55Rll00pC2IJ/c=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewSiB6JXjxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTtpapItQnkkvVDbGmnAnqG2Y47SaK4jjktBNObud+54kqzaR4MNOEBjEeCRYxgo2V2v4gq3mzQbniVt0F0DrxclKBHK1B+as/lCSNqTCEY617npuYIMPKMMLprNRPNU0wmeAR7VkqcEx1kC2unaELqwxRJJUtYdBC/T2R4VjraRzazhibsV715uJ/Xi810XWQMZGkhgqyXBSlHBmJ5q+jIVOUGD61BBPF7K2IjLHCxNiASjYEb/XlddKuVb16tXFfrzRv8jiKcAbncAkeXEET7qAFPhB4hGd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QMPnI7N</latexit>

U16

<latexit sha1_base64="4dwWdHHFZlRcnzyK+h9neXWfp+Y=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewaUI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+feZfTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcVr47R</latexit>

U31

<latexit sha1_base64="ymDJ5h9bIsmOq/ay8BcelH7PXkQ=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqRI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+fXXrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcRIo7O</latexit>

U13

<latexit sha1_base64="+XCvFVH4Y+lGgEekrlWbuBEiV6Q=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqRI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+feZfTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcRII7O</latexit>

U26

<latexit sha1_base64="BvPTHhKVBbEI61bR0ynjrprW0iY=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewS/DgSvXjExAUS2JBu6UKl227argnZ8B+8eNAYr/4fb/4bC+xBwZdM8vLeTGbmhQln2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLS1TRahPJJeqE2JNORPUN8xw2kkUxXHIaTsc38789hNVmknxYCYJDWI8FCxiBBsrtfx+Vruc9ssVt+rOgVaJl5MK5Gj2y1+9gSRpTIUhHGvd9dzEBBlWhhFOp6VeqmmCyRgPaddSgWOqg2x+7RSdWWWAIqlsCYPm6u+JDMdaT+LQdsbYjPSyNxP/87qpia6DjIkkNVSQxaIo5chINHsdDZiixPCJJZgoZm9FZIQVJsYGVLIheMsvr5JWrerVqxf39UrjJo+jCCdwCufgwRU04A6a4AOBR3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8XNY7S</latexit>

U31

<latexit sha1_base64="ymDJ5h9bIsmOq/ay8BcelH7PXkQ=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewqRI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+fXXrTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcRIo7O</latexit>

U16

<latexit sha1_base64="4dwWdHHFZlRcnzyK+h9neXWfp+Y=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewaUI9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+feZfTfrniVt050CrxclKBHM1++as3kCSNqTCEY627npuYIMPKMMLptNRLNU0wGeMh7VoqcEx1kM2vnaIzqwxQJJUtYdBc/T2R4VjrSRzazhibkV72ZuJ/Xjc10XWQMZGkhgqyWBSlHBmJZq+jAVOUGD6xBBPF7K2IjLDCxNiASjYEb/nlVdK6qHq1av2+Vmnc5HEU4QRO4Rw8uIIG3EETfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wcVr47R</latexit>

U23

<latexit sha1_base64="T+QLpE6fkP9Humq8GuiIa9Ks56s=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiiewiRo9ELx4xcYEENqRbulDptpu2a0I2/AcvHjTGq//Hm//GAntQ8CWTvLw3k5l5YcKZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8tUEeoTyaXqhFhTzgT1DTOcdhJFcRxy2g7HtzO//USVZlI8mElCgxgPBYsYwcZKLb+f1S6m/XLFrbpzoFXi5aQCOZr98ldvIEkaU2EIx1p3PTcxQYaVYYTTaamXappgMsZD2rVU4JjqIJtfO0VnVhmgSCpbwqC5+nsiw7HWkzi0nTE2I73szcT/vG5qousgYyJJDRVksShKOTISzV5HA6YoMXxiCSaK2VsRGWGFibEBlWwI3vLLq6RVq3r16uV9vdK4yeMowgmcwjl4cAUNuIMm+EDgEZ7hFd4c6bw4787HorXg5DPH8AfO5w8Spo7P</latexit>

Input : Haar random U

<latexit sha1_base64="VCMBQgxEoH3z1wjy+FrWLSNnvCc=">AAACBnicbVBNSwMxFMz6WevXqkcRgkXwVHalongqeqm3Cm5baEt5m6ZtaJJdkqxQSk9e/CtePCji1d/gzX9jtt2Dtg4Ehpn3eJkJY8608bxvZ2l5ZXVtPbeR39za3tl19/ZrOkoUoQGJeKQaIWjKmaSBYYbTRqwoiJDTeji8Sf36A1WaRfLejGLaFtCXrMcIGCt13KOWEvhWxom5whUAhVtYgexGAlsWdNyCV/SmwIvEz0gBZah23K9WNyKJoNIQDlo3fS827TEowwink3wr0TQGMoQ+bVoqQVDdHk9jTPCJVbq4Fyn7pMFT9ffGGITWIxHaSQFmoOe9VPzPayamd9keszQllWR2qJdwbCKcdoK7TFFi+MgSIIrZv2IyAAXE2ObytgR/PvIiqZ0V/VLx/K5UKF9ndeTQITpGp8hHF6iMKqiKAkTQI3pGr+jNeXJenHfnYza65GQ7B+gPnM8fj/2XRA==</latexit>

2

<latexit sha1_base64="KABtTuE2bHd1XLi8DfYY+6Pgzgs=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYJRo9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9IvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia88adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWpWyVy1fNaql2m0WRx7O4BwuwYNrqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AH65jL4=</latexit>

=

Output : Sample from

<latexit sha1_base64="JNnF35nVR9UvV4VXGavVVaGmE3E=">AAACA3icbVDLSgMxFM34rPU16k43wSK4KjNSUVwV3bizon1AZyiZNNOG5jEkGaEMBTf+ihsXirj1J9z5N6btLLT1QOBwzr3cnBMljGrjed/OwuLS8spqYa24vrG5te3u7Da0TBUmdSyZVK0IacKoIHVDDSOtRBHEI0aa0eBq7DcfiNJUinszTEjIUU/QmGJkrNRx9wPF4U1qktRcwDvEE0ZgAGMlOey4Ja/sTQDniZ+TEshR67hfQVfilBNhMENat30vMWGGlKGYkVExSDVJEB6gHmlbKhAnOswmGUbwyCpdGEtlnzBwov7eyBDXesgjO8mR6etZbyz+57VTE5+HGRU2IRF4eihOGTQSjguBXaoINmxoCcKK2r9C3EcKYWNrK9oS/NnI86RxUvYr5dPbSql6mddRAAfgEBwDH5yBKrgGNVAHGDyCZ/AK3pwn58V5dz6mowtOvrMH/sD5/AGHKZbP</latexit>

a) b)

PBS

<latexit sha1_base64="amFZWK88pxFRVsgiOF9w6FqqnAA=">AAAB8XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9mVih5LvXisaD+wXUo2zbahSXZJskJZ+i+8eFDEq//Gm//GbLsHbX0w8Hhvhpl5QcyZNq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW0eJIrRFIh6pboA15UzSlmGG026sKBYBp51gcpP5nSeqNIvkg5nG1Bd4JFnICDZWemwO0r4SqHE/G5QrbtWdA60SLycVyNEclL/6w4gkgkpDONa657mx8VOsDCOczkr9RNMYkwke0Z6lEguq/XR+8QydWWWIwkjZkgbN1d8TKRZaT0VgOwU2Y73sZeJ/Xi8x4bWfMhknhkqyWBQmHJkIZe+jIVOUGD61BBPF7K2IjLHCxNiQSjYEb/nlVdK+qHq16uVdrVJv5HEU4QRO4Rw8uII63EITWkBAwjO8wpujnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AEA9JB9</latexit>

U

<latexit sha1_base64="YgqfyrrZurZ+Aq0QpD0KmpV85M4=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseiF48tmFpoQ9lsJ+3azSbsboRS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCopZNMMfRZIhLVDqlGwSX6hhuB7VQhjUOBD+HoduY/PKHSPJH3ZpxiENOB5BFn1Fip6ffKFbfqzkFWiZeTCuRo9Mpf3X7CshilYYJq3fHc1AQTqgxnAqelbqYxpWxEB9ixVNIYdTCZHzolZ1bpkyhRtqQhc/X3xITGWo/j0HbG1Az1sjcT//M6mYmugwmXaWZQssWiKBPEJGT2NelzhcyIsSWUKW5vJWxIFWXGZlOyIXjLL6+S1kXVq1Uvm7VK/SaPowgncArn4MEV1OEOGuADA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8fs8WM4Q==</latexit>

Sarrera : Haar ausazko U

Irteera : PBS � tik lagina

4.1 irudia: a) M ×M dimentsioko Haar ausazko U matrize unitarioa emanda, probabilitate-
banaketa bat defini daiteke N ×N azpimatrizeen permanenten modulu karratuarekin.
Bosoi laginketa PBS probabilitate-banaketaren araberako laginak kalkulatzean datza.
b) Bosoi laginketarako gailu esperimental batean, PBS banaketak gailuaren emaitza
posibleen probabilitateak batzen ditu, N bosoiko hasierako egoera bat emanik.
Adibidez, (a) irudian karratu gorrietan ageri diren 9 elementuek osaturiko AS azpima-
trizeak a†1a

†
2a
†
3|0〉 hasierako egoera a†1a

†
3a
†
6|0〉 amaierako egoerarekin erlazionatzen du.

N ! bide fisiko posibleen interferentzia dela eta, amaierako egoeraren probabilitatea
AS matrizearen permanentearekin erlazionatua dago.

da [341]. Bestela esanda, ordenagailu klasiko batek ezin du modu efiziente batean bosoi
laginketa problema ebatzi. Bosoi laginketaren probabilitate-banaketaren araberako laginen
kalkulua, gutxi gorabeherakoa bada ere, #P-zaila dela uste da [87, 342]. Honek, bosoi
laginketa akats esperimentalekiko sentikorregia ez izatearekin batera [343–347], bosoi
laginketa makinen aurrerapen azkarra ekarri du azken urtetan.

Orain arte, bosoi laginketa kuantikoa egiteko, zirkuitu kuantiko fotonikoak erabili izan
dira [348–358], gaur egungo errekorra 60 modutako interferometro batean 20 sarrerako
fotoi eta 14 irteerako fotoitan egonik [359]. Gailu fotoniko hauen fotoi kopurua handitzeko
aurrerapen kontzeptual eta teknologiko andana egon den arren [358, 360–365], hogei fotoi
baino gehiagoren aldi bereko kontrola ezinezkoa da momentuz. Gainera, bosoi laginketa
simulatzeko metodo klasikoen aurrerapena nabarmena izan da azken urteetan [366–368].
Bi arrazoi hauek zaildu egiten dute epe laburreko nagusitasun kuantikoaren proba bosoi
laginketarako gailu fotoniko baten bidez. Bestalde, metodo alternatiboak proposatu dira
ioi harrapatuetan [369], zirkuitu supereroaletan [370] edo sare optikoetan [371, 372] bosoi
laginketa egiteko. Hala ere, orain arte esperimentu bakarra egin da, ioi bakar baten
bibrazio-moduak erabiliz [373].
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4. kapitulua: Bosoi Laginketa Atomo Ultrahotzekin

Kapitulu honetan, bosoi laginketa gauzatzeko metodo eskalagarri bat aurkezten dugu,
spin menpeko sare optikoetan atomo ultrahotzak erabiliz. Gure eskeman, oinarrizko egoera
bibrazionalera hozten diren atomoek bosoi bereizezinen funtzioa betetzen dute; sare
optikoko minimoek eta atomoen barne-egoerak, berriz, modu bosonikoen papera jokatzen
dute. Polarizazio sintetizatuko sare optikoen bidez [374, 375] spin egoeraren mendeko sare-
desplazamenduak egin daitezke, modu desberdinak posizio berdinera ekarriz. Modu hauen
arteko elkarrekintza gailu fotonikoetan erabiltzen diren sorta-banatzaileetan gertatzen
denaren analogoa da, eta MU erradiazioa eta pultsu optikoak elkarrekin konbinatuz lor
daiteke. Elkarrekintza hau da gure proposamenaren oinarrizko blokea. Hau frogatua izan
da dagoeneko, bi atomoren arteko Hong-Ou-Mandel interferentziaren bidez [221].

Kapitulua honela antolatzen da: 4.1 atalean, polarizazio sintetizatuko sare optikoetan
atomo ultrahotzak erabiliz zirkuitu kuantikoak eraikitzeko metodoa deskribatzen dugu.
4.2 atalean, bosoi laginketaren zirkuitu kuantikoa eta honen eskalagarritasuna aztertzen
dugu, atomo dozena batzuren kasurako. Bi gorputzen arteko talkek laginketa-abiadurari
nola eragiten dioten aztertuko dugu, baita probabilitate-banaketaren forma nola aldatzen
duten ere. 4.2.3 atalean, beste errore-iturri batzuk hartzen ditugu kontuan, hala nola
desfasatzea edo oinarrizko egoerarako hozketa inperfektua.

4.1. Zirkuitu kuantikoak spin-menpeko sare optikoekin

Atal honetan, atomo ultrahotzak spin-menpeko sare optikoetan, zirkuitu kuantikoak, eta
bereziki bosoi laginketa, era eskalagarrian sortzeko gai den plataforma gisa aurkezten
dugu. Ideiaren oinarrian dagoena, M ×M dimentsioko U matrize unitario batek soilik
ondoz ondoko moduen arteko eragiketak egiten dituen, M moduko interferometro lineal
baten bilakaera deskribatzen duela da [376, 377]. Atomoez egindako interferometroak
alternatiba interesgarria dira fotoien interferometroen aurrean, sistema atomikoek partikula
kopuru handiagoak kontrolatzeko gaitasuna dutelako. Gainera, sistema hauek sare-toki
berdinean dauden atomoen arteko elkarrekintzak kontrolatzeko aukera ematen dute [378].
Prozesu ez-lineal hauek amaierako egoeraren korrelazio kuantikoa alda dezakete [379],
eta litekeena da prozesu osoaren simulazio klasikoa kasu linealarena baino zailagoa izatea.

Atomo identikoen egituren prestaketa

Bi laser-izpiren arteko interferentzia sare optiko izenez ezagutzen diren mikropotentzial
optikoen egiturak sortzeko erabil daiteke. Atomoak sare optikoaren minimoetan (sare-
tokietan) harrapa daitezke, eta, banan banan ordenatu potentzial mugikorrak erabiliz [375,
380–383]. Honela aurrez diseinatutako atomoen egiturak sor daitezke. Egun, atomo-
egitura hauek N = 111 [384] atomokoak izan daitezke, gailu fotonikoekin lortutako
N = 20 fotoien oso gainetik [359]. Gainera, zenbaki hori 1000 arte handitzeko ideiak
badaude spin-menpeko sare optiko bidimentsionalak erabiliz [375]. Atomoak berrantolatu
ondoren, beren oinarrizko bibrazio egoerara hoztu daitezke albo-bandako hozketa erabiliz.
Metodo hau erabiliz % 90eko purutasuna (atomoa oinarrizko egoera bibrazionalean
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4.1 Zirkuitu kuantikoak spin-menpeko sare optikoekin
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4.2 irudia: Polarizazio sintetizatuko sare optikoetan atomo ultrahotzak erabiliz eraikitako zirkuitu
kuantikoa. Sare optikoen minimo bakoitzak bi modu ditu, |↑〉 eta |↓〉 barne-egoera
atomikoei dagozkienak. Irudian ageri den hasierako egoeran, bi modutatik bat
okupatua dago. Atomoak lekuz aldatzen dira spin-menpeko desplazamenduen bidez,
eta haien spin egoerak MU erradiazioa erabiliz akoplatzen dira. Eskubiko irudian:
argi-pultsuak eta MU pultsuak konbinatuz fotoietan sorta-banatzaileek eragiten duten
efektua lor daiteke.

egoteko probabilitatea) lortu da [383], purutasun altuago bat lortzeko muga nagusia
konfinamendu-norabideetako baten harrapatze-maiztasuna bajua izatea delarik. Alde
horretatik, % 100etik gertuko probabilitateak lortzea espero da hiru dimentsioko sare
optikoak erabiliz. Bestalde, badira beste teknika batzuk entropia gutxiko atomo egiturak
sortzeko. Horretarako Mott egoera isolatzaile bat prestatu behar da lehenengo, eta, gero,
komeni ez zaizkigun tokiak okupatzen dituzten atomoak kendu. Metodo honen bidez,
tokiko % 99ko purutasuna lortu da 12 atomorekin [385, 386].

Zirkuitu kuantikoaren eraikuntza spin-menpeko sare optikoekin

Zirkuitu kuantikoak eraikitzeko, polarizazio sintetizatuko sare optikoak kontsideratzen
ditugu [375]: Bi potentzial optiko independente dira, hauek atomoak harrapatzen dituzte
barne-egoera bati lotutako trantsizioaren polarizazioaren arabera. Horretarako, 133Cs
atomoaren bi egoera erabil daitezke, |↑〉 = |F = 4,mF = 4〉 eta |↓〉 = |F = 3,mF = 3〉
adibidez. Sare optikoaren uhin-luzera λL = 870 nm-koa da. Trantsizioen polarizabilitate
desberdina dela eta [387–389], |↑〉 edo |↓〉 egoeran dauden atomoek bi sare optikoetatik
bat bakarrik sumatzen dute, energia potentziala

V↑,↓(x) = V 0
↑,↓ cos2{2π/λL[x− x↑,↓(t)]} (4.1)

izanik, non bi sareen x↑,↓(t) posizioa kontrola daitekeen zehaztasun subnanometrikoarekin
polarizazio sintetizatzaile bati esker [374]. Gainera, V 0

↑,↓ potentzialen sakoneragatik,
atomoek ez dute ondoko minimoetara, tunel-efektua dela eta, salto egingo.
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4. kapitulua: Bosoi Laginketa Atomo Ultrahotzekin

Atomo ultrahotzekin zirkuitu kuantikoak egiteko sare-toki ezberdinak sare optikoen
spin-menpeko desplazamenduen bidez lotzen ditugu, 4.2 irudian ikus daitekeen bezala.
Gure eskeman, zirkuituko moduen papera sare-tokiek eta bi spin egoerek betetzen dute,
M/2 sare-toki nahikoa izanik M modu ordezkatzeko. Sare-desplazamendua harrapatze-
maiztasunari lotutako periodoa bezain laburra izan daiteke, 3 femtosegundo inguru,
eta bi barne-egoeren arteko koherentziari eusten dio [390]. 4.2 irudian erakusten den
zirkuituaren geometria zirkuitu fotonikoenaren baliokidea da. Gure kasuan dimentsio
espazial bat nahikoa da, fotoiekin aldiz, bi dimentsio espazial erabiltzen dira [355].
Zirkuitu fotonikoetan bezala, M moduko interferometro batek eragindako eboluzioa
M×M dimentsioko U matrize unitario batekin deskribatu daiteke [376, 377]. t denboran
eta s sare-tokian eragiten duen eta bi moduen arteko elkarrekintza deskribatzen duen
matrizea hurrengoa da:

T (t, s) =
(
e−iφ cos(θ/2) − sin(θ/2)
e−iφ sin(θ/2) cos(θ/2)

)
, (4.2)

non φ, soilik |↑〉 egoerari dagokion fase bat den, eta θ |↑〉 eta |↓〉 egoeren Blochen esferako
y ardatzarekiko biraketaren angelua den. Jakina da M×M dimentsioko U matrize
unitario orokor bat T (t, s) bezalako M(M−1)/2 operazioez eraiki daitekeela. Kontuan
izan eragiketa bakoitza bi parametrok ezaugarritzen duela, eta, beraz, protokolo osoa
definitzeko M(M−1) parametro behar direla. Hau da, hain zuzen M ×M dimentsioko
matrize unitario bat definitzeko behar den zenbaki erreal kopurua, azken M moduei
aplikatutako fase aldaketak kontuan izan gabe, horiek ez baitira garrantzizkoak aplikazio
honetarako. Printzipioz, eragiketa hauek guztiak M denbora-pausotan egin daitezke, eta,
beraz, lortutako zirkuituaren sakonera M -koa da [377], ikusi 4.2 irudia.

Moduen arteko hautazko akoplamendua argi pultsuen bidez

Sare-toki berean dauden bi modu akoplatzeko tokian fokalizatutako argi pultsuak MU-
pultsuekin konbinatu daitezke, T (t, s) operazioa eraginez. Zehazki, argi pultsua tokiko
bi egoera hiperfinen, | ↑〉 eta | ↓〉, arteko fase diferentzia bat sortzeko erabiltzen da.
MU-pultsua aldiz, toki guztietan Hadamard eragiketa bat sortzeko erabiltzen da, π/2
pultsu baten bitartez, Blochen esferako x ardatzaren inguruko 90 graduko errotazioa
eraginez. Hadamard eragiketa H2×2 = exp(−iσxπ/4) matrizearen bidez adierazten da.
Zesioan fase diferentzia lokala sortzeko [387–389], laser-pultsua sare-tokian fokalizatua
egon behar da [391–393]. Honela, z ardatzaren inguruko errotazio independenteak sortu
daitezke, A(ϕs) = exp[−iσzϕ/2] matrizeak adierazi bezala, non ϕs fasea argi-pultsuaren
intentsitateak eta iraupenak kontrolatzen duten. MU-pultsu globalen iraupena 150µs
ingurukoa da; hala ere, 30 mikrosegundotara labur daiteke MU pultsuaren potentzia
handituz. Laser-pultsu lokalak aldiz, 10µs-ko tartean egin daitezke 1µW-eko potentzia
erabiliz, sare-tokiko. Laserraren kasuan, fotoien sakabanaketak eragindako errore baten
probabilitatea % 10−3koa da. Abantaila nagusi gisa, aurkeztutako metodo honek ez ditu
Raman pultsuak erabiltzen moduen arteko akoplamendua eragiteko.
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4.2 Atomoen bosoi laginketaren eskalagarritasuna

Deskribatutako ate kuantikoak nahikoak dira T (t, s)-ko eragiketa generikoa eraikitzeko,
formula honetan erakusten den bezala:

T ′(t, s) = eiφ/2 T (t, s) = H†2×2A(θ)H2×2A(φ). (4.3)

Hemen, eiφ/2 fase globala da baina soilik pseudospinaren azpiespazioan, hala, kontuan izan
behar da M ×M matrizea eraikitzean. Hala ere, Clements et al. [377]-en aurkeztutako
algoritmoa, T (t, s) erabili beharrean, T ′(t, s) erabiltzeko molda daitekeela froga daiteke,
eta, beraz, fase global honen kontrola ez da beharrezkoa. 4.2 irudiko eskuineko irudian s
sare-tokiko |↑〉 moduaren eta s+ 1 sare-tokiko |↓〉 moduaren arteko T (t, s) interferentzia-
eragiketa deskribatzen da. Lehenbizi, spinaren menpeko sare-desplazamendua erabiliko
dugu |↓〉 modua s+ 1 tokitik s tokira eramateko. Gero, goian deskribatutako eragiketak
egin ditzakegu, eta, bukatzeko, |↓〉 modua s+ 1 sare-tokira eraman dezakegu berriz.

Atomoen tokia eta egoera bereizten dituen detekzioa

Amaierako egoeraren neurketa ezinbesteko baldintza da edozein konputazio kuantiko erabil-
garri egiteko. Gurean, fluoreszentzia-irudi bat hartzen da amaierako egoera neurtzeko [393,
394]. Bereizmen handiko objektibo bat erabiliz, atomoek sare optikoan duten posizioa
% 99tik gorako fidelitatearekin ikus daiteke [395]. Fluoreszentzia-teknika horrek sare-
tokien okupazioari buruzko informazioa ematen du; hala ere, barne-egoera desberdinen
artean bereizteko, spinarekiko selektiboa den detekzio-eskema behar da. Horretarako,
[395] erreferentzian frogatzen denez, distantzia luzeko egoeraren menpeko desplazamendu
bat egin daiteke, |↑〉 eta |↓〉 egoeran dauden atomoak espazialki banatuz.

Idealena sare-toki bakoitzean zenbat atomo dauden detektatzeko gai izatea izango
litzateke. Zoritxarrez, fluoreszentzia-irudi estandarrak sare-tokian dauden atomo bikoteen
galera eragiten du, eta, beraz okupazio-zenbakiaren paritatea bakarrik neur daiteke. Hori
konpontzeko, atomoak sare optikoaren beste dimentsio espazial batean bana litezke,
espantsio balistiko bat erabiliz, adibidez. Antzeko metodoak erabiltzen dira fotoi kopu-
rua detektatzeko gai diren fotodetektagailuetan [352, 396] eta sare optikoetara molda
daiteke [385, 397]. Alternatiba bezala, atomoen arteko elkarrekintzak erabil litezke
okupazioaren menpeko tunel-efektu bidez atomoak sakabanatzeko [398].

4.2. Atomoen bosoi laginketaren eskalagarritasuna

Gailu fotonikoen alternatiba gisa, 4.1 atalean deskribatutako atomo ultrahotzekin eraikitako
zirkuitu kuantikoak, atomoekin bosoi laginketa egiteko modu bat dira. Gaur egun,
atomo ultrahotzen sistemek ehun bat partikula kontrolatzeko aukera eskaintzen dute,
ehunka sare-tokietan banatuta. Hau dela eta, sistema horiek oso erakargarriak dira
bosoi laginketa eskalatu eta nagusitasun kuantikoa lortzeko. Lehenengo, N sare-tokietan
uniformeki banatutako N atomoez osaturiko hasierako egoera bat beharko genuke: |ψ0〉 =∑N
s=1 â

†
2s−1|0〉, non |0〉 modu guztien hutsunea den, eta M zirkuituaren modu kopurua
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4. kapitulua: Bosoi Laginketa Atomo Ultrahotzekin

izanik. Zirkuitua deskribatuko duen matrize unitarioa ausaz aukeratzen bada Haar
neurriaren arabera, P (n1, n2, ..., nM ) = |〈n1, n2, ..., nM |Û |ψ0〉|2 irteerako probabilitate-
banaketaren araberako laginak sortzea zaila da ordenagailu klasikoentzat [87]. Zailtasun
honen froga matematikoak N ≤M1/6 baldintza eskatzen duen arren, normalean baldintza
egingarriago bat, N ≤M1/2, nahikoa dela onartzen da.

Bosoi laginketa erabiliz nagusitasun kuantikoa lortuko esperimentu bat proposatzerako
orduan, beharrezkoa da akats esperimental posibleak kontuan hartzea. Atal honetan,
partikulen galerak irteerako probabilitate-banaketaren konplexutasunean, eta laginketa-
abiaduran duen efektua aztertuko dugu.

4.2.1. Laginketa abiadura kalkulatzeko eredu sinple bat

Esperimentuaren errepikapen-tasak zuzenki lotuta dago hasierako egoera prestatzeko,
interferentzia-eragiketa guztiak egiteko eta azken egoera neurtzeko behar den denborarekin.
100 bat atomoko hasierako egoera bat efizienteki presta daiteke 100 ms-ko denboran [375].
Horregatik, lehen urrats honi dagokion tin denbora finkotzat hartzen dugu. Interferentzia-
eragiketa guztiak egiteko behar den denbora, ordea, sistemako modu-kopuruaren mende
dago, eta, hau M = N2 baldintzaren arabera handitzen da partikula kopuruarekin.
Lehenago aipatu bezala, M ×M dimentsioko edozein transformazio unitario M(M −1)/2
eragiketa unitario bidimentsionalen bidez egin daiteke [376, 377], hauetatik (M − 1)/2,
batezbestean, aldi berean egin daitezkeelarik, ikus 4.2 irudia. Amaierako egoeraren
neurketak tdet = 50 ms-ko denbora behar du, eta atomo bakoitzaren posizioa eta spina
detektatzeko gai da, fluoreszentzia-irudia erabiliz. Guzti honen arabera, prozesatze-
denbora honela aldatzen da, tpr ≡ R−1

pr ≈ N2top + tin + tdet, N partikula kopuruarekin.
Hemen, top interferentzia-eragiketa bat egiteko beharrezko denbora da, eta tin eta tdet
hasierako egoera prestatzeko eta amaierako egoera neurtzeko behar diren denborak dira,
hurrenez hurren. Bestalde, modu bakoitzean gehienez atomo bat duten amaierako egoerak
interesatzen zaizkigu gehien, hauen probabilitatea kalkulatzea delako zailena ordenagailu
klasikoentzat. Beraz, baldintza hau betetzen duten amaierako egoerak, talkarik gabeko
azpiespazioa deiturikoa osatzen dutenak, soilik hartuko ditugu kontuan. Modu kopurua
partikula kopuruaren karratuarekin handitzen bada, amaierako egoeren e−1 frakzio bat,
gutxi gorabehera, mota horretakoa izatea espero da [399].

Aurreko analisiak egoera ideala deskribatzen du, non atomo guztiak oinarrizko egoeran
prestatzen diren, bat bera ere ez den galtzen prozesuan zehar, eta neurketa perfektua
den. Hala ere, esperimentu batean, laginak sortzeko abiadurari eragiten dioten akatsak
agertuko dira. [357, 366] erreferentzietan oinarrituta, lagin baliagarrien sortze-abiadura
kalkulatzeko ondorengo formula erabiliko dugu:

R = 1
e
Rprη

N
d Psurv, (4.4)

non Psurv N atomoren biziraupen probabilitatea eta ηd atomoko detekzio efizientzia diren.
Neurketa % 99ko efizientziaz egin daiteke [395]. N atomoren biziraupen-probabilitatea,
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4.2 Atomoen bosoi laginketaren eskalagarritasuna

4.1 taula: Parametro esperimentalak
Arruntak Puntakoak

Spin eragiketa + sare desplazemendu denbora (top) 150µs +20µs 30µs +3µs
Abiarazte denbora (tin) 0.75s 0.1s
Detekzio denbora (tdet) 60ms 30ms
Detekzio efizientzia (ηd) 0.99 0.999

Atomo bateko galeren erdibizitza (τbg) 60s 360s
Bi atomoko galeren erdibizitza(τtb) 40ms 400ms

ordea, tpr prozesatze-denboraren menpekoa izango da. Atomo batek saretik ihes egin
dezake ingurumeneko lurrun partikulekin talka egitearen ondorioz. Akats honi lotutako
biziraupen-probabilitatea adierazteko exp (−tpr/τbg) formula erabil daiteke, non τbg
hondo-talkei lotutako erdibizitza den, atomo bakoitzeko.

Hortaz aparte, sare-toki bakoitzeko atomo bat baino gehiago izateak atomo baten edo
biren galera ekar dezake talka inelastikoen ondorioz. Horrelako talka batean, atomo bikote
baten biziraupen probabilitatea (1 + (tpr − tin)/τtb)−1 da [400], non τtb bi gorputzeko
talken erdibizitza den. Talka hauek laginen sortze-abiaduran duten efektua ikusteko,
prozesuko pauso guztietan sare-toki berdinean partikula-pare bat izateko probabilitatea
kalkulatu behar dugu. Hasierako konfigurazioan atomo guztiak sare-toki desberdinetan
badaude, probabilitate hau zero da tin arte. Interferentzia- eta neurketa-prozesuetan,
aldiz, probabilitate hau ez da zero izango. Probabilitate honen balioa hurbiltzeko, bosoiak
uneoro banaketa uniforme baten daudela suposatuko dugu, konfigurazio posible guztiek
probabilitate berdina dutelarik. Honela, τ iraupeneko prozesu batean, N atomoren
biziraupen probabilitatea honela idatz dezakegu:

Pstep(τ) = (e−N
τ
τbg )

N/2∑
k=0

Ppair(k)
[
1 + τ

τtb

]−k
(4.5)

non Ppair(k) sare-toki desberdinetan k pare aurkitzeko probabilitatea den. Adibidez, k = 0
atomo guztiak sare-toki desberdinetan daudeneko egoerari dagokio. Ppair(k) analitikoki
kalkula daiteke, N handientzat (3/2)k/(e3/2k!) adierazpena lortuz, ikus D.1 eranskina
xehetasunetarako. (4.5) ekuazioak ez ditu kontuan hartzen sare-toki batean bi partikula
baino gehiago dituzten egoerak. Deskribapen zehatzago baterako, Ppair(k) beharrean
P (k2, k3, k4, k5) erabili ahal da, hau da, k2 pare, k3 hirukote, k4 laukote eta abar,
aurkitzeko probabilitatea. N = 4 eta M = 12 kasurako, zenbait konfigurazio ageri
dira 4.3 irudian1. Pareen probabilitate-banaketa, D.1 eranskinean ikus daitekeenez,
(3/2)k2/(e3/2k2)! Poissonen banaketara hurbiltzen da N handietarako, eta, sare-toki
bakoitzeko bikote bat baino partikula gehiago edukitzeko probabilitatea zerora doa. Eredu

1Gogoratu 6 sare-tokitan 12 modu sartzen direla.
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4.3 irudia: a) Zenbait egoera M = 12 eta N = 4 kasurako. P (0, 0, 0) pare, hirukote eta
laukoterik gabeko egoera kopuruaren eta egoera kopuru totalaren arteko zatidura
da. P (1, 0, 0) pare bakar bat duten egoeren proportzioari dagokio. P (2, 0, 0)-k eta
P (0, 1, 0)-k bi pare, zero hirukote eta zero laukote, eta, zero pare, hirukote bat, eta
zero laukote dituzten egoeren probabilitateak adierazten dituzte, hurrenez hurren.
b) Bosoi laginketa makinen eskalagarritasuna. Laginen sortze-abiadura partikula
kopuruaren menpe gailu atomiko (urdin), fotoniko (more) eta klasikoekin (gris).
Parametro esperimentalak hobetuz gero, gailu fotonikoek eta atomikoek algoritmo
klasikoak gaindi ditzakete, N ≈ 23 eta N ≈ 30 partikulekin, hurrenez hurren. Gailu
fotonikoetan, lerro marradunean ≈ % 30eko fotoi galera onartzen dugu.

sinple honekin, biziraupen probabilitate totala honela idatz daiteke:

Psurv(N) = Pstep(top)MPstep(tdet). (4.6)

Geroago, eredu hau zenbakizko simulazio zehatzen bidez egiaztatuko dugu, N txiki-
etarako. Ordurarte, eredu hau zuzentzat hartu dezakegu, beste bosoi laginketa gailuekin
konparatzeko.

4.1 taulan parametro esperimental posibleak aurki daitezke. Bi gorputzeko galerei
dagokienez, τtb = 400ms-ko erdibizitza aukeratzen dugu, printzipioz egingarria dena
Feshbach erresonantziak erabiliz [401]. Puntako parametroen eta parametro arrunten
kasuak 4.3(b) irudian ageri dira, goiko eta beheko kurba urdin jarraituetan, hurrenez
hurren. Beste lerro bat ere gehitu dugu (urdin marraduna), non puntako parametroak
aukeratu ditugun, bi gorputzen talken erdibizitza izan ezik, zeina τtb = 40ms-koa aukeratu
dugun. Ikus daitekeenez, puntako parametroen bi lerroek lerro gris jarraitua gurutzatzen
dute N & 30 inguruan, abantaila kuantikoa lortu daitekeela adieraziz.

Fotoizko bosoi laginketa gailuek ere bosoiak (fotoiak) galtzen dituzte, eta hori da,
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4.2 Atomoen bosoi laginketaren eskalagarritasuna

hain zuzen, eskalatzeko muga nagusia. Nahiz eta fotoi bereizezinen sortze-abiadura
R0 = 76MHz-ekoa izan, gaur egun, lagin baliagarrien sortze-abiadura R = 295Hz-era
jaisten da 5 fotoiko bosoi laginketaren kasuan [359]. M modu kopurua N partikula
kopuruaren karratuarekin handitzen bada, gailu fotonikoaren laginketa-abiadura honela
idatz daiteke:

R = 1
e

R0

N
ηN (4.7)

non R0
N N fotoiko egoeren sortze abiadura den, eta η = ηfη

d
c fotoi bakarraren biziraupen

probabilitatea den. Azken hau, ηf N partikula kopuruarekin handitzen ez diren erroreak
kontuan hartzen dituen biziraupen-probabilitate finko baten eta ηdc zirkuituaren luzeraren
(eta, beraz, partikulen kopuruaren; d = M = N2 delako [377]) menpekoa den biziraupen
probabilitate baten arteko biderketa da. Fotoien galera onartuz gero, bosoi laginketa
galeraduna deritzona, sortze-abiadura hurrengoa da:

R = 1
e

R0

N

(
N

N − kl

)
ηN−kl(1− η)kl , (4.8)

non kl galdutako fotoi kopurua den. Bi fotoien galera onartuz gero, R N(N − 1)/2 aldiz
handitzen da, fotoi galerarik gabeko kasuarekin alderatuz.

Bost fotoiko bosoi laginketarako lorturiko R = 295Hz-eko sortze-abiadura kontuan
izanik [359], eta 60 × 60 dimentsioko zirkuitu optikoaren transimisio probabilitatea
% 98.7koa dela harturik, eta, beraz, ηc = 0.9871/60, ηf = 0.14-ko biziraupen proba-
bilitate finko bat kontsidera dezakegu gailu fotoniko arruntentzako. [358] erreferentzian
diotenez, etorkizun hurbilean fotoi iturriaren, interferometroaren eta detekzioaren er-
aginkortasunak 0.8, 0.9, eta 0.9ra igo daitezke ηf = 0.65 lortuz. 4.3(b) irudiak bi kasu,
arrunta eta puntakoa, erakusten ditu, beheko eta goiko kurba moreetan, hurrenez hur-
ren. Puntako kasuan, transimisio probabilitatea batekoa dela suposatu dugu. Puntako
parametroekin, abantaila kuantikoa N ≈ 23 partikulekin lor daitekeela ikusten da, % 30eko
fotoi galerarekin.

Azkenik, [366] erreferentzian garatutako laginketa independente metropolizatuko (MISko)
algoritmoaren sortze-denbora

1/R = 100ãN22N (4.9)

formulak ematen du, ã ordenagailu klasikoaren abiadurarekin erlazionatuta dagoen
parametroa da. Tianhe 2 superordenagailuaren kasuan, honek ã = 3× 10−15s-ko balioa
hartzen du [367]; Ordenagailu arrunt baten kasuan, aldiz, ã = 3× 10−9s inguru. Algorit-
moa fotoien bosoi laginketa galeradunarekin konparatuz gero, N beharrean, N − kl hartu
behar da (4.9) ekuazioan. Kasu hau adierazten du 4.3(b) irudiko lerro gris marradunak,
zeinak bosoi laginketa fotonikoaren lerroa gurutzatzen duen N ≈ 23 inguruan.

Atomoen eta fotoien formuletako tpr and d partikula-kopuruarekin koadratikoki han-
ditzen direnez, gailu esperimentalen eskalagarritasuna algoritmo klasikoarena baino ok-
erragoa da. Hala ere, eta 4.3(b) irudian ageri den moduan, iraupen errealista batean,
gailu esperimentalek algoritmo klasikoak baino azkarrago sortu ditzakete laginak. Gailu
atomikoaren kasuan, superordenagailu klasiko batek baino laginketa azkarragoa lortzen da
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4. kapitulua: Bosoi Laginketa Atomo Ultrahotzekin

N & 35 inguruan, bi gorputzeko galeren erdibizitza τtb = 400ms-koa edo τtb = 40ms-koa
bada ere.

Kontuan hartu behar den gauza bat da bi gorputzeko galerek aldatu egin dezaketela bosoi
laginketaren probabilitate-banaketaren forma. Hala bada, zehaztu behar dugu zenbateraino
urruntzen garen bosoi-laginketa atazari dagokion probabilitate-banaketatik. Horretarako,
hurrengo atalean eredu Hamiltondar bat aurkezten dugu, bi probabilitate-banaketen arteko
distantzia hori kuantifikatzeko balioko diguna, egoera-fidelitatea erabiliz.

4.2.2. Partikula galera deskribatzeko eredu Hamiltondar bat

Atal honetan, partikula-galera duen bosoi laginketa deskribatzen duen eredu Hamiltondar
bat eraikiko dugu, mekanika kuantikoaren bigarren kuantizazioaren formalismoa erabiliz.
Sistemak N partikula izango ditu M modu bosonikoetan banaturik, eta gorputz bakarreko
eta bi gorputzeko galerak izango ditu. Ikusiko dugunez, galera horiek zati anti-Hermitiar
baten bidez adierazi daitezke Hamiltondarrean.

Bigarren kuantizazioa erabiliz, M/2 sare-toki dituen dimentsio bakarreko sare optiko
baten Hamiltondarra (sinplifikatzeko, modu kopurua bikoitia dela hartuko dugu), non
sare-toki bakoitzean bi barne-egoerako atomoak egon daitezkeen, hurrengoa da:

H0 =
M/2∑
s=1

ω↑a
†
2s−1,↑a2s−1,↑ + ω↓a

†
2s,↓a2s,↓ (4.10)

non a†j(aj) j moduari dagokion sortze (deuseztatze) eragilea den. Hemendik aurrera,
notazioa errazteko, aj,↑ ≡ aj eta aj,↓ ≡ aj izango dira, j bakoiti edo bikoitiak |↑〉 edo |↓〉
egoerei dagozkielarik, hurrenez hurren.
ω↑ − ω↓ maiztasuneko MU eremu bat erabiliz, |↑〉 eta |↓〉 egoeren arteko populazio

truke koherente bat lor daiteke, Rabi oszilazioak, hain zuzen. Prozesu honi dagokion
Hamiltondarra, H0-rekiko elkarrekintza-irudi batean

Hx =
M/2∑
s=1

Ω0

2 (a†2s−1a2se
iϕ0 + a2s−1a

†
2se
−iϕ0) (4.11)

da, non Ω0 and ϕ0 MU eremuaren Rabi maiztasuna eta fasea diren. 4.1 atalean aurreratu
bezala, fase diferentzia lokalak eragin daitezke laser eremua sare-tokietan fokalizatuz.
Honek, H0-k definitutako energia diferentzia aldatzea ahalbidetzen du, eta ondorengo
Hamiltondarrak adierazi dezake

Hz =
M/2∑
s=1

Ωs
2 (a†2s−1a2s−1 − a†2sa2s), (4.12)

non Ωs-ren balioa desberdina izan daitekeen s sare-toki bakoitzeko. (4.11) eta (4.12)
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4.4 irudia: 6 × 6 dimentsioko transformazio unitarioaren eraikuntza 6 pausotan. t pauso
bakoitzean, 2 × 2 dimentsioko transformazio unitario bat eragiten da s sare-toki
bakoitzeko, θts eta φts faseek ezaugarrituta. Lerro gorri eta urdinek | ↑〉 eta | ↓〉
egoerei dagozkien modu bosonikoak adierazten dituzte, hurrenez hurren. Zirkulu
berdeek laser-izpi fokalizatuek eragindako argi-lerrakuntza adierazten dute, eragiketa
independenteak egitea ahalbidetuz.

Hamiltondarrak konbinatuz, sare-tokiko moduen arteko edozein 2× 2 dimentsioko trans-
formazio unitario eragin daiteke. Honelako interferentzia-eragiketa generiko bati dagokion
eboluzio eragilea honakoa litzateke:

Ût = e−iH
(ϕ=π)
x τ/4e−iH

~θ
z τ/4e−iH

(ϕ=0)
x τ/4e−iH

~φ
z τ/4, (4.13)

non exp [−iH~θ
z τ/4] eta exp [−iH ~φ

z τ/4] eragiletan, τ = 2π/Ω0, Ωsτ/4 = θs eta Ωsτ/4 =
φs diren. (4.13) ekuazioan deskribaturiko interferentzia-eragiketa aldi berean aplikatzen da
M/2 sare-tokietan, eta M parametro independentek deskribatzen dute, ~θt = (θ1, θ2, ..., θM/2)
eta ~φt = (φ1, φ2, ..., φM/2) parametroek, hain zuzen. Parametro hauek M/2 eragiketa
unitario deskribatzen dituzte, (4.3) ekuazioan adierazten den bezala. 4.4 irudian adibide
bat ageri da, M = 6 kasurako. Lehenago azaldu bezala, spin-menpeko sare optikoaren
desplazamenduek sare-toki desberdinetan dauden moduak konektatzea ahalbidetzen du.
Eragiketa hauek deskribatzeko, ondorengo Hamiltondarrak ditugu:

H ′x =
M/2−1∑
s=1

Ω0

2 (a†2sa2s+1e
iϕ0 + a2sa

†
2s+1e

−iϕ0), (4.14)

eta

H ′z =
M/2−1∑
s=1

Ωs
2 (a†2sa2s − a†2s+1a2s+1). (4.15)

Orain arte, zirkuituko M modu kopurua bikoitia dela onartu dugu. M bakoitiko kasuan,
(4.11), (4.12), (4.14) eta (4.15) ekuazioetako batukariak (M − 1)/2-raino batu beharko
lukete. (4.14) eta (4.15) Hamiltondarrekin (4.13) ekuazioan adierazitakoa eginez, ondoz
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ondoko moduen arteko M/2 eragiketa unitario aplikatzeko gai gara. Eragiketa hauek
guztiak kateatuz, ondoren adierazi bezala,

Û = ÛM ÛM−1...Û2Û1, (4.16)

M moduak U Haar ausazko matrize unitario bati dagokion bezala transformatzeko gai
gara. U eta Û matrize eta eragile unitarioak ez dira nahastu behar: U M×M dimentsioko
matrize bat da; Û aldiz, infinitu dimentsioko eragile unitario bat da, egoera kuantikoen
Hilbert espazioan eragiten duena. Biak erlazionatzen dituen formula hurrengoa da:

Û†a†jÛ =
M∑
i=1

Ujia
†
i , (4.17)

zeinak erakusten duen nola transformatzen den j modua (4.16) ekuazioko eragiketen
ondorioz.

Partikula-galera deskribatzeko ondorengo Lindbladen ekuazio nagusia erabil dezakegu:

ρ̇ = −i[H, ρ] +
∑
b

ΓbLb(ρ), (4.18)

non
Lb(ρ) = FbρF

†
b −

1
2{F

†
b Fb, ρ}, (4.19)

eta Fb partikula-galera eragiten duen jauzi-eragilea den. Inguruneko gasaren aurkako
talken ondoriozko partikula-galerari dagokion am jauzi-eragileak independenteki eragiten
du modu bakoitzean. Beraz, hondo-talka prozesuei dagokien supereragilea

Lbg(ρ) =
M∑
m=1

amρa
†
m −

1
2{n̂m, ρ} (4.20)

litzateke, Γbg = 1/τbg galera-abiadura izanik. Bi gorputzeko galeren kasuan, bi kasu izan
ditzakegu, modu berean dauden bi partikulek elkar talka egin dezakete, kasu horretan
jauzi-eragilea a2

m/
√

2 eta supereagilea

Ltb1(ρ) = 1
2

M∑
m=1

a2
mρ(a†m)2 − 1

2{n̂m(n̂m − 1), ρ} (4.21)

lirateke, Γtb = 1/τtb galera-abiadura izanik. Bestalde, sare-toki berdineko bi moduetan
dauden partikulek elkar talka egin dezakete. Orduan, jauzi-eragilea a2s−1a2s izango
litzateke, non s sare-tokiaren indizea den. Jauzi-eragilea a2sa2s+1 izatera pasako litzateke
(4.14) eta (4.15) ekuazioetan deskribatutako sare konfigurazioa izanez gero. Horrela, bi
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supereragile desberdin ditugu, sare-konfigurazioaren arabera. Hauek

Ltb2(ρ) =
M/2∑
s=1

a2s−1a2sρa
†
2s−1a

†
2s −

1
2{n̂2s−1n̂2s, ρ} (4.22)

eta

L′tb2(ρ) =
M/2∑
s=1

a2sa2s+1ρa
†
2sa
†
2s+1 −

1
2{n̂2sn̂2s+1, ρ} (4.23)

dira, non, bietan, Γtb = 1/τtb galera-abiadura den.
Definizioz, bosoi laginketa probleman partikula kopurua kontserbatzen da, hau da,

Hamiltondarra N̂ =
∑
m n̂m partikula kopuru totalaren eragilearekin trukakorra da.

Ekuazio nagusian, N partikulako azpiespaziotik kanporako trantsizioak eragiten dituzten
terminoak (4.20), (4.21), (4.22), eta (4.23) ekuazioetako lehenengo terminoak dira. Soilik
N partikulako azpiespazioaren bilakaerak interesatzen bagaitu, termino horiek arbuiatu
daitezke, azpiespazioko dinamikan ez bai dute eraginik. Hau egitean, ekuazio nagusiaren
unitaritatea galduko da, eta honek probabilitate-galera ekarriko du, tr(ρ) ≤ 1. Trukean,
problemaren deskribapena askoz errazagoa bilakatzen da, eta sistemaren galeradunaren
dinamika ondorengo Hamiltondar ez-Hermitiarrak deskribatuko du:

H̃ = H − iV − iΓbg

2 N̂ , (4.24)

non V

V = Γtb

4

M∑
m=1

n̂m(n̂m − 1) + Γtb

2

M/2∑
s=1

n̂2s−1n̂2s (4.25)

edo

V ′ = Γtb

4

M∑
m=1

n̂m(n̂m − 1) + Γtb

2

M/2−1∑
s=1

n̂2sn̂2s+1 (4.26)

izan daitekeen, sarearen konfigurazioaren arabera. Froga daiteke, pauso bakoitzean, zati
Hermitiar eta anti-Hermitiarra elkar trukakorrak direla, hau da, [H,V ] = [H ′, V ′] = 0,
eta, beraz, t pausoari dagokion eboluzio eragilea Ute−V τe−ΓbgτN̂/2 bezala idatz daiteke.
Azkenean, eboluzio eragile totala honela idatz daiteke:

Ûe−MτΓbgN̂/2e−VMτe−VM−1τ ...e−V2τe−V1τ (4.27)

non Vt Û†t−1,1V Ût−1,1 den j bakoitia denean, eta Û†t−1,1V
′Ût−1,1 j bikoitia bada, Ût,1 =∏t

j=1 Ûj izanik. Amaieran, N partikulako egoera bat izateko probabilitatea

p = e−MτΓbgN 〈ψ0|
( M∏
t=1

e−Vtτ
)† M∏
t=1

e−Vtτ |ψ0〉, (4.28)
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da, non |ψ0〉 hasierako egoera den, N̂ |ψ0〉 = N |ψ0〉 izanik. Kontuan izan gorputz
bakarreko galerak eragindako probabilitate galerak, exp (−NΓbgMτ), (4.5) ekuazioko
forma berdina duela. (4.27) ekuazioa erabiliz, galerarik gabeko eta galeradun kasuek
sortutako amaierako egoeren arteko fidelitatea kalkula daiteke:

F = |〈ψ0|
M∏
t=1

e−Vtτ |ψ0〉|2
/
〈ψ0|

( M∏
t=1

e−Vtτ
)† M∏
t=1

e−Vtτ |ψ0〉. (4.29)

Goiko ekuazioan ikus daiteke gorputz bakarreko galerek ez dutela amaierako egoerari
dagokion fidelitatea, eta, beraz, probabilitate-banaketa, aldatzen. Horregatik, esan
dezakegu gorputz bakarreko galera homogeneoek ez dutela bosoi laginketa atazaren
konplexutasun konputazionala aldatzen. Bi gorputzeko galeren kasuan, aldiz, ezin da
hau esan, eta, horregatik, F fidelitateak eta p biziraupen-probabilitateak N handitzean
duten joera aztertzea komeni da. Kantitate hauek zenbakizko simulazioak erabiliz kalkula
daitezke, tamalez, Hilbert espazioaren tamaina N -rekin esponentzialki handitzen denez, 5
partikula baino gehiago simulatzea ezinezkoa zaigu. Horregatik, komenigarria zaigu F
eta p-rentzat adierazpen analitikoak lortzea. Horretarako, ordea, hurbilketa batzuk egin
beharko ditugu.

Bi gorputzeko galera bajuak

Bi gorputzeko galera-abiadura txikia bada, hau da, ΓtbMτ � 1, esponentzial guztien
bigarren ordenarainoko garapena egin dezakegu, ondorengo biziraupen-probabilitatea

p ≈ e−MΓbgτN
{

1− 2τ
M∑
t

〈Vt〉+ τ2[
M∑
t

〈V 2
t 〉+

M∑
t,t′

〈VtVt′〉]
}

+O(τ3) (4.30)

eta fidelitatea

F ≈ 1− τ2
{ M∑
t,t′

〈VtVt′〉 − 〈Vt〉〈Vt′〉
}

+O(τ3) (4.31)

lortuz. p eta F , 〈Vt〉 eta 〈VtVt′〉 kantitateen menpekoak dira, beraz. 4.5 irudian, 〈Vt〉 eta
〈VtVt′〉-ren forma ikus daiteke N = 3 kasurako. Hasierako egoera uniformea bada, |ψu〉,
〈Vt〉 eta 〈VtVt′〉-k balio konstantea mantentzen dute prozesuan zehar, gutxi gorabehera.
Hasierako egoera sakabanatua aukeratuz gero, non atomoen arteko distantzia maximoa
den, 〈Vt〉 eta 〈VtVt′〉 zero dira hasieran, eta prozesuak aurrera egin ahala, hauen balioa
handitzen da. Partikula kopurua handitzean, ez dugu portaera hau aldatzerik espero,
ez, modu kopurua N -ren karratuarekin handitzen bada behintzat. Horregatik, p eta F
funtzioentzat ondorengo mugak ezarri ditzakegu:

p & e−MΓbgτN
{

1− 2Mτ〈V 〉u +Mτ2(1 +M)〈V 2〉u
}

+O(τ3) (4.32)
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4.5 irudia: Zenbakizko metodoekin kalkulatutako 〈Vt〉 eta 〈VtVt′〉, N = 3 eta M = 9 izanik.
(a) 〈Vt〉-ren batezbesteko balioa 30 ausazko U matrize erabilita. Lerro jarraituak
eta marradunak hasierako egoera uniforme eta sakabanatuak adierazten dituzte,
hurrenez hurren. (b) eta (c) irudietan 〈VtVt′〉-ren batezbesteko balioa erakusten da
30 matrizeren kasurako eta hasierako egoera uniforme eta sakabanatuak erabiliz.

eta
F & 1−M2τ2

{
〈V 2〉u − 〈V 〉2u

}
+O(τ3), (4.33)

non 〈Vt〉 . 〈V 〉u eta 〈VtVt′〉 . 〈V 2〉u direla erabiltzen dugun.
Orain, 〈V 〉u eta 〈V 2〉u-ren balioak analitikoki kalkula ditzakegu, N handietarako,

〈V 〉u = 3Γtb/4 eta 〈V 2〉u = (3/2+9/4)Γ2
tb/4 lortuz, ikus D.2 eranskina xehetasunetarako.

Hau erabiliz, (4.32) eta (4.33) ekuazioek ondoko forma dute:

p & e−MΓbgτN
{

1− 3MΓtbτ/2 + 15M2Γ2
tbτ

2(1 + 1/M)/36
}

+O(τ3) (4.34)

eta
F & 1− 3M2Γ2

tbτ
2/8 +O(τ3). (4.35)

Goiko ekuazioetatik ondoriozta daiteke partikula kopurua handitzean, F eta p-ren balioak
konstante mantentzeko, beharrezkoa dela Γtbτ 1/M bezala txikitzea. Kontuan izan fideli-
tatearen balio konstantea mantentzeak laginen konplexutasuna konstante mantentzearen
baliokidea dela [363].

Beraz, (4.35) ekuazioaren arabera, N ≈ 30 inguruan, % 99ko fidelitatearekin, abantaila
kuantikoa lortzeak τtb τ baino bost mila aldiz handiagoa izatea eskatuko luke. Adibidez,
τ ∼ 100µs bada, orduan τtb ∼ 500ms izan beharko litzateke. Balio hori, printzipioz,
Feshbach erresonantzien bidez lor daiteke [401]. Hala ere, baliteke hain fidelitate altuak
behar ez izatea nagusitasun kuantikoa lortzeko. Agian, konputagailu klasikoekiko abantaila
lor daiteke MΓtbτ & 1 erregimenean, baldin eta sortutako laginen konplexutasuna ez
bada txikitzen Γtb handitzean. Honegatik, interesgarria da atal honetako azterketa galera
altuko kasura zabaltzea.
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4.6 irudia: (a) eta (b) Biziraupen probabilitatea pausoko pt, non p =
∏
t
pt, galera-abiadura

desberdinetarako: MΓtbτ = 1(goiko kurbak), MΓtbτ = 5 (erdiko kurbak), and
MΓtbτ = 20 (beheko kurbak), N = 3, eta hasierako egoera uniforme eta saka-
banatuetarako. Lerro urdinek kalkulu zehatza adierazten dute, puntu bakoitza 30
matrize ezberdinekin lortutako batezbesteko balioa izanik. Kurba berde marradun
eta puntudunak ereduen emaitzak adierazten dituzte, galera aljebraiko eta espo-
nentzialekin, hurrenez hurren. (c) Biziraupen probabilitatea MΓtbτ -ren funtzioan.
Ikus daitekeenez eredu aljebraikoaren emaitzak (berde marraduna) eta hasierako
egoera uniformeko kasu zehatzaren emaitzak (urdin jarraitua) bat datoz.

Bi gorputzeko galera altuak

Ondoren, bi gorputzeko galerak altuak diren kasuan, eta, beraz, MΓtbτ ≈ 1 den kasuan,
biziraupen-probabilitatearen N -rekiko menpekotasuna aztertuko dugu. Hau kalkulatzeko,
zenbakizko simulazio zehatzak erabil daitezke. Galera baxuen kasuan bezala, pausoko
probabilitate-galera gutxi gorabehera konstante mantentzen da hasierako egoera uniformea
denean, ikus 4.6(a) irudia. Balio konstante honen adierazpena lortzeko uneoro egoera uni-
forme bat daukagula suposatuko dugu, eta, orduan, 4.2.1 atalean aurkeztutako ereduaren
arabera, pausoko probabilitate-galera ondorengoa litzateke2:

Pstep = e−NΓbgτ

N/3∑
k3=0

N/2−3k3∑
k2=0

P (k2, k3)
[
1 + 3Γtbτ

]−k3[
1 + Γtbτ

]−k2
, (4.36)

non P (k2, k3) k2 pare eta k3 hirukote dituen egoera bat izateko probabilitatea den.
Kasu hontan, sare-toki bakarrean 4 edo partikula gehiago edukitzearen probabilitateak
arbuiatu ditzakegu, zero baitira N = 3 delako. Kontuan izan (4.36) ekuazioa ez dela
Hamiltondar galeradunaren eboluzioa egoera uniformeari aplikatzetik ateratzen, hau
da, e−NΓbgτ 〈e−V τ 〉u. Honek exp (−Γtbτ) galera esponentziala deskribatuko luke, (1 +
Γtbτ)−1 aljebraikoa beharrean. Bitxia badirudi ere, galera aljebraikoak hobeto deskribatzen
du lortutako emaitza, 4.6(c) irudian ikus daitekeenez. Honek esaten diguna zera da:

2Partikula hirukotearen galera-abiadura bikotearenaren hirukoitza da, izan ere, hirukote batean 3 pare
desberdin ditugu.
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galerarik gabeko kasuan ez bezala, galeradun kasuan dugun batezbesteko egoera ez da
benetan uniformea. Bestalde, zenbakizko simulazioen eta 4.2.1 ataleko ereduaren arteko
baliokidetasuna ikusten da 4.3(b) irudian, ereduaren zuzentasuna bermatuz.

Eredu horren arabera, ordenagailu klasikoekiko abantaila ezin da lortu egungo balio
esperimentalen barruan. Hala ere, laginak superordenagailuak baino azkarrago sortzea
posible litzateke N ≈ 34 partikulekin, τtb ≈ 40ms eta τ ≈ 33µs badira. Erregimen
horretan, MΓtbτ ≈ 1 da, eta ziur asko sortutako laginak ez datoz bosoi laginketaren
probabilitate-banaketatik. Tamalez, gure lanaren emaitzetatik ezin da jakin lortutako
probabilitate-banaketa berritik laginak kalkulatzea klasikoki problema zail bat den edo ez.

4.2.3. Gogoeta osagarriak

Partikula-galera da laginketa-abiadurari eragiten dion akats esperimental nagusia. Hala
ere, beste errore-iturri batzuek, sortze-abiadurari eragin gabe, amaierako probabilitate-
banaketaren forma alda dezakete, hau da, amaierako egoera kuantikoa. Sare optikoaren
polarizazio inperfektuak edo eremu magnetikoaren gorabeherek nahi gabeko energia-
aldaketak eragin ditzakete [402]. Energia-lerrakuntza hauek erroreak eragin ditzakete 2×2
dimentsioko transformazio unitarioak eragitean, azken M ×M dimentsioko transformazio
unitarioa U Haar ausazko matrize batetik urrunduz. Honi dagokionez, Leverrier et al. [403]-
ek bukaerako probabilitate-banaketaren konplexutasuna bermatua dagoela frogatu dute,
baldin eta eragiketa bakoitzean egindako errorea 1/N2 bezala txikitzen bada partikula
kopuruarekin. Gure eredu Hamiltondarrean, argi-lerrakuntza uniforme bat kontsidera
daiteke Hshift = εΩ0

∑M/2
s=1 n̂2s bezalako termino batekin. Holako termino batek prozesu

osoan zehar eraginez, eta N = 3 eta ε = 8 × 10−3 izanik, F ≈ % 99ko fidelitatea
lortzen da bosoi laginketaren amaierako egoerarekiko. Fidelitate hau N ≈ 30 partikulekin
mantentzeko, ε ∼ 8× 10−5-ko balio bat behako litzateke, zeinak, Ω0 ≈ (2π)× 3 MHz
bada, (2π)× 240 Hz balio duen.

Beste kontu garrantzitsu bat atomoen arteko bereizgarritasun-maila da. Bosoi-laginketa
probleman, partikulak bereizezinak dira. Gure kasuan, modu berean dauden bi atomo
bereizezinak izango dira soilik egoera bibrazionala berdina bada. Horretarako, hauen
oinarrizko egoera bibrazionala lortu behar da, dimentsio espazial guztietan, laser-hozketa
bidez. Gainera, sarearen desplazamenduak atomoen bibrazio-egoera alda lezake, trantsizio
bibrazionalak kitzikatuz. Honi dagokionez, [343, 404] erreferentzietan frogatzen da
abantaila kuantikoa posiblea dela partzialki bereizezinak diren atomoekin. Zehazki,
Shchesnovichek [404] zera frogatu du, N handitzean, amaierako fidelitatea konstante
mantentzen dela bibrazio-egoeren arteko fidelitatea 1−O(1/N) bezala handitzen bada.

Laburbilduz, kapitulu honetan sare optikoetako atomo ultrahotzekin bosoi laginketa
egiteko metodo bat aurkeztu dugu. Akats-eredu sinpleak erabiliz, bosoi laginketa atomiko,
fotoniko eta klasikoaren eskalagarritasuna aztertu dugu, eta, ondorioztatu dugu bosoi
laginketa atomikoak eta fotonikoak etorkizun hurbilean abantaila kuantikoa lortu dezaketela
N ≈ 30 eta N ≈ 23 partikulekin, hurrenez hurren. Gainera, akats-eredu atomikoa gorputz
bakarrekiko eta biko galerak kontuan hartzen dituen eredu Hamiltondar batekin konparatu
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dugu. N = 3 partikulentzako, eta bi gorputzeko galera baxu eta altuetarako, ereduak
bat datoz3. Azkenik, bi gorputzeko galera altuekin ere posible izan daiteke laginak
sortzea ordenagailu klasikoak baino azkarrago. Lagin hauek, ordea, ez datoz bat bosoi
laginketaren probabilitate banaketarekin, eta, beraz, gehiago ikertu beharko litzateke lagin
hauek sortzeko zailtasun konputazionalaren inguruan.

3Gure ordenagailuen gaitasuna ez da nahikoa eredu Hamiltondarraren zenbakizko simulazioak egiteko
N > 4 bada.
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5 Detekzio Kuantikoa NV Zentroekin

Erradiazio elektromagnetikoa erabiliz sistema kuantiko txiki bat manipulatzea, honen
egoera kuantikoa abiarazteko eta detektatzeko gai izanda, erabilgarria da hurbil dauden
sistemen gaineko kontrola lortzeko [405–410]. Horixe gertatzen da nanoeskalako NMRaren
kasuan, non helburua maiztasun handiko eremu-magnetiko igorgailuak (adibidez, spin
nuklearrak) detektatzea den, bereizmen espazial handiarekin. Diamantean aurkitzen
den NV zentroa sentsore kuantiko ezaguna da, bere koherentzia-denbora luzeei esker,
eta giro-tenperaturan erabil daitekeelako. Haren spin elektronikoa MU erradiazio bidez
kontrolatzen da; abiaratzea eta detekzioa aldiz, eremu optikoen bidez egiten da [282,
411]. Giro-tenperaturan, NV zentroaren T1 depolarizazio-denbora milisegundo ingurukoa
da [126]. T2 desfasatze-denborak laburragoak izan ohi dira, NVaren eta diamanteko
13C nukleoen arteko elkarrekintza dela eta [230]. Hemen, DDko teknikek berebiziko
garrantzia izan dute, T2 desfasatze-denborak T1 ingururaino luzatuz [167]. Bestalde, NVa
seinale jakin batekin akoplatzeko ere erabil daitezke DDko teknikak, adibidez, eremu
elektromagnetiko jakin batekin [231] edota spin nuklearrek igorritako eremuekin [241, 283,
412]. Partikularki, DDko teknikak, maiztasun jakin bateko seinaleak soilik pasarazteko
erabil daitzeke [413]. Iragazki honen doitasunaren arabera, seinalearen detekzioa eta
kontrola hobea edo okerragoa izan daiteke. Normalean, DDko eskema jarraituak edo
pultsatuak kontsideratzen dira. Lehenak Hartmann-Hahn baldintza bete behar du [289,
414], bigarrenak, aldiz, π pultsuen arteko denbora-tarteak erabiltzen ditu, NVa seinale
jakin horren maiztasun berean biratzen jartzeko [415]. DD pultsatuko eskemek zenbait
abantaila dituzte metodo jarraituen aldean, hala nola berezimen-espektral handiagoa lor
daiteke pultsuek sortutako modulazio-funtzioaren goi-harmonikoak erabiliz [267, 415].
Baita ere, metodo pultsatuek kontrol-akatsekiko sentikortasun txikiagoa erakusten dute,
adibidez, XY pultsuak erabiliz [269, 285, 416–418]. Hala ere, goi-harmonikoen erabilerak
inguruneko zaratarekiko sentikorragoa bilakatzen du DDko pultsu-sekuentzia. Honek,
seinaleen teilakatzea eragin dezake, espektroaren irakurketa zailduz [267]. Arazo hau Bz
eremu magnetiko estatiko handi bat aplikatuz konpondu daiteke. Tamalez, Bz handietan
DDko sekuentziek ez dute ondo funtzionatzen, π pultsuak behar bezain azkarrak, eta
beraz, energetikoak, ez badira Larmor maiztasunekin alderatuta (kontuan izan azken hauek
Bz-rekiko proportzionalak direla). Energia altuko MU pultsuen erabilerak desabantaila
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larriak dakartza, adibidez, DDko sekuentziak lagin biologikoetan erabili behar badira. Izan
ere, energia altuko pultsuek lagina honda dezakete, eragindako berotzearen ondorioz [419].

Kapitulu honetan, anplitude-modulatuko DDko pultsuen diseinu bat proposatzen dugu,
goian deskribatutako problema konpontzen duena eta elkarrekintza selektiboak lortzen
dituena NVa eta spin nuklearren artean. Hau, Bz handietan π pultsu azkarrik gabe egin
daiteke, eta beraz, energia baxuak erabiliz. Metodoa ilustratzeko, diamanteko NV zentroa
erabiliko dugu, hala ere, gure eskema orokorra da eta edozein spin-sistema hibridoetan
aplika daiteke. Gainera, gure protokoloa DDko sekuentzia estandarretan, adibidez XY8-an,
sar daiteke, eskemaren malgutasuna erakutsiz. Aipagarria da Bz handietan aplikatzeko
metodo jarraitu bat ere proposatu dela [289] erreferentzian.

5.1. Sistema: Nanoeskalako NMRa NV zentroa erabiliz

NV zentro bat kontsideratzen dugu, hurbileko spin nuklearrekin akoplatzen dena. Hau
ondorengo Hamiltondarrak deskribatzen du:

H = DS2
z − γeBzSz −

∑
j

ωLI
z
j + Sz

∑
j

~Aj · ~Ij , (5.1)

non D = (2π) × 2.87 GHz, γe = −(2π) × 28.024 GHz/T eta Bz eremurik gabeko
desdoblamendua, NV zentroaren arrazoi giromagnetikoa, eta NVaren ardatzean (z ar-
datzean) aplikatutako eremu magnetiko estatikoaren intentsitatea diren, hurrenez hurren.
Nukleoen Larmor maiztasuna ωL = γnBz da, non γn nukleoen arrazoi giromagnetikoa
den. Sz = |1〉〈1| − | −1〉〈−1| NVa adierazten duen spin-1 eragilea da, |1〉 eta |−1〉
NVaren bi egoera hiperfin izanik. Nukleoei dagozkien spin-1/2 eragileak Iαj = 1/2 σαj dira
(α = x, y, z) eta ~Aj NV-nukleo elkarrekintza ezaugarritzen duen bektorea da. Azkena,
hurrengo adierazpenak ematen du:

~Aj = µ0γeγn~
4πr3

j

[
ẑ − 3(ẑ · ~rj)~rj

r2
j

]
, (5.2)

non ~rj j nukleoaren posizio-bektorea den, jatorria hutsunearen tokian egonik, eta µ0 =
4π × 10−7 T ·m/A hutsaren iragazkortasuna izanik.

NV zentroaren barne-egoera x norabidean polarizatutako MU eremu batekin kontrola
daiteke. Honelako eremu bati dagokion Hamiltondarra

Hc =
√

2Ω(t)Sx cos [ωt− φ] (5.3)

da, non Sx = 1√
2 (|1〉〈0|+ |−1〉〈0|+H.c.) den, eta φ eta ω pultsuaren fasea eta maiztasuna

diren. Eremuaren maiztasuna |1〉 ↔ |0〉 trantsizio-maiztasunaren (D + γeBz/2) berdina
bada, DS2

z − γeBzSz terminoarekiko elkarrekintza-irudi batean, (5.1) ekuazioa honela
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idatz daiteke:

H =
∑
j

ωj ω̂j · ~Ij + σz
2
∑
j

~Aj · ~Ij + Ω(t)
2 (|1〉〈0|eiφ + H.c.), (5.4)

non σz = |1〉〈1| − |0〉〈0| den, eta ω̂j = ~ωj/|~ωj |, ~ωj = ωLẑ − 1
2
~Aj izanik (kontuan

izan |~ωj | = ωj dela). |1〉 ↔ |0〉 trantsizioaren erabilpenak posizioaren-menpeko energia-
aldaketa eragiten du nukleoen Larmor maiztasunean, ωj ≈ ωL − 1

2A
z
j . Aplikazio batzue-

tarako, posizioaren-menpeko energia-aldaketa hau ez da komenigarria, hau ekiditeko,
|1〉 ↔ | − 1〉 trantsizioa erabil daiteke1.

DD pultsatuko metodoetan, nukleoekiko erresonantzia NVaren gaineko π-pultsuen
aplikazioaren bidez lortzen da. Ω(t)

2 (|1〉〈0|eiφ + H.c.) terminoarekiko elkarrekintza-irudian
pultsu hauen aplikazio estroboskopiko hau honela deskriba daiteke:

H = −
∑
j

ωj ω̂j · ~Ij + F (t)σz2
∑
j

~Aj · ~Ij , (5.5)

non F (t) modulazio-funtzioa den, zeinak +1 edo −1 balioak hartzen dituen aplikatutako
π-pultsu kopuruaren arabera. Kontuan izan, antzeko zerbait egin dugula 2.1 atalean, ioi
harrapatuetan.

DDko tekniken deskribapenean askotan onartzen den zerbait da π-pultsuak bat-batekoak
direla, eta, beraz, energia altukoak. Hala ere, errealitatean pultsu hauek iraupen bat dute,
adibidez, tπ = π

Ω , Ω konstantea bada pultsua aplikatzean. Honek ondorioak ditu NV-
nukleo elkarrekintzan, tartean, erresonantzia faltsuen agerpena [420–422], edo NMRaren
sentikortasunaren galera Bz altuetan [288]. [288] erreferentzian, sentikortasuna berresku-
ratzeko estrategia bat aurkezten da, pultsu zabalak erabiliz. Hemen, metodo hori moldatu
egiten dugu elkarrekintza nuklear selektiboak lortzeko. Ondoren, anplitude-modulatuko
pultsu zabalek NV-nukleo elkarrekintza selektiboak eragiten dituztela frogatuko dugu.

5.2. DDa bat-bateko MU pultsuak erabiliz

Gure metodoa frogatzeko XY8=XYXYYXYX eskema kontsideratuko dugu, non X (Y) |0〉
eta |1〉 egoerei dagokien Blochen esferan x (y) ardatzaren inguruko π angeluko errotazio bat
den. NVaren gaineko XY8 blokeen aplikazioak F (t) periodiko bat eragiten du. Fourierren
garapena erabiliz, F (t) =

∑
n fn cos (nωMt) da, non fn = 2/T

∫ T
0 F (s) cos (nωMs)ds

n harmonikoaren koefizientea den, eta ωM = 2π
T , T F (t) funtzioaren periodoa izanik.

F (t) funtzioaren adibide bat ikus daiteke 5.1(a)-ko barneko irudian. −
∑
j ωj ω̂j · ~Ij

1Adibidez, ikusi argitalpen zerrendako 14. argitalpena.
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0.5
<latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit>

�0.5
<latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit>

1<latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit>

0.5
<latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit>

�0.5
<latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit>

1<latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit>

0.5
<latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit><latexit sha1_base64="qJdB4BoeIUT1rAl/j9ETKsOhgek=">AAAB5HicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZo9El0Y1LjPJIgJCepgY69DzSXWNCJvyBroy684v8Af/GBmeh4F2drns7qVt+oqQh1/1yCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Bp4lQLbIhYxbrtc4NKRtggSQrbiUYe+gpb/vhm5rceURsZRw80SbAX8mEkAyk42dG9W73olytu1Z2LLYOXQwVy1fvlz+4gFmmIEQnFjel4bkK9jGuSQuG01E0NJlyM+RA7FiMeoull81Wn7CSINaMRsvn7dzbjoTGT0LeZkNPILHqz4X9eJ6XgqpfJKEkJI2Ej1gtSxShms8ZsIDUKUhMLXGhpt2RixDUXZO9SsvW9xbLL0Dyrepbvziu16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYIGMIzvMG7EzhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+MbTeCKwA==</latexit>

0
<latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit>

�0.5
<latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit><latexit sha1_base64="uLIhm0WwV+p7BUz6lrB4Z8M0hRU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuLEkouiy6MZlBXuBNpTJ9KQZOrkwMxFC6CPoStSdL+QL+DZOahba+q++Of8/cP7jJYIrbdtfVmVldW19o7pZ29re2d2r7x90VZxKhh0Wi1j2PapQ8Ag7mmuB/UQiDT2BPW96W/i9R5SKx9GDzhJ0QzqJuM8Z1cXozG5ejuoNu2nPRZbBKaEBpdqj+udwHLM0xEgzQZUaOHai3ZxKzZnAWW2YKkwom9IJDgxGNETl5vNdZ+TEjyXRAZL5+3c2p6FSWeiZTEh1oBa9YvifN0i1f+3mPEpSjREzEeP5qSA6JkVlMuYSmRaZAcokN1sSFlBJmTaHqZn6zmLZZeieNx3D9xeN1k15iCocwTGcggNX0II7aEMHGATwDG/wbk2sJ+vFev2JVqzyzyH8kfXxDbZvivc=</latexit>

h�xi
<latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit>

h�xi
<latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit>

h�xi
<latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit>

h�xi
<latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit><latexit sha1_base64="LYv57rJwPiIs051Hg1VUaNCPYYc=">AAAB+3icbVDNSsNAGNz4W+tf1IvgZbEInkoigh6LXjxWsD/QhLDZfkmXbjZhdyOWUF9GT6LefAtfwLdxG3PQ1jnNzszCNxNmnCntOF/W0vLK6tp6baO+ubW9s2vv7XdVmksKHZryVPZDooAzAR3NNId+JoEkIYdeOL6e+b17kIql4k5PMvATEgsWMUq0kQL70ONExBywp1ickOABe7IUArvhNJ0SeJG4FWmgCu3A/vSGKc0TEJpyotTAdTLtF0RqRjlM616uICN0TGIYGCpIAsovygZTfBKlEusR4PL9O1uQRKlJEppMQvRIzXsz8T9vkOvo0i+YyHINgpqI8aKcY53i2RB4yCRQzSeGECqZuRLTEZGEajNX3dR358suku5Z0zX89rzRuqqGqKEjdIxOkYsuUAvdoDbqIIoe0TN6Q+/W1HqyXqzXn+iSVf05QH9gfXwDBaOUWA==</latexit>

(a)
<latexit sha1_base64="4wISSNJmhEwdiitn2MHmgEQA+yM=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Cj/rlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3fEWK3w==</latexit><latexit sha1_base64="4wISSNJmhEwdiitn2MHmgEQA+yM=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Cj/rlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3fEWK3w==</latexit><latexit sha1_base64="4wISSNJmhEwdiitn2MHmgEQA+yM=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Cj/rlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3fEWK3w==</latexit><latexit sha1_base64="4wISSNJmhEwdiitn2MHmgEQA+yM=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Cj/rlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3fEWK3w==</latexit>

(b)
<latexit sha1_base64="K8gh48Ns56LF0xP9vbTul0KOZ/A=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7SnDWK5XdqjsXWwYvhzLkqvdKn91+IrIIYxKKG9Px3JT8CdckhcJpsZsZTLkY8QF2LMY8QuNP5qtO2WmYaEZDZPP37+yER8aMo8BmIk5Ds+jNhv95nYzCK38i4zQjjIWNWC/MFKOEzRqzvtQoSI0tcKGl3ZKJIddckL1L0db3FssuQ/O86lm+uyjXrvNDFOAYTqACHlxCDW6hDg0QMIBneIN3J3SenBfn9Se64uR/juCPnI9vfcSK4A==</latexit><latexit sha1_base64="K8gh48Ns56LF0xP9vbTul0KOZ/A=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7SnDWK5XdqjsXWwYvhzLkqvdKn91+IrIIYxKKG9Px3JT8CdckhcJpsZsZTLkY8QF2LMY8QuNP5qtO2WmYaEZDZPP37+yER8aMo8BmIk5Ds+jNhv95nYzCK38i4zQjjIWNWC/MFKOEzRqzvtQoSI0tcKGl3ZKJIddckL1L0db3FssuQ/O86lm+uyjXrvNDFOAYTqACHlxCDW6hDg0QMIBneIN3J3SenBfn9Se64uR/juCPnI9vfcSK4A==</latexit><latexit sha1_base64="K8gh48Ns56LF0xP9vbTul0KOZ/A=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7SnDWK5XdqjsXWwYvhzLkqvdKn91+IrIIYxKKG9Px3JT8CdckhcJpsZsZTLkY8QF2LMY8QuNP5qtO2WmYaEZDZPP37+yER8aMo8BmIk5Ds+jNhv95nYzCK38i4zQjjIWNWC/MFKOEzRqzvtQoSI0tcKGl3ZKJIddckL1L0db3FssuQ/O86lm+uyjXrvNDFOAYTqACHlxCDW6hDg0QMIBneIN3J3SenBfn9Se64uR/juCPnI9vfcSK4A==</latexit><latexit sha1_base64="K8gh48Ns56LF0xP9vbTul0KOZ/A=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7SnDWK5XdqjsXWwYvhzLkqvdKn91+IrIIYxKKG9Px3JT8CdckhcJpsZsZTLkY8QF2LMY8QuNP5qtO2WmYaEZDZPP37+yER8aMo8BmIk5Ds+jNhv95nYzCK38i4zQjjIWNWC/MFKOEzRqzvtQoSI0tcKGl3ZKJIddckL1L0db3FssuQ/O86lm+uyjXrvNDFOAYTqACHlxCDW6hDg0QMIBneIN3J3SenBfn9Se64uR/juCPnI9vfcSK4A==</latexit>

(c)
<latexit sha1_base64="BkacJ6IWAQbopoR1h+lBj/zMfII=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7ijjrlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3f0OK4Q==</latexit><latexit sha1_base64="BkacJ6IWAQbopoR1h+lBj/zMfII=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7ijjrlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3f0OK4Q==</latexit><latexit sha1_base64="BkacJ6IWAQbopoR1h+lBj/zMfII=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7ijjrlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3f0OK4Q==</latexit><latexit sha1_base64="BkacJ6IWAQbopoR1h+lBj/zMfII=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7ijjrlcpu1Z2LLYOXQxly1Xulz24/EVmEMQnFjel4bkr+hGuSQuG02M0MplyM+AA7FmMeofEn81Wn7DRMNKMhsvn7d3bCI2PGUWAzEaehWfRmw/+8TkbhlT+RcZoRxsJGrBdmilHCZo1ZX2oUpMYWuNDSbsnEkGsuyN6laOt7i2WXoXle9SzfXZRr1/khCnAMJ1ABDy6hBrdQhwYIGMAzvMG7EzpPzovz+hNdcfI/R/BHzsc3f0OK4Q==</latexit>

(d)
<latexit sha1_base64="gG1hatD7kZlj834ZvrBuxbRtuiE=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Sv+sVyq7VXcutgxeDmXIVe+VPrv9RGQRxiQUN6bjuSn5E65JCoXTYjczmHIx4gPsWIx5hMafzFedstMw0YyGyObv39kJj4wZR4HNRJyGZtGbDf/zOhmFV/5ExmlGGAsbsV6YKUYJmzVmfalRkBpb4EJLuyUTQ665IHuXoq3vLZZdhuZ51bN8d1GuXeeHKMAxnEAFPLiEGtxCHRogYADP8AbvTug8OS/O6090xcn/HMEfOR/fgMKK4g==</latexit><latexit sha1_base64="gG1hatD7kZlj834ZvrBuxbRtuiE=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Sv+sVyq7VXcutgxeDmXIVe+VPrv9RGQRxiQUN6bjuSn5E65JCoXTYjczmHIx4gPsWIx5hMafzFedstMw0YyGyObv39kJj4wZR4HNRJyGZtGbDf/zOhmFV/5ExmlGGAsbsV6YKUYJmzVmfalRkBpb4EJLuyUTQ665IHuXoq3vLZZdhuZ51bN8d1GuXeeHKMAxnEAFPLiEGtxCHRogYADP8AbvTug8OS/O6090xcn/HMEfOR/fgMKK4g==</latexit><latexit sha1_base64="gG1hatD7kZlj834ZvrBuxbRtuiE=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Sv+sVyq7VXcutgxeDmXIVe+VPrv9RGQRxiQUN6bjuSn5E65JCoXTYjczmHIx4gPsWIx5hMafzFedstMw0YyGyObv39kJj4wZR4HNRJyGZtGbDf/zOhmFV/5ExmlGGAsbsV6YKUYJmzVmfalRkBpb4EJLuyUTQ665IHuXoq3vLZZdhuZ51bN8d1GuXeeHKMAxnEAFPLiEGtxCHRogYADP8AbvTug8OS/O6090xcn/HMEfOR/fgMKK4g==</latexit><latexit sha1_base64="gG1hatD7kZlj834ZvrBuxbRtuiE=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVrfMb4irp00xiEuAkzIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohhPyBrkTd+UX+gH9jJ85CE+/qdN3bULeCVElDrvvlrKyurW9sFraK2zu7e/ulg8OmSTItsCESleh2wA0qGWODJClspxp5FChsBaObmd96RG1kEj/QOEU/4oNYhlJwsqP7Sv+sVyq7VXcutgxeDmXIVe+VPrv9RGQRxiQUN6bjuSn5E65JCoXTYjczmHIx4gPsWIx5hMafzFedstMw0YyGyObv39kJj4wZR4HNRJyGZtGbDf/zOhmFV/5ExmlGGAsbsV6YKUYJmzVmfalRkBpb4EJLuyUTQ665IHuXoq3vLZZdhuZ51bN8d1GuXeeHKMAxnEAFPLiEGtxCHRogYADP8AbvTug8OS/O6090xcn/HMEfOR/fgMKK4g==</latexit>

l = 13
<latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit>

l = 15
<latexit sha1_base64="cwQPviEi2+22E6cyFuGNcePJ+9U=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJKLoRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzMao37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3583WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNy06i0Y=</latexit><latexit sha1_base64="cwQPviEi2+22E6cyFuGNcePJ+9U=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJKLoRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzMao37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3583WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNy06i0Y=</latexit><latexit sha1_base64="cwQPviEi2+22E6cyFuGNcePJ+9U=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJKLoRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzMao37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3583WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNy06i0Y=</latexit><latexit sha1_base64="cwQPviEi2+22E6cyFuGNcePJ+9U=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJKLoRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzMao37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3583WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNy06i0Y=</latexit>

l = 33
<latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit><latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit><latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit><latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit>

l = 35
<latexit sha1_base64="7ko0VbmdY4y5mEFTVauBVAjr9HY=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVnQjFN24rGAv0IYymZ40QycXZiZCCX0EXYm684V8Ad/GSc1CW//VN+f/B85/vERwpW37yyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DjopTybDNYhHLnkcVCh5hW3MtsJdIpKEnsOtNbnO/+4hS8Th60NME3ZCOI+5zRnU+EtfnF8Nqza7bc5FlcAqoQaHWsPo5GMUsDTHSTFCl+o6daDejUnMmcFYZpAoTyiZ0jH2DEQ1Rudl81xk58WNJdIBk/v6dzWio1DT0TCakOlCLXj78z+un2r9yMx4lqcaImYjx/FQQHZO8MhlxiUyLqQHKJDdbEhZQSZk2h6mY+s5i2WXonNUdw/eNWvOmOEQZjuAYTsGBS2jCHbSgDQwCeIY3eLfG1pP1Yr3+REtW8ecQ/sj6+AYwOItI</latexit><latexit sha1_base64="7ko0VbmdY4y5mEFTVauBVAjr9HY=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVnQjFN24rGAv0IYymZ40QycXZiZCCX0EXYm684V8Ad/GSc1CW//VN+f/B85/vERwpW37yyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DjopTybDNYhHLnkcVCh5hW3MtsJdIpKEnsOtNbnO/+4hS8Th60NME3ZCOI+5zRnU+EtfnF8Nqza7bc5FlcAqoQaHWsPo5GMUsDTHSTFCl+o6daDejUnMmcFYZpAoTyiZ0jH2DEQ1Rudl81xk58WNJdIBk/v6dzWio1DT0TCakOlCLXj78z+un2r9yMx4lqcaImYjx/FQQHZO8MhlxiUyLqQHKJDdbEhZQSZk2h6mY+s5i2WXonNUdw/eNWvOmOEQZjuAYTsGBS2jCHbSgDQwCeIY3eLfG1pP1Yr3+REtW8ecQ/sj6+AYwOItI</latexit><latexit sha1_base64="7ko0VbmdY4y5mEFTVauBVAjr9HY=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVnQjFN24rGAv0IYymZ40QycXZiZCCX0EXYm684V8Ad/GSc1CW//VN+f/B85/vERwpW37yyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DjopTybDNYhHLnkcVCh5hW3MtsJdIpKEnsOtNbnO/+4hS8Th60NME3ZCOI+5zRnU+EtfnF8Nqza7bc5FlcAqoQaHWsPo5GMUsDTHSTFCl+o6daDejUnMmcFYZpAoTyiZ0jH2DEQ1Rudl81xk58WNJdIBk/v6dzWio1DT0TCakOlCLXj78z+un2r9yMx4lqcaImYjx/FQQHZO8MhlxiUyLqQHKJDdbEhZQSZk2h6mY+s5i2WXonNUdw/eNWvOmOEQZjuAYTsGBS2jCHbSgDQwCeIY3eLfG1pP1Yr3+REtW8ecQ/sj6+AYwOItI</latexit><latexit sha1_base64="7ko0VbmdY4y5mEFTVauBVAjr9HY=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVnQjFN24rGAv0IYymZ40QycXZiZCCX0EXYm684V8Ad/GSc1CW//VN+f/B85/vERwpW37yyqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DjopTybDNYhHLnkcVCh5hW3MtsJdIpKEnsOtNbnO/+4hS8Th60NME3ZCOI+5zRnU+EtfnF8Nqza7bc5FlcAqoQaHWsPo5GMUsDTHSTFCl+o6daDejUnMmcFYZpAoTyiZ0jH2DEQ1Rudl81xk58WNJdIBk/v6dzWio1DT0TCakOlCLXj78z+un2r9yMx4lqcaImYjx/FQQHZO8MhlxiUyLqQHKJDdbEhZQSZk2h6mY+s5i2WXonNUdw/eNWvOmOEQZjuAYTsGBS2jCHbSgDQwCeIY3eLfG1pP1Yr3+REtW8ecQ/sj6+AYwOItI</latexit>

l = 13
<latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit>

l = 33
<latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit><latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit><latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit><latexit sha1_base64="bIbhGNjkhFyKdEjq0fv4vhpBPZU=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJLehGKLpxWcFeoA1lMj1phk4uzEyEEvoIuhJ15wv5Ar6Nk5qFtv6rb87/D5z/eIngStv2l1VaW9/Y3CpvV3Z29/YPqodHXRWnkmGHxSKWfY8qFDzCjuZaYD+RSENPYM+b3uZ+7xGl4nH0oGcJuiGdRNznjOp8JK4bjVG1ZtfthcgqOAXUoFB7VP0cjmOWhhhpJqhSA8dOtJtRqTkTOK8MU4UJZVM6wYHBiIao3Gyx65yc+bEkOkCyeP/OZjRUahZ6JhNSHahlLx/+5w1S7V+5GY+SVGPETMR4fiqIjklemYy5RKbFzABlkpstCQuopEybw1RMfWe57Cp0L+qO4ftmrXVTHKIMJ3AK5+DAJbTgDtrQAQYBPMMbvFsT68l6sV5/oiWr+HMMf2R9fAMtPItG</latexit>

34
<latexit sha1_base64="0qo2mX/Ds/UCJ5PJvVIcjVV8+pE=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZJdEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMJLfyLjNCOMhY1YL8wUo4TNCrO+1ChIjS1woaXdkokh11yQPUvJ1vcWyy7Dw1nVs3xbq9Sv8kMU4QiO4RQ8uIA63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3m7oqK</latexit><latexit sha1_base64="0qo2mX/Ds/UCJ5PJvVIcjVV8+pE=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZJdEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMJLfyLjNCOMhY1YL8wUo4TNCrO+1ChIjS1woaXdkokh11yQPUvJ1vcWyy7Dw1nVs3xbq9Sv8kMU4QiO4RQ8uIA63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3m7oqK</latexit><latexit sha1_base64="0qo2mX/Ds/UCJ5PJvVIcjVV8+pE=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZJdEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMJLfyLjNCOMhY1YL8wUo4TNCrO+1ChIjS1woaXdkokh11yQPUvJ1vcWyy7Dw1nVs3xbq9Sv8kMU4QiO4RQ8uIA63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3m7oqK</latexit><latexit sha1_base64="0qo2mX/Ds/UCJ5PJvVIcjVV8+pE=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZJdEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMJLfyLjNCOMhY1YL8wUo4TNCrO+1ChIjS1woaXdkokh11yQPUvJ1vcWyy7Dw1nVs3xbq9Sv8kMU4QiO4RQ8uIA63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3m7oqK</latexit>

36
<latexit sha1_base64="qCkq1W2ILJEYwbzZ4dAJcsTP5f4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNeqS6MYlGnkkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ9K5O172d1K0gVdKQ6346haXlldW14nppY3Nre6e8u9c0SaYFNkSiEt0OuEElY2yQJIXtVCOPAoWtYHQ981sPqI1M4nsap+hHfBDLUApOdnR3et4rV9yqOxf7C14OFchV75U/uv1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MN52yozDRjIbI5u+f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYWX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmbFWZ9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5aSre8tlv0LzZOqZ/n2rFK7yg9RhAM4hGPw4AJqcAN1aICAEJ7gFd4cdB6dZ+flO1pw8j/78EvO+xfp6oqM</latexit><latexit sha1_base64="qCkq1W2ILJEYwbzZ4dAJcsTP5f4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNeqS6MYlGnkkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ9K5O172d1K0gVdKQ6346haXlldW14nppY3Nre6e8u9c0SaYFNkSiEt0OuEElY2yQJIXtVCOPAoWtYHQ981sPqI1M4nsap+hHfBDLUApOdnR3et4rV9yqOxf7C14OFchV75U/uv1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MN52yozDRjIbI5u+f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYWX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmbFWZ9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5aSre8tlv0LzZOqZ/n2rFK7yg9RhAM4hGPw4AJqcAN1aICAEJ7gFd4cdB6dZ+flO1pw8j/78EvO+xfp6oqM</latexit><latexit sha1_base64="qCkq1W2ILJEYwbzZ4dAJcsTP5f4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNeqS6MYlGnkkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ9K5O172d1K0gVdKQ6346haXlldW14nppY3Nre6e8u9c0SaYFNkSiEt0OuEElY2yQJIXtVCOPAoWtYHQ981sPqI1M4nsap+hHfBDLUApOdnR3et4rV9yqOxf7C14OFchV75U/uv1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MN52yozDRjIbI5u+f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYWX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmbFWZ9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5aSre8tlv0LzZOqZ/n2rFK7yg9RhAM4hGPw4AJqcAN1aICAEJ7gFd4cdB6dZ+flO1pw8j/78EvO+xfp6oqM</latexit><latexit sha1_base64="qCkq1W2ILJEYwbzZ4dAJcsTP5f4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNeqS6MYlGnkkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ9K5O172d1K0gVdKQ6346haXlldW14nppY3Nre6e8u9c0SaYFNkSiEt0OuEElY2yQJIXtVCOPAoWtYHQ981sPqI1M4nsap+hHfBDLUApOdnR3et4rV9yqOxf7C14OFchV75U/uv1EZBHGJBQ3puO5KfkTrkkKhdNSNzOYcjHiA+xYjHmExp/MN52yozDRjIbI5u+f2QmPjBlHgc1EnIZm0ZsN//M6GYWX/kTGaUYYCxuxXpgpRgmbFWZ9qVGQGlvgQku7JRNDrrkge5aSre8tlv0LzZOqZ/n2rFK7yg9RhAM4hGPw4AJqcAN1aICAEJ7gFd4cdB6dZ+flO1pw8j/78EvO+xfp6oqM</latexit>

38
<latexit sha1_base64="HYpnw5QucfiLzUc+H8/gJuOYGYw=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNZEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMKaP5FxmhHGwkasF2aKUcJmhVlfahSkxha40NJuycSQay7InqVk63uLZZfh4azqWb69qNSv8kMU4QiO4RQ8uIQ63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3s5oqO</latexit><latexit sha1_base64="HYpnw5QucfiLzUc+H8/gJuOYGYw=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNZEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMKaP5FxmhHGwkasF2aKUcJmhVlfahSkxha40NJuycSQay7InqVk63uLZZfh4azqWb69qNSv8kMU4QiO4RQ8uIQ63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3s5oqO</latexit><latexit sha1_base64="HYpnw5QucfiLzUc+H8/gJuOYGYw=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNZEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMKaP5FxmhHGwkasF2aKUcJmhVlfahSkxha40NJuycSQay7InqVk63uLZZfh4azqWb69qNSv8kMU4QiO4RQ8uIQ63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3s5oqO</latexit><latexit sha1_base64="HYpnw5QucfiLzUc+H8/gJuOYGYw=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZNZEl0Y1LNCIkMCE9TQ106Hmku8aEEL5AV0bd+Uf+gH9jg7NQ8K5O172d1K0gVdKQ6345hZXVtfWN4mZpa3tnd6+8f/BgkkwLbIpEJbodcINKxtgkSQrbqUYeBQpbweh65rceURuZxPc0TtGP+CCWoRSc7OjuvNYrV9yqOxdbBi+HCuRq9Mqf3X4isghjEoob0/HclPwJ1ySFwmmpmxlMuRjxAXYsxjxC40/mm07ZSZhoRkNk8/fv7IRHxoyjwGYiTkOz6M2G/3mdjMKaP5FxmhHGwkasF2aKUcJmhVlfahSkxha40NJuycSQay7InqVk63uLZZfh4azqWb69qNSv8kMU4QiO4RQ8uIQ63EADmiAghGd4g3cHnSfnxXn9iRac/M8h/JHz8Q3s5oqO</latexit> 40

<latexit sha1_base64="UQIKZ4dhd4DQ73fUIQRZxvBBRvU=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQ6JLohuXaOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgCXRl15x/5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dF9ze2XK27VXYitgpdDBXI1+uXP3iARWYQxCcWN6XpuSv6Ua5JC4azUywymXIz5ELsWYx6h8aeLTWfsLEw0oxGyxft3dsojYyZRYDMRp5FZ9ubD/7xuRuGVP5VxmhHGwkasF2aKUcLmhdlAahSkJha40NJuycSIay7InqVk63vLZVehdVH1LN/VKvXr/BBFOIFTOAcPLqEOt9CAJggI4Rne4N1B58l5cV5/ogUn/3MMf+R8fAPidYqH</latexit><latexit sha1_base64="UQIKZ4dhd4DQ73fUIQRZxvBBRvU=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQ6JLohuXaOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgCXRl15x/5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dF9ze2XK27VXYitgpdDBXI1+uXP3iARWYQxCcWN6XpuSv6Ua5JC4azUywymXIz5ELsWYx6h8aeLTWfsLEw0oxGyxft3dsojYyZRYDMRp5FZ9ubD/7xuRuGVP5VxmhHGwkasF2aKUcLmhdlAahSkJha40NJuycSIay7InqVk63vLZVehdVH1LN/VKvXr/BBFOIFTOAcPLqEOt9CAJggI4Rne4N1B58l5cV5/ogUn/3MMf+R8fAPidYqH</latexit><latexit sha1_base64="UQIKZ4dhd4DQ73fUIQRZxvBBRvU=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQ6JLohuXaOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgCXRl15x/5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dF9ze2XK27VXYitgpdDBXI1+uXP3iARWYQxCcWN6XpuSv6Ua5JC4azUywymXIz5ELsWYx6h8aeLTWfsLEw0oxGyxft3dsojYyZRYDMRp5FZ9ubD/7xuRuGVP5VxmhHGwkasF2aKUcLmhdlAahSkJha40NJuycSIay7InqVk63vLZVehdVH1LN/VKvXr/BBFOIFTOAcPLqEOt9CAJggI4Rne4N1B58l5cV5/ogUn/3MMf+R8fAPidYqH</latexit><latexit sha1_base64="UQIKZ4dhd4DQ73fUIQRZxvBBRvU=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQ6JLohuXaOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgCXRl15x/5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/HN3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42dF9ze2XK27VXYitgpdDBXI1+uXP3iARWYQxCcWN6XpuSv6Ua5JC4azUywymXIz5ELsWYx6h8aeLTWfsLEw0oxGyxft3dsojYyZRYDMRp5FZ9ubD/7xuRuGVP5VxmhHGwkasF2aKUcLmhdlAahSkJha40NJuycSIay7InqVk63vLZVehdVH1LN/VKvXr/BBFOIFTOAcPLqEOt9CAJggI4Rne4N1B58l5cV5/ogUn/3MMf+R8fAPidYqH</latexit>

42<latexit sha1_base64="D5Pqv3o54G7omIaizYAW7EYHbi4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQqJLohuXaARJYEJ6mhro0PNId40JIXyBroy684/8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqO7eq1frrhVdyG2Cl4OFcjV7Jc/e4NEZBHGJBQ3puu5KflTrkkKhbNSLzOYcjHmQ+xajHmExp8uNp2xszDRjEbIFu/f2SmPjJlEgc1EnEZm2ZsP//O6GYWX/lTGaUYYCxuxXpgpRgmbF2YDqVGQmljgQku7JRMjrrkge5aSre8tl12Fdq3qWb6tVxpX+SGKcAKncA4eXEADbqAJLRAQwjO8wbuDzpPz4rz+RAtO/ucY/sj5+AblcYqJ</latexit><latexit sha1_base64="D5Pqv3o54G7omIaizYAW7EYHbi4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQqJLohuXaARJYEJ6mhro0PNId40JIXyBroy684/8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqO7eq1frrhVdyG2Cl4OFcjV7Jc/e4NEZBHGJBQ3puu5KflTrkkKhbNSLzOYcjHmQ+xajHmExp8uNp2xszDRjEbIFu/f2SmPjJlEgc1EnEZm2ZsP//O6GYWX/lTGaUYYCxuxXpgpRgmbF2YDqVGQmljgQku7JRMjrrkge5aSre8tl12Fdq3qWb6tVxpX+SGKcAKncA4eXEADbqAJLRAQwjO8wbuDzpPz4rz+RAtO/ucY/sj5+AblcYqJ</latexit><latexit sha1_base64="D5Pqv3o54G7omIaizYAW7EYHbi4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQqJLohuXaARJYEJ6mhro0PNId40JIXyBroy684/8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqO7eq1frrhVdyG2Cl4OFcjV7Jc/e4NEZBHGJBQ3puu5KflTrkkKhbNSLzOYcjHmQ+xajHmExp8uNp2xszDRjEbIFu/f2SmPjJlEgc1EnEZm2ZsP//O6GYWX/lTGaUYYCxuxXpgpRgmbF2YDqVGQmljgQku7JRMjrrkge5aSre8tl12Fdq3qWb6tVxpX+SGKcAKncA4eXEADbqAJLRAQwjO8wbuDzpPz4rz+RAtO/ucY/sj5+AblcYqJ</latexit><latexit sha1_base64="D5Pqv3o54G7omIaizYAW7EYHbi4=">AAAB43icbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZQqJLohuXaARJYEJ6mhro0PNId40JIXyBroy684/8Af/GBmeh4F2drns7qVtBqqQh1/1yCmvrG5tbxe3Szu7e/kH58KhtkkwLbIlEJboTcINKxtgiSQo7qUYeBQofgvH13H94RG1kEt/TJEU/4sNYhlJwsqO7eq1frrhVdyG2Cl4OFcjV7Jc/e4NEZBHGJBQ3puu5KflTrkkKhbNSLzOYcjHmQ+xajHmExp8uNp2xszDRjEbIFu/f2SmPjJlEgc1EnEZm2ZsP//O6GYWX/lTGaUYYCxuxXpgpRgmbF2YDqVGQmljgQku7JRMjrrkge5aSre8tl12Fdq3qWb6tVxpX+SGKcAKncA4eXEADbqAJLRAQwjO8wbuDzpPz4rz+RAtO/ucY/sj5+AblcYqJ</latexit>

15.0
<latexit sha1_base64="CB/JsP2uqghF41OL2s4qPEYHan8=">AAAB5XicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUXRZdOOygr1AO5RMeqYTmrmQZIQy9BF0JerOF/IFfBszdRZa/Vdfzv8Hzn/8VAptHOeTVFZW19Y3qpu1re2d3b36/kFXJ5ni2OGJTFTfZxqliLFjhJHYTxWyyJfY86c3hd97QKVFEt+bWYpexCaxCARnphi5F01nVG84TWch+hfcEhpQqj2qfwzHCc8ijA2XTOuB66TGy5kygkuc14aZxpTxKZvgwGLMItRevth1Tk+CRFETIl28f2ZzFmk9i3ybiZgJ9bJXDP/zBpkJrrxcxGlmMOY2Yr0gk9QktKhMx0IhN3JmgXEl7JaUh0wxbuxhara+u1z2L3TPmq7lu/NG67o8RBWO4BhOwYVLaMEttKEDHEJ4gld4IxPySJ7Jy3e0Qso/h/BL5P0LvH2K+w==</latexit><latexit sha1_base64="CB/JsP2uqghF41OL2s4qPEYHan8=">AAAB5XicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUXRZdOOygr1AO5RMeqYTmrmQZIQy9BF0JerOF/IFfBszdRZa/Vdfzv8Hzn/8VAptHOeTVFZW19Y3qpu1re2d3b36/kFXJ5ni2OGJTFTfZxqliLFjhJHYTxWyyJfY86c3hd97QKVFEt+bWYpexCaxCARnphi5F01nVG84TWch+hfcEhpQqj2qfwzHCc8ijA2XTOuB66TGy5kygkuc14aZxpTxKZvgwGLMItRevth1Tk+CRFETIl28f2ZzFmk9i3ybiZgJ9bJXDP/zBpkJrrxcxGlmMOY2Yr0gk9QktKhMx0IhN3JmgXEl7JaUh0wxbuxhara+u1z2L3TPmq7lu/NG67o8RBWO4BhOwYVLaMEttKEDHEJ4gld4IxPySJ7Jy3e0Qso/h/BL5P0LvH2K+w==</latexit><latexit sha1_base64="CB/JsP2uqghF41OL2s4qPEYHan8=">AAAB5XicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUXRZdOOygr1AO5RMeqYTmrmQZIQy9BF0JerOF/IFfBszdRZa/Vdfzv8Hzn/8VAptHOeTVFZW19Y3qpu1re2d3b36/kFXJ5ni2OGJTFTfZxqliLFjhJHYTxWyyJfY86c3hd97QKVFEt+bWYpexCaxCARnphi5F01nVG84TWch+hfcEhpQqj2qfwzHCc8ijA2XTOuB66TGy5kygkuc14aZxpTxKZvgwGLMItRevth1Tk+CRFETIl28f2ZzFmk9i3ybiZgJ9bJXDP/zBpkJrrxcxGlmMOY2Yr0gk9QktKhMx0IhN3JmgXEl7JaUh0wxbuxhara+u1z2L3TPmq7lu/NG67o8RBWO4BhOwYVLaMEttKEDHEJ4gld4IxPySJ7Jy3e0Qso/h/BL5P0LvH2K+w==</latexit><latexit sha1_base64="CB/JsP2uqghF41OL2s4qPEYHan8=">AAAB5XicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZUXRZdOOygr1AO5RMeqYTmrmQZIQy9BF0JerOF/IFfBszdRZa/Vdfzv8Hzn/8VAptHOeTVFZW19Y3qpu1re2d3b36/kFXJ5ni2OGJTFTfZxqliLFjhJHYTxWyyJfY86c3hd97QKVFEt+bWYpexCaxCARnphi5F01nVG84TWch+hfcEhpQqj2qfwzHCc8ijA2XTOuB66TGy5kygkuc14aZxpTxKZvgwGLMItRevth1Tk+CRFETIl28f2ZzFmk9i3ybiZgJ9bJXDP/zBpkJrrxcxGlmMOY2Yr0gk9QktKhMx0IhN3JmgXEl7JaUh0wxbuxhara+u1z2L3TPmq7lu/NG67o8RBWO4BhOwYVLaMEttKEDHEJ4gld4IxPySJ7Jy3e0Qso/h/BL5P0LvH2K+w==</latexit>

15.4
<latexit sha1_base64="0ez+QWnNKfeum1EA+R3wZNm69qg=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVHRZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXoXTcfwfavRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcJ1iv8=</latexit><latexit sha1_base64="0ez+QWnNKfeum1EA+R3wZNm69qg=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVHRZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXoXTcfwfavRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcJ1iv8=</latexit><latexit sha1_base64="0ez+QWnNKfeum1EA+R3wZNm69qg=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVHRZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXoXTcfwfavRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcJ1iv8=</latexit><latexit sha1_base64="0ez+QWnNKfeum1EA+R3wZNm69qg=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJVHRZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXoXTcfwfavRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcJ1iv8=</latexit> 15.8

<latexit sha1_base64="7O9tEsc7kvcZ8v//dyvvdMwWSeM=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCqJKHZZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xU8GVdpwvq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/Yh0ddlWSSYYclIpF9nyoUPMaO5lpgP5VII19gz5/eFn7vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCM6mLkXjWaI7vuNJyFyCq4JdShVHtkfw7HCcsijDUTVKmB66Tay6nUnAmc14aZwpSyKZ3gwGBMI1Revth1Ts6CRBIdIlm8f2dzGik1i3yTiagO1bJXDP/zBpkOml7O4zTTGDMTMV6QCaITUlQmYy6RaTEzQJnkZkvCQiop0+YwNVPfXS67Ct2Lhmv4/rLeuikPUYUTOIVzcOEaWnAHbegAgxCe4Q3erYn1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AchtiwM=</latexit><latexit sha1_base64="7O9tEsc7kvcZ8v//dyvvdMwWSeM=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCqJKHZZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xU8GVdpwvq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/Yh0ddlWSSYYclIpF9nyoUPMaO5lpgP5VII19gz5/eFn7vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCM6mLkXjWaI7vuNJyFyCq4JdShVHtkfw7HCcsijDUTVKmB66Tay6nUnAmc14aZwpSyKZ3gwGBMI1Revth1Ts6CRBIdIlm8f2dzGik1i3yTiagO1bJXDP/zBpkOml7O4zTTGDMTMV6QCaITUlQmYy6RaTEzQJnkZkvCQiop0+YwNVPfXS67Ct2Lhmv4/rLeuikPUYUTOIVzcOEaWnAHbegAgxCe4Q3erYn1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AchtiwM=</latexit><latexit sha1_base64="7O9tEsc7kvcZ8v//dyvvdMwWSeM=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCqJKHZZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xU8GVdpwvq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/Yh0ddlWSSYYclIpF9nyoUPMaO5lpgP5VII19gz5/eFn7vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCM6mLkXjWaI7vuNJyFyCq4JdShVHtkfw7HCcsijDUTVKmB66Tay6nUnAmc14aZwpSyKZ3gwGBMI1Revth1Ts6CRBIdIlm8f2dzGik1i3yTiagO1bJXDP/zBpkOml7O4zTTGDMTMV6QCaITUlQmYy6RaTEzQJnkZkvCQiop0+YwNVPfXS67Ct2Lhmv4/rLeuikPUYUTOIVzcOEaWnAHbegAgxCe4Q3erYn1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AchtiwM=</latexit><latexit sha1_base64="7O9tEsc7kvcZ8v//dyvvdMwWSeM=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Slm8EiuCqJKHZZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xU8GVdpwvq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/Yh0ddlWSSYYclIpF9nyoUPMaO5lpgP5VII19gz5/eFn7vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCM6mLkXjWaI7vuNJyFyCq4JdShVHtkfw7HCcsijDUTVKmB66Tay6nUnAmc14aZwpSyKZ3gwGBMI1Revth1Ts6CRBIdIlm8f2dzGik1i3yTiagO1bJXDP/zBpkOml7O4zTTGDMTMV6QCaITUlQmYy6RaTEzQJnkZkvCQiop0+YwNVPfXS67Ct2Lhmv4/rLeuikPUYUTOIVzcOEaWnAHbegAgxCe4Q3erYn1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AchtiwM=</latexit>

16.2
<latexit sha1_base64="GB0NvC8g29Gw1lCLaE5VBzzkAok=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJEXVZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXqtpmP4/qLRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcD5iv4=</latexit><latexit sha1_base64="GB0NvC8g29Gw1lCLaE5VBzzkAok=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJEXVZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXqtpmP4/qLRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcD5iv4=</latexit><latexit sha1_base64="GB0NvC8g29Gw1lCLaE5VBzzkAok=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJEXVZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXqtpmP4/qLRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcD5iv4=</latexit><latexit sha1_base64="GB0NvC8g29Gw1lCLaE5VBzzkAok=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCpJEXVZdOOygr1AG8pketIMnVyYmQgl9BF0JerOF/IFfBsnMQtt/VffnP8fOP/xEsGVtu0vq7K2vrG5Vd2u7ezu7R/UD496Kk4lwy6LRSwHHlUoeIRdzbXAQSKRhp7Avje7zf3+I0rF4+hBzxN0QzqNuM8Z1fnIuWy2xvWG3bQLkVVwSmhAqc64/jmaxCwNMdJMUKWGjp1oN6NScyZwURulChPKZnSKQ4MRDVG5WbHrgpz5sSQ6QFK8f2czGio1Dz2TCakO1LKXD//zhqn2r92MR0mqMWImYjw/FUTHJK9MJlwi02JugDLJzZaEBVRSps1haqa+s1x2FXqtpmP4/qLRvikPUYUTOIVzcOAK2nAHHegCgwCe4Q3eran1ZL1Yrz/RilX+OYY/sj6+AcD5iv4=</latexit>

0.821
<latexit sha1_base64="e2Y4m1j6iyK/La0UCR8hoeErWSk=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12yxnXG3bTXoqsg1NCA0p1x/XP0SRhWYSxZoIqNXTsVHs5lZozgYvaKFOYUjajUxwajGmEysuXyy7IRZBIokMky/fvbE4jpeaRbzIR1aFa9Yrhf94w00Hby3mcZhpjZiLGCzJBdEKKzmTCJTIt5gYok9xsSVhIJWXaXKZm6jurZdeh12o6hu+vGp2b8hBVOINzuAQHrqEDd9AFFxhweIY3eLdC68l6sV5/ohWr/HMKf2R9fAMxR4s6</latexit><latexit sha1_base64="e2Y4m1j6iyK/La0UCR8hoeErWSk=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12yxnXG3bTXoqsg1NCA0p1x/XP0SRhWYSxZoIqNXTsVHs5lZozgYvaKFOYUjajUxwajGmEysuXyy7IRZBIokMky/fvbE4jpeaRbzIR1aFa9Yrhf94w00Hby3mcZhpjZiLGCzJBdEKKzmTCJTIt5gYok9xsSVhIJWXaXKZm6jurZdeh12o6hu+vGp2b8hBVOINzuAQHrqEDd9AFFxhweIY3eLdC68l6sV5/ohWr/HMKf2R9fAMxR4s6</latexit><latexit sha1_base64="e2Y4m1j6iyK/La0UCR8hoeErWSk=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12yxnXG3bTXoqsg1NCA0p1x/XP0SRhWYSxZoIqNXTsVHs5lZozgYvaKFOYUjajUxwajGmEysuXyy7IRZBIokMky/fvbE4jpeaRbzIR1aFa9Yrhf94w00Hby3mcZhpjZiLGCzJBdEKKzmTCJTIt5gYok9xsSVhIJWXaXKZm6jurZdeh12o6hu+vGp2b8hBVOINzuAQHrqEDd9AFFxhweIY3eLdC68l6sV5/ohWr/HMKf2R9fAMxR4s6</latexit><latexit sha1_base64="e2Y4m1j6iyK/La0UCR8hoeErWSk=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12yxnXG3bTXoqsg1NCA0p1x/XP0SRhWYSxZoIqNXTsVHs5lZozgYvaKFOYUjajUxwajGmEysuXyy7IRZBIokMky/fvbE4jpeaRbzIR1aFa9Yrhf94w00Hby3mcZhpjZiLGCzJBdEKKzmTCJTIt5gYok9xsSVhIJWXaXKZm6jurZdeh12o6hu+vGp2b8hBVOINzuAQHrqEDd9AFFxhweIY3eLdC68l6sV5/ohWr/HMKf2R9fAMxR4s6</latexit>

0.822
<latexit sha1_base64="iAzou4st8l6dnmmutX12y+DXx1M=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12qzWuN+ymvRRZB6eEBpTqjuufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAhe1UaYwpWxGpzg0GNMIlZcvl12QiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0j32QiqkO16hXD/7xhpoO2l/M4zTTGzESMF2SC6IQUncmES2RazA1QJrnZkrCQSsq0uUzN1HdWy65Dr9V0DN9fNTo35SGqcAbncAkOXEMH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+RCtW+ecU/sj6+AYyxYs7</latexit><latexit sha1_base64="iAzou4st8l6dnmmutX12y+DXx1M=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12qzWuN+ymvRRZB6eEBpTqjuufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAhe1UaYwpWxGpzg0GNMIlZcvl12QiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0j32QiqkO16hXD/7xhpoO2l/M4zTTGzESMF2SC6IQUncmES2RazA1QJrnZkrCQSsq0uUzN1HdWy65Dr9V0DN9fNTo35SGqcAbncAkOXEMH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+RCtW+ecU/sj6+AYyxYs7</latexit><latexit sha1_base64="iAzou4st8l6dnmmutX12y+DXx1M=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12qzWuN+ymvRRZB6eEBpTqjuufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAhe1UaYwpWxGpzg0GNMIlZcvl12QiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0j32QiqkO16hXD/7xhpoO2l/M4zTTGzESMF2SC6IQUncmES2RazA1QJrnZkrCQSsq0uUzN1HdWy65Dr9V0DN9fNTo35SGqcAbncAkOXEMH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+RCtW+ecU/sj6+AYyxYs7</latexit><latexit sha1_base64="iAzou4st8l6dnmmutX12y+DXx1M=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaYiJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NU+xCwbP65p4zyT3XTwVX2ra/rMrG5tb2TnW3trd/cHhUPz7pqSSTDF2WiEQOfKpQ8BhdzbXAQSqRRr7Avj+7Lfz+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2s12qzWuN+ymvRRZB6eEBpTqjuufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAhe1UaYwpWxGpzg0GNMIlZcvl12QiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0j32QiqkO16hXD/7xhpoO2l/M4zTTGzESMF2SC6IQUncmES2RazA1QJrnZkrCQSsq0uUzN1HdWy65Dr9V0DN9fNTo35SGqcAbncAkOXEMH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+RCtW+ecU/sj6+AYyxYs7</latexit>

0.823
<latexit sha1_base64="3ndnJLThIDwiRTBvQLiOd1sh47g=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNy7XqrcTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXzfrLVvikOU4QzO4RIcuIY23EEHXGDA4Rne4N0KrSfrxXr9iZas4s8p/JH18Q00Q4s8</latexit><latexit sha1_base64="3ndnJLThIDwiRTBvQLiOd1sh47g=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNy7XqrcTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXzfrLVvikOU4QzO4RIcuIY23EEHXGDA4Rne4N0KrSfrxXr9iZas4s8p/JH18Q00Q4s8</latexit><latexit sha1_base64="3ndnJLThIDwiRTBvQLiOd1sh47g=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNy7XqrcTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXzfrLVvikOU4QzO4RIcuIY23EEHXGDA4Rne4N0KrSfrxXr9iZas4s8p/JH18Q00Q4s8</latexit><latexit sha1_base64="3ndnJLThIDwiRTBvQLiOd1sh47g=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNy7XqrcTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXzfrLVvikOU4QzO4RIcuIY23EEHXGDA4Rne4N0KrSfrxXr9iZas4s8p/JH18Q00Q4s8</latexit>

0.824
<latexit sha1_base64="36zGu+m44+IsFcV9MmBS9GgWSlU=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQgJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NA3ah4Fl9c8+Z5J7rp4IrbdtfVmlre2d3r7xfOTg8Oj6pnp71VJJJhi5LRCIHPlUoeIyu5lrgIJVII19g35/dLv3+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2vV2ozmu1uy6vRLZBKeAGhTqjqufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAheVUaYwpWxGpzg0GNMIlZevll2QqyCRRIdIVu/f2ZxGSs0j32QiqkO17i2H/3nDTAdtL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdiYTLpFpMTdAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZL7sJvUbdMXzfrHVuikOU4QIu4RocaEEH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+REtW8ecc/sj6+AY1wYs9</latexit><latexit sha1_base64="36zGu+m44+IsFcV9MmBS9GgWSlU=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQgJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NA3ah4Fl9c8+Z5J7rp4IrbdtfVmlre2d3r7xfOTg8Oj6pnp71VJJJhi5LRCIHPlUoeIyu5lrgIJVII19g35/dLv3+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2vV2ozmu1uy6vRLZBKeAGhTqjqufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAheVUaYwpWxGpzg0GNMIlZevll2QqyCRRIdIVu/f2ZxGSs0j32QiqkO17i2H/3nDTAdtL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdiYTLpFpMTdAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZL7sJvUbdMXzfrHVuikOU4QIu4RocaEEH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+REtW8ecc/sj6+AY1wYs9</latexit><latexit sha1_base64="36zGu+m44+IsFcV9MmBS9GgWSlU=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQgJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NA3ah4Fl9c8+Z5J7rp4IrbdtfVmlre2d3r7xfOTg8Oj6pnp71VJJJhi5LRCIHPlUoeIyu5lrgIJVII19g35/dLv3+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2vV2ozmu1uy6vRLZBKeAGhTqjqufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAheVUaYwpWxGpzg0GNMIlZevll2QqyCRRIdIVu/f2ZxGSs0j32QiqkO17i2H/3nDTAdtL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdiYTLpFpMTdAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZL7sJvUbdMXzfrHVuikOU4QIu4RocaEEH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+REtW8ecc/sj6+AY1wYs9</latexit><latexit sha1_base64="36zGu+m44+IsFcV9MmBS9GgWSlU=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaQgJLohuXmFgggYZMh1s6YfqTmakJaXgFXRl15wP5Ar6NA3ah4Fl9c8+Z5J7rp4IrbdtfVmlre2d3r7xfOTg8Oj6pnp71VJJJhi5LRCIHPlUoeIyu5lrgIJVII19g35/dLv3+I0rFk/hBz1P0IjqNecAZ1Wbk2vV2ozmu1uy6vRLZBKeAGhTqjqufo0nCsghjzQRVaujYqfZyKjVnAheVUaYwpWxGpzg0GNMIlZevll2QqyCRRIdIVu/f2ZxGSs0j32QiqkO17i2H/3nDTAdtL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdiYTLpFpMTdAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZL7sJvUbdMXzfrHVuikOU4QIu4RocaEEH7qALLjDg8Axv8G6F1pP1Yr3+REtW8ecc/sj6+AY1wYs9</latexit>

(kHz)
<latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit>

(kHz)
<latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit>

(MHz)
<latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit>

(kHz)
<latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit><latexit sha1_base64="sbZ6NDw2x9VTBdIdS7xx+ozPpcU=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv+Iv4h7p000hMcENmjIkuiW5YYiI/BiakU+5AQzszaTsmOOEldGXUnY/jC/g2FpyFgmf19Z7T5J4bJIJr47pfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8M/PbD6g0j6M7M0nQl3QY8ZAzauzovqckqYzrj2f9UtmtunORZfByKEOuRr/02RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSuxYhK1H42X3hKTsNYETNCMn//zmZUaj2Rgc1IakZ60ZsN//O6qQmv/IxHSWowYjZivTAVxMRk1psMuEJmxMQCZYrbLQkbUUWZsdcp2vreYtllaJ1XPcu3F+XadX6IAhzDCVTAg0uoQR0a0AQGEp7hDd4d4Tw5L87rT3TFyf8cwR85H9+bg41C</latexit>

323.4
<latexit sha1_base64="Eky03n5jFav+HZ9oLbrTy8mVXNs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaINEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTAfXXs7jNNMYMxMxXpAJohOy6EzGXCLTYmaAMsnNloSFVFKmzWUqpr6zWnYduo26Y/i+VWvfFIcowxmcwyU4cAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsyz4s7</latexit><latexit sha1_base64="Eky03n5jFav+HZ9oLbrTy8mVXNs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaINEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTAfXXs7jNNMYMxMxXpAJohOy6EzGXCLTYmaAMsnNloSFVFKmzWUqpr6zWnYduo26Y/i+VWvfFIcowxmcwyU4cAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsyz4s7</latexit><latexit sha1_base64="Eky03n5jFav+HZ9oLbrTy8mVXNs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaINEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTAfXXs7jNNMYMxMxXpAJohOy6EzGXCLTYmaAMsnNloSFVFKmzWUqpr6zWnYduo26Y/i+VWvfFIcowxmcwyU4cAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsyz4s7</latexit><latexit sha1_base64="Eky03n5jFav+HZ9oLbrTy8mVXNs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaINEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTAfXXs7jNNMYMxMxXpAJohOy6EzGXCLTYmaAMsnNloSFVFKmzWUqpr6zWnYduo26Y/i+VWvfFIcowxmcwyU4cAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsyz4s7</latexit>

323.8
<latexit sha1_base64="26PfPvmINba6FZTIyDhBCmdhVRs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaMJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXx/VWvfFIcowxmcwyU4cA1tuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xs4x4s/</latexit><latexit sha1_base64="26PfPvmINba6FZTIyDhBCmdhVRs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaMJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXx/VWvfFIcowxmcwyU4cA1tuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xs4x4s/</latexit><latexit sha1_base64="26PfPvmINba6FZTIyDhBCmdhVRs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaMJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXx/VWvfFIcowxmcwyU4cA1tuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xs4x4s/</latexit><latexit sha1_base64="26PfPvmINba6FZTIyDhBCmdhVRs=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaMJEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNym41mvTWq1uy6vRRZB6eAGhTqjKqfw3HCsghjzQRVauDYqfZyKjVnAueVYaYwpWxKJzgwGNMIlZcvl52TiyCRRIdIlu/f2ZxGSs0i32QiqkO16i2G/3mDTActL+dxmmmMmYkYL8gE0QlZdCZjLpFpMTNAmeRmS8JCKinT5jIVU99ZLbsO3UbdMXx/VWvfFIcowxmcwyU4cA1tuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xs4x4s/</latexit> 324.2

<latexit sha1_base64="jKhDAo0Jtebm4/0MEnR1DpRmMfo=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJMEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNyrxrNemNUrdl1eymyDk4BNSjUGVU/h+OEZRHGmgmq1MCxU+3lVGrOBM4rw0xhStmUTnBgMKYRKi9fLjsnF0EiiQ6RLN+/szmNlJpFvslEVIdq1VsM//MGmQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk0ZmMuUSmxcwAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1ntew6dBt1x/B9s9a+KQ5RhjM4h0twoAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsxU4s6</latexit><latexit sha1_base64="jKhDAo0Jtebm4/0MEnR1DpRmMfo=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJMEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNyrxrNemNUrdl1eymyDk4BNSjUGVU/h+OEZRHGmgmq1MCxU+3lVGrOBM4rw0xhStmUTnBgMKYRKi9fLjsnF0EiiQ6RLN+/szmNlJpFvslEVIdq1VsM//MGmQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk0ZmMuUSmxcwAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1ntew6dBt1x/B9s9a+KQ5RhjM4h0twoAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsxU4s6</latexit><latexit sha1_base64="jKhDAo0Jtebm4/0MEnR1DpRmMfo=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJMEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNyrxrNemNUrdl1eymyDk4BNSjUGVU/h+OEZRHGmgmq1MCxU+3lVGrOBM4rw0xhStmUTnBgMKYRKi9fLjsnF0EiiQ6RLN+/szmNlJpFvslEVIdq1VsM//MGmQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk0ZmMuUSmxcwAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1ntew6dBt1x/B9s9a+KQ5RhjM4h0twoAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsxU4s6</latexit><latexit sha1_base64="jKhDAo0Jtebm4/0MEnR1DpRmMfo=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJMEl0Y1LTCyQQEOmwy2dMP3JzNSENLyCroy684F8Ad/GAbtQ8Ky+uedMcs/1U8GVtu0vq7SxubW9U96t7O0fHB5Vj0+6KskkQ5clIpF9nyoUPEZXcy2wn0qkkS+w509vF37vEaXiSfygZyl6EZ3EPOCMajNyrxrNemNUrdl1eymyDk4BNSjUGVU/h+OEZRHGmgmq1MCxU+3lVGrOBM4rw0xhStmUTnBgMKYRKi9fLjsnF0EiiQ6RLN+/szmNlJpFvslEVIdq1VsM//MGmQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk0ZmMuUSmxcwAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1ntew6dBt1x/B9s9a+KQ5RhjM4h0twoAVtuIMOuMCAwzO8wbsVWk/Wi/X6Ey1ZxZ9T+CPr4xsxU4s6</latexit>

324.6
<latexit sha1_base64="/ad7hWczt3JwvUKnkCD+iFS7DWI=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJOqS6MYlJhZIoCHT4ZZOmP5kZmpCGl5BV0bd+UC+gG/jgF0oeFbf3HMmuef6qeBK2/aXVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdlWSSocsSkcieTxUKHqOruRbYSyXSyBfY9Se3c7/7iFLxJH7Q0xS9iI5jHnBGtRm5F41m/XJYrdl1eyGyCk4BNSjUHlY/B6OEZRHGmgmqVN+xU+3lVGrOBM4qg0xhStmEjrFvMKYRKi9fLDsjZ0EiiQ6RLN6/szmNlJpGvslEVIdq2ZsP//P6mQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk3pmMuESmxdQAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1nuewqdBp1x/B9s9a6KQ5RhhM4hXNw4ApacAdtcIEBh2d4g3crtJ6sF+v1J1qyij/H8EfWxzc3S4s+</latexit><latexit sha1_base64="/ad7hWczt3JwvUKnkCD+iFS7DWI=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJOqS6MYlJhZIoCHT4ZZOmP5kZmpCGl5BV0bd+UC+gG/jgF0oeFbf3HMmuef6qeBK2/aXVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdlWSSocsSkcieTxUKHqOruRbYSyXSyBfY9Se3c7/7iFLxJH7Q0xS9iI5jHnBGtRm5F41m/XJYrdl1eyGyCk4BNSjUHlY/B6OEZRHGmgmqVN+xU+3lVGrOBM4qg0xhStmEjrFvMKYRKi9fLDsjZ0EiiQ6RLN6/szmNlJpGvslEVIdq2ZsP//P6mQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk3pmMuESmxdQAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1nuewqdBp1x/B9s9a6KQ5RhhM4hXNw4ApacAdtcIEBh2d4g3crtJ6sF+v1J1qyij/H8EfWxzc3S4s+</latexit><latexit sha1_base64="/ad7hWczt3JwvUKnkCD+iFS7DWI=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJOqS6MYlJhZIoCHT4ZZOmP5kZmpCGl5BV0bd+UC+gG/jgF0oeFbf3HMmuef6qeBK2/aXVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdlWSSocsSkcieTxUKHqOruRbYSyXSyBfY9Se3c7/7iFLxJH7Q0xS9iI5jHnBGtRm5F41m/XJYrdl1eyGyCk4BNSjUHlY/B6OEZRHGmgmqVN+xU+3lVGrOBM4qg0xhStmEjrFvMKYRKi9fLDsjZ0EiiQ6RLN6/szmNlJpGvslEVIdq2ZsP//P6mQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk3pmMuESmxdQAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1nuewqdBp1x/B9s9a6KQ5RhhM4hXNw4ApacAdtcIEBh2d4g3crtJ6sF+v1J1qyij/H8EfWxzc3S4s+</latexit><latexit sha1_base64="/ad7hWczt3JwvUKnkCD+iFS7DWI=">AAAB5nicbZDNTsJAFIVv8Q/xD3XpZiIxcUVaJOqS6MYlJhZIoCHT4ZZOmP5kZmpCGl5BV0bd+UC+gG/jgF0oeFbf3HMmuef6qeBK2/aXVVpb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdlWSSocsSkcieTxUKHqOruRbYSyXSyBfY9Se3c7/7iFLxJH7Q0xS9iI5jHnBGtRm5F41m/XJYrdl1eyGyCk4BNSjUHlY/B6OEZRHGmgmqVN+xU+3lVGrOBM4qg0xhStmEjrFvMKYRKi9fLDsjZ0EiiQ6RLN6/szmNlJpGvslEVIdq2ZsP//P6mQ6uvZzHaaYxZiZivCATRCdk3pmMuESmxdQAZZKbLQkLqaRMm8tUTH1nuewqdBp1x/B9s9a6KQ5RhhM4hXNw4ApacAdtcIEBh2d4g3crtJ6sF+v1J1qyij/H8EfWxzc3S4s+</latexit>

!M/(2⇡)
<latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit><latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit><latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit><latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit>

T<latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit><latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit><latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit><latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit>
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⌦
F

5.1 irudia: Bat-bateko pultsuak erabiliz lortutako seinalea (kurba beltz jarraitua) Bz = 500 G
izanik (a) eta (b) irudietan eta Bz = 1 T berriz (c) eta (d) irudietan. Zirkuluek
eta triangeluek 〈σx〉-rentzat esperotako balioak adierazten dituzte. (a) l = 13, 15
harmonikoak aukeratzen ditugu, eta seinaleak banatuta agertzen dira. (b) l = 33, 35
harmonikoak aukeratuz seinaleak teilakatzen direla ikus daiteke (gezi berdea). (c) (d)
Bz handiago batekin ez dago teilakatze espektralik, eta seinaleak (beltz jarraitua)
esperotako balioak ematen ditu. (a) eta (c) irudietan, sekuentziaren iraupena ≈ 0.5
ms-koa da, eta, (b) eta (d) irudietan aldiz ≈ 1.2 ms-koa.

terminoekiko elkarrekintza-irudian, (5.4) ekuazioa hurrengoa da2:

H =
∑
n,j

fn cos (nωMt)σz
2

[
Axj I

x
j cos (ωjt) +Ayj I

y
j sin (ωjt) +AzjI

z
j

]
, (5.6)

non Ax,y,zj = | ~Ax,y,zj |, ~Axj = ~Aj − ( ~Aj · ω̂j) ω̂j , ~Ayj = ω̂j × ~Aj , eta ~Azj = ( ~Aj · ω̂j) ω̂j
diren, eta Ijx = ~Ij · x̂j , Ijy = ~Ij · ŷj , eta Ijz = ~Ij · ẑj diren, x̂j = ~Axj /A

x
j , ŷj = ~Ayj/A

y
j

eta ẑj = ~Azj/A
z
j izanik. Kontuan izan j nukleo bakoitzaren oinarri kartesiarra birdefinitu

dugula.
Orain, F (t) garapeneko harmoniko bat aukera dezakegu (l harmonikoa), NVaren eta

nukleo baten (adb. k nukleoa) arteko elkarrekintza erresonante bat sortzeko. Horretarako,
(5.6) ekuazioan n = l eta T parametroak aukeratuko ditugu, lωM ≈ ωk izan dadin. Azkar

2Ondokoa kalkulatzeko, formula hau erabilgarria da: eia(n̂·~σ) ~σ e−ia(n̂·~σ) = ~σ cos(2a)+ n̂×~σ sin(2a)+
n̂ (n̂ · ~σ) (1− cos(2a)) .
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5. kapitulua: Detekzio Kuantikoa NV Zentroekin

oszilatzen duten terminoak arbuiatzen baditugu, RWA erabiliz, hurrengoa lortzen dugu:

H ≈ flA
x
k

4 σz[I−k e
i(ωk−lωM)t + H.c.]

+
∑
j 6=k

flA
x
j

4 σz[I−j e
i(ωj−lωM)t + H.c.]

+
∑
n 6=l

∑
j

fnA
x
j

4 σz[I−j e
i(ωj−nωM)t + H.c.]. (5.7)

(5.7) ekuazioko lehen lerroa ikusita, argi dago l harmonikoarekin nukleoa gidatzeko
bete beharreko baldintza

lωM = l
2π
T

= ωk (5.8)

dela. Erresonantzia-baldintza hau beteta, (5.7) ekuazioko lehen terminoak, flAxk/4σzIxk ,
dinamika erresonantea deskribatuko du, eta erresonantziaz kanpoko terminoen (bigarren
eta hirugarren lerrokoak) efektua arbuiagarria izango da RWA dela eta. Zehazki, eta
(5.8) ekuazioa ikusita, (5.7) ekuazioko bigarren lerroa arbuiatu dezakegu baldin eta

|ωj − ωk| � flA
x
j /4 (5.9)

bada. (5.7) ekuazioko hirugarren lerroan n 6= l harmonikoei dagozkien erresonantziaz
kanpoko terminoak daude. Hauek arbuiagarriak dira

|ωj − n/lωk| ≈ ωL(l − n)/l� fnA
x
j /4 ∀n (5.10)

bada.
(5.9) baldintza indartzeko, fl-ren balioa txikitu daiteke harmoniko altu bat aukeratuz

(ikusi gero). (5.10) baldintza, aldiz, hobeto betetzen da Bz handietan, izan ere, ωL ∝ Bz.
(5.7) ekuazioko erresonantziaz kanpoko terminoak arbuiatu ostean, Hamiltondarra

H = flA
x
k

4 σzI
x
k (5.11)

da. Honen dinamika analitikoki ebatz daiteke, eta 〈σx〉 behagarriaren bilakaeraren
adierazpena (hasierako egoera ρ = |+〉〈+| ⊗ 1

2 I bada, hau da, nukleoak egoera termiko
batean daude) hurrengoa da:

〈σx〉 = cos
(
flA

x
k

4 t

)
. (5.12)

Hau da, hain zuzen, ωM = ωk/l denean lortu beharreko seinale ideala, 5.1 irudian zirkulu
eta triangeluez adierazia.

Bat-bateko π pultsuak ditugula onartuz gero, Ω konstanteko DDko sekuentziek [416–
418] |fl| = 4

πl eta |fl| = 0 lortzen dute l bakoitia edo bikoitia denean, hurrenez hurren.
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5.3 Konponbide bat pultsu zabalekin

Horregatik, harmoniko altuen erabilerak (5.9) baldintza indartzen du, fl-ren balio txikiak
eragiten dituelako. 5.1 irudian, NVaren 〈σx〉 behagarriaren balioa kalkulatzen dugu, 150
13C nukleo (γ13C = (2π) × 10.708 MHz/T) dituen lagin baten kasurako. Bereizmen-
espektral nahikoa lortzeko, harmoniko altuak erabiltzen ditugu. 5.1(a) irudian l = 13, 15
harmonikoen kasuak ageri dira, balio teoriko idealekin batera (triangeluak l = 13 kasuan
eta zirkuluak l = 15 kasuan). Ikus daitekeenez, lorturiko seinalea ez da seinale idealaren
berdina. Honen atzean dagoena ez da bakarrik (5.9, 5.10) baldintzak ez direla betetzen;
baita ere, harmoniko altuen erabilerak T = 2πl/ωk periodoa luzatzen du, π pultsuen
arteko iraupena luzatuz eta (5.6) ekuazioko σzA

z
jI
z
j terminoen indargabetze egokia

galaraziz. 5.1 (a)-ko barne-irudian behin eta berriz aplikatzen dugun pultsu-blokea ageri
da (20 aldiz (a) eta (b)-n, eta 400 aldiz (c) eta (d)-n). Bloke gorriak bat-bateko π
pultsuak adierazten dituzte, kurba urdinak aldiz, F (t) modulazio-funtzioa adierazten du.
Harmoniko are handiagoekin lan egiteak teilakatze-espektralaren arazoa dakar, hau da,
ondoz ondoko harmonikoei lotutako seinaleak nahastuta agertzen dira. Hau 5.1(b) irudian
ikus daiteke (gezi berdea), non l = 35 harmonikoari lotutako tontor bat (zirkulu berdea)
l = 33 harmonikoaren seinalearekin (triangelu laranja) nahasten den. Hau desabantaila
nabarmena da, espektroa ulertzea zailtzen duelako.

(5.10) baldintza Bz handiago bat erabiltzen indartzen da. Honek ωk erresonantzia-
maiztasunak handiagotzen ditu. ωk handiagoak edukitzea onuragarria da T periodoa
laburtu egiten delako (gogoratu erresonantzian T = 2πl/ωk dela) eta pultsuen arteko
denbora txikitzen delako, σzAzjIzj terminoen indargabetze hobea eraginez. (5.1) (c) eta
(d) irudietan, Bz = 1 T-ko eremu magnetikoa erabiltzen dugu, teilakatze-espektrala
desagerraraziz. Hemen, kalkulatutako balioak seinale idealaren baliokideak dira (triangelu
urdinak).

Zoritxarrez, Bz handiak ditugunean bat-bateko π pultsuak ditugula kontsideratzea ez
da zuzena, izan ere, pultsuak irauten duen denboran nukleoen egoera ez da konstantea,
eta honek seinalearen desagertzea ekartzen du [288]. Beraz, MU potentzia nahikoa jarri
ezean, ezingo ditugu 5.1 (c) eta (d) irudietan deskribatutako emaitzak lortu.

5.3. Konponbide bat pultsu zabalekin

Esan bezala, errealitatean π pultsuek iraupen jakin bat dute, eta, beraz, fl koefizientearen
balioan kontuan hartu behar dugu pultsuan zeharreko integrala. Hau, m pultsu generiko
batentzat 2/T

∫ tm+tπ
tm

F (s) cos (lωMs) ds da, non tπ pultsuaren iraupena eta tm pultsua
hasten den unea diren, ikus 5.2 irudia xehetasunetarako. Gainera, F (t) funtzioak ondorengo
baldintzak bere behar ditu: π pultsuaren aplikazio-gunetik kanpo, F (t) = ±1 izan behar
da; pultsuaren aplikazio-gunean, funtzioak −1 ≤ F (t) ≤ 1 ∀t mugak bete behar ditu,
ikus 5.2 irudia.

Orain, F (t) funtzioaren diseinu bat proposatzen dugu, goiko baldintzak betetzen
dituena eta zeinak pultsuan zeharreko integrala zero egiten duen. Ondorioz, diseinu honek
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5. kapitulua: Detekzio Kuantikoa NV Zentroekin

T<latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit><latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit><latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit><latexit sha1_base64="UXoWT2FB8IOXz0oWeiFBFDQ5bWM=">AAAB4nicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlAnlBMoSeTiVp0vOgu0YIQ35AV6Lu/CR/wL+xE2ehiXd1uu5tqFtBoqQh1/1yChubW9s7xd3S3v7B4VH5+KRt4lQLbIlYxbobcINKRtgiSQq7iUYeBgo7wfR+4XceURsZR02aJeiHfBzJkRSc7KjRHJQrbtVdiq2Dl0MFctUH5c/+MBZpiBEJxY3peW5CfsY1SaFwXuqnBhMupnyMPYsRD9H42XLRObsYxZrRBNny/Tub8dCYWRjYTMhpYla9xfA/r5fS6NbPZJSkhJGwEeuNUsUoZou+bCg1ClIzC1xoabdkYsI1F2SvUrL1vdWy69C+qnqWG9eV2l1+iCKcwTlcggc3UIMHqEMLBCA8wxu8O0PnyXlxXn+iBSf/cwp/5Hx8A6WDim0=</latexit>

tp
<latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit><latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit><latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit><latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit>

tm
<latexit sha1_base64="XOtbAFU2feYGvPMbP3bgdWp31Tk=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDaJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719Qzott</latexit><latexit sha1_base64="XOtbAFU2feYGvPMbP3bgdWp31Tk=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDaJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719Qzott</latexit><latexit sha1_base64="XOtbAFU2feYGvPMbP3bgdWp31Tk=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDaJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719Qzott</latexit><latexit sha1_base64="XOtbAFU2feYGvPMbP3bgdWp31Tk=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDaJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719Qzott</latexit>

mth pulse
<latexit sha1_base64="RT6F5ksZftL19VYRnBY9xzp4Jdg=">AAAB9HicbZC7TsMwFIZPuJZyS2FksaiQmKoEIcFYwcJYJHqRmqhy3NPWqp1EtlNURX0TmBCw8SS8AG+DWzJAyz99Pv9vnUuUCq6N5305a+sbm1vbpZ3y7t7+waFbOWrpJFMMmywRiepEVKPgMTYNNwI7qUIqI4HtaHw799sTVJon8YOZphhKOoz5gDNqbKnnVmQeKEnMiAQkzYTGWc+tejVvIbIKfgFVKNTouZ9BP2GZxNgwQbXu+l5qwpwqw5nAWTnINKaUjekQuxZjKlGH+WL0GTkbJMp2R7J4/87mVGo9lZHNSGpGetmbF//zupkZXIc5j9PMYMxsxHqDTBCTkPkFSJ8rZEZMLVCmuJ2SsBFVlBl7p7Jd319edhVaFzXf8v1ltX5THKIEJ3AK5+DDFdThDhrQBAaP8Axv8O5MnCfnxXn9ia45xZ9j+CPn4xumAJFL</latexit><latexit sha1_base64="RT6F5ksZftL19VYRnBY9xzp4Jdg=">AAAB9HicbZC7TsMwFIZPuJZyS2FksaiQmKoEIcFYwcJYJHqRmqhy3NPWqp1EtlNURX0TmBCw8SS8AG+DWzJAyz99Pv9vnUuUCq6N5305a+sbm1vbpZ3y7t7+waFbOWrpJFMMmywRiepEVKPgMTYNNwI7qUIqI4HtaHw799sTVJon8YOZphhKOoz5gDNqbKnnVmQeKEnMiAQkzYTGWc+tejVvIbIKfgFVKNTouZ9BP2GZxNgwQbXu+l5qwpwqw5nAWTnINKaUjekQuxZjKlGH+WL0GTkbJMp2R7J4/87mVGo9lZHNSGpGetmbF//zupkZXIc5j9PMYMxsxHqDTBCTkPkFSJ8rZEZMLVCmuJ2SsBFVlBl7p7Jd319edhVaFzXf8v1ltX5THKIEJ3AK5+DDFdThDhrQBAaP8Axv8O5MnCfnxXn9ia45xZ9j+CPn4xumAJFL</latexit><latexit sha1_base64="RT6F5ksZftL19VYRnBY9xzp4Jdg=">AAAB9HicbZC7TsMwFIZPuJZyS2FksaiQmKoEIcFYwcJYJHqRmqhy3NPWqp1EtlNURX0TmBCw8SS8AG+DWzJAyz99Pv9vnUuUCq6N5305a+sbm1vbpZ3y7t7+waFbOWrpJFMMmywRiepEVKPgMTYNNwI7qUIqI4HtaHw799sTVJon8YOZphhKOoz5gDNqbKnnVmQeKEnMiAQkzYTGWc+tejVvIbIKfgFVKNTouZ9BP2GZxNgwQbXu+l5qwpwqw5nAWTnINKaUjekQuxZjKlGH+WL0GTkbJMp2R7J4/87mVGo9lZHNSGpGetmbF//zupkZXIc5j9PMYMxsxHqDTBCTkPkFSJ8rZEZMLVCmuJ2SsBFVlBl7p7Jd319edhVaFzXf8v1ltX5THKIEJ3AK5+DDFdThDhrQBAaP8Axv8O5MnCfnxXn9ia45xZ9j+CPn4xumAJFL</latexit><latexit sha1_base64="RT6F5ksZftL19VYRnBY9xzp4Jdg=">AAAB9HicbZC7TsMwFIZPuJZyS2FksaiQmKoEIcFYwcJYJHqRmqhy3NPWqp1EtlNURX0TmBCw8SS8AG+DWzJAyz99Pv9vnUuUCq6N5305a+sbm1vbpZ3y7t7+waFbOWrpJFMMmywRiepEVKPgMTYNNwI7qUIqI4HtaHw799sTVJon8YOZphhKOoz5gDNqbKnnVmQeKEnMiAQkzYTGWc+tejVvIbIKfgFVKNTouZ9BP2GZxNgwQbXu+l5qwpwqw5nAWTnINKaUjekQuxZjKlGH+WL0GTkbJMp2R7J4/87mVGo9lZHNSGpGetmbF//zupkZXIc5j9PMYMxsxHqDTBCTkPkFSJ8rZEZMLVCmuJ2SsBFVlBl7p7Jd319edhVaFzXf8v1ltX5THKIEJ3AK5+DDFdThDhrQBAaP8Axv8O5MnCfnxXn9ia45xZ9j+CPn4xumAJFL</latexit>

tm+1
<latexit sha1_base64="zuBV9IshKpXE/yWd188ykk+y15I=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARBKHMiKDLohuXFewPtEPJpJk2NMkMyR2hDH0LXYm682l8Ad/GtM5CW8/qyz0ncM+NUiks+v6Xt7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bNskM402WyMR0Imq5FJo3UaDkndRwqiLJ29H4dua3H7mxItEPOEl5qOhQi1gwim7UxX7eM4qo82Dar1T9mj8XWYaggCoUavQrn71BwjLFNTJJre0GfophTg0KJvm03MssTykb0yHvOtRUcRvm85Wn5DRODMERJ/P372xOlbUTFbmMojiyi95s+J/XzTC+DnOh0wy5Zi7ivDiTBBMya04GwnCGcuKAMiPcloSNqKEM3X3Krn6wWHYZWhe1wPH9ZbV+UxyiBMdwAmcQwBXU4Q4a0AQGCTzDG7x72nvyXrzXn+iKV/w5gj/yPr4BjZKObA==</latexit><latexit sha1_base64="zuBV9IshKpXE/yWd188ykk+y15I=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARBKHMiKDLohuXFewPtEPJpJk2NMkMyR2hDH0LXYm682l8Ad/GtM5CW8/qyz0ncM+NUiks+v6Xt7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bNskM402WyMR0Imq5FJo3UaDkndRwqiLJ29H4dua3H7mxItEPOEl5qOhQi1gwim7UxX7eM4qo82Dar1T9mj8XWYaggCoUavQrn71BwjLFNTJJre0GfophTg0KJvm03MssTykb0yHvOtRUcRvm85Wn5DRODMERJ/P372xOlbUTFbmMojiyi95s+J/XzTC+DnOh0wy5Zi7ivDiTBBMya04GwnCGcuKAMiPcloSNqKEM3X3Krn6wWHYZWhe1wPH9ZbV+UxyiBMdwAmcQwBXU4Q4a0AQGCTzDG7x72nvyXrzXn+iKV/w5gj/yPr4BjZKObA==</latexit><latexit sha1_base64="zuBV9IshKpXE/yWd188ykk+y15I=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARBKHMiKDLohuXFewPtEPJpJk2NMkMyR2hDH0LXYm682l8Ad/GtM5CW8/qyz0ncM+NUiks+v6Xt7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bNskM402WyMR0Imq5FJo3UaDkndRwqiLJ29H4dua3H7mxItEPOEl5qOhQi1gwim7UxX7eM4qo82Dar1T9mj8XWYaggCoUavQrn71BwjLFNTJJre0GfophTg0KJvm03MssTykb0yHvOtRUcRvm85Wn5DRODMERJ/P372xOlbUTFbmMojiyi95s+J/XzTC+DnOh0wy5Zi7ivDiTBBMya04GwnCGcuKAMiPcloSNqKEM3X3Krn6wWHYZWhe1wPH9ZbV+UxyiBMdwAmcQwBXU4Q4a0AQGCTzDG7x72nvyXrzXn+iKV/w5gj/yPr4BjZKObA==</latexit><latexit sha1_base64="zuBV9IshKpXE/yWd188ykk+y15I=">AAAB7HicbZDNSgMxFIXv+FvrX9Wlm2ARBKHMiKDLohuXFewPtEPJpJk2NMkMyR2hDH0LXYm682l8Ad/GtM5CW8/qyz0ncM+NUiks+v6Xt7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bNskM402WyMR0Imq5FJo3UaDkndRwqiLJ29H4dua3H7mxItEPOEl5qOhQi1gwim7UxX7eM4qo82Dar1T9mj8XWYaggCoUavQrn71BwjLFNTJJre0GfophTg0KJvm03MssTykb0yHvOtRUcRvm85Wn5DRODMERJ/P372xOlbUTFbmMojiyi95s+J/XzTC+DnOh0wy5Zi7ivDiTBBMya04GwnCGcuKAMiPcloSNqKEM3X3Krn6wWHYZWhe1wPH9ZbV+UxyiBMdwAmcQwBXU4Q4a0AQGCTzDG7x72nvyXrzXn+iKV/w5gj/yPr4BjZKObA==</latexit>

(m + 1)th pulse
<latexit sha1_base64="hbfm8USp3bDuWmAo+pxDozsZ31M=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZP6q3WW1VcuRksQkUoiQi6LLpxWcHaQhPKZHraDp1JwsxEqKHvoitRdz6HL+DbOK1ZaOu/+ub8/3AuYSK4Nq775RSWlldW14rrpY3Nre2d8u7evY5TxbDJYhGrdkg1Ch5h03AjsJ0opDIU2ApH11O/9YBK8zi6M+MEA0kHEe9zRo0tdcsHVXnqnWS+ksQMiU+SVGicdMsVt+bORBbBy6ECuRrd8qffi1kqMTJMUK07npuYIKPKcCZwUvJTjQllIzrAjsWIStRBNht/Qo77sbLdkczev7MZlVqPZWgzkpqhnvemxf+8Tmr6l0HGoyQ1GDEbsV4/FcTEZHoF0uMKmRFjC5QpbqckbEgVZcbeqmTX9+aXXYT7s5pn+fa8Ur/KD1GEQziCKnhwAXW4gQY0gUEGz/AG786j8+S8OK8/0YKT/9mHP3I+vgFKApIg</latexit><latexit sha1_base64="hbfm8USp3bDuWmAo+pxDozsZ31M=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZP6q3WW1VcuRksQkUoiQi6LLpxWcHaQhPKZHraDp1JwsxEqKHvoitRdz6HL+DbOK1ZaOu/+ub8/3AuYSK4Nq775RSWlldW14rrpY3Nre2d8u7evY5TxbDJYhGrdkg1Ch5h03AjsJ0opDIU2ApH11O/9YBK8zi6M+MEA0kHEe9zRo0tdcsHVXnqnWS+ksQMiU+SVGicdMsVt+bORBbBy6ECuRrd8qffi1kqMTJMUK07npuYIKPKcCZwUvJTjQllIzrAjsWIStRBNht/Qo77sbLdkczev7MZlVqPZWgzkpqhnvemxf+8Tmr6l0HGoyQ1GDEbsV4/FcTEZHoF0uMKmRFjC5QpbqckbEgVZcbeqmTX9+aXXYT7s5pn+fa8Ur/KD1GEQziCKnhwAXW4gQY0gUEGz/AG786j8+S8OK8/0YKT/9mHP3I+vgFKApIg</latexit><latexit sha1_base64="hbfm8USp3bDuWmAo+pxDozsZ31M=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZP6q3WW1VcuRksQkUoiQi6LLpxWcHaQhPKZHraDp1JwsxEqKHvoitRdz6HL+DbOK1ZaOu/+ub8/3AuYSK4Nq775RSWlldW14rrpY3Nre2d8u7evY5TxbDJYhGrdkg1Ch5h03AjsJ0opDIU2ApH11O/9YBK8zi6M+MEA0kHEe9zRo0tdcsHVXnqnWS+ksQMiU+SVGicdMsVt+bORBbBy6ECuRrd8qffi1kqMTJMUK07npuYIKPKcCZwUvJTjQllIzrAjsWIStRBNht/Qo77sbLdkczev7MZlVqPZWgzkpqhnvemxf+8Tmr6l0HGoyQ1GDEbsV4/FcTEZHoF0uMKmRFjC5QpbqckbEgVZcbeqmTX9+aXXYT7s5pn+fa8Ur/KD1GEQziCKnhwAXW4gQY0gUEGz/AG786j8+S8OK8/0YKT/9mHP3I+vgFKApIg</latexit><latexit sha1_base64="hbfm8USp3bDuWmAo+pxDozsZ31M=">AAAB+HicbZDLSsNAFIZP6q3WW1VcuRksQkUoiQi6LLpxWcHaQhPKZHraDp1JwsxEqKHvoitRdz6HL+DbOK1ZaOu/+ub8/3AuYSK4Nq775RSWlldW14rrpY3Nre2d8u7evY5TxbDJYhGrdkg1Ch5h03AjsJ0opDIU2ApH11O/9YBK8zi6M+MEA0kHEe9zRo0tdcsHVXnqnWS+ksQMiU+SVGicdMsVt+bORBbBy6ECuRrd8qffi1kqMTJMUK07npuYIKPKcCZwUvJTjQllIzrAjsWIStRBNht/Qo77sbLdkczev7MZlVqPZWgzkpqhnvemxf+8Tmr6l0HGoyQ1GDEbsV4/FcTEZHoF0uMKmRFjC5QpbqckbEgVZcbeqmTX9+aXXYT7s5pn+fa8Ur/KD1GEQziCKnhwAXW4gQY0gUEGz/AG786j8+S8OK8/0YKT/9mHP3I+vgFKApIg</latexit>

F (t)
<latexit sha1_base64="k4q8YMIDGIWMiaJciCCGlbq6cyE=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0EyxC3ZREBF0WBXFZwV6gDWUyPWmHTi7MnAgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xEyk0Oc6XtbK6tr6xWdoqb+/s7u1XDg7bOk4VxxaPZay6PtMoRYQtEiSxmyhkoS+x409ucr/ziEqLOHqgaYJeyEaRCARnlI9ua3Q2qFSdujOXvQxuAVUo1BxUPvvDmKchRsQl07rnOgl5GVMkuMRZuZ9qTBifsBH2DEYsRO1l811n9mkQK5vGaM/fv7MZC7Wehr7JhIzGetHLh/95vZSCKy8TUZISRtxEjBek0qbYzivbQ6GQk5waYFwJs6XNx0wxTuYwZVPfXSy7DO3zumv4/qLauC4OUYJjOIEauHAJDbiDJrSAwxie4Q3erZH1ZL1Yrz/RFav4cwR/ZH18Aybpi0I=</latexit><latexit sha1_base64="k4q8YMIDGIWMiaJciCCGlbq6cyE=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0EyxC3ZREBF0WBXFZwV6gDWUyPWmHTi7MnAgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xEyk0Oc6XtbK6tr6xWdoqb+/s7u1XDg7bOk4VxxaPZay6PtMoRYQtEiSxmyhkoS+x409ucr/ziEqLOHqgaYJeyEaRCARnlI9ua3Q2qFSdujOXvQxuAVUo1BxUPvvDmKchRsQl07rnOgl5GVMkuMRZuZ9qTBifsBH2DEYsRO1l811n9mkQK5vGaM/fv7MZC7Wehr7JhIzGetHLh/95vZSCKy8TUZISRtxEjBek0qbYzivbQ6GQk5waYFwJs6XNx0wxTuYwZVPfXSy7DO3zumv4/qLauC4OUYJjOIEauHAJDbiDJrSAwxie4Q3erZH1ZL1Yrz/RFav4cwR/ZH18Aybpi0I=</latexit><latexit sha1_base64="k4q8YMIDGIWMiaJciCCGlbq6cyE=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0EyxC3ZREBF0WBXFZwV6gDWUyPWmHTi7MnAgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xEyk0Oc6XtbK6tr6xWdoqb+/s7u1XDg7bOk4VxxaPZay6PtMoRYQtEiSxmyhkoS+x409ucr/ziEqLOHqgaYJeyEaRCARnlI9ua3Q2qFSdujOXvQxuAVUo1BxUPvvDmKchRsQl07rnOgl5GVMkuMRZuZ9qTBifsBH2DEYsRO1l811n9mkQK5vGaM/fv7MZC7Wehr7JhIzGetHLh/95vZSCKy8TUZISRtxEjBek0qbYzivbQ6GQk5waYFwJs6XNx0wxTuYwZVPfXSy7DO3zumv4/qLauC4OUYJjOIEauHAJDbiDJrSAwxie4Q3erZH1ZL1Yrz/RFav4cwR/ZH18Aybpi0I=</latexit><latexit sha1_base64="k4q8YMIDGIWMiaJciCCGlbq6cyE=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0EyxC3ZREBF0WBXFZwV6gDWUyPWmHTi7MnAgl9BF0JerOF/IFfBsnNQtt/VffnP8fOP/xEyk0Oc6XtbK6tr6xWdoqb+/s7u1XDg7bOk4VxxaPZay6PtMoRYQtEiSxmyhkoS+x409ucr/ziEqLOHqgaYJeyEaRCARnlI9ua3Q2qFSdujOXvQxuAVUo1BxUPvvDmKchRsQl07rnOgl5GVMkuMRZuZ9qTBifsBH2DEYsRO1l811n9mkQK5vGaM/fv7MZC7Wehr7JhIzGetHLh/95vZSCKy8TUZISRtxEjBek0qbYzivbQ6GQk5waYFwJs6XNx0wxTuYwZVPfXSy7DO3zumv4/qLauC4OUYJjOIEauHAJDbiDJrSAwxie4Q3erZH1ZL1Yrz/RFav4cwR/ZH18Aybpi0I=</latexit>

cos (l!Mt)
<latexit sha1_base64="FKusOQySFaMejRSqlON8wO6fauo=">AAAB+3icbZDNSgMxFIUz/tb6V3UjuAkWoW7KjAi6LLpxI1SwP9AZhkx624YmkyHJCGUYX0ZXou58C1/AtzGts9DWu/pyzwncc6KEM21c98tZWl5ZXVsvbZQ3t7Z3dit7+20tU0WhRSWXqhsRDZzF0DLMcOgmCoiIOHSi8fVU7zyA0kzG92aSQCDIMGYDRomxq7By6FOpsxr3pYAhCTNfCXybm9M8rFTdujsbvAheAVVUTDOsfPp9SVMBsaGcaN3z3MQEGVGGUQ552U81JISOyRB6FmMiQAfZLEGOTwZSYTMCPHv/9mZEaD0RkfUIYkZ6Xpsu/9N6qRlcBhmLk9RATK3FaoOUYyPxtAjcZwqo4RMLhCpmr8R0RBShxtZVtvG9+bCL0D6re5bvzquNq6KIEjpCx6iGPHSBGugGNVELUfSIntEbendy58l5cV5/rEtO8ecA/Rnn4xsRHZRe</latexit><latexit sha1_base64="FKusOQySFaMejRSqlON8wO6fauo=">AAAB+3icbZDNSgMxFIUz/tb6V3UjuAkWoW7KjAi6LLpxI1SwP9AZhkx624YmkyHJCGUYX0ZXou58C1/AtzGts9DWu/pyzwncc6KEM21c98tZWl5ZXVsvbZQ3t7Z3dit7+20tU0WhRSWXqhsRDZzF0DLMcOgmCoiIOHSi8fVU7zyA0kzG92aSQCDIMGYDRomxq7By6FOpsxr3pYAhCTNfCXybm9M8rFTdujsbvAheAVVUTDOsfPp9SVMBsaGcaN3z3MQEGVGGUQ552U81JISOyRB6FmMiQAfZLEGOTwZSYTMCPHv/9mZEaD0RkfUIYkZ6Xpsu/9N6qRlcBhmLk9RATK3FaoOUYyPxtAjcZwqo4RMLhCpmr8R0RBShxtZVtvG9+bCL0D6re5bvzquNq6KIEjpCx6iGPHSBGugGNVELUfSIntEbendy58l5cV5/rEtO8ecA/Rnn4xsRHZRe</latexit><latexit sha1_base64="FKusOQySFaMejRSqlON8wO6fauo=">AAAB+3icbZDNSgMxFIUz/tb6V3UjuAkWoW7KjAi6LLpxI1SwP9AZhkx624YmkyHJCGUYX0ZXou58C1/AtzGts9DWu/pyzwncc6KEM21c98tZWl5ZXVsvbZQ3t7Z3dit7+20tU0WhRSWXqhsRDZzF0DLMcOgmCoiIOHSi8fVU7zyA0kzG92aSQCDIMGYDRomxq7By6FOpsxr3pYAhCTNfCXybm9M8rFTdujsbvAheAVVUTDOsfPp9SVMBsaGcaN3z3MQEGVGGUQ552U81JISOyRB6FmMiQAfZLEGOTwZSYTMCPHv/9mZEaD0RkfUIYkZ6Xpsu/9N6qRlcBhmLk9RATK3FaoOUYyPxtAjcZwqo4RMLhCpmr8R0RBShxtZVtvG9+bCL0D6re5bvzquNq6KIEjpCx6iGPHSBGugGNVELUfSIntEbendy58l5cV5/rEtO8ecA/Rnn4xsRHZRe</latexit><latexit sha1_base64="FKusOQySFaMejRSqlON8wO6fauo=">AAAB+3icbZDNSgMxFIUz/tb6V3UjuAkWoW7KjAi6LLpxI1SwP9AZhkx624YmkyHJCGUYX0ZXou58C1/AtzGts9DWu/pyzwncc6KEM21c98tZWl5ZXVsvbZQ3t7Z3dit7+20tU0WhRSWXqhsRDZzF0DLMcOgmCoiIOHSi8fVU7zyA0kzG92aSQCDIMGYDRomxq7By6FOpsxr3pYAhCTNfCXybm9M8rFTdujsbvAheAVVUTDOsfPp9SVMBsaGcaN3z3MQEGVGGUQ552U81JISOyRB6FmMiQAfZLEGOTwZSYTMCPHv/9mZEaD0RkfUIYkZ6Xpsu/9N6qRlcBhmLk9RATK3FaoOUYyPxtAjcZwqo4RMLhCpmr8R0RBShxtZVtvG9+bCL0D6re5bvzquNq6KIEjpCx6iGPHSBGugGNVELUfSIntEbendy58l5cV5/rEtO8ecA/Rnn4xsRHZRe</latexit>

1<latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit><latexit sha1_base64="un2PrcY2OgBO8nch9jD8dtiGjbU=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21vEG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4BnFJiko=</latexit>

�1<latexit sha1_base64="yrfvM7sp3gBhmV0zARp7oIF6k20=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguDHMiKDLoBuXUcwDkhB6OjVJk54H3TVCGPIFuhJ15x/5A/6NnTgLTbyr03VvQ93yEyUNue6XU1hZXVvfKG6WtrZ3dvfK+wdNE6daYEPEKtZtnxtUMsIGSVLYTjTy0FfY8sc3M7/1iNrIOHqgSYK9kA8jGUjByY7uz7x+ueJW3bnYMng5VCBXvV/+7A5ikYYYkVDcmI7nJtTLuCYpFE5L3dRgwsWYD7FjMeIhml4233TKToJYMxohm79/ZzMeGjMJfZsJOY3Mojcb/ud1UgquepmMkpQwEjZivSBVjGI2K8wGUqMgNbHAhZZ2SyZGXHNB9iwlW99bLLsMzfOqZ/nuolK7zg9RhCM4hlPw4BJqcAt1aICAAJ7hDd4ddJ6cF+f1J1pw8j+H8EfOxzfZeoqB</latexit><latexit sha1_base64="yrfvM7sp3gBhmV0zARp7oIF6k20=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguDHMiKDLoBuXUcwDkhB6OjVJk54H3TVCGPIFuhJ15x/5A/6NnTgLTbyr03VvQ93yEyUNue6XU1hZXVvfKG6WtrZ3dvfK+wdNE6daYEPEKtZtnxtUMsIGSVLYTjTy0FfY8sc3M7/1iNrIOHqgSYK9kA8jGUjByY7uz7x+ueJW3bnYMng5VCBXvV/+7A5ikYYYkVDcmI7nJtTLuCYpFE5L3dRgwsWYD7FjMeIhml4233TKToJYMxohm79/ZzMeGjMJfZsJOY3Mojcb/ud1UgquepmMkpQwEjZivSBVjGI2K8wGUqMgNbHAhZZ2SyZGXHNB9iwlW99bLLsMzfOqZ/nuolK7zg9RhCM4hlPw4BJqcAt1aICAAJ7hDd4ddJ6cF+f1J1pw8j+H8EfOxzfZeoqB</latexit><latexit sha1_base64="yrfvM7sp3gBhmV0zARp7oIF6k20=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguDHMiKDLoBuXUcwDkhB6OjVJk54H3TVCGPIFuhJ15x/5A/6NnTgLTbyr03VvQ93yEyUNue6XU1hZXVvfKG6WtrZ3dvfK+wdNE6daYEPEKtZtnxtUMsIGSVLYTjTy0FfY8sc3M7/1iNrIOHqgSYK9kA8jGUjByY7uz7x+ueJW3bnYMng5VCBXvV/+7A5ikYYYkVDcmI7nJtTLuCYpFE5L3dRgwsWYD7FjMeIhml4233TKToJYMxohm79/ZzMeGjMJfZsJOY3Mojcb/ud1UgquepmMkpQwEjZivSBVjGI2K8wGUqMgNbHAhZZ2SyZGXHNB9iwlW99bLLsMzfOqZ/nuolK7zg9RhCM4hlPw4BJqcAt1aICAAJ7hDd4ddJ6cF+f1J1pw8j+H8EfOxzfZeoqB</latexit><latexit sha1_base64="yrfvM7sp3gBhmV0zARp7oIF6k20=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguDHMiKDLoBuXUcwDkhB6OjVJk54H3TVCGPIFuhJ15x/5A/6NnTgLTbyr03VvQ93yEyUNue6XU1hZXVvfKG6WtrZ3dvfK+wdNE6daYEPEKtZtnxtUMsIGSVLYTjTy0FfY8sc3M7/1iNrIOHqgSYK9kA8jGUjByY7uz7x+ueJW3bnYMng5VCBXvV/+7A5ikYYYkVDcmI7nJtTLuCYpFE5L3dRgwsWYD7FjMeIhml4233TKToJYMxohm79/ZzMeGjMJfZsJOY3Mojcb/ud1UgquepmMkpQwEjZivSBVjGI2K8wGUqMgNbHAhZZ2SyZGXHNB9iwlW99bLLsMzfOqZ/nuolK7zg9RhCM4hlPw4BJqcAt1aICAAJ7hDd4ddJ6cF+f1J1pw8j+H8EfOxzfZeoqB</latexit>
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<latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit><latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit><latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit><latexit sha1_base64="2RmwxqFwfYXTDEYaYJh1w41k34c=">AAAB5HicbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlRPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkDXYm684v8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dEdDdJBtebW3YXYX/AKqEGh5qD60R8mIoswJqG4MT3PTcnPuSYpFM4q/cxgysWEj7BnMeYRGj9frDpjJ2GiGY2RLd4/szmPjJlGgc1EnMZm2ZsP//N6GYWXfi7jNCOMhY1YL8wUo4TNG7Oh1ChITS1woaXdkokx11yQvUvF1veWy/6F9lnds3x7XmtcFYcowxEcwyl4cAENuIEmtEDACJ7gFd6c0Hl0np2X72jJKf4cwi85719VSItw</latexit>
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m � garren pultsua (m + 1) � garren pultsua

5.2 irudia: Goiko irudian, F (t) funtzioaren periodo bat ageri da, pultsuan zeharreko portaera
eta cos (lωMt) funtzioa erakutsiz. π pultsu zabalek tπ denboran zehar eragiten
dute (pultsuan zeharreko gunea gorriz agertzen da). Adibide honetan, l = 13 eta
tπ ≈ 4.5× (T/l). Kurba beltz jarraituak F (t)-ren portaera deskribatzen du pultsuak
karratuak direnean. Beheko irudian, modulatutako Ω(t) Rabi maiztasuna ageri da.

NV-nukleo elkarrekintza moldagarriak eragiten ditu. Zehazki, m pultsurako

F (t) = cos
[
π(t− tm)/tπ

]
+
∑
q

αq(t) sin
[
qlωM(t− tp)

]
(5.13)

da. Hemen, αq(s) doitu beharreko funtzioak dira (ikusi geroago) eta tp = tm + tπ/2
pultsuaren erdiko unea da, ikus 5.2 irudia. Pultsuan zehar, F (t)-ren forma modulatzen
dugu (m pultsurako),

∫ tm+tπ
tm

F (s) cos (lωMs) ds = 0 izan dadin. Behin hau betetzen
duen F (t) funtzioa izanda, dagokion Rabi maiztasuna hurrengo formulak ematen du,

Ω(t) = ∂

∂t
arccos[F (t)] = − 1√

1− F (t)2
, (5.14)

F (t) diferentziagarria bada. Ikusi E.1 eranskina xehetasunetarako. Orain, modulatutako
F (t) funtzioa erabiliz lortutako fl koefizientearen balioa (hemendik aurrera fm

l deituko
diogu) π pultsuen aplikazio-gunetik kanpoko integralek erabakitzen dute. Hau kalkulatzen
badugu,

fm
l = 4

πl
cos
(
π
tπ
T/l

)
sin (πl/2) (5.15)

lortzen da, gure emaitza nagusia dena. Kalkulu zehatzerako, ikus E.2.1 eranskina. tπ
(π pultsu zabalaren iraupena) eta T/l-ren arteko zatidura aldatuz, fm

l koefizientearen
balioa zehaztu dezakegu, NV-nukleo elkarrekintza moldagarriak lortuz. (5.15) ekuazioaren
arabera, fm

l koefizienteak − 4
lπ eta 4

lπ arteko edozein balio hartu lezake, ikus 5.2 irudiko
kurba beltz jarraitua. Gainera, (5.15) formularen portaera periodikoa dela eta, {− 4

lπ , 4
lπ}

bitarteko edozein balio lortu daiteke tπ iraupen luzeak izanda ere. Azken hau π pultsu za-
balen kasuari dagokio, MU energia baxuei, hain zuzen. Aitzitik, π pultsuek forma karratua
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5.3 Konponbide bat pultsu zabalekin
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h�xi
<latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit><latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit><latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit><latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit>

l = 13
<latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit>

1<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.95
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.80
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.90
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.85
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.75
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

(MHz)
<latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit>

!M/(2⇡)
<latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit><latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit><latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit><latexit sha1_base64="n3VgHy40fBI1rYa6auso9kupfBo=">AAAB+HicbZDNSsNAFIUn9a/Wv6i4cjNYhLqpSRF0WXTjRqhgf6AJYTK9aQdnkjAzEWrou+hK1J3P4Qv4Nk5rFtp6Vt/ccwbuPWHKmdKO82WVlpZXVtfK65WNza3tHXt3r6OSTFJo04QnshcSBZzF0NZMc+ilEogIOXTD+6up330AqVgS3+lxCr4gw5hFjBJtRoF94CUChiTIPSnwzeS01vBSdhLYVafuzIQXwS2gigq1AvvTGyQ0ExBryolSfddJtZ8TqRnlMKl4mYKU0HsyhL7BmAhQfj5bf4KPo0RiPQI8e//O5kQoNRahyQiiR2remw7/8/qZji78nMVppiGmJmK8KONYJ3jaAh4wCVTzsQFCJTNbYjoiklBtuqqY8935Yxeh06i7hm/Pqs3LoogyOkRHqIZcdI6a6Bq1UBtRlKNn9IberUfryXqxXn+iJav4s4/+yPr4BrQ+kl0=</latexit>

3.2746
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 3.2750

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> 3.2754
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3.2758
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>
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h�xi
<latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit><latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit><latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit><latexit sha1_base64="IHdyzHimMeq0xuiIxwnM8rXq+h8=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYnXmu9RQU3bgaL4KokIuiy6MZlBXuBJoTJ9CQdOpOEmYlYYh9GV6LufA1fwLdxGrPQ1rP6zvn/A+f8YcaZ0o7zZS0tr6yurdc26ptb2zu79t5+V6W5pNChKU9lPyQKOEugo5nm0M8kEBFy6IXj65neuwepWJrc6UkGviBxwiJGiTajwD70OEliDp5isSDBgyfLNrAbTtMpCy+CW0EDVdUO7E9vmNJcQKIpJ0oNXCfTfkGkZpTDtO7lCjJCxySGgcGECFB+Ud4/xSdRKrEeAS77396CCKUmIjQeQfRIzWuz4X/aINfRpV+wJMs1JNRYjBblHOsUz2LAQyaBaj4xQKhk5kpMR0QSqk1YdfO+O//sInTPmq7h2/NG66oKooaO0DE6RS66QC10g9qogyh6RM/oDb1bhfVkvVivP9Ylq9o5QH/K+vgGUAKUBA==</latexit>

l = 13
<latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit>

3.2746
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

3.2754
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.98
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

1<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

0.99
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

(MHz)
<latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit><latexit sha1_base64="DM01C5QRE/u7ri04UNb5m1aBQfI=">AAAB6nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxwQ2ZMSa6JLphY4KJ/BiYkE65QEM7M2k7JjjhJXRl1J2P4wv4NhachYJn9fWe0+SeG8SCa+O6X05uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvp75rQdUmkfhnZnE6Es6DPmAM2rs6L6rJCnf1B5Pe8WSW3HnIsvgZVCCTPVe8bPbj1giMTRMUK07nhsbP6XKcCZwWugmGmPKxnSIHYshlaj9dL7wlJwMIkXMCMn8/TubUqn1RAY2I6kZ6UVvNvzP6yRmcOmnPIwTgyGzEesNEkFMRGa9SZ8rZEZMLFCmuN2SsBFVlBl7nYKt7y2WXYbmWcWzfHteql5lh8jDERxDGTy4gCrUoA4NYCDhGd7g3RHOk/PivP5Ec0725xD+yPn4Bm5ljSQ=</latexit>
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l = 13
<latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit><latexit sha1_base64="/MruP2qnpa5wd3zI5auBGlgPuiQ=">AAAB5XicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EiuCqJCroRim5cVrAXaEOZTE+aoZMLMxMhhD6CrkTd+UK+gG/jpGahrf/qm/P/A+c/XiK40rb9ZVVWVtfWN6qbta3tnd29+v5BV8WpZNhhsYhl36MKBY+wo7kW2E8k0tAT2POmt4Xfe0SpeBw96CxBN6STiPucUV2MxLVzPqo37KY9F1kGp4QGlGqP6p/DcczSECPNBFVq4NiJdnMqNWcCZ7VhqjChbEonODAY0RCVm893nZETP5ZEB0jm79/ZnIZKZaFnMiHVgVr0iuF/3iDV/pWb8yhJNUbMRIznp4LomBSVyZhLZFpkBiiT3GxJWEAlZdocpmbqO4tll6F71nQM3180WjflIapwBMdwCg5cQgvuoA0dYBDAM7zBuzWxnqwX6/UnWrHKP4fwR9bHNyo+i0Q=</latexit>

0
<latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit><latexit sha1_base64="Ff3F2BD2T9HC3mOYsPGdMkgQiiw=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx213EG15tbdhdgqeAXUoFBzUP3sDxORRRiTUNyYnuem5OdckxQKZ5V+ZjDlYsJH2LMY8wiNny8WnbGzMNGMxsgW79/ZnEfGTKPAZiJOY7PszYf/eb2Mwms/l3GaEcbCRqwXZopRwuZ92VBqFKSmFrjQ0m7JxJhrLshepWLre8tlV6FzUfcsty5rjZviEGU4gVM4Bw+uoAF30IQ2CEB4hjd4d4bOk/PivP5ES07x5xj+yPn4Bm/Likk=</latexit>

fm
13

<latexit sha1_base64="mOmlGH+X8rc27aOWkYeoISBWOhY=">AAAB73icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVm1ESXRDcuMZGfBAbSKXegoZ0Z244JmfAcujLqznfxBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aOk4VwwaLRazaAdUoeIQNw43AdqKQykBgKxjfzPzWIyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGjvqhf3MO5/2sq6SRE775Ypbdeciy+DlUIFc9X75szuIWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBa6qYaE8rGdIgdixGVqP1svvWUnISxImaEZP7+nc2o1HoiA5uR1Iz0ojcb/ud1UhNe+RmPktRgxGzEemEqiInJrDwZcIXMiIkFyhS3WxI2oooyY09UsvW9xbLL0DyrepbvLiq16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYwUPAMb/DuPDhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+Mb/hqP2g==</latexit><latexit sha1_base64="mOmlGH+X8rc27aOWkYeoISBWOhY=">AAAB73icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVm1ESXRDcuMZGfBAbSKXegoZ0Z244JmfAcujLqznfxBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aOk4VwwaLRazaAdUoeIQNw43AdqKQykBgKxjfzPzWIyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGjvqhf3MO5/2sq6SRE775Ypbdeciy+DlUIFc9X75szuIWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBa6qYaE8rGdIgdixGVqP1svvWUnISxImaEZP7+nc2o1HoiA5uR1Iz0ojcb/ud1UhNe+RmPktRgxGzEemEqiInJrDwZcIXMiIkFyhS3WxI2oooyY09UsvW9xbLL0DyrepbvLiq16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYwUPAMb/DuPDhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+Mb/hqP2g==</latexit><latexit sha1_base64="mOmlGH+X8rc27aOWkYeoISBWOhY=">AAAB73icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVm1ESXRDcuMZGfBAbSKXegoZ0Z244JmfAcujLqznfxBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aOk4VwwaLRazaAdUoeIQNw43AdqKQykBgKxjfzPzWIyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGjvqhf3MO5/2sq6SRE775Ypbdeciy+DlUIFc9X75szuIWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBa6qYaE8rGdIgdixGVqP1svvWUnISxImaEZP7+nc2o1HoiA5uR1Iz0ojcb/ud1UhNe+RmPktRgxGzEemEqiInJrDwZcIXMiIkFyhS3WxI2oooyY09UsvW9xbLL0DyrepbvLiq16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYwUPAMb/DuPDhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+Mb/hqP2g==</latexit><latexit sha1_base64="mOmlGH+X8rc27aOWkYeoISBWOhY=">AAAB73icbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVm1ESXRDcuMZGfBAbSKXegoZ0Z244JmfAcujLqznfxBXwbC85CwbP6es9pcs8NEsG1cd0vp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aOk4VwwaLRazaAdUoeIQNw43AdqKQykBgKxjfzPzWIyrN4+jeTBL0JR1GPOSMGjvqhf3MO5/2sq6SRE775Ypbdeciy+DlUIFc9X75szuIWSoxMkxQrTuemxg/o8pwJnBa6qYaE8rGdIgdixGVqP1svvWUnISxImaEZP7+nc2o1HoiA5uR1Iz0ojcb/ud1UhNe+RmPktRgxGzEemEqiInJrDwZcIXMiIkFyhS3WxI2oooyY09UsvW9xbLL0DyrepbvLiq16/wQRTiCYzgFDy6hBrdQhwYwUPAMb/DuPDhPzovz+hMtOPmfQ/gj5+Mb/hqP2g==</latexit>

f th
13

<latexit sha1_base64="XzkZ+bvocTEgH3ddq4kYCxDSzJA=">AAAB8nicbZDLTsMwEEUnPEt5NMCSTUSFxKpKAAmWFWxYFok+pDZEjjtprdpJZDtIVZQfgRUCdnwKP8Df4JYsoGVWx3OvNXMnTDlT2nW/rJXVtfWNzcpWdXtnd69m7x90VJJJim2a8ET2QqKQsxjbmmmOvVQiESHHbji5mendR5SKJfG9nqboCzKKWcQo0aYV2LUoyL3z4iEfSOHocRHYdbfhzstZBq+EOpTVCuzPwTChmcBYU06U6ntuqv2cSM0ox6I6yBSmhE7ICPsGYyJQ+fl88cI5iRJppqIzf//25kQoNRWh8Qiix2pRmzX/0/qZjq78nMVppjGmxmK0KOOOTpxZfmfIJFLNpwYIlcxs6dAxkYRqc6Wqie8thl2GzlnDM3x3UW9el4eowBEcwyl4cAlNuIUWtIFCBs/wBu+Wtp6sF+v1x7pilX8O4U9ZH99FBZCE</latexit><latexit sha1_base64="XzkZ+bvocTEgH3ddq4kYCxDSzJA=">AAAB8nicbZDLTsMwEEUnPEt5NMCSTUSFxKpKAAmWFWxYFok+pDZEjjtprdpJZDtIVZQfgRUCdnwKP8Df4JYsoGVWx3OvNXMnTDlT2nW/rJXVtfWNzcpWdXtnd69m7x90VJJJim2a8ET2QqKQsxjbmmmOvVQiESHHbji5mendR5SKJfG9nqboCzKKWcQo0aYV2LUoyL3z4iEfSOHocRHYdbfhzstZBq+EOpTVCuzPwTChmcBYU06U6ntuqv2cSM0ox6I6yBSmhE7ICPsGYyJQ+fl88cI5iRJppqIzf//25kQoNRWh8Qiix2pRmzX/0/qZjq78nMVppjGmxmK0KOOOTpxZfmfIJFLNpwYIlcxs6dAxkYRqc6Wqie8thl2GzlnDM3x3UW9el4eowBEcwyl4cAlNuIUWtIFCBs/wBu+Wtp6sF+v1x7pilX8O4U9ZH99FBZCE</latexit><latexit sha1_base64="XzkZ+bvocTEgH3ddq4kYCxDSzJA=">AAAB8nicbZDLTsMwEEUnPEt5NMCSTUSFxKpKAAmWFWxYFok+pDZEjjtprdpJZDtIVZQfgRUCdnwKP8Df4JYsoGVWx3OvNXMnTDlT2nW/rJXVtfWNzcpWdXtnd69m7x90VJJJim2a8ET2QqKQsxjbmmmOvVQiESHHbji5mendR5SKJfG9nqboCzKKWcQo0aYV2LUoyL3z4iEfSOHocRHYdbfhzstZBq+EOpTVCuzPwTChmcBYU06U6ntuqv2cSM0ox6I6yBSmhE7ICPsGYyJQ+fl88cI5iRJppqIzf//25kQoNRWh8Qiix2pRmzX/0/qZjq78nMVppjGmxmK0KOOOTpxZfmfIJFLNpwYIlcxs6dAxkYRqc6Wqie8thl2GzlnDM3x3UW9el4eowBEcwyl4cAlNuIUWtIFCBs/wBu+Wtp6sF+v1x7pilX8O4U9ZH99FBZCE</latexit><latexit sha1_base64="XzkZ+bvocTEgH3ddq4kYCxDSzJA=">AAAB8nicbZDLTsMwEEUnPEt5NMCSTUSFxKpKAAmWFWxYFok+pDZEjjtprdpJZDtIVZQfgRUCdnwKP8Df4JYsoGVWx3OvNXMnTDlT2nW/rJXVtfWNzcpWdXtnd69m7x90VJJJim2a8ET2QqKQsxjbmmmOvVQiESHHbji5mendR5SKJfG9nqboCzKKWcQo0aYV2LUoyL3z4iEfSOHocRHYdbfhzstZBq+EOpTVCuzPwTChmcBYU06U6ntuqv2cSM0ox6I6yBSmhE7ICPsGYyJQ+fl88cI5iRJppqIzf//25kQoNRWh8Qiix2pRmzX/0/qZjq78nMVppjGmxmK0KOOOTpxZfmfIJFLNpwYIlcxs6dAxkYRqc6Wqie8thl2GzlnDM3x3UW9el4eowBEcwyl4cAlNuIUWtIFCBs/wBu+Wtp6sF+v1x7pilX8O4U9ZH99FBZCE</latexit>

t⇡/(T/l)
<latexit sha1_base64="twyxRL2L5gnNxMzRDeCUMritvQM=">AAAB7nicbZDNTgIxFIU7+If4h7p000hMcAMzxkSXRDcuMeEvgQnplAs0dGZqe8eETHgNXRl158P4Ar6NBWeh4Fl9vec0uecGSgqDrvvl5NbWNza38tuFnd29/YPi4VHLxInm0OSxjHUnYAakiKCJAiV0lAYWBhLaweR27rcfQRsRRw2cKvBDNorEUHCGduRjP+0pMauWG1V53i+W3Iq7EF0FL4MSyVTvFz97g5gnIUTIJTOm67kK/ZRpFFzCrNBLDCjGJ2wEXYsRC8H46WLpGT0bxpriGOji/TubstCYaRjYTMhwbJa9+fA/r5vg8NpPRaQShIjbiPWGiaQY03l3OhAaOMqpBca1sFtSPmaacbQXKtj63nLZVWhdVDzL95el2k12iDw5IaekTDxyRWrkjtRJk3DyQJ7JG3l3lPPkvDivP9Gck/05Jn/kfHwDn16PAA==</latexit><latexit sha1_base64="twyxRL2L5gnNxMzRDeCUMritvQM=">AAAB7nicbZDNTgIxFIU7+If4h7p000hMcAMzxkSXRDcuMeEvgQnplAs0dGZqe8eETHgNXRl158P4Ar6NBWeh4Fl9vec0uecGSgqDrvvl5NbWNza38tuFnd29/YPi4VHLxInm0OSxjHUnYAakiKCJAiV0lAYWBhLaweR27rcfQRsRRw2cKvBDNorEUHCGduRjP+0pMauWG1V53i+W3Iq7EF0FL4MSyVTvFz97g5gnIUTIJTOm67kK/ZRpFFzCrNBLDCjGJ2wEXYsRC8H46WLpGT0bxpriGOji/TubstCYaRjYTMhwbJa9+fA/r5vg8NpPRaQShIjbiPWGiaQY03l3OhAaOMqpBca1sFtSPmaacbQXKtj63nLZVWhdVDzL95el2k12iDw5IaekTDxyRWrkjtRJk3DyQJ7JG3l3lPPkvDivP9Gck/05Jn/kfHwDn16PAA==</latexit><latexit sha1_base64="twyxRL2L5gnNxMzRDeCUMritvQM=">AAAB7nicbZDNTgIxFIU7+If4h7p000hMcAMzxkSXRDcuMeEvgQnplAs0dGZqe8eETHgNXRl158P4Ar6NBWeh4Fl9vec0uecGSgqDrvvl5NbWNza38tuFnd29/YPi4VHLxInm0OSxjHUnYAakiKCJAiV0lAYWBhLaweR27rcfQRsRRw2cKvBDNorEUHCGduRjP+0pMauWG1V53i+W3Iq7EF0FL4MSyVTvFz97g5gnIUTIJTOm67kK/ZRpFFzCrNBLDCjGJ2wEXYsRC8H46WLpGT0bxpriGOji/TubstCYaRjYTMhwbJa9+fA/r5vg8NpPRaQShIjbiPWGiaQY03l3OhAaOMqpBca1sFtSPmaacbQXKtj63nLZVWhdVDzL95el2k12iDw5IaekTDxyRWrkjtRJk3DyQJ7JG3l3lPPkvDivP9Gck/05Jn/kfHwDn16PAA==</latexit><latexit sha1_base64="twyxRL2L5gnNxMzRDeCUMritvQM=">AAAB7nicbZDNTgIxFIU7+If4h7p000hMcAMzxkSXRDcuMeEvgQnplAs0dGZqe8eETHgNXRl158P4Ar6NBWeh4Fl9vec0uecGSgqDrvvl5NbWNza38tuFnd29/YPi4VHLxInm0OSxjHUnYAakiKCJAiV0lAYWBhLaweR27rcfQRsRRw2cKvBDNorEUHCGduRjP+0pMauWG1V53i+W3Iq7EF0FL4MSyVTvFz97g5gnIUTIJTOm67kK/ZRpFFzCrNBLDCjGJ2wEXYsRC8H46WLpGT0bxpriGOji/TubstCYaRjYTMhwbJa9+fA/r5vg8NpPRaQShIjbiPWGiaQY03l3OhAaOMqpBca1sFtSPmaacbQXKtj63nLZVWhdVDzL95el2k12iDw5IaekTDxyRWrkjtRJk3DyQJ7JG3l3lPPkvDivP9Gck/05Jn/kfHwDn16PAA==</latexit>

1<latexit sha1_base64="BeUhpJENBQgpYvLZNXKn41U1fjM=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlFPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkCXYm684/8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dGdxwbVmlt3F2J/wSugBoWag+pHf5iILMKYhOLG9Dw3JT/nmqRQOKv0M4MpFxM+wp7FmEdo/Hyx6YydhIlmNEa2eP/M5jwyZhoFNhNxGptlbz78z+tlFF76uYzTjDAWNmK9MFOMEjYvzIZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2LBVb31su+xfaZ3XP8u15rXFVHKIMR3AMp+DBBTTgBprQAgEhPMErvDnoPDrPzst3tOQUfw7hl5z3L8YYinQ=</latexit><latexit sha1_base64="BeUhpJENBQgpYvLZNXKn41U1fjM=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlFPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkCXYm684/8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dGdxwbVmlt3F2J/wSugBoWag+pHf5iILMKYhOLG9Dw3JT/nmqRQOKv0M4MpFxM+wp7FmEdo/Hyx6YydhIlmNEa2eP/M5jwyZhoFNhNxGptlbz78z+tlFF76uYzTjDAWNmK9MFOMEjYvzIZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2LBVb31su+xfaZ3XP8u15rXFVHKIMR3AMp+DBBTTgBprQAgEhPMErvDnoPDrPzst3tOQUfw7hl5z3L8YYinQ=</latexit><latexit sha1_base64="BeUhpJENBQgpYvLZNXKn41U1fjM=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlFPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkCXYm684/8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dGdxwbVmlt3F2J/wSugBoWag+pHf5iILMKYhOLG9Dw3JT/nmqRQOKv0M4MpFxM+wp7FmEdo/Hyx6YydhIlmNEa2eP/M5jwyZhoFNhNxGptlbz78z+tlFF76uYzTjDAWNmK9MFOMEjYvzIZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2LBVb31su+xfaZ3XP8u15rXFVHKIMR3AMp+DBBTTgBprQAgEhPMErvDnoPDrPzst3tOQUfw7hl5z3L8YYinQ=</latexit><latexit sha1_base64="BeUhpJENBQgpYvLZNXKn41U1fjM=">AAAB43icbZDLSgNBEEVr4ivGV9Slm8YguAozIugy6MZlFPOAZAg9nZqkSc+D7hohDPkCXYm684/8Af/GTpyFRu/qdN3bULeCVElDrvvplFZW19Y3ypuVre2d3b3q/kHbJJkW2BKJSnQ34AaVjLFFkhR2U408ChR2gsn13O88oDYyie9pmqIf8VEsQyk42dGdxwbVmlt3F2J/wSugBoWag+pHf5iILMKYhOLG9Dw3JT/nmqRQOKv0M4MpFxM+wp7FmEdo/Hyx6YydhIlmNEa2eP/M5jwyZhoFNhNxGptlbz78z+tlFF76uYzTjDAWNmK9MFOMEjYvzIZSoyA1tcCFlnZLJsZcc0H2LBVb31su+xfaZ3XP8u15rXFVHKIMR3AMp+DBBTTgBprQAgEhPMErvDnoPDrPzst3tOQUfw7hl5z3L8YYinQ=</latexit> 2<latexit sha1_base64="ctOMDuvBYfmFacgqQD0Iklr5FgI=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZYqJLohuXkMgjgQnpaWqgQ88j3TUmhPADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FqZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2STItsCUSlehuwA0qGWOLJCnsphp5FCjsBJO7hd95RG1kEj/QNEU/4qNYhlJwsqNmbVCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w0RkEcYkFDem57kp+TOuSQqF81I/M5hyMeEj7FmMeYTGny0XnbOLMNGMxsiW79/ZGY+MmUaBzUScxmbVWwz/83oZhTf+TMZpRhgLG7FemClGCVv0ZUOpUZCaWuBCS7slE2OuuSB7lZKt762WXYd2repZbl5V6rf5IYpwBudwCR5cQx3uoQEtEIDwDG/w7gydJ+fFef2JFpz8zyn8kfPxDXLHiks=</latexit><latexit sha1_base64="ctOMDuvBYfmFacgqQD0Iklr5FgI=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZYqJLohuXkMgjgQnpaWqgQ88j3TUmhPADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FqZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2STItsCUSlehuwA0qGWOLJCnsphp5FCjsBJO7hd95RG1kEj/QNEU/4qNYhlJwsqNmbVCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w0RkEcYkFDem57kp+TOuSQqF81I/M5hyMeEj7FmMeYTGny0XnbOLMNGMxsiW79/ZGY+MmUaBzUScxmbVWwz/83oZhTf+TMZpRhgLG7FemClGCVv0ZUOpUZCaWuBCS7slE2OuuSB7lZKt762WXYd2repZbl5V6rf5IYpwBudwCR5cQx3uoQEtEIDwDG/w7gydJ+fFef2JFpz8zyn8kfPxDXLHiks=</latexit><latexit sha1_base64="ctOMDuvBYfmFacgqQD0Iklr5FgI=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZYqJLohuXkMgjgQnpaWqgQ88j3TUmhPADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FqZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2STItsCUSlehuwA0qGWOLJCnsphp5FCjsBJO7hd95RG1kEj/QNEU/4qNYhlJwsqNmbVCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w0RkEcYkFDem57kp+TOuSQqF81I/M5hyMeEj7FmMeYTGny0XnbOLMNGMxsiW79/ZGY+MmUaBzUScxmbVWwz/83oZhTf+TMZpRhgLG7FemClGCVv0ZUOpUZCaWuBCS7slE2OuuSB7lZKt762WXYd2repZbl5V6rf5IYpwBudwCR5cQx3uoQEtEIDwDG/w7gydJ+fFef2JFpz8zyn8kfPxDXLHiks=</latexit><latexit sha1_base64="ctOMDuvBYfmFacgqQD0Iklr5FgI=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZYqJLohuXkMgjgQnpaWqgQ88j3TUmhPADujLqzk/yB/wbG5yFgnd1uu7tpG4FqZKGXPfLKWxsbm3vFHdLe/sHh0fl45O2STItsCUSlehuwA0qGWOLJCnsphp5FCjsBJO7hd95RG1kEj/QNEU/4qNYhlJwsqNmbVCuuFV3KbYOXg4VyNUYlD/7w0RkEcYkFDem57kp+TOuSQqF81I/M5hyMeEj7FmMeYTGny0XnbOLMNGMxsiW79/ZGY+MmUaBzUScxmbVWwz/83oZhTf+TMZpRhgLG7FemClGCVv0ZUOpUZCaWuBCS7slE2OuuSB7lZKt762WXYd2repZbl5V6rf5IYpwBudwCR5cQx3uoQEtEIDwDG/w7gydJ+fFef2JFpz8zyn8kfPxDXLHiks=</latexit>
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a) b)

5.3 irudia: (a) fm
l (kurba beltz jarraitua) and f th

l (gune horiko kurba) tπ/(T/l) arrazoiaren
funtzioan, l = 13 bada. (b) 〈σx〉 (gune argi eta ilunen ertzak) testu nagusian
aipaturiko baldintzetarako. Barneko irudian, 〈σx〉 ageri da, pultsu karratuetarako.
(b) irudiko zenbakizko simulazioetan, Ω(t)-n % 1eko errorea dagoela kontsideratu
dugu [423].

dutenean, (hau da, Ω konstantea) lortutako balioa (ikusi kalkulua E.2.2 eranskinean)

f th
l = 4 sin (πl/2) cos (πltπ/T )

πl(1− 4l2t2π/T 2) (5.16)

da. fm
l ez bezala, f th

l koefizientearen balioa txikitzen doa tπ luzatzen dugunean, |f th
l | ∝

[tπ/(T/l)]−2. Portaera hau 5.2 irudian gune horiaren gaineko kurbak adierazten du. Beraz,
ezin dira tπ luzeko pultsu karratuak erabili, f th

l koefizientearen balioa zero bihurtzen baita.

Gure teoriaren baliagarritasuna frogatzeko, α1(t) = a1e
−(t−tp)2/2c21 Gaussen funtzioa

erabiliko dugu, αq(t) = 0 izanik ∀q > 1 bada. 5.2 irudian (kurba urdin jarraitua),
modulatutako pultsuari dagokion F (t) modulazio funtzioa ageri da, baita ere pultsu
karratuari dagokiona (kurba beltz jarraitua). Behin tπ finkatuta, l eta c parametroek
erabakiko dute F (t) funtzioaren forma; a1 parametroa

∫ tm+tπ
tm

F (s) cos (lωMs) ds = 0
baldintza bete dadin aukeratuko dugu. (5.13) ekuazioa aztertuz, argi dago baldintza hau
beteko dela hurrengoa betetzen bada:

a1 = −
∫ tm+tπ
tm

cos
[
π(s− tm)/tπ

]
cos (lωMs) ds∫ tm+tπ

tm
e−

(s−tp)2

2c2 sin
[
lωM(s− tp)

]
cos (lωMs) ds

. (5.17)

5.3(b) irudian 5 protoiko lagin bat simulatu dugu3, nukleoen eta NVaren arteko dis-
tantzia, batezbestean, ≈ 2.46 nm izanik. Zenbakizko simulazioak (5.4) ekuaziotik abiatuz
egin ditugu, hurbilketa gehiagorik egin gabe. 5-H nukleoei dagozkien bektore hiperfinak
~A1 = (2π) × [−1.84,−3.19,−11.02], ~A2 = (2π) × [2.38, 5.04,−8.78], ~A3 = (2π) ×

3Kontuan izan, pultsu zabalekin, [230] erreferentzian azaldu bezalako zenbakizko metodoak ezin direla
erabili spin nuklear asko simulatzeko. Hemen, ordenagailuaren botere ahalmenak baldintzatuta, bost
nukleo eta NVa simulatu ditugu.
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[8.09, 2.66,−1.02], ~A4 = (2π) × [4.26, 2.46, 3.48], eta ~A5 = (2π) × [4.07, 1.00,−7.09]
kHz dira (kontuan izan, γH = (2π)×42.577 MHz/T dela). Bi pultsu sekuentzia desberdin
simulatu ditugu, π pultsu zabalak erabiliz, eta Bz = 1 T-ko eremu magnetiko batean.
Karratu horidun lerro bertikalek teorikoki esperotako balioak adierazten dituzte, seinalearen
maiztasunari eta kontrasteari dagokionez. Kalkulatutako lehen seinalerako XY8 sekuentzia
bat erabili dugu, non X (Y) pultsuaren fasea φ = 0 (φ = π/2) den, ikusi 5.3(b) irudiko
gune ilunaren ertza. Ω(t) modulatutako Rabi maiztasuna fm

13 = 4π/13 = 0.0979 izan
dadin aukeratzen dugu l = 13 harmonikorako (balio hau fm

13-k izan dezakeen maximoa
da), pultsuaren iraupena tπ = 6 × (T/l) izanik. α1(t) Gaussen funtzioaren zabalera,
c1 = 0.07tπ hartu dugu. ωM eskaneatze-maiztasunak γHBz/l maiztasunaren inguruko
balio ezberdinak hartzen ditu, l = 13 izanik, ikus 5.3(b) irudiko ardatz horizontala.
XY8 sekuentzia 400 aldiz errepikatuz, hau da, 3200 π pultsu zabal aplikatuz, amaiera
denbora tf ≈ 0.488 ms da, eta gune ilunaren ertzak adierazitako seinalea lortzen dugu.
5.3(b) irudian ikusten denez, sekuentzia honek ez ditu 5-H multzoko nukleo guztien
erresonantzia-maiztasunak identifikatzen.

Problema hau konpontzeko, gure metodoaren moldagarritasuna aprobetxatzen dugu,
eta bigarren sekuentzia bat simulatzen dugu. Honek lorturiko seinalea 5.3(b) irudiko
gune argiaren ertzak adierazten du. Bertan, fm

13 = 0.0979/3 = 0.0326 aukeratu dugu,
pultsuaren iraupena tπ ≈ 6.4 × (T/l) izanik, eta c1 = 0.07tπ. Orain, fm

13 koefizientea
txikiagoa denez, XY8 sekuentzia 400 × 3 aldiz (hau da, 9600 pultsu) errepikatu dugu,
aurreko kasuko kontraste berdina lortzeko. Sekuentziaren amaiera-denbora tf ≈ 1.5 ms
da. 5.3(b) irudian ikus daitekeenez, gure metodoa 5-H multzoko erresonantzia-maiztasun
guztiak identifikatzeko gai da, eta teorikoki esperotako kontrastea lortzen du. Kontuan
edukitzeko modukoa da gure metodoaren moldagarritasuna aplikagarria izan daitekeela
NV zentroetarako diseinatutako beste algoritmo kuantiko batzuetan [284, 286, 424, 425].

5.4. MU potentzia eta seinale nuklearra

5.3(b) irudian, pultsu zabalen batezbesteko energia berdina erabiliko luketen pultsu karrat-
uak erabiliz lortutako seinalea adierazten da. π pultsu karratu eta zabalen energia, Eth(tπ)
eta Eext(tπ), ∝

∫
Ω2(s)ds dela erabiltzen dugu, non integralaren aplikazio eremua pult-

suaren aplikazio tarteari dagokion. Energiaren adierazpenen kalkulua E.3 eranskinean aurki
daiteke. Barne-irudiko kurba laranja jarraitua 3200 π-pultsu karratuko XY8 sekuentzia
erabiliz kalkulatu da, Ω ≈ (2π) × 18.2 MHz izanik. Ω-ren balio honetarako, π-pultsu
karratu batek 5.3(b) irudiko gune ilunaren ertzak adierazten duen seinalea lortzeko erabili-
tako pultsu zabal batek bezain beste energia erabiltzen du, hau da, Eth(tπ) = Eext(tπ).
Gure metodoak ez bezala, pultsu karratuen sekuentziak, ia kontrasterik gabeko seinale bat
lortzen du. Kontuan izan 5.3(b)-ko barne irudiko ardatz bertikalaren balio minimoa 0.98
dela, eta pultsu karratuekin lortutako kontrastea 0.99tik gora dagoela (kontraste txikia,
beraz). Kurba marradunak adierazitako seinalea Ω ≈ (2π)×4.68 MHz Rabi maiztasuneko
pultsu karratuak erabiliz lortu da. Hau, 5.3(b) irudiko gune argiaren ertzak adierazten duen
seinalea lortzeko erabilitako pultsu zabalaren energia baliokidea erabiliz egin da. Azken
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kasu hontan, π-pultsu karratuek lortutako seinaleak kontraste arbuiagarria lortzen duela
ikusten da. Emaitza hauek zera adierazten dute: guk diseinaturiko anplitude-modulatuko
pultsu sekuentziak NV-nukleo elkarrekintza moldagarriak sortzeko gai direla, MU energia
baliokidedun pultsu karratuzko sekuentziek elkarrekintza hauek sortzeko gai ez direlarik.

Laburbilduz, kapitulu honetan metodo orokor bat aurkezten dugu: energia baxuak
erabiltzen ditu, DDko tekniketan erraz erabil daitekeena, adibidez, XY8 sekuentzietan.
Gure metodoa NVezko sentsore kuantiko baten eta spin nuklearren arteko elkarrekintza
moldagarriak, eta, beraz, selektiboak, sortzeko gai da eremu magnetiko estatiko handietan,
eta, beraz, nanoeskalako NMRerako baldintza optimoetan.
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6 Ondorioak

Tesi honetan, ioi harrapatuetako, atomo ultrahotzetako edota NV zentroetako aplikazio
konkretuetara egokitutako argi-materia elkarrekintza efektiboak diseinatu ditugu. Labur-
bilduz, DDko teknikak erabili ditugu ingurumen- eta kontrol-eremuetako akatsekiko
sentikortasun txikia duten fidelitate altuko ateak diseinatzeko ioi harrapatuekin, baita
NV-zentroekin nanoeskalako NMRa egiteko energetikoki efizienteak diren metodoak pro-
posatzeko ere. Argi-materia elkarrekintzaren eredu orokortuak ere aztertu ditugu, k
fotoiko elkarrekintzak aurkituz Rabi-Stark ereduan, edota egoera kuantikoak prestatzeko
modu bat lortuz NQRMa erabiliz. Gainera, zenbakizko simulazioak erabiliz, frogatu
dugu sare optikoetan atomo ultrahotzak erabiliz bosoi laginketa egitea posible dela, baita
nagusitasun kuantikoa lortzea dozenaka atomo erabiliz. Zehatzago:

2. kapituluan, bi metodo proposatu ditugu MU bidez gidaturiko ioi harrapatuetan
akatsekiko sentikortasun gutxiko eta fidelitate altuko bi qubiteko ateak sortzeko. Alde
batetik, zenbakizko simulazioak erabiliz frogatu dugu DD pultsatuko eskemek bi biteko
ate azkar eta eraginkorrak sortzen dituztela. Gure MU-sekuentziak, bereziki, modu
normal guztiei eragiten die, ate azkarragoa sortuz. Gainera, gure sekuentzia bereziki
diseinatuta dago eremu magnetikoetako eta MUetako gorabeherekiko sentikortasun txikia
edukitzeko. Honela, % 99.9tik gorako fidelitateak lortu ditugu, dekoherentzia-iturri
errealista horiek kontuan izanik. Bestalde, DD jarraitua fase-iraulketekin eta π pultsu
berfokuratzaileekin konbinatzen duen metodo hibrido bat proposatu dugu, fidelitate
altuko ate korapilatzaileak sortzeko. Aurreko kasuan ez bezala, potentzia txikiko MU
erradiazioa kontsideratu dugu metodo honetan, egungo egoera esperimentalekin bat eginez.
Bereziki, frogatu dugu Bell egoeren prestaketa % 99tik gorako fidelitateekin egin daitekeela
gaur egungo parametro esperimentalak erabiliz. Gainera, frogatu dugu ere % 99.9tik
gorako fidelitateak lor daitezkeela hobekuntza esperimental gutxirekin. Laburbilduz, DDko
metodoen laguntzarekin, bi ate-eskema garatu ditugu, eta, hauek erabiliz, uste dugu
gaur egungo fidelitateak igo daitezkeela akats-zuzenketa kuantikoa aplikatzeko behar den
atalaseraino. Azkenik, norabide berean, azter liteke ea anplitude-modulatuko pultsuek
zein abantaila ekar dezaketen ate hauen diseinuan.
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3. kapituluan, argi-materia elkarrekintzaren bi eredu aztertu ditugu, eta laser bidez
gidaturiko ioi harrapatu batekin hauek nola simulatu azaldu dugu. Lehenbizi, Rabi-Stark
eredua kontsideratu dugu, SCko eta USCko erregimenetan. Bertan, k fotoiko elkarrekintzak
aurkitu ditugu, hauen erresonantzia-maiztasuna egoera bosonikoaren menpekoa delarik.
Portaera selektibo hori Stark terminoak sortzen duela ikusi dugu, eta elkarrekintza hauek
era analitikoan deskribatzen dituzten eredu efektiboak aurkitu ditugu. Bigarrenez, NQRMa
proposatu dugu; hau QRMaren luzapen natural gisa agertzen da ioi harrapatuetan. LD
erregimenetik kanpo agertzen den f1(n̂) termino ez-linealak fonoien populazio-banaketaren
blokeoa eragiten duela ikusi dugu, f1(n̂)|n〉 = 0 denean. SCko erregimenean, JC eredu
lineal eta ez-linealak konparatu ditugu, eta azken honetan egoera koherenteen desagertze
eta suspertzea ematen ez dela ikusi dugu. Eredu ez-linealaren aplikazio bezala, n handiko
Fock egoerak sortzeko metodo bat garatu dugu, anti-JC eredu ez-lineala depolarizazio
zaratarekin konbinatuz. Honi dagokionez, interesgarria litzateke aztertzea zein den egoera
prestatzeko behar den denboraren menpekotasuna n zenbakiarekiko1. Azkenik, Rabi-Stark
eredua eta NQRMa ioi harrapatu bat erabiliz nola simulatu daitezkeen azaldu dugu. Lan
honen jarraipen naturalak lirateke eredu hauek barrunbeko QEDa erabiliz nola gauzatu
aztertzea, edo qubit anitzeko sistemak kontsideratzea.

4. kapituluan, bosoi laginketa egiteko metodo bat aurkeztu dugu, atomo ultrahotzak
erabiliz sare optikoetan. Dieter Meschede irakaslearen eta Andrea Alberti doktorearen
taldeak aurrez gauzatu dituzte ausazko ibilaldiak atomoekin [395], baita bi atomoren
arteko interferentzia ere [221], MU pultsuak eta spin-menpeko sare optikoak konbinatuz.
Bosoi laginketa partikula anitzeko ibilaldi kuantiko baten baliokidea da, eta, Aaronsonek
and Arkhipovek frogatu bezala, zaila da hau simulatzea ordenagailu klasikoak erabiliz [87].
Batetik, bosoi laginketa probleman partikula-galeraren efektua aztertu dugu, bereziki, bi
gorputzeko galerek lagin baliagarriak sortzeko gaitasunean daukaten efektua. Galerak kon-
tuan izanda, sortutako laginak bosoi laginketaren probabilitate banaketa (BLPB) jarraitu
dezaketela frogatu dugu. Hau gutxi balitz, galera altuak izanda ere laginak superordena-
gailu klasiko batek baino azkarrago sortzea posible dela ikusi dugu. Hala ere, lagin hauek ez
dute BLPB jarraitzen, eta oraindik frogatzeke geratzen da ea probabilitate banaketa berri
honi dagozkion laginak sortzea problema zaila den. Bosoi kopurua handitzean BLPBtik
laginak sortzen jarraitzeko, beste akats esperimentalak nolakoak izan behar duten ere
aztertu dugu. Zehazki, eremu magnetikoen gorabeherak eta atomoak oinarrizko egoera
bibrazionalera eramateko gaitasuna. Kontuan izan behar da, printzipioz DDko teknikak
erabili daitezkeela gorabehera hauekiko sentikortasuna txikitzeko. Azkenik, atomoekin
bosoi laginketa egitearen abantailetako bat aipatu nahi dugu. Superordenagailuak gailu
esperimentalaren emaitzak aurresateko gai ez direnean, ezingo dugu baieztatu ea gailu
kuantikoa laginketa ondo egiten ari den edo ez. Kasu horretan, atomo bosonikoak erabili
beharrean atomo fermionikoak erabili genitzake. Horrela, fermioien gainean eragiketa
berdinak eginez gero, fermioi laginketa izango genuke bosoi laginketa beharrean. Fermioi
laginketaren emaitzak aurresatea, ordea, erraza da ordenagailu klasikoentzat, eta, be-
raz, fermioi laginketa ondo egiten ari dela baieztatu ondoren, suposa genezake atomo
bosonikoekin ere laginketa egokia izango dela.

1Jonathan P. Home irakaslea eskertu nahi dugu ekarpen honengatik.
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6. kapitulua: Ondorioak

5. kapituluan, eremu magnetiko handietan NV sentsore kuantiko baten eta spin nuk-
learren arteko elkarrekintza moldagarriak, beraz, selektiboak, lortzen duten MU pultsu
zabalak diseinatzeko metodo bat aurkeztu dugu. Eremu magnetiko handiak aproposak
dira nanoeskalan NMRa egiteko, izan ere, eremu magnetikoen igorleen seinalea hobekiago
jaso dezake NVak. Bestalde, eremu magnetiko handietan Larmor maiztasunak handiagoak
dira, eta Rabi maiztasunen balioa txiki gelditu daiteke hauen aurrean. Honek NMRaren
espektroaren desagertzea ekartzen du, gure anplitude-modulatuko pultsuak erabili ezean.
Gure metodoa erabiliz, ez da beharrezkoa Rabi maiztasunak Larmor maiztasunen parera
igotzea seinalea berreskuratzeko, beraz, energetikoki efizientea da gure metodoa. Gainera,
metodoa orokorra da eta DDko teknika estroboskopiko guztietan aplika daiteke, adibidez,
XY8 sekuentzian. Tesi hau garatu bitartean, anplitude-modulatuko pultsuak proposatu
ditugu magnetometria kuantiko bikoitza egiteko2. Kasu horretan, bi tonuko seinale
estroboskopikoak erabiltzen ditugu NMRaren espektroaren seinalea handitzeko.

Laburtuz, tesi honek sistema kuantikoak kontrolatzeko bide berriak aztertzen ditu,
apropos diseinatutako erradiazio-patroiek moldatutako argi-materia elkarrekintzen bidez.
Espero dugu hemen aurkeztutako emaitzek lagun dezaten akats-zuzenketa kuantikoa
aplikatzeko beharrezko diren fidelitateak dituzten bi qubiteko ateak sortzen MUez gidatu-
tako ioi harrapatuekin, nanoeskalan NMRa egiteko sentsore kuantiko hobeak sortzen, eta
atomo harrapatuak erabiliz lehen nagusitasun kuantikoko esperimentua egiten. Orokor-
rean, gure emaitzek teknologia kuantikoa garatzen lagunduko dute. Teknologia hauek,
aurrerapen tekniko berriak ekartzeaz gain, funtsezkoak izango dira, zalantzarik gabe,
naturak gordetzen diten sekretuak argitzeko.

2Ikusi argitalpenen zerrendako 14garren artikulua.
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A Gogoeta Osagarriak DD Pultsatuko
Bi Qubiteko Ateari Buruz

A.1. Hasierako hurbilketak

Bi mailen hurbilketa

Atal honen helburua zera da, frogatzea ez 171Yb+ ioiaren egitura hiperfineko gainontzeko
mailek, ez eremu magnetikoaren gorabeherek, ezta 2ωj-ko maiztasunaz biratzen duten
terminoek, ez dutela eraginik testu nagusian fidelitate altuei buruz egindako baieztapenetan.
Sinplifikatzeko, ioi bakar bat kontsideratuko dugu hemen, bere egitura hiperfineko lau
egoerekin. 20 π-pultsu aplikatu ostean, fidelitatea kalkulatu dugu eta egiaztatu hauek
eragindako errorea 10−5 ordenean dagoela, hau da, 2.1 taulako balioen azpitik. Honengatik,
testuan eginiko lehen hurbilketa horiek bidezkoak direla ondoriozta dezakegu. Hurrengoan,
erabilitako parametro eta baldintza esperimentalak zehaztuko ditugu.

171Yb+ ioiaren balentzia elektroiaren oinarrizko egoera hiperfinean, trantsizio ezberdinak
kitzika daitezke MU eremuaren polarizazioa erabiliz. Akats esperimentalek ordea, beste
egoeretara kitzikapena egotea eragin dezakete, populazioa qubitetik kanpo eramanez.
Bestalde, eremu magnetikoaren gorabeherek ere π-pultsu akastunak eragin ditzakete
atearen fidelitatea atakan jarriz. Akats esperimental hauen efektua ikusteko ondorengo 4
egoerako Hamiltondarra simulatuko dugu

H4l = E0|0〉〈0|+ E1|1〉〈1|+ E2|2〉〈2|+ E3|3〉〈3|+X(t)|1〉〈1| −X(t)|3〉〈3|
+ Ω(t)(|0〉〈1|+ ε|0〉〈2|+ ε|0〉〈3|+ H.c.) cos [ωt+ φ(t)], (A.1)

non qubita {|0〉, |1〉} egoerek definitzen duten, eta Ei maila hiperfinen energiak diren,
100 Gausseko eremu magnetiko batean aurkitzen den 171Yb+ ioi baten kasurako. X(t)
funtzioak eremu magnetikoaren gorabehera adierazten du. Honek, |1〉 eta |3〉 magnetikoki
sentikorrak diren egoeren energien lerrakuntza eragiten du. X(t) funtzioak Ornstein-
Uhlenbeck (OU) prozesu estokastikoa [293] jarraitzen du, eta pultsurik egon ezean 3ms-ko
T2 koherentzia-denbora ezarriko luke, lehenago esperimentuetan ikusi den bezala [196].
Zehazki, τ = 50 µs-ko korrelazio denbora hautatu dugu, difusio konstantea c = 2/(τ ∗T2)
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A.1 Hasierako hurbilketak
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A.1 irudia: a) 20 π-pultsuz osaturiko eta 80µs-ko iraupeneko AXY-4 sekuentzia batek sorturiko
egoeraren fidelitatea (1−F, berez), lerrokadura akatsa adierazten duen ε faktorearen
funtzioan. Puntu bakoitza 100 simulazio estokastikoren emaitzen batez bestekoa da.
ε faktorea Ω Rabi maiztasunaren funtzioan emana dago. b) Fidelitate galera modu
erradialekin (A.3) ekuazioan azaldutako akoplamenduaren harira. Fidelitatearen
galera ikusten da β-ren balio handietarako, non β = ∆r/∆1 den. (a) gB = 150 T

m
kasua, ϕ = π/4 (karratuak) eta ϕ = π/8 (zirkuluak) ate-faseetarako. (b) gB = 300 T

m
kasurako, berdina. Erabilitako hasierako egoera ψ4 da (ikusi 2.1 taula)

.

izanik. Bestalde, Ω(t) funtzioak Ω eta 0 balioak hartzen ditu soilik, eta ε beste egoeretara
populazio transferentzia adierazten duen faktore txiki bat da, polarizazio-akats bati lotua.
Zenbakizko simulazioetan muturreko balioak aukeratu ditugu parametro hauentzako.
Adibidez, Ω = (2π) × 20 MHz-eko Rabi maiztasuna, testu nagusian erabilitako balio
maximoaren bikoitza, beste trantsizioak kitzikatzeko aukera handiagotuz, beraz. Bestalde,
2.1.3 atalean aipaturiko sekuentzia luzeena kontsideratu dugu simulazioetan, hau da,
80 µs-koa.

Zenbakizko kalkuluez lortutako eragile unitarioa identitatearekin konparatzen dugu,
izan ere, hau da idealki espero duguna aplikatutako π-pultsu kopurua bikoitia bada. A
eta B eragileen arteko fidelitatea neurtzeko hurrengo definizioa erabiltzen dugu:

FA,B = |Tr(AB†)|√
Tr(AA†)Tr(BB†)

, (A.2)

Prozesu estokastikoak direla eta, 100 saiakuntza egiten ditugu, eta azkenik batezbesteko
fidelitatea hartzen dugu. A.1 irudian fidelitatea irudikatu dugu, ε faktorearen funtzioan.
Ikus daitekeen moduan, erroreak ez du menpekotasun lineala ε-ekiko. Hala ere, % 20ko
lerrokadura baino balio txikiagoetarako (ε = 0.2), eragindako akatsa 10−4 baino baxuagoa
da. Horregatik, polarizazio errorea % 20koa baino baxuagoa bada, egitura hiperfineko
beste egoeren, eremu magnetikoaren gorabeheren, eta 2ωj-ko maiztasunaz biratzen duten
terminoen efektua fidelitatearen bosgarren dezimalean soilik ikus daiteke, eta ez dute
2.1.3 atalean egindako baieztapenik kolokan jartzen.
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A. eranskina: Gogoeta Osagarriak DD Pultsatuko Bi Qubiteko Ateari Buruz

Modu erradialekin akoplamendua

Atal honetan proposaturiko atean modu erradialek duten eragina aztertu dugu. Horre-
tarako, (2.1) Hamiltondarrari d modu erradialari dagokion ondorengo terminoa gehituko
diogu,

νrd
†d+ ∆r(d+ d†)[σz1 + σz2 ]. (A.3)

Konputazio mugak direla eta, modu erradial bakar bat hartuko dugu kontuan, eta honek
koherentzia galerarik ez duela jasaten ere bai. (A.3) terminoa justifikatua dago, posible
delako eremu magnetikoaren gradienteak z norabidea ez ezik, beste norabideetan osagai
txikiren bat izatea. Honek ∆r akoplamendu bat eragingo luke. Hau η1-ren funtzioan jarriz,
∆r = βη1ν1 dugu. (2.1) Hamiltondarra simulatu dugu termino hau gehituz eta gehitu
gabe, eta bukaerako egoeren arteko fidelitatea kalkulatu. Emaitza A.1 irudian ikus daiteke,
β-ren funtzioan. νr = (2π) × 2.5 MHz erabili dugu simulazioan, eta hasierako egoera
2.1 taulan ageri den ψ4 egoera da. Bi fonoidun egoera termikoa hautatu dugu modu
erradialaren hasierako egoera bezala. Ikus daitekeen bezala, modu erradialen efektua
arbuiagarria da β-ren balio altuetarako ere. Fidelitatea 10−5 bakarrik jaitsiko luke β 0.4
izanez gero, eta ez dira β-ren horren balio altuak espero esperimentuetan.

A.2. Bi ioi eremu magnetikoaren gradiente batean

Bi qubit hiperfinen (bi 171Yb+ ioi, gure kasuan) Hamiltondarra z norabidean eremu
magnetikoaren gradiente baten eraginpean hurrengoa da:

H = ν1a
†a+ ν2c

†c + [ωe + γeB(z1)/2]|e〉〈e|1 + ωg|g〉〈g|1
+ [ωe + γeB(z2)/2]|e〉〈e|2 + ωg|g〉〈g|2. (A.4)

Ioiek Coulomben indarra dela eta ikusten dute elkar, bakoitza z0
j oreka posizio finko

baten egonik. Posizio honen inguruan oszilatzen dute ioiek, zj = z0
j + qj , baina oszilazio

hauen anplitudea ioien arteko distantzia baino askoz txikiagoa dela suposatuko dugu.
Honi oszilazio txikien hurbilketa deritzo. Hurbilketa hau erabiliz Coulomben indarrari
dagokion potentzialaren terminoaren Taylorren garapena kontsideratu daiteke bigarren
ordenaraino. Hau eginda, Hamiltondarra analitikoki diagonalizatu daiteke, ν1 = ν eta
ν2 =

√
3ν maiztasuneko modu normalak lortuz, masa-zentro eta arnaste moduak, hurrenez

hurren [280]. B(zj), qj-ren lehen ordenako funtzio bezala idatziz, B(zj) = Bj + gB qj
dugu, non Bj ≡ B(z0

j ) eta gB ≡ ∂B/∂zj
∣∣
zj=z0

j

diren. Hau kontuan hartuta, eta energia
absolutuaren jatorria aldatzen duten terminoak arbuiatuz (ez dute sistemaren dinamikan
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A.3 Elkarrekintza Hamiltondarra

eraginik), (A.4) Hamiltondarra

H = 1
2[ωe + γeB1/2− ωg] σz1 + 1

2[ωe + γeB2/2− ωg] σz2 (A.5)

+ ν1a
†a+ ν2c

†c+ γegB
4 (q1 + q2) + γegB

4 (q1σ
z
1 + q2σ

z
2)

bilakatzen da, non |e〉〈e|j = 1
2 (1 + σzj ) eta |g〉〈g|j = 1

2 (1− σzj ) diren. Behin hau izanda,
erabilgarria da q1 eta q2 koordenatuak, Q1 eta Q2 modu normalen funtzioan idaztea:

q1 = Q1 −Q2√
2

=
√

~
4Mν1

(
a+ a†

)
−
√

~
4Mν2

(
c+ c†

)
,

q2 = Q1 +Q2√
2

=
√

~
4Mν1

(
a+ a†

)
+
√

~
4Mν2

(
c+ c†

)
, (A.6)

non M ioi bakoitzaren masa den [280]. Goiko erlazioak erabiliz, (A.5) Hamiltondarra
ondorengo forman berridatzi daiteke

H = 1
2[ωe + γeB1/2− ωg]σz1 + η1ν1(a+ a†)σz1 − η2ν2(c+ c†)σz1

+ 1
2[ωe + γeB2/2− ωg]σz2 + η1ν1(a+ a†)σz2 + η2ν2(c+ c†)σz2

+ ν1a
†a+ ν2c

†c+ γegB
4

√
~

Mν1
(a+ a†), (A.7)

non qubit eta moduen arteko akoplamenduak η1,2 ≡ γgB
8ν1,2

√
~

Mν1,2
diren. (A.7) Hamil-

tondarreko azken terminoa eragile bosonikoetako bat birdefinituz kendu daiteke, non
b = a+ 2η1 den. Honekin, Hamiltondarra

H = ν1b
†b+ ν2c

†c + ω1

2 σz1 + η1ν1(b+ b†)σz1 − η2ν2(c+ c†)σz1

+ ω2

2 σz2 + η1ν1(b+ b†)σz2 + η2ν2(c+ c†)σz2 (A.8)

da, non ω1,2 ≡ ωe − ωg − 4η2
1ν1 + γeB1,2/2 den. Gainera, ω2 − ω1 = γ(B2 − B1) =

γegB(z2 − z1)/2 = γegB∆z/2 dugu.

A.3. Elkarrekintza Hamiltondarra

Aurreko atalean deskribatutako sistemari ωj maiztasuneko eta φj faseko kontrol eremu
bat aplikatzen zaionean (A.8) Hamiltondarrari batu beharreko terminoa

Hc(t) =
2∑
j=1

Ωj(t)(σx1 + σx2 ) cos(ωjt− φj) (A.9)
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A. eranskina: Gogoeta Osagarriak DD Pultsatuko Bi Qubiteko Ateari Buruz

da, non Ωj eremuaren intentsitatearekin lotutako Rabi maiztasuna den. (A.8) Hamilton-
darrari horrelako bi termino batuz gero (j = 1, 2), eta H0 = ω1

2 σ
z
1 + ω2

2 σ
z
2 +ν1b

†b+ν2c
†c

Hamiltondarrarekiko elkarrekintza-irudian, Hamiltondarra ondorengoa da:

HI(t) = η1ν1be
−iν1tσz1 − η2ν2ce

−iν2tσz1 + η1ν1be
−iν1tσz2 + η2ν2ce

−iν2tσz2

+
[ 2∑
j=1

Ωj(t) cos(ωjt− φj)
]
(σ+

1 e
iω1t + σ+

2 e
iω2t) + H.c., (A.10)

non eiθa†aae−iθa†a = ae−iθ eta eiθσzσ+e−iθσ
z = σ+ei2θ erlazioak erabili ditugun. Azken

terminoa berridatziz honakoa dugu:

HI(t) = η1ν1be
−iν1tσz1 − η2ν2ce

−iν2tσz1 + η1ν1be
−iν1tσz2 + η2ν2ce

−iν2tσz2

+ Ω1(t)
2

[
σ+

1 e
iφ1(ei2(ω1t−φ1) + 1) + σ+

2 (ei(ω1+ω2)te−iφ1 + e−i(ω1−ω2)teiφ1)
]

+ Ω2(t)
2

[
σ+

1 (ei(ω2+ω1)te−iφ2 + e−i(ω2−ω1)teiφ2) + σ+
2 e

iφ2(ei2(ω2t−φ2) + 1)
]

+ H.c. (A.11)

Behin hemen, ±|2ω1|,±|2ω2| eta ±|ω1 + ω2| maiztasunekin biratzen duten terminoak
arbuia ditzakegu RWA erabiliz. |ω1|, |ω2| � Ω1,Ω2 betetzen denez, sistemaren dinamikan
gai hauen efektua guztiz arbuiagarria da. Ez da berdin gertatzen ±|ω2 − ω1| maiz-
tasunarekin biratzen duten terminoekin, baina hauen efektua DDko teknikak erabiliz
desagerraraziko dugu. Hau nola egiten dugun 2.1.3 atalean eta A.6. eranskinean azaldu
dugu. Hau kontuan izanda, termino hauek ere arbuia ditzakegu eta beraz Hamiltondarra
testu nagusiko (2.3) ekuazioan agertzen den bezala idatz daiteke:

HI(t) = η1ν1(be−iν1t + b†eiν1t)σz1 − η2ν2(ce−iν2t + c†eiν2t)σz1 (A.12)
+ η1ν1(be−iν1t + b†eiν1t)σz2 + η2ν2(ce−iν2t + c†eiν2t)σz2

+ Ω1(t)
2 (σ+

1 e
iφ1 + σ−1 e

−iφ1) + Ω2(t)
2 (σ+

2 e
iφ2 + σ−2 e

−iφ2).

A.4. Eboluzio eragilea

Eboluzio eragilea analitikoki ebatzi daiteke Hamiltondarra honakoa bada

HII(t) =
N∑
j=1

M∑
m=1

fj(t)ηjmνm(ame−iνmt + a†me
iνmt)σzj . (A.13)
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A.4 Eboluzio eragilea

Gure kasuan, bat bateko π-pultsuen efektua dela eta, Hamiltondarrak ondorengo forma
hartzen du:

HII(t) = f1(t)η1ν1(be−iν1t + b†eiν1t) σz1
− f1(t)η2ν2(ce−iν2t + c†eiν2t) σz1
+ f2(t)η1ν1(be−iν1t + b†eiν1t) σz2
+ f2(t)η2ν2(ce−iν2t + c†eiν2t) σz2 , (A.14)

eta ondorioz (A.13) Hamiltondarraren baliokidea da a1 = b, a2 = c eta η11 = η21 = η1,
η12 = −η22 = −η2 izanik.

Hamiltondarrean denbora era esplizituan agertzen bada, eboluzio eragilea Magnusen
garapena erabiliz kalkula daiteke:

U(t) = exp
{

Ω1(t) + Ω2(t) + Ω3(t) + ...
}
, (A.15)

non (orokorrean t0 6= 0)

Ω1(t, t0) = −i
∫ t

t0

dt1H(t1)

Ω2(t, t0) = −1
2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2[H(t1), H(t2)] (A.16)

Ω3(t, t0) = i

6

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3

(
[H(t1), [H(t2), H(t3)]]

+ [H(t3), [H(t2), H(t1)]]
)
,

eta abar. Gure kasuan, Ωk terminoak k > 2 bada zero dira, [H(s), [H(s′), H(s′′)]] = 0
delako. Ω1 lehenengo terminoa

Ω1(t, t0) = −i
∑
j,m

ηjm
[
amGjm(t, t0) + a†mG

∗
jm(t, t0)

]
σzj (A.17)

da, non

Gjm(t, t0) = νm

∫ t

t0

dt′fj(t′)e−iνmt
′

(A.18)
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den. Bigarrenaren kalkulua eginez, honakoa dugu:

Ω2(t, t0) = −1
2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2[H(t1), H(t2)] = − i2

∫ t

t0

dt1
[
H(t1),Ω1(t1, t0)]

= − i2

∫ t

t0

dt1
∑
jm

∑
j′m′

(−i)ηjmηj′m′νm

× [fj(ame−iνmt1 + a†me
iνmt1)σzj , (am′Gj′m′ + a†m′G

∗
j′m′)σzj′ ]

= − i2

∫ t

t0

dt1
∑
jj′

∑
m

(−i)ηjmηj′mνm

×
(
fjG

∗
j′me

−iνmt1 [am, a†m] + fjGj′me
iνmt1 [a†m, am]

)
σzjσ

z
j′ . (A.19)

[am, a†m′ ] = δm,m′ eta (σzj )2 = 1 propietateak erabiliz:

Ω2(t, t0) = iϕ(t, t0)σz1σz2 +K(t, t0)1 (A.20)

dugu, non ϕ fasea denboraren funtzioa den, bere adierazpena

ϕ(t, t0) =
∑
m

=
∫ t

t0

dt′η1mη2mνm
{
f1(t′)G2m(t′, t0) + f2(t′)G1m(t′, t0)

}
eiνmt

′
(A.21)

izanik, non =-ek “barrukoaren zati irudikaria” adierazi nahi duen. K(t) arbuiatu dugu,
honen efektua fase global bat besterik ez da eta. Azkenik, erraz ikus daiteke eboluzio
eragilea honela idatz daitekeela:

U(t, t0) = Us(t, t0)Uc(t, t0) (A.22)

non

Us(t, t0) = exp
{
−i
∑
j,m

ηjm
[
amGjm(t, t0) + a†mG

∗
jm(t, t0)

]
σzj

}
, (A.23)

eta
Uc(t, t0) = exp [iϕ(t, t0)σz1σz2 ] (A.24)

dugun.

A.5. Gjm(t) eta ϕ(t) funtzioen propietateak

Gjm(TG) = 0 eta ϕ(TG) 6= 0 baldintzak betetzen dituzten sekuentziak bilatzeko garrantz-
itsua da ezinbestekoak diren aldagaiak soilik kontuan izatea. f1(t) = f2(t) = f(t) modu-
lazio funtzioa guztiz finkatzen da τa, τb, τ , eta M aldagaiak aukeratuz gero. Sekuentziaren
iraupena, bestalde, τ eta M aldagaiek finkatzen dute (TG = Mτ). Komenigarria da
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A.5 Gjm(t) eta ϕ(t) funtzioen propietateak

+1

�1

⌧̃a
⌧̃b

⌧̃a ⌧̃a ⌧̃a
⌧̃b ⌧̃b ⌧̃b

f(x)

x

1/2 1 3/2 20
…

A.2 irudia: AXY-4 pultsu segidaren lehen bi blokeei dagokien f(x) modulazio funtzioa. Denbora
sekuentziaren τ iraupen karakteristikoarekiko normalizatu dugu (x = t/τ), baita ere
beste parametroak, τ̃a = τa/τ eta τ̃ = τb/τ .

f funtzioaren eremuan eskala-aldaketa bat egitea, t = xτ adierazpenak emanda, τ
sekuentziaren denbora karakteristikoa erabiliz. Honela, f(t + τ) = −f(t) propietatea
f(x+ 1) = −f(x) da orain. Bestalde, τa eta τb, τ̃a = τa/τ eta τ̃b = τb/τ bezala bird-
efinitu daitezke. A.2 irudian AXY-4 sekuentziari dagokion modulazio funtzioa adierazten
da, eskala-aldaketa ostean. Orain, Gjm funtzioak TG aldiunean

Gjm(TG) = νm

∫ TG

0
dt f(t) e−iνmt = νmτ

∫ M

0
dx f(x) e−iνmτx. (A.25)

adierazten dira. τ eta ν ondorengo moduan erlazionatuz

ντ = 2πr with r ∈ N, (A.26)

ν parametroa funtzioen adierazpenetik kanporatu daiteke:

Gj1(TG) = ν1τ

∫ M

0
dx f(x) e−i2πrx = 2πr

∫ M

0
dx f(x) e−i2πrx (A.27)

Gj2(TG) = ν2τ

∫ M

0
dx f(x) e−i2π

√
3rx = 2π

√
3r
∫ M

0
dx f(x) e−i2π

√
3rx. (A.28)

Berdina egin daiteke ϕ(t) funtzioarekin, eskala-aldaketa ondoren ϕ̃1(t) eta ϕ̃1(t) funtzioen
bidez defini daiteke:

ϕ(t) = η2
1ϕ̃1(t)− η2

2ϕ̃2(t) = η2
1(ϕ̃1(t)− 1

3
√

3
ϕ̃2(t)) = η2

1ϕ̃(t), (A.29)

non

ϕ̃1(TG) = (2πr)2 =
∫ M

0
dx

∫ x

0
dy [f1(x)f2(y) + f2(x)f1(y)] ei2πr(x−y) (A.30)

ϕ̃2(TG) = (2π
√

3r)2 =
∫ M

0
dx

∫ x

0
dy [f1(x)f2(y) + f2(x)f1(y)] ei2π

√
3r(x−y), (A.31)
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edo

ϕ̃(TG) = (2πr)2 =
∫ M

0
dx

∫ x

0
dy[f1(x)f2(y) + f2(x)f1(y)] (A.32)

×(ei2πr(x−y) − 1√
3
ei2π

√
3r(x−y)). (A.33)

Orain argi geratzen da G̃j1(TG), G̃j2(TG), eta ϕ̃(TG), τ̃a, τ̃b, M eta r-ren funtzio direla.
Honela, testu nagusiko 2.3 irudian irudikatutako funtzioek (M = 4, r = 1, 2, 3 kasuak),
ez dute νm parametroarekiko menpekotasunik, soilik τ̃a eta τ̃b-rena.

A.6. Pultsuen eboluzio eragilea

Ioi batean π-pultsu azkarrak egin ostean honek alboko ioian duen diafonia efektua arbuiatu
ahal izateko, beharrezkoa da Rabi maiztasunaren balio jakin bat hautatzea. π-pultsu bat
aplikatzen denean, esaterako, lehen ioiaren Hamiltondarra hau da:

H = ω1

2 σz1 + ω2

2 σz2 + Ω1 cos(ω1t− φ1)(σx1 + σx2 ). (A.34)

ω1
2 σ

z
1 + ω2

2 σ
z
2 terminoekiko elkarrekintza-irudian, goiko Hamiltondarra honela berridatzi

daiteke:

H = Ω1

2 σφ1
1 + Ω1

2 [σ+
2 e

iφ1eiδ2t + H.c.], (A.35)

non σφ1
1 = σ+

1 e
iφ1 +σ−1 e

−iφ1 eta δ2 = ω2−ω1 diren. Hemen, goiko ekuazioko eskumako
terminoa arbuiagarria dela esan daiteke baldin eta Ω1 Rabi maiztasuna txikia bada
δ2 maiztasunarekin konparatuz. Honek Ω1-en balio maximoan muga bat jartzen du,
pultsuen iraupena baldintzatuz. ω2 − ω1 ≈ (2π)× 45 MHz baldin bada, fidelitate altuak
mantentzeko, Ω1, (2π)× 1 MHz baino txikiagoa izan beharko litzatekeela ikus daiteke
A.3 irudian.

Muga hau ez da beharrezkoa, ondoren azalduko dugun bezala. Hurrengo adierazpena
erabiliz,

U[t:t0] ≡ T̂ e
−i
∫ t
t0
H(s)ds = U0Ũ[t:t0] (A.36)

≡ e−iHδ(t−t0)T̂ e
−i
∫ t
t0
U†0 (H(s)−Hδ)U0ds

,

non T̂ denbora ordenamendu eragilea den eta Hδ = −(δ2/2)σz2 , (A.35) ekuazioari
dagokion eboluzio eragilea aurki dezakegu analitikoki (t, t0) denbora tarte batean:

U[t:t0] = e−i
Ω1
2 σ

φ1
1 (t−t0)ei

δ2
2 σ

z
2 (t−t0)e−iγ(t−t0)n̂0·~σ2 , (A.37)
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A.6 Pultsuen eboluzio eragilea
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A.3 irudia: Fidelitatea H = Ω1
2 σ

φ1
1 + Ω1

2 [σ+
2 e

iφ1eiδ2t + H.c.] eta H = Ω1
2 σ

φ1
1 Hamiltondarrek

deskribaturiko 20 π-pultsu aplikatu ostean, Rabi maiztasunaren funtzioan. Fi-
delitatearen galera ikus daiteke, RWAren hutsegitea dela eta. Simulazio hauetan
δ2 ≈ (2π)× 45 MHz hartu dugu, 2.1.3 atalean erabilitako balioa baino altuago dena.

non γ = 1
2

√
Ω2

1 + δ2
2 eta

n̂0 = 1
2γ

[
Ω cos (φ− ϕ0),−Ω sin (φ+ ϕ0), δ

]
, (A.38)

non ϕ0 = δt0/2 den.
(A.35) ekuazioko lehen eta bigarren terminoak trukakorrak direnez, (A.36) erlazioa

aplika diezaiokegu Ω1
2 [σ+

2 e
iφ1eiδ2t + H.c.] zatiari. Azkenik, π-pultsu bat nahi dugunez,

(t− t0) = t
(1)
π ≡ π

Ω1
ezar dezakegu, ondoregoa ekarriz

U
(1)
tπ = e−i(Ω1/2)σφ1

1 tπei(δ2/2)σz2 tπe−iγtπ(n̂0·~σ2). (A.39)

Era berean, bigarren ioiari aplikaturiko π-pultsu baten kasuan (t(2)
π ≡ π

Ω2
izanik),

ondorengoa izango genuke

U
(2)
tπ = e−i(Ω2/2)σφ2

2 tπei(δ1/2)σz1 tπe−iγtπ(n̂0·~σ1). (A.40)

(A.39) eta (A.40) ekuazioetan π-pultsua sortzen duten terminoak ageri dira (exp [−iΩ1
2 σ

φ1
1 tπ]

and exp [−iΩ2
2 σ

φ2
2 tπ]), diafonia terminoekin batera. exp [−iγtπσ̃2] eta exp [−iγtπσ̃1]

terminoak desagerrarazteko Ω1,2 Rabi maiztasunen balio jakin batzuk aukera ditzakegu,
ondorengoa bete dezaten

γtπ = 1
2

√
(Ω1,2)2 + (δ2,1)2 π

Ω1,2
= π × k, non k ∈ Z. (A.41)

Hau honela bada, exp [−iγtπ(n̂0 · ~σ2)] = exp [−iγtπ(n̂0 · ~σ1)]] = ±1 dugu eta soilik
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exp [i δ22 σ
z
2tπ] eta exp [i δ12 σ

z
1tπ] terminoak geldituko zaizkigu eboluzio eragilean. Hauek

ordea, AXY sekuentziaren eraginagatik desagertuko dira, ikus 2.1.3 atala.

A.7. Berotze-abiaduren estimazioa

Γb,c parametroak estimatzeko [276] erreferentzia erabili dugu, baita ere [287] erreferentzian
aurki daitekeen berotze-abiadurak tranparen parametroengan daukan menpekotasuna.
Zehazki, erreferentzia balio bezala hartu ditugu ṅref

com = 41 fonoi/s (masa-zentro mod-
uarentzat) νref

1 /(2π) = 427 kHz maiztasunarentzat, eta ṅref
bre = 7 fonoi/s (arnaste

moduarentzat) νref
2 /(2π) = 459 kHz maiztasunerako [276]. Balio hauek giro tenperaturan

(T ref = 300 K) eta elektrodoetatik dref ≈ 310 µm-ra egonda neurtu dira, gB = 23.6 T
m -ko

gradientea sortuz.
Gure metodoak eremu magnetikoaren gradiente handiagoak behar ditu, eta horrek

ioia eta elektrodoen arteko distantzia txikitzea eskatzen du. gB = 150 T
m -ko gradientea

sortzeko, beharrezkoa da d ≈ 150 µm-ko distantzia. Gainera, ν1 = ν eta ν2 =
√

3ν
dira, non ν/(2π) = 150 kHz, eta T = 50 Kelvineko tenperatura kontsideratuko ditugun.
Egoera honetan, ṅcom eta ṅbre berotze abiadurentzako balio berriak atera ahal ditugu
[287] erreferentzian agertzen diren menpekotasunak kontuan hartuz. Gure kasuan:

ṅcom ≈ ṅref
com

(
νref

1
ν1

)2(
dref

d

)4(
T ref

T

)−2.13
, (A.42)

eta

ṅbre ≈ ṅref
bre

(
νref

2
ν2

)2(
dref

d

)4(
T ref

T

)−2.13
. (A.43)

Hontaz aparte, oszilatzailearen oinarrizko egoeratik gertu

ṅcom,bre = Γb,c N̄b,c (A.44)

dugula [287] erabil dezakegu. Honekin eta N̄b,c ≡ N thermal
b,c = 1/(e~ν1,2/kBT − 1) dela

erabiliz, Γb,c-ren balio berriak atera ahal ditugu.
Kontsideratu dugun beste kasuan, gradientearen gB = 300 T

m balioa erabili dugu. Honek
distantzia txikitzea ekarriko luke, beroketa gehiago ekarriz. gB ∼ 1

d2 menpekotasuna
kontsideratuz, distantzia berria kalkula daiteke, d =

√
150
300 150 µm ≈ 106 µm. Distantzia

berri hau (A.42) eta (A.43) ekuazioekin batera erabil daiteke Γb,c berotze abiaduren
parametro berriak kalkulatzeko.
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B Gogoeta Osagarriak Bi Qubiteko Ate
Hibridoari Buruz

B.1. Elkarrekintza irudiak eta MU sekuentzia

2.2 atalean erabilitako elkarrekintza-irudia H0 = ω1
2 σ

z
1 + ω2

2 σ
z
2 + νa†a Hamiltondarrak

ezartzen du; honi ioiaren elkarrekintza-irudia deituko diogu. Hau dela eta, metodoak sortu-
tako Bell egoerak irudi honen arabera biratuko du. 2.2 atalean zehar zenbait elkarrekintza-
irudi erabiltzen ditugu sistemako interakzio guztiak hobeto ulertzeko. Elkarrekintza-irudi
bikromatikoa, adibidez, HB(t) = Ω cos (δt)Sx Hamiltondarrak definitzen du [264, 291,
292]. (2.22) Hamiltondarra irudi honetan idatzia dago, eta tn aldiunean sortutako egoera
elkarrekintza-irudi bikromatikoan edo ioiaren elkarrekintza-irudian berdina izan dadin,
U1(tn) = exp [iΩsinc(δtn)Sx] = 1 izan behar da1. Bi irudi hauek sinkronizatzeko, desin-
tonien artean ξ = δ/N = ν/(N − 1) erlazioa ezartzen dugu, honela δtn = 2πN izan
dadin, non N ∈ N. Hau ez da behar-beharrezkoa, efektu berdina lortu daiteke pultsuen
modulazioa erabiliz [264, 291].

Seinale eramailea sartzea Ω̃DD
2 Sy terminoaren bidez adierazten da (2.29) ekuazioan.

Termino hau atearen Hamiltondarrarekiko trukakorra den arren, bi qubiten biraketa
eragiten du. Biraketa hauek tn denborekin sinkronizatzeko, Ω̃DD maiztasunak Ω̃DDtn =
2πm baldintza bete behar du, non m ∈ N. Bestalde, fase-iraulketa kantitateak ΩDD
maiztasunaren balioa baldintzatzen du, bi fase-iraulketen arteko debora-tartea 2π/Ω̃DD
periodoaren multiploa izan behar dalako. Hau ezinbestekoa da eremu magnetikoaren
aldaketek eragindako akatsak zuzentzeko. Aldi berean, honek ΩDD maiztasunaren balio
minimo bat ezartzen du, balio hau orduan eta altuagoa izanik fase-iraulketen kopuruak gora
egin ahala. Azkenik, fase-modulazioa erabiliz gero, fase-iraulketen arteko denbora-tarteak
π/δ periodoaren multiploa izan behar du baita ere.

1sinc funtzioa sinc(x) = sin (x)/x bezala definitzen da.
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B.2 Hamiltondarra diafonia terminoekin eta bi modu bibrazionalekin

B.2. Hamiltondarra diafonia terminoekin eta bi modu
bibrazionalekin

Eremu magnetikoaren gradiente baten (∂B/∂z = gB) eraginpean dauden bi ioi harrapatu
deskribatzen duen Hamiltondarra, ω1

2 σ
z
1+ω2

2 σ
z
2+νb†b+

√
3νc†c terminoekiko elkarrekintza-

irudi baten, ondokoa da:

Hsys = ην(be−iνt + b†eiνt)(σz1 + σz2)

+ 3−1/4ην(ce−i
√

3νt + c†ei
√

3νt)(−σz1 + σz2) (B.1)

non b†(b) eta c† (c) bi ioieko katearen masa-zentro eta arnaste moduei loturiko sortze
(deuseztatze) eragileak diren. Kasu honetan, masa-zentro modua bi qubiten arteko
bitartekari bezala erabiliko dugu, bestea, ordea, erresonantziaz kanpo geldituko da.
2.2 ataleko zenbakizko simulazioetan, modu hauentzat Ncom = 15 eta Nbr = 5 di-
mentsioko Hilberten espazioa erabiliko dugu, hurrenez hurren.

Lehen qubitean eragiten duen ω̃1 maiztasuneko eta φ fasedun MU seinale baten
Hamiltondarra

Hq1 = Ω1

2 (σ+
1 e

iω1t + σ+
2 e

iω2t)(eiω̃1te−iφ + e−iω̃1teiφ) + H.c. (B.2)

da, non |ω1− ω̃1| � ω2−ω1 � ω1 +ω2 den. ±(ω1 + ω̃1) eta ±(ω2 + ω̃1) maiztasunekin
biratzen duten terminoak RWA erabiliz arbuiatuz gero, Hamiltondarra

Hq1 = Ω1

2 (σ+
1 + σ+

2 e
i∆ωt)eiφ + H.c. (B.3)

da, non ∆ω = ω2 − ω1 = γegB
2

(
2e2

4πε0Mν2

)1/3
den. Gure metodoan, qubit bakoitzean

fase-modulazioa erabiltzen duten bi seinalek eragiten dute, beraz, Hamiltondar totala

H = Hsys +
2∑
j=1

{
2Ω(t) cos [ωjt− φ]− ΩDD sin [ωjt− φ]

}
×(σ+

1 e
iω1t + σ+

2 e
iω2t + H.c.) (B.4)

da, non Ω(t) = Ω cos (δt) eta φ ≡ φ(t) diren. ωj maiztasuneko terminoak arbuiatuz gero,
Hamiltondarra ondokoa bihurtzen da:

H = Hsys + [Ω(t)− if(t)ΩDD

2 ]eif(t)φ(t)

× [σ+
1 (1 + e−i∆ωt) + σ+

2 (1 + ei∆ωt)] + H.c., (B.5)

non f(t) +1 edo −1 izan daitekeen egindako fase-iraulketa kopuruaren arabera, eta φ(t)
testu nagusian aurki daitekeen. Goiko Hamiltondarra da zenbakizko simulazioetan erabili
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duguna. Honek kontuan hartzen ditu ±∆ω maiztasunarekin biratzen duten diafonia
terminoak, hauen efektua ez baita arbuiagarria. Hauen efektua, ordea, asko txikituko da
seinale eramailea sartuz gero. Metodoa hobeto ulertze aldera, 2.2.1 atalean ez ditugu
sartu diafonia terminoak, ezta erresonantziaz kanpo dagoen modua ere. Honela, (B.5)
Hamiltondarra

H = ην(be−iνt + b†eiνt)Sz + [Ω cos (δt)− if(t)ΩDD

2 ]eif(t)φ(t)S+ + H.c. (B.6)

bezala berridatzi daiteke. Hau, (2.27) Hamiltondarraren berdina litzateke f(t) funtzioa-
gatik ez balitz. Azken hau ez dugu sartu adierazpena sinplifikatzearren.

B.3. Bigarren ordenako Hamiltondarraren kalkulua

Atal honetan (2.30) ekuazioaren kalkulua azalduko dugu, (2.29) ekuazioari dagokion
bigarren ordenako Hamiltondarraren kalkulua, hain zuzen. (2.29) ekuazioa hurrengo da:

H̃ = ηνJ0

(2Ω
δ

)
(be−iνt + b†eiνt)Sz + 2ηνJ1

(2Ω
δ

)
(be−iνt + b†eiνt) sin (δt)Sy

+Ω̃DD

2 Sy − Ω̃DD
J2

1 (2Ω/δ)
J0(2Ω/δ) cos (2δt)Sy. (B.7)

Ω̃DDSy/2 terminoarekiko biratzen duen elkarrekintza-irudi baten, H̃ Hamiltondarra

H̃ = ηνJ0(S̃+be
−i(ν−Ω̃)t + S̃−be

−i(ν+Ω̃)t + H.c.)

+ 2ηνJ1(be−iνt + b†eiνt) sin (δt)Sy − Ω̃DD
J2

1
J0

cos (2δt)Sy (B.8)

bilakatzen da, non Ω̃ ≡ Ω̃DD eta S̃± = 1
2 (Sz ± iSx) diren.

(B.8) ekuazioko lehen terminoaren bigarren ordenako Hamiltondarra kalkulatuko dugu,
Ω̃DD < ν dela kontuan hartuz eta honen akoplamendu-maiztasuna atearena baino altuagoa
delako. Bigarren ordenako Hamiltondarra Magnusen garapena erabiliz atera daiteke, eta
hurrengoa da:

H̃(2)(t) = −iη
2ν2J2

0
2

∫ t

0
dt′[S̃+be

−i(ν−Ω̃)t + S̃−be
−i(ν+Ω̃)t + H.c.

, S̃+be
−i(ν−Ω̃)t′ + S̃−be

−i(ν+Ω̃)t′ + H.c.]. (B.9)

Lehenbizi, denborarekiko independenteak diren terminoak sortuko dituzten terminoetan
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jarriko dugu arreta. Hauek dira:∫ t

0
dt′[bS̃+, b

†S̃−] ... = [bS̃+, b
†S̃−] −2i

ν − Ω̃
(1− cos [(ν − Ω̃)t]) (B.10)∫ t

0
dt′[bS̃−, b†S̃+] ... = [bS̃−, b†S̃+] −2i

ν + Ω̃
(1− cos [(ν + Ω̃)t]). (B.11)

Trukatzaileak [AB,A†B†] = [A,A†]BB†+A†A[B,B†] erlazioa erabiliz kalkulatu daitezke,
erlazio hau egia izanik soilik [A,B] = 0 bada. Hau erabiliz,

[bS̃+, b
†S̃−] = 1

4(S2
x + S2

z ) + (b†b+ 1
2)Sy (B.12)

[bS̃−, b†S̃+] = 1
4(S2

x + S2
z )− (b†b+ 1

2)Sy, (B.13)

eta bigarren ordenako Hamiltondarraren denborarekiko independientea den zatia hurrengoa
da:

H̃
(2)
eff = − η2ν2J2

0
4

{ 1
ν − Ω̃

+ 1
ν + Ω̃

}
(S2
x + S2

z )

− η2ν2J2
0

2

{ 1
ν − Ω̃

− 1
ν + Ω̃

}
(2b†b+ 1)Sy, (B.14)

zeina
H̃

(2)
eff = −gν2 (S2

x + S2
z )− gΩ̃(2b†b+ 1)Sy (B.15)

bezala berridatz daitekeen, non gν = νη2J2
0

1−Ω̃2/ν2 eta gΩ̃ = Ω̃η2J2
0

1−Ω̃2/ν2 diren.
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C Gogoeta Osagarriak QRMko
Elkarrekintza Selektiboei Buruz

C.1. Rabi-Stark Hamiltondarraren Dysonen garapena

Rabi-Stark Hamiltondarra, (3.1) ekuazioan agertzen den bezala, hurrengoa da:

H = ω0

2 σz + ωa†a+ γa†aσz + g(σ+ + σ−)(a+ a†), (C.1)

non σz, σ+, σ− bi mailako sistemaren eragileak diren, eta a† eta a eremu bosonikoari
dagozkion dimentsio infinituko eragileak diren. Ket-bra notazioa erabiliz, bi mailako
matrizeak σ+ = |e〉〈g|, σ− = |g〉〈e| eta σz = |e〉〈e| − |g〉〈g| dira, non |e〉 eta |g〉 egoera
kitzikatua eta oinarrizko egoera diren. Bestalde, eragile bosonikoak honako eran adierazi
daitezke:

a† =
∞∑
n=0

√
n+ 1|n+ 1〉〈n| (C.2)

a =
∞∑
n=0

√
n+ 1|n〉〈n+ 1|, (C.3)

non |n〉 n-garren Fock egoera den. Notazio honekin, (C.1) Hamiltondarra

H =
∞∑
n=0

ωen|e〉〈e| ⊗ |n〉〈n|+ ωgn|g〉〈g| ⊗ |n〉〈n|

+Ωn(|e〉〈g|+ H.c.)⊗ (|n+ 1〉〈n|+ H.c.) (C.4)

bezala berridatzi daiteke, non ωen = (ω + γ)n + ω0/2, ωgn = (ω − γ)n − ω0/2 eta
Ωn = g

√
n+ 1 diren. (C.4) ekuazioaren zati diagonalak definituriko elkarrekintza-irudian,
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elementu ez diagonalek ondoko eran biratuko dute:

|e〉〈g| ⊗ |n+ 1〉〈n| → |e〉〈g| ⊗ |n+ 1〉〈n|ei(ω
e
n+1−ω

g
n)t (C.5)

|g〉〈e| ⊗ |n+ 1〉〈n| → |g〉〈e| ⊗ |n+ 1〉〈n|e−i(ω
e
n−ω

g
n+1)t (C.6)

|e〉〈g| ⊗ |n〉〈n+ 1| → |e〉〈g| ⊗ |n〉〈n+ 1|ei(ω
e
n−ω

g
n+1)t (C.7)

|g〉〈e| ⊗ |n〉〈n+ 1| → |g〉〈e| ⊗ |n〉〈n+ 1|e−i(ω
e
n+1−ω

g
n)t, (C.8)

non δ+
n = ωen+1−ωgn = ω+ [ω0 +γ(2n+ 1)] eta δ−n = ωgn+1−ωen = ω− [ω0 +γ(2n+ 1)]

diren. Elkarrekintza-irudian, Hamiltondarra

HI(t) =
∞∑
n=0

Ωn(σ+e
iδ+
n t + σ−e

iδ−n t)⊗ |n+ 1〉〈n|+ H.c. (C.9)

da. (3.2) ekuazioaren baliokidea, hain zuzen.

C.1.1. Bigarren ordenako Hamiltondarra

(C.9) Hamiltondarrari dagokion bigarren ordenako Hamiltondarra ondoko adierazpenak
ematen du [153]:

H(2)(t) = −i
∫ t

0
dt′HI(t)HI(t′). (C.10)

HI(t) ondoko eran berridatzi daiteke,

HI(t) =
∞∑
n=0

Ωn
(
Sn(t)|n+ 1〉〈n|+ S†n(t)|n〉〈n+ 1|

)
, (C.11)

eta, orduan,

H(2)(t) = −i
∑
n,n′

ΩnΩn′
(
Sn(t)|n+ 1〉〈n|+ S†n(t)|n〉〈n+ 1|

)
×
∫ t

0
dt′
(
Sn′(t′)|n′ + 1〉〈n′|+ S†n′(t

′)|n′〉〈n′ + 1|
)

(C.12)

da, non H(2) = H
(2)
A +H

(2)
B den,

H
(2)
A (t) = −i

∑
n

Ω2
n

(
Sn(t)

∫ t

0
dt′S†n(t′)

)
|n+ 1〉〈n+ 1|

+Ω2
n

(
S†n(t)

∫ t

0
dt′Sn(t′)

)
|n〉〈n| (C.13)
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eta

H
(2)
B (t) = −i

∑
n

ΩnΩn+1

(
Sn+1(t)

∫ t

0
dt′Sn(t′)

)
|n+ 2〉〈n|

+ΩnΩn+1

(
S†n(t)

∫ t

0
dt′S†n+1(t′)

)
|n〉〈n+ 2| (C.14)

izanik. H(2)
A (t) elementu diagonalekin osatua dago eta H(2)

B (t) bi fotoiko prozesuekin
erlazionatzen da. Kalkulua eginez, ondorengoa lortzen dugu,

Sn(t)
∫ t

0
dt′S†n(t′) = i

δ+
n
σ+σ− + i

δ−n
σ−σ+

− i

δ+
n
σ+σ−e

iδ+
n t − i

δ−n
σ−σ+e

iδ−n t (C.15)

S†n(t)
∫ t

0
dt′Sn(t′) = − i

δ+
n
σ−σ+ −

i

δ−n
σ+σ−

+ i

δ+
n
σ−σ+e

−iδ+
n t + i

δ−n
σ+σ−e

−iδ−n t (C.16)

Sn+1(t)
∫ t

0
dt′Sn(t′) = − i

δ−n
σ+σ−(ei(δ

+
n+1+δ−n )t − eiδ

+
n+1t)

− i

δ+
n
σ−σ+(ei(δ

−
n+1+δ+

n )t − eiδ
−
n+1t) (C.17)

S†n(t)
∫ t

0
dt′S†n+1(t′) = i

δ−n+1
σ−σ+(e−i(δ

+
n+δ−n+1)t − e−iδ

+
n t)

+ i

δ+
n+1

σ+σ−(e−i(δ
−
n +δ+

n+1)t − eiδ
−
n t). (C.18)

±δ±n desintoniekin biratzen duten terminoak arbuia ditzakegu, hauek fotoi bakarreko
elkarrekintzak adierazten dituztelako. Beste terminoak mantenduz gero, hurrengoa dugu:

H
(2)
A ≈

∑
n

Ω2
n

(σ+σ−

δ+
n

+ σ−σ+

δ−n

)
|n+ 1〉〈n+ 1| − Ω2

n

(σ−σ+

δ+
n

+ σ+σ−

δ−n

)
|n〉〈n| (C.19)

eta

H
(2)
B (t) ≈

∑
n

−ΩnΩn+1

(σ+σ−

δ−n
ei(δ

+
n+1+δ−n )t + σ−σ+

δ+
n

ei(δ
−
n+1+δ+

n )t
)
|n+ 2〉〈n|

+ΩnΩn+1

(σ−σ+

δ−n+1
e−i(δ

+
n+δ−n+1)t + σ+σ−

δ+
n+1

e−i(δ
−
n +δ+

n+1)t
)
|n〉〈n+ 2|. (C.20)

(C.20) ekuazioan, bi fotoiko elkarrekintzak deskribatzen dituzten terminoak δ+
n + δ−n+1 =

2ω− 2γ eta δ+
n+1 + δ−n = 2ω+ 2γ desintoniekin biratzen dute. Maiztasun hauek espektro-
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kolapso puntuan dira soilik zero. Beraz, ez dugu bi fotoiko elkarrekintzarik ikustea espero,
Hamiltondarra behetik bornatua dagoen erregimenean, behintzat. (C.19) ekuazioko
terminoek Stark lerrakuntza gehigarri bat eragingo dute, ordena altuagoko prozesuetan
erresonantzia-lerrakuntzak eraginez. Hamiltondarra honela sinplifika daiteke:

H
(2)
A ≈

∑
n

{(Ω2
n−1

δ+
n−1

− Ω2
n

δ−n

)
σ+σ− +

(Ω2
n−1

δ−n−1
− Ω2

n

δ+
n

)
σ−σ+

}
|n〉〈n|. (C.21)

C.1.2. Hirugarren ordenako Hamiltondarra

Hirugarren ordenako Hamiltondarra ondoko adierazpenak ematen du:

H(3)(t) = (−i)2
∫ t

0
dt′
∫ t′

0
dt′′HI(t)HI(t′)H(t′′). (C.22)

Aurreko ataleko notazio berdina erabiliz, hirugarren ordenako Hamiltondarra

H(3)(t) = −
∑

n,n′,n′′

ΩnΩn′Ωn′′
(
Sn(t)|n+ 1〉〈n|+ H.c.

)
×
∫ t

0
dt′
(
Sn′(t′)|n′ + 1〉〈n′|+ H.c.

)∫ t′

0
dt′′
(
Sn′′(t′′)|n′′ + 1〉〈n′′|+ H.c.

)
(C.23)

da. Hiru fotoiko elkarrekintzak ondorengo Hamiltondarrean deskribatzen dira,

H
(3)
A (t) = −

∑
n

ΩnΩn+1Ωn+2Sn+2(t)

×
∫ t

0
dt′Sn+1(t′)

(∫ t′

0
dt′′Sn(t′′)

)
|n+ 3〉〈n|+ H.c. (C.24)

Bi mailako eragileen kontribuzioa kalkulatzeko, kontuan izan

Sn+2(t)Sn+1(t′)Sn(t′′) = (σ+e
iδ+
n+2t + σ−e

iδ−n+2t) (C.25)
× (σ+e

iδ+
n+1t

′
+ σ−e

iδ−n+1t
′
)(σ+e

iδ+
n t
′′

+ σ−e
iδ−n t

′′
),

terminoetatik, ondorengo terminoak kenduta, besteak zero direla (kontuan izan σ2
± = 0

dela):

Sn+2(t)Sn+1(t′)Sn(t′′) = σ+e
iδ+
n+2teiδ

−
n+1t

′
eiδ

+
n t
′′

+ σ−e
iδ−n+2teiδ

+
n+1t

′
eiδ
−
n t
′′
. (C.26)
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Integrala kalkulatu eta gero, Hamiltondarra honela berridatzi daiteke,

H
(3)
A (t) =

∞∑
n=0

ΩnΩn+1Ωn+2

{
1

δ+
n (δ−n+1 + δ+

n )

(
eiδ

(3)
+nt − eiδ

+
n+2t

)
+ 1
δ+
n δ
−
n

(
ei2(ω+γ)t − eiδ

+
n+2t

)}
σ+|n+ 3〉〈n|+ H.c

+ΩnΩn+1Ωn+2

{
1

δ−n (δ+
n+1 + δ−n )

(
eiδ

(3)
−nt − eiδ

−
n+2t

)
+ 1
δ−n δ

+
n

(
ei2(ω−γ)t − eiδ

−
n+2t

)}
σ−|n〉〈n+ 3|+ H.c., (C.27)

non δ(3)
+n = δ+

n+2 +δ−n+1 +δ+
n = 2ω+δ+

n+1 eta δ(3)
−n = δ−n+2 +δ+

n+1 +δ−n = 2ω+δ−n+1 diren.
Lehen ordenako prozesuekin erlazionaturik dauden eta δ+

n+2 eta δ−n+2 desintoniekin biratzen
duten terminoak, eta 2(ω ± γ) maiztasunarekin biratzen duten terminoak arbuiatzen
baditugu, Hamiltondar efektiboa

H
(3)
A (t) =

∞∑
n=0

ΩnΩn+1Ωn+2

{
1

2δ+
n (ω − γ)

σ+e
iδ

(3)
n+t

+ 1
2δ−n (ω + γ)

σ−e
iδ

(3)
n−t

}
|n+ 3〉〈n|+ H.c. (C.28)

da, non hiru fotoiko JC eta anti-JC interakzioak δ
(3)
n+ = 0 eta δ(3)

n− = 0 erresonantzia-
puntuekin erlazionatuak dauden, hurrenez hurren. Era sinpleago batean, (C.28) ekuazioa

H
(3)
A (t) =

∞∑
n=0

(Ω(3)
n+σ+e

iδ
(3)
n+t + Ω(3)

n−σ−e
iδ

(3)
n−t)|n+ 3〉〈n|+ H.c (C.29)

bezala berridatzi daiteke, non akoplamendu-maiztasunak Ω(3)
n+ = g3

√
(n+ 3)!/n!/2δ+

n (ω−
γ) eta Ω(3)

n− = g3
√

(n+ 3)!/n!/2δ−n (ω + γ) diren, 3.1.2 atalean azaldu bezala.

C.2. Rabi-Stark Hamiltondarra ioi harrapatuetan

Atal honetan (3.9) ekuaziotik (3.10) ekuaziora nola pasatu azalduko dugu. (3.9) ekuazioa
honakoa da:

HA(t) = −iηΩr
2 aσ+e

−iδrt − iηΩb
2 a†σ+e

−iδbt + eiφS ĝSσ+ + H.c.. (C.30)
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Puntu honetan RWA bibrazionala aplikatu da jada, baina, dinamika efektiboa zehatzago
ulertzeko, lehen arbuiatu ditugun termino batzuk berreskuratu behar dira. Hamiltondar
osoa, beraz, H = HA +HB da, non

HB(t) = −Ωr
2 σ+e

−i(−ν+δr)t − Ωb
2 σ+e

−i(ν+δb)t

+ iηeiφS
ΩS

2 σ+(ae−iνt + a†eiνt) + H.c. (C.31)

Lehen bi terminoak albo-banda urdin eta gorrira zuzendutako seinaleei dagozkien er-
resonantziaz kanpoko termino eramaileak dira. Hauek arbuiatu egiten dira normalean,
Ωr,b � ν delako. Azken terminoak seinale eramaileak modu bibrazionalarekin lortutako
akoplamendua deskribatzen du. Azken termino hau ez da trukakorra lehenengo eta
bigarren terminoekiko, eta hauen biraketa-maiztasuna antzekoa da (δr, δb � ν denez).
Horregatik, bigarren ordenan, termino hauek arbuiatu ezin diren elkarrekintzak sortuko
dituzte. Bigarren ordenako Hamiltondar efektiboa honakoa da:

H(2)(t) = −i
∫ t

0
H(t)H(t′)dt′

= −i
∫ t

0

(
HA(t) +HB(t)

)(
HA(t′) +HB(t′)

)
dt′. (C.32)

Soilik
∫ t

0 HB(t)HB(t′)dt′ integraletik ateratzen diren terminoetan gaude interesatuta,
hauen biraketa-maiztasunak δr eta δb direlako. Hauek dira:

Ωr
2 σ+e

−i(−ν+δr)t
∫ t

0
dt′iη

ΩS

2 e−iφSσ−ae
−iνt′ = −ηΩSΩr

4ν σ+σ−e
−iφSe−iδrta(C.33)

Ωb
2 σ+e

−i(ν+δb)t
∫ t

0
dt′iη

ΩS

2 e−iφSσ−a
†eiνt

′
= η

ΩSΩb
4ν σ+σ−e

−iφSe−iδbta†(C.34)

−iηΩS

2 eiφSσ+a
†eiνt

∫ t

0
dt′

Ωr
2 σ−e

i(−ν+δr)t′ = η
ΩSΩr

4(ν − δr)
σ+σ−e

iφSeiδrta†(C.35)

−iηΩS

2 eiφSσ+ae
−iνt

∫ t

0
dt′

Ωb
2 σ−e

i(ν+δb)t′ = −η ΩSΩb
4(ν + δb)

σ+σ−e
iφSeiδbta(C.36)

−Ωr
2 σ−e

i(−ν+δr)t
∫ t

0
dt′iη

ΩS

2 eiφSσ+a
†eiνt

′
= −ηΩSΩr

4ν σ−σ+e
iφSeiδrta†(C.37)

−Ωb
2 σ−e

i(ν+δb)t
∫ t

0
dt′iη

ΩS

2 eiφSσ+ae
−iνt′ = η

ΩSΩb
4ν σ−σ+e

iφSeiδbta(C.38)

iη
ΩS

2 e−iφSσ−ae
−iνt

∫ t

0
dt′

Ωr
2 σ+e

−i(−ν+δr)t′ = η
ΩSΩr

4(ν − δr)
σ−σ+e

−iφSe−iδrta(C.39)

iη
ΩS

2 e−iφSσ−a
†eiνt

∫ t

0
dt′

Ωb
2 σ+e

−i(ν+δb)t′ = −η ΩSΩb
4(ν + δb)

σ−σ+e
−iφSe−iδbta†.(C.40)
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Onartzen badugu 1/(ν ± δj) ∼ 1/ν dela, terminoak berrantolatuz bigarren ordenako
Hamiltondarra honela idatz daiteke:

H
(2)
B (t) ≈ ηΩSΩr

4ν (ie−iφSe−iδrta+H.c.)σz−η
ΩSΩb

4ν (ie−iφSe−iδbta†+H.c.)σz. (C.41)

Hau, (C.30) ekuazioko lehen ordenako Hamiltondarrari batu diezaiokegu,

Heff(t) = −i(2g(1)
r σ+ − g(2)

r e−iφSσz)ae−iδrt − i(2g(1)
b σ+ + g

(2)
b e−iφSσz)a†e−iδbt

+ Ω0

2 σ+e
iφS − η2 ΩS

2 a†aσ+e
iφS + H.c. (C.42)

lortuz, non g
(1)
r,b = ηΩr,b/4, g(2)

r,b = ηΩSΩr,b/4ν eta Ω0 = ΩS(1 − η2/2) diren. Orain,
φS = 0 edo π dela suposatuz, eta ΩDD

2 σx terminoak definituriko elkarrekintza-irudian,
honakoa dugu (behean Ω ≡ ΩDD),

HI
eff = ωR0

2 σ+ ∓ η2 ΩS

2 a†aσ+ − i
(
g(1)
r (σx + iσye

−iΩtσx)∓ g(2)
r σze

−iΩtσx
)
ae−iδrt

− i
(
g

(1)
b (σx + iσye

−iΩtσx)± g(2)
b σze

−iΩtσx
)
a†e−iδbt + H.c., (C.43)

non ΩDD = ±Ω0 − ωR
0 den φS = 0 eta φS = π faseentzako, hurrenez hurren. Hurrengoa

erabiliz,

σye
−iΩtσx = cos (ΩDDt)σy − sin (ΩDDt)σz = σ̃+e

iΩDDt + σ̃−e
−iΩDDt (C.44)

σze
−iΩtσx = cos (ΩDDt)σz + sin (ΩDDt)σy = −i(σ̃+e

iΩDDt − σ̃−e−iΩDDt), (C.45)

non σ̃± = (σy ± iσz)/2 den, eta desintoniak δr = ΩDD + ωR eta δb = ΩDD − ωR diren,
(C.42) ekuazioa honela idatzi daiteke

HI
eff = ωR

0
2 σ+ ∓ η2 ΩS

2 a†aσ+

+
(
g(1)
r (−iσx + [σ̃+e

iΩDDt + H.c.])± g(2)
r (σ̃+e

iΩDDt −H.c.
)
ae−iΩDDte−iω

Rt

+
(
g

(1)
b (−iσx + [σ̃+e

iΩDDt + H.c.])∓ g(2)
b (σ̃+e

iΩDDt −H.c.
)
a†e−iΩDDteiω

Rt

+ H.c., (C.46)

non ±ΩDD maiztasunarekin biratzen duten terminoak arbuiatu daitezken RWA erabiliz.
Hurbilketa aplikatu ostean

HI
eff = ωR

0
2 σx ∓ η2 ΩS

2 a†aσ+ + (g(1)
r ± g(2)

r )σ̃+ae
−iωRt

+ (g(1)
b ∓ g

(2)
b )σ̃+a

†eiω
Rt + H.c. (C.47)
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dugu, zeina −ωRa†a terminoarekiko elkarrekintza-irudian

HII
eff = ωR

0
2 σx +ωRa†a+ gJC(σ̃+a+ σ̃−a

†) + gaJC(σ̃+a
†+ σ̃−a)∓ η2 ΩS

2 a†aσx (C.48)

den, non gJC = ηΩr(1± ΩS/ν)/4 eta gaJC = ηΩb(1∓ ΩS/ν)/4 diren, fasea φS = 0 edo
φS = π bada, hurrenez hurren.
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D Gogoeta Osagarriak Atomo
Ultrahotzen Bosoi Laginketari Buruz

D.1. Bikoteen banaketa sare optikoan

4.2 ataleko bi gorputzeko talken maiztasuna kalkulatzeko, sare-toki berdinean dauden
k partikula-pare aurkitzeko probabilitatea jakin behar dugu, hauen spin-egoera edozein
dela ere. Probabilitate hau kalkulatzeko, zirkuitu kuantikoa U Haar-ausazko matrize
batek deskribatzen duela erabiliko dugu. Hau honela bada, amaierako egoera, egoera
posible guztien gainezarmen batean aurkitzen da, non egoera guztien probabilitateak
berdinak diren, batezbestean. Bukaeran banaketa uniformea (batezbestean) lortzen dela
frogatua izan da [399], eta, hemen, hau egia dela suposatuko dugu zirkuituaren bitarteko
egoeretan ere. Hurbilketa honen baliagarritasuna zenbakizko simulazioak erabiliz aztertu
dugu 4.2.2 atalean.
k2 pare edukitzearen probabilitatea kalkulatzeko sare-toki berdinean dauden k2 partikula-

pare dituzten konfigurazio kopurua zati konfigurazio kopuru totala egin daiteke. Konfigu-
razio kopuru totala

((
M
N

))
multimultzo-koefizienteak ematen du. k2 pareko konfigurazio

kopurua kalkulatzeko, kontuan izan behar dugu
(
M/2
k2

)
era desberdin daudela k2 pare

M/2 sare-tokietan jartzeko. Sare-toki bakoitzak bi spin-egoera izan ditzakeenez, hiru kon-
figurazio posible daude, |2〉↓|0〉↑, |1〉↓|1〉↑, eta |0〉↓|2〉↑, hain zuzen. Beraz, konfigurazio
kopurua lortzeko 3k2 bider

(
M/2
k2

)
egin behar dugu. Bestalde, geratzen diren N − 2k2

atomoak libre dauden M/2− k2 sare-tokietan jartzeko
(
M/2−k2
N−2k2

)
konbinazio desberdin

daude, eta, sare-toki hauetan egoerak bi izan daitezke, |1〉↓|0〉↑ eta |0〉↓|1〉↑. Horrela,
banaketa uniforme baten k2 atomo-pare aurkitzeko probabilitatea honakoa da:

Ppair(N,M ; k2) =
3k2
(
M/2
k2

)
2N−2k2

(
M/2−k2
N−2k2

)((
M
N

)) (D.1)

(D.1) ekuazioak soilik partikula-pareak hartzen ditu kontuan. Ez ditugu kontuan hartzen,
beraz, sare-toki berdinean bi partikula baino gehiago dituzten egoerak. Hauek kontuan
har daitezke adierazpen orokorrago baten bidez, P (k2, k3, k4, ...), k2 pare, k3 hirukote, k4

109



D.1 Bikoteen banaketa sare optikoan

laukote eta abar edukitzeko probabilitateari dagokiona, hain zuzen. Sinplifikatzeko, bikote
eta hirukoteei dagokien kasua aztertuko dugu. k3 hirukote M/2 sare-tokitan

(
M/2
k3

)
eratan

jar daitezke. Zenbaki hau bider 4k3 egin behar da, hirukote bakoitzak 4 spin-konfigurazio
izan ditzakeelako: |3〉↓|0〉↑, |2〉↓|1〉↑, |1〉↓|2〉↑ eta |0〉↓|3〉↑. Orain, k2 pare hutsik dauden
M/2− k3 sare-tokietan jartzeko era desberdinak

(
M/2−k3

k2

)
dira. Azkenik, geratzen diren

N − 2k2 − 3k3 partikulak libre hutsik dauden N − 2k2 − 3k3 sare-tokietan jartzeko(
M/2−k2−k3
N−2k2−3k3

)
aukera ezberdin ditugu. k2 pare eta k3 hirukote izateko probabilitatea,

beraz,

P (k2, k3) = 4k3

(
M/2
k3

)
3k2

(
M/2− k3

k2

)
2N−2k2−3k3

(
M/2− k2 − k3

N − 2k2 − 3k3

)/((M
N

))
(D.2)

da. N handiko limitean, (D.1) eta (D.2) ekuazioek hurrengo banaketa Poissondarrerantz
jotzen dute

lim
N→∞

Ppair(N,M ; k) = λk

eλk! , (D.3)

non λ = 3/2c den. Hemen, c faktoreak c = M/N2 arrazoia adierazten du, eta testu
nagusian c = 1 bezala hartu da. Adibide bezala, talkarik gabeko azpiespazioari (atomo
guztiak sare-toki desberdinetan dituzten egoeren multzoa) dagokion probabilitateak,
Ppair(N,M ; 0), 1/ exp(3/2c) zenbakirako joera dauka N handiko limitean.
N handiko limitean (D.2) ekuazioak (D.3) ekuaziora duen joera frogatzeko, erabilgarria

da ondokoa gogoratzea:((
M

N

))
= MN

N !

N−1∏
a=0

(1 + a/M) ≈ exp (
N−1∑
a=0

a/M) ≈ exp (N2/2M), (D.4)

eta (
M

N

)
= MN

N !

N−1∏
a=0

(1− a/M) ≈ exp (−
N−1∑
a=0

a/M) ≈ exp (−N2/2M), (D.5)

M � N denean. Erlazio hauek erabiliz, (D.2) ekuazioa honela berridatzi daiteke,

P (k2, k3) ≈ 1
k2!k3!

(
N3

2M2

)k3(3N2

2M

)k2

e−3N2/2M . (D.6)

Modu kopurua M = cN2 bezala handitzen bada, N3/2M2 zerora hurbiltzen da N
handietarako. Beraz, hirukoteak izateko probabilitatea zerora doa N handiko limitean.
Laukoteak, boskoteak eta abar izateko probabilitatearekin antzekoa gertatuko da. k3 = 0
kasurako, k2 pare izateko probabilitatea hurrengoa da,

Ppair(k2) = P (k2, 0) ≈ 1
k2!

(
3
2c

)k2

e−3/2c, (D.7)
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(D.3) ekuazioaren berdina, hain zuzen.

D.2. V -ren eta V 2-ren batezbesteko balioen kalkulua

Jarraian, V eta V 2 eragileen batezbesteko balioaren kalkulua azalduko dugu, egoera
uniforme baten kasuan |ψ〉u = D−1/2∑D

d=1 |d〉, non D =
((
M
N

))
. V eragilea honela

definitzen da:

V = Γtb

4

M∑
m=1

n̂m(n̂m − 1) + Γtb

2

M/2∑
s=1

n̂2s−1n̂2s. (D.8)

Beraz, 〈V 〉u
〈V 〉u = Γtb

4 M〈n̂m(n̂m − 1)〉u + Γtb

2
M

2 〈n̂2s−1n̂2s〉u (D.9)

da, non egoera uniformearen simetriari erlazionatutako 〈
∑M
m=1 Âm〉u = M〈Âm〉u propi-

etatea erabili dugun. 〈n̂m〉u kalkulatzeko, m egoeran k bosoi izan dezaketen egoera
kopuruan pentsa dezakegu. Hau N − k partikula M − 1 modutan jartzeko dauden
konfigurazio posibleen berdina da, hau da,

((
M−1
N−k

))
. Honela, 〈n̂m〉u =

∑N
k=0 kpk da, non

pk =
((
M−1
N−k

))
/
((
M
N

))
den. Era berdinean, 〈n̂2

m〉u =
∑N
k=0 k

2pk dugu. pk deitzen diogu
m moduan k partikula izateko probabilitateari. 〈n̂mn̂m′〉u kalkulatzeko, kontuan izan
behar dugu m moduan k partikula eta, aldi berean, m′ moduan k′ partikula izateko
probabilitatea, hau da, pk,k′ =

((
M−2

N−k−k′
))
/
((
M
N

))
. 〈n̂mn̂m′〉u =

∑N
k=0

∑N−k
k′=0 kk

′pk,k′

dela erabiliz,

〈V 〉u = Γtb

4 M

N∑
k=0

pkk(k − 1) + Γtb

2
M

2

N∑
k=0

N−k∑
k′=0

pk,k′kk
′ (D.10)

dugu. (D.10) ekuazioko batukarien kalkulua egiteko, ondorengo erlazioa erabili dezakegu((
M

N − k

))
/

((
M

N

))
∼ Nk

(M +N)k , (D.11)

zeina egia den k � N,M bada [399]. Orduan, pk ≈ a1λ
k
1 eta pk,k′ ≈ a2λ

(k+k′)
2 dira,

aj =
∏j
i=1

M−i
M+N−i eta λj = N

M+N−j izanik. Batukariak serie geometrikoekin erlaziona
ditzakegu orduan, adibidez,

N∑
k=0

k(k − 1)pk = a1λ
2
1
∂2

∂k2

N∑
k=0

λk1 ≈ a1λ
2
1
∂2

∂k2
1

1− λ1
= 2a1λ

2
1

(1− λ1)3 . (D.12)

M = cN2 dela onartzen badugu, N handietarako M2a1λ
2
1/(1 − λ1)3 adierazpenaren

limitea kalkula dezakegu, eta 2/c ematen duela egiaztatu. Gainontzeko batukariak
Wolfram Mathematica softwarea erabiliz kalkulatu ditugu, eta emaitza 〈V 〉u = 3Γtb/4c

111



D.2 V -ren eta V 2-ren batezbesteko balioen kalkulua

da.
〈V 2〉u kalkulatzeko, metodo berdina erabili dugu. Lehenbizi V 2 eragilearen adierazpena

idazten dugu:

V 2 = Γ2
tb

16

M∑
m=1

M∑
m′=1

n̂m(n̂m − 1)n̂m′(n̂m′ − 1)

+ Γ2
tb
4

M/2∑
s=1

M/2∑
s′=1

n̂2s−1n̂2sn̂2s′−1n̂2s′ (D.13)

+ Γ2
tb
4

M∑
m=1

M/2∑
s=1

n̂m(n̂m − 1)n̂2s−1n̂2s.

Lehen terminoaren garapena honakoa da:

〈
M∑
m=1

M∑
m′=1

n̂m(n̂m − 1)n̂m′(n̂m′ − 1)〉u

= M〈n̂2
m(n̂m − 1)2〉u +M(M − 1)〈n̂m(n̂m − 1)n̂m′(n̂m′ − 1)〉u (D.14)

= M

N∑
k=0

pkk
2(k − 1)2 +M(M − 1)

N∑
k=0

N−k∑
k=0

pk,k′k(k − 1)k′(k′ − 1).

Bigarren terminoaren garapena berriz:

〈
M/2∑
s=1

M/2∑
s′=1

n̂2s−1n̂2sn̂2s′−1n̂2s′〉u

= M

2 〈n̂
2
2s−1n̂

2
2s〉u + M

2 (M2 − 1)〈n̂2s−1n̂2sn̂2s′−1n̂2s′〉u (D.15)

= M

2

N∑
k=0

N−k∑
k′=0

pk,k′k
2k′2 + M

2 (M2 − 1)
N∑
k=0

N ′∑
k′=0

N ′′∑
k′′=0

N ′′′∑
k′′′=0

pk,k′,k′′,k′′′kk
′k′′k′′′,

non N ′ = N − k, N ′′ = N − k − k′, N ′′′ = N − k − k′ − k′′, eta pk,k′,k′′,k′′′ =((
M−4

N−k−k′−k′′−k′′′
))
/
((
M
N

))
diren, azken honen hurbilketa bat pk,k′,k′′,k′′′ ≈ a4λ

(k+k′+k′′+k′′′)
4
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izanik. Hirugarren terminoa ondorengoa da

〈
M∑
m=1

M/2∑
s=1

n̂m(n̂m − 1)n̂2s−1n̂2s〉u

= M〈n̂2
m(n̂m − 1)n̂m′〉u + M

2 (M − 1)〈n̂m(n̂m − 1)n̂m′ n̂m′′〉u (D.16)

= M

N∑
k=0

N ′∑
k′=0

pk,k′k
2(k − 1)k′ + M

2 (M − 1)
N∑
k=0

N ′∑
k′=0

N ′′∑
k′′=0

pk,k′,k′′k(k − 1)k′k′′,

non pk,k′,k′′ =
((

M−3
N−k−k′−k′′

))
/
((
M
N

))
den, forma hurbildua pk,k′,k′′ ≈ a3λ

(k+k′+k′′)
3 izanik.

Batukari hauek Wolfram Mathematica erabiliz kalkulatuz gero, M = cN2 dela onartuz,
eta N handirako limitea hartuz gero, erantzuna 〈V 2〉u = (3/2c+ 9/4c2)Γ2

tb/4 da.
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D.2 V -ren eta V 2-ren batezbesteko balioen kalkulua

D.1 irudia: Batukariak kalkulatzeko Wolfram Mathematicako programa.
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E Gogoeta Osagarriak NV Zentroekin
Eginiko Detekzio Kuantikoari Buruz

E.1. F (t)-tik Ω(t) nola kalkulatu

(5.4) ekuazioan MU seinalea deskribatzen duen terminoa Ω(t)
2 (|1〉〈0|eiφ + H.c.) da, eta

honi dagokion eboluzio eragilea, adibidez, m-garren π-pultsuaren kasuan ondorengoa da:

Ut = exp [−i
∫ tm+tπ

tm

Ω(s)
2 (|1〉〈0|eiφ + H.c.) ds]. (E.1)

m-garren π-pultsuak irauten duen bitartean, hau da, tm eta tm + tπ aldiuneen artean,
Ut eragileak ondorengo eran eragiten dio elektroiaren σz spin-eragileari (hemen, σφ =
|1〉〈0|eiφ + H.c.):

e
i
∫ tm+t

tm

Ω(s)
2 σφ ds

σze
−i
∫ tm+t

tm

Ω(s)
2 σφ ds = e

(
i
∫ tm+t

tm
Ω(s) ds

)
σφ
σz

= cos
(∫ tm+t

tm

Ω(s) ds
)
σz + i sin

(∫ tm+t

tm

Ω(s) ds
)
σφσz. (E.2)

Honela, argi dago F (t) = cos
( ∫ tm+t

tm
Ω(s) ds

)
dela. Beste spin-osagaia, hau da,

sin
( ∫ tm+t

tm
Ω(s) ds

)
integralarekin doana, arbuiagarria da fase desberdineko pultsuak

erabiltzen baditugu [422], adibidez XY8≡ XYXYYXYX pultsu-segida. Termino hau ar-
buiatzeko arrazoia da honen biraketa-periodoa sekuentziaren periodoaren bikoitza dela
da, hau da, 2T , eta, beraz, erresonantziaz kanpo gelditzen da. Orain, F (t) eta Ω(t)
diferentziagarriak direla suposatzen badugu, F (t) = cos

( ∫ tm+t
tm

Ω(s) ds
)

adierazpenaren
alderantzikoa lortu dezakegu:

Ω(t) = ∂

∂t
arccos[F (t)] = − 1√

1− F (t)2
. (E.3)

Hau (5.14) ekuazioaren baliokidea da.
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E.2 fl koefizienteen kalkulua

E.2. fl koefizienteen kalkulua

E.2.1. Koefizienteak pultsu zabaletarako

fl koefizienteen adierazpen analitikoa ondorengoa da:

fl = 2
T

∫ T

0
F (s) cos

(2πls
T

)
ds, (E.4)

non T = 2π/ωM. Integrazio-aldagaia berdefinituz s = xT/2 adierazpenaren arabera,
koefizientea honela idatz daiteke

fl =
∫ 2

0
F (x) cos (πlx) dx. (E.5)

l bikoitia (bakoitia) bada, integralaren barruko funtzioa simetrikoa (antisimetrikoa)
izango da x = 1 puntuarekiko. Hau frogatzeko, nahikoa da F (x + 1) = −F (x) eta
cos [πl(x+ 1)] = cos(πl) cos (πlx) propietateak erabiltzea. Beraz, l bikoitia bada eta
funtzioa x = 1 puntuarekiko simetrikoa bada, integralaren balioa nulua izango da. Edozein
kasutan, (E.5) ekuazioarentzako adierazpen orokor bat garatu daiteke. Lehenbizi, integrala
bi zatitan banatu dezakegu,

fl =
∫ 1

0
F (x) cos (πlx) dx+

∫ 2

1
F (x) cos (πlx) dx, (E.6)

eta x beharrean x+ 1 erabili bigarren integralean. Goian aipatutako simetria-propietateak
erabiliz, adierazpena sinplifikatu egiten da,

fl = (1− cos (πl))
∫ 1

0
F (x) cos (πlx) dx. (E.7)

Orain, x = 0-tik 1-era, F (x) funtzioa τm ≡ 2tm/T eta 1 − τm aldiuneek definitutako
hiru zatitan banatu daiteke,∫ τm

0
F (x) cos (πlx) dx+

∫ 1−τm

τm

F (x) cos (πlx) dx+
∫ 1

1−τm
F (x) cos (πlx) dx. (E.8)

Erdiko integrala zero da pultsu zabalen kasuan. Lehenengo eta hirugarren integraletan
F (x) 1 eta −1 da, hurrenez hurren. Honela,

fm
l = (1− cos (πl))

{∫ τm

0
cos (πlx) dx−

∫ 1

1−τm
cos (πlx) dx

}
(E.9)
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E.1 irudia: F (x) eta cos (πlx) funtzioak (non l = 13 den) x = 0 eta x = 2 artean, t = 0 eta
t = T denbora tartean, alegia.

lortzen dugu, eta, berridatziz,

fm
l = 1

πl
(1− cos (πl))

{
sin (πlτm) + sin (πl(1− τm))

}
. (E.10)

Orain, sin [πl(1− τm)] = − sin (πlτm) cos(πl) eta sin2 θ = (1 − cos (2θ))/2 propi-
etateak erabiliz, fm

l koefizientearen adierazpena honakoa da:

fm
l = 4

πl
sin4 (πl/2) sin (πlτm). (E.11)

Azkenik, T = 4tm + 2tπ erlazioa erabiliz, fm
l

fm
l = 4

πl
sin4 (πl/2) sin

(
πl
(1

2 + tπ
T

))
(E.12)

bihurtzen da, non tπ π-pultsu baten iraupena den. (E.12) ekuazioa testu nagusiko
(5.15) ekuazioaren baliokidea da. Hau ikusteko, sin(θ + πl/2) = sin (θ) cos (πl/2) +
cos (θ) sin (πl/2) propietatea erabili daiteke,

fm
l = 4

πl
cos
(
π
tπ
T/l

)
sin (πl/2) (E.13)

lortuz, sin4 (πl/2) cos (πl/2) = 0 eta sin5 (πl/2) = sin (πl/2) direlako.

E.2.2. Koefizienteak pultsu karratuetarako

Pultsu karratuen kasurako fl koefizienteen balioa kalkulatzeko, (E.8) ekuazioko bigarren
integralaren balioa hartu behar dugu kontuan. F (s) funtzioaren balioa pultsuan zehar
F (s) = cos [π(s− tm)/tπ] da, non tp = tm + tπ/2 den. Integrazio-aldagaia birdefinitu
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ostean, hau honela idazten da:

F (s) = cos [π(x− τm)/τπ], (E.14)

non τπ = 2tπ/T . Beraz, hurrengo integrala kalkulatu behar dugu,∫ 1−τm

τm

F (x) cos (πlx) dx =
∫ 1−τm

τm

cos [π(x− τm)/τπ] cos (πlx) dx. (E.15)

Integrala ebazteko jatorria mugitzen dugu aldagai-aldaketa honen bitartez, x = y + τm +
τπ/2 = y + 1/2. Orain, integralaren itxura∫ τπ/2

−τπ/2
cos [πy/τπ + π/2] cos [πl(y + 1/2)] dy

= −
∫ τπ/2

−τπ/2
sin (πy/τπ) cos [πl(y + 1/2)] dy (E.16)

da, eta cos[πl(y + 1/2)] = cos (πly) cos (πl/2)− sin (πly) sin (πl/2) erabiliz,

sin (πl/2)
∫ τπ/2

−τπ/2
sin (πy/τπ) sin (πly) dy

− cos (πl/2)
∫ τπ/2

−τπ/2
sin (πy/τπ) cos (πly) dy. (E.17)

Bigarren integrala zero da simetria arrazoiengatik, hau da,
∫ a
−a F (x)dx = 0 baldin eta

F (−x) = −F (x) bada. Simetria arrazoiengatik baita ere, lehenengo integrala

2 sin (πl/2)
∫ τπ/2

0
sin (πy/τπ) sin (πly) dy, (E.18)

da, eta berdintza trigonometrikoak erabiliz, honakoa dugu:

sin (πl/2)
{∫ τπ/2

0
cos (πy(l − 1/τπ) dy −

∫ τπ/2

0
cos (πy(l + 1/τπ) dy

}
. (E.19)

Integralak ebatziz gero

−1
π

sin (πl/2) cos (πlτπ/2)
{ 1
l − 1/τπ

+ 1
l + 1/τπ

}
(E.20)

lortzen da, eta sinplifikatuz,

2lτ2
π

π(1− l2τ2
π) sin (πl/2) cos (πlτπ/2). (E.21)
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(E.8) ekuazioko hiru integralen baturak ondorengoa balio du

f th
l = 4 sin (πl/2) cos (πltπ/T )

πl(1− 4l2t2π/T 2) , (E.22)

eta hau testu nagusian agertzen den adierazpena da.

E.3. Energia emaria

Poyntingen bektoreak uhin elektromagnetiko baten energia-fluxua deskribatzen du, eta
bere adierazpena

~P = 1
µ0

~E × ~B (E.23)

da, non µ0 hutsaren iragazkortasuna den, eta ~E eta ~B interesatzen zaigun puntuko (NV
zentroko) eremu elektriko eta magnetikoak diren. NV zentroaren neurria nanometrikoa da,
txikia MU erradiazioaren uhin-luzerarekin alderatuta. Horregatik, uhin lauaren hurbilketa
erabili dezakegu erradiazioa deskribatzeko, eta, beraz, eremu magnetikoa honela adierazi
daiteke

~B = ~B0(t) cos (~k · ~x− ωt+ φ), (E.24)

non ~k uhin-zenbakia den eta ω MU eremuaren maiztasuna. B0(t) intentsitateak denbo-
rarekiko menpekotasun bat duela suposatuko dugu gero, baina aldaketa hori oso geldoa
da 2π/ω periodoarekin alderaturik. Hutseko Maxwellen ekuazioak erabiliz eta honelako
eremu magnetiko baten kasuan, ~k · ~B = 0, ~k · ~E = 0, eta ~E · ~B = 0 adierazpenak lor
ditzazkegu. ~∇× ~B = 1

c2 ∂
~E/∂t ekuazioa erabiliz, honakoa dugu:

~E = c2
∫
dt (~∇× ~B) = −c2

∫
dt (~k × ~B0(t)) sin (~k · ~x− ωt+ φ). (E.25)

~B eremuaren norabidea NVaren (z) ardatzarekiko perpendikularra dela suposatuko dugu,
x ardatzean dagoela, hain zuzen. Seinalearen Hamiltondarra, orduan,

Hc(t) = −γe ~B · ~S = γeBx(t)Sx cos (ωt− φ) (E.26)

da, non ~S NVaren spinari dagokion eragilea, γe elektroiaren arrazoi giromagnetikoa, eta
~x = 0 NVaren posizioa diren. Testu nagusiko (5.3) ekuazioa lortzeko,

√
2Ω(t) = γeBx(t)

erlazioa erabiliko dugu, orduan, ~x = 0 puntuan eremu magnetikoa

~B(t) =
√

2Ω(t)
γe

cos (ωt− φ)x̂ (E.27)
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da, eta eremu elektrikoa, (E.25) ekuazioa erabiliz,

~E(t) =
√

2ωc
γe

∫
dtΩ(t) sin (ωt− φ) k̂ × x̂. (E.28)

Hau, ∂2 ~E/∂2t = c2∇2 ~E = ω2 ~E uhin-ekuazioa erabiliz,

~E(t) =
√

2
kγe

∂

∂t

[
Ω(t) sin (ωt− φ)

]
x̂× k̂ (E.29)

adierazpenaren baliokidea da.

E.3.1. π pultsu karratuak

Pultsu karratuen kasuan ∂Ω(t)/∂t = 0 dugu, beraz, hauei dagokien energia-fluxua

Eth(tπ) =
∫ tπ

0
dt|~P (t)| = c

µ0

2
γ2
e

∫ tπ

0
dt Ω2 cos2(ωt− φ) (E.30)

da, eta kalkulua eginez gero,

Eth(tπ) = c

µ0

Ω2

γ2
e

{
tπ + 1

2ω sin (2ωtπ − 2φ)
}
. (E.31)

Adierazpenaren bigarren zatia (2ω)−1 balioak bornatua dago, eta, hau, tπ baino askoz
txikiagoa da, beraz, arbuiagarria. tπ = π/Ω denez, (E.31) ekuazioa honela berridatzi
daiteke,

Eth(tπ) ≈ πc

µ0

Ω
γ2
e

. (E.32)

Beraz, energia linealki handitzen da Rabi maiztasuna handitzean.

E.3.2. π pultsu zabalak

Pultsu zabal baten kasua aztertzeko, (E.29) ekuazioko bi terminoak kalkulatu behar
ditugu. Adierazpen orokorra honakoa da:

Eext(tπ) = c

µ0

2
γ2
e

∫ tπ

0
dt

[
Ω2(t) cos2 (ωt− φ)+ 1

ω
Ω(t)∂Ω(t)

∂t
cos (ωt− φ) sin (ωt− φ)

]
.

(E.33)
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Tesian aztertutako kasu guztietan, ordea, (E.33) ekuazioko bigarren terminoaren kon-
tribuzioa arbuiagarria da, eta beraz, ondorengoa idatz daiteke

Eext(tπ) ≈ c

µ0

2
γ2
e

∫ tπ

0
dt

[
Ω2(t) cos2 (ωt− φ)

]
. (E.34)

E.3.3. Rabi-maiztasun baliokideak

Pultsu zabalen energia berdina daraman pultsu karratu baten Rabi maiztasuna kalkulatzeko
Etop−hat(tπ) = Eext(tπ) ekuazioa erabiliko dugu, eta, hemendik, Ω askatu. (E.32, E.33)
ekuazioak erabiliz, erraz aurki daiteke:

Ω = µ0γ
2
e

πc
Eext(tπ). (E.35)
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J. Léonard, and M. Greiner, “Probing entanglement in a many-body-localized
system”, Science 364, 256–260 (2019).

[386] M. Rispoli, A. Lukin, R. Schittko, S. Kim, M. E. Tai, J. Léonard, and M. Greiner,
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