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1 Introducciéon

1.1. Introduccion historica

A principios del siglo XX comienza el desarrollo de la mecanica cuantica, ya que emana
la necesidad de explicar experiencias que la fisica clasica no abarca. Esta nueva rama de
la fisica da solucién a problemas capitales como la catastrofe del ultravioleta o el efecto
fotoeléctrico. La mecéanica cuantica antigua, anterior a 1925, carece de una coherencia
global, ya que es el conjunto de estudios sobre diversos sistemas cuanticos sin una base
matematica importante que subyace a todos ellos y los liga de alguna forma. En 1925
surgen dos descripciones matematicas diferentes para explicar los fenémenos cuanticos: la
formulacién ondulatoria de Schrodinger y la matricial de Heisenberg, equivalentes entre
si. Con estos dos formalismos, se construye lo que se conoce hoy en dia como la mecédnica
cuantica moderna, basada en vectores pertenecientes a espacios de Hilbert y operadores
lineales que actian sobre estos [1].

Las integrales de camino es un formalismo alternativo de la mecanica cuantica mo-
derna no relativista desarrollado por Richard Feynman en Space-Time Approach to Non-
Relativistic Quantum Mechanics (1948) [2]. Esta formulacién constituye una continuacién
de su tesis doctoral The Principle of Least Action in Quantum Mechanics (1942) [3] ins-
pirada en el trabajo realizado por Dirac. En este enfoque de la mecanica, se rehtusa la
nocion clasica de trayectoria que sigue una particula desde un punto inicial a otro final;
en su lugar, diremos que todo camino que conecta ambos puntos tiene cierta amplitud de
probabilidad de ser transitado por la particula. Es decir, como la particula puede haber
viajado a su destino a través de cualquier camino, interpretaremos que el movimiento se
da por todas las trayectorias al mismo tiempo. Asi pues, Feynman introduce el concepto
de integral de camino como la manera que disponemos para considerar todos los caminos

[4].

Pese a que su formulacién no se ha encontrado tan atractiva como la imagen de
Schrodinger, que estd en todos los libros de texto de mecanica cuantica, tiene diversas
aplicaciones ttiles en disciplinas como la mecanica estadistica, la materia condensada o la
teoria cuantica de campos. En esta ultima, se generaliza el concepto original de integral
sobre todas las trayectorias a los campos que describen el sistema. Por lo tanto, resulta
interesante conocer las herramientas que vamos a desarrollar debido a su transversalidad.

1.2. Objetivos

El objetivo de este trabajo es construir la mecanica cuantica moderna a través de la idea
de las integrales de camino, prescindiendo de la cuantizaciéon canénica de los observables
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fisicos descritos por operadores, y demostrar que a partir de esta premisa se puede obtener
la mecdnica cudntica tradicional ![5]. Desarrollaremos la descripcién matemadtica de la
integral de camino a través de argumentos plausibles con los resultados del experimento de
la doble rendija con electrones. Posteriormente veremos como se entiende en este contexto
la funcién de onda, estableciendo el nexo con el formalismo de Schrodinger.

Aplicaremos la teoria desarrollada a sistemas cudnticos sencillos consiguiendo la evo-
lucion exacta de la particula libre y el oscilador arménico. Asimismo, mostraremos dos
maneras de aproximar el nucleo de un sistema cuantico cuando el problema no tiene
solucién analitica: la aproximacién semicldsica (valida cuando los efectos cudnticos se
presentan en forma de fluctuaciones respecto de la descripcion clésica) y la teoria de
perturbaciones (aplicable cuando el potencial es débil).

1 Utilizaremos los calificativos tradicional y usual para referirnos a las dos primeras formulaciones de
la mecanica cuantica moderna: la mecanica ondulatoria y la mecdnica matricial.



2 Cuantizacion

En este primer capitulo vamos a cuantizar un sistema formado por una particula, esto
es, dotar a un sistema clasico de mas grados de libertad de tal manera que podamos
explicar los experimentos de naturaleza cudntica. Para ello, utilizaremos el experimento
de la doble rendija con materia para argumentar los postulados que sustentaran la teoria.
Todo esto nos llevard a la definicién de la integral de camino de Feynman, la cual nos
dara la amplitud de probabilidad de transicién de la particula de un punto inicial a otro

final.

2.1. Experimento de la doble rendija

Consideremos el experimento de la doble rendija con particulas masivas (electrones, por
ejemplo). Disponemos de una fuente A que emite electrones con una velocidad perpen-
dicular a dos pantallas, de tal manera que todos tienen las mismas condiciones iniciales
[4].

Yc yp

C B

Figura 2.1: experimento de la doble rendija.

En la figura 2.1 distinguimos las dos pantallas, C'y B, que se sitiian a una distancia y¢
y yg de la fuente A. La pantalla C tiene dos rendijas paralelas muy estrechas, separadas
una distancia d, que permiten el paso de los electrones hasta la pantalla B. Los electrones
salen de A, atraviesan C'y son detectados en B a una altura zp.

Si los electrones se comportaran como particulas clasicas, ninguno de ellos atravesaria
la pantalla C' ya que todos los electrones se acabarian chocando en la mitad de C'.

Conocemos los histogramas de deteccion en cuatro situaciones diferentes, véase la
figura 2.2. Analicemos la informacién que nos aportan las cuatro graficas con el fin de
obtener unos postulados:
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Figura 2.2: patrones de interferencia en cuatro situaciones: (a) dos agujeros abiertos, (b)
agujero 2 tapado, (c¢) agujero 1 tapado, (d) cuando medimos por qué rendija ha pasado el
electrén, es la suma de (b) y ().

1I

IIT

v

En todas las situaciones, la posicion de llegada del electron xg, no es la misma.
Este hecho rompe con las leyes de la mecénica clasica, ya que si emitimos varias
particulas con la mismas condiciones iniciales (CI), todas seguirian el mismo camino
Tass(t) llegando al mismo punto final. ; Entonces, los electrones no siguen el camino
clasico?

Dado que los electrones no llegan al mismo punto, habiendo partido con las mis-
mas CI, nos vemos obligados a interpretar los resultados como distribuciones de
probabilidad de llegada de un electron a la pantalla B. ;Qué naturaleza tiene esta
distribucién de probabilidad?

Es contraintuitivo que la distribucién (d), suma de las distribuciones (b) y (¢), no
sea igual a la distribucién (a). ;Cémo influye el niimero de caminos posibles por los
que el electrén puede atravesar la pantalla C' en los resultados?

El acto de medir por cudl de los agujeros pasa el electron cambia la distribucién
que observamos. Entonces, si interaccionamos con el electréon en la mitad del viaje,
modificamos su estado del movimiento bruscamente.

La distribucién de llegada del electrén en la situacién (a) tiene la misma forma
que la intensidad de un patron de interferencia cuando se realiza este experimento
con una fuente de luz. Por la similitud de ambas experiencias, podemos decir que
el analogo a la amplitud electromagnética en el experimento con electrones es una
amplitud de probabilidad de llegada ¢(zg) al punto zp. Como disponemos de dos
rendijas tendriamos dos amplitudes. Al igual que el campo eléctrico, la amplitud
de probabilidad cumple el principio de superposicién. Siguiendo con la similitud, la
intensidad luminosa es proporcional al médulo al cuadrado de la amplitud eléctrica,
por lo que la distribucién de probabilidad vendra dada por el médulo al cuadrado
de la amplitud de probabilidad total.

Las probabilidades clasicas se basan en la suma de distribuciones, sin embargo, estamos
sumando amplitudes de probabilidad. Entonces, tendremos fenémenos de interferencia que
clasicamente no aparecerian.



2.2. Suma a todos los caminos

2.2. Suma a todos los caminos

En el experimento de la doble rendija podemos llegar al punto zp tras haber atravesado
la pantalla C' por la rendija 1 o 2, por lo tanto, tenemos dos amplitudes de probabilidad
que contribuirdn a la amplitud de probabilidad total en xp: ¢(zp) = ¢1(xp) + P2(x ) [4].

Ahora, anadimos una pantalla D con 5 rendijas muy estrechas entre A y C tal y como
se esboza en la figura 2.3.

np
1
| ne T
’ 1
T

A 1 0

e

.

Yo e s
D C B

Figura 2.3: experimento de dos pantallas con 5 y 2 rendijas cada una. En esta situacion,
se han trazado cuatro caminos posibles por los que el electron viaja desde la fuente a la
pantalla final B.

El electrén pasara por un solo agujero de cada una de las dos pantallas. La amplitud
de probabilidad total de detectar una particula en xg es la suma de todas las amplitudes
de cada forma posible de llegar a B. Podemos escribir la amplitud total como:

$(xp) =Y Y bupmo(@n) (2.1)

np=1ngc=1
donde np y ne hacen referencia a los agujeros por los cuales ha pasado la particula.

Si realizamos mas agujeros a la pantalla D, el electron dispondra de méas caminos por
los cuales pasar. Supongamos que hemos realizado tantos agujeros que los tenemos que
etiquetar con un nimero real, la distancia zp, en vez de con natural np, de tal forma que el
electron puede pasar por un conjunto continuo de agujeros. Dicho de otra manera, hemos
realizado tantos agujeros que la pantalla D esta totalmente agujereada, ha desaparecido
completamente, véase la figura 2.4. El sumatorio en np que aparece en (2.1) se convierte

en una integral en xp:
> = / dzp. (2.2)
np

Si colocamos méas pantallas agujereadas completamente entre A y B, de tal forma
que hay una pantalla para cada valor de y, es facil concluir que los posibles caminos por
los que puede ir el electrén es una funcién dependiente de la distancia a la fuente z(y).
Ya que el electrén se sitia en cada instante de tiempo en un punto concreto, podemos
parametrizar el camino con el tiempo ¢, obteniendo (z(t),y(t)), donde ¢ corre desde un
tiempo inicial a uno final de deteccién.
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ne
D 1 B
A
2
= Ye YB
D C B

Figura 2.4: un camino posible cuando se ha agujereado completamente la pantalla D.

Por lo tanto, la amplitud de probabilidad total de detectar un electrén en el punto
(xp,yp) es la siguiente suma:

¢(zp,yp) = > ¢(camino (z(t),y(t))) (2.3)

todos los
caminos (z(t),y(t))

donde hemos utilizado ) para indicar la suma integral a todos los caminos de manera
informal.

Hasta ahora, hemos considerado caminos bidimensionales con el objetivo de obtener
(2.3). A partir de este momento, nos restringiremos por simplicidad al estudio de las
amplitudes de probabilidad de caminos unidimensionales x(t).

2.3. Postulados

Podemos sintetizar la esencia del razonamiento expuesto sobre la naturaleza de la doble
rendija en una serie de postulados:

1 Existe una amplitud de probabilidad compleja ¢(x) asociada con todos los procesos
por los que un evento puede tener lugar en un punto .

Los eventos que vamos a tratar son las detecciones ideales de particulas y los procesos
por los cuales pueden tener lugar, corresponden a los caminos que ha podido trazar la
particula para llegar al punto donde se detecta.

11 La amplitud de probabilidad total de que ocurra ese evento es la suma de todas las
amplitudes ¢,(x), donde n recorre todas los procesos:

¢(x) =Y dul2). (2.4)

11 La distribucion de probabilidad de detectar ese evento a lo largo de la coordenada
x es el médulo al cuadrado de la amplitud de probabilidad total, esto es:

P(z) = |o(z)[". (2.5)

Esta cantidad suele denominarse distribucion de probabilidad de presencia.
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v Postulado de la medida: si interrumpimos el viaje de una particula antes de llegar
a su destino, modificamos la amplitud de probabilidad total.

Con los tres primeros postulados, somos capaces de explicar las probabilidades cuanticas;
el postulado nimero 1V es necesario dada la naturaleza de la interaccién observador-
sistema en mecdnica cudntica. Asimismo, necesitamos un quinto postulado que relacione
la amplitud de probabilidad de detectar la particula en z, ¢(x), con el proceso que ha
provocado que la particula llegue ahi; es decir, con la trayectoria que sigue la particula
desde un punto inicial hasta el punto final, en el cual se detecta. Asi pues, el ultimo
postulado que Feynman tomé en su formulacién es el siguiente:

v Todos los caminos contribuyen con la misma magnitud, pero diferente fase. La
formula de Dirac-Feynman nos da, salvo una constante de normalizacion, la am-
plitud de probabilidad de que la particula viaje por un camino z(¢) entre un punto
inicial y otro final [6]:

o(x(t)) x eli/MS[z(t)] (2.6)

donde S[z(t)] es la accién de ese camino y & es la constante reducida de Planck, la
cual representa la unidad de accién cuantica, cuyo valor experimental es:

h=1,054571817 x 10734 Js [7].

2.4. Construccion de la integral de camino

La amplitud de probabilidad total de una particula que parte de z, en un instante de
tiempo t, y se detecta en x;, en un tiempo posterior t,, la denominaremos nicleo o propa-
gador K(xy,tp;x4,t,) = K(b,a), donde los puntos espaciotemporales (sin connotaciones
relativistas) son a = (z4,t,) ¥y b = (xp, ). Utilizando los postulados, el nicleo tiene la
siguiente forma:

K(b,a) = Z const. (/M) (2.7)

todos los
caminos

donde se elegird la constante de proporcionalidad tal que la probabilidad quede normali-
zada [4].

Para realizar la suma a todos los caminos, veamos que cualquier camino continuo z(t)
se puede dibujar en un plano de abscisa x y ordenada t. Como queremos que la fisica
sea causal, los caminos deben ser funciones inyectivas del tiempo. Al igual que ocurre en
la definicién de integral de Riemann!, para realizar la suma integral a todos los caminos
deberemos discretizar la variable independiente, es decir, la variable temporal £t en N + 1
puntos equiespaciados por un intervalo pequefio ¢ = fe

te<t<t, — t,=t,+ns; n=0,...,N (2.8)

1La similitud con la integral de Riemann debe tomarse con perspectiva, ya que para sumar a todos
los caminos las posiciones también son variables independientes que tendremos que integrar. El objetivo
con el cudl realizamos esta analogia es proporcionar al lector una razoén conocida de la discretizacién de
una variable continua como es el tiempo.
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con ty = t,,ty = t,. Realizaremos los calculos necesarios con el tiempo discretizado y
posteriormente tomaremos el limite al continuo ¢ — 0, N — o0, recuperando el tiempo
tal y como lo percibimos, como un continuo.

Debido a la inyectividad de cada camino, para cualquier tiempo t, la particula se
encontrard en un punto z,. Por lo tanto, cualquier conjunto de puntos {x(t,) = x,}2_,,
que verifica xg = x,, ry = 2 nos determina cualquier camino de tiempo discreto. Podemos
decir que la trayectoria continua que traza la particula viene dada por la unién con lineas
rectas, de puntos temporalmente consecutivos, tal y como se muestra con cuatro ejemplos
en la figura 2.5. Esta clase de caminos de tiempo discreto los denominaremos caminos
discretos.

t
tyl b
ert
tot 5
Tg Ty X

Figura 2.5: cuatro caminos discretos que conectan los puntos inicial a y final b.

Ya que la unién entre dos puntos consecutivos (z,,t,), (Tni1,tns1) €s totalmente
irrelevante cuando tomemos el limite al continuo, podemos argumentar de forma mas
elegante que la trayectoria que une a cualquier par de puntos (z,,%,), (Tni1,tns1) €s la
trayectoria fisica dada por el principio de la accién estacionaria [4].

Al discretizar el tiempo, la acciéon de cada camino discreto es una suma en n:

Tp — Tp-1

Il
~—~

o

Nej
SN—

SH{zn}] = ZaL T, Tp,€)5  Tn

3

donde L(z,,t) es la lagrangiana del sistema clasico.

Los parametros libres de cada camino discreto son las variables continuas z,,, con la
excepcion de zg y zy, que estan fijadas. Por lo tanto, la suma a todos los caminos es el
limite al continuo de N — 1 integrales a todo el espacio de la exponencial de la accion
discreta S[{z,}], en consecuencia, el nicleo tiene la siguiente forma:

K(b,a) = lim — / / d‘”l...di”’z L i/M)San)] (2.10)

e—0 A
donde hemos escrito la constante de proporcionalidad como 1/AY, con A = A(e).

8



2.4. Construccion de la integral de camino

Definimos la medida de integracion de la expresién (2.10) como:

(2.11)

En esta situacion, el objeto matematico que toma el papel de variable de integracion es
una funcién x(t), es decir, integramos variando la forma de funcién z(¢). No nos interesa
dar una definicién formal de la medida de integracién funcional, si no la idea pragmatica
que subyace de integrar a todo camino utilizando la discretizacién del tiempo, realizar las
integrales y finalmente tomar el limite al continuo.

El nicleo resultante es igual a la integral de camino de Feynman:

K(b,a) = /x(tb)xb Dx(t) /M50 (2.12)

z(te)=Tq

en la cual, se denotan explicitamente las condiciones de contorno. Esta integral debe
interpretarse como la suma de todas las amplitudes de probabilidad asociadas a cada
camino que conecta a y b por lo cuales la particula puede viajar.

El proceso de cuantizacion ha consistido en dotar al sistema de un espacio de grados de
libertad mucho mayor que los que clasicamente tiene. En el desarrollo anterior hemos dicho
que z(t) toma el papel de variable de integracién, porque cualquier camino contribuye a
la descripcién del sistema. Desde el punto de vista cldsico, z(t) es una tnica trayectoria,
la trayectoria fisica que sigue la particula. Consiguientemente, el nimero de grados de
libertad que posee una particula cuantica es inmensamente mayor que la clésica.

t t
ty b, t b
ta a” ta a
Zq Tp x Tq Ty x

(a) Puntos de salida y deteccién de (b) Estructura matemadtica de cami-
la particula experimentalmente. nos transempiricos.

Figura 2.6: diferencia entre la informacién empirica y tedrica sobre el viaje de una
particula.

Dado que empiricamente solo podemos ver en qué punto detectamos la particula,
toda la construccién realizada para codificar los grados de libertad que no podemos cono-
cer mediante experimentos la denominaremos construccion transempirica. Este concepto,
acunado por Dirac, nos hace ver que necesitamos dotar a la naturaleza de una entidad
cudntica (un espacio de grados libertad adicionales), accesible unicamente mediante las
matemadticas para poder describir las observaciones empiricas [6].

9



2. Cuantizacion

En la figura 2.6 observamos la diferencia entre la informacion que esta disponible
empiricamente y la estructura matematica que creamos para dar sentido a las observacio-
nes. El nexo entre lo observable y la entidad cuantica es la medida, ya que en esta situacion
la entidad cuantica debe adaptarse a los grados de libertad que dispone la particula en
nuestra realidad cldsica. Por eso mismo, es menester enunciar el postulado de la medida.

2.5. Regla de composicion de amplitudes de proba-
bilidad

Supongamos que tenemos una particula cudntica que parte de un punto inicial a = (z,,t,),
la amplitud de probabilidad de presencia en un punto final b = (x,,1,), vendra dada por

la integral de camino:
K(ba) = / . Diapy(t) el 0] (2.13)

z(ta)=%a

8

Sea t. un tiempo intermedio entre t, y t;, descomponemos cualquier camino entre a y b
en dos partes, tal y como se muestra en la figura 2.7. Una primera con el punto inicial en
x(t,) = x, y el punto final en z(t.) = x.; y una segunda parte que comienza en x(t.) = .
y finaliza en x(t,) = .

t
t b
t c
2
Tq T, Ty T

Figura 2.7: cuatro caminos cualesquiera por los cuales la particula puede viajar de a a
b pasando por el punto, temporalmente intermedio, c.

Remarquemos que este punto intermedio no corresponde a una medida, sino a una
suposicién de que la particula pase por ¢ en su viaje de a a b. La accién entre a y b puede
descomponerse como sigue:

St (1)) = Sae[t(0)] + S [z (2)]- (2.14)

Asimismo, la medida de integracién del nicleo K (b, a) la podemos factorizar de la siguiente
manera;

Diap)(t) = Dia,e)2(t) dve Diep)(t). (2.15)

10



2.5. Regla de composiciéon de amplitudes de probabilidad

Por lo tanto el propagador del sistema es la siguiente integral:

K(b,a) = Daoyr(t) [ da. Dieya () e/MSwole OGNS nEO) (.16)
z(te)=xc ) . xgtbg:xb ’
x(te)=xc

z(ta)=2a

la cual es separable y podemos agruparla como sigue:

K(b> a) - / dxc /‘(t )=z @(a»c)x(t)e(i/h)S(a7C> o [E\(tb)xb @(c,b)x(t) e(i/h)S(cm (0]

[e.e]

z(ta)=%a R z(te)=xc
KZcr,a) KFber)
(2.17)
Se llama regla de composicion de amplitudes de probabilidad a la relacion:
K(ba) = / dz, K (b, c)K(c, a) (2.18)

la cual nos dice que la amplitud de probabilidad de detectar a la particula en x; en el
tiempo t, sabiendo que en t, estaba en z,, es el producto de amplitudes de transicion de a
a cy de c a b, integrada para todos los posibles z. a los que puede ir la particula. Se puede
interpretar este resultado como una division del trayecto total de la particula en t = ¢,
donde hay una parte formada por todos los caminos que han contribuido en su pasado
para llegar desde x, hasta x. y un segundo conjunto conformado por las trayectorias
que tomara en un futuro para acabar llegando al punto final; de tal forma que hay dos
propagadores: uno que explica su pasado y otro que predice su futuro [4], [6]. Esto nos
recuerda al principio de Huygens de optica ondulatoria por el hecho de que la amplitud
total K (b, a) sea la suma de todas las contribuciones K (b, ¢) que aportan los puntos x. a
los que anteriormente les ha llegado una cierta amplitud K(c, a) [2].

Aplicando esta regla de composicion una cantidad muy grande de veces, de tal manera
que hemos dividido el intervalo temporal t, — ¢, en N intervalos infinitesimales de una
duracién ¢, el nicleo K (b, a) se puede descomponer de la siguiente manera:

K(b,a) :/ drydey...dey 1 K(b,N —1)...K(n+1,n)... K(1,a) (2.19)

—00

donde, cada nicleo entre dos instantes de tiempo infinitesimalmente consecutivos, es igual
a . ‘
i€ Typtl — &
K(xpi1,tas1; oo, ty) = 7 &XP [E L (xn+1, %, 5)} (2.20)

que es una definicién alternativa del propagador, vélida a primer orden en €. Esta ecuacion
nos da la amplitud de probabilidad de transicion de una particula que se encuentra en
x, al punto x,,; tras un intervalo de tiempo infinitesimal €. Este nicleo infinitesimal lo
podemos definir gracias a que el lagrangiano no depende de derivadas temporales de la
posicion de orden mayor que uno, porque de ser asi, se necesitarian mas de dos puntos
para expresarlas de forma discreta [2], [6].

11



3 Mecanica cuantica

A continuaciéon mostraremos cémo se define la funciéon de onda dentro de este marco
tedrico. Posteriormente, con la demostracién de la ecuacion de Schrodinger y el estudio
de los elementos de transicién obtendremos la equivalencia con la mecanica cuantica
tradicional. Para finalizar el capitulo, analizaremos como se entiende el ntcleo dentro
del formalismo tradicional y hallaremos la integral de camino utilizando las herramientas
mecanocuanticas usuales.

3.1. La funcion de onda

Hasta el momento, hemos necesitado conocer la posicién de partida de la particula (z,,t,)
para calcular las amplitudes de probabilidad de presencia en un punto (x,t,). Normal-
mente no conocemos con exactitud la posicion inicial la particula en t,, lo més usual es
conocer que proviene de una cierta region. Por consiguiente, vamos a plantear la existencia
de una amplitud de probabilidad de presencia en un punto x en un instante ¢ indepen-
diente de donde provenga la particula. Llamaremos funcion de onda a esta amplitud de
probabilidad total y la denotaremos con ¢ (x,t) [4].

La funciéon de onda debe satisfacer una ecuacién similar a la regla de composicién
(2.18), ya que es una amplitud de probabilidad. En particular, definimos la funcién de
onda como:

Y(xp, ty) 1= K (a0, ty; Tarta) (3.1)

que es independiente de la posicién inicial. Puesto que la regla de composicion de amplitu-
des de probabilidad se verifica para cualquier (z,,t,), podemos eliminar esta dependencia
llegando a la ecuaciéon que debe cumplir la funcién de onda:

Do ) = / " Qe K (2, ty; o, 1) (e ) (3.2)

(e.9]

Por lo tanto, la funcién de onda en el tiempo de llegada ¥ (xy, ;) es la suma integral a
todos los puntos z, del valor la funcién de onda en un tiempo anterior ¥(x., t.) modulada
por la amplitud de ir desde ¢ a b. Esta forma integral con la cual evoluciona la funcion
de onda nos ratifica que la teoria desarrollada es causal y determinista (en lo que a la
evolucion se refiere, puesto que en el proceso de la medida tenemos distribuciones de
probabilidad) [8].

Luego, si conocemos la funcién de onda de una particula en un tiempo determinado,
podemos calcular cualquier amplitud de probabilidad de llegada a cualquier punto en un
tiempo posterior. En consecuencia, al cuantizar el viaje de una particula, la condicién
inicial que necesitamos conocer para determinar su evolucién es una funcién ¢ (z), lo cual

12



3.2. Ecuacion de Schrodinger

remarca la cantidad de grados de libertad que tiene ahora el sistema, ya que clasicamente
con dos valores basta (la posicién y la velocidad iniciales).

La probabilidad de encontrar a la particula en cualquier punto del espacio debe ser 1,
por lo tanto la funcién de onda utilizada como condicién inicial debe estar normalizada:

o
/ dz [ (x)]* = 1. (3.3)
—0o0

Debido a que no estamos considerando procesos de desintegracion, el propagador debe
asegurarnos que la funcién de onda en un tiempo posterior sigue normalizada. Esta sera
la condicién que impondremos para encontrar a la constante A, presente en la definicion
de integral de camino.

3.2. Ecuacién de Schrodinger

Tal y como hemos visto, la evolucion de la funcién de onda viene descrita a través de
una integral. Nos preguntamos entonces si podemos codificar la informacién del sistema
que alberga el niicleo en una ecuacion diferencial en derivadas parciales para la funcion
de onda. Para ello, veamos como cambia una funcién de onda inicial ¢(z’,t), tras un
intervalo de tiempo infinitesimal e [4].

Consideramos que la particula esta sometida a un potencial dependiente del tiempo e
independiente de las velocidades V(x,t), de tal forma que la lagrangiana es:

L(z,it) — %mi’Q CV(ab). (3.4)

Introducimos la expresion del ntcleo entre dos tiempos infinitesimalmente consecutivos
(2.20) y la lagrangiana del sistema (3.4) en la ecuacién (3.2), obteniendo:

1 [~ ie |1 [x—2a"\
¢(x,t+€)=z/oodxexp{g lim( . )—V(w,t)

Para realizar esta integral necesitariamos conocer la forma del potencial, pero queremos
obtener una expresion general para cualquier V(z,t), asi que tenemos que recurrir a
aproximaciones.

}m:a,w. (3.5)

Cuando el término de la energia cinética es muy grande, esto es:

m(x — 2')?
2he

la fase del integrando oscila mucho con 2/, por lo que la integral se cancela en esa region.
Solo tendremos una contribucion significativa a la integral cuando

> 1 (3.6)

he\ V2
n ~ (—) ; con [p=a' —xz; dn=da] (3.7)

m

Utilizando ese cambio de variable, la evolucion de la funcién de onda se escribe:

V(b4 ) = %/m dyp exp (W“f) exp (—%V(as,t))zb(m b, (38)

—00
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3. Mecanica cudntica

Desarrollamos en serie de Taylor hasta primer orden en ¢ los siguientes términos, teniendo
en cuenta que O(e) ~ O(n?):

Yz, t+¢) = (z,t) + e% + O(£?)

exp <—%v (x,t)) - %v (2.1) + O(2) (3.9)

51/1(33,15) +ln282w(xat) —|—O<63/2)

¢($+77:t) :¢(x7t)+77 Oz 9 972

Introduciendo las tres expresiones en (3.8) con la notacién ¢ = ¥(z,t),V = V(z,t) se
tiene:

0 i€ 0 Noa
2/} Te a@i} A/ dﬁ ezmn 2 /(2he) (1 _ %V> <¢ + a—w + §'r] a—;ﬁ) . (3.10)

constante bajo la integral

Integramos las gaussianas imaginarias utilizando las siguientes formulas:

e % 2 ;T 27T 1/2 e ;T 27T 1/2
/ dx ef390” = oti% (-) , / Az 22e*39%" = ¢Fii <—3) , a€RY (3.11)
oo a o a

con las que obtenemos la siguiente ecuacién valida a primer orden en e:

vl L (2mn5> <@/) L Oy fvw) . (3.12)

ot A m 2m 0x? h

Cuando € — 0 debemos tener lo mismo a ambos lados de la ecuacion, ya que la funcién
de onda no ha tenido tiempo para evolucionar; por consiguiente, el valor de la constante

de proporcionalidad A es:
2mihe \ /?
A= - . (3.13)

Sustituyendo el valor de A en (3.12), obtenemos la ecuacién de Schrédinger depen-
diente del tiempo:

L OU(z,t) h? 0% (z,t)
th————=——"—"-"°" 4+ V(z,t)yY(x,t 3.14
) o 2D Ve () (314
Esta ecuacion en derivadas parciales nos describe de forma determinista la evolucion de
la funcién de onda aisociada a una particula en una dimensién. Definiendo el operador
hamiltoniano como H = —;m 5.2 T V(z,1), la ecuacion de Schrodinger se reduce a:

ih———" = Hy(z,1). (3.15)

Ip(x, t)
ot
Como la evolucion de la funcién de onda puede describirse de forma equivalente me-

diante la integral que involucra al propagador (3.2) o con la resolucién de la ecuacién de

Schrodinger (3.14), podriamos construir la mecanica cudntica a partir de esta ecuacion.
Este «nuevo» enfoque propuesto se conoce como mecanica cuantica ondulatoria, la cual
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3.3. Elementos de transicién

postula la ecuacion de Schrodinger como una ecuacion de ondas para la materia. Por
consiguiente, podemos describir los sistemas cuanticos a través de cualquiera de estas dos
formulaciones.

Era necesario encontrar la mecénica cudntica tradicional (en este caso hemos encon-
trado la imagen de Schrodinger) a partir de las integrales de camino, porque ambas teorias
describen los mismos fenémenos.

3.3. Elementos de transicion

Si nuestro sistema cuédntico esta descrito por 1(x,, t,), la amplitud de probabilidad de que
pase a estar descrito por x(x, ;) en un tiempo posterior ¢, > t, se denomina amplitud de
transicion, y su expresion como una integral de camino es:

(s = [doo [am [ Do) B50), (3.16)

z(ta)=2a
donde el subindice S hace explicita la dependencia con la accién.

Cualquier cantidad fisica medible tendra asociado un determinado funcional depen-
diente de la trayectoria [2]. Si #[z(t)] es un funcional cualesquiera, definimos elemento de
transicion como el «promedio» del valor que adopta el funcional a lo largo de todos los
caminos entre dos tiempos (inicial y final), en los cuales el sistema esté descrito por ¢ y
X, respectivamente.

Wrt)s = [doa [dn [ 2eN OFEOE ). (@17
z(ta)=2q
Como la integral es a todos los caminos, el elemento de transicién debe ser invariante bajo
un cambio de «variable» dado por:
z(t) — 2'(t) = x(t) + n(t), D2'(t) = Dx(t) (3.18)

donde 7(t) una funcién arbitraria fija que adopta valores pequenos. Por consiguiente, si
realizamos el cambio de variable en (3.17) y expandimos en serie de Taylor hasta primer
orden en 7, despreciando el resto de términos, obtenemos la siguiente ecuacién:

<X w>s - <X’7 =6

Donde s es el tiempo en el cual se realiza la derivada funcional de ¥ y de la accién. Suele
escribirse con diferenciales como sigue:

0F
ox(s)

¢>S. (3.19)

(XI6F16)s = — (x|785] 6. (3.20)

Esta ecuaciéon diferencial contiene la informacion de la evolucion de un sistema cuantico,
asi pues, Julian Schwinger la tom6 como punto de partida para desarrollar la mecénica
cuantica en 1973. Segun el propio Schwinger, este enfoque resulta mas elegante y mas ttil
que el formalismo hamiltoniano [4], [9].
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3. Mecanica cudntica

Elementos de transicién para algunos funcionales

Para los siguientes ejemplos, tomaremos la misma acciéon que en la secciéon anterior, por
lo que el diferencial funcional de la misma es:

55 = — /tb dt [mi + 0,V (2, )] 6a(t), = = (3.21)

e Si el funcional es una constante, ¥ = const. — §F = 0, la ecuacién (3.20) queda:

(X Imi|P)g = = (x[0:V (1) )5 - (3.22)
Que corresponde al analogo cudntico de la segunda ley de Newton.

e Si el funcional F depende tinicamente de la posicién en un tiempo concreto t. (t, <
t. < tp), se puede demostrar a partir de la definicién de elemento de transicién que
(X |F|1)q es la siguiente integral:

(X|F|¥)s = /dwcx*(xc,tc)fw(mc,tc) (3.23)

donde las funciones de onda ) y x se evalian en el mismo tiempo ..

e Si discretizamos el tiempo como hemos hecho anteriormente, el siguiente funcional
representa el momento lineal en el instante t; (o en tx; dependiendo de cémo se
defina la velocidad discreta):

Th+1 — Tk
- .

F=m (3.24)

El elemento de transicién entre 1 y x utilizando (3.23) es:

< ‘ Tp+1 — Tk
X |m————
€

<X|$k|¢>s

¢>=Tummws
S 13

m
9

— ? (/ dz x*(z,t + e)xp(x,t +€) — /dx X*(x,t)mﬂ(x,t)) .
(3.25)
Desarrollando en serie de Taylor las funciones de onda en la variable temporal de la

primera integral, tomando el limite al continuo ¢ — 0 y sustituyendo las derivadas
temporales segun la ecuacién de Schrodinger (3.14), obtenemos que el elemento de

transicién es:
h o (x, 1)

el 0) = [ do e FEEED (3.26)

Por lo tanto, podemos asociar el operador —ihd, al momento lineal de la particula,
de tal forma que los elementos de transicién de ambos objetos (el funcional y el
operador) son iguales.

e Para cualquier funcional F que no dependa explicitamente del tiempo, se puede
demostrar siguiendo el mismo procedimiento que hemos hecho con el momento lineal,
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3.4. Nicleo en la mecanica cuantica ondulatoria

que el elemento de transicién de su derivada temporal en un tiempo intermedio t.
se puede escribir como:

<‘ ’d’> - /dxX(?H HF ). (3.27)

Con lo cual, el operador asociado a la cantidad #, #, cumplira la siguiente ecuacion:

AF
md—f L H], [FH] = FH - HF (3.28)

siempre que se esté operando dentro de un elemento de transicién [4].

Estos operadores que hemos asociado a los funcionales que representan a nuestras
cantidades fisicas, son las entidades matematicas con las que se trabaja en el enfoque
tradicional de la mecdnica cudntica. Asimismo, la expresién (3.28) es la ecuacién del
movimiento de los observables en la imagen de Heisenberg, emergiendo asi la equivalencia
entre las diferentes formulaciones. Sin embargo, desde el punto vista de la formulacion de
Feynman, es indispensable discretizar el tiempo para realizar las operaciones intermedias,
.qué sentido tiene este hecho? Es sin duda alguna la parte contraintuitiva que tiene este
formalismo [2].

3.4. Ntcleo en la mecanica cuantica ondulatoria

El elemento clave que tenemos en la formulacién mecanoctiantica de las integrales de
camino es el nicleo del sistema. En la mecénica cuantica tradicional, esta cantidad no
suele definirse porque no es necesaria para describir la evolucién de la funcién de onda.
Ahora bien, si podemos encontrar el propagador del sistema utilizando las matematicas
de la mecanica cuantica usual; lo cual es interesante ya que, junto a la funcién de onda,
es el nexo entre el formalismo de integrales de camino y el tradicional.

Mostraremos dos formas de escribir el nicleo utilizando las herramientas de la mecani-
ca cuantica ondulatoria. Asimismo, veremos la relacién que existe entre el propagador y
la ecuacién de Schrodinger.

Representacién espectral del nicleo

Sea un sistema regido por un hamiltoniano que no depende explicitamente del tiempo,
sabemos que la ecuacion de Schrodinger puede solucionarse con una separaciéon de varia-
bles y la resolucién de un problema de valores propios. Sean {¢,(z)} las autofunciones de
H y E, las energias propias, podemos expresar la evolucién de cualquier funcién de onda
Y(z,t,) para t, > t, como sigue:

Y(x,ty) = Zc,@ )e (/M Ento=ta), (3.29)
donde los coeficientes ¢,, se obtienen tras utilizar las relaciones de ortonormalidad:

Cn = /_OO dz ¢ (z)(x, t,). (3.30)

e}
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3. Mecanica cudntica

Podemos obtener el propagador K (b, a), definido en el capitulo 2 con la integral de camino,
a partir de las soluciones del problema de valores propios del hamiltoniano. Para ello,
introducimos la expresion de ¢, (3.30) en la evolucién de la funcién de onda (3.29):

V(e ty) = Z (/_Z dae 0" (Ta)V (24,1 )) D () e~ /M Enlty—ta)

n

-
Cn

:/ dvasﬁ (2a) g (a)e™ Bt i, 1),

(3.31)

\

K(b,a)

Comparando este resultado con la expresién (3.2), identificamos que el niicleo en términos
de los valores y funciones propias es:

Z ¢ T, (bn —(3/h) En(ty— ta)’ ty > t,. (332)

Esta relacién se denomina representacion espectral del nicleo [4].

Ntcleo y operador evolucién

En la mecdnica cudntica tradicional es habitual trabajar con vectores-estado o kets [1)(t))
en vez de funciones de onda, de tal manera que se define la funcién de onda como la
proyeccién del estado [1)(t)) sobre el estado posicion |x), i.e.: ¥(x,t) := (x| (t)) [8].

La evolucién de un estado inicial [¢)(¢,)) a un tiempo final ¢, viene descrita por la
aplicacién del operador evolucion U (ty, t,) a dicho estado. Por lo tanto:

[6(ts)) = Uty ta) |9(ta)) (3.33)

donde U (ty,t,) es un operador unitario'. Introduciendo entre el operador y el ket la
siguiente relaciéon de completitud:

1= /_ " Aozl (3.34)

y proyectado la ecuacién (3.33) sobre la base de posiciones |x), se tiene:

[e.o]

(i) = [ (] 0t a) (1) (339

oo

Por lo tanto, identificamos el propagador como el elemento de matriz del operador evolu-
cién en la base de posiciones [5], [10]:

K(b,a) = (x|Uty, ta) |7a). (3.36)

1Si el hamiltoniano H no depende explicitamente del tiempo U (ty, ta) = e~ (tb=ta)/h mientras que
si H = H(t) el operador evolucién es U (ty, o) = exp [—% fttb dt ﬁ(t)}
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3.5. Integral de camino a partir de la cudntica tradicional

Ntcleo como funcién de Green

Dado que el operador evolucién U (tp,t,) cumple la ecuacién de Schrédinger cuando
t, — t, > 0 tenemos que:

d 2\ -

(ihg — H) Ul(ty, ta)0(ty — to) = ihd(ty — t,) (3.37)
b

donde la funcién de Heaviside 0(t, —t,) refleja la causalidad del operador. Si proyectamos

la ecuacién a la base de posiciones, el elemento de matriz del operador evolucién (el

propagador) verifica:

(m% = H) K(b,a)0(ty, — to) = ih&(xy — 24)0(ty — ta)- (3.38)
b

Esta expresion nos dice que la funcién de Green de la ecuacién de Schrodinger, es el niicleo
K (xp, ty; Ta,ta) [5], [10]. Esto no nos sorprende, ya que hemos partido de una ecuacién
integral que nos da el comportamiento de la funcién de onda en un tiempo t, > t,, donde
el nicleo de esa ecuacion integral es la funcién de Green de la ecuacién diferencial que
verifica la funciéon de onda.

3.5. Integral de camino a partir de la cuantica tradi-
cional

Dada la equivalencia entre ambos enfoques a la mecanica cuantica, nos proponemos obte-
ner la integral de camino de Feynman a partir de la definicién del operador evolucion, el
cual es clave en la mecénica cudntica tradicional. Partiendo de la imagen de Schrodinger,
nos encontraremos con la integral de camino en el espacio de fases, la cual merece la pena
interpretar [5], [11].

Queremos calcular el elemento de matriz del operador evolucién (de un hamiltoniano
que no depende explicitamente del tiempo por simplicidad) en la base de estados posicion:

K(b,a) = (xb|0(tb,ta)]xa> = (xb\e_m(tb_t“)/ﬁ\xa>. (3.39)

Podemos dividir t, — t, en N intervalos de duracién ¢, t, — t, = Ne, donde N > 1.
Entonces, el operador evolucién se escribe:

o—ill{ty—ta)/h _ (e—iﬁe/h)N (3.40)

donde el hamiltoniano del sistema es del estilo H(Z,p) = T'(p)+V (Z). Como € es un tiempo
muy pequeno, podemos aproximar el operador evolucién infinitesimal como sigue?:

efifls/h — efiTE/hefiVE/h + 0(82). (341)
A primer orden en ¢, el propagador es:

K.(b,a) = (ay| Qe T/ M= Vel 1o~ Telhe= Vel ) K (b, a) = lim K. (b,a). (3.42)
£—

vV
Nveces

2Es una aproximacién debido a que los operadores & y p no conmutan, [#,p] = ih.
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3. Mecanica cudntica

A continuacién, en cada posicién donde hemos escrito 1 introduciremos una doble relacién
de cierre en las bases |z) y |p):

_ . _ ipx/h
1= /_OO dxy /_OO dpp [0 ) (Tnlpn) (ul; (2]p) = W(e” (3.43)
donde etiquetamos con n a cada par de relaciones de completitud insertadas, n = 1,2,..., N;

CON To,= Ty ¥ TN = Tp.

El operador energia cinética es una funcién del momento lineal, entonces los kets |p)
son estados propios de T por otra parte, el operador potencial Vo= V(Z) tiene como
estados propios los kets posicién |z). Entonces, para cada identidad introducida en el
nucleo, las exponenciales de energia cinética y potencial actiian sobre sus kets y bras
propios de la siguiente forma:

<p ‘6 (¢/h)eT(p) _ <p |€ (i/h) ET(Pn) (/h eV (2 |.’IJ > 7(i/h)€V(wn)’xn>. (344)

El propagador podemos escribirlo como 2N — 1 integrales (puesto que la integral en xy

es trivial):
(H / dxn> (H / 371:2) i£ 0 (pn 2L T () —V (1)) (3.45)

que es una expresion exacta a primer orden en £. Si tomamos el limite e — 0, N — oo tal
que t, — t, lo mantenemos fijo, el conjunto de puntos {x,}2_, se convierte en un camino
continuo z(t) parametrizado por el tiempo. Este paso al continuo implica las siguientes
transformaciones:

N ty
Yo [
n=1 ta
Ty — Tpoy  da(t)

€ dt
T(pn) + V(@n-1) = T(p(t) + V(x(1)).

(3.46)

El argumento de la exponencial, una vez pasado al continuo, es un funcional de las posi-
ciones y momentos, S|z (t), p(t)]. Es decir, la accién en este enfoque tiene como integrando
la transformada de Legendre & — p de la lagrangiana:

Sle(t), p(t)] = / At e, p) — Hxp) (3.47)

donde consideramos que el hamiltoniano del sistema es H(z,p) = T'(p) + V(z).
La medida funcional en posiciones y momentos cuando pasamos al continuo, se define

como sigue:
z(ty)=mp Dlz(t), p(t)] = ]\}l_rgo H dz” H ;ipn . (3.48)
mh

z(ta)=2aq

Obteniéndose asi la integral de camino en el espacio de fases:

K(ba) = [, Dla(t),p)] /020 (3.49)

z(ta)=Ta
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3.5. Integral de camino a partir de la cudntica tradicional

Figura 3.1: cuatro caminos transempiricos del espacio de fases que conectan a con b.

En esta representaciéon del propagador estamos sumando a todos los caminos del espacio
de fases caracterizados por (z(t),p(t)). Por ende, hemos dotado al sistema del doble de
grados de libertad. En la figura 3.1 estan representados cuatro posibles caminos por los
cuales la particula ha podido ir desde a hasta b, que son las condiciones de contorno que se
aplican en la integral de camino. Sin embargo, no tenemos ninguna condicién de contorno
sobre los momentos inicial y final ya que estos quedan totalmente determinados al elegir
el camino entre a y b. Asi pues, el momento inicial y final de la particula toma todos los
valores posibles (debido a que decimos que la particula evoluciona por todos los caminos).

Si integramos funcionalmente sobre los momentos lineales, recuperaremos la integral
de camino de Feynman dependiente de posiciones y velocidades. Pero, ;jcémo se realiza
una integral de este estilo? La forma que seguiremos de aqui en adelante para integrar
funcionalmente serd la siguiente: consideraremos al tiempo como una variable discreta,
integraremos las N integrales y posteriormente tomaremos el limite N — oo, de forma
analoga al proceso que hemos seguido para definir las integrales de camino.

Comencemos discretizando el tiempo de la misma forma que hemos hecho anterior-
mente y tomemos la integral de momentos de (3.45) con la energia cinética T = p?/(2m).
Tenemos que calcular:

dn i 2 N n x"_72n . n — In—
8 e o

Podemos entender las variables de integraciéon como elementos de un vector N-dimensional
p. Esto nos permite escribir la integral de la siguiente forma:

I= C/]RN dVp exp (%ptAp —ib- p) (3.51)
donde: .
5 €.
(A = —7 =0 b=k C= Tk (3.52)

Siendo conocida la siguiente férmula para una matriz A real, simétrica, no degenerada,
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3. Mecanica cudntica

de signatura (N, N_) y un vector b real:

n oy : (277)”/2 iT(NL—N_) g1
ndxexp §XAX:|:Zb-X :We4 +=V=) exp _EbA b (3.53)

tenemos que (3.51) vale:

N/2 ;€ 1 -2
1= () =

Por lo tanto, sustituyendo este valor en el nicleo K. (b, a), se tiene:

m N2 (N2 oo N (1. a2
Kelb,a) = < ) 11 / dz, | 'F Zamr (3 -Vien) 3.55
( a) 27T’ih€ (n:l —00 ! ) ‘ ( )

que llevado al limite e — 0, recuperamos la expresion de la integral de camino de Feynman
para el propagador:

K(b,a) = A(tb . Dx(t) /WSO (3.56)

De esta manera, completemos la equivalencia entre la imagen de Schrodinger y la
formulacién de las integrales de camino, ya que utilizando las herramientas de cada uno
hemos recuperado el elemento clave del otro, ya sea la integral de camino o la ecuacion
de Schrodinger.

Cabe destacar que hemos hallado el elemento de matriz de U (ty, t,) cuando el hamilto-
niano (o el potencial) no depende explicitamente del tiempo; sin embargo, si si considera-
mos la dependencia temporal, mediante un procedimiento similar obtenemos los mismos
resultados (3.49) y (3.56).
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4 Resolucion de sistemas fisicos

En este capitulo nos centraremos en el cédlculo de los nicleos, ya que estos determinan
de forma univoca la evolucién de los sistemas cuanticos. Resolveremos analiticamente los
sistemas mas sencillos y ttiles que nos pueden aparecer: la particula libre y el oscilador
armonico, elementales en cualquier teoria. Lamentablemente, si el potencial de interaccion
tiene una forma mas complicada, no podremos obtener el propagador de forma exacta,
por lo que deberemos de recurrir a aproximaciones. Desarrollaremos dos aproximaciones
validas en diferentes regimenes: la aproximacion semiclésica y la teoria de perturbaciones.

4.1. La particula libre

Sea una particula de masa m que puede moverse por una dimensién x cuya lagrangiana es
L= %ma':? Queremos utilizar la integral de camino de Feynman para describir la evolucion
del sistema cuédntico sea cual sea la condicién inicial que impongamos, esto es, hallar el
nicleo K (b, a). Para ello, necesitamos realizar la integral funcional. Resolveremos analiti-
camente N — 1 integrales asociadas a la suma sobre caminos discretos y posteriormente

tomaremos el limite N — oo [4]. El nicleo con el tiempo discretizado es:

N—1 .00
K.(b,a) = (2%5)1/2 [Hl / dz, <2$h5)1/ i

Dado que las integrales tienen forma gaussiana imaginaria, sabemos integrarlas una a una.
Comenzamos integrando sobre 7, obteniendo lo siguiente:

T (1)

i [ (i) e et )

—0o0

A continuacién planteamos la integral en x5, obteniendo:

m 1/2 im 2 1 im 1 2
L= [ d ( po > me (@)’ [ (1) = —edie s(eama0)?, 4.3
2 / 2 2mihe ° I(IZ) \/g6 ( )

—00

Viendo cémo han cambiando los resultados de las integrales, proponemos que la integral

enésima tenga la forma:

I, = L i @nn—eo)? (4.4)

vn+1
Mediante induccién se demuestra que esta férmula es correcta para todo n, por lo tanto,
podemos utilizarla para calcular el nticleo ya que:

mo\1/2 mooNY2 ,
Kob,a) = (52=) v = (501-) (on—e0)? 45
a)=\gmmz) 1= Gmnne) (4.5)
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4. Resolucidn de sistemas fisicos

Recuperando la notacion usual de los extremos o = x, vy *xy = x, y notando que
Ne = t, — t,, obtenemos un K.(b,a) independiente de ¢, por lo que el paso al tiem-
po continuo es trivial. El nicleo de la particula libre en una dimension es:

K(b _m v 5 —— 4.6
= 2 tp—ta | .
(b,a) 2mih(ty, — tq) ¢ (4.6)

donde la fase es la accion de la trayectoria clasica dividida entre .

2
m(Ty — Ty
StapTass(t)] = 5(;7) (4.7)

A continuacién, estudiemos brevemente este propagador con el punto inicial a = (z,,t,)
fijo [4]. Para un tiempo final ¢, también fijo, la tasa con la que varia la fase del propagador
con respecto de la posicion x; es:

_ l a‘S(a,b) [Iclés (t)]

k
h aZL’b

(4.8)

Esta tasa de cambio se suele denominar niimero de onda en fisica ondulatoria. Asimismo,
dos puntos x; cuyos nucleos difieren en una fase de 27 se encuentran a una distancia de
una longitud de onda A = 27 /k. Por otra parte, sabemos por la mecénica clésica que el
momento final de una particula p, = p viene descrito por la derivada parcial de la accion
con respecto de x;, por lo tanto:

p=nhk, p= % (4.9)

que es relacién del momento de una particula libre con la longitud de onda de de Broglie.

De manera andaloga, estudiamos el comportamiento del propagador con respecto del
tiempo final ¢, para un punto z;, concreto. Se define w como la variacién negativa de la
fase del propagador con respecto del tiempo:

_ l aS(a,b) [Iclés(t)]

4.10
h oty (4.10)
La energia clasica en el punto final sigue la siguiente expresion:
0S(a,p)[Te1ss(t)]
E=-— ’ 4.11
o, (4.11)
por lo tanto se tiene la relacion:
w
E=h, E=hs, v=— (4.12)
27

que es la ecuacion de Einstein para la energia de la particula libre.

24



4.2. Aproximacion semiclasica

4.2. Aproximacion semiclasica

La gran mayoria de problemas que aparecen en mecanica cuantica son irresolubles de
forma analitica. El hecho de que el nicleo de la particula libre se pueda obtener de forma
exacta se debe a que las integrales que nos aparecen son gaussianas. Sin embargo, si la
particula estda sometida a un potencial complicado, debemos recurrir a aproximaciones
para obtener una descripcién del sistema. Las condiciones a las cuales podremos calcular
una aproximacion del nicleo recaen en las escalas de masa, longitud y tiempo en las que se
encuentre el sistema. Diremos que nos encontramos en el régimen semiclasico cuando
el orden de magnitud de las variables que caracterizan al sistema son lo suficientemente
grandes para que la descripcién clésica del movimiento sea buena, prevaleciendo sobre
los efectos cudnticos que se manifiestan como fluctuaciones de la solucién clésica [5]. Esta
situacion se suele entender como el limite A — 0, el cual es un abuso de notacién ya que h es
una constante. Podemos decir de forma equivalente que h < M¢?/T donde M, ¢, T son las
escalas de masa, longitud y tiempo que caracteriza al sistema. Asimismo, el limite clasico
de un sistema fisico, se da cuando todos los efectos cuanticos desaparecen, es decir, cuando
h = 0 o equivalentemente i <& M¢*/T. En este régimen, la fase del integrando cambia
muchisimo cuando variamos el camino de integracién z(t); esto produce una cancelacién
de todas las contribuciones de los caminos que no dejan la fase estacionaria. De modo
que el Unico camino que aporta un valor no nulo al ntcleo, es el camino cldsico Z(t);
recuperando asi el principio de la accion estacionaria en el cual se basa la mecanica
clasica [4], [10].

La aproximacion semiclasica consiste en aplicar el teorema de la fase estacionaria a
e’/" donde S es el funcional accién, de tal forma que tinicamente los caminos contiguos
a la trayectoria fisica contribuyan al nicleo. Por lo tanto, primero debemos encontrar el
camino que nos deja la accién estacionaria, esto es, la trayectoria clasica z(t) que verifica:

0S|z
dx(t)

A continuacién, definimos r(t) = z(t) —Z(t) como la desviacién de un camino cualesquiera
respecto del clasico. En la figura 4.1 se representa graficamente la trayectoria clasica z(t)

=0. (4.13)

T

ty

Tq Tp X

Figura 4.1: fluctuaciones semiclasicas respecto de la trayectoria fisica.
que une los puntos a y b, un camino xz(t) arbitrario en rojo y la fluctuacién r(t) en
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4. Resolucidn de sistemas fisicos

verde. La region sombreada representa el conjunto de los caminos contiguos al clasico
que contribuyen al nicleo. Evidentemente no existe una superficie que encierre a las
fluctuaciones, pero es una forma eficaz de entender la aproximacion.

Asi pues, desarrollamos en serie de Taylor funcional la acciéon hasta segundo orden
alrededor de z(t):

S[z] = S[z + 17 / dt / at’ r )i[xg Sl )

donde % ,esun operador diferencial que actia sobre r(t'). La forma sencilla de
interpretarlo es como la matriz hessiana del desarollo en serie de Taylor llevada al continuo,
en lo que se refiere a indices [5]. Ya que nos es complicado calcular segundas derivadas
funcionales, es mas sencillo desarrollar en serie de Taylor el lagrangiano del integrando

L(z,,t) hasta segundo orden en la fluctuacién r(t) alrededor de Z(t):

b 10°L 0?L 10%°L 3
=Sz ~ S|z —— —— 4.1
Slx] = Sz + 7] S[:v]+/ta dt (28 r? +8x6 +28 )x(t)—l—O(r) (4.15)
donde consideraremos que:
0*L

proviene exclusivamente de la energia cinética [4], [10]. El segundo término puede reescri-
birse como un término cuadratico en r tras integrar por partes. Denotaremos con c¢(t) al

coeficiente que acompaiia a r%/2, esto es:
d | 0L
+— | ===
" dt | Oxox 5(t)

Por lo tanto, el nticleo semiclésico tiene la siguiente expresion integral:

. - [T 1 1
~ oli/D)S[a] 3 S — a2
K(bya) = e /( ) 8@7’(25) exp {h/ta dt <2m7’ 20(75)7’ )} (4.18)

rlta)=
Llamaremos nicleo o propagador reducido F(ty,t,) a la integral funcional en r(¢):

Flty ) = / oy 1) exp{% /t "t (%mﬁ— %(t)ﬁ)}. (4.19)
()0 .

0L
c(t)=— —
0x? 2

] . (4.17)

Discretizando el tiempo t de la misma manera que ya hemos hecho anteriormente, el
nucleo reducido se escribe como sigue:

i m_\N? i v 2 1 2
F(t ta) _leio<2mhe> /Rmd T exp Z( —7j-1) —§€Cj7“j)

Jj=1

i () [ e e i)
= Jin (5r) [, e A,

(4.20)
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4.2. Aproximacion semiclasica

donde r es un vector (N — 1)-dimensional, 7y = ry = 0 y la matriz A es una matriz
(N —1) x (N — 1) real, simétrica, no degenerada, tridiagonal de signatura (N, N_):

22 [ | P 0 1 0 [ I 0
-1 2 -1 ; 0 o 0
PO R sl o 0 e
2he .0 2h | 0
~1 : 0
[0 0o -1 2 [ 0 0 cn_1

Utilizando la férmula (3.53), tenemos que el propagador reducido es:

F(ty.t,) = < m 1 )1/2 (72N 2
P8\ 2min | fay (b, ta)]

donde se define la funcién de Gel’fand y Yaglom como sigue:

o1
fm e det (—’SA) . (4.22)

Jay(ty, ta) = Nl_m -

Para resolver el limite N — oo del determinante de la matriz %A utilizaremos el método
desarrollado por Gel'fand y Yaglom [12], el cual nos permite hallar fgy a través de la
resolucion de una ecuacion diferencial.

Comencemos desarrollando el (n + 1)-ésimo menor principal M,;; en funcién de otros
menores principales de menor tamano, obteniendo la siguiente relacién recursiva:

2

My, = (2 - icn+1> M, — M,_, (4.23)
m

valida para todo natural 2 < n < N — 2 si cogemos por convenio My = 1. Podemos
reordenar la ecuacion recursiva como sigue:

S e G e Y (4.24)
19 m

Si tomamos el limite N — oo (¢ — 0), ¢, — c(t), t, < t < 1, la ecuacién (4.24) se
convierte en una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) para el menor principal continuo,
la funcién de Gel’fand y Yaglom fqy(t,t,):

Pfav(t,ta)  c(t)
0%t m

favy(t,ta) (4.25)

con las condiciones iniciales:

fav(ta,ts) = lim eMy =0

N—o0
Ofav(t.ta)|  _ o Mi=M, (4.26)
ot t=t, N—o0 £ ’

Por definicién, My_; = det (%”EA), asi que el valor de fqvy(tp,t,) debe interpretarse, salvo
una constante, como el determinante de operador diferencial anteriormente mencionado:

625 x]

52002 (t) (4.27)

T
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4. Resolucidn de sistemas fisicos

Como corolario diremos que siendo conocido el lagrangiano L(z,,t) y la trayectoria
clasica z(t) de un sistema, podemos hallar el niicleo semicldsico del sistema resolvien-
do la EDO de Gel’fand y Yaglom con las condiciones iniciales mostradas. Asimismo, el
propagador semiclasico es:

m 1 1/2
K(b _ (i/h)S[E] ( ,—im/2\N_ 4.98

donde la fase (e7"7/2)N~ se conoce como correccién de Maslov [13]. Esta fase es debida
al nimero de valores propios negativos que tiene la matriz A. Utilizando algebra lineal,
sabemos que N_ es el nimero de cambios de signo entre los elementos del conjunto
ordenado de menores principales {M,, : 1 < n < N — 1}, que llevado al continuo se
entiende como el nimero de ceros que tiene la funcion de Gel’fand y Yaglom en el intervalo
t, <t <tp.

No obstante, la correccién de Maslov es una fase global, y por lo tanto no es observable
cuando tratamos con una unica particula. Sin embargo, cuando el sistema esta formado
por mas particulas, esta fase adicional es realmente importante porque puede provocar
fenémenos de interferencia [13].

Lagrangianas cuadraticas

Si nuestro sistema esta descrito por un lagrangiano cuadrético general:

L(x,@,t) = %a(t)x‘2 + b(t) iz — %c(t)x2 +d(t)i + e(t)x + f(t) (4.29)
donde el primer término corresponde a la energia cinética, a = %m Ademas podemos
suprimir los coeficientes b(t), d(t) y f(t), puesto que integrando por partes, se convierten
en factores que multiplican a z2, x y términos de contorno, respectivamente, que no nos
alteran las ecuaciones del movimiento clasicas. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad,
una lagrangiana cuadratica arbitraria es de la siguiente forma:

1 1
L(z,z,t) = im:'c2 — §c(t)x2 +e(t)z. (4.30)
El niicleo entre dos puntos a = (x,,t,) y b = (x4, tp) de este sistema cuantizado viene dado
de forma exacta por el propagador semicldsico, ya que no despreciamos ningin término
en el desarrollo a segundo orden [4], [10].

4.3. Oscilador amodnico

Estudiemos con integrales de camino uno de los sistemas mas importantes de toda la fisica,
el oscilador arménico. El potencial arménico es V (z) = %mwzﬁ, donde w es la frecuencia
de la oscilacién clésica. La lagrangiana de este sistema corresponde a una lagrangiana
cuadratica con ¢ = mw? y e = 0. Utilizaremos la aproximacién semicldsica para obtener
el propagador armdnico exacto, por consiguiente, debemos resolver la ecuacién diferencial
de Gel’fand y Yaglom:

O fay (t,ta)

a2 = —w’ fay(t, t,) (4.31)
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4.3. Oscilador amdnico

con las condiciones iniciales: f(t,,t,) = 0, f(ta,ts) = 1. Casualmente, la ecuacién que
tenemos que resolver es la del oscilador arménico clasico con la misma frecuencia de
oscilacién. La funcién de Gel'fand y Yaglom es:

fav(t ta) = é senw(t — t,) (4.32)

la cual tiene Ltl’T;;“J ceros en el intervalo t, <t < t, donde 7 = 5 es el periodo de la

oscilacion clésica. Introduciendo este resultado junto a la accién arménica clésica (4.33):

mw

S|z] (22 + 27) coswT — 2x,my] 5 T =1, — 1, (4.33)

- 2senwT

en la expresién del propagador semicldsico (4.28), obtenemos el propagador del oscilador
armoénico cuantico:

1/2
mw . mw 2., .2 ) T
K b — - (Z/h) SsenwT [(ma""rb) cos WT_2maxb] _7’7r/2 \-T/QJ . 434

(b,a) (27rih\ sean\) ‘ (e ) (4.34)

Cuando senwT = 0 el propagador diverge, entonces jdeja de ser valida la expresion
(4.34) para tiempos posteriores a T' = 7/27, a continuacién veremos que no. Con el fin de
ser mas claros, adoptaremos la siguiente notacion:

Linicial = tq = Oa tonal = tp = T7 0<t<T

4.35
K(ZEb,tb;CCa,ta) = K(l‘b,fﬂa;tb _ta)- ( )

Asi pues, estudiemos el comportamiento del nicleo dependiendo de la duracion del inter-
valo T [13]:

o I'<1/2.
El ntcleo no diverge en ningin instante de tiempo, en consecuencia, no existe nin-
guna fase adicional.

o I'=1/2.
El nucleo K (xy,24;7/2) diverge, sin embargo, si lo reescribimos en funcién de los
propagadores K (xy, x.;7/4) y K(z.,x4;7/4) utilizando la regla de composicién de
amplitudes de probabilidad (2.18) con un punto intermedio (z.,7/4), evitamos la
divergencia. Por consiguiente, el niicleo de un semiperiodo es:

K(zy,x4;7/2) = /OO do. K(zp, 0; 7/4) K (20, 245 T/4). (4.36)

—00

Sustituyendo el valor de cada propagador del integrando e integrando con respecto
de z., obtenemos que el nicleo de un semiperiodo es:

K (xy, 2a; 7/2) = €25 (3, + ). (4.37)

Este resultado implica que la evolucién de la funcién de onda del oscilador arménico
tras un semiperiodo es igual a la misma funcién de onda con la parte espacial
invertida y una fase e=""/2,
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4. Resolucidn de sistemas fisicos

o T =N_7/2.
En este caso, tenemos que senwT = 0 un total de N_ veces. Aplicamos la regla de
composicién de amplitudes de probabilidad para N_ ntcleos que actian durante
un semiperiodo, obteniendo asi que el propagador del oscilador armoénico para esta
situacion es

K (wy, 2; N-7/2) = (72N 0 (2 — (1)), (4.38)
o N.7/2<T < (N_+1)7/2 donde N_ = T/2J

Finalmente, el niicleo para un intervalo 1" cualesquiera lo encontramos aplicando la
regla de composicién de amplitudes de probabilidades para los nicleos K (., z,; N_7/2)
vy K(zy, x.; T — (N_)7/2). El propagador resultante coincide con el que obtuvimos
con la aproximacién semiclésica (4.34), sin embargo, ahora sabemos que la expresién

es valida para cualquier tiempo [13].

Ahora bien, veamos el significado que tiene la correccién de Maslov del niticleo en el
marco de la mecanica cudntica ondulatoria. Para ello tomemos la evolucion de una funcion
de onda cualesquiera en un tiempo inicial ¢ = 0 y la evolucionamos en el tiempo hasta
t = 7/2 utilizando la descomposicién espectral (3.29):

Wz, 7/)2) = ch(pn )BT/ (2h) (4.39)

Asimismo, podemos realizar la evolucién con el nicleo (4.37), consiguiendo la siguiente
expresion para ¥(z, 7/2):

U(x,7/2) = €Y " cuda(—), (4.40)

Siendo conocida la paridad de las funciones propias, ¢, (—x) = (—1)"¢,(z), comparamos
las dos expresiones término a término obteniendo que se debe verificar:

e BT/ — o=m2 i =2k, keN, (4.41)

Si suponemos que la energia es de la forma E,, = a+ n, y sustituimos esta expresion en

las dos tltimas igualdades, obtenemos la forma de los dos coeficientes o y (-

1
a = fw (5 T Na> ., B =hwNj, (4.42)

donde N, € Z y N € N (este ultimo no puede ser negativo porque el hamiltoniano debe
tener un estado fundamental). El hecho que no podamos fijar completamente estos dos
coeficientes N, y Ng se debe a la periodicidad de la exponencial imaginaria.

Entonces, la existencia de la fase de Maslov en el propagador nos esta reflejando la
linealidad de la energia del oscilador con el indice n que identifica los estados estacionarios.

Energias y estados estacionarios
Dada la estrecha relacién que tiene el nicleo con la ecuacion de Schrodinger, podemos

intentar hallar las funciones propias del hamiltoniano utilizando la descomposicién es-
pectral del nicleo (3.32) [4]. Para ello, reescribimos los senos y cosenos del niicleo como
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4.4. 'Teoria de perturbaciones

exponenciales imaginarias de fase w7, para T' < 7/2 se tiene:

mw\Y2 7 2T\ —1/2 mw | o oy 1+ e daqape T
= (G7) - e Ty (Wt ) (T ) T e |

vV
primer término

(4.43)
Desarrollando en serie de potencias de e=“7 en el primer término (que no depende de las
posiciones), obtenemos que las energias son E, = hw(n + %) con n € Ny. Desarrollando
de la misma manera la exponencial de la derecha, podemos obtener las autofunciones de
los estados estacionarios:

e Para el estado fundamental, n = 0, Ey = %ﬁw, la funcién de onda asociada es:

mw\1/4 —mwx g
¢0($> = (%) (& 2/(27). (444)

e Para el primer estado excitado, n =1, E; = %hw, se tiene:

2mw

b1(2) = (T)mwom (1.45)

De esta manera, se pueden obtener todas las funciones propias del hamiltoniano armoénico.
Aunque es evidente que este método es poco eficiente para hallar las autofunciones de n
grandes, debemos remarcar que las integrales de camino también es un formalismo valido
a la hora de calcular las funciones propias de los estados estacionarios sin resolver la
ecuacion de Schrodinger.

4.4. Teoria de perturbaciones

Sea un sistema cudntico cuyo niicleo no puede hallarse analiticamente, ;cémo obtenemos
una aproximacion del propagador si el sistema estd gobernado por efectos cudnticos?
En esta situacion, nos encontramos fuera del régimen semiclasico, por lo que debemos
desarrollar otra manera de aproximar el nicleo. Cuando el potencial que provoca que
la integral de camino no tenga solucion puede ser tomado como una perturbacién débil,
podremos aplicar la teorfa de perturbaciones [4].

Acto seguido, vamos a desarrollar la teoria de perturbaciones en el marco de las inte-
grales de camino. Para ello, consideraremos una particula en una dimensiéon de masa m
sometida a un potencial V' (z,t) de tal manera que el nicleo del sistema lo podamos obte-
ner de manera analitica. A continuacién, anadimos una perturbacién al sistema descrita
por W (z,t), el cual es mucho menor que V' (z,t). La evolucién de la particula de un punto
a a un punto b viene descrita por el ntcleo:

K(ba) = / g Da(t) exp {% /tt dt (%mﬁ V(e t) - W(a, t)) } (4.46)

a)=Ta
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4. Resolucidn de sistemas fisicos

Esta integral de camino no se puede hallar de manera analitica. Cuando los potenciales
perturbativos son débiles, i.e.:

/: dt W(x,t)' < h, (4.47)

podemos desarrollar en serie de Taylor la exponencial como sigue:

: ty ; ty 1 , tp 2
exp{—%/ dtW(x,t)} :1—%/ ATV (2, )+ 5 (—%/ dtW(x,t)) oL (4.48)
ta ta ta

Esto nos permite escribir el niicleo como una suma infinita de términos cuya contribucion
decrece segin aumenta el orden de los mismos:

K(b,a) = KO(,a) + KO(b,a) + K?(b,a) + ... (4.49)

los nticleos de érdenes mas bajos son:

KO(b,a) = ﬁ?(tb)xb Dx(t) el/MS

z(te)=2q
. tb
KW(b,a) = —% [C(tb)_mb Dx(t) eV/M3 (/ ds Wi(xz(s), s))
z(ta)=xq ta
(2) 1 (i/h)S v o / AN
K'¥(b,a) = “512 o) Dx(t)e’" (/ ds W(z(s), s)) (/ ds' W(z(s'), s ))
z(ta)=2q ta ta

(4.50)

donde S es la accién del sistema sin perturbar, que cuenta con el potencial V'
ty 1
S E/ dt (§m$2 — V(a:,t)) . (4.51)
ta

El nicleo de orden 0 corresponde al propagador del sistema cuando la perturbaciéon
es nula, el cual es conocido.

En el ntcleo de primer orden podemos intercambiar el orden de integracién de la
siguiente manera:

ty
KY(b,a) = / dsQ(s), (4.52)
tq
donde se define el propagador por unidad de tiempo Q(s) como la siguiente integral:
Qs) = -~ / Da(t) i/ T (2(s), ). (4.53)
h x((:bgixb

Este término es la suma de las amplitudes de todos los caminos del sistema sin perturbar,
pesada con el valor del potencial W en un tiempo concreto s. Dado que se trata de una
integral funcional, el valor de z(¢ = s) cambia, y por tanto el peso también lo hace. Sin
embargo, el inico punto de cualquier camino que caracteriza el pesado de la integral es
z(s), independientemente del resto del camino; por consiguiente, como el potencial no
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sabe de la posicién de la particula en cualquier otro tiempo, la evolucién de la misma es
independiente de W antes y después de t = s.

Por ende, la particula se mueve desde a hasta ¢ = (x.,t.) = (z(s), s) como una particu-
la sometida a un potencial V(z,t), en ¢ interactiia con el potencial perturbativo y poste-
riormente continia su evolucién de ¢ hasta b como una particula sometida exclusivamente
a V, tal y como se muestra en la figura 4.2.

Ty Te Ty T
Figura 4.2: interaccién de una particula con W en un punto (z.,t.).

Entonces, podemos integrar funcionalmente (4.53) en los intervalos (x,, z.) v (x¢, 2p),
obteniendo que () para un tiempo fijo t. es:

Q(t.) = L /OO dz, KO(b, )W (2, t.) K (¢, a). (4.54)

Fijémonos que hemos convertido la integral funcional (4.53) en una integral ordinaria
donde el integrando lo componen funciones conocidas. Por consiguiente, el ntcleo de
primer orden ! es:

N tb [e.e]
KO (b,a) = / dt, / dz. KO (b, )W (20, £.) KO (¢, ). (4.55)
ta —00

. Qué interpretaciéon podemos dar a esta expresion?

Dado que el nticleo obtenido tiene cierta similitud con el que nos proporciona la regla de
composicion de amplitudes de probabilidad, podemos decir que:

—%K(O) (b, )W (2, t.) KO (c, a) (4.56)
es la amplitud de probabilidad por unidad de volumen y de tiempo de un camino concreto
que conecta a y b para un ¢ dado. En consecuencia, se interpreta —iW (z.,t.)/h como la
amplitud de probabilidad por unidad de tiempo que tiene la particula al interaccionar
con el potencial. Dado que la interaccion con W se produce unicamente en un punto,
diremos que la particula experimenta un proceso de scattering o dispersion. Asimismo, la

IN6tese que el nicleo de primer orden es K (1), mientras que el propagador del sistema hasta primer
orden es KO 4+ K1),
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4. Resolucidn de sistemas fisicos

amplitud total con un solo scattering KM (b, a) serd la suma de todas estas amplitudes
para cualquier z. y t., es decir, la integral (4.55).

Por ende, podemos interpretar el enésimo término en el desarrollo del nicleo total
(4.49), K™ (b,a), como la amplitud de probabilidad de que la particula experimente n
scatterings. Entonces, aplicando la regla de composicién de amplitudes de probabilidad a
los n+1 tramos y los n procesos de scattering en cada punto intermedio, podemos obtener
la expresién de cualquier «nticleo» enésimo.

Luego si la particula sufre dos scatterings en su viaje de a a b en los puntos d = (x4, t4)
y ¢ = (x,t.), tal que ty < t.; la amplitud de probabilidad K®) (b, a) sigue la expresion:

KO — (%@) / dr. / drg Kb, )W () KO (e, )W (d) KO (d, a) (4.57)

donde d7 = dx dt es el elemento de volumen espacio-temporal. Dado que el scattering
en el punto ¢ sucede antes que en el punto d, los dominios de integracion respetan la

causalidad:
g €ER,  ta <ty <t
I =" (4.58)
J;CERa ta <t.<t

Podemos escribir la amplitud de probabilidad de transicién de a a b total del sistema
perturbado por W (4.49) de manera pictérica a modo de «diagrama de Feynman» como
se muestra en la figura 4.3.

Figura 4.3: propagador de un sistema sometido a una perturbacién W como suma de
todas las amplitudes de los procesos de scattering.

Donde cada diagrama con n scatterings representa la amplitud de ese proceso K™ (b, a);
en consecuencia, es una expresion exacta si tenemos en cuenta todos los términos. Como
el potencial es débil, con los de orden més bajo tendremos una buena descripcion del
sistema.

Ecuacién integral para el nicleo perturbado

Debido a la forma que hemos encontrado para el niicleo K (b, a) como una serie infinita,

podemos reagrupar los términos como se muestra a continuacién:
K(b,a) = K9(b,a) — % / dr, KO0, )W () KO (¢, a)+
Te

+ (%)2 / d / drg KO, )W () KO (e, )W (d) K O(d, a) + . .. )
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K(b,a) = Kb, a)+
. % / dr. KO (b, )W (c) {K(O)(c, a) —% / dry KO (e, )W (d) KO (d, a) + ...

chr,a)

(4.60)

donde hemos considerado que los dominios de integracién respetan la causalidad de los
scatterings. Asi pues, obtenemos una una ecuacion integral que debe verificar el propaga-
dor:

i

K(b,a) = K©O(b,a) — 7 /ch KO, e)W(c)K (¢, a). (4.61)

Entonces, siendo conocido el niicleo del sistema sin perturbar K el propagador total
cuando tenemos W (z,t) queda totalmente definido con esta expresion, la cual es exacta
puesto que no hemos despreciado ningin término.

Desarrollo de la funcién de onda: aproximacion de Born

Sea una funcién de onda en un tiempo inicial 1(z,, t,), sabemos que esta evoluciona hasta
tp segin la ecuacién (3.2). Por tanto, si utilizamos el nicleo exacto del sistema perturbado
K(b,a) de (4.59), la funcién de onda de la particula en ¢, es:

l

Y (s, 1) = p(b) >

/ dr. K(O)(b, )W (e)p(c)+
(4.62)

+ (—ﬁ) [ an. [ arakO6, W @O AW @@ + ..

donde ¢(b) es la funcién de onda ¥ (x,, t,) evolucionada en el tiempo hasta ¢, del sistema
sin perturbar (considerando solo el potencial V):

o(b) = / dzy KO (b, a)ib(a). (4.63)

Esta expansion de la funcion de onda de un sistema cuantico que evoluciona en el
tiempo basado en el desarrollo de potencias del potencial perturbativo W, el cual es débil,
se denomina expansion de Born. Dependiendo del niimero de términos que consideremos,
nos encontraremos en la aproximaciéon de Born de primer orden (si tomamos 2 términos),
de segundo orden (tomando 3 términos), etc.

Este resultado juega un papel fundamental en la teoria de scattering que hemos es-
tudiado en el grado, sin embargo, hemos llegado a ella sin la necesidad de plantear la
ecuacién de Lippmann—Schwinger. Por lo tanto, podriamos estudiar el scattering de un
electron por un atomo con las ecuaciones que hemos planteado, y obtener asi la amplitud
de scattering, seccién eficaz o cualquier otra cantidad interesante del proceso [8].

35



5 Conclusiones

La formulacién de la mecanica cuantica mediante integrales de camino es un formalismo
desarrollado por Richard Feynman para describir los sistemas cuanticos no relativistas.

Partiendo del experimento de la doble rendija con materia, hemos visto que no la
podemos explicar con la mecanica clasica. Por lo tanto, necesitamos otra teoria que lo
explique: la mecédnica cuantica. A partir de varias suposiciones plausibles sobre el com-
portamiento de la materia hemos enunciado cinco postulados con los cuales construir la
formulacién. Estos sugieren que la particula no recorre la trayectoria fisica dada por el
principio de la accién estacionaria, sino que esta evoluciona por todos los caminos que
le llevan del punto inicial al final. Utilizando el concepto de amplitud de probabilidad
conseguimos explicar los patrones observados. Por ende, vemos necesario definir el nicleo
como una amplitud de probabilidad total entre dos puntos.

El propagador es una cantidad propia de cada sistema cudntico que contiene la in-
formacién de dinamica del mismo. Asi pues, el nicleo es la suma a todos los caminos
de la amplitud de cada camino. El problema matematico que se plantea es una integral
funcional a todos los caminos de la exponencial imaginaria de la acciéon de cada camino,
lo que se conoce como integral de camino.

Desde este enfoque, hemos definido la funcién de onda como la amplitud de probabili-
dad de detectar a una particula en un punto concreto independientemente de la posicion
inicial de la cual ha comenzado su viaje. Posteriormente, hemos visto que estas amplitudes
de probabilidad son soluciones de la ecuacién de Schrodinger, en la cual esté codificada
la informacion dinamica que contiene la integral de camino.

Resulta interesante estudiar como a partir de una formulacién basada en el viaje de la
particula por caminos, aparece la naturaleza ondulatoria de la materia. En consecuencia,
hemos obtenido la equivalencia entre las integrales de camino, la imagen de Schrodinger y
la imagen de Heisenberg. Por lo tanto, no debemos asumir como «verdad» los conceptos
que un modelo nos proporciona sobre la naturaleza cuantica de la materia, ya que a partir
de otra formulacién sustentada en otras premisas somos capaces de describirla. Con esto
quiero decir que este trabajo me ha proporcionado una vision mas amplia de la mecanica
cuantica, la cual no debe tomarse como unos conceptos preestablecidos, sino como un
campo de conocimiento que describe a la naturaleza. Asi pues, dependiendo de las he-
rramientas matematicas que dispongamos y los postulados que tomemos, podremos crear
diferentes marcos tedricos. Estos modelos nos daran la misma respuesta a las observa-
ciones experimentales, sin embargo, el porqué de las medidas dependera de la estructura
transempirica construida. En el caso de las integrales de camino, la idea de sumar a todos
los caminos constituye la parte transempirica de la teoria, mientras que en la cuantica
tradicional la parte transempirica corresponde al espacio de Hilbert.

Es satisfactorio ver que a partir de este enfoque podemos resolver sistemas cuanticos
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de forma exacta como lo son la particula libre y el oscilador armoénico. También hemos
logrado aproximar el nicleo de un sistema que no tiene solucién analitica utilizando la
aproximacion semiclasica o la teoria de perturbaciones, dependiendo del régimen en el que
se encuentre el sistema. Sin embargo, esta formulacién tiene las siguientes desventajas:

e Es completamente necesario discretizar el tiempo para realizar cualquier célculo.
Aunque el calculo diferencial que utilizamos en fisica se basa en el mismo principio
(recordemos la definicién de derivada o integral), normalmente se tienen métodos
conocidos que no requieren hacer explicita la discretizacién del tiempo.

e En la mecanica cuantica basada en los espacios de Hilbert, la fisica es invariante bajo
ciertas transformaciones unitarias, sin embargo, ver las simetrias en esta formulacién
se hace mas complicado.

e Por lo general, la resolucion de los sistemas fisicos utilizando integrales de camino
resulta mas complicado que resolviendo la ecuacion de Schrodinger.

e Si el sistema cuantico goza del grado de libertad de espin, introducirlo dentro del
marco tedrico que hemos desarrollado como «caminos de espin» resulta una tarea
mas complicada que la inclusion del espin en la mecanica cuantica tradicional. Esta
tarea resulté imposible para el propio Feynman, sin embargo, cuatro décadas mas
tarde se logr6 desarrollar utilizando matematicas considerablemente mas complica-
das.

No obstante, cabe destacar que la idea de integral de camino como una integral funcio-
nal resulta 1til en otras disciplinas: en mecanica estadistica puede utilizarse para calcular
la funcién de particién, en materia condensada con el gas de instatones [5], en el estudio de
los estados coherentes del oscilador arménico [11] o en teoria cuantica de campos. En esta
ultima, el sistema queda caracterizado por campos en vez de posiciones, por lo tanto, se
generaliza la integral funcional donde los campos pasan a ser las variables de integracién
[14].
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