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Resumen

En el marco de la mecanica cuantica, se han estudiado profundamente los espectros y
las funciones de onda de los hamiltonianos hermiticos, ya que proporcionan un espectro
de energias real y una evolucién temporal unitaria. Sin embargo, en este trabajo de fin
de grado se trata cierta familia de hamiltonianos no hermiticos, que ha despertado gran
interés durante estas ultimas décadas. En particular, se analizaran las propiedades de
los hamiltonianos que presentan invariancia bajo inversiones espaciales y temporales. Se
demostrara que, al igual que los hamiltonianos hermiticos, estos hamiltonianos también
poseen un espectro de energia real y que determinan una evolucion temporal unitaria.
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1. Introduccion

Como muchas areas de investigaciéon en ciencia, el estudio de los hamiltonianos no
hermiticos comenzo de forma desordenada y difusa. En 1980, Caliceti et al. quedaron
sorprendidos al encontrar autovalores reales de un hamiltoniano de un oscilador arménico
con un término de interaccién cibico imaginario [1]

H = p* + 2> +ipi®. (1.1)
En 1982, Andrianov estaba haciendo estudios perturbativos de potenciales de la forma

H=p*—z'1 (1.2)

y obtuvo evidencias de que tales teorfas podrian tener valores propios reales [2].

Hollowood y Scholtz et al. en 1992 también obtuvieron ejemplos de hamiltonianos no
hermiticos con espectros reales [3,4].

En 1993, Bessis y Zinn-Justin trabajando unicamente con cdlculo numérico encon-
traron ciertos valores reales positivos para la energia de un hamiltoniano de la siguiente
forma:

H = p*+i3°. (1.3)

Por tanto, se preguntaron si todo el espectro seria real.

El campo de la mecanica cuantica con hamiltonianos no hermiticos se estableci6 fi-
nalmente en 1998, cuando Bender y Boettcher descubrieron que los resultados numéricos
de Bessis y Zinn-Justin, ademas de ser validos, eran un ejemplo de una enorme clase de
hamiltonianos no hermiticos [5]. Un conjunto de problemas de autovalores de la ecua-
cién de Schrédinger independiente del tiempo cuyos espectros son completamente reales
y positivos. Bender y Boettcher demostraron que la causa del espectro positivo no es méas
que un principio de simetria, concretamente, la condicién de una simetria de reflexion
espacio-temporal. Esto iba a poder sustituir a la condiciéon de la hermiticidad de Dirac
(la cual més adelante analizaremos) que se conoce como:

H = H"7, (1.4)

El objetivo de este trabajo es introducirse en este nuevo campo de la mecanica cuéntica,
analizando estos estudios previos y recopilando la informacién, tal y como han hecho
varios autores en sus articulos. Se seguird especialmente uno de los articulos de Bender,
que recopila la mayoria de sus estudios en este campo [6].

! Al no contener la unidad imaginaria podria parecer un operador hermitico, no obstante, no es hermiti-
co ya que hay una sutil distincién entre operador hermitico y operador autoadjunto (ver apéndice A.)
2El simbolo 1 representa la operacién conjugacién hermitica.
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2. Simetria PT

2.1. Teorias Cuanticas

Toda teoria cudntica tiene unos axiomas fundamentales que definen y caracterizan
dicha teoria. Estos axiomas son requisitos fisicos que se deben cumplir. Sin embargo, uno
de estos axiomas tiene mas caracter matematico que fisico, que serd el que nos permita
introducir el objetivo de este trabajo. Los principales axiomas de la mecéanica cuantica
son los siguientes:

» Cualquier magnitud fisica u observable se describe a través de un operador lineal
hermitico A definido sobre un espacio de Hilbert H, cuyos vectores ¢ corresponden
a los posibles estados del sistema.

= Los valores que pueden tomar los observables fisicos son aquellos que corresponden
al espectro del operador hermitico que caracteriza dicha magnitud.

» El valor esperado de una magnitud fisica x es (¥|z|V), donde ( | ) representa el
producto escalar en el espacio de Hilbert.

(6l) = / " (@)(a)de, (2.1)

siendo ¢ y v funciones de onda arbitrarias.

= La evolucion temporal de la funcién de onda viene dada por la ecuacién de Schrodin-
ger Hip = ih%2.

El axioma matematico al que nos referiamos con anterioridad es el primero. Al aplicarlo
al operador hamiltoniano H, que representa la dindmica del sistema cuédntico, este debe ser
hermitico (1.4). Este principio matematico, que tal vez fisicamente no sea muy evidente,
nos asegura que:

1. Los valores de la energia son reales.

—iHt 3

2. El operador de evolucién temporal e es unitario.

2.1.1. Hermiticidad

Dado un operador A que actia sobre las funciones de onda, definiremos el adjunto de
ese operador, que escribiremos Af, y que verifica esta expresién:

(0l Av) = (AToly). (2.2)
Se denomina espectro al conjunto de sus valores propios {a,}
Ao, = a,¢y,. (2.3)

De aqui se deduce la primera consecuencia de que un operador sea hermitico. El
conjunto de valores propios de un operador hermitico son reales. Estamos hablando de

3Este es operador de evolucién temporal que hace evolucionar un estado en el tiempo 1 (t) = U (t)¥(0),
U(t) = e it
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hermiticidad porque en fisica se suelen tratar operadores acotados en los cuales un ope-
rador hermitico es lo mismo que uno autoadjunto, sin embargo, siendo matematicamente
rigurosos, esta demostracién es cierta para operadores autoadjuntos (ver apéndice A).

Demostracién: Suponiendo un operador A autoajunto con valor propio a

A = ar), (2.4)
Como A es autoadjunto,
(V] Av) = (AY[y). (2.5)
Haciendo uso de la ecuacién (2.4) se llega a que los valores propios son reales
a{y[v) = a™(Yl) = a=a". (2.6)

Por tanto, un operador autoadjunto tiene un espectro de autovalores reales.

2.1.2. Unitariedad

La condicion de unitariedad que garantiza la conservacion de probabilidad se deduce
de la siguiente manera. El operador de evolucion temporal y su correspondiente expresion
dual son:

UB)(0) = [(0+1) v ((0)|U'(#) = (¥(0+1)|. (2.7)
Los estados normalizados en un tiempo t cualquiera cumplen
(V®)v(t) = 1. (2.8)
Sustituyendo (2.7) en (2.8) obtenemos
{((0) |UTU|4(0)) = 1. (2.9)

Por tanto, la condiciéon de unitariedad queda:
Ul = 1. (2.10)
Que se cumple para el operador de evolucién temporal planteado, ya que H = H':
(e7HOT (g7t = 1, (2.11)

Esta condicién de hermiticidad limita el estudio de sistemas fisicos que no presentan
hermiticidad. Los sistemas fisicos que no presentan hermiticidad se suelen emplear para
describir procesos disipativos, como por ejemplo la desintegraciéon radiactiva. Un hamil-
toniano no hermitico, cuyo proposito es describir una particula que sufre desintegracion
radiactiva, predice que la probabilidad de encontrar la particula disminuye gradualmente
en el tiempo. Como sabemos, una particula no puede simplemente desaparecer porque
esto violaria la conservacion de probabilidad. Es por ello que durante muchos anos se ha
asumido que un hamiltoniano no hermitico, en el mejor de los casos, podria describir de
manera simplificada y fenomenoldgica un sistema, pero nunca podria considerarse como
una teorfa fundamental.

En esta ultima década se ha demostrado que podemos sustituir la condicion de her-
miticidad, por una condicion de simetria bajo inversion espacial y temporal. Pudiendo de
esta manera describir procesos fisicos con hamiltonianos no hermiticos.
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2.2. Inversion espacial

El operador de inversién espacial, también llamado paridad P, realiza la siguiente
transformacion:

Pi(z) = v(—a), (2.12)

es decir, el cambio de signo de la coordenada espacial. En tres dimensiones, seria el cambio
de signo del vector posicion 7 — —7. De modo que el nuevo valor esperado de Z es

(WIPTaPlY) = —(Wlilv), (2.13)

entonces,

PiaP = —3. (2.14)

Se ve claramente que si aplicamos el operador paridad dos veces:
PHy) = |¢), astque, P*=1—=P =P =P (2.15)

P es un operador lineal y unitario. Entonces la ecuacién (2.14) se transforma en

(2.16)

PiP ! = g

Al operador momento lineal le ocurre lo mismo porque se construye con la derivada de la
coordenada espacial,

PpP ! = —p. (2.17)

2.3. Inversion temporal

El operador inversién temporal T invierte el signo de la coordenada temporal, ademas
del signo de la unidad imaginaria ya que 7 es un operador antilineal.

T(arp + Bo) = a* Ty + T ¢, (2.18)

y por ende, antiunitario; un operador antilineal que preserva las probabilidades. La an-
tilinealidad se puede demostrar de la siguiente manera: si el hamiltoniano es invariante
bajo inversién temporal, bajo inversion temporal debera recorrer la misma trayectoria al
revés en el tiempo.

(b)
Figura 1: Estado de una particula en t =0 y ¢t = dt.

En la Fig. 1a observamos que en ¢ = 0 el estado es [¢)), mientras que en ¢t = ¢, consideran-
do transformaciones infinitesimales del operador evolucién temporal, serd (1 — iHot) [1)).

4
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En la Fig. 1b, donde hemos aplicado la inversién temporal, en ¢t = 0 el estado es T |¢) y
en t = ot el estado serd (1 — iHdt) T|e). Si hay invariancia bajo T, el estado de color rojo
(evolucionado en el tiempo) deberia compararse con el primer caso pero en un tiempo
anterior al que luego le hemos aplicado la inversién temporal.

(1 —iHot) T|p) =T (1 —iH(=4t)) [¢),

2.19
—iHT ) = TiH|¢Y) (2.19)

Si simplificamos ¢ como si T fuese lineal llegariamos a
— HT|Y) = TH|Y). (2.20)

El operador inversiéon temporal anticonmutaria con el hamiltoniano. Esto implicaria que
el hamiltoniano no tendria cota inferior

TH|Y,) = —H(T|Yn) = E,T|n). (2.21)

Veriamos que T |n) es autoestado de H con energia —F,,. Habriamos duplicado el espectro
y por cada energia E,, tendriamos su negativa. Esta situacion es inaceptable fisicamente
ya que, como hemos dicho anteriormente, el hamiltoniano debe estar acotado inferiormen-
te, es decir, debe existir un estado fundamental con la energia minima posible. Se llega a
la conclusion de que T tiene que ser un operador antilineal.

Al igual que ocurria con P:

T?=1, asique, T?=1-=T =71 ="T. (2.22)

Por construccién, este operador deja Z invariante pero cambia el signo de p (ya que su
expresion contiene una i: p = —i%).

TiT =4, TpT =—p. y TiT = —i. (2.23)

Finalmente, P y T conmutan.

2.4. Hamiltonianos P7T simétricos

Definimos el hamiltoniano P7T simétrico H”7T como
HPT = (PT)"'H(PT), (2.24)

donde PT ' = PT, por (2.15) y (2.22). Un hamiltoniano es P7T simétrico si el operador
PT conmuta con H

H(PT)— (PT)H =0, (2.25)

es decir, si se cumple
H=H"T (2.26)

Estos son ejemplos de algunos de estos hamiltonianos:
H=p"+iz® y H=p*—3" (2.27)
Se puede comprobar facilmente. Para el primero de ellos tenemos lo siguiente:

PHP = p* —id® = H,

THT = + id®. (2:28)

5
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Y para el segundo se obtiene:

PHP:ﬁ2—£4:H1

TH\T = j* — &, (2.29)

Resulta sorprendente que estos hamiltonianos con esta apariencia tan extrana, tengan
un espectro real y positivo de energias y una evolucién temporal unitaria, a pesar de no
ser hermiticos. Concretamente, estos dos hamiltonianos (2.27) son un caso especial de una
familia paramétrica de hamiltonianos P7 simétricos

H = p* + 2°(i2)", (2.30)

donde el pardmetro € es real. Estos hamiltonianos son una extension compleja del oscilador
armonico convencional
H = p* + 3°. (2.31)

Para la construccién de esta familia de hamiltonianos se parte de hamiltonianos que
cumplen la condicién de hermiticidad y de simetria P7T, como por ejemplo:

H=p>+2?N. donde N =1,2,3... (2.32)

Y después se introduce el pardametro real € que, a medida que aumente de 0, deja de ser
hermitico pero mantiene la simetria P7 . Estos hamiltonianos son P7T simétricos porque
cumplen la condicién (2.26). En 1998 se demostré que cuando € > 0 todos los autovalores
son reales y positivos. En cambio, cuando € < 0 los autovalores son complejos.

9 ' | ' ]
17 | y ]

wn
T
]

Figura 2: Niveles de energia del hamiltoniano H = p*+ 2%(i)¢ en funcién del pardmetro
€. Se distinguen 3 regiones. Para ¢ > 0 el espectro es real y positivo y los niveles de
energia aumentan al aumentar € (¢ = 0 corresponde al caso del oscilador arménico).
Cuando —1 < € < 0 hay un numero finito de valores propios positivos reales y un nimero
infinito de pares complejos conjugados. A medida que € disminuye de 0 a —1, el niimero
de valores propios reales disminuye; cuando € < —0,57793, el tinico valor propio real de
la energia es el estado fundamental. A medida que € se aproxima a —1%, la energfa del
estado fundamental diverge. Para e < —1 no hay valores propios reales [6].
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Esto nos muestra que no es suficiente con que el hamiltoniano sea P7T simétrico para
que los autovalores sean reales, ya que para ¢ < 0 no ocurre asi. Esto se debe a que el
operador P7T no es lineal, lo que se explicard en la Subsec. 3.1.

3.

Autovalores de un hamiltoniano P7 simétrico

Antes de intentar determinar los autovalores de un hamiltoniano de esta clase, vamos
a empezar por explicar de qué manera el operador hamiltoniano define y determina las
propiedades fisicas de una teoria cudntica [6].

I.

II.

II1.

El hamiltoniano cudntico H es el observable que representa la energia total del sis-
tema. Los posibles valores de la energia de un sistema fisico vienen dados por los
valores propios del operador hamiltoniano (ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo):

Hy = E1. (3.1)

Esta ecuacion toma la forma de una ecuacién diferencial, que se deberd resolver con
las adecuadas condiciones de contorno.

La evolucion temporal de los estados cudnticos se obtiene a partir del hamiltoniano,
resolviendo la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

O (t)

——= = Hy(t). 3.2
2 = Hy(0) (32)
En los casos en los que H es independiente del tiempo, se llega a

h(t) = e h(0). (3.3)

Llamamos a e~ operador de evolucién temporal. Como se ha demostrado en
el apartado 2.1.2, la hermiticidad del hamiltoniano asegura que este operador sea
unitario. Como consecuencia, la norma del estado v (t) permanece constante, es
decir, se conserva la probabilidad. En un hamiltoniano no hermitico, pero si PT
simétrico, como con los que vamos a trabajar, la norma de los estados permanecera

también constante en el tiempo.

El hamiltoniano lleva consigo las simetrias del sistema. Para que el hamiltoniano sea
invariante bajo cierta transformacion de simetria, estos operadores deben conmutar.

Demostracion Supongamos un operador unitario A. Si el sistema queda invariante
ante la transformacion, entonces el estado

[(1)) = Al(2)) (3-4)

debe satisfacer la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo si [¢(t)) la
cumple:

d|i ~ dA d
A _ i) = YO gap) = a0~ ga). @5)
Multiplicando esta expresién por A~! se llega a
iw = AT HAY(1)). (3.6)
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Por tanto, para que se cumpla la ecuacién de Schrodinger, A y H deben conmutar.

HA=AH

(3.7)
[A, H] = 0.
Como ejemplo, supongamos el operador paridad P, que conmuta con H, dirfamos
que el hamiltoniano es invariante bajo paridad. Al conmutar, los operadores tienen
un conjunto de autoestados comunes y como P es lineal, los autoestados del hamil-
toniano lo serdn también del operador paridad. No obstante, con el operador PT
es mas complicado, ya que no es un operador lineal, en consecuencia, no podemos
asegurar que los autoestados de H sean autoestados de P7T. Aqui es donde entra
en juego la ruptura de simetria PT.

3.1. Ruptura de simetria P7T

La region de simetria PT no rota sera la regién donde los autoestados del hamilto-
niano sean también los del operador P7T, por el contrario, la regién PT rota serd la region
donde no coincidan. Basandonos en los resultados de la Fig. 2, buscaremos ambas regiones.

Demostracion: Supongamos que un autoestado 1) del hamiltoniano es también autoes-
tado del operador P7T . Partimos de la ecuacién de autovalores siguiente:

PTY = M. (3.8)
Multiplicando por PT y usando que (PT)? =1 (2.15) y (2.22):
Y = (PT)XNPT)*. (3.9)
Como T es antilineal:
V=N = |\ = AP =1—=\=¢" (3.10)

Repetimos el mismo procedimiento en la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiem-
po (3.1) y se llega a que £ = E*
EXp = E* M\, (3.11)

que no es cierto en un caso general. Para el hamiltoniano dado en (2.30) es cierto en la
region donde € > 0. Unicamente si estamos en esa region, los autoestados del hamiltoniano
seran los autoestados del operador P7T y tendra todos sus autovalores reales. Es por esto
que vamos a llamar a la region € > 0 region de simetria P7T no rota, y a la region donde
e < 0, regién de simetria P7T rota. Se dice que en ¢ = 0 ocurre una transicién de fase

PT (7).

4. Particula clasica sujeta a fuerzas complejas

En esta seccién trataremos de estudiar la naturaleza cldsica que subyace a esta transicion,
basandonos en uno de los muchos articulos que han tratado este problema [8]. Para ello,
estudiaremos las trayectorias en el plano complejo de particulas clésicas que estan sujetas
a fuerzas complejas.
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En este trabajo, cuyo objetivo es entender las consecuencias de la simetria P7T, recopi-
laremos algunos de los casos estudiados con el fin de explicar heuristicamente la simetria
PT no rota cuando € > 0 para el hamiltoniano

H=p*+V(z), donde V(z)=a2%(iz)". (4.1)

Se trataran separadamente los valores de € positivos y enteros. En las Subsec. 4.1, 4.2 y
4.3 se analizaran los casos € = 0, que corresponde al oscilador armonico, e =1y € = 2
respectivamente. Finalmente, en la Subsec. 4.4 se daran ejemplos de —1 < e < 0.

4.1. Oscilador armodnico. Caso ¢ = (

Para € = 0 el potencial toma la forma V(z) = 22, es decir, se obtiene el potencial del
oscilador armoénico. Tratando el hamiltoniano del oscilador arménico como se haria en un
curso de mecanica clasica

H=p+2°=F, (4.2)

la regiéon prohibida cldsicamente es bien conocida, es la region donde la energia cinética
es menor que 0 (ver Fig. 3a). Para determinar la regién prohibida hay que encontrar los
“turning points” o puntos de inflexién clasicos, que se dan cuando la energia cinética se
anula (p = 0), ya que esta no puede ser negativa. Resolviendo la ecuacién E = z?, se
obtiene 24 = +VE.

Im(x)
N

V(x) 1
F F
E p=20
/5. E=V(z) =2 Re(z)
_ r=0 1)
E, Ty = +VE \/E \/E region prohibida
Tx
(a) La zona sombreada corresponde a (b) Trayectoria en el eje real de la
la regién prohibida clasicamente. particula clésica.

Figura 3: Oscilador armonico clasico

La fuerza es F' = —VV = —2z y apunta hacia el origen, por tanto la particula se mueve
en el eje x, se va ralentizando hasta llegar al punto de inflexién, da la vuelta (este es el
motivo de que se le le llame “turning point”) y se dirige hacia el otro punto de inflexién
y vuelve a girar. La particula oscila entre esos dos puntos (ver Fig. 3b). Hasta ahora no
hay nada nuevo, no obstante, ;qué ocurriria si colocdsemos inicialmente la particula en
la regién prohibida (en el punto (1) de la Fig. 3b por ejemplo)? Como z > VE, 2% > E,
entonces, p? < 0, esto nos da una velocidad puramente imaginaria y las trayectorias se
desarrollaran en el plano complejo. Para calcular esas trayectorias debemos resolver

dx
=VE—22=". 4.3
p 2t = (4.3)
Fijando la energia ¥ = 1 sin perdida de generalidad, se obtiene que
x(t) = sin(t + arcsin[x(0)]). (4.4)
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Imix)

0.0 1 Re(x)

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 1.5

Figura 4: Trayectorias clasicas en el plano complejo x para el oscilador arménico cuyo
hamiltoniano es H = p? + 22. Estas trayectorias representan las posibles trayectorias para
distintas condiciones iniciales (imaginarias) de una particula cuya energia es E = 1.

Como estamos analizando la mecanica clasica en el plano complejo, podemos elegir cual-
quier punto z(0) en el plano complejo como posicién inicial. Si hacemos esto, las trayec-
torias obtenidas en (4.4) seran elipses, tal y como podemos ver en la Fig. 4.

Las trayectorias son elipses con focos ubicados en los puntos de inflexion x = +1.
La solucién cldsica periddica habitual del oscilador arménico es el segmento (elipse de-
generada) que conecta los puntos de inflexién. Con un andlisis en el plano complejo las
particulas pueden estar perfectamente en la region clasicamente prohibida, en esta region
tienen una velocidad puramente imaginaria (hacia arriba en el plano complejo). Esto no
implica que una particula clasica pueda sufrir efecto tinel, ya que no esta viajando en la
direccion paralela al eje real, viaja en la direccion perpendicular a este eje, por lo cual no
esta penetrando en la regiéon prohibida.

El periodo de estas trayectorias se puede escribir como

T:]{dt:f%:f%. (4.5)

Haciendo uso del teorema integral de Cauchy se llega a la conclusion de que el periodo
es el mismo para todas las trayectorias, debido a que la tnica singularidad es un corte de
rama entre z = —1 y = 1; por esta razén, podemos deformar el contorno de integracion
de un camino a otro y el periodo sera el mismo. El valor que se obtiene es 27. Finalmente,
observamos que todas las trayectorias clasicas son simétricas con respecto a las reflexiones
de paridad P e inversion temporal 7.

Vamos a estudiar el resto de casos de la misma manera, planteando las ecuaciones de
movimiento para el hamiltoniano H = p? + 22(iz)¢, que son las siguientes:

dr OH
o= =y,
dt  Op (4.6)
@ I a_H — i(2 + E)(ix)1+6
dat  Ox ’
Combinando estas dos ecuaciones se obtiene
d2$ ; -\ 1+e€
o 2i(2 + €)(ix) ", (4.7)

10
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que se trata de la versién compleja de la segunda ley de Newton F' = ma. Esta ecuacion
se puede integrar una vez, obteniendo

1d
§d—f = £/E + (iz)2*e. (4.8)

En virtud de la invariancia P7 del hamiltoniano, parece razonable restringir nuestra
atenciéon a los valores reales de E. Tomando E = 1 y sin pérdida de generalidad llegamos
a la ecuacion diferencial

d
d—f = +£/1+ (in)2Fe, (4.9)

y los puntos de inflexiéon que son los que cumplen

1+ (iz)** = 0. (4.10)

4.2. Casoe=1

El caso € = 1 es mas complicado que el caso del oscilador arménico (e = 0). El potencial
ahora tiene la expresién V(z) = ix%. Aparecen 3 puntos de inflexién: z_ = e=>7/0 y
. = e /% que son PT simétricos y 2o = 4. El hecho de que dos puntos sean P7T
implica que sean simétricos respecto al eje imaginario, que es lo que se obtiene al aplicar
el operador paridad y después la conjugacion compleja, que viene de aplicar el operador
inversién temporal. Resolviendo la ecuacion diferencial (4.9) se obtienen las trayectorias
de las particulas, que se muestran en la Fig. 5.

Im(x)

|

Xo

ol 1 Re(x)

1
~
T

JY — . . PR . ]
-4 =2 0 2 4

Figura 5: Trayectorias clasicas en el plano complejo x para una particula descrita por el
hamiltoniano H = p? + iz con energia £ = 1.

Tal y como ocurre en el caso € = 0, la trayectoria de una particula cuya posicion inicial
es x_ sigue una Unica trayectoria hasta x, y posteriormente retrocede de nuevo a x_. Esta
trayectoria, que oscila entre los puntos de inflexién, estd encerrada por un conjunto de
caminos cerrados y anidados que llenan el plano complejo, excepto para puntos en el eje
imaginario por encima del punto de inflexion xy = i. Las trayectorias originadas en uno de
estos puntos van alejar o se acercar a xg, se detienen, giran alrededor, y luego se mueven
hacia arriba en el eje imaginario hasta ico. Como ya hemos dicho, el resto de 6rbitas
encierran los puntos de inflexion x4 y, por el teorema de Cauchy, todas tienen el mismo

11
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periodo. Para calcular esta integral se han utilizado las propiedades de la funcién Beta
dadas en [9]:

B(z,w):/oltZ1(1—t)W1dt:/Ooo (Ldt (4.11)

1 +t)=tw
I'(z)l(w)
I'(z+w)
El periodo de estas trayectorias es 2v/3nI’ (%) /T (%) .

y B(z,w) = (4.12)

El movimiento periédico entre x4 es claramente simétrico bajo inversion temporal
y espacial. Sin embargo, una particula que comienza en el tercer punto de inflexion x
exhibe un movimiento completamente distinto: viaja por el eje imaginario y llega a ico en
un tiempo finito: 7l’ (%) /T (%) Este movimiento no es periédico y no es simétrico bajo
inversién temporal.

4.3. Caso e =2

Con € = 2, el potencial es V(r) = —z*. Para este potencial tenemos 4 puntos de
inflexion: dos de ellos por encima del eje real y simétricos respecto al eje imaginario:
1 = ety xy = €¥/* y otros dos situados debajo del eje real, también simétricos
respecto al eje imaginario: z3 = e /4 y x, = e 37/,

1] Re(x)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 6: Trayectorias clasicas en el plano complejo x para una particula descrita por el
hamiltoniano H = p? — 2* con energia £ = 1.

Como es de esperar, las trayectorias cldsicas oscilan entre estos puntos. El periodo
de las oscilaciones es 2v/27T (g) /T (%) Todas las trayectorias son periddicas excepto las
trayectorias que comienzan en el eje real; una particula que comienza en el eje real va
hacia 4+o00, dependiendo de la signo de la velocidad inicial, y alcanza el infinito en un
tiempo finito.

En el libro “P7 symmetry: In Quantum and Classical Physics” de Bender [7] se
plantean dos preguntas interesantes:
1. Si la particula alcanza el infinito en un tiempo 7', ;dénde se encuentra la particula

en un tiempo 7'+ 17 El analisis real no nos da la respuesta, pero el analisis en el

12
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plano complejo si. Permitiendo que las érbitas en el plano complejo se hagan mas
y mas grandes hasta que se acerquen al eje real, se llega a que una particula ini-
cialmente en el origen va al oo e infinitamente rapido, siguiendo la orbita, llega a
—o0 y vuelve a hacer el camino de vuelta hasta el origen. Todo este trayecto se
realiza en el mismo tiempo en el que la particula oscila de un punto de inflexién
a otro. Asi, la particula clasica completa periddicamente el camino desde =00 a Foo .

2. (En qué punto x del eje real es mas probable que se encuentre la particula clasica?
Para responder a esta pregunta, debemos tener en cuenta que la densidad de pro-
babilidad clésica es proporcional a la inversa de la velocidad de la particula en el
punto x; cuanto mas rapido se mueva la particula, es menos probable que esté alli.

Pclasica

Figura 7: Probabilidad clasica normalizada para el oscilador cuértico descrito por el
hamiltoniano H = p? — 2*. La particula clésica tiene energfa £ = 1. Este grafico muestra
que mientras la particula clasica se aleja rapidamente hasta el infinito, pasa casi todo su
tiempo (y es mds probable que se encuentre) cerca del origen x = 0.

En la Fig. 7 vemos como la particula estd localizada en el origen, a pesar sufrir un
potencial inestable. Por lo tanto, mientras = 0 es un punto de inestabilidad estatica, el
movimiento de las particulas es dinamicamente estable.

La diferencia entre las trayectorias cerradas y abiertas es crucial para la version cuanti-
zada de la teoria. Si la trayectoria clasica es cerrada, para obtener una formula aproximada
para los niveles de energia cuantizados FE,, podemos usar la férmula de cuantizaciéon de

Bohr-Sommerfeld |
7{ VE—-V(x)dx ~ (n + —) s (4.13)
c 2

donde C' es la trayectoria clasica cerrada. La interpretacion semiclésica de la formula de
Bohr-Sommerfeld es que en mecanica cuantica consideramos una particula como una on-
da. Si la particula esta en un érbita cerrada y la érbita consiste en un nimero entero n de
longitudes de onda, la onda interfiere consigo misma de forma constructiva. Este es preci-
samente el significado de (4.13), que es una condicién aproximada para un nivel de energfa.

Como consecuencia de la simetria P7T, esta formula de cuantizacién aproximada da
valores reales para la energia. Ahora bien, si las trayectorias clasicas son abiertas, la
integral de cuantizacién no se puede utilizar porque, como indica el simbolo f , el contorno
de integracion debe estar cerrado. De hecho, veremos que cuando las trayectorias clasicas
son abiertas, la simetria P7T se rompe y los autovalores del hamiltoniano cuédntico se
vuelven complejos.
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4.4. Valores de ¢ negativos

Las trayectorias clasicas para valores negativos de € son completamente diferentes de
las presentadas hasta ahora, estos caminos ya no son orbitas cerradas, no exhiben simetria
PT. Todos los caminos giran en espiral hacia el infinito. Esta ruptura de simetria es lo
que esta detras de la transicion en € = 0. Recordemos la Fig. 2, en la cual se obtenian au-
tovalores reales para ¢ > 0 y complejos para € < 0, en esta regién decimos que la simetria
PT esta rota.

A continuacion se presentan algunos ejemplos.

70 T T T T T 40

60 — 20 //4/ o ™~

i 1 o I =~ AN
AN ~= ) \

40 f 1 S~ - ~ |

— 20 t e )
30 - =8 1 /
’ el a0 |
0f g
10 | ‘/ 1 =
ol | 50 |
i T - i -100 -
20 -120 : e
220 15 10 5 0 5 10 =30 20 -10 0 10 20 30 40 50 60
(a) Trayectoria clésica correspondiente a (b) Trayectoria clésica correspondiente a
e=—0,2 [8]. e=—0,15 [8].

Figura 8: Trayectorias clasicas en el plano complejo x para valores de € entre —1 < x < 0
con energia F = 1.

En general, el tiempo que se necesita para que una particula alcance el infinito es
infinito.

Finalmente se presenta el caso de e = —1. Para este caso especial podemos resolver la
ecuacién (4.9) exactamente. El resultado

1
o(t) = 1 <4x(0) — 4/ T — i (0)t + z’t2> , (4.14)
representa una familia de pardbolas que son simétricas con respecto al eje imaginario.
Hay una pardbola degenerada correspondiente a x(0) = 0, que se encuentra en el eje
imaginario positivo por encima de 7. Ninguna de estas trayectorias esta acotada.

5. Condiciones de contorno y autovalores para dis-
tintas familias de hamiltonianos P77 simétricos

Hasta ahora no hemos tratado las condiciones de contorno del problema de autovalo-
res, cuando es crucial para determinar el espectro de energias de los hamiltonianos.

La ecuacion de Schrodinger tiene dos soluciones linealmente independientes, una so-
lucion decae en ciertos regimenes, mientras que la segunda solucién crece en esta region.
Esta sera la primera tarea, determinar las regiones en las que converge la funciéon de onda
en el plano complejo x. Para esto no es necesario conocer la forma exacta de las funciones
de onda, es suficiente conocer el comportamiento asintético para x — oo de estas. Para
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-6 -4 -2 0 2 4 ]

Figura 9: Trayectorias clasicas en el plano complejo para un particula descrita por el
hamiltoniano H = p? — iz con una energfa E = 1.

ello, vamos a usar la aproximacién WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) [10], que consi-
dera que el potencial varia lentamente con la coordenada de posicion, para encontrar el
comportamiento asintotico de las soluciones de

— () + V(z)y(x) = 0. (5.1)

Con esta aproximacién, las soluciones tienen la forma (para z — o)

y(z) ~ exp [i / " v<g;)] | (5.2)

Esta es la forma de las funciones de onda de las cuales debemos determinar las regio-
nes en las que decae una de las soluciones y crece la otra. Para ello, uno debe determinar
las lineas en las que la funcion de onda es puramente oscilatoria, en definitiva, donde su
parte real desaparece. A estas lineas las llamaremos lineas de Stokes y se encontraran
evaluando la ecuacién (5.2) para el potencial apropiado, estableciendo x = re™, con
|z| = r, y requiriendo que la parte real se desvanezca al tomar el limite |z| — co. Esta
condicién conduce al angulo ¢g de Stokes, que se define como el dngulo formado entre
la recta real positiva y la linea de Stokes correspondiente. Para determinar qué solucion
decae o crece dentro de cada cuna, se deben de buscar las lineas de anti-Stokes. Las
lineas anti-Stokes se determinan usando la ecuacién (5.2) e imponiendo la condicién de
que la parte imaginaria de la integral desaparezca. Esto conduce a una condicién para ¢ 4.

Ademas, haciendo mas uso de la aproximacién WKB, se llega a la cuantizacién de
Bohr- Sommerfeld (4.13) planteada en la seccién anterior

/ B V@) = (n+1/2)r, (5.3)

donde z_ y x, son los puntos de inflexion clasicos evaluados a través de la condicién
E, = V(z). Si z es complejo, puede haber varios puntos de inflexién. En las siguientes
subsecciones, mostraremos que si un par de los puntos de inflexién son P7T simétricos,
la aproximacion WKB conduce a la aparicion de valores propios reales. El niimero de
pares de puntos de inflexiéon PT simétricos determina asi el nimero de familias de valores
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propios que contienen.

A continuacion se van a analizar con este método tres familias diferentes de hamilto-
nianos H = p? + V(z), para diferentes potenciales, siguiendo la divisién que realizaron
Schmidt-Eberle y Klevansky en su articulo [11].

5.1. Hamiltonianos del tipo H; = p? + 22 (ir), con ¢ > 0

En este caso el comportamiento asintético de la funcién de onda para |x| — oo es

2 € H s €
Y ~ exp [3F€+47’ 3 el(3+e) 54} , (5.4)

donde hemos escrito la unidad imaginaria como ¢ = e2 . Las lineas de Stokes son

1 2T T
— (k4= _T 5.5
vs (+2)e+4 2 (5.5)

donde k € Z y las anti-lineas de Stokes se encuentran en los angulos

2km T
_ = 5.6
e+4 2 ( )

YA =

Los puntos de inflexién, donde la aproximacion WKB se rompe, son los que se obtienen
resolviendo E, = z%(ix)¢. Existen € + 2 soluciones de #_ y z al hacer la raiz e + 2-ésima,

Ty = E;/(H-?)eiv y .= Ei/(e*'Q)eiC, (5.7)

donde v y ¢ son angulos en los que la funcién de onda converge. Para obtener el espectro
de energia recurrimos a la ecuacién (5.3) y haciendo las transformaciones necesarias se

llega a
1 ooy [ T
(n + 5) T = E7(15+4)/(2E+4) (el’Y _ elC) / dy 1— y€+2. (58)
0

Se ve claramente que para que el espectro de energias F, sea real, ( = m — . Esto
demuestra lo que habiamos dicho antes de empezar la subseccién; la aproximacion WKB
nos lleva a un espectro real cuando los puntos de inflexién z y x_ son PT simétricos, es
decir, simétricos bajo reflexion con respecto al eje imaginario. De este modo, si despejamos
la expresién anterior, se obtiene la expresion para calcular el espectro de energia

C[TB/24 1/( +2))y/m(n + 1/2)] G/
En(v) = cos(1)T(1 + 1/(e +2)) .

(5.9)

Observando el comportamiento asintotico en el plano complejo, se pueden distinguir 3
casos: € impar, € = 4n (divisible por 4) y € = 4n + 2 (par pero no divisible por 4).
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€ impar

Empecemos por analizar los graficos de las cunas para € impar.

Im x Im z Im x

Re = Re x Re z

e=1H=p*+iz® e=3,H=p*—ia" e=5H=7p*+iz"

Figura 10: Regiones de convergencia para ¢ = 1, ¢ = 3 y € = 5 respectivamente. Las
zonas sombreadas son las cunas de Stokes determinadas por las lineas de Stokes pg.

La primera imagen de la Fig. 10 muestra las cunas de Stokes para ¢ = 1, con una
apertura de 72° para las zonas sombreadas. Para este valor de € el potencial toma la
forma V(z) = iz, y queda en manifiesto la no hermiticidad del hamiltoniano, al igual
que en todos los casos de € impar. Los puntos de inflexiéon son

EM3exp(—in/6), E3exp(—ism/6) y EYexp(in/2). (5.10)

Como hemos demostrado, para obtener un espectro real de energia el par de puntos de in-
flexién tienen que ser simétricos respecto al eje imaginario. Esto nos lleva a 9ue el par que
da lugar a valores reales de la energfa es x_ = Ey/° exp(—i57/6) y x4 = E,/ "exp(—in/6),
que caen en el drea sombreada del primer diagrama de la Fig. 10.

Siguiendo con el mismo razonamiento, para € = 3, el potencial V(z) = —iz® tiene 5
puntos de inflexion:

EYVPexp(in/10), EMexp(in/2), EY?exp(—3in/10),

5.11

EMPexp(—Tim/10) vy EMSexp(—11ir/10). (5-11)

En este caso tenemos dos pares PT simétricos: z_ = E,i/5exp(—11i7r/1()) con ry =
Ey ®exp(im/10) que se encuentran en las regiones sombreadas y z_ = Ex Pexp(—Tim/10)

con z; = Ey/ Pexp(—3im/10) en las no sombreadas de la Fig. 10. Por consiguiente, son dos
espectros de autovalores reales para la energia. Con € = 5 el patrén se repite, se obtienen
7 puntos de inflexién y 3 pares son P7T simétricos; 3 distintos espectros de energia reales
de acuerdo a la aproximacién WKB que hemos realizado.

Generalizando, el nimero de espectros reales para € impar se puede escribir como
N = (e + 1)/2. Finalmente, el espectro de energia se puede calcular con (5.9). Con € =1
se obtiene E, o< (n+1/2)%° cone =3, E, « (n+1/2)!" ycone = 5, E,, o< (n+1/2)'/?.

€ = 4n

El segundo caso a analizar es cuando € es par y divisible por 4, ¢ = 0,4,8.... Los
hamiltonianos a los que dan lugar son hermiticos y acotados por debajo: H; = p? +
22 p? 4+ a8y p? + 210
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Im z Im z Im 2«

Re x Re z Re x

e=0,H =p* +a? e=4,H =p*+2° e=8H=p>+210

Figura 11: Regiones de convergencia para ¢ = 0, € = 4 y € = 8 respectivamente.

El € = 0 es el caso del oscilador arménico usual, el cual conocemos perfectamente el
espectro al que da lugar, no obstante, para valores méas altos de e pueden desarrollarse
espectros reales adicionales.

Para ¢ = 4, V(x) = 2%, hay 6 puntos de inflexién agrupados en 3 parejas de valores
PT simétricos. Sin embargo, como el espectro al que dan lugar los puntos de inflexién
en el plano superior es igual al del plano inferior, solo existen 2 espectros diferentes. Esta
simetria de reflexién se manifiesta también en el caso de € = 8, V(z) = z'°, tiene 5 pares
de puntos P7T simétricos de inflexion en las cunas de Stokes P7T simétricas de la Fig. 11.
Por la simetria de reflexion se obtienen uinicamente 3 espectros diferentes.

Para este grupo de valores de ¢, el nimero de familias de espectros es N = 1+ €/4.
Las energfas son proporcionales a FE, oc (n+1/2), B, o< (n+1/2)3% y E, oc (n+1/2)%/3,
para € = 0,4 y 8 respectivamente.

e=4n + 2

Queda por analizar el caso de e par pero no divisible por 4, es decir, € = 2,6....
Los hamiltonianos no hermiticos (ver apéndice A) correspondientes son H; = p? — %,
p? — 28... Este aspecto estd recogido en los patrones de convergencia de la Fig. 12. El
eje real es una linea de Stokes, donde la funcién de onda es puramente oscilatoria. No
puede existir un espectro real que surja de las condiciones de contorno dadas en este eje.
No obstante, pueden existir espectros que contengan valores propios reales asociados con

estos hamiltonianos.

Im = Im z

Re x Re z

e=2H=p*-2! e=06,H=p* -z
Figura 12: Regiones de convergencia para ¢ = 2 y € = 6 respectivamente.

En la Fig. 12 de ¢ = 2, las cunas sombreadas que son P7T simétricas nos dan un
espectro de autovalores reales £, o (n + 1/2)*3. Con el valor de ¢ = 6, tenemos dos
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cunas de Stokes en el plano superior (sombreada y no sombreada) simétricas por reflexién
a las que estan por debajo del eje real, esto quiere decir que tenemos 2 espectros reales
de energias diferentes E, oc (n + 1/2)%°. El niimero de espectros es N = (e + 2) /4.

5.2. Hamiltonianos del tipo H;; = p* + (22)?, § > 0

Hay algunos hamiltonianos que no han sido analizados en el caso anterior para los
valores de € pares, ya que, el signo iba alternandose. Por eso, es necesario el estudio de
este segundo tipo Hy;. El factor que controla el comportamiento asintético de la funcion
de onda dado por (5.2) es

0+1

Escribiendo x como una variable compleja e imponiendo que la parte real de la funcion
de onda desaparezca para |z| grande se obtienen las lineas de Stokes en los dngulos

Y(x) ~ exp <i ! x5+1>. (5.12)

1 T
= =] — 1
donde k € Z y las lineas de anti-Stokes estan en
k
= ——. 14
PA= 5T (5.14)

Las regiones de convergencia se muestran en la Fig. 13.

Im z Im z

Re z Re z

§=2H=p"+2z' d=4,H=p*+2"
Figura 13: Regiones de convergencia para 6 = 2 y § = 6 respectivamente.

Repitiendo el estudio de la subseccién anterior, se obtiene un espectro real para d = 2y
dos para 0 = 4. En general, el nimero de familias que se encuentran para 6 par es N = /2.
Los valores de ¢ impar ya han sido discutidos en los casos de e = 0,4..., N = (6 + 1) /4.

5.3. Hamiltonianos del tipo H;;; = p* — (x2)“, w>0

Los tltimos hamiltonianos que nos quedan por discutir son de la forma H;;; = p? —
(22)". El comportamiento asintético de la funcién de onda es

() ~ exp (:ti'u n 1x“+1) , (5.15)
con las lineas de Stokes en los dangulos
km
ps = (5.16)
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donde k € Z y las lineas de anti-Stokes en

1 T
@A:<k—§>lu+1. (5.17)

Las regiones de convergencia se muestran en la siguiente figura:

Im x Im »

Re r \|/‘< Re r

p=1,H=p*—2? p=3H=p* 28

Figura 14: Regiones de convergencia para u = 1 y u = 3 respectivamente.

Para = 1 los dos puntos de inflexion caen en el eje imaginario, esto es, no son PT
simétricos y no tenemos ningin espectro real y para el valor y = 3, aparece 1 tinico
espectro real, E, ~ 2,81(n + 1)*2. El nimero de espectros es N = (u — 1)/2 y para los
valores pares de u se obtiene lo mismo que los H; con € = 2,6...

6. El caso destacable del potencial —z*
En esta seccién trataremos el hamiltoniano P77 simétrico no hermitico
H = p* — 3%, (6.1)
que se obtiene al establecer € = 2 en los hamiltonianos de la Sec. 5.1.

El hamiltoniano (6.1) es especialmente interesante porque, a diferencia del hamilto-
niano P7 simétrico H = p?+i2?3, por ejemplo, las condiciones de contorno de las funciones
propias no se imponen en el eje real x.

A pesar de haber demostrado en la Subsec. 2.4 que es simétrico bajo la reflexion de
paridad definida en (2.16) y (2.17), H no respeta la simetria de paridad. Esto se debe
a que las funciones propias del hamiltoniano deben desaparecer exponencialmente en un
par de cunas de Stokes en el plano complejo x y estas cunas no incluyen el eje x real.

Tal y como hemos analizado, la aproximacion WKB muestra que las funciones propias
son puramente oscilatorias a lo largo de seis lineas separadas por dngulos de 60° y en el
eje real (ver Fig. 12). Se requiere que las funciones propias para el hamiltoniano decaigan
exponencialmente en el interior de un par de cunas de Stokes en la mitad inferior del plano
x. Estas cunas, que son simétricas respecto al eje imaginario, se encuentran debajo del eje
real positivo y negativo con los bordes superiores de las cunas sobre este. Bajo reflexion
espacial x — —ux, el dominio original de dos cunas cambia al interior de un par diferente
de cunas de 60° que se encuentran en el semiplano superior. Por lo tanto, mientras que
(6.1) puede parecer simétrico bajo paridad, obedece condiciones de frontera que violan la
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paridad.

El propésito de esta seccion es examinar la conexién entre el hamiltoniano P77 simétri-

co no hermitico ]
H=—p*—git > 0), 6.2
5P — 9t (9>0) (6.2)
v el equivalente hamiltoniano hermitico H, cuyo potencial tiene un término cudrtico po-

sitivo y un término lineal:

. 1 2
H=—p>+4g3* — hy/ =23 >0 6.3
5D T 492 Vo (g >0), (6.3)

donde hemos incluido las constantes dimensionales m, g y h porque ayudan a dilucidar el
significado fisico de la equivalencia espectral de estos dos hamiltonianos.

Seguimos el procedimiento descrito en [12] y usamos una transformacién simple de
variables para establecer que los dos hamiltonianos tienen el mismo problema de valores
propios.

Partimos del problema de autovalores unidimensional del hamiltoniano (6.2)

2

o a) — g () = B (x), (64
m

donde las condiciones de contorno han sido analizadas en la seccién anterior. Se obtuvo

que en las cunas entre los dngulos —7/3 < arg(z) < 0y —7 < arg(z) < —27/3 (ver

Fig. 12) la funcién de onda decae a 0 si |z| — oo. Estas cuias no incluyen el eje real,

por ende, se requiere que la ecuacién diferencial sea resuelta sobre un contorno dentro de

estas cunas. Utilizaremos el siguiente contorno complejo

r=—2iL\/1+1iy/L, (6.5)

donde y pertenece a la recta real y va desde —oco a oo. Este contorno es adecuado porque
a medida que y — +oo, arg(z) se acerca a —w/4 y —3m/4, por tanto, este contorno
cae dentro de las cunas de Stokes. L tiene unidades de longitud, que en términos de los
parametros de los hamiltonianos anteriores es

L=\ (h—z)m, (6.6)

mg

con A una constante arbitraria adimensional. Vamos a escribir el hamiltonianos (6.2) en
términos de la y:

_ h_; (1 + %) &' (y) — 4@?;@@) — 16gL° (1 + %) o) = Boly).  (6.7)

A este resultado le aplicamos la transformada de Fourier definida como

F(p) = / " dye g (y). (6.8)

o0
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Luego la transformada de Fourier de f'(y) es ipf(p)/h y la de yf(y) es ihf (p). La trans-
formada de Fourier de la ecuacién anterior queda

1 h d ~ h - Bd\?- -
o (1 - zd—p> P*¢(p) + m]?(ﬁ@) — 16gL* (1 - Z@) ¢(p) = E¢(p). (6.9)
Operando llegamos a
: hp? ; 2 3pn } X
169220 5) + (o + 32000 ) 60+ (L= 2~ 1691t ) ) = B

(6.10)
Esta ecuacion no es una ecuacién de Schrodinger ya que aparece un término proporcional
a una derivada de primer orden, sin embargo, podemos eliminar este término realizando
una simple transformacion:

o(p) = P2 (p). (6.11)

La condicién para que Q(p) cumpla que la ecuacién en ®(p) no tenga un término con una

derivada primera es
2L 1 3

WP S

Sustituyendo esta expresién para (), se obtiene la ecuacién de Schrédinger para ®(p):

(6.12)

4

hp P
— 16gL*h*®" — d(p) = ED(p). 1

Finalmente, hacemos la siguiente sustitucion para reemplazar la variable p, que tiene
unidades de momento, por z, que es una variable de coordenadas con unidades de longitud

p = zL+\/32mg. (6.14)

La ecuacién de valores propios resultante, en el eje z real, es

_ %Cb"(z) + <_h\/%z + 4gz4> O(z) = EP(2). (6.15)

Se puede observar como este problema de autovalores tiene la misma estructura que el
problema (6.3) y esto se ha obtenido de manera exacta, sin hacer ninguna aproximacién.
Si bien, cabe destacar que la coordenada z a pesar de tener dimensiones de longitud, no
es una coordenada espacial convencional porque es impar bajo inversiéon temporal, ya que

, . . - d
estd construida a partir de p(p = zh@).

El potencial ha adquirido un término lineal y dado que este término lineal es propor-
cional a h, podemos considerar este término como una anomalia cuantica en la paridad.

6.1. Anomalia en la paridad

En efecto, esta anomalia es algo puramente cuantico. En general, una anomalia es un
efecto puramente cuantico (no clésico) si esta se desvanece en el limite clasico & — 0. El

4Téngase en cuenta que la variable p que aparece en esta ecuacién no es la misma que la variable p
utilizada en (6.2). Aqui representa a un operador p = —ihdiy, mientras que en (6.2), p = —ih%.
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término lineal no tiene un anélogo clasico porque las ecuaciones clasicas de movimiento
son simétricas por paridad.

Tal y como hemos dicho anteriormente, (6.2) no respeta la paridad. Esta violacién
de la simetria de paridad es sutil porque esta contenida en las condiciones de frontera
que las funciones propias de la ecuacion de Schrodinger deben satisfacer. Dado que estas
condiciones de contorno se dan en |z| = oo, la violacién de la simetria de paridad no es
detectable en ningin dominio finito del plano complejo x y, como el movimiento clasico
es un fenémeno local, un particula clasica que se mueve bajo la influencia de este ha-
miltoniano actuard como si estuviera sujeto a fuerzas simétricas de paridad. La particula
cldsica no puede sentir la influencia de las condiciones de frontera cuantica impuestas en
|z| = 00, solo una particula cudntica se ve afectada por la violacién de simetria de paridad.

Para establecer la equivalencia entre los hamiltonianos en (6.2) y (6.3) ha sido nece-
sario realizar una transformada de Fourier. Esta transformacion lleva el punto x = oo
al punto en p = 0, y esto explica la presencia del término que viola la paridad lineal
en el potencial de (6.3). La violacién de la paridad es ahora un efecto local visible en el
hamiltoniano H.

En su articulo de 2008 [12], Bender et al. establecieron una de las consecuencias directas
de la anomalia en la paridad que es la aparicion de estados fundamentales, es decir,
espectros acotados inferiormente.

7. Mecanica cuantica P7 simétrica

Tras este estudio de algunos hamiltonianos, mas exhaustivo para el hamiltoniano de-
pendiente de € (2.30), podriamos preguntarnos si el espectro real y positivo de energias
es una mera causalidad matematica que se da para ciertos hamiltonianos o si podemos
construir una teoria fisica de la mecanica cuantica a partir de la simetria PT .

Una teorfa fisica cuantica debe cumplir: en primer lugar, el espectro de energias debe
estar acotado por debajo, en segundo lugar, tener unos vectores de estado en el espacio
de Hilbert H que estén dotados de un producto interno que tiene una norma positiva y en
tercer lugar, que su evolucién temporal sea unitaria. La condiciéon de H = H garantiza
estos requisitos y en esta seccién explicaremos como sustituir esta condicién por la de un
hamiltoniano que tenga una simetria P7 no rota.

7.1. Formalismo para una teoria cuantica definida por un ha-
miltoniano hermitico

Con el fin de comparar, resumiremos en esta subseccion el procedimiento que se sigue al

analizar una teoria definida por un hamiltoniano hermitico convencional y en la siguiente

subseccién repetiremos el procedimiento para un hamiltoniano no hermitico, tal y como
hizo Bender en [6].

(a) Funciones propias y valores propios de H. Dado el hamiltoniano H se puede escribir
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo asociada con H y calcular los
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valores propios y las funciones propias v, (x). Por lo general, este calculo es dificil
realizarlo analiticamente, por lo que debe hacerse numéricamente.

Ortogonalidad de las funciones propias. Debido a que H es hermitico, sus autofuncio-
nes seran ortogonales con respecto al producto interno usual,

(6 = / " (o)) (7.1)

La ortogonalidad implica que el producto interno de dos funciones propias ¢, (x) y
¥m(x), asociadas a diferentes valores propios F,, # E,,,sea nulo:

(Pn|thm) = 0. (7.2)

Ortonormalidad de las funciones propias. Como el hamiltoniano es hermitico, la nor-
ma de cualquier vector es positiva. Esto significa que podemos normalizar las funciones
propias de H, de modo que la norma de cada funcién propia sea la unidad

Completitud de las funciones propias. Las funciones de onda forman una base del
espacio de Hilbert. Esto significa que cualquier vector y en el espacio de Hilbert
puede expresarse como una combinacion lineal de las funciones propias de H:

n=0

Con esta base podemos definir la relacién de completitud o de cierre del espacio de
Hilbert usando la delta de Dirac en el caso continuo o la de Kronecker en el caso

discreto
o0

[Un(2)]" (') = 6(z — o). (7.5)

n

Reconstruccion del hamiltoniano H vy la funcion de Green G, y cdlculo de la funcion
Zeta espectral. La matriz hamiltoniana en el espacio de coordenadas tiene la forma:

[Un ()] o (2") B = H(z, ). (7.6)

NE

Il
o

n

La funcién de Green viene dada por:

1

[Vn ()] wn@’)E—n = G(z,2'). (7.7)

NE

3
Il
o

La funcién de Green es la matriz inversa del hamiltoniano en el sentido de que

/d:):'H(x, G2 2") = o0(x — 2"). (7.8)
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La férmula para la funcién de Green (7.7) nos permite calcular la suma de los inversos
de los valores propios de la energia. Simplemente establecemos = = 2z’ en (7.7), inte-
gramos con respecto a x, y usando la condicién de normalizacién de (7.3) obtenemos

el resultado
=1
/de(x,x) = Z B (7.9)

n=0

La suma en el lado derecho de (7.9) se llama funcién zeta espectral. Esta suma es
convergente si los niveles de energia F, aumentan més rapido que linealmente con n.

(f) La evolucion temporal es unitaria. Este punto estd desarrollado en el apartado 2.1.2

(g) Observables. Un observable esta representado por un operador hermitico lineal. El
resultado de la medida de esa magnitud fisica es uno de los valores propios reales de
dicho operador.

(h) Otros. Se pueden estudiar varios temas adicionales, como el limite clésico, densidad
de probabilidad y de corrientes, calculos de teorias de perturbaciones, etc.

7.2. Formalismo para una teoria cuantica definida por un ha-
miltoniano P7T simétrico

La teoria cuantica P7T simétrica no esta en conflicto con la teoria cuantica convencio-
nal; mas bien, es una generalizacion de la misma. Un importante descubrimiento reciente
con respecto a la teoria cudntica P7T simétrica es que si la simetria PT de la teoria
cudntica no se rompe, existe un espacio de Hilbert (métrica positiva) [13]. Este descu-
brimiento mostré que cuando la simetria P7T no se rompe, la teoria posee una simetria
oculta representada por un operador lineal C, que conmuta con el hamiltoniano. Repre-
senta un nuevo nimero cuantico observable relacionado matematicamente con la simetria
particula-antiparticula.

A la hora de describir la teoria, la novedad es que no conocemos a priori la definicion del
producto interno, como lo hacemos en el caso de la mecanica cuantica hermitica habitual.
A continuacién se explica el procedimiento andlogo al realizado en el apartado anterior.

(a) Funciones propias y valores propios de H. Esto ha sido tratado es la Sec. 5.

(b) Ortogonalidad de las funciones propias. Para probar la ortogonalidad de las funciones
propias, se debe especificar un producto interno. Por analogia al caso hermitico, uno
podria pensar que como el producto interno en (7.1) es apropiado para hamiltonianos
hermiticos (H = H'), una buena eleccién para un producto interno asociado con un
hamiltoniano PT simétrico (H = H””) podria ser

(1) = / dxl (@) p(z) = /C dx(—2)] o(z), (7.10)

donde C es un contorno contenido en las cunas de Stokes. Sin embargo, esta suposicion
de un producto interno no es correcta para formular una teoria cuantica valida porque
la norma de un estado no es necesariamente positiva.
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(c)

El producto interno CPT . Para construir un producto interno con una norma positiva
para un hamiltoniano no hermitico con una simetria P7 no rota, es necesario construir
el operador C' mencionado anteriormente y debe conmutar tanto con H como con P7T.
El producto interno con respecto a la conjugacién CP7T se define como

($]6)°PT = / AP (2)p(x), (7.11)

donde ¢°P7 (z) = [da'C(x,2")¢*(—2’). Demostraremos mds adelante que este pro-
ducto interior satisface los requisitos para que la teoria cuantica definida por H tenga
un espacio de Hilbert con una norma positiva y una evolucién temporal unitaria, pero
antes debemos demostrar cémo normalizar.

Normalizacion PT simétrica de las funciones propias y la extrana relacion de com-
pletitud. Demostramos en (3.10) que las funciones propias ¢, (z) de H también lo son
del operador PT con autovalor A = ¢, donde \ y a dependen de n, \, = €*». No
olvidemos que esto era asi para valores positivos de € en el hamiltoniano

H = p* + 2%(iz)". (7.12)

Sin pérdida de generalidad para cada n, esta fase puede ser absorbida reescalando
on(T) — e~tan/2y) - de modo que el nuevo valor propio es la unidad. También se
pueden demostrar tanto numéricamente como analiticamente que el signo algebraico
de la norma PT de ¢,(x) es (—1)". Por tanto, definimos las funciones propias de
modo que las normas P7T son exactamente (—1)"

/ 0z [ (@) flz) = / 0 [ —2)]" dula) = (1) (7.13)
C C

donde el contorno C' se encuentra en las cunas de Stokes que se muestran en las
figuras de la Sec. 5. En términos de estas funciones propias P7T normalizadas hay una
relacion simple pero inusual, de completitud:

o0

D (1) dn(@)pn(a’) = 6z — ). (7.14)

n=0

Este es un resultado no trivial que se comprobd numéricamente y finalmente, una
prueba matematica se dio en [14]. Con respecto a este producto interior las funciones
propias del hamiltoniano deben satisfacer:

(Pml|Pn) = (=1)"0mn. (7.15)

Representacion en el espacio de coordenadas de H y G y la funcion espectral Zeta. A
partir del enunciado de completitud en (7.14) podemos construir representaciones de
los operadores lineales en el espacio de coordenadas. Por ejemplo, la representacion
del operador de paridad en el espacio de coordenadas es P(x,z') = d(x + '), tenemos

[e.9]

Plz,a') = (=1)"¢n(z)dn(—2"). (7.16)

n=0
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También podemos construir las representaciones en el espacio de coordenadas del
hamiltoniano y de la funcién de Green,

H(x,2') =) (=1)"Enn(x)n (@), (7.17)
Gl.a') = (1) 56 (2): (') (7.18)

Usando (7.14) es sencillo mostrar que G es la funcién inversade H: [ da'H (z,2')G(2/,2") =
d(x — 2'). Para la clase de hamiltonianos P7T simétricos que hemos estudiado (7.12),
esta ecuacién toma la forma de una ecuacion diferencial para G(x,z’):

(—d—2+x< o)) Glay) = ol = ). (7.19)

dz?

La ecuacién (7.19) se puede resolver en términos de las funciones de Bessel en cada
una de las dos regiones, r > 2’ y x < 2’. Luego, las soluciones se pueden unir en 2 = x’
para obtener una expresién para G(z,z'). Finalmente, se usa (7.9) para encontrar un
férmula exacta para la funcion zeta espectral para todos los valores de e:

> L ()T ()T (65)

COS ( 2?;?8 ) sin ( 4+6)

cos <4+25) sin (4+e)

(7.20)

4+42e€

(4+e)™T ()T (32)

4+-€ 4+4€

(f) Construccion del operador C. La mayor dificultad con la que nos encontramos a la
hora de formular la teoria cuantica es que el espacio de Hilbert esta lleno de estados
propios de energia, de los cuales la mitad tiene norma 1 y la mitad tiene norma —1.
La norma de los estados conlleva una interpretaciéon probabilistica y una probabili-
dad negativa no tiene sentido. El problema de los autoestados de energia con norma
positiva y norma negativa es andlogo al problema que Dirac encontré al formular la
ecuacién de onda en teorfa cudntica relativista [15]. Para solucionar este problema,
Dirac interpreté los estados con norma negativa en términos de antiparticulas.

Como se ha mencionado, se observa que en cualquier teoria que tenga una simetria
PT no rota existe una simetria adicional del hamiltoniano representada con el ope-
rador lineal C. Esta simetria estd conectada con el hecho de que hay igual niimero de
estados con norma positiva y con norma negativa [13]. Podemos construir el operador
C explicitamente en términos de los estados propios de energia del hamiltoniano. La
representacion en el espacio de posiciones:

= du(@)n (). (7.21)

Obsérvese que esta ecuacion es idéntica al enunciado de completitud en (7.14) excepto
que no aparece el factor (—1)". De las ecuaciones (7.14) y (7.15) podemos verificar
que el cuadrado de C es la unidad (C* = 1):

/dx’C(x, 2)C(x', ") = o(x — o). (7.22)
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Como C? = 1, los valores propios de C son £1. C conmuta tanto con el hamiltoniano
H y el operador P T, por tanto las funciones propias de H tienen valores definidos de C.

Ademas,

Con(z) = / dyC(z,y)én(y)
S (7.23)
=Y 6@ [ Aaont) = (17 60(0).

Este nuevo operador C se parece al operador de conjugacion de carga en teoria cuanti-
ca de campos. El operador C es el observable que representa la signatura de la norma
PT de un estado.

Los dos operadores P y C son raices cuadradas distintas del operador unitario §(z—zx').
De hecho, el operador paridad P es real y C es complejo. Ademas, estos dos operadores
no conmutan; especificamente,

(CP)(w,2") =D dul®)du(—2"), (7.24)

mientras que

(PC)(x,2") =Y du(—2)dn(a). (7.25)
No obstante, C si conmuta con PT.

(g) Norma positiva y unitaridad en mecdnica cudntica PT simétrica. Teniendo construido
el operador C, podemos usar el nuevo producto interno CP7T definido en (7.11). El
operador de evolucién temporal es /! y como H conmuta con P7 y con CPT, tanto
el producto interno PT y el producto interno CP7T permanece invariante en el tiempo
a medida que evolucionan los estados. Sin embargo, a diferencia del producto interno
PT, el producto interno CP7T es definido positivo porque C aporta un factor de —1
cuando actia sobre estados con norma P7T negativa. En términos del conjugado CPT,
la condicién de completitud es

> 6u(@) [CPT ¢u(a))] = 6(x — /). (7.26)

7.3. Comparacion de ambas teorias

En la formulacion de una teoria cudntica definida por un hamiltoniano hermitico, el
espacio de estados de Hilbert se especifica incluso antes de que se conozca el hamiltoniano.
El producto interno (7.1) se define con respecto a la conjugacién hermitica (conjugacién
compleja y transposicion), luego se elige el hamiltoniano, y los autovectores y autova-
lores del hamiltoniano estan determinados. Por el contrario, el producto interno de una
teoria cuantica definida por un hamiltoniano P7 simétrico depende del hamiltoniano en
si mismo y por lo tanto, se determina a medida que se va estudiando. Uno debe calcular
los autoestados de H antes conocer el espacio de Hilbert y el producto interno asocia-
do de la teoria, ya que el operador C se define y construye en términos de los estados
propios del hamiltoniano. El espacio de Hilbert, que consta de todas las combinaciones
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lineales complejas de los estados propios de H, asi como el producto interno CPT, estan
determinados por estos autoestados. El operador C no existe como una entidad distinta
en la mecanica cuantica con hamiltonianos hermiticos. De hecho, si permitimos que el
parametro € en (7.12) tienda a 0, el operador C en este limite se vuelve idéntico a P y el
operador CPT se convierte en 7. Por lo tanto, el producto interno definido con respecto
a la conjugacion CPT se reduce al producto interno de la mecanica cudntica convencional
y (7.14) se reduce a la habitual relacién de completitud (7.5).

Finalmente, en la mecanica cuantica habitual, la integral del producto interno debe
tomarse a lo largo del eje real, sin embargo, el producto interior CP7T es independiente
de la eleccion del contorno de integracion C', siempre que C' se encuentre dentro de las
cunas de Stokes asociadas con las condiciones de contorno para el problema de los valores
propios.

7.4. Observables

En la mecanica cuantica ordinaria la condiciéon para que un operador lineal A sea un
observable es que A = A'. En mecénica cuantica P7 simétrica la condicién equivalente
es que el operador A debe obedecer la condicién AT = CPTACPT, donde AT es la
transpuesta de A. Esta condicion también garantiza que el valor esperado de A sea real.
El propio operador C satisface este requisito, por lo que es un observable. El hamiltoniano
es un observable en ambas teorias, en cambio, los operadores posicion y momento lineal
no lo son en mecdnica cudntica P7T simétrica.

8. Ejemplo ilustrativo de una matriz 2 x 2 de un ha-
miltoniano P7T simétrico

En esta seccién usaremos un modelo simple, tratado en [16], para explicar de manera
intuitiva una transicién de fase P7T y para ilustrar la construcciéon de una teoria cudntica
descrita por un hamiltoniano P77 simétrico.

Supongamos una caja en la que esta entrando energia. El ha- CAJA1
miltoniano de este sistema se puede representar con una matriz
1 x1:
H = la+ib], (8.1)

donde b representa la ganancia del sistema. Este hamiltoniano es
obviamente no hermitico. Si la energia estuviera saliendo de la
caja tendriamos H = [a — ib], de forma que si tuviéramos dos
cajas como en la Fig. 16a, el hamiltoniano correspondiente se
podria representar con la siguiente matriz 2 x 2:

H:{C“Lib 0 } (8.2)

Figura 15: Caja que
absorbe energia.

0 a—1ib

Este hamiltoniano es P7T simétrico, ya que al aplicar el operador paridad intercam-
biariamos las cajas de lugar

P:H H (8.3)
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y el operador inversién temporal corresponde a tomar el complejo conjugado.

CAJA1 CAJA1

CAJA2 CAJA2

(a) Sistema de dos cajas. La caja 1 es un su- (b) Sistema de dos cajas (sumidero y fuente)
midero de energia y la caja 2 emite energia.. de energia acopladas.

Figura 16: Sistemas de dos cajas PT simétricos.

A pesar de ser PT simétricos, los valores propios de (8.2) son complejos, por lo que el
sistema se encuentra en una fase de simetria P7 rota. El sistema de dos cajas puede
alcanzar el equilibrio si acoplamos las cajas como se indica en la Fig. 16b, lo que se podria
interpretar como una pipeta que une las dos cajas. Este acoplamiento permite que el
exceso de energia en la caja de la izquierda pase a la caja de la derecha. Escribiendo los
elementos de la diagonal en forma polar, el hamiltoniano del sistema seria

. re g
S (5.4

donde ¢ mide la intensidad del acoplo. Las autovalores del hamiltoniano son los que
cumplen la ecuacién secular real:

Ey =rcosf £ (¢° — r’sin’ 8)1/2 : (8.5)

Visto este resultado, hay claramente dos regiones a considerar: una para la cual la raiz
cuadrada en (8.5) es real y la otra para la cual es imaginaria. Los autovalores se se vuel-
ven reales si g2 > r2sin®0, por lo tanto, si el acoplamiento es lo suficientemente fuerte,
el exceso de energia en la caja de la izquierda puede fluir hacia la caja de la derecha lo
suficientemente rapido como para que el sistema permanezca en equilibrio. Cuando esto
sucede, el sistema estd en una fase P7T no rota. Cuando ¢? < r2sin?6, los valores propios
forman un par conjugado complejo. Esta es la regién de simetria PT rota. La transicién
de fase entre las fases no rota y rota ocurre cuando la constante de acoplamiento g excede
el valor critico dado por g2 .., = r?sin?0.

Para construir la teoria PT se seguird el procedimiento descrito en [6]. En la regién
PT no rota, los autoestados simultdneos de los operadores H y P7T son

B 1 eia/Z B 7 6—ia/2 8.6
| +>—m e—ia/2 y o —>—m _eia/2 | (8.6)

donde .
sina = —sin 6. (8.7)
g
El producto interno P7 nos da
(EL|EL)TT =41y (BEy|EX)TT =0. (8.8)
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Con respecto al producto interno P7T , el espacio vectorial formado por los estados propios
de energfa tiene una métrica de signatura (4, —).

A continuacién, construimos el operador C usando (7.21):

c— 1 (z'silna 1 ) (8.9)

COS & —7sin o

C es distinto de H y P y tiene la propiedad clave:
C|EL) =+|EL). (8.10)

El operador C conmuta con H y se puede comprobar que C? = 1. Los autovalores de C
son precisamente los signos de las normas P7T de los correspondientes estados propios.
Usando el operador C, podemos construir la nueva estructura interna del producto CPT,

de manera que
(EL|EL)TT =1. (8.11)

Por lo tanto, el espacio de Hilbert bidimensional compuesto por |EL), con el producto
interno (| )P7 tiene la signatura (+,+).

Finalmente, probamos que la norma CP7T de cualquier vector es positiva. Para un

vector arbitrario 1) = ; , donde ¢ y d son nimeros complejos,
[ c s 1 ¢ +idsin
Y= ( d* ) » PTY = ( c* ) v CPTY = cos « < d —icsina > ’ (8.12)
Por lo que
1
(|p)PT = p— e+ d*d+i(d*'d—cc)sinql]. (8.13)
Si escribimos ¢ como ¢ = x + 1y y d = u + v, donde ahora x, y, u y v son reales,
1
(|p)PT = p— (¢° +v* 4+ 2zvsina + y* + v* — 2yusina) (8.14)

es siempre positivo y se anula solo cuando z = y = v = v = 0. Como (u| denota el
conjugado CPT de |u), la condicién de completitud queda

1 0
B B+ 1B = (5 ) (5.15)
Es més, usando el conjugado CPT (E.|, podemos representar C como
C = | (B.] — |E) (E]. (5.16)

En el limite § — 0, el hamiltoniano (8.4) se convierte en hermitico y el operador C se
convierte en el operador paridad P. Por tanto, la invariancia P se reduce a la condicion
estandar de hermiticidad para una matriz simétrica; H = H*.

Este modelo de fuente y sumidero de dos cajas explica lo realizado en el experimento
de la cavidad de microondas descrito en [17]. En este experimento se utilizan dos cavidades
de microondas acopladas (una que contiene una fuente y la otra que contiene un sumidero)
y a medida que se varia el acoplamiento, se observa la transicion de fase P7T . El modelo de
fuente y sumidero también explica los experimentos de éptica de dos canales en [18,19].
En estos experimentos, la luz viaja por un par de guias de ondas acopladas, una con
pérdida y otra con ganancia.
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9. Conclusiones

El estudio de la mecénica cuantica ha estado limitado durante muchos anos por la con-
dicion de hermiticidad del hamiltoniano. Ha sido en los tltimos anos del siglo XX cuando
se empezaron a encontrar espectros reales de energia de hamiltonianos no hermiticos. Es-
tos hamiltonianos son simétricos bajo reflexién espacial P y temporal 7. Los autovalores
de un hamiltoniano hermitico son todos reales, no obstante, los autovalores de un hamil-
toniano P7T simétrico pueden ser reales o complejos dependiendo de si se esta en una fase
PT simétrica, donde las autofunciones de PT coinciden con las de dicho hamiltoniano, o
si se esta en una fase de simetria P7T rota. Esta transicién de fase PT se ha ejemplificado
con dos sistemas acoplados, uno con aumento y el otro con pérdida de energia. Se ha visto
que si este acoplo es lo suficientemente fuerte, el sistema estd en equilibrio y estamos
en una fase PT simétrica y los autovalores son reales. Este sencillo modelo ha servido
para explicar varios experimentos que se han hecho recientemente acerca de la ruptura de
simetria PT.

Se ha visto que los hamiltonianos P7T son una deformacién compleja de los hamilto-
nianos hermiticos. El hamiltoniano H = p? — £ ha sido tratado de manera particular en
este trabajo para demostrar que algunos sistemas fisicos, que podrian parecer inestables,
en el plano complejo pueden ser estables. Extendiendo la mecénica cuantica al plano com-
plejo se consiguen generar nuevas teorias cuanticas P7T simétricas. Estas nuevas teorias
cuanticas no estan en conflicto con la teoria cuantica convencional, son una generalizacion
de esta tltima, ya que la condicién H = H”7 es menos restrictiva que H = H'. Para ver
esto se ha desarrollado un formalismo analogo al de teoria cuantica habitual pero en este
caso con hamiltonianos P7T simétricos.

A lo largo del trabajo se ha demostrado como respetando esta simetria se obtienen
autovalores reales, ademas de preservarse la probabilidad, requisito imprescindible para
una teoria cuantica correcta. También se ha introducido la simetria intrinseca que existe
detrés de una simetria P7T no rota; la llamada simetria C, ya que en fisica de particulas
corresponde al operador conjugacién de carga. Esta simetria fue descubierta recientemente
y es crucial para poder construir un producto interno, el producto CPT, y trabajar con un
espacio de Hilbert cuyos estados tengan norma positiva y sea posible una interpretacion
probabilistica de esta.

Estudiando las familias de autovalores y las condiciones de contorno de varios hamil-
tonianos, se ha demostrado que el nimero de familias de autovalores que puede tener un
hamiltoniano depende de las condiciones de contorno y que por lo tanto, un mismo ha-
miltoniano puede tener distintos espectros de autovalores reales. Ademas, hemos tratado
la aparicién de estos autovalores reales observando trayectorias clasicas cerradas de las
particulas que, junto con la condicion de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld, nos propor-
cionan una férmula aproximada para los niveles de energia.

Es cierto que la simetria P7T inicialmente era un concepto puramente matematico, pero
a partir de 2009 se han realizado multitud de experimentos, muchos de ellos realizados
con la éptica PT, como por ejemplo, los ya mencionados [18,19]. Atin queda mucho por
estudiar en este campo emergente de la fisica y estamos a la espera de desarrollos futuros.
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A. Apéndice A: Operadores hermiticos y autoadjun-
tos

Este apéndice resume los conceptos del articulo [20].

Definicién: Decimos que un operador A con dominio D(A) es hermitico o simétrico
sl:

(Agly) = (0|AY),  V[Y¥),|¢) € D(A) (A1)

Al construir el adjunto se hace sobre el dominio mas amplio posible, por ende, la hermiti-
cidad requiere que D(A) C D(AT) y que AT coincida con A sobre las funciones contenidas

en D(A), o sea ATgp = Ap, ¢ € D(A).

Definicién: Un operador es autoadjunto si este coincide con su adjunto A = Af, y
en particular, D(A) = D(AT).

En definitiva, la diferencia principal es que los dominios de los operadores A y AT de-
ben coincidir, mientras que la hermiticidad solo exige que el dominio de A este contenido

en el de AT,

Hamiltoniano H = p*> — 2*

La particularidad esencial de este hamiltoniano es que el potencial no esté acotado por
debajo. Esto implica que el operador puede no ser autoadjunto. Vamos a demostrar esto
en el espacio de funciones suaves, que decaen rapidamente. En este caso, si inicialmente
definimos H en dicho dominio, el adjunto serd “el mismo” operador (esto es, dado por la
misma férmula) pero en el dominio mas amplio posible

D(H'") = {¢ cDHY: ¢ v - 5 zt¢ € LQ(R)} : (A.2)

Se puede demostrar que este operador ni siquiera es hermitico en este dominio, por tanto,
implica que H no es autoadjunto. Consideremos dos funciones ¢,1 € D(HT). Para que
sea hermitico se tiene que cumplir

(H'¢ly) = (6| H'y). (A.3)
Integrando dos veces por partes el término de la derecha, se obtiene

b

/_OO de(HT¢)* ) = lg% - d(i w+¢*£ +/_OO deo*H. (A.4)

Para que se cumpla (A.3) el término de frontera tiene que hacerse cero para todas las
funciones en el dominio de H,

b
. d¢ dy
lim — —| =0. A.
i, dajwﬂbdx] 0 (A.5)
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Sin embargo, si consideramos la siguiente funcion:

0, r < —N,(N>0),
p(x) =9 9(z), —N <z <N, (A.6)
Lexp (—iz?/3), x> N,

donde se ha elegido g(x) de forma que o(x) pertenezca a D(H') y hacemos ¢ = ¢, el
limite queda:

do* d b T 1 T 1 *7 b
Hm_‘P(ijgO*_(P _ ol T +( ix® + )} e (A7)
b—oo  dx T,

a

El término de frontera no es cero y, por tanto, en este dominio el operador H' no es
hermitico, lo que implica que H tampoco es autoadjunto.
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