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Introduccion

Aunque el término de procesos de ramificacién aparecié posteriormente, la
idea surgi6 a mediados del siglo XIX. Se queria buscar solucién a la extincién
de apellidos de familias influyentes de la aristocracia inglesa. Francis Galton
formulé el problema de la siguiente forma:

Sea N el niumero de adultos varones de una poblacion. En cada gene-
racion, el ag por ciento tiene 0 hijos varones, el ay por ciento tiene 1 hijo
varon, etcétera... Encontrar:

(i) la proporcion de apellidos que se extinguird en r generaciones,

(ii) el numero de personas, dada una generacion, que tendrdn un determi-
nado apellido.

Posteriormente, Henry Watson abordé el problema. De esta forma, sur-
gieron los procesos de Galton-Watson con los que se concluyé, erréneamente,
que todas las familias acabarian extintas.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio detallado de un tipo
de proceso de ramificacién: el proceso de Galton-Watson con espacio de
estados discreto y tiempo discreto e ilustrar los conceptos y propiedades
consideradas.

Entre las diferentes técnicas que se pueden considerar para analizar el
comportamiento de estos procesos estocasticos, hemos elegido trabajar con
la funcién generatriz de probabilidad. La definicién de esta funcién se in-
troduce en los estudios del Grado en Matematicas, pero, no se realiza un
andlisis de sus propiedades. Por ello, se han introducido y demostrado aque-
llas propiedades de la funcién generatriz de probabilidad que permiten ob-
tener caracteristicas de los procesos de ramificaciéon. Por ejemplo, deducir
la distribucién y momentos del tamafo de la poblaciéon en un determinado
instante de tiempo. Por otra parte, se consideran diferentes ejemplos con el
objetivo de ilustrar los conceptos y mostrar la aplicacion de las propiedades
que se consideran a lo largo de la memoria.

El trabajo se ha estructurado en dos capitulos.

En el Capitulo 1, en primer lugar, recordamos la definiciéon de algunos
conceptos basicos necesarios en la memoria, como espacio de probabilidad,
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variable aleatoria, distribucién de probabilidad e independencia y demostra-
mos algunas propiedades que se necesitaran posteriormente. A continuacién,
establecemos la nocién de funcién generatriz de probabilidad y obtenemos
dicha funcién en algunos casos particulares. También enunciamos y demos-
tramos propiedades de la funcién generatriz de probabilidad ttiles a la hora
de estudiar los procesos de ramificacién. Por tdltimo, definimos las sumas
aleatorias de variables aleatorias y expresamos su funcién generatriz de pro-
babilidad en términos de las funciones generatrices de probabilidad de las
variables aleatorias que intervienen en dichas sumas.

En el Capitulo 2, en primer lugar, definimos el concepto de proceso
estocastico y realizamos una breve introduccién histérica de los procesos
de ramificacién. A continuacién, definimos un caso particular de proceso
de ramificacién que es el que analizaremos. Consideramos simulaciones de
algunos casos particulares de estos procesos de ramificacion con el objeti-
vo de ilustrar su comportamiento. Estas simulaciones se han realizado con
RStudio. Posteriormente, analizamos la distribucién de probabilidad de las
variables aleatorias que representan el tamano de la poblacién en cada ins-
tante de tiempo y sus momentos, la esperanza y la varianza. Finalmente,
introducimos el concepto de probabilidad de extinciéon de un proceso de ra-
mificacion. Demostramos propiedades ttiles que permiten obtener este valor
y las aplicamos al estudio de ejemplos concretos, relacionandolas con las si-
mulaciones realizadas anteriormente. Por tltimo, desarrollamos un ejemplo
practico aplicando los resultados destacados del capitulo.

La memoria se completa con una Bibliografia que contiene las referencias
que se han utilizado para elaborarla. Hemos utilizado la norma APA en su
formato.



Capitulo 1

Funcion generatriz de
probabilidad

En este capitulo, introduciremos conceptos y propiedades de la Teoria de la
probabilidad que seran ttiles a la hora de estudiar o analizar en el siguiente
capitulo un tipo de proceso estocastico, los procesos de ramificacion.

Concretamente, en el apartado 1, recordaremos algunos conceptos y pro-
piedades de la Teoria de la probabilidad que se utilizardn a lo largo de la
memoria. En los siguientes apartados, se recordard la definicién de funcién
generatriz de probabilidad y se introduciran y analizardn propiedades de
la funcién generatriz de probabilidad ttiles para el estudio de los procesos
de ramificacién. A la hora de realizar las demostraciones, se ha intentado
utilizar la definicién de la funcién generatriz de probabilidad en lugar de ex-
presar la funcién generatriz de probabilidad como una esperanza matematica
y utilizar las propiedades de la esperanza.

Para la realizacién de este capitulo, nos hemos basado fundamentalmente
en las referencias [2, 3, 4] de la bibliografia.

1.1. Preliminares

En este primer apartado, vamos a definir conceptos basicos y establecer
algunas propiedades que utilizaremos a lo largo de la presente memoria.

Comenzamos recordando los conceptos de espacio de probabilidad, pro-
babilidad condicionada, tribu generada, m-clase, variable aleatoria y distri-
bucién de probabilidad de una variable aleatoria.

Definicién 1.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F, P) tal
que  es un conjunto, F es una familia de subconjuntos de 2 (F C P(Q2))
que tiene estructura de tribu o o-algebra y P es una probabilidad sobre el
espacio medible (2, F). Es decir, F satisface:

(i) Qe F.
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(ii) VA € F = A€ € F. Es decir, la familia es cerrada para la complemen-
tacion.

oo
(iii) VA1, As,... € F = |J A; € F. Es decir, la familia es cerrada para
i=1
uniones numerables.

y P:F — [0,1] es una funcién que satisface los siguientes axiomas:
(i) P(Q) =1.

(ii) VA, As,... € F: AiﬂAj = @, Vi, j € {1,2, }, 1#£j= P(Z;ﬁl Al) =
o2, P(A;), donde > 2, A; denota la unién disjunta de los sucesos
A, Ag, ...

Definicién 1.1.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Entonces, dado
un suceso B € F tal que P(B) > 0, para cada suceso A € F se define la
probabilidad condicionada de A dado B como:

P(ANB)

P(AIB) = =555

Definicién 1.1.3. Sea Q un conjunto y C C P(£2). Entonces la tribu gene-
rada por C es la minima tribu que contiene a C y se denota por ¢(C).

Observacion 1.1.1. Se puede demostrar que esta tribu siempre existe.

Definicién 1.1.4. Sea © un conjunto y C C P(Q2). Entonces se dice que C
es una 7m-clase si VA, B € C, entonces AN B € C. Es decir, C es una familia
cerrada para intersecciones finitas.

Definicién 1.1.5. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Entonces una
variable aleatoria sobre (€2, F, P) es una aplicacién X : 2 — R tal que

VBef=X'B)={weQ:X(w)eB}=(X€B)EF,

siendo g la tribu generada por todos los abiertos de R asociados a la topo-
logia usual, § = o(7,). Es decir, es la menor tribu que contiene a todos los
abiertos.

Observacién 1.1.2. Notar que una variable aleatoria X sobre un espacio
de probabilidad (€2, F, P) es una funcién F/S-medible.

Definicion 1.1.6. Sea X una variable aleatoria sobre el espacio de probabi-
lidad (€2, F, P). Entonces la distribucién de probabilidad de X la denotamos
mediante Px y esta definida de la siguiente forma:

Py :f — [0,1]
B+ Px(B):= P(X Y(B))=P({w e Q: X(w) € B}) = P(X € B).
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Esta funcién determina el comportamiento probabilistico de la variable
aleatoria.

Definicién 1.1.7. Dos variables aleatorias X : (2, F,P) — (R,5) e Y :
(QV, F',P") — (R,f), con funciones de distribucién de probabilidad Px y
P}, respectivamente, se dice que estan idénticamente distribuidas si y solo
si Px = Pj,. Es decir, estan idénticamente distribuidas si tienen la misma
distribucién de probabilidad.

En los procesos de ramificacién considerados en el Capitulo 2 intervienen
variables aleatorias que toman valores enteros no negativos. Estas variables
aleatorias son variables aleatorias discretas cuya definicién damos a conti-
nuacion.

Definicion 1.1.8. Sea X una variable aleatoria. Si el conjunto de valores
que toma X (I'm(X)) es un conjunto finito o infinito numerable, entonces
se dice que X es una variable aleatoria discreta.

Si consideramos una variable aleatoria tal que el conjunto Im(X) es finito
o infinito numerable, entonces la siguiente propiedad nos proporciona una
condicion sencilla necesaria y suficiente para justificar que es una variable
aleatoria.

Proposicién 1.1.1. Si Im(X) es un conjunto finito o infinito numera-
ble, entonces X es una variable aleatoria sobre el espacio de probabilidad

(Q,F,P) siysolosi(X=k)eF,VkeIn(X).

Demostracion. Suponemos primero que X es una variable aleatoria sobre el
espacio de probabilidad (€2, F, P). Es decir, X~!(B) € F,VB € .
Sea k € Im(X). Entonces como {k} es un cerrado en (R, 7,), {k} € .
Por tanto, X 1({k}) = (X = k) € F, Vk € Im(X).
Por otro lado, suponemos que (X = k) € F,Vk € Im(X).
Sea B € 3. Como Q = Upepp(x)(X = k), entonces:
X 1(B) = {w € Q: X(w) € BY N (Uerm (X = )
= Ukermx)({w € Q: X(w) € B} n{w € Q: X(w) =k}) (1.1)
= Ukermx)nB(X = k) € F,
dado que Im(X)N B C Im(X) es un conjunto finito o infinito numerable y
F, por ser tribu, es cerrada para uniones numerables. O

Definicion 1.1.9. Sea X una variable aleatoria discreta. Entonces se deno-
mina funcién de masa (de probabilidad) de X a la siguiente aplicacion:

px R —[0,1]
z = px(z) == P(X = ) = P(X"'({z})) = Px({z}).

La funcion de masa de X satisface las siguientes propiedades:
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» Vo ¢ Im(X), px(z) = P(X =x)=P(0) =0.

" D vetm(x) Px (@) = Xiemx) P(X = @) = P(Ugerm(x)(X = ) =
=Py =1

Observamos que la funcién de masa de probabilidad determina la distri-
bucién de probabilidad de la variable aleatoria. En efecto, VB € 3:

Px(B) = P(X™(B)) = P(Uerm(x)np(X = k)
= Y PX=k= > pxh) (12)

keIm(X)NB keIm(X)NB

En la segunda igualdad se ha utilizado (1.1).

A continuacion, vamos a definir la esperanza y la varianza que son valo-
res que proporcionan informacién sobre el comportamiento de una variable
aleatoria.

La definicién de esperanza mateméatica (media o valor medio) de una
variable aleatoria la daremos solamente para variables aleatorias discretas
no negativas que son las variables aleatorias que intervienen en los procesos
de ramificacién que consideramos en el Capitulo 2.

Definicion 1.1.10. Sea X una variable aleatoria discreta no negativa sobre
el espacio de probabilidad (€2, F, P). Entonces la esperanza matematica de
X (media de X o valor medio de X) se denota mediante la expresién E(X)
(o u) v se define de la siguiente forma:

E(X):= )Y xz-PX=x).

zeIm(X)

La esperanza nos da informacién sobre el valor promedio de la variable
aleatoria.

Teorema 1.1.2. 57 X es una variable aleatoria discreta no negativa y g :
R* — RT es una funcion medible entonces:

EgX)= Y g@)PX=ux)

zeIm(X)

Demostracion. Sabemos que g(X) tiene imagen g(Im(X)). Entonces:

E(gX)= > yPgX)=y= >  yPXecg ')

y€g(Im(X)) y€g(Im(X))

2
Yy oy Y rx=02 Y g@PX=o),
yeg(Im(X)) zelm(X):g(z)=y ze€Im(X)

donde (1) es cierta por (1.2) y (2) se obtiene reordenando los términos de la
serie. t
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Definicion 1.1.11. Sea X una variable aleatoria no negativa con esperanza
finita E£(X) = u. Entonces, se define la varianza de X como:

Var(X) = B((X — n)?).
Su raiz cuadrada positiva se denomina desviacién tipica de X, o0 = 4+/Var(X).

La varianza nos da informacién sobre la dispersién de los valores que
toma la variable aleatoria alrededor de su media.

Observacién 1.1.3. Recordamos que utilizando las propiedades de la espe-
ranza se puede deducir la siguiente expresién que proporciona una férmula
alternativa a la definicién para el célculo de la varianza:

Var(X) = B(X?) - (E(X))%

Finalizamos este apartado recordando el concepto de independencia de
sucesos, de tribus y de variables aleatorias. También mostraremos algunas
propiedades que se utilizaran posteriormente.

Definicién 1.1.12. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {4; : i € I'}
una familia de sucesos. Es decir, A; € F,Vi € I. Entonces los sucesos
{A; : i € I} son independientes si y solo si V.J C I tal que J es finito se
cumple:

P(NicsAi) = [[ P(A)).

icJ

Es decir, la probabilidad de cualquier interseccién finita de sucesos de la
familia es igual al producto de las probabilidades.

Para definir el concepto de tribus independientes se requiere previamente
definir el concepto de seleccion de sucesos.

Definicién 1.1.13. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {F; : i € I'}
una familia de colecciones no vacias de sucesos. Es decir, F; C F, Vi € [.
Entonces una seleccién de {F; : ¢ € I} es una familia de sucesos {F; : i € I}
tal que F; € F;, Vi e I.

Definicién 1.1.14. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {F; : i € I'}
una familia de subtribus de F. Entonces las subtribus {F; : ¢ € I} son

independientes si y solo si cada seleccién de sucesos {F; : i € [} de {F; :i €
I} estd formada por sucesos independientes.

Para definir el concepto de variables aleatorias independientes, previa-
mente se define el concepto de tribu generada por una variable aleatoria.

Definicion 1.1.15. Dada X una variable aleatoria sobre el espacio de pro-
babilidad (2, F, P), la tribu generada por X se denota por o(X) y se define
de la siguiente forma:

o(X)={X"YB):Bep}.
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Observacion 1.1.4. ¢(X) es la menor tribu que hace que X sea una va-
riable aleatoria. Es decir, una funcién o(X)/S-medible.
En efecto:

(i) o(X) es una tribu por satisfacer los axiomas de la definicién de tribu:

» Q€ o(X) dado que 2 = X }(R) con R € 3.

» Si A € 0(X), entonces A = X ~!(B) para algin B € 3. Por lo
tanto, A° = (X1(B))¢ = X }(B¢). Como B € 8y 3 es una
tribu, entonces B¢ € 5. En definitiva, A¢ € o(X).

» Sean Aj, Ay, .. Ay, ... € o(X). Entonces, Vn > 1 existe B, €
B tal que A, = X }(B,). Luego, UX A, = U, X }(B,) =
X—1(wee,B,). Como B,, € 3,¥n > 1,y (3 es una tribu, entonces
UX B, € 8. Asi, US| A, € o(X).

(ii) Sea X : (2, F,P) — R una variable aleatoria. Entonces VB € [
tenemos que X 1(B) € F. Por tanto, o(X) C F.

Definicién 1.1.16. Sea {X; : ¢ € I} una familia de variables aleatorias
sobre un espacio de probabilidad (€2, F, P). Entonces las variables aleatorias
X; son independientes si y solo si las tribus o(X;) = {X; }(B) : B € 8} son
independientes.

Teniendo en cuenta el siguiente teorema cuya demostracién se puede ver
en la pagina 55 de [2] y el lema que establecemos a continuacién deducimos
la siguiente proposicién que resulta de gran utilidad a la hora de garantizar
la independencia de variables aleatorias.

Teorema 1.1.3. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y Ci,Ca,... C
P(Q). SiCy1,Ca, ... son independientes y cada C; es una w-clase, entonces las
tribus o(C1),0(C2), ... son independientes.

Lema 1.1.4. Sean X1, ..., X,, variables aleatorias sobre el espacio de proba-
bilidad (2, F,P) y (X1,..., Xpn) : Q = R™ el vector aleatorio sobre (2, F, P)

(es decir, una funcion F/o(1)}) = B"-medible). Entonces:

o(Ui0(X;)) = o(Xq, ..., Xn),
donde 0(X1, ..., Xy) denota la tribu generada por el vector aleatorio (X1, ..., Xp).
Proposicién 1.1.5. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y

X117 X9 X1n1
Xo1 X2 v Xop,

Xp1 Xio o Xk,
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variables aleatorias sobre (2, F, P) independientes. Entonces las variables
aleatorias:

(X11,X1250-, X107 )
=

Yi = fl(Xll,XlQ,...,Xlnl) - Q0 R™ £> R
X51,X09,...,Xon

Yé = f2(X21,X22,...7X2n2) . (X21 i) 2 2) R"2 ﬁ) R
X 7X 7"'7X n

Vi = fiXit, Xy o Xiny) : 0T g Sy

siendo f1,..., [k, ... funciones ™ /B-medible,..., B™ /B3-medible,..., respecti-
vamente, son independientes.

Demostracion. Las variables aleatorias {X;; : ¢ € N,j € {1,...,n;}} son
independientes si y solo si las tribus {o(X;;) : ¢ € N,j € {1,...,n;}} son
independientes.

Consideramos las tribus o(Uj,0(X5;5)) = (X, ..., Xin,) para i € N.
Estas tribus se pueden reescribir como o(U%,0(X;;)) = o(C;) con C; =
{X7'(B1)N...n X, (Bn,) : Bi,..., Bn, € B} parai € N.

Las familias {C; : i € N} son m-clases. En efecto, sean C; = X;;'(By) N
W NX By, Co= X1 (B))N...n X, [(B),) €Ci, con B;,Bj € B,Vj €
{1,...,n;}. Entonces:

C1NCy=(X;'(B)NX7'(B))N..Nn (X, (Bn,) N X, (B),.))
=X " (BinB)N..n X, (By,NB,,) €Ci,

dado que B; N B;- € B,Vje{l,..,n;}, por ser 5 una tribu.

Las familias {C; : i € N} son independientes. En efecto, sea cualquier
seleccion de sucesos {C; € C; : i € N}, con C; = X;ll(Bil) N...N X%}(Bmi),
Bij € 5,VieN,je{l,..,n;}. Entonces:

n;
P(NicsCi) = P(Nics (ML, X5 (Byy))) g ITIIPx5; (Bi)
ieJ j=1
U P, x ;M (By) = [[ P(C), ¥J C N finito,
ieJ icJ

siendo (1) cierta porque las tribus o(X;;),i € N, j € {1,...,n;} son indepen-
dientes.

Por tanto, por el Teorema 1.1.3, las tribus o(UjZ0(Xy5)) = o(Xin, ..., Xin,),
1 € N, son independientes.

Por otro lado, Vi € N, o(Y;) = o(fi(Xi1, ..., Xin;)) C 0(Xi1, ..., Xin,). En
efecto, sea B € 3. Entonces:

(fi(Xila ,szl))_l(B) = (Xila ,Xml)_l(ffl(B)) c O'(Xil, ---’Xini)a



8 1.2. Funcién generatriz de probabilidad: definicion y ejemplos

dado que como f; es una funcién medible, f;*(B) € g

Por tanto, toda seleccién de sucesos de las tribus o(Y;), ¢ € N, es una
seleccién de sucesos de las tribus o (X1, ..., Xin,), ¢ € N, que son indepen-
dientes. Luego dicha seleccién de sucesos estd formada por sucesos indepen-
dientes. En consecuencia, las variables aleatorias {Y; : ¢ € N} son indepen-
dientes. O

1.2. Funcién generatriz de probabilidad: definicién
y ejemplos

En este apartado definimos la funcién generatriz de probabilidad de una va-
riable aleatoria que toma valores enteros no negativos. Esta funcién va a ser
una herramienta sencilla y muy 1til a la hora de analizar el comportamiento
de los procesos de ramificacion.

Definicién 1.2.1. Sea X una variable aleatoria que toma valores en {0, 1, ...},
con funcién de masa de probabilidad determinada por pr = P(X = k), k €
{0,1,2,...}. Entonces, la funcién generatriz de probabilidad de X se denota
por Gx o GGy estd definida mediante la siguiente expresién:

(e}
Gx(s) = Zpksk
k=0
para todo s € R tal que |s| < px, siendo px el radio de convergencia de la

serie.

Observacion 1.2.1. Sea X una variable aleatoria con funcién generatriz de
probabilidad Gx(s) = 372, pks®. Si |s| < 1, como > 3%, pr = 1, entonces

00 00 .
‘Zpksk‘ < ZPHS!k < Zpk =1.
k=0 k=0 k=0

Es decir, el radio de convergencia de la serie es siempre mayor o igual que 1
(px = 1).

Proposicion 1.2.1. Sea X una variable aleatoria con funcion generatriz de
probabilidad Gx (s) = Y 5o prs®. Entonces, en el intervalo [0,1]:

(i) Gx es una funcion no decreciente.
(ii) Gx es una funcidn conveza.

Demostracion. (i) Si s € [0,1], G'x(s) = Yooy kpes®™! > 0. Por tanto,
Gx es una funcién no decreciente en [0, 1].
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(i) Sis € [0,1], G%(s) = Y22y k(k—1)pgs®=2 > 0. Asf, Gx es una funcién
convexa en [0, 1].

O]

A continuacion vamos a calcular la funcién generatriz de probabilidad
asociada a algunas distribuciones de probabilidad discretas habituales.

Ejemplo 1.2.1. (i) Seann € N, p € (0,1) y X una variable aleatoria tal
que Im(X)={0,1,...,n} y
_ _ (T K n—k
P(X =k)= (k>p (1—=p)" " Vk e Im(X). (1.3)

Es decir, X tiene distribucion binomial de pardmetros ny p (X ~
Bin(n,p)). Entonces:

n

Gx() =3 (Z)m - = (Z) (ps)*(1 - )"

k=0 k=0
(1 —p) +ps),
siendo la igualdad (1) cierta por el desarrollo del binomio de Newton.
Por tanto, px = +oc.
(ii) Sea A € (0,00) y X una variable aleatoria tal que Im(X) = {0,1,2,...}
y

k
P(X =k) = e_A%, Vk € Im(X). (1.4)
Es decir, X tiene distribucion de Poisson de pardmetro A (X ~ P(\)).
Entonces:
N | 1)\ s .
Gx(s) = Ze )‘Esk =e /\ZE()‘S)k = e AeM = AT
k=0 k=0

siendo la igualdad (1) cierta por el desarrollo en serie de la funcién
exponencial. Luego, px = +o00.

(iii) Sea p € (0,1) y X una variable aleatoria tal que Im(X) = {0,1,2,...}
y
P(X =k)=p(1 —p)*, Vk € Im(X). (1.5)

Es decir, X tiene distribucion geométrica de pardmetro p. Entonces:

N _ )Rk — - s P
Gx(S)—kZ:%p(l p) pkzzo((l P9 = T

siendo (1) cierta por ser la suma de la serie geométrica de razén (1—p)s.
Por tanto, se necesita que |(1 — p)s| < 1 para la convergencia de la
serie, es decir, |s| < ﬁ. Luego px = ﬁ(> 1).
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(iv) Sean € N, p € (0,1) y X una variable aleatoria tal que Im(X) =
{0,1,2,...} y

P(X =k) = (” +Z - 1>p"(1 — )k, Yk € Im(X). (1.6)

Es decir, X tiene distribucion binomial negativa de parametros n y p.
Entonces:

siendo (1) cierta dado que los coeficientes binomiales satisfacen la pro-
piedad ("H]:,H) = (=1)*(7"). Por otro lado, teniendo en cuenta el
desarrollo del binomio de Newton generalizado (1+z)" = Y32, (;)z"
sifz| <1lyreR,(2)esciertasi |—(1—p)s| < 1. Por tanto, |s| < l—ip.
Luego, px = ﬁ(> 1).

Observamos que en todos los ejemplos descritos el radio de convergencia
es mayor que 1.

A continuaciéon mostramos las representaciones graficas de las funciones
generatrices de probabilidad obtenidas para algunos valores fijados de los
pardmetros de las distribuciones binomial, Poisson, geométrica y binomial
negativa.

Binomial n=5, p=0.75 Poisson A=0.05

)
Qe+00 1e+06
1 1 1
\
)
15
1
xxx““akx

-1e+06
|
—
0
|

Figura 1.1: Funciones generatrices de probabilidad asociadas a las distribu-
ciones binomial n=2, p=0.75 y de Poisson A=0.05.
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Geométrica p=0.65 Binomial negativa n=3, p=0.65

1.2
L1
\\\\
a4
1
T

04 08
L1 1
1 2
1 1
\\
\\__

Figura 1.2: Funciones generatrices de probabilidad asociadas a las distribu-
ciones geométrica p=0.65 y binomial negativa n=3, p=0.65.

Al realizar las graficas en RStudio ([10]), hemos observado que la forma
general de la funcién generatriz de probabilidad asociada a una variable
aleatoria con distribucién binomial dependia de si n era par o impar. Sin
embargo, todos los ejemplos, incluidos estos dos casos, presentan el mismo
patrén cuando s es positivo.

1.3. Propiedades de la funcién generatriz

Entre las propiedades de las funciones generatrices, en este apartado consi-
deraremos las que necesitaremos a lo largo de la memoria.

En primer lugar, podemos observar que aplicando el Teorema 1.1.2 la
funcién generatriz de probabilidad se puede expresar como la esperanza ma-
temética de una variable aleatoria. En efecto, Gx(s) = E(sX). Esto permite
deducir propiedades de la funcién generatriz de probabilidad a partir de pro-
piedades de la esperanza. Sin embargo, en el presente trabajo se ha realizado
un esfuerzo por demostrar estas propiedades utilizando la Definicién 1.2.1.

Teorema 1.3.1. Sean X e Y variables aleatorias discretas que toman va-
lores en {0,1,2,...} con funciones generatrices de probabilidad Gx y Gy,
respectivamente. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) Gx(s) = Gy(s) para todo s.
(ii) P(X =k)=P(Y =k) para k=0,1,2,...

Es decir, dos variables aleatorias discretas que toman valores enteros no
negativos tienen la misma funcion gemeratriz de probabilidad si y solo si
tienen la misma funcion de masa de probabilidad.
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Demostracion. (ii)=(i) Evidente a partir de la Definicién 1.2.1.

(1)=(ii) Sean Gx(s) = Y. togP(X = k)sk, para |s| < px y Gy(s) =
2o P(Y = k)s*, para |s| < py. En la Observacién 1.2.1 hemos visto

que los radios de convergencia de ambas series cumplen que px, py > 1.
De esta forma, ambas funciones generatrices tienen expansiones uni-

cas en serie de potencias alrededor del origen. Por lo tanto, si Gx(s) =

Yo P(X = k)st = Gy(s) = Yiog P(Y = k)s*, |s| < 1, sus coeficientes

son iguales. O

Asi, deducimos que la funcién generatriz de probabilidad determina la
distribucién de probabilidad de una variable aleatoria.

A continuacién, queremos estudiar la relacién entre la funcién generatriz
de la suma de dos variables aleatorias, Gx .y, y sus respectivas funciones
generatrices de probabilidad, Gx y Gy.

Previamente, recordamos cémo realizar el producto de dos series de po-
tencias.

Lema 1.3.2. Sean > ;2 arst y Yoo bis' dos series de potencias centradas
en s = 0. Entonces:

o0 o0 o0
a3 = s’
k=0 =0 n=0

con ¢n =Y p_o @kbp_k, ¥n > 0.

Ademsds, consideraremos la siguiente propiedad que expresa la distribu-
cién de probabilidad de X + Y en términos de la de X y la de Y cuando X
e Y son variables aleatorias independientes.

Proposicién 1.3.3. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes
que toman valores en {0,1,2,...}. Entonces:

k
P(X+Y =k =) PX=DPY =k-1), Vke{0,1,2,..}.
=0

Demostracion. Sean X e Y variables aleatorias independientes sobre el es-
pacio de probabilidad (2, F, P). Entonces:

(X4+Y =k =X4+Y=kNQ=(X4+Y =k)NUZ,(X =1)
U (X +Y =N =)=U(X=k-1Y =),

siendo la tltima igualdad cierta porque X toma valores enteros no negativos
y, por tanto, k > [.
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Tomamos probabilidades a ambos lados de la igualdad, obtenemos:

k
P(X+Y =k)=P(ULy(X=k-1Y =)= P(X=k-1Y =)
=0

donde hemos utilizado que la unién de los sucesos (X = k —1,Y = 1) es
disjunta y en la ultima igualdad que X e Y son variables aleatorias inde-
pendientes. O

Teorema 1.3.4. 5i X e Y son variables aleatorias independientes que toman
valores en {0,1,2,...}, entonces:

Gx1y(s) = Gx(s)Gy(s), [s| <min{px,py}.

Demostracion. Vamos a desarrolar la expresion para ver que se da la igual-

dad:

k=0 =0
= (X+Y =k)s
k=0

= Gx+v(s), [s| <min{px,py},
siendo (1) cierto por el Lema 1.3.2 y (2) por la Proposicién 1.3.3. O

En el siguiente ejemplo, mostramos cémo utilizar esta propiedad para
obtener facilmente la distribucién de probabilidad de una suma de dos va-
riables aleatorias.

Ejemplo 1.3.1. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes que
toman valores enteros no negativos y tienen distribuciéon de probabilidad
de Poisson de parametros A y p respectivamente, con A € (0,400) y p €
(0,400).

Entonces, por el Teorema 1.3.4, la funcién generatriz de probabilidad de
la variable aleatoria X + Y es:

1
Gx1y(s) = Gx(5)Gy (s) 2 XeDen(s=1) — OG- oy — 4o,

siendo (1) cierta por el Ejemplo 1.2.1.

Ademas, deducimos, por el Teorema 1.3.1, que X + Y es una variable
aleatoria con distribuciéon de probabilidad de Poisson de pardmetro A + p,
con A+ p € (0,400).
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Por 1ltimo, vamos a ver una propiedad que podremos utilizar para calcu-
lar la esperanza y la varianza de una variable aleatoria a partir de su funcién
generatriz de probabilidad.

Teorema 1.3.5. Si X es una variable aleatoria que toma valores enteros
no negativos y tiene funcion generatriz de probabilidad G(s), con radio de
convergencia px > 1, entonces:

E(X(X -1)...(X —r+1))=G"(1).

Demostracion. Sabemos que dentro del intervalo de convergencia, la deriva-
da de la serie es la serie de las derivadas. Ademas, el radio de convergencia
de la serie de las derivadas sigue siendo el mismo. Entonces:

d oo o0
s"pr = s Fpr, = st "pi Is| < px.
=0 k=

ds

Asi, como px > 1, podemos sustituir:

= ikpk = E(X)
k=1

Si seguimos calculando sus derivadas sucesivas, podemos escribir:

oo

G (s) = Zk(kz — 1)k —r+1)s""pp, |s| < px.
k=r

De nuevo, al sustituir, obtenemos:
=> k(k=1)..(k—r+ Dpp = B(X(X = 1)..(X —r +1)).

O]

Observacion 1.3.1. Senalamos que si X toma valores enteros no negativos,
entonces E(X (X —1)...(X —r + 1)) siempre existe.

Corolario 1.3.6. Si X es una variable aleatoria que toma wvalores enteros
no negativos y tiene funcion generatriz de probabilidad G(s), con radio de
convergencia px > 1, entonces:

(i) E(X)=G"(1).
(ii) Var(X)=G"(1)+G'(1) — G'(1)%
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Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia directa del resultado
del Teorema 1.3.5 tomando r = 1.
Veamos la segunda parte:

Var(X) = E(X?) — (E(X))’ = E(X(X - 1) + X) — (E(X))?
—BEX(X-1)+EX)—(EX)*=G"1)+G'(1) - G'(1)>.

En la tercera igualdad se ha utilizado que la esperanza de la suma de dos
variables aleatorias es la suma de las esperanzas. O

Vamos a aplicar el resultado anterior para obtener la esperanza y la
varianza de las variables aleatorias del Ejemplo 1.2.1.

Ejemplo 1.3.2. (i) Sea X una variable aleatoria con distribucion bino-
mial de parametros n € Ny p € (0,1) y funcién generatriz G(s) =
(L =p) +ps)", px = +o0.

Primero, calculamos explicitamente G'(s) y G"(s):
G'(s) =mp((1 =p) +ps)" "y G"(s) = n(n— 1)p*((1 - p) +ps)" 2
Entonces:
E(X)=np(1—p)+p)=np vy
Var(X) =n(n —1)p*((1 — p) + p) + np — (np)*
= (np)* —np® +np — (np)* = np(1 - p).
(ii) Sea X una variable aleatoria con distribucion de Poisson de parametro
A € (0,00) y funcién generatriz G(s) = e*6= | py = +o0.

Primero, calculamos explicitamente G'(s) y G”(s):

G/(S) — Ae/\(s_l) y G//(S) — )\2€>\(S_1).
Entonces:
E(X) = X7D = ) y
Var(X) = 2M7D p A - A2 =\
(iii) Sea X una variable aleatoria con distribucidn geométrica de pardmetro
p € (0,1) y funcién generatriz G(s) = ﬁ, px = ﬁ > 1.

Primero, calculamos explicitamente G'(s) y G”(s):

o —p(=1=p)  p(l-p)
A A G o Rl G s g B R

i) = PA=p)-20-(1-ps)(=(1-p) _ 2p(1-p)’
(1—(1=p)s)?! (1—(1—p)s)
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Entonces: ( )
p(l—p I1—p
E(X) = s = y
P P
2 2 2
2p(1—p)* 1-p (1—p> _(1-p* (1-p) 1-p
s+ - + 5.
P P P

Var(X) =

p? P p

(iv) Sea X una variable aleatoria con distribucidn binomial negativa de
p

pardmetros n € Ny p € (0, 1) y funcién generatriz G(s) = (m)",
px = ﬁ > 1.

Primero, calculamos explicitamente G'(s) y G”(s):

Y T G S R
CO=n (1) AL = A

(n+np"(1 —p)*(1— (1 —p)s)"  (n+1)np"(1 —p)?

R D) A (e (P
Entonces: "1 ) a |
E(X)—npanp == » Zoy
Var(x) = 1);5:”51 —n)? n(lp— p) <n(1p— p)>2
_ (et Yn-p)® mwp(d-p) n*(1-p?® n(l-p)
p? p? p? I

1.4. Sumas aleatorias: definicién y funcion gene-
ratriz

Definicion 1.4.1. Sean N, X1, X, ... variables aleatorias que toman valores
en {0,1,2,...}, definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2, F, P).
Entonces definimos la funcién Y que representa la suma aleatoria de las
variables X1, Xo, ..., X,, ... como la siguiente aplicacién:

N
V=) X:Q0-R

=1
(0 , si N(w)
X1 (w) ,si N(w)

Il
)

wi—Y(w) =1 :
Xi(w)+ -+ Xp(w) ,si Nw)=n
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Podemos comprobar que Y realmente es una variable aleatoria sobre el
espacio medible (€, F).
Sea B € 3. Entonces:

YeB)=YeB)nNQ=Y eB)NUZ(N=1)=UZ,(Y € BN =1)
— (Y € BN = 0)) U (U, (Y € B,N =1)))
=((0eB)N(N=0)U(UZ(X1+ -+ X, € B)Nn(N =1))).

Ahora, (N = k) € F,VEk € {0,1,...}, por ser N una variable aleatoria
sobre (2, F). Ademés, (0 € B) =0si0¢ By (0€ B) =Qsi0 € B,
por lo que como F es una tribu, tenemos (0 € B) € F. Finalmente, como
X1, Xs, ..., Xy, ... son variables aleatorias sobre (£, F), X1+ ...+ X; también
loes VI e {1,2,...}. Por lo tanto (X; + ... + X; € B) € F.

En definitiva, tenemos intersecciones y uniones finitas o numerables de
elementos de F, que es una tribu. Luego deducimos que:

(Y € B)e F.
Es decir, Y es una variable aleatoria sobre el espacio medible (£2, F).

Teorema 1.4.1. Sea N una variable aleatoria que toma valores enteros no
negativos con funcion generatriz de probabilidad Gy, X1, Xs,... una suce-
sion de variables aleatorias que toman valores enteros mo negativos idénti-
camente distribuidas y con funcion generatriz de probabilidad Gx . Ademds,
N, X1, Xo, ... son variables aleatorias independientes. Entonces:

Y =X +Xo4 -+ Xn
tiene funcion generatriz de probabilidad
Gy(s) = Gn(Gx(s)),  |Gx(s)| <pn,

siendo pn el radio de convergencia de la funcion generatriz de probabilidad
GnN.

Demostracion. Calculamos

k=0 k=0

= ip((y = k) N UZL(N =1))s* = iP <©(Y =k N= z>> s
k=0 k=0 =0

=> > P(Y=kN=10s"
k=0 [=0
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=P(Y=0N=0)+> Y P(Xi+-+X,=kN=10s"

k=0 I=1
PN =0+3 PV =03 P(X1+ -+ X, = k)s*
=1 k=0
_ PN =0)+ 3 P(N = )G s 150(5)
=1

® p(v=0)+ i P(N = D)Gx(s) = iP(N — )Gx(s)!
=1 =0

= Gn(Gx(s))

donde (1) es cierto por la Proposicién 1.1.5, que garantiza que N y X +
-+ -+ X son variables aleatorias independientes. (2) es cierto por el Teorema
1.3.4 y (3) por el Teorema 1.3.1. O

Ejemplo 1.4.1. Sea N una variable aleatoria con distribucion de proba-
bilidad de Poisson de pardmetro A, con A € (0, +00). Entonces, su funcién
generatriz de probabilidad es:

GN(S) = 6)\(871)7 PN = +00.

Sea X7, Xo,... una sucesién de variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas con distribucién probabilidad binomial de parametros 1, p, con
p € (0,1). Entonces, su funcién generatriz de probabilidad, Gx, es:

Gx(s)=(1—p)+ps, px=+o0.

Ademsds, N, X1, Xo, ... son variables aleatorias independientes.
Consideramos la variable aleatoria Y = X7 +-- -+ X . Vamos a calcular
su funcién generatriz de probabilidad utilizando el Teorema 1.4.1:

Gy (s) = Gn(Gx(s)) = M(A=p)+ps—1) _ Alp(s—1))
=MD (1= p) 4 ps| < +oo.

Por tanto, deducimos, por el Teorema 1.3.1, que Y tiene distribucién de
probabilidad de Poisson de pardmetro Ap, con A\p € (0,+00). Asi, de una
forma sencilla, hemos deducido la distribucién de probabilidad de una suma
aleatoria de variables aleatorias independientes.



Capitulo 2

Procesos de ramificacion

En este capitulo, estudiamos un caso particular de proceso de ramificacién,
el proceso de Galton-Watson [8]. Este proceso proporciona un modelo ma-
tematico que representa la evolucién de una poblacién a lo largo del tiempo
bajo determinadas condiciones.

Para la realizacion de este capitulo, nos hemos basado en las referencias
[1, 3,4, 5,6, 7,8, 9] de la bibliografia.

2.1. Introduccién: definicién de proceso estocasti-
co

Antes de dar la definicién del proceso de ramificacién que consideraremos,
introducimos un concepto mas general.

Definicion 2.1.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables
aleatorias {X;}er todas ellas definidas sobre un espacio de probabilidad

(Q,F,P).
En un proceso estocéstico intervienen los siguientes elementos:

= El conjunto de valores que toman las variables aleatorias X;, Vi € T.
Este conjunto se denomina espacio de estados del proceso. Lo denota-
mos por E.

= El conjunto 7' que se denomina espacio parametral y representa el
tiempo.

Asi, Vit € T, X, representa el estado del proceso en el instante t y {X; }ier
representa la evolucién del proceso a lo largo del tiempo.

Segun si T es discreto o continuo y E es discreto o continuo, surgen
procesos estocasticos con espacio de estados discreto, en tiempo discreto;
con espacio de estados discreto, en tiempo continuo; con espacio de esta-
dos continuo y tiempo discreto y con espacio de estados continuo y tiempo
continuo.

19
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Ademsds, también se tienen en cuenta las relaciones entre las variables
aleatorias que forman el proceso, apareciendo asi diferentes tipos de procesos
estocasticos.

Por ejemplo, si {X,}nen €s un proceso estocdstico con espacio de es-
tados discreto tal que P(X,, = x,|X1 = z1,...., X1 = 2p—1) = P(X, =
Tn|Xn-1 = Tp-1), VI1,...,2, € E, se dice que el proceso {X,},en es una
Cadena de Markov en tiempo discreto.

En el siguiente ejemplo, vemos un caso particular sencillo de Cadena de
Markov.

Ejemplo 2.1.1. Sean Xy, X1,...,X,,... variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas. Xy toma valores en Z y X; toma el valor 1
o -1 con probabilidad p y 1-p respectivamente, Vi € N.

Sea Y, = Xy +---+ X,,, n > 0. Entonces, se define el camino aleatorio
en los enteros como el proceso estocdstico en tiempo discreto y espacio de
estados discreto {Y}, }n>0.

{Y;}n>0 es una Cadena de Markov en tiempo discreto. En efecto, sean

Y0y -y Yn € 2

P(Yn = yn|YO =Y0y--s Yn_1 = ?/nfl)
PYo =90, Yn-1=Yn-1,Yn = Yn)
PYo =90, Yn1="Yn-1)
P(Xo=vo,-.., Xo+ +Xn-1=Yn-1, X0+ + X = vyn)
P(Xo=y0,....Xo+ 4+ Xn_1=Yn-1)
P(Xo=90,---»Xn-1=¥Yn-1—Yn-2,Xn = Yn — Yn—1)
P(Xo =90, Xn-1="Yn-1— Yn—2)
W) P(Xo=wy0) - P(Xn1=Yn1—Yn2)P(Xpn = yn — Yn_1)
a P(Xo=1yo) - P(Xn-1=Yn-1—Yn—2)
= P(Xp = Yn — Yn—1)

P(Yn = Yn, Yn—l = yn—l)
P(Yn1=yn1)
 P(Xp=Yn—Yn-1,Yn-1=Yn-1)
a P(Yp-1=1yn-1)
@ P(Xn=Yn —Yn-1)P(Yn-1=yn-1)
; P(Yo-1=yn-1)
siendo (1) cierta por la independencia de las variables aleatorias Xy, ..., X,
y (2) por la Proposicién 1.1.5.

P(Yn = yn‘Yn—l = yn—l) =

= P(Xn =Yn — yn—1>a

2.2. Introduccion histérica

A mediados del siglo XIX, existia una preocupacion social por la disminucién
de apellidos provenientes de familias de la aristocracia inglesa. En general,
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inquietaba la posible desapariciéon de los apellidos de familias influyentes
historicamente en la sociedad.

Francis Galton intenté abordar el problema. Tras algunas propuestas im-
precisas, decidié publicarlo en un periddico matematico, Educational Times,
en 1873. Relacioné la desapariciéon de apellidos con el tamano de la descen-
dencia de estas familias, en concreto, el nimero de hijos varones. Galton se
pregunté cuantos hijos varones (de media) deberia tener cada familia en una
generacién para que el apellido no desapareciera.

Henry William Watson fue el primero en intentar resolver el problema
formulado por Galton. Posteriormente, juntos estudiaron estos procesos, co-
nocidos como los procesos de Galton-Watson, y escribieron un articulo al
respecto, [8], en 1875. Se consideraron las siguientes suposiciones:

= Inicialmente, cada individuo tiene un apellido distinto.

= La probabilidad de que un adulto varén tenga k hijos varones, con
k € NU {0}, permanece constante.

= Las generaciones no se superponen.

Con este modelo, se concluy6 que los apellidos de todas las familias se ex-
tinguirfan, incluso cuando de media, el tamano de la poblaciéon aumentaba
de generacién en generacién.

Aunque las conclusiones de Galton y Watson no fueron muy acertadas,
supusieron un incentivo para otros cientificos que posteriormente abordaron
el problema. Ademads, a partir de sus ideas y suposiciones, nace el concepto de
procesos de ramificacién, que definiremos matematicamente en el siguiente
apartado.

2.3. Definicion matematica de un proceso de ra-
mificacién
Ahora, para definir los procesos de ramificacién se consideran las siguientes
hipétesis:
» Los individuos se reproducen independientemente unos de otros.

= El nimero de descendientes de cada individuo son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas.

Consideremos un proceso que se inicia con un individuo (0-ésima gene-
racién). Cada individuo vive una unidad de tiempo en la que da lugar a un
nimero de descendientes y muere. El nimero de descendientes de un indi-
viduo toma los valores 0,1, 2, ... y la probabilidad de tener k descendientes

€S Pk-
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Definicion 2.3.1. Un procesos de ramificacion es un proceso estocéstico
{Zn}nZO tal que

Zo =1
Z1 =Xo1
Z1
Zy =Y Xy
j=1

anl
Zn: § anl,j
i=1

donde Xjj, 4,5 € NU {0} son variables aleatorias independientes, idéntica-
mente distribuidas que toman valores en {0, 1,2, ...} y representan el nimero
de descendientes del j-ésimo individuo de la i-ésima generacion. Por tanto,
Zy, es el tamano de la poblacién en el instante n (n-ésima generacién).

Observacién 2.3.1. Un proceso de ramificacion es un proceso estocastico
en tiempo discreto T = {0,1,2,...} y con espacio de estados discreto F =

0,1,..).

A continuacion, vamos a estudiar algunos ejemplos de procesos de rami-
ficacion.

Ejemplo 2.3.1. En estos ejemplos vamos a considerar algunas simulaciones
de procesos de ramificacién, realizados con RStudio ([10]).

(i) Sea {Z,}n>0 un proceso de ramificacién tal que las variables aleatorias
X, tienen distribucién de probabilidad binomial de parametros 2 y p,
conp € (0,1),Vi,j € NU{0} definida en (1.3). Es decir, cada individuo
tiene 0, 1 o 2 descendientes.

Para realizar las simulaciones, hemos utilizado el siguiente cédigo de
[11] que comentamos a continuacién:

Z<-1

Z[0]=1

m=2

p=0.7

n=20
Z[1]=rbinom(Z[0] ,m,p)
for (i in 2:n)
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if (Z[i-1]1==0) {Z[i]=0} else
{
x=rbinom(Z[i-1] ,m,p)
Z[il=sum(x)
}
}
Z

plot(Z,type="1",col="blue",ylab="Z_n",xlab="n")

Partimos de un individuo. Elegimos los valores correspondientes a la
distribucién de probabilidad elegida, en este caso, m=2, p=0.7. Elegi-
mos el nimero de generaciones, n. A continuacién, guardamos en cada
componente de un vector, Z, el valor de Zy, k € {0,...,n}. Tenemos
dos opciones:

= Si Z;_1 =0, entonces Z; = 0 porque la poblacién ya se encuentra
extinta.

= Si Zi_1 # 0, entonces calculamos Zp_1 observaciones aleatorias
de una distribucién binomial 2, p. Zj, serd la suma de todas ellas.
Es decir, se suman los descendientes de cada individuo de la ge-
neracion anterior.

Por ltimo, obtenemos la representacién gréfica del resultado.

Al realizar simulaciones, hemos obtenido diferentes situaciones.

Por una parte, para p = 0.3, el tamano de la poblacién Z,, siempre
tendia a cero a lo largo del tiempo. En todas las simulaciones, la po-
blacién se acababa extinguiendo en los primeros instantes de tiempo.

Binomial m=2, p=0.3

1.0

!

Zn
02 04 08
1 1
I

00

Figura 2.1: Evolucién del tamano de la poblacién (X;;:Bin(2,0.3)).
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Por otra parte, para p = 0.7, obteniamos resultados méas variados.
Algunas veces, la poblaciéon se extinguia en los primeros instantes. Sin
embargo, cuando esto no ocurria, el tamafno de la poblacién crecia
indefinidamente.

Binomial m=2, p=0.7 Binomial m=2, p=0.7

10

o | /
S [ o |
~— /’ o
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| / o
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- / =
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T 7 // o~ \
i ye o
D——ff/ o |
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5 10 15 20 5 10 15 20
n n

Figura 2.2: Evolucién del tamafio de la poblacién (X;;:Bin(2,0.7)).

(ii) Sea {Zy}n>0 un proceso de ramificacion tal que las variables aleatorias

X; tienen distribucién de probabilidad geométrica de pardmetro p, con

€ (0,1), Vi,j € NU {0} definida en (1.5). Es decir, el nimero de
descendientes de un individuo puede ser 0, 1, 2, ...

Al realizar simulaciones, hemos obtenido de nuevo diferentes resulta-

dos.

Por un lado, para p = 0.3, a veces, la poblacién se extinguia en los
primeros instantes. Sin embargo, cuando esto no ocurria, el tamano de
la poblacién crecia indefinidamente.

Geométrica p=0.3 Geométrica p=0.3

1.0

8

L 1
1

———

1000000
|

Zn

o4 0

1

Zn

[
—

0.2
400000
|
———

I
0
I

0.0

Figura 2.3: Evolucién del tamano de la poblacién (X;;:Geométrica(0.3)).
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Por otro lado, para p = 0.7, el tamano de la poblaciéon 7, siempre
tendia a cero a lo largo del tiempo. En todas las simulaciones, la po-
blacién se extingue en los primeros instantes de tiempo.

Geométrica p=0.7

1.0

6 08
1 |
[

04

02
|
I

0.0

Figura 2.4: Evolucién del tamafio de la poblacién (X;;:Geométrica(0.7)).

Es decir, obteniamos un resultado simétrico al primer ejemplo.

En definitiva, vemos que el comportamiento de los procesos de ramifica-
cion depende del valor de los parametros escogidos.

2.4. Distribucion de 7,

A continuacién vamos a estudiar la distribucién de probabilidad de la varia-
ble aleatoria que representa el tamano de la poblacién en cada instante de
tiempo, Z,.

En algunos casos puede ser complicado obtener su distribucién de proba-
bilidad directamente. Por esta razén, vamos a obtener su funcién generatriz
de probabilidad.

El siguiente resultado proporciona una manera sencilla de calcular la
funcién generatriz de probabilidad de Z,.

Teorema 2.4.1. Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacion. Sea
o0
Gn(s)=> P(Zn=k)s*, n>0,

la funcidon generatriz de probabilidad de Z,, y

o0

G(s) = Zpksk

k=0
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la funcion generatriz de probabilidad de las variables aleatorias X;;,i,j €
NuU{0}. Entonces:

Go(s) = s, Gn(s) = Gn-1(G(s)), n=1,2,..

Demostracion. Tenemos que Zy = 1, asi:
o
Go(s) = P(Zy=k)s" = P(Zy=1)s = s.
k=0

Por otro lado, Z,, es una suma aleatoria de Z,,_; variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas X,,_1 ;, j € N con funcién generatriz
de probabilidad G(s) = Y2, prs*. Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.4.1
con N =27, 1y Xp_1; =X, se tiene:

Gn(s) = Gn-1(G(s)).

A partir del teorema anterior, deducimos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2. Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacion. Sea G, (s) =
Yoo P(Z, = k)s¥, n > 0 la funcion generatriz de probabilidad de Z, vy
G(s) = Zzozopksk la funcion generatriz de probabilidad de las variables
aleatorias X;j;,1,7 € NU{0}. Entonces:

Gn(s) = (Go-"-0G)(s), n=0,1,2,..

Es decir, la funcién generatriz de probabilidad de Z,,, G, se puede obte-
ner componiendo la funcién generatriz de probabilidad de las variables Xj;,
G, n veces.

A continuacién, vamos a ver un ejemplo de calculo de la funcién genera-
triz de probabilidad de Z,, que puede realizarse explicitamente.

Ejemplo 2.4.1. Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacién tal que las varia-
bles aleatorias X;; tienen distribucién de probabilidad binomial de pardme-
tros 1 y p, con p € (0,1), Vi,j € NU {0} (cada individuo tiene 0 o 1
descendientes).

Sabemos que la funcién generatriz de probabilidad de estas variables
aleatorias es G(s) = (1 — p) + ps (Ejemplo 1.2.1). Queremos calcular la
funcién generatriz de probabilidad de Z,,. Utilizando el Corolario 2.4.2, ob-
tenemos:

Gi(s) =G(s)=(1—p) +ps

Ga(s) = G(G(s)) = (1 —p) + p((1 — p) + ps)
=(1-p) +p(l—p) +p°s

G3(s) = G(Ga(s)) = (1 —p) +p(1 —p) + p*((1 — p) + ps)
=1 -p) +p1-p) +p°(1—p)+p’s
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Suponemos por hipétesis de induccién que Gp—1(s) = (1 —p) +p(1 —p) +
o+ p" (1 — p) + p"~Ls. Entonces, como G, (s) = G(Gn_1(s)):

Gu(s) =1 =p)+p(1=p)+pl—p)+ ...+ p" (1 —p)+p"'s)
=(1-p)+p(l—p)+p*(L—p)+..+p" (1 —p) +p"s
n—1
=(1-p)> p+ps=(1 —p)ll_ +ps = (1—p") +p"s
k=0

Luego, por el Teorema 1.3.1 deducimos que Z,, tiene distribucién binomial
de pardmetros 1y p™.

2.5. Momentos de 7,

Utilizando la expresion de la funcién generatriz de probabilidad de Z,, ob-
tenida en el apartado anterior vamos a deducir el valor de la esperanza y la
varianza de la variable aleatoria Z,,.

2.5.1. Esperanza de 7,

Teorema 2.5.1. Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacion. Entonces la es-
peranza de Z, es
E(Zn) = :unv
donde 1 es la esperanza de las variables aleatorias X;j, 1,5 € NU{0}.
Demostracion. Vamos a demostrar la igualdad por induccién sobre n.
Si n = 0, tenemos que Zy = 1. Por lo tanto, E(Zy) = E(1) =1 = p°.

Suponemos que se da la igualdad hasta n—1. Es decir, E(Z;,) = pu¥,Vk €
{0,...,n — 1}. Por el Corolario 1.3.6 tenemos que:

E(Z,) =G, (1).

Por otro lado, por el Teorema 2.4.1 podemos expresar la funcién generatriz
de probabilidad de Z,, como G, (s) = Gy—1(G(s)). Derivando respecto de s,
por la regla de la cadena, obtenemos:

G (s) = Gr,_1(G(5))G'(s).
Por lo tanto:

E(Z,) = Gy (G)E'(1) = Gy, (0G'(W) 2 G ()
D B(Zy ) D =,

siendo (1) y (2) ciertas por el Corolario 1.3.6, y (3) por la hipdtesis de
induccién. O
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A partir de este teorema, deducimos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.2. Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacion. Entonces, cuan-
don — oo:

0 ,sip<l,
EZ,) —-< 1 ,sip=1,
oo L, st u>1,

donde pu es la esperanza de las variables aleatorias X;j, i,7 € NU{0}.

Podemos ver que el comportamiento del proceso de ramificacion a lo largo
del tiempo puede ser muy distinto dependiendo del valor de la esperanza de
las variables aleatorias X;j, 4,7 € N U {0}. Mas adelante, veremos como
influye en la probabilidad de extincién de la poblacion.

2.5.2. Varianza de 2,

Teorema 2.5.3. Sea {Z,,}n,>0 un proceso de ramificacion. Entonces la va-
rianza de Z,, es

no? , St =1,

VGT(Zn) = { 0‘2/_,Ln_1 #:_—11 , si L 7é 17

donde 11 y 0% son la esperanza y la varianza de las variables aleatorias
Xij, 1,7 € NU{0}, respectivamente.

Demostracion. Por el Corolario 1.3.6 y el Teorema 2.5.1, podemos escribir
las siguientes igualdades:

Var(Z,) =Gl (1)+G.(1) -G (1)? = G"'(1) = Var(Z,) — p" + ", (2.1)
no1(1) = Var(Zy1) — " 4 5?72, (2.2)

G"(1) = 0% — pu+ p?, (2.3)

et (1) = p" (2.4)

G'(1) = p. (2.5)

Ademas, si derivamos dos veces la igualdad del Teorema 2.4.1, obtenemos:

Gri(s) = Gi_1(G(5))G'(5)* + G, _1(G(5))G" (s).

n—1
A continuacién, evaluamos la expresion anterior en s = 1:
Gn(1) = Gy 1 (1)G'(1)° + G, (DG (1). (2.6)
Sustituimos (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5) en (2.6):

Var(Zy) — p" + 4" = (Var(Zy-1) = 5" 4+ 527 2)p? + 0" Ho® — p+ p?)
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y obtenemos la siguiente relacién de recurrencia:
Var(Zy) = Var(Zoy_1)u* + p" o
Iterando, tenemos:

Var(Ze) = (Var(Z o) + i 20?2 + pn~1o?
=Var(Zn_o)p* + p"o? + p"o?
= (Var(Zn-s)p® + p">o?)p* +N o +

=Var(Z,_3)ub + " o? + uto® + u"o?

n— 10_2

= Var( e )2 o2 (T2 v 4
= Var(Zo)p™ + o (0" 72 + 4 g+ " 4 .

Como Var(Zy) = Var(l) =0:

Var(Zn) — 02(M2n—2 4o +Mn+1 _|_Mn +/Ln_1)

=2y R ) =0t 1Z,u

Diferenciamos dos casos:

(i) Si p =1, entonces:

n—1
Var(Zy,) 0221 = no?
k=0
(ii) Si p # 1, entonces:
—1
2 n 1 2 n 1
Va/l“( Z,LL =0 ﬁ
Ast:
2 .
) no , sipu=1,
VW(Z")_{ Pt S sip# L

O]

Aplicando estos resultados podemos calcular la esperanza y la varianza
de las variables aleatorias de algunos procesos de ramificacién.
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Ejemplo 2.5.1. (i) Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacién tal que las
variables aleatorias X;; tienen distribucién de probabilidad binomial
de pardmetros 2 y p, con p € (0,1), Vi,j € NU{0}.

En el apartado (i) del Ejemplo 1.3.2 vimos que:
p=2p y o>=2p(l-p)
Por tanto, por el Teorema 2.5.1 y el Teorema 2.5.3 deducimos:

E(Zn) = (2p)",

=

n2p(1 —p) , sip=s3,
Var(Z,) = n_ .
) { (- L sip AL,

ya que = 1 siy solo si 2p = 1. Esdecir,uzlsiysolosip:%.

(ii) Sea {Zy}n>0 un proceso de ramificacion tal que las variables aleatorias
X; tienen distribucién de probabilidad geométrica de pardmetro p, con
€ (0,1), Vi,j e NU{0}.

En el apartado (iii) del Ejemplo 1.3.2 vimos que:

1—p
=— vy

1—
02:71).
p p

H 2

Por tanto, por el Teorema 2.5.1 y el Teorema 2.5.3 deducimos:

(%) = (H’)

p
nif ,sip =13,
Var(Zo) =\ aopr=toop 21 apr aopiop” 41
T 2 1 T 1-2p y SLPp# 35,
p
ya que u =1 si y solo si %:1. Esdecir,uzlsiysolosip:%.

2.6. Probabilidad de extincion

Por 1ltimo, en este apartado, vamos a estudiar, dado un proceso de ramifi-
cacién, qué ocurre con el tamano de la poblacién a lo largo del tiempo.

Definicién 2.6.1. Dado un proceso de ramificacién {Z,},>0, definimos la
extincién como el siguiente suceso:

E:={weQ:Z,(w) =0, para algin n € N} = U,en(Z,, = 0).

Definicién 2.6.2. Dado un proceso de ramificacién {Z,},>0, definimos la
probabilidad de extincién como:

e:=PH{we: Z,(w) =0, para algin n € N}) = P(E).
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Por otro lado, consideramos para n € N:
E,={weQ:Z,(w) =0} =(Z,=0),

los sucesos tales que el proceso de ramificacién estd extinto en la n-ésima
generacién. Denotamos por e, := P(E,).

Proposicién 2.6.1. La sucesion {e, : n € N} es mondtona no decreciente.
Es decir, e, < epq1, Vn € N.

Demostracion. Dado w € Q, si Z,(w) = 0, entonces Z,,(w) = 0, Vm >
n. Es decir, si el tamano de la poblacion es igual a cero en un instante
n, la poblacién seguird extinta posteriormente. Por lo tanto, tenemos que
E,, C E,41,y como la probabilidad es una funcién mondtona no decreciente,
en < €ntl- O]

A continuacién establecemos un lema que utilizaremos en la demostra-
cién del siguiente teorema.

Lema 2.6.2. Dado un proceso de ramificacion {Zy}n>0, tenemos que:

e= lim e,.
n— o0

Demostracion. Inicialmente, podemos escribir la siguiente igualdad:

Entonces:
P(E) = P(Uy_yEy).
Consideramos los sucesos By = Ey y B, = E\Ep-1 = {w € Q 1w

€
E,yw¢ E,_1} paran > 1. Como E,_1 C E,, tenemos que B; N B; = 0,
Vi,j > 0. Ademads, se cumple que U2 (E, = U2 B,,. Por tanto:

P(E) = P(U;ZoEn) = P(UpZoBa) = P(Bo) + ) P(By)
n=1

= P(Eo) + ) _(P(En) = P(En-1)) = lim P(Ey).
n=1

En definitiva, e = lim,, o €. O

Teorema 2.6.3. Sea {Z,}n>0 un proceso de ramificacion. La probabilidad
de extincion e es la menor raiz no negativa solucion de la ecuacion

z = G(x),

donde G es la funcion generatriz de probabilidad de las variables aleatorias
Xija i,j €ENU {0}
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Demostracion. Primero, vamos a comprobar que e es una raiz de la ecuacién
x = G(x). Por el Teorema 2.4.1 y el Corolario 2.4.2, escribimos la siguiente
igualdad:

Gn(s) = Gn1(G(s)) = (G o0 G)(s) = G(Gn-1(s))- (2.7)

Ademsds, por la definiciéon de funcién generatriz de probabilidad, sabemos
que e, = P(Z, = 0) = G,(0). Evaluando la expresién (2.7) en s = 0,
obtenemos que:

en, =Gl(ep—1), paran=12, .. (2.8)

con la condicién inicial eg = P(Zy = 0) = 0, ya que Zy = 1 por definicién
del proceso de ramificacion.

Ahora tomamos el limite cuando n — oo en (2.8). Por el Lema 2.6.2,
sabemos que

lim e, =e.
n—o0

Por otro lado, sabemos que G tiene un radio de convergencia mayor o igual
a 1. Por tanto, G es una funcién continua en [0, 1] y utilizando de nuevo el
Lema 2.6.2 obtenemos

lim G(ep—1) = G(lim e,_1) = G(e).

n—o0 n—oo

En definitiva, tenemos que

e =G(e).

Es decir, e es una raiz de la ecuacién = = G(x).

En segundo lugar, vamos a comprobar que e es la raiz no negativa méas
pequena de x = G(x). Suponemos que 7 es otra raiz no negativa de x = G(x).
Queremos ver que e < 7.

Por la Proposicién 1.2.1, G es una funcién no decreciente en [0, 1]. Es
decir, G(z1) < G(x2), Vz1,22 € [0,1], 1 < z2. Por tanto:

e1 = Gleo) = G(0) = Gm) =,

siendo la primera igualdad cierta por (2.8).
Ahora, aplicando G de nuevo en la desigualdad anterior, obtenemos:

ex = Gler) < G(n) =,

siendo la primera igualdad cierta por (2.8).
Aplicando G sucesivas veces, tenemos la siguiente desigualdad:

en<n, paran=1,2 ...
Tomamos limites a ambos lados y utilizando el Lema 2.6.2 obtenemos:
=1 <.
=t en <

Luego queda demostrado. O
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Este teorema proporciona una herramienta para encontrar la probabili-
dad de extincion de la poblacién, a partir de la funcién generatriz de pro-
babilidad G.

Por ltimo, vamos a enunciar un teorema que nos ayudara a saber cuando
se producira la extincién de la poblacién.

Teorema 2.6.4. Sea {Z,}n>0 un proceso de ramificacion. Suponemos que
p1 # 1. La probabilidad de extincién e cumple que e =1 si y solo si pu <1,
siendo p la esperanza de las variables aleatorias X;j, 1,7 € NU {0}.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 2.6.3 que e es la menor raiz no nega-
tiva de la ecuaciéon x = G(x), siendo G la funcién generatriz de probabilidad
de las variables aleatorias X;j, i,7 € NU {0}.

En el intervalo [0, 1], G es continua, porque su radio de convergencia es
mayor o igual que 1. Ademas, por la Proposicién 1.2.1, G es no decreciente
y convexa en [0, 1]. Con estas caracteristicas, podemos dibujar un boceto de
la representacién gréfica de G en el intervalo [0, 1]:

Figura 2.5: Funcién generatriz de probabilidad y probabilidad de extincion.

Diferenciamos dos casos. En el primer caso, y = G(x) corta a y = =
en dos puntos: £ = e < 1y z = 1. En el segundo caso, solo se cortan en
x = e = 1. Observamos que en el primer caso, G'(1) > 1, mientras que en el
segundo caso, G'(1) < 1.

Por tanto, como p = G’(1), tenemos que e = 1 si y solo si u < 1. O

Observacion 2.6.1. En el teorema anterior, partimos de que p; # 1 porque
si p1 = 1, el nimero de descendientes de cada individuo siempre es igual a
lyportantou=1ye=0.

Finalmente, vamos a calcular las probabilidades de extincién de algunos
procesos de ramificacién.
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Ejemplo 2.6.1. (i) Sea {Z,},>0 un proceso de ramificacién tal que las
variables aleatorias X;; tienen distribucién de probabilidad binomial
de pardmetros 2 y p, con p € (0,1), Vi,j € NU{0}.

En el apartado (i) del Ejemplo 1.2.1, vimos que la funcién generatriz
de probabilidad correspondiente es:

G(s) = ((1—p) +ps).

Queremos calcular la probabilidad de extincién del proceso de ramifica-
cién. Como dice el Teorema 2.6.3, igualamos las expresiones x = G(x):
r=(1=-p) +pr)?ecz=>1-p?2+2p(1-p)+p’2’ s

&0 =p2"+ (2p(1 —p) — Dz + (1 —p)*~.
Ahora, calculamos sus raices:

1—2p(1 —p) +/4p*(1 —p)? + 1 —4p(1 — p) — 4p*(1 — p)?
2

2p
1—2p+2p2 £ /1 —4dp+4p> 1-2p+2p>+/(2p—1)2

2p? 2p?
C(=2p+2p")+(2p—1)
= 27 .
Obtenemos:
oo A=204+29)+ (2p 1) _ 2°
' 2p? Coopr
oo (=242 = (2p—1) _ %’ —dp+2  (1-p)’
2 = 2]92 - 2p2 - p2 ’

La primera raiz es igual a 1. La segunda raiz sera mds pequena que 1
si y solosi1l—p < p. Es decir, si p > % La probabilidad de extincién

sera;:
1 , si
€=y -p? -
2 L) S].

p

= O

s=p
<p

IA A
—_ N

Y
Y

Hemos deducido que la probabilidad de extincion serd igual a 1 siy
solo si p < % Esto coincide con el Teorema 2.6.4. En nuestro caso,

u = 2p. Por tanto, 4 < 1 si y solo si p < %

En el apartado (i) del Ejemplo 2.3.1, vimos que con p = 0.3, la pobla-
cién siempre se extinguia. En este caso, la probabilidad de extincién

es e = 1. Por otro lado, con p = 0.7, la poblacién se extinguia o
crecia indefinidamente. En este caso, la probabilidad de extincién es
= 7D _ 0,1836.

0,72
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(ii) Sea {Zy}n>0 un proceso de ramificacion tal que las variables aleatorias
X;; tienen distribucién de probabilidad geométrica de pardmetro p, con
€(0,1), Vi,j € NU{0}.
En el apartado (iii) del Ejemplo 1.2.1, vimos que la funcién generatriz
de probabilidad correspondiente es:

p
G(s) = T=0—ps

Queremos calcular la probabilidad de extincién del proceso de ramifica-
cién. Como dice el Teorema 2.6.3, igualamos las expresiones x = G(x):

- r
1-—(1-px
0= (1-pa?—z+p.

2

x sr—1-pzr=p&

Ahora, calculamos sus raices:

1+/1—4p(1—p) 1++/1—4p+ 4p?
T = =

2(1—-p) B 2(1—-p)
Clxy/(2p-1)2 1+(2p—1)
- 2(1-p) 2(1-p)

Obtenemos:

14+2p—-1_ p
2l-p) 1-=p’
1-2p+1  2(1-p)

TR0 2p)

La segunda raiz es igual a 1. La primera raiz sera més pequena que 1
siy solo si p<1—p,es decir, si p < % La probabilidad de extincion
sera:

Hemos deducido que la probabilidad de extincién sera igual a 1 siy
solo si p > % Esto coincide con el Teorema 2.6.4. En nuestro caso,
W= %. Por tanto, u < 1 si y solo sip > %

En el apartado (ii) del Ejemplo 2.3.1, vimos que con p = 0.3, la po-
blacién se extinguia o crecia indefinidamente. En este caso, la proba-
bilidad de extincién es e = 12’5”3 = 0,4286. Por otro lado, con p =
0.7, la poblacién siempre se extinguia. En este caso, la probabilidad
de extincién es e = 1.
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2.7. Ejemplo en la poblacion americana

En este apartado, vamos a estudiar un ejemplo més practico que analiza el
tamano de la poblacién americana ([6]).

Sea Y una variable aleatoria que describe el nimero total de hijos que
tiene una familia americana cualquiera. Suponemos que la probabilidad de
que una familia tenga exactamente n hijos es:

POV = n) = 1—a(p+p2+p3+...):1—a1’%p , sin =0,
( —-ﬂ)«— ap™ 1
D , sin >0,

donde « y p son nuimeros reales positivos, n =0,1,2,...yp <1, 1+ a < %.

Observamos que estas probabilidades estan bien definidas si tenemos
en cuenta las restricciones en los valores de o y p. Es decir, tenemos que
PY=n)el0,1,¥n>0y > o PY =n)=1.

En este ejemplo, vamos a partir de la suposicién de que las probabilidades
de descendencia se mantienen constantes en cada generacién. Ademaés, los
tiempos entre generaciones son fijos y los individuos se reproducen de manera
independiente.

Ahora, si suponemos que la probabilidad de tener hijos varones o hem-
bras es la misma, nos preguntamos cuél es la probabilidad de que una familia
(americana) tenga exactamente k hijos varones.

Sea X el nimero total de hijos varones de una familia. Vamos a calcular
la probabilidad de que una familia tenga exactactamente k hijos varones:

(i) Sik>1:
P(X =k)=P((X = k)N (UpLo(Y =n)))

o)

= P(Uy(X = kY = n)) € P (X = kY =)

n=k
:iP(X:k:,Y:n):iP(X:k\Y:n)P(Y:n),
n=~k n=k

siendo (1) cierta porque como mucho se pueden tener tantos hijos
varones como hijos en total.

Como la probabilidad de tener un hijo varén es igual a la probabilidad
de tener una hembra, la probabilidad de tener k hijos varones en una
familia de n hijos es P(X = k|Y =n) = (}) (3)".

Por tanto:

roren =% (1) () o= G2 (1) ()




Capitulo 2. Procesos de ramificacion 37

siendo (2) cierta por la siguiente propiedad de los nimeros combina-
torios (,”,) = (=1 (TMN = (—1)n k(D) v (3) por el
desarrollo del binomio de Newton generalizado.

(i) Si k = 0:

o] k 00 k
EPT L A <P>
(2= p)Ftt 2-p=\2-p

k=1
@, 2 35 _, 2 p
2—p1—ﬁ 2—p2—2p
_ ap
- @2-pl-p)’
siendo (4) cierta por ser la suma geométrica de razén 2%}.

A continuacién, vamos a calcular la esperanza de X:

> > 20" 20p — P kol
E(X)=> kP(X=k) =) k — = 2Zk<
P — (2-p) 2-pPi= \2-p
) 2ap 1 2ap2-p*  ap

—

2-p2(1-35%5)% @2-p*2-2p* 20-p)?

siendo (1) cierta porque si (350, 2%) = (=)', entonces > 37, ka*~! =
1

(1—z)?
Suponemos que la poblacién americana se extinguird cuando se extingan

todos los individuos varones, dado que los apellidos desapareceran.
Por el Teorema 2.6.4, la probabilidad de extincién de la poblacién es
e =1siy solosi E(X) < 1. Distinguimos dos casos:

n pg%
Comol+a< %, a< 1;%. Entonces:
ap (1-pp 1 1
E(X) = < - <lep<-.
(%) 2(1-p)? = 2p(1=p)*  2(1-p) 2

Por tanto, deducimos que si p < %, la poblacién americana se extin-
guird. Es decir, la probabilidad de extincion es e = 1.

=D > %
En este caso, F(X) > 1. Por tanto, la probabilidad de extincién serd
menor que 1.
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Primero, vamos a calcular la funcién generatriz de probabilidad de X:

&) 1 ap 2a %
2-p)(1-p) 2-pl-g
_ ap 2aps

C-p(-p)  C-p)2-p—ps)

siendo (1) cierta por ser la suma geométrica de razén QPTSP, convergente

para |s| < 22

Para calcular la probabilidad de extincién, vamos a buscar las solucio-
nes de la ecuaciéon z = G(x) (Teorema 2.6.4).

Para simplificar los célculos, como 1 — % no depende de s, la
vamos a considerar como una constante c.
2apx
r=Gx)=>zr—c=
) (2-p)(2—p—p)
—2apzx
= (z— —9) =
(@ —c)(pr+p—2) = - —
2 —2
:>(:L’—c)(3:+<1—>>: SN
P 2-p
2 2— —
:>x2—[—a+p+c}:c+c P o
2—p p P

Nos queda una ecuacién de segundo grado del tipo z? + ax 4+ b = 0.
Vamos a desarrollar los coeficientes a y b, sustituyendo ¢ por su valor:

__2a 2-p _2a 2-p _ ap
Syt Ty Tty ey
_ 4 ~200-pp+(2-p)*1-p) - ap?
p(1—p)(2—p)
. 2opP-p) —ap-p) | 2=p)(1-p)—ap

p(1—p)(2—p) p(1 —p)
2-p_2-p a _(2-pl-p -
p p 1—p p(1—p)
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Asi, la ecuacién de segundo grado la podemos reescribir como:

(. 2= —p)—ap) _
(@ 1>< p(1 —p) > !

(2-p)(1—p)—ap
p(1-p)
uego sl p > 5, la probabilidad de extincion de un apellido en esta
L i % 1 babilidad d incién d 1lid
_ (2-p(A-p)—ap
p(1—p)  °

Por tanto, las dos raices de la ecuacion son x1 = 1y 2o =

poblacion serd e
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