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RESUMEN
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Se disefia un banco de ensayos didacticos con una viga de perfil comercial a través de
calculos modales mediante el método de los elementos finitos. En primera instancia se
desarrolla el método de los elementos finitos a partir de las ecuaciones del movimiento
para un sistema masa resorte, se presentan ademas las ecuaciones diferenciales de segundo
orden correspondientes a la modelacién de los movimientos de un sistema masa-resorte,
masa-resorte-amortiguador, y un sistema armaénico con una fuerza excitadora actuando
sobre él. Posteriormente se desarrollé el método de elementos finitos en una viga para
obtener las matrices de masas Yy rigidez correspondientes, las cuales se utilizaron para

calcular el valor y los vectores eigen (frecuencia naturales y modos de vibrar).

La segunda parte de este documento se centra en comparar los resultados obtenidos en
MATLAB usando las ecuaciones obtenidas previamente, y los resultados obtenidos
mediante el software Autodesk Inventor para vigas de perfiles comerciales en tres
disposiciones diferentes (empotradas, voladizo y simplemente apoyada), determinando
asi, cual seria la mejor opcidn para disefiar un banco de ensayos. Ademas, se demuestra
que la frecuencia natural de vigas que tienen la misma longitud y son hechas del mismo
material, tendrdn la misma frecuencia natural si su radio de giro es el mismo,

independiente del perfil que tengan dichas vigas.

Por ultimo, en la tercera parte y final, se establecen las dimensiones que tendran los
componentes del banco de ensayos, se presenta el disefio de los componentes teniendo en
consideracién los fundamentos tedricos y se realiza el analisis modal de la viga a través
de MATLAB y Autodesk Inventor. Posteriormente se calculan los desplazamientos
estaticos productos del propio peso de la viga de por medio de métodos “clasicos” y se
comparan con los obtenidos en a través del método de los elementos finitos. Los
desplazamientos dindmicos productos de la excitacion de la viga se determinaron en
funcién de la razén que existe entre la frecuencia excitadora y la (primera) frecuencia
natural de la viga. Ademas, se menciond que en la realidad los desplazamientos maximos
dependeran del factor de amortiguamiento que posea el sistema (roce con aire, presion
atmosférica del ambiente, y roces internos), y se observo mediante un grafico como decaia
el desplazamiento méaximo (factor de amplificacién en realidad) a medida que el factor

amortiguamiento se aproximaba al amortiguamiento critico del sistema.
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Xp ; Solucidn particular
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INTRODUCCION

Durante los ultimos afios el estudio del mantenimiento ha ido posicionandose con fuerza
dentro del sector industrial debido a las ventajas que este trae para la produccién y ahorro
en costes producidos por fallas. Dentro del mantenimiento industrial se encuentra el
mantenimiento predictivo, el cual se aplica a un grupo de componentes de gran
importancia en el proceso, y que generalmente presentan un efecto econémico negativo
superior al del resto de equipos. Este se basa en el estudio de las sefiales o sintomas que
presenta un fallo incipiente, tales como ruidos, vibraciones, temperaturas, variaciones

eléctricas, etcétera.

Dentro del mantenimiento predictivo, el anlisis de las vibraciones como sefiales de fallas
incipientes se ha visto incrementado en los uUltimos afios, debido a la versatilidad de
instrumentos de lecturas de datos y al estudio de los “sintomas” que presentan los equipos
ante eventuales fallas. Sin embargo, esta area no solo se basa en distinguir la fuente que
produce las “sefiales de fallo” sino como actuar después de encontrarlas para evitar que

estas produzcan dafios en los equipos.

Generalmente las vibraciones se generan a partir de objetos giratorios 0 con movimientos
ciclicos tales que inducen al sistema a un movimiento. Si la frecuencia a la que se mueve
un objeto es cercana a una de sus frecuencias naturales, el objeto tendera a excitarse y a

producir grandes desplazamientos, los cuales pueden llevar a la destruccion de este.

Las frecuencias estan presentes en todos los mecanismos, y cada cuerpo presentan modos
de vibrar diferentes de acuerdo con las caracteristicas fisicas, los materiales que los
componen, la masa y las fuerzas externas que acttan sobre él. Conocer de qué forma
reaccionara un elemente a una frecuencia determinada, ayudara a determinar las acciones
correctivas para que de alguna forma se pueda mitigar el efecto que puedan producir las

vibraciones en el elemento.

La finalidad del trabajo que se presenta a continuacion, es disefiar un banco de ensayos
didacticos de vibraciones mecanicas, donde se pueda excitar una viga con su primera
frecuencia natural (en el movimiento vertical) para observar el modo en que esta vibra.
Ademas, se presentan los programas creados en MATLAB para realizar el analisis modal
para tres disposiciones diferentes de una viga (empotrado, en voladizo y simplemente

apoyado), a través del método de los elementos finitos.

Si bien la finalidad de este trabajo apunta al disefio de un banco de ensayos, a través del
desarrollo de este mismo, se presentan detalladamente las ecuaciones y procedimientos a
realizar para llevar a cabo el analisis modal, pudiendo utilizarse dicho trabajo como una

herramienta para el desarrollo de calculos modales en vigas.
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OBJETIVO GENERAL

Disefar un banco de ensayos didactico de vibraciones mecanicas, a través del calculo tedrico
de los modos de vibrar utilizando el método de los elementos finitos para una viga en

MATLAB y Autodesk Inventor, para una eventual implementacion practica.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desarrollar el método de los elementos finitos para el posterior analisis modal de una viga,

mediante la derivacion de la ecuacion de movimiento aplicada a un sistema masa-resorte.

Determinar los parametros que inciden en el analisis modal, y las caracteristicas geométricas
que se producen a raiz de estos, a través de la comparacion de los resultados obtenidos en
MATLAB vy la herramienta de analisis modal de Autodesk Inventor, para el disefio de un

banco de ensayos didactico.

Disefar banco de ensayos didactico para una eventual implementacién practica, mediante el
uso de las condiciones geométricas determinadas en los andlisis modales, y los célculos

asociados.
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CAPITULO 1: ELEMENTOS FINITOS EN UNA VIGA




VITORIA-GASTEIZKO

INGENIARITZA
ESKOLA
ESCUELA

Universidad  Euskal Herriko DE INGENIERIA 4
del Pais Vasco  Unibertsitatea DE VITORIA-GASTEIZ

1.1 SISTEMA MASA-RESORTE

Para determinar la posicion de un sistema dinamico en un tiempo establecido, es necesario

conocer su posicion inicial y las fuerzas a las que este esta sometido.

A continuacion, se desarrolla la ecuacion de movimiento de un sistema masa-resorte con un
grado de libertad presentado en la Figura 1-1(a), si se considera un resorte con masa
despreciable unido en su parte superior a un soporte rigido, y en el extremo inferior a una
masa m que reposa en la posicion de equilibrio estético (Figura 1-1(b)) donde se iguala la
fuerza ejercida hacia arriba por el resorte y la fuerza hacia abajo producto de la gravedad

sobre la masa m.

l\g [u + ‘Scsl

ko

est

J
o v ~ Posicion de
equilibrio estatico
m m
"—————r———~— Posicion final
+x A
W =mg W+ kx
(a) (b)
k(8o + X) Fuerza del resorte
J
|
\\\ | Energia
otencial
PN\
W IA 8y — ™~ Posicion de x

equilibrio estatico

(c) (d)

Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.

Figura 1-1: Sistema de resorte-masa en posicion vertical

En la posicion de equilibrio estatico, la longitud del resorte es ly + 8., donde 6, €s la
deflexion estatica y representa el alargamiento generado por la masa m. Para que se cumpla

el equilibrio estatico en la Figura 1-1(a), se debe cumplir que

W =mg = kg (1.2
Donde g es la aceleracion de gravedad. Si la deflexién de la masa tiene una distancia positiva
+x con respecto a la posicion de equilibrio, la fuerza del resorte correspondiente es - k(x +
de5t) COMO se muestra en la Figura 1-1(c), la cual representa el diagrama cuerpo libre de la

masa m. Al aplicar la segunda ley de movimiento de Newton a la masa m queda:

mi = —k(x + 8est) + W (1.2)
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reemplazando W de la ecuacion (1.1) en (1.2), se obtiene:

mi+kx =0 (1.3)
Si se aplica el principio de conservacion de la energia, el cual establece que un sistema es
conservador cuando no disipa energia debido a la friccién o por elementos no elésticos. Y,
ademas si otras fuerzas (excluyendo a la gravedad y a las potenciales) no realizan trabajo en
el sistema, la energia total de este permanece constante. Si se llama T a la energia cinética
que se almacena en la masa producto de la velocidad, y V a la energia potencial que se

almacena en el resorte debido a la deformacidn, se puede decir que:

T +V = constante

© (1.4)
d (T+V)=0
dt B
La energia cinética y potencial estan definidas a partir de
1
T = —mx?2 (1.5)
2
y
1 1
V =mgx + Ekx2 —mgx = Ekx2 (1.6)

En laecuacion (1.6) se considera a la energia potencial como la suma de la energia del resorte,

mas la variacion de la energia producto del movimiento de la masa.

Si se reemplazan las ecuaciones (1.5) y (1.6) en la ecuacion (1.4), se vuelve a obtener la

ecuacion (1.3) por el principio de conservacion de la energia.

1.2 SISTEMA MASA-RESORTE-AMORTIGUADOR

Para un sistema masa-resorte con amortiguamiento viscoso de fuerza F ilustrado en la Figura

1-2(a), se puede establecer que la fuerza es proporcional a la velocidad x, expresandose como

F=—cx 1.7
donde el factor c representa la constante de amortiguamiento o coeficiente de
amortiguamiento viscoso, mientras que el signo negativo indica que la fuerza se opone a la
direccion de la velocidad. Si se aplica la ley de Newton al cuerpo libre representado en la
Figura 1-2(b), resulta:

mix = —cx — kx
0 (1.8)

mi+cx+kx=0
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7
kx cx
k =l e

m T m
Sistema Diagrama de cuerpo libre

(a) (b)

Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.

Figura 1-2: Sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento viscoso

A grandes rasgos, las ecuaciones (1.3) y (1.8) representan el movimiento de sistemas libres
de masa-resorte y masa-resorte-amortiguador respectivamente, donde se puede determinar la
posicién con respecto al tiempo, si se conocen valores iniciales de la posicion y la velocidad.
En los sistemas masa-resorte se puede determinar que, tanto la frecuencia como la amplitud
permanecen constante a lo largo del tiempo, mientras que en los sistemas amortiguados la
clasificacion se realiza en funcién a la relacién de amortiguamiento, y se pueden clasificar

como subamortiguado, criticamente amortiguado y sobreamortiguado.

1.3 VIBRACION ARMONICAMENTE EXCITADA

Un sistema mecanico o estructural como los mencionados anteriormente, se puede decir que
estan sometidos a una vibracion forzada cuando se suministra una energia externa durante la
vibracion. Dicha energia puede ser agregada a través de una excitacion de movimiento
impuesto o por una fuerza aplicada. Al considerar que las fuerzas pueden ser del tipo
armoénica, no arménica pero periodica, no periodica, o aleatoria. La respuesta de dicho

sistema se clasificard como armodnica o transitoria.

Al considerar una fuerza armoénica aplicada a un sistema del tipo F(t) = F, cos(wt + ¢)
donde F, es la amplitud, w la frecuenciay ¢ el angulo de desfase (considerado generalmente
en t = 0), la respuesta del sistema también sera armoénica. Si la frecuencia de excitacion w
coincide con la frecuencia natural del sistema w,,, se dice que el elemento en cuestion entrara

en resonancia, donde la amplitud de vibracion puede provocar dafios graves al sistema.

Al aplicar una fuerza arménica a un sistema masa-resorte descrito en la ecuacion (1.3), se

obtiene:

mx + kx = Fy cos(wt + ¢) (1.9
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La cual es una ecuacion diferencial de segundo orden, y la solucion esta determinada por la
suma de la solucion homogénea x; (t) y la solucion particular x, (t). La solucion homogeénea

de la ecuacion (1.9) es:

xp(t) = Cicos wpt + Cysen wyt (1.10)
donde w, = \/% es la frecuencia natural del sistema. La solucion particular de (1.9)
considerando que F(t) es armonicay posee una frecuencia w, corresponde a la forma

x,(t) = X cos wt (1.11)
donde X es una constante que representa la amplitud maxima en x,(t). Al sustituir la

ecuacion (1.11) en (1.9) y resolviendo para X, se obtiene la ecuacion (1.12)

X = FO — 6est
k—m w? 1_(3)2 (1.12)
Wn

Considerando 6,5 = F,/k como la desviacién de la masa bajo la fuerza F,. Se obtiene la
solucion general de la ecuacion diferencial (1.9), como:

Fo

x(t) = C;cos w,t + C,sen w,t +
() 1 n 2 n k_mCU

> COS wt (1.13)

al expresar (1.12) en funcion X/8,,, se obtiene la ecuacion que relaciona la amplitud del
movimiento dinamica y estaticamente, definiéndose como el factor de amplificacion o
relacion de amplitud. Considerando la variacion de X /&, en funcion de la relacion de las
frecuencias de la fuerza excitadora w Yy la frecuencia natural w,, (ecuacién (1.12)). Se pueden

establecer tres tipos de respuesta del sistema.

Tipo 1: Cuando 0 < w/w, < 1, el valor de la ecuacion (1.12) es positivo, por lo tanto, se
dice que la respuesta armonica de x, (t) y la fuerza externa F (t) se encuentran en fase, como
se puede apreciar en la Figura 1-3.

F(t) = F; cos wt

J
F

)\ /I
C Butf = N

xp(t) = X cos wt
y

\NZAEa

Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.

Figura 1-3: Respuesta armonica cuando 0 < w/w, < 1.
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Tipo 2: En el caso que w/w, > 1, el valor de la ecuacion (1.12) es negativo, en la Figura 1-
4 se observa que x,(t) y F(t) estan desfasados por un angulo r (en radianes). Ademas, es
posible determinar que mientras la razéon w/w, — o, X — 0. Por lo que se establece que la

respuesta que tiene un sistema a una fuerza armonica de alta frecuencia se aproxima a cero.

F(t) = F, cos wt
A
F,

I\ /N

xp(t) = —X cos wt
A

5 /\ [ A

/ ZTr (:)t
—X

Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.

Figura 1-4: Respuesta armoénica cuando w/w, > 1
Tipo 3: Cuando w/w, = 1, la ecuacion (1.12) se indefine debido a n/0. Para la solucion de
este problema es conveniente reescribir la ecuacion general (1.13) de la ecuacion diferencial
al considerar los siguientes valores iniciales x(t = 0) = xy y x(t = 0) = x,.

Si se adoptan los valores de las constantes C; y C, como:

Fo

Cl:xo_k—mwz

y (1.14)

Xo
Al reescribir la ecuacion (1.13) como:

coswt — cos wyt

X
x(t) = xocos wy,t + =0 sen Wpt + Opst >
Wn 1— (ﬂ)
wn

Como el dltimo factor se indetermina para w = w,, se aplica la regla de L’Hopital para

(1.15)

determinar el limite del factor:

’

coswt — cos wpt do; (coswt — cos wyt)
= lim
wWoWn W \2 WoWn d W \2
) ERTEy
Wn w (V)%
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1.16
) tsen wt| (wyt) (1.16)
= wlLrB o =-——sen (wnt)
n —
Wy
Por lo tanto, la ecuacion general del sistema se escribe como:
Xo Oest(Wnt)
x(t) = xyc0s wpt + —sen w,t + %sen (wnt) (1.17)
)

n

La condicion generada a partir de la férmula (1.17), se conoce como resonancia, y ocurre
cuando la fuerza arménica a la que esta sometida el objeto tiene una frecuencia igual a la
frecuencia natural del objeto. La respuesta de la amplitud a partir de esta condicion se puede

visualizar en la Figura 1-5.

\p(() A

~Y

Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.

Figura 1-5: Respuesta oscilatoria cuando w = w,

1.4 ECUACION DE LAGRANGE

Los sistemas mencionados anteriormente se clasifican como de un grado de libertad, y el
movimiento y posicidn de estos se puede determinar al aplicar la segunda ley de Newton. Sin
embargo, para un sistema continuo de n grados de libertad, las ecuaciones resultantes
implican un engorroso procedimiento de calculo generado por la dependencia que tienen las
masas entre si, ademas de las condiciones iniciales que se deben definir por cada masa del
sistema. Por esta razon es que se utiliza la representacion matricial de las ecuaciones, donde

se pueden identificar matrices de masa ([m]), amortiguamiento ([c]) y rigidez ([K]).

Un método para resolver los sistemas de varios grados de libertad, es a través de la ecuacion
de Lagrange, donde se consideran las energias cinéticas y potenciales de un sistema, al cual

se le aplica una fuerza F; en una direccion x; a una masa m; del elemento i — ésimo.
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La energia potencial eléstica del resorte i — ésimo esta representada por:

Vi = —Fixi (118)

Por lo tanto, la energia potencial del sistema se termina como:

n n
v=>v = %z Fyx; (1.19)
i=1 i=1
Debido a que
n
F, = Z ki, (1.20)
i=1

La ecuacion (1.19) se puede reescribir de la siguiente manera

n n
1 1
V:EZ Zkijxl- xi:i
i=1 \j=1

Ya que los subindices i y j se pueden intercambiar en la ecuacion (1.21), de manera que

n

Z Ky (1.21)

n
i=1j=1

k;j = kj;, la ecuacion de forma matricial queda como:

1
V= E;}’T[k]y? (1.22)

Donde [k] representa la matriz de rigidez del elemento.

La energia cinética de la masa m; en el sistema es por definicion:

1

Por lo tanto, la energia cinética total del sistema es

I~ .,
T = ZTL = Ez m;Xx; (124)

n
i=1 i=1

La cual de forma matricial se expresa como:

1. .
T = E)_C)T[m]f (1.25)

donde el vector de velocidad ¥ esta dado por el vector columna de las velocidades en cada

elemento.

=i
Il

Como se menciono anteriormente, se requieren n coordenadas independientes para describir
el movimiento de un sistema de n grados de libertad. Si se establece que cualquier sistema
de n coordenadas independientes se conoce por las coordenadas generalizadas, usualmente
se asignadas por q4,q,, ..., 4, que se atribuyen a angulos, longitudes, o un conjunto de
numero que defina como se configura el sistema en cualquier momento de forma Unica,

mencionando ademas que son independientes de las condiciones de restricciones.
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En algunas ocasiones la movilidad de algunos elementos esta restringido por condiciones
geomeétricas, como por ejemplo un péndulo unido a un origen por una cuerda inextensible de

largo [,el cual no puede estar mas alejado que una distancia [ del mismo.

En modo de ejemplo, se considera un sistema con coordenadas generalizas g4, q,, ..., qn, al
cual se aplica una fuerza externa, la configuracion del sistema cambia, por lo que es necesario
considerar la configuracion del sistema como 6q;, en vez de q;, con j = 1,2, ... n. Si se define

U; como el trabajo realizado al cambiar las coordenadas generalizas g; en la cantidad §q;, la

fuerza generalizada Q; se define como

U _
j=12,..,n (1.26)

Qj=6_qj;

donde Q; sera la fuerza cuando g; sea un desplazamiento lineal.

La ecuacion de Euler-Lagrange o simplemente la ecuacion de Lagrange, es una ecuacion que
se deriva de la teoria Newtoniana, por lo tanto, los resultados obtenidos son idénticos, y lo
que varia es el procedimiento por el cual se llega al resultado, ya que en la mecanica
Newtoniana se manejan agentes externos como la fuerzas, o sea, magnitudes vectoriales,
mientras que la mecanica de Lagrange se trabaja con energias cinéticas y potenciales que son
cantidades escalares. Esta ecuacion proporciona una solucién mas sencilla para el desarrollo

de sistemas vibratorios de n grados de libertad, y se formula como:

d(arN_ o WV _wm o, .
at\3q;) g, Tag, G ST AT 20

Donde g; es la velocidad generalizada, y Q](.") la fuerza generalizada no conservadora que

corresponde a la coordenada generalizada q;. Las fuerzas que representa Q](.”) pueden ser del
tipo disipadoras como amortiguamientos, o fuerzas externas que no son derivables de una
funcién potencial. Si se considera un sistema conservador Q](.”) = 0, laecuacién de Lagrange

se establece como

d (dT\ oT oV
( ) =0, j=12..n (1.28)

dt\aq,) " aq, " aq,
Las ecuaciones (1.27) y (1.28) representan un sistema de n ecuaciones diferenciales, una por
cada n de las coordenadas generalizadas. Por lo que se pueden derivar las ecuaciones del
movimiento de un sistema vibratorio, siempre que las expresiones de energia para cada valor

de n estén disponibles.

1.5 METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos, corresponde a un método numérico que se puede emplear
para modelar y solucionar problemas mecanicos complejos y de vibraciones estructurales. Se
caracteriza principalmente por reemplazar la estructura original, por varias piezas o

elementos, de los cuales se supone que se comportan como un miembro estructural continuo,
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Ilamado elemento finito. Dichos componentes estan interconectados en juntas llamadas
nodos. Como es de gran complejidad determinar la solucion exacta de la estructura original
bajo ciertas cargas especificas, se supone una solucion aproximada conveniente en cada
elemento finito. Si se determinan de manera correcta las soluciones de los elementos finitos,
se puede hacer que la respuesta del sistema converja a la solucidn exacta de la estructura total
mientras mas elementos finitos se consideren para realizar el analisis. En los softwares de
analisis por MEF (método de elementos finitos, o FEM por sus siglas en inglés) comunmente
se le denomina mallado a la accion de discretizar los elementos finitos, se debe considerar
que mientras mas fino sea el mallado del elemento, mas calculos debe realizar el software,

pero a su vez, la respuesta sera mas precisa.

Si se considera el modelo de elementos finitos de una fresadora cepilladora presentado en la
Figura 1-6, se observa que las columnas y el sobrebrazo estan representados por elementos
de placa triangulares, y el cursor transversal y el portaherramientas estan representados por
elementos de viga. El desplazamiento de un elemento se expresa en funcion al
desplazamiento que tienen las esquinas o nodos, en la Figura 1-6(b) se supone que el
elemento caracteristico e, y ademéas que el desplazamiento transversal es w(x,y,t). Los
valores de (dw/dx) y (dw/dy) en los nodos 1, 2y 3, se tratan como incdgnitas y se indican
como w; (t), w,(t), ws(t), ... wo(t). El desplazamiento w(x,y,t) se puede expresar en

funcion de los desplazamientos de las juntas desconocidos w;(t) de forma

Wy, = ) N y)wi(®) (1.29)
i=1
wo(1)

~

wo(t)
wy(1) wix, y, tf ﬁ‘ﬂj ;

f(x, y 1)

_ Porta herramientas

Sobrebrazo

Columna __Y—"

=
/

~

Elementos
de placa

= i Jidad 4 y
i - [ »
\,\ s / fic

[ % ~ x
| /* Fuerzas de corte
7

D

(a) Estructura de una fresadora cepilladora (b) Modelo de elementos finitos

Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.

Figura 1-6: Modelado de elementos finitos

donde N;(x,y) se denomina funcion de forma, correspondiente a los desplazamientos en las
juntas w;(t) y n es la cantidad de desplazamientos desconocidos en las juntas, n = 9 para el

caso de la Figura 1-6(b).

Si en el elemento actlan cargas distribuidas f(x,y,t) se pueden convertir en las fuerzas

equivalentes que acttan en las juntas f;(t) (i = 1,2,...9), ademas si en las juntas actGan
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fuerzas concentradas, también se pueden sumar a la fuerza apropiada que actua en la junta
fi(t). Si se utiliza la ecuacion (1.29) para describir la energia cinética T y la energia de

deformacion o potencial elastica V del resorte, quedan expresadas de la siguiente manera:

= %Wr[m]w (1.30)
V= %Wr[k]w (1.31)
donde
W1(t) W1(e) dw, /dt
W = Wzz(t) W= w%(t) _ dW%/dt
Wr;(t) W,;(t) dw,; /dt

y las matrices de masa y rigidez del elemento son [m] y [k] respectivamente. Si se sustituyen

las ecuaciones (1.30) y (1.31) en la ecuacion de la Lagrange (1.27), y se sustituye la fuerza

(m

generalizada Q;  por F;. Las ecuaciones del movimiento del elemento finito se obtienen por

[m]W + [K]W = f (1.32)

donde f es el vector de las fuerzas que actuan en las juntas y el vector W corresponde a las

aceleraciones en las juntas, dado por

Wy d?w; /dt?
iV = w2 _ dzwz./dtz
Wn d*w, /dt?

Si en la ecuacion (1.32) se reemplaza la posicion y la aceleracion W y W respectivamente,

por las coordenadas generalizadas X y X, y se considera un sistema no amortiguado donde
no hay fuerzas no conservadoras (como en la Ecuacion (1.28)). Se puede volver a escribir la

ecuacion (1.3) de forma matricial como:

[m]% + [k]Z =0 (1.33)
La forma del elemento finito y la cantidad de desplazamiento en los nodos, pueden ser
variables segln el punto de aplicacion como se muestra en la ecuacién del movimiento para

un solo elemento finito (1.32), la matriz de masa [m], la matriz de rigidez [k], y el vector de

las fuerzas en el nodo f del elemento individual son necesarias para la solucion final de un

sistema de n grados de libertad.

La modelacion de elementos finitos se puede aplicar a un sinfin de aplicaciones en ingenieria,
en el caso particular elementos pueden estar en movimientos axiales, torsionales, flexion, etc.

A continuacion, se presentan las matrices de rigidez y de masa para una viga en flexion.

5.1 Elementos finitos en una viga

Si se considera una viga bajo la teoria Euler-Bernoulli, y se representa una viga uniforme
sometida a fuerzas distribuidas transversales f (x, t) en la Figura 1-7, se puede observar que

los nodos o juntas (1 y 2), estan sometidos a desplazamientos traslacion y de rotacion
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designados como w; (t), w, (t), w3 (t) y w,(t). Por lo tanto, se establece que existiran fuerzas
lineales en las juntas f;(t) y f5(t) correspondientes a w; (t) y ws(t); y fuerzas rotacionales
f2(t) y fi(t) correspondientes a w,(t) y w,(t) respectivamente. Si se considera el

desplazamiento transversal dentro del elemento, similar a la deflexion estatica de la viga,

como una funcién cubica en X;

w(x, t) = a(t) + b(t)x + c(t)x? + d(t)x3 (1.34)
Los desplazamientos desconocidos de la junta deben satisfacer las siguientes condiciones

w(0,t) = wy(t), 3_1:: (0,8) = w,(t)

(1.35)
ow
w(l, t) = ws(t), B (L, t) = wy(t)
f(0) J3(1)
phs w(x, 1) f# 1>
hlt Wl w3(1)
& Mf‘ ) w0
Zt’z(f)
|
X l P, A L.E
- [ >
Junta 1 Junta 2
Fuente: VIBRACIONES MECANICAS, Singeresu S. Rao. 52 edicion.
Figura 1-7: Elemento de viga uniforme
De las ecuaciones (1.34) y (1.35) se puede obtener
a(t) = wy(t)
b(t) = w,(t)
e(t) = 75 13w () — 2wy (DL + 3wa(t) — wy (O] (1.36)

d(t) = [2W1 (&) + w2 (D) = 2w3(t) + wa(D)1]

Si se sustituyen las ecuaciones (1.36) en la ecuacion (1.34), se puede expresar w(x, t) como

x? x3 x x% x3
W(x,t): 1—31—2+Zl Wl(t)+ 7—21—24‘1 le(t)

(1.37)
x? x3 x? xB
+ <3l_2 -2 l_3> Wg(t) + <_l_2 + l_3> lW4(t)
La ecuacion (1.37) se puede volver a escribir como:
4
w(x, t) = Z N; ()w;(t) (1.38)
i=1

donde el parametro N;(x) esté& dado por:
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Ny(x)=1-3 G)Z +2 (%)3 (1.39)
N,(x) = x — 21 G)Z +1 G)3 (1.40)
Ny(x) = 3 G)Z —2 (%)3 (L.41)
M =-1(5) +1 () (142

La energia cinética y de deformacion a la flexion, ademas del trabajo virtual del elemento, se
pueden expresar como

1 2
T(t) = %f pA {awg, t)} dx = %W(t)T[m]W(t) (1.43)
0
l 2 2
V() = % f El {ag—g’ﬂ} dx = %VT/ O [k]W(t) (1.44)
0
l
SW(t) = f F(x,t) sw(x, O)dx = sw()Tf () (1.45)
0

El factor p corresponde a la densidad de la viga, E es el médulo de Young, I corresponde al

momento de inercia de la seccion transversal y A el area de esta Ultima, mientras que

w; (t) dw, /dt
N R 721¢3) oy ) dwy/dt
WO =10 (7 WO =9 e rde
wa (D) dw, /dt
CLAON f(®)
—n oWy (D) > o )f2@)
5W(”‘i6w§(t)f’ F®O=1%0
dw,(t) fa(t)

Si se sustituye la ecuacion (1.37) en las ecuaciones (1.43) a la (1.45) y se realizan las
integraciones necesarias, se obtienen la matriz de masay rigidez respectivamente, ademas de
la fuerza

156 221 54 —13l
(m] pALl 221 41> 131 302

™=00| 54 131 156 —221 (1.46)
131 =312 —221 42
12 6l —12 6l
_Ell 61 412 —-61 202
[ke] = 13]1-12 -6 12 -6l (1.47)
6l 212 —6l 412
l
fi () =ff(x, t)N;(x)dx, i=1,2,34 (1.48)
0

Para un sistema de n grados de libertad, a través de las ecuaciones mencionadas
anteriormente, no se consideraba ningdn nodo del sistema fijo, por lo tanto, el sistema
completo era capaz de experimentar movimientos de cuerpos rigidos bajo las fuerzas que
actuaban en cada nodo. Sin embargo, al incorporar condiciones limites se plantea que la
estructura esta soportada, de modo que los desplazamientos sean cero en varios nodos para

evitar el movimiento de cuerpo rigido del sistema. Un método simple de incorporar las
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condiciones limites de desplazamiento cero, es eliminar las filas y columnas correspondiente

de las [M], [K] y el vector F, las cuales representan las matrices generales del sistema
completo, obteniéndose asi matrices cuadradas de N x N, donde N representa la cantidad de

desplazamientos libres que posee el sistema.

La matriz de masa considerada en la ecuacion (1.46) se conoce como matriz de masa
consistente, y se define asi porque se utiliza el mismo modelo de desplazamiento utilizado
para derivar la matriz de rigidez. Sin embargo, existe una matriz mas simple denominada
matriz de masa concentrada, llamada asi debido a que se obtiene al colocar masas puntuales
o0 concentradas m; en el nodo i en las direcciones de los grados de desplazamiento de libertad
supuestos. Las masas concentradas hacen referencia a la inercia traslacional y rotacion del
elemento, se calculan suponiendo que el material dentro de las ubicaciones medias a ambos
lados del desplazamiento se comporta como un cuerpo rigido mientras que el resto del
elemento no participa en el movimiento. Por lo tanto, no se incluye el acoplamiento dindmico
que existe entre los desplazamientos del elemento, de ahi que la matriz del elemento es
puramente lineal. A modo de ejemplo, se considera la viga representada en la Figura 1-7, al
considerar la mitad de la masa total de la viga en cada uno de los nodos, a lo largo de los

grados de libertad traslacionales, se obtiene la matriz de masa concentrada del elemento de

viga como:
1 0 0 0
_PALlo 0 0 O
=10 0 1 o (1.49)
00 0 0

La variacion de los resultados obtenidos al aplicar una matriz de masa consistentes, en
comparacién con una matriz de masas concentradas es muy pequefia. La matriz de masas
concentradas es aproximada en el sentido que no consideran el acoplamiento dindmico que
existe entre los diversos grados de desplazamiento de libertad del elemento, sin embargo,
presentan la ventaja de ser diagonal lo que implica menos uso de espacio de almacenamiento
durante el manejo computacional. Por otro lado, las matrices consistentes no son diagonales,
y se consideran aproximadas ya que de las funciones de forma de las cuales derivan se aplican
patrones de desplazamientos estaticos, los cuales se utilizan inclusive en problemas

dindmicos.

Para el desarrollo del anlisis modal, es necesario conocer en cuantos elementos finitos se
divide el sistema, y en cada uno de ellos establecer la matriz de masa y rigidez para un
posterior ensamble, el cual se muestra en la Figura 1-8. (en modo de ejemplo se utilizard un

ensamble de dos matrices de rigidez).
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Matriz de rigidez
del elemento 1

2 _e -1z ee] ][~ i _
12 -6 12 —6f Vs 6l 4~ -6 217 0 0
gl |12 el -12 6|} [K]:g —-12 -6/ 24 0 -12 6l
[€l=3 G2 S as? 2 Plel 2* o 8 -6 2P
__ | & 4 -6t 22%)| 0 0 -12 -6 12 -6
_ - |12 & 12 62 |5 0 0 6 2 —6 4P
I 61 2% —61 4% || | Vs - -

/

Matriz de rigidez
del elemento 2

Fuente: Apuntes curso analisis de sistemas dinamicos, Saavedra 2009

Figura 1-8: Ensamble de dos matrices de rigidez

Una vez ensambladas las matrices de los elementos finitos, se establecen las condiciones
limites del sistema, y se eliminan las columnas y filas correspondientes a las juntas donde no
existen grados de libertad. Al establecer las matrices globales de rigidez y de masa, se puede
determinar el modo de vibrar del sistema, en conjunto con la frecuencia natural w,, a partir
de la solucion del problema de valor eigen o valor propio del sistema, el cual establece que
dicho sistema tendra n frecuencias naturales correspondientes a cada elemento n que lo

componen.

El problema del valor eigen se plantea a partir de la ecuacion (1.33), la cual representa un
sistema masa-resorte, el que puede oscilar por un tiempo indefinido dependiendo de la
posicion y/o velocidad inicial. Si se plantea la ecuacion de forma de modo del sistema (1.50),
donde X; es una constante y T es una funcion del tiempo t. Se puede inferir que la relacion
de amplitud que tienen dos coordenadas es independiente del tiempo. Fisicamente, hace
referencia que las coordenadas poseen movimientos sincronos. La configuracion del sistema

no cambia de forma durante el movimiento, en cambio la amplitud si lo hace.
x; () = X;T(D), i=12,..,n (1.50)

La configuracion del sistema est& dada por el vector

7=
Xn
Al reemplazar la ecuacion (1.50) en la ecuacion (1.33), se obtiene:

[m]XT(¢) + [K]XT(t) =0 (1.51)

y al escribirla de forma escalar, como sumatoria de n ecuaciones distintas

n n
Zmqu T®+ Zkinj T =0, i=12.,n (1.52)
j=1 j=1

T(t) + w2T(t) =0 (1.53)
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n

Z(kij —wim;HX; =0, i=1,2..,n
Jj=1

Si se despeja la ecuacion en funcion de i y de t, se entiende que ambos lados deben ser igual
a una constante. Y al definir dicha constante como w2, se puede escribir la ecuacion (1.52),

como:

0 de forma matricial como el problema del valor eigen

[[k] — w2[m]]X =0 (1.54)
La solucion de la ecuacién (1.53) se expresa como:
T(t) = Cicos (wt + ¢) (1.55)

Donde C; y ¢ son las constantes conocidas como la amplitud y el angulo de fase. La ecuacion
(1.55) establece que todas las coordenadas n pueden tener un movimiento arménico con la
misma frecuencia w, y un angulo de fase ¢. Sin embargo, el valor de w, no puede ser
cualquier valor, ya que debe satisfacer la ecuacion (1.54), la cual representa un conjunto de
n ecuaciones homogeéneas en las incognitas X;(i = 1, 2, ...,n). Para hallar una solucion no

trivial para la ecuacion (1.54) se plantea que el determinante A de la matriz, debe ser cero:

A = |ki; — wimyj| = |[k] — w2[m]| =0 (1.56)
Si las matrices [m] y [k] son simétricas y positivas definidas, se puede demostrar que las n
raices son reales y positivas como es en este caso. Si w?, w3, ..., w2 indican las n raices de
orden ascendente, las raices cuadradas dan las n frecuencias naturales del sistema w; < w, <
- < wy; donde el valor menor w; se conoce como frecuencia fundamental o primera
frecuencia natural. Es importante mencionar que todas las frecuencias naturales son distintas

aun cuando tengan el mismo valor.

Para la solucion del valor eigen se puede considerar el método elemental, donde la ecuacion

(1.54) se puede reescribir como:

[Alk] — [m]]X =0 (1.57)
definiendo A, como
1 (1.58)
A=z

si se multiplica (1.57) por la inversa de la matriz de rigidez [k]~,y se reordena la ecuacion
tal que:

A[NX = [D1X (1.59)
donde [I] es la matriz identidad y la matriz dindmica [D] es:

[D] = [k]*[m] (1.60)
El problema del valor eigen de la ecuacion (1.59) es conocido como problema de valor eigen

estandar. Para una solucion no trivial de X, el determinante caracteristico debe ser cero, por

lo tanto

A=|AlIl-[D]l =0 (1.61)
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CAPITULO 2: ANALISIS MODAL
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Las vigas se definen como un elemento estructural lineal, que por lo general estan expuestas
a flexion, sin embargo, se disefian para aplicaciones de cargas en puntos variados. La
caracteristica principal de una viga es que su largo predomina en cuanto a la altura y al ancho.
Ademas, se pueden clasificar segun la sujecion que esta tiene (empotradas, simplemente
apoyada, en voladizo, etc.) como también del tipo de carga a la que esta sometida (carga

concentradas y distribuidas).

El uso de una viga se puede considerar desde una simple estructura de sujecion doméstica,
hasta su uso en construcciones de gran envergadura como puentes, armaduras, etcétera. Los
materiales usados para la fabricacion de vigas dependen de las condiciones de trabajos, 10s
requerimientos de esfuerzos tanto estaticos como dinamicos, asimismo se consideran
condiciones como la corrosividad, humedad y presion del ambiente, con el fin de garantizar

seguridad y un correcto funcionamiento a lo largo de la vida atil al menor costo posible.

Hoy en dia existe una amplia gama de vigas y perfiles comerciales en el mercado, yendo de
las mas comunes como perfiles IPE, HEB, UPN, etc. hasta vigas para usos mas especificos
como pueden ser perfiles comerciales laminados en frio tipo “C”, “Z”, “Omega”, etc. La
seleccion de éstas va a depender netamente de las condiciones de trabajo a las que estara
sometida, sin embargo, a lo largo de este capitulo nos interesaremos en la diversidad de
formas y dimensiones que estas poseen, para observar como afecta la geometria a los

resultados obtenidos, y cobmo varian entre un método y otro.

En el capitulo anterior, se desarrollé el andlisis modal de vigas mediante la modelacion de
un sistema de varios elementos finitos que se comportan como un conjunto masa-resorte. Si
se considera que para cada elemento debe existir una matriz de masa y rigidez asociada y
ademas un posterior ensamble para obtener una matriz global, se puede intuir que para un
mayor nimero de elementos el calculo serd més dificil de llevarlo a cabo de una forma
tradicional, sin embargo, con el uso de software que aplican este método de calculo, es mucho
mas facil conseguir resultados méas precisos y de una forma mas rapida. A continuacion, se
compararan los resultados obtenidos mediante este método utilizando una cantidad reducida
de elementos finitos, y se compararan con los simulados a través de la herramienta de analisis
modal de Autodesk Inventor, el cual realiza los mismos calculos, pero con un mayor nimero
de elementos. Este analisis permite conocer factores importantes como lo son las frecuencias
naturales y los modos de vibrar, los cuales indican a qué frecuencias la estructura puede
oscilar y entrar en resonancia, y ademas de qué forma o modo lo hara. El conocimiento de
esta informacion es relevante al momento de disefiar, ya que permite prever de qué forma
reaccionaria una estructura ante cierta excitaciéon (producto de fuerzas externas como
movimientos mecanicos, viento o cambios de presiones producto del sonido), y determinar

asi, de qué forma aminorarlos.
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2.2 CARACTERISTICAS PARA EL ANALISIS

Para el analisis modal se consideraran tres vigas con diferentes sujeciones que seran descritas
mas adelante, la finalidad es comparar directamente los resultados obtenidos mediante el
método explicado en el capitulo anterior, con los resultados obtenidos en Autodesk Inventor,
cabe destacar que lo que se realizard a continuacion es solo en modo de ejemplo, ya que este

proceso se realizara para varios perfiles comerciales.

El material considerado para el andlisis es un acero estructural A-36, debido a que
generalmente se utiliza en la construccién de vigas, o estructuras propensas a vibraciones.
Las propiedades fisicas necesarias para el analisis son el médulo de Young o de elasticidad,
el cual generalmente se estima alrededor de 200 [GPa], y la densidad que en los aceros es

considerada como 7850 [kg/m3].

Para el analisis modal se utilizaran vigas IPE 120, con un largo L de 6000 [mm], en las
Figuras 2-1, 2-2 y 2-3, se muestran las condiciones en las que se analizaran cada una de las
vigas. Como se puede apreciar, estan divididas en 3 elementos, en los cuales cada uno de
ellos representa un sistema masa resorte, y que en conjunto pueden describir o modelar el

movimiento de la viga.

\© ® ® @[\\

% ELEMENTO 1 ® ELEMENTO 2 ® ELEMENTO 3

\ 1\
- I d

Fuente: Elaboracion propia

Figura 2-1: Viga doblemente empotrada

ELEMENTO 3

o («)

ELEMENTO 1 ‘ ELEMENTO 2

| < T >-|

Fuente: Elaboracion propia

s

Figura 2-2: Viga en voladizo
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® ® ® @
® ELEMENTO 1 [ ELEMENTOD 2 ® ELEMENTO 3 ®

i F=3
- L :

Fuente: Elaboracion propia

Figura 2-3: Viga simplemente apoyada
Para cada viga, es necesario utilizar las matrices de las ecuaciones (1.46) y (1.47) presentadas

en el capitulo anterior, y posteriormente realizar el ensamble de las matrices, para obtener

una matriz general.

156 221 54 —13l 0 0 0 0
221 41? 131 —31? 0 0 0 0
54 131 312 0 54 —13l 0 0

0 0

[m]:p_Al -131 =312 0 812 131 =32 2.1)
420] 0 0 54 131 312 0 54 —131

0 0 —-131 =312 0 812 131 —3I2

0 0 0 0 54 131 156 —22I

0 0 0 0 —131 =312 —221 4*

r12 6l —12 6l 0 0 0
6l 412 -6l 212 0 0 0
. 12 -6/ 24 0 -12 6/ 0

6l 212 0 812 -6l 22 0
[k]_lS 0 0 -12 -6l 24 0 —-12 (2.2)
0 0 6/ 22 0 812 -6l 2I?
0 0 0 0 -12 -6l 12 -6l
0 0 0 0 6l 212 —6l 412

La ecuacion (2.1) y (2.2), representan las matrices globales de masa y rigidez

o O OO
J

(o))
~

respectivamente de los elementos presentado en las Figuras 2-1, 2-2 y 2-3.

Una vez establecidas las matrices globales, es necesario aplicar las restricciones que poseen

los sistemas anteriormente presentados en cada uno de los cuatro nodos existentes.

En la Figura 2-1 considerando que se trata de una viga doblemente empotrada, los nodos 1y
4 no poseen ningun tipo de desplazamiento, por lo cual las filas y columnas 1, 2, 7y 8 de la

matriz, se pueden eliminar.

Al reemplazar las matrices (2.1) y (2.2) en la ecuacion (1.33), después de establecer las
restricciones, se obtiene:

312 0 54 —131] (%3 24 0 —12 617 (*3
PALL 0 812 131 31| )%, ( ETf 0 81* -6l 21| )%{ _ 23)
420 54 131 312 0 Xg 13|-12 =61 24 0 |)*s( '

—131 =312 0 812 ] \¥, 6L 212 0 812]\Xe

La ecuacidn (2.3) representa el movimiento de forma matricial, de un sistema masa-resorte

=

=

de 3 elementos ilustrado en la Figura 2-1.
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La Figura 2-2 al ser una viga en voladizo, el nodo 1 no posee desplazamiento traslacional ni

rotacional, por lo tanto, las filas y columnas 1y 2 de la matriz se pueden suprimir.

Reemplazando las matrices (2.1) y (2.2) en la ecuacién (1.33), después de establecer las

restricciones para la viga en voladizo, se obtiene:

r312 0 54 —-131 0 0 7 (%3)
0 8 131 =3I 0 0 |[|%Xs
PALI 54 131 312 0 54 -—13l| )
420|-131 =31> 0 812 131 -31%||%
0 0 54 131 156 —22I|[%,
) > | L
0 0 -—131 —312 —221 41?1 i) (2.4)
24 0 —12 61 0 0 7 X3
0 82 —6L 21> 0 0 (x4
LE-12 61 24 0 -12 6l |Jxs| _
3| 6l 202 0 812 —6l 21?|)%s
0 0 —-12 —61 12 -6l |*7
L0 0 6l 212 —6l 4121 \xg/

La ecuacion (2.4) representa el movimiento de forma matricial, del sistema representado en

la Figura 2-2.

Por otra parte, la Figura 2-3 al ser una viga simplemente apoyada, los nodos 1 y 4 no poseen
desplazamientos traslacionales, pero si rotacionales, por lo tanto, las filas y columnas 1y 7

de la matriz se pueden eliminar.

Al reemplazar las matrices (2.1) y (2.2) en la ecuacion (1.33) se obtiene la ecuacion (2.5) que

representa el movimiento de la Figura 2-3 de forma matricial.

412 131 =312 0 0 0 1 /(%*2)
131 312 0 54 —131 0 |[%3
PALI_312 0 812 131 -312 0 [)%
4201 0 54 131 312 0 —13I||%s
0 —131 =312 0 812 —31%2||%s
L0 0 0 —131 =312 472 1 \&g)
412 —6l 212 0 0 017 (* (2.5)
—6l 24 0 —12 61 0 ||x3
LEN2i2 0 812 -6l 212 0 |[xl _
Bl o —12 -6 24 0 6l]|]*s
0 6l 212 0 8% 212|[%s
L0 0 0 61 217 4121 s

2.3 CALCULOS EN MATLAB

Para el analisis modal de las vigas ilustradas en las Figuras 2-1, 2-2 y 2-3 se consideraran las
matrices de masa y rigidez de las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5). La solucion se desarrollara
mediante el problema del valor eigen (1.54), descrito en el capitulo anterior. Como el
procedimiento de solucidn a este problema es bastante largo y engorroso, es conveniente
utilizar el software MATLAB (abreviacion de MATrix LABoratory, o “Laboratorio de
matrices”), el cual es un sistema de computo numérico que permite el desarrollo de

operaciones matematicas entre ellas ecuaciones diferenciales, matrices, aplicaciones o
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condiciones de Idgica y algoritmos. Ademas, permite representar datos y funciones, y tiene

la capacidad de adaptar la comunicacion con otros lenguajes de programacion.

[[k] — w2[m]]X =0 (2.6)
Las soluciones de los problemas del vector y valor eigen (w?) mediante el uso del software

MATLAB, se presenta en el Anexol: Programas.
Los resultados obtenidos de los diferentes casos se presentan a continuacion:

3.1 Viga Empotrada

Los valores y vectores eigen para la viga empotrada descrita anteriormente, se presentan en

las Figuras 2-4 y 2-5 respectivamente

B% Variables - v

v L
1 4x4 double
1 2 3 4
2 0 1.0118e+06 0 0
3 0 0 2.3835e+0d 0
4 0 0 0| 1.8704e+05

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-4: Valores eigen empotrada

% Variables - L

v L
o 4xd double
1 2 3 4
1 -0.0911 06247 -0.6568
2 -0.7015 07012 -0.3314 0.2619
3 00888 00911 -0.6247 0.6568
4 07015 -0.7012 0.3314 0.2619

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-5: Vectores eigen empotrada

Los resultados obtenidos corresponden a las frecuencias naturales y a los respectivos modos

de vibrar de la viga. A continuacién, las frecuencias naturales calculadas:

rad

Wn, =/ 2.3855 * 10* = 154,45 [T] 0 24,58 [Hz]
rad

Wy =+/1.8704 %105 = 432,48 T] 0 68,83 [Hz]

rad

Wn3 =+/1,0118 10 = 1005,98 [T] ) 160,09 [Hz]
rad ,

Wna =+/3,9961 10 = 1999,01 [T] ) 318,15 [HZ]

Como se menciond anteriormente, los modos de vibra estan dados por el vector eigen

correspondiente a cada frecuencia natural (valor eigen), dicho vector corresponde a la
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traspuesta de la columna donde se encuentra la frecuencia natural (Figuras 2-4 y 2-5). A

continuacidn, se presentan los vectores eigen y se ilustran los modos respectivos a cada
frecuencia natural en las Figuras 2-6, 2-7, 2-8 y 2-9 respectivamente:

Primer modo (frecuencia natural de 24,58 [Hz])

[Xcotumnasl” = [-0,6247 —0,3314 —0,6247 0,3314]

0.5

2.5 3 35 6.5

—1

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-6: Primer modo calculado empotrada — Representacion

Segundo modo (frecuencia natural de 68,83 [Hz]):

[Xcotumna «]T = [—0,6568 0,2619 0,6568 0,2619]

05

35 4 45 5 55 6 6.5

-1

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-7: Segundo modo calculado empotrada — Representacion

Tercer modo (frecuencia natural de 160,09 [Hz]):

[Xcotumna 2] = [—0,0911 0,7012 —0,0911 —0,7012]

0.5

o®

E 3k -g—TF

oy

5.5 6.5

-0.5

-1

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 2-8: Tercer modo calculado empotrada — Representacion

Cuarto modo (frecuencia natural de 318,15 [Hz]):

[Xcorumna )T = [—0,0888 0,7015 —0,0999 —0,7015]
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0.5
D
A W B
—- u C v _ =0
0 0’ 1 5 —=@— 25 3 35 4 45 5 55 6 65

-0.5

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-9: Cuarto modo calculado empotrada — Representacion

3.2 Viga en voladizo

Siguiendo lo aplicado anteriormente, a continuacion, se representan los valores y vectores

eigen en las Figuras 2-10 y 2-11 correspondientemente.

Pa Variables - V

HEEREE
H 6x6 double
1 2 3 4 5 6

1 0 0 0 0 0
2 0 3.3131e+06 0 0 0 0
3 0 0 9.3539e+05 0 0 0
4 0 0 0 1.8445¢+05 0 0
5 0 0 ] 0 23101 e+04 0
6 0 0 0 0 0 584.4831

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-10: Valores eigen voladizo

P% Variables - L

|V X L x|
EH 6x6 double
1 2 3 4 5 6

1 00577 -00762  -03787 03736 -0.1375
2 01137  -05374 0.4860 0.1410 0182 01252
3 0.0347 01017 -0.0352 03339 02682 -D.4543
4 0319  -03535  -04988 01076  -03124  -0.1812
5 0.1844 02186 03025 05089  -06334  -0.8306
6 0.9215 0.7245 0.6447 06743 -05051  -D.1906

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-11: Vectores eigen voladizo

Primer modo (frecuencia natural de 3,85 [Hz])

6.5

-1

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 2-12: Primer modo voladizo calculado — Representacion
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Segundo modo (frecuencia natural de 24,19 [Hz])

05 B
v c
u uy
A
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 oW 55 6.5
-05 D

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-13: Segundo modo voladizo calculado — Representacion

Tercer modo (frecuencia natural de 68,35 [Hz])

0.5

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-14: Tercer modo voladizo calculado — Representacion

Cuarto modo (frecuencia natural de 158,93 [Hz])

05

05 1 5 e £ i =g 45 5 55 6

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-15: Cuarto modo voladizo calculado — Representacion

Quinto modo (frecuencia natural de 289, 69 [Hz])

6.5

05
D
C W —l)
A u B NV
0‘ 05 1 5 =9— .5 3 3ls 4 455 5 55 & 65
-0.5
Fuente: Elaboracion propia.
Figura 2-16: Quinto modo voladizo calculado — Representacion
Sexto modo (frecuencia natural de 577,53 [Hz])
0.5
D
i - ‘iB A &C—-,—_\E””.
0 05 1

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 2-17: Sexto modo voladizo calculado — Representacion

6.5
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3.3 Viga simplemente apoyada

Los valores y vectores eigen se representan en las Figuras 2-18 y 2-19 respectivamente:

P& Variables - V

E ] v x| L x|
H 6x6 double
1 2 3 4 5 6

1| 9.6487e+06 0 0 0 0 0
2 0 5.0859e+06 0 0 0 0
3 0 0 1.5836e+06 0 0 0
4 0 0 0 4.5046e+05 0 0
5 0 0 0 0 7.5424e+04 0
6 0 0 0 0 D 4.6120e+03

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-18: Valores eigen simplemente apoyada

Pa Variables - L

|V X L =
EH 6x6 double
1 2 3 4 5 6

1 -0.6286 0.6162 05000  -0.5079  -0.3542
2| -7.3307e-17 00776  -01592 7.198de-16  -0.4214  -0.5858
3 05000  -03143  -0.3081 -0.5000 02539  -0.1771
4| -36711e-17 0.0776 01502  3.9136e-16 04214  -0.5858
5 0.5000 03143 -0.308f 0.5000 0.2539 01771
6 0.5000 0.6286 06162  -05000  -0.5079 0.3542

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-19: Vectores eigen simplemente apoyada

Primer modo (frecuencia natural de 10,81 [Hz])

25 3 35

-1

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-20: Primer modo simplemente apoyado calculado — Representacion

Segundo modo (frecuencia natural de 43,71 [Hz])

05 C
W
A \/\D
0 4 15 2 25 3 35 4 45 5 55 5
B
05

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 2-21: Segundo modo simplemente apoyado calculado — Representacion
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Tercer modo (frecuencia natural de 107,88 [Hz])

0.5

C D
u v W

ol PN e

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 515

o
-9

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-22: Tercer modo simplemente apoyado calculado — Representacion

Cuarto modo (frecuencia natural de 200, 60 [Hz])

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-23: Cuarto modo simplemente apoyado calculado — Representacion
Quinto modo (frecuencia natural de 358,93 [Hz])

0.5

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

%

45 5 55

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-24: Quinto modo simplemente apoyado calculado — Representacion
Sexto modo (frecuencia natural de 494,37 [Hz])

0.5

C D
u v W

© =9 =

0 05 1 15 2 25 35 4 45 55

(%]

o
-4

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-25: Sexto modo simplemente apoyado calculado — Representacion
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2.4 SIMULACION MEDIANTE MEF EN AUTODESK INVENTOR

Autodesk Inventor es un software que proporciona herramientas para el disefio mecanico o
estructural en 3D, presenta bibliotecas expandibles de elementos normalizados, y permite

realizar simulaciones dindmicas a través del uso de MEF.

Previamente a realizar un analisis modal, es necesario modelar este componente en 3D
considerando las dimensiones normalizadas de cada viga. Una vez modelada, se selecciona
la pestafia ENTORNOS vy a continuacion ANALISIS DE TENSION, donde se despliega un
nuevo menl y se debe seleccionar la opcibn CREAR ESTUDIO. Posteriormente se
selecciona la opcion ANALISIS MODAL y se ajustan los parametros del modelado, los

cuales para este andlisis se dejaron los establecidos por defecto.

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-26: Modelado de IPE 120 en Autodesk Inventor

Para realizar el analisis modal es necesario establecer condiciones como: el material del
elemento, el mallado (que en este caso es considerado como el predeterminado), y las

fijaciones de movimiento, segun la disposicién de la viga analizada.

Las restricciones se realizan de acuerdo con el tipo de viga que sera analizada, para aplicarlas,
es necesario ir a la seccion “restricciones” y seleccionar el icono FIJAS, el cual, permite
restringir todos los movimientos de una cara seleccionada, en el caso de las vigas empotradas
se dejan ambas caras fijas, mientras que para las vigas en voladizo solo una cara cumple esta
condicidn. En la viga simplemente apoyada las restricciones que se realizan son del tipo fija,
pero solo en sentido vertical (los resultados que se analizaran solo corresponden a los
desplazamientos generados en el eje y). En las Figuras 2-27, 2-28 y 2-29, se pueden ver las

restricciones puestas a cada una de las vigas mencionadas anteriormente.

Posteriormente de seleccionar las restricciones, es necesario considerar el material de la viga,
el cual se selecciona de la biblioteca de Inventor Autodesk, o simplemente se ajustan a las
condiciones del material establecido. Para realizar esta operacién, se debe hacer doble clic
en el icono MATERIAL vy se despliega la ventana ASIGNAR MATERIALES, en el caso de
que el material no se encuentre cargado, se debe extraer de la biblioteca de materiales de

Autodesk, asegurandose que los parametros fisicos que se describen sean los adecuados
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(Médulo de Young y a la densidad volumeétrica). En caso de tener valores distintos, se pueden

modificar adaptandolos a los datos que se estimen convenientes segun el material utilizado.

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-27: Viga empotrada en Autodesk Inventor

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-28: Viga en voladizo en Autodesk Inventor

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-29: Viga simplemente apoyada en Autodesk Inventor

Una vez configuradas las restricciones y las propiedades del material, es necesario definir el
tamafio de la malla aplicado al elemento, el cual no es otra cosa que definir cuantos elementos
y nodos presentara la viga. Como se menciono anteriormente el calculo se realizara con los
nodos o elementos que trae por defecto, ya que la diferencia en los resultados cuando se
utiliza una gran cantidad de elementos, no varia tanto como cuando se usa un ndmero

limitado de elementos finitos

Con los parametros anteriores ya definidos, se procede a simular el analisis desde el icono
SIMULAR, y posteriormente en EJECUTAR.

Los resultados arrojados por el software Autodesk Inventor, para cada uno de los casos
presentados en las Figuras 2-1, 2-2 y 2-3 se presentan a continuacion.
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4.1 Viga doblemente empotrada

Los resultados obtenidos de la simulacién, tanto las frecuencias naturales como los modos

de vibrar se presentan en la Figura 2-30.

00,1 M T
25,14 Hz 68,34 Hz
0,1 U
— L
131,56 Hz 213,86 Hz
-
423,16 Hz

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-30: Frecuencias naturales y modos de vibrar de viga empotrada simulada

4.2 Viga en voladizo

En la Figura 2-31 se muestran los resultados obtenidos para la viga en voladizo.

3,99 Hz i 24,83 Hz

300,1 Mk, 300, 1M
68,74 Hz 133,05 Hz
M01 01
0 “ '_: 0
300,41 M, 3001 M,
215,52 Hz 314,59 Hz

oM omn

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 2-31: Frecuencias naturales y modos de vibrar de viga en voladizo simulada
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4.3 Viga simplemente apoyada

En la Figura 2-32 se muestran los resultados obtenidos en la simulacion de la viga
simplemente apoyada.

H 11,18 Hz H = 44,40 Hz

\

Hmw 98,66 Hz H””‘“ 173,24 Hz

" .

e )

Fmi% 264,91 Hz H’w 372,98 Hz

I N =

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 2-32: Frecuencias naturales y modos de vibrar de viga simplemente apoyada
simulada

En las figuras anteriores se muestran los primeros seis modos de vibracion correspondientes
a una viga en diferentes disposiciones, cabe destacar que para las simulaciones realizadas se
configuraron restricciones para el movimiento del elemento con el fin de obtener solamente
los resultados en la direccion de estudio, que en este caso es el eje y. Sin embargo, el software
arroja resultados en los que existen movimientos en el eje x que no son de interés para

compararlos con los calculados en MATLAB.

2.5 COMPARACION DE RESULTADOS Y ANALISIS

Con la finalidad de conocer qué tan coherentes son los resultados obtenidos (y presentados
anteriormente) se realizaron simulaciones para diferentes perfiles comerciales entre los
cuales figuran los IPE, HEB y UPE (las caracteristicas geométricas de estos se muestran en
el Anexo 2: Perfiles Comerciales) con un diferente tamario del perfil de 120, 160 y 200
[mm] de medida principal, la cual indica el nombre del perfil (ejemplo: perfil IPE 120, su

medida principal “h” es 120 [mm], ver Anexo).

Las vigas fueron modelas en Autodesk Inventor segun las medidas comerciales anexadas, y
con una longitud igual para todas de 6 [m], ademas se consideran las tres disposiciones
tipicas de las vigas, es decir, doblemente empotrada, en voladizo y simplemente apoyada.
Mientras que, para el calculo realizado en MATLAB se utilizaron los programas mostrados

en el Anexos 1: Programas (segun la disposicion de la viga) y la informacion que presenta el
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fabricante en cuanto a su area (en metros cuadrados [m?]) y al momento de inercia con

respecto al eje x (en metros a la cuarta [m*]) (eje x coordenadas normales, no fabricante).

Para el porcentaje de error calculado se considera que los resultados obtenidos en Autodesk
Inventor eran méas exactos para los modos y frecuencias naturales obtenidos, debido a que
utilizan un gran numero de elementos finitos (desde 900 a 6000 aproximadamente,

dependiendo de la geometria modelada) comparandolos con los 3 elementos utilizados en

MATLAB. En la formula (2.7) se presenta la expresion utilizada para dichos calculos.

Error (%) =

|RI — RM

* 100%

(2.7)

Donde RI es el resultado obtenido en Autodesk Inventor, y RM es el resultado obtenido en
MATLAB.

En las tablas 2-1, 2-2 y 2-3, se presentan los resultados obtenidos para las vigas analizadas.

Frecuencias naturales y modos|Frecuencias naturales y modos
PERFILES| de vibrar en MATLAB [Hz] de vibrar Inventor [Hz]
1° 2° 3° 4° 1° 2° 3° 4° 1° 2° 3° 4°
120| 24,58 | 68,83 | 160,09 | 318,15 | 25,14 | 68,34 | 131,56 | 213,86 | 2,22% | 0,72% | 21,69% | 48,77%
IPE | 160 32,95 | 92,25 | 214,57 | 426,42 | 33,43 | 89,86 | 170,80 | 273,30 | 1,45% | 2,66% | 25,63% | 56,02%
200) 41,37 | 115,83 | 269,40 | 535,38 | 41,63 | 110,39 | 207,24 | 334,04 | 0,64% | 4,93% | 29,99% | 60,27%
120| 25,26 | 70,73 | 164,51 | 326,94 | 25,75 | 69,17 | 131,28 | 209,59 | 1,90% | 2,26% | 25,31% | 55,99%
HEB| 160 | 33,94 | 95,03 | 221,03 | 439,26 | 34,04 | 89,87 | 167,28 | 262,57 | 0,30% | 5,75% | 32,13% | 67,04%
200) 42,78 | 119,80 | 278,64 | 553,74 | 42,51 | 110,88 | 203,34 | 317,06 | 0,65% | 8,05% |37,03% | 74,65%
120| 24,34 | 68,15 | 158,52 | 315,02 | 24,92 | 67,67 | 130,26 | 211,05 | 2,33% | 0,72% | 21,69% | 49,26%
UPE| 160| 32,46 | 90,90 | 211,41 | 420,15 | 32,99 | 88,77 | 168,92 | 270,74 | 1,60% | 2,40% | 25,16% | 55,18%
200] 40,65 | 113,82 | 264,72 | 526,08 | 41,24 | 110,27 | 208,16 | 337,31 | 1,44% | 3,22% | 27,17% | 55,96%
Promedio 1,39% | 3,41% | 27,31% | 58,13%
Desviacion estandar 0,72% | 2,42% | 4,99% | 8,26%
Fuente: Elaboracion propia.
Tabla 2-1: Comparacion viga doblemente empotrada
i OLADIZO
Frecuencias naturales y modos Frecuencias Naturales
PERFILES de vibrar en MATLAB [Hz] en Inventor [Hz]
1° 2° 3° 4° 5° 6° 1° 2° 3° 4° 5° 6° 1° 2° 3° 4° 5° 6°
120| 3,85 | 24,19 68,35 [153,93|289,69| 577,53 | 3,99 | 24,83 | 68,74 (133,05(215,52|314,59] 3,57% | 2,58% | 0,56% [ 15,69% | 34,42% | 83,58%
IPE| 160 | 5,16 | 32,42 ( 91,61 (206,31|388,27| 774,06 | 5,35 | 33,08 | 90,82 (173,92(278,02|400,14] 3,61% | 1,99% | 0,87% | 18,62% | 39,66% | 93,45%
200 6,47 | 40,71]115,02)|259,02(487,48| 971,86 | 6,72 | 41,30 |112,35|216,51|341,94|488,01| 3,65% | 1,44% | 2,38% | 19,64% | 42,56% | 99,15%
120 3,95 | 24,86 70,24 |158,18|297,69| 593,48 | 4,13 | 25,52 | 69,99 (133,73(213,64/|306,91] 4,26% | 2,59% | 0,36% | 18,28% | 39,34% | 93,37%
HEB| 160 | 5,31 | 33,40 94,37 |212,52(399,%6| 797,37 | 5,53 | 33,89 | 91,65 |172,42|269,62(380,24| 3,94% | 1,45% | 2,97% | 23,26% | 48,34% | 109,70%
200 6,70 | 42,10|118,97|267,91|504,20(1005,19| 6,99 | 42,42 |113,45|211,75|327,60|456,88| 4,19% | 0,75% | 4,86% | 26,52% | 53,91% | 120,01%
120| 3,81 | 23,95| 67,68 |152,41(286,84| 571,85 | 3,96 | 24,61 | 68,10|131,98|213,66|310,73| 3,79% | 2,67% | 0,62% | 15,48% | 34,25% | 84,03%
UPE| 160 5,08 | 31,94 90,26 |203,27|382,56| 762,68 | 5,27 | 32,63 | 89,61|171,64|274,27|395,03] 3,58% | 2,10% | 0,73% | 18,43% | 39,48% | 93,07%
200| 6,36 | 40,00(113,02|254,52|479,02| 954,97 | 6,63 | 40,77 |113,84(215,63(357,36|488,09] 4,04% | 1,89% | 0,72% | 18,04% | 34,04% | 95,66%
Promedio 3,85% | 1,94% | 1,56% | 19,33% | 40,67% | 96,89%
Desviacion estandar| 0,27% | 0,64% | 1,53% | 3,52% | 6,77% | 11,65%

Fuente: Elaboracién propia.

Tabla 2-2: Comparacion viga en voladizo
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F

APOYADA
recuencias naturales y modos Frecuencias Naturales
de vibrar en MATLAB [Hz! en Inventor [Hz]

1::

26 3n 4u 50 Bn 10 20 3n 4u 5n Bn 10 20 3u 4n 5n Bn

IPE

120

10,81 | 43,71)|107,88(200,60|358,93|494,37] 11,18 | 44,40 | 98,66 (173,24(264,91|372,98] 3,32% | 1,56% | 9,35% | 15,79% | 35,49% | 32,55%

160

14,49 | 58,58 |144,59(268,86|481,06|662,60] 14,97 | 59,11 |130,07(225,87(340,%4|472,34] 3,23% | 0,89% | 11,16% | 19,03% | 41,10% | 40,28%

200

18,19 | 73,55|181,54(337,56(603,99|831,91] 18,78 | 73,57 |160,59(278,66(421,02|571,08] 3,15% | 0,02% | 13,04% | 21,14% | 43,46% | 45,67%

HEB

120

11,11 | 44,92 |110,86(206,13|368,84|508,02] 11,55 | 45,56 |100,21(173,72(261,63|362,41| 3,84% | 1,41% | 10,63% | 18,66% | 40,98% | 40,18%

160

14,92 | 60,35 |148,95(276,95|495,55|682,56] 15,46 | 60,37 |130,74(222,71(328,86|445,19] 3,48% | 0,04% | 13,93% | 24,36% | 50,69% | 53,32%

200

18,81 | 76,08 |187,76(345,13|624,70|860,45] 19,47 | 75,23 |160,68(271,65(392,88|528,10] 3,38% | 1,12% | 16,86% | 28,52% | 59,01% | 62,93%

UPE

120

10,7

43,28 | 106,8 | 198,6 | 355,4 |489,50] 11,08 | 43,98 | 97,7 | 171,7| 261,8 | 368,6| 3,41% | 1,59% | 9,33% | 15,71% | 35,75% | 32,82%

160

14,27 | 57,72 | 142,5( 264,9 | 474 |652,86| 14,75 58,24 | 128,3( 222,4 | 336,2| 433 | 3,23% | 0,89% | 11,04% | 19,09% | 41,00% | 50,79%

200

17,87 | 72,28 178,4 | 331,7 | 593,5 |817,46] 18,47 | 72,65 | 159,2 [ 280,9 | 420,3 | 576,7| 3,24% | 0,52% | 12,08% | 18,10% | 41,21% | 41,75%

Promedio 3,36% | 0,89% | 11,94% | 20,05% | 43,19% | 44,48%

Desviacion estandar| 0,21% | 0,60% | 2,40% | 4,13% | 7,41% | 9,89%

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 2-3: Comparacién viga simplemente apoyada
En las tablas presentadas anteriormente, se observan los valores de frecuencias naturales
obtenidas y como varian los resultados entre un método y otro para los diferentes modos de
vibrar. Entre las observaciones generales que se pueden hacer, se puede mencionar que el
porcentaje de error va creciendo a medida que se desea calcular modos més altos, de misma
forma va creciendo la desviacion estandar que poseen estos resultados (es decir, los errores

varian mas unos de otros).

Al desarrollar el método de los elementos finitos en MATLAB, se puede apreciar que los
resultados dependeran de la disposicion, la longitud, densidad, area transversal y momento
de inercia (en eje x) de la viga. En este caso como se plantearon vigas de un mismo largo y
un mismo material para tres disposiciones diferentes, se puede intuir que los resultados
dependerian Unicamente de la relacion que exista entre el area y el momento de inercia. En
el estudio de la mecénica existe un concepto Ilamado radio de giro o de inercia, el cual se
define como la distancia del cuerpo a un punto de su interior, donde se considera que esta
concentrada toda la masa de ese cuerpo. En la ecuacion 2.8 se muestra como se obtiene el

radio de giro r; expresado en unidades de distancia, donde /,, es el momento de inercia con

respecto al eje x y A el area transversal de la seccion.

(2.8)

En la tabla 2-4 se muestra el radio de giro calculado para las vigas estudiadas:

PERFILES Area [m"2] |Inercia [m"4] |Radio de inercia [m]
120 ]0,00132 0,000003178 0,04907
IPE 160 ]0,00201 0,000008693 0,06576
200 ]0,00285 0,00001943 0,08257
120 ]0,0034 0,000008644 0,05042
HEB 160 ]0,00543 0,00002492 0,06774
200 ]0,00781 0,00005696 0,08540
120 ]0,00154 0,000003635 0,04858
UPE 160 |0,00217 0,000009111 0,06480
200 |0,0029 0,00001909 0,08113

Fuente: Elaboracién propia.

Tabla 2-4: Radio de inercia segun viga
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Los valores sefialados en la Tabla 2-4, se encuentran en las tablas presentadas por el

fabricante (Anexo 2: Perfiles Comerciales).

Como es de esperar con lo mencionado anteriormente, los resultados dependan del area y del
momento inercia en las situaciones ya descritas. En la Tabla 2-4 es posible ver que algunas
vigas tienen un radio de inercia muy cercanos entre si, y al comparar los resultados obtenidos
en las tablas 2-1, 2-2, y 2-3 se comprueba que las frecuencias naturales son muy cercanas a
pesar de las diferencias geométricas que poseen los perfiles. En modo de ejemplo, se puede
visualizar el perfil IPE 120 en contraste con el perfil UPE en la tabla de resultados de la viga

en voladizo, donde el primer y segundo modo solo varian por unos pocos decimales.

En cuanto a la efectividad de las pruebas segun la disposicion de la viga, la que menos error
presenta (en comparacién con los resultados obtenidos en Autodesk Inventor) es la viga en
voladizo, seguido por la viga empotrada, sin embargo, la desviacion estdndar también es

mayor en estos tipos de sujeciones.

En cuanto a los nodos analizados y sus respectivas traslaciones y rotaciones, se puede
observar que en la viga en voladizo solo posee un empotramiento, lo que resta una traslacion
y una rotacién, dejando 3 nodos para el analisis modal. Algo similar ocurre con la viga
simplemente apoyada, solo que en este caso se eliminan dos traslaciones, ademas es
importante mencionar que el elemento finito posee los nodos justo en la mitad, tal como se
ajustaron las restricciones de movilidad en Autodesk Inventor (ver Figuras 2-3 y 2-29). Por
otra parte, la viga doblemente empotrada resta 2 nodos completos, es decir, dos traslaciones
y dos rotaciones y solo deja dos nodos para el analisis modal. Lo mencionado anteriormente
influye en los resultados obtenidos, tal como se puede observar en los errores y en las
desviaciones estandar que estos presentan.

Si se piensa en disefiar un banco de ensayos, la mejor alternativa desde el punto de vista
tedrico seria una viga en voladizo debido a que es la sujecion que menos error posee, sin
embargo, el disefio de forma préactica tiene un costo adicional debido al tipo de sujecién que
posee, ademas se debe considerar la cantidad de materiales necesarios para poder ejecutarlo

(volumen de hormigén y tipo de sujecién para empotrar la viga).

Por otra parte, si se considera la desviacion estandar de los errores para el disefio de un banco
de ensayos, se deberia elegir la viga simplemente apoyada ya que es la que menos desviacion
posee, ademas, si se piensa de forma practica considerando la problematica mencionada
anteriormente, esta presenta mayor facilidad para una construccién, y un menor costo.
Ademas, como se explico en los parrafos pasados esta sujecion solo resta dos traslaciones
para el analisis modal, dejando asi seis incognitas (cuatro rotaciones y dos traslaciones), lo
que se traduce a seis frecuencias naturales (y sus respectivos modos de vibrar) calculados a
través de MATLAB.
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CAPITULO 3: DISENO DE BANCO DE ENSAYOS
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3.1 INTRODUCCION

En el capitulo actual se aplica lo desarrollado en los capitulos anteriores con la finalidad de
disefiar de forma tedrica un banco de ensayos didacticos de vibraciones mecénicas. A grandes
rasgos, se define el disefio mencionando las dimensiones que este deberia tener, las
sujeciones, los calculos asociados a las fuerzas involucradas y un andlisis modal mediante
MATLAB y otro por medio del software Autodesk Inventor, ademas de los costos asociados

que hacen referencia a la construccion del banco de ensayo.

En primera instancia se describe como ira sujeta la viga, las reacciones en los apoyos, y la
deflexion de forma tedrica. Posteriormente se describe como se pretende generar la fuerza

F(t) = F, cos(wt + ¢) descrita en la seccion 1.3 y los componentes que la producen.

Mas adelante se realizaran los analisis modales segun lo descrito anteriormente para la viga
establecida, con la finalidad de conocer las frecuencias que excitaran al sistema y como se

comporta la viga una vez aplicada la fuerza excitadora.

Realizados los calculos tedricos se determinaran los elementos que debe incluir el sistema, y
asi definir el disefio final del banco de ensayos, estableciendo la disposicion que este debe
tener para realizar pruebas de una forma comoda y que sea atractiva e intuitiva a la hora de

Ilevar a cabo los ensayos.

Finalmente se detallan los costos asociados para la fabricacion del banco de ensayos.

3.2 PARAMETROS TEORICOS DEL DISENO

Segun lo mencionado al final del capitulo dos para el disefio de un banco de ensayos, una de
las mejores opciones era la viga simplemente apoyada debido a que no necesita estructuras
voluminosas para su construccion, ademas se sefial6 que los resultados sin bien presentan

errores, la desviacion estandar de éstos era la menor entre los tres casos analizados.

2.1  Viga
Para el caso particular de la viga analizada, no presenta fuerzas externas salvo por las

reacciones que se encuentran en sus apoyos, las cuales dependeran unicamente del peso de

la propia viga.

A continuacion, se presentan los diagramas de cortantes y de momentos flectores de la viga

en funcion de su propio peso (considerando una carga distribuida).

Primero se plantea la viga de largo L, con una carga distribuida g que esta proporcionada por
el perfil de la viga. Para el disefio se considerara una viga de perfil IPE 80, ya que es el perfil
mas pequefio de esta serie y bastara para un largo no mayor para realizar los calculos modales.
Del Anexo 2: Perfiles Comerciales, especificamente al correspondiente al perfil IPE, se

obtiene que el “peso” (en realidad masa) por unidad de longitud del perfil es de 6 [kg/m],
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por lo tanto, q = 6 [kg/m]. El largo L de la viga se definira posteriormente considerando los
resultados de los analisis modales. Los diagramas de V' y M (cortantes y momentos flectores)

esperados son:

q= kg/m
D.C.L. viga
¢ L l/
| v L2 O
I\/V ]
Cortante a | |

2

/

-qL
2

Momento

|

QLZ
8

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-1: Diagramas de cortantes y momentos flectores- viga simplemente apoyada con
carga distribuida

Los valores se calcularén en la seccion 3.3 Disefio del banco de ensayos ya que es necesario
establecer el largo de la viga y con ello su peso. Los resultados obtenidos serviran para
determinar ciertas dimensiones, ademas para saber qué cargas estan soportando los elementos

que seran definidos posteriormente.

Es importante mencionar que para el analisis modal de la viga simplemente apoyada se
descartaron dos traslaciones verticales, y las horizontales se despreciaron. Para poder aplicar
criterios de la estatica en esta viga, primero se debe comprobar que esta es estaticamente
determinada, o sea, que no posea mas incdgnitas que ecuaciones existentes para el calculo de
las reacciones en sus apoyos. Por lo tanto, una viga simplemente apoyada considerada en el
plano xy no puede tener mas de tres restricciones (considerando las ecuaciones de la estatica

YF. =0, ZFy =0y YM = 0), por esta razon se plantea que la viga posea rodillos de

deslizamiento axial (direccion del eje x) en uno de sus extremos, lo cual es un aspecto
importante para el disefio practico de la viga, por otra parte las restricciones consideradas
para el analisis modal permitian la rotacidn en los nodos extremos, por lo tanto esto también

se debe tener en cuenta para el disefio.
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2.2 Fuerza excitadora

Como se mencionod en el capitulo 1 las vibraciones se pueden clasificar como libres y
amortiguadas, y ademas si presentan o no fuerzas excitadoras externas. Esta tltima se definio
como una fuerza F(t) = F, cos(wt + ¢), donde el primer factor del lado derecho representa
la amplitud de la fuerza, w la frecuencia de la fuerza excitadora y ¢ el desface que esta

presenta.

Las fuerzas externas excitadoras, generalmente son producidas por desbalances,
desalineamientos, desgastes en componentes giratorios como rodamientos, engranes; en otras
ocasiones son producidas por efectos del viento sobre un perfil (por ejemplo, los conocidos
vortices de Von Karman), etcétera. Las fuerzas excitadoras pueden clasificarse segiin como
se relaciona con la fuerza periddica, es decir, puede que el sistema esté conectado de forma
directa con una fuerza periédica o puede que se conecte elasticamente a un soporte que tiene

movimiento alternativo.

Para el caso del disefio de un banco de ensayos, especificamente en este, la fuerza excitadora
no seré producida directamente por el sistema en estudio (la viga), sino que estard conectada
a un soporte el cual presenta un movimiento alternante. Para la generacion de este
movimiento, es importante considerar la opcion de poder regular las variables de la fuerza

(amplitud y frecuencia).

La amplitud del sistema en estudio (viga), tedricamente dependerd si esta estd o no
amortiguada. Si bien el modelo tedérico planteado hasta el momento en los capitulos 1y 2 se
ha considerado no amortiguado, en la realidad no existe dicho sistema producto del roce en
las fijaciones, el roce del viento, etcétera. Segun Beer-Johnston (2013). Vibraciones
Mecénicas en Mecdnica Vectorial Para Ingenieros “Dindmica” (9° ed.). The McGraw-Hill.
en la seccion 19.7 define la amplitud maxima para un sistema masa-resorte excitado con una

fuerza armonica, tal como muestra la ecuacion (3.1)

Fy/k
Im=——F 2 (3.1)
1 - (wr/wy)
Y el factor de amplificacion F. A. como muestra la ecuacion (3.2)
X 1
F.A. = (3.2)

= = 7
Folk 1 — (wy/wy)
En el caso de una vibracion forzada amortiguada, la amplitud maxima x,, y el factor de
amplificacion F.A. se describen en las ecuaciones (3.3) y (3.4) respectivamente. (Al

introducir que el coeficiente de amortiguamiento critico del sistema ¢, = 2mw,,)

Xy = FO
" \/((k — mw]?)z + (wa)z) (33)
F.A=-T = !
Fo/k 2 (3.4)

-] + (9 ()]
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Se observa que el factor de amplificacion en el caso de que c tiende a cero 0 es igual a la

ecuacion (3.2).

Para el caso particular del disefio del banco de ensayos, se utilizara la formula 3.2, ignorando

el amortiguamiento que pueda generar por el aire y el roce de los apoyos en la viga.

La fuerza excitadora, como se mencioné antes, generalmente proviene de movimientos
rotatorios, para el caso en particular no sera la excepcion ya que se pretende generar dicha
fuerza a través de una masa desbalanceada en un movimiento de circular. Los parametros F,
y la w de la fuerza, dependen de la masa que esté desbalanceada, y la aceleracién normal del
punto donde se considera la masa, en tanto que la frecuencia dependera de las revoluciones
a las que gira el componente. En modo de ejemplo, si se desea una fuerza excitadora F =
20 sen(60t), la frecuencia del elemento que proporciona la fuerza debe de ser de 60 [Hz],

lo que es equivalente a 3600 [rpm] 0 377 [rad/s] aproximadamente.

En tanto, para la amplitud de la fuerza excitadora se debe obtener una masa m desbalanceada
en un radio r, mientras se cumpla que F, = ma, donde a,es la aceleracién normal de la
masa m. Por lo tanto, si se desea una amplitud maxima de 20 [N], y se supone un radio de

giro de 10 [cm], la masa se determina a partir de la ecuacion (3.5):

Fy 200 [N]
m = = 5 = 0,014 [kg]

2
"9F 0,1 [m] * 3772 [@]

(3.5)

La masa de 0,014 [kg] aproximadamente, debera estar situada a unos 10 [cm] y girar a

3600 [rpm] para generar una fuerza armonica F = 20 sen(60t).

3.3 DISENO DEL BANCO DE ENSAYOS

Segun lo mencionado en la seccidn anterior, se definiran los pardmetros que tendra el banco
de ensayos. En primera instancia el largo de la viga, y con esto, el peso que esta ejerce sobre
los elementos que la soportan, y las reacciones de dichos elementos. A continuacion, se
disefiara el mecanismo que genere la fuerza excitadora a través de masas desbalanceadas que

giran alrededor de un eje (por ejemplo, de un motor), como se explicé anteriormente.

En primera instancia la viga planteada para el disefio del banco se plante6 una viga de perfil
IPE 80, ya que el perfil mencionado es uno de los més comerciales y utilizados en la
construccién de estructuras, en cuanto a su dimension se eligié debido a que es la mas
pequefia de la serie. Ademas, una de las consideraciones que se deben tener en cuenta son
los resultados esperados sin realizar ningan calculo, se puede concluir que para una viga de
seccidn constante a medida que su largo se vaya incrementando, la frecuencia natural ira

disminuyendo (considerando que la frecuencia natural depende de la masa y la rigidez w,, =

k - ., .
/; donde la rigidez permanece constante para una seccion determinada).
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Esto se puede observar en el siguiente grafico, que presenta la variacion de la primera

frecuencia modal versus la longitud del elemento de una misma seccion (Perfil IPE 80).

Variacion de Frecuencia natural por largo en
viga "IPE 80"

300

y = 257.61x2
N
., 200 R2 =1
”
3
S 150
=
)
2 100
s
£

50

0
0 25 5 75 10 12,5 15 17.5 20
Largo [m]

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-2: Variacion de la frecuencia natural v/s largo de perfil IPE 80

El grafico mostrado en la Figura 3-2 ademas de comprobar lo mencionado anteriormente,
permite determinar la frecuencia o el largo (si se realiza el calculo inverso) de un perfil IPE
80 para una frecuencia que se desee excitar el primer modo. Por ejemplo, al considerar un
motor de jaula de ardilla que gira a 3000 [rpm] o sea a 50 [Hz], y se requiere determinar el
largo de una viga para que entre en resonancia con dicha frecuencia, el largo se puede
determinar al resolver la ecuacién mostrada en la Figura 3-2, de la cual se obtiene que la viga

deberia tener un largo de 2,2698 [m] para que su primer modo sea a los 50 [Hz].

En el ejemplo anterior se menciond un motor jaula de ardilla que gira a 3000 revoluciones
por minutos, la cual es la velocidad méxima teérica para un motor de dos polos, el cual se
alimenta con una corriente alterna de 50 [Hz], generalmente la frecuencia de la corriente
alterna varia segun el pais, y esta se considera constante dentro de este, por lo tanto, el valor

maximo para la velocidad angular de un motor (de dos polos) seria 3000 [rpm].

Al conocer la relacion que existe entre el largo y las revoluciones a las que debe girar un
motor (por ejemplo), se pueden establecer los pardmetros de disefio de la viga al considerar
un largo que no supere las revoluciones generadas por un motor, ni que sea demasiado largo

para utilizar el menor espacio posible.

Como se desarrollé en los parrafos anteriores, la longitud minima se determinara para la
velocidad maxima del motor, la cual en este caso es la misma que se utilizd para el ejemplo.
Para determinar un largo maximo se debe considerar donde ira ubicado el banco de pruebas,
y ademas si es posible instalarlo en dicho lugar. Por otra parte, el formato comercial mas
comun de las vigas es de 6 [m], sin embargo, para largos excesivos la primera frecuencia
natural tiende a valores muy pequefios. Si se considera un valor minimo para la frecuencia

natural a 20 [Hz], el largo maximo obtenido al reemplazar dicho valor en la ecuacion
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presentada en la Figura 3-2, es de 3,58 [m]. Por lo tanto, se concluye que el largo de la viga

a disefiar debera ser mayor a 2,27 [m] y menor a 3,58 [m].

La longitud de la viga a disefiar se considerara con un valor medio de los valores limites, esto
seria aproximadamente de 2,95 [m]. Como la viga debe estar sujeta por elementos circulares,
para que sea posible la rotacion en los bordes del elemento, se considerard una viga con una

longitud de 3 [m], y con perforaciones para los elementos de sujecion.

Con el largo determinado se puede calcular el peso de la viga, y las fuerzas ejercidas por las

reacciones, ademas de disefiar los componentes que debera tener el banco de ensayos.

El peso de la viga se determina a partir del largo y la informacion proporcionada por el
fabricante, en este caso 6 [kg/m], lo que se traduce a 18 [kg] (masa) o 176,58 [N]. Por lo

que cada resultante debera soportar aproximadamente 88,3 [N] en el sentido vertical.

El calculo para los ejes de los soportes se realiza considerando la magnitud de las fuerzas
resultantes como una fuerza en un apoyo, para determinar el didmetro del eje se utiliza el

esfuerzo de apoyo, que se calcula como se muestra en la ecuacion (3.6)

p P
_P_ 36
T4 (36)

Donde P y A corresponden a la fuerza actuante y al area respectivamente, si se considera el
area A de apoyo como el espesor t de la parte apoyada (en este caso la viga), y a d como el

diametro del eje. La ecuacion queda como se muestra el lado derecho de la segunda igualdad.

Para determinar el didmetro del eje, se despeja d de la ecuacion anterior, quedando como se

muestra en la ecuacion (3.7)

P
d== 3.7)
Tt

Donde 7 se puede reemplazar por el valor del esfuerzo admisible oy, €l cual, para un
factor de seguridad de 2 y usando un esfuerzo ultimo de o, = 400 MPa, tiene un valor de
Operm = 200 MPa. Ademas, al considerar t como el espesor de la seccion media del perfil
IPE 80, que segln tabla es 3,8 [mm] y la Fuerza P como la de las reacciones en sus extremos,
se calcula el diametro a partir de la ecuacion (3.6).

88,3 [N]

d = — 1,161 10
200 = 105[Pa] = 0,0038 [m] * 107 m]

El resultado obtenido es demasiado pequefio, se concluye entonces que cualquier dimension

superior a esta asegura que el eje soportara la viga sin problemas.
La dimension asignada para el eje serd de 17 [mm] de diametro.

Para los soportes del eje no se realizaran célculos para comprobar sus dimensiones ya que
estos son mas robustos que los ejes y ademas se consideran dos por cada eje, lo que significa
la mitad de carga a cada uno de ellos (comparado con el eje). Sin embargo, hay que tener en

consideracién que la altura del soporte minima, desde la base de fijacion al centro del agujero
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debe ser mayor a 50 [mm] debido a la altura del perfil. Otra consideracion que se debe tener

en cuenta es como se fijara el soporte al elemento que lo sostiene.

Como se mencioné en la seccion pasada, uno de los extremos de la viga debe llevar una
fijacion que permita el desplazamiento longitudinal del eje para que la viga sea considerada
como estaticamente determinada. Esta condicion se puede obtener al reemplazar el apoyo
normal por rodillos, de tal forma que restrinja el movimiento vertical y deje libre el axial,
como por ejemplo se puede considerar una guia tipo “C” con sus respectivos elementos

rodantes.

A continuacion, en la Figura 3-3 se muestra el elemento rodante que se selecciond segun el

diametro del eje al buscar dicho elemento en catalogos online:

Fuente: Catalogo Norelem.

Figura 3-3: Rodillo de guia

Las dimensiones detalladas de este, y de los deméas elementos que se presentardn a

continuacion se encuentran en los planos adjuntos en el Anexo 4: Planos.

Con el rodillo seleccionado, se diseiia la guia tipo “C” seglin las dimensiones que posee el
rodillo y considerando la altura minima que debe tener la guia desde la base hasta el punto

central, el disefio de la guia se puede ver en la Figura 3-4.

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3-4: Guia perfil tipo “C”
Para los soportes del otro extremo que sujetan al eje sin que este se deslice ni rote sobre él
(ya que la viga gira rota en torno al eje), se disefio el siguiente componente al considerar las
dimensiones mencionadas, como la altura a la que se debe encontrar el agujero que aprisiona
al eje, medida desde la base (como se explicé anteriormente). El elemento disefiado se

presenta en la Figura 3-5.
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Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-5: Soporte extremo de eje.

En cuanto a los ejes, como ya se menciond en los parrafos pasados, se les designé un didmetro
de 17 [mm], y un largo que dependia de los componentes pasados, el cual finalmente se
estableci6 en 130 [mm]. Ademas, dichos elementos poseen ranuras para la incorporacion de
seguros seegers en su parte media, y asi evitar posibles desplazamientos axiales de la viga

sobre el eje. En la Figura 3-6 se presenta uno de los ejes disefiados.

)
D)
Q

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-6: Eje de soporte
Para la generacion de la fuerza excitadora se disefié un disco con una serie de perforaciones,
las cuales tienen como finalidad sujetar pernos o cualquier masa que se desee ubicar en él
para desbalancear el giro de un motor, y asi generar la vibracion que excitara al sistema. El

disco disefiado se muestra en la Figura 3-7.

La eleccién del motor no presenta requerimientos especificos, sin embargo, se desea que este
gire a 3000 [rpm], y que adicionalmente esté conectado un variador de frecuencias para
modificar la velocidad angular del motor, y a la vez modificar la fuerza excitadora a eleccion

del usuario (componente w, de la fuerza excitadora).
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Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-7: Disco perforado

En tanto para la superficie donde serdn montados los componentes anteriormente
mencionados, se considera un meson de acero, y las dimensiones son detalladas en los planos

anexados.

3.4 ANALISIS MODAL

Una vez determinado el disefio del banco de ensayos, se procede a realizar los respectivos
andlisis modales, tal como se han descrito en los capitulos anteriores. En primer lugar, se
realiza el calculo modal de la viga en MATLAB, posteriormente se compara con los
resultados obtenidos en Autodesk Inventor de la misma viga, para finalmente realiza el

analisis modal de todo el conjunto.

En la parte final de la seccién se determinaran los graficos del desplazamiento esperado segin
la frecuencia excitadora, y se determinaran los factores que afectaran a los resultados, tales

como la magnitud de la fuerza, la frecuencia y la amortiguacion que tenga el sistema.

4.1 Célculos MATLAB

Como se detallo en la seccion pasada, la viga a evaluar tiene una longitud total de 3 [m], sin
embargo, en el caso préactico la viga debe ir sujetada por ejes para permitir que rote alrededor
de estos, por lo que se considera un largo efectivo de 2,95 [m]. El analisis modal se realizara
tal como se explico en el “Capitulo 2 utilizando el programa en MATLAB adjunto en el

Anexo 1: Programas. Los resultados de w?2 se muestran en la matriz de la Figura 3-8:

i | v x|
FH 6x6 double
1 2 3 4 5 6

1| 7.2373e+07 0 0 0 0 0
2 0 3.8149e+07 0 0 0 0
3 0 0 1.1916e+07 0 0 0
4 0 0 0 3.4463e+06 0 0
5 0 o 0 0 5.6574e+05 0
6 0 0 0 0 0 3.4503e+04

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3-8: Matriz de Valores Eigen (w?)
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Si se desarrolla la matriz de forma para el valor w,,, ademas se transforman los valores de
[rad/s] a [Hz], y se ordenan de menor a mayor, se obtiene la matriz de la Figura 3-9, la cual
muestra las primeras 6 frecuencias naturales correspondientes a los primeros 6 modos de
vibrar calculados en MATLAB para la viga IPE8O con tres elementos finitos.

V Hz
1 1x6 double

1 2 3 4 5 ]

1 29,6017 119.7096 2954601 549.3362 983.0136) 1.3540e+03

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-9: Frecuencias Naturales MATLAB — IPE8O.

En la Figura 3-10, se muestran los modos de vibrar (columnas) correspondientes a cada

frecuencia natural anteriormente descrita.

Modos
o txb double
1 2 3 4 5 ]

1 -0.5115 -0.584 0.5000 06284 -0.6315 0.5000
2 -0.4159 -0.2424 -2.1268e-17 -0.0798 00383 3.1973e-17
3 -0.2557 0.2971 -0.5000 -0.3142 -0.3138 0.3000
4 -0.4159 0.2424  5.7573e-17 0.0793 00383 1.312%e-17
5 0.2557 0.2971 0.5000 -0.3142 03138 0.3000
5] 0.5115 -0.5841 -0.5000 0.6284 06315 0.3000

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-10: Modos ordenados por Frecuencia Natural

Como se menciond al final del capitulo pasado, los calculos realizados en MATLAB
presentan un error mayor a medida que se incrementan el modo de vibrar. Es por esta razén,
que a continuacion solo se presentan los primeros dos modos de vibrar de la viga, en las

Figuras 3-11, 3-12 correspondientemente.

0:2

12 14 16 1.8

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-11: Primer modo MATLAB — IPESO.

c
0.2

1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3-12: Segundo modo MATLAB - IPESO.
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4.2 Célculos en Autodesk Inventor

Después de haber obtenido los resultados calculados en MATLAB, se realiza el andlisis
modal en el software de Autodesk Inventor, tal como se detalld en el “Capitulo 2”. Se
menciona que en una primera instancia se realiza el analisis solamente para la viga, y

posteriormente para el conjunto completo para observar las variaciones en los resultados.
Resultados de la Viga IPE 80:

Primer y segundo modo en desplazamiento en eje y, Figuras 3-13 y 3-14 respectivamente.

Modelo X + Q

Modelado | Estudio

B F1 14,63Hz
7 B F2 29,87Hz
E F3 44,92H2

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-13: Primer Modo Autodesk Inventor- IPE8O (29,87 [Hz])

Modelo X + Q

Modelado | Estudio

& F5 93,53Hz
2 [ F6 116,26 Hz
[ F7 160,58 Hz

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-14: Segundo Modo Autodesk Inventor- IPE8O (116,26 [Hz])

Al calcular los errores segun la ecuacion 2-7 presentada en el capitulo pasado, se obtiene que
para el primer modo hay un error del 0,89 %, mientras que para el segundo modo el error es
del 2,96 %.

Resultados del banco de ensayos completo:

Una vez disefiados los componentes, se ensamblan en el software y posteriormente se realiza
el andlisis modal de toda la estructura. Como es de esperar el software no solo arroja los
resultados de la viga estudiada, sino también de toda la estructura (dependiendo de las
restricciones asignadas). En las Figuras 3-15y 3-16, se presenta el primer y el segundo modo
de vibrar de la viga (en el sentido del eje y) respectivamente. Los modos de vibrar del banco
de ensayo se muestran en el informe creado por el software adjunto en el Anexo 3: Informe

Autodesk Inventor.
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Modelo X Q

Ensamblaje | Modelado | Estudio
B F1 1580Hz
@ B F2 30,02Hz
[ F3 47,08Hz

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-15: Primer modo de IPE80 en banco de ensayos (30,02 [Hz])

Modelo X + Q

Ensamblaje | Modelado | Estudio
E F19 116,79Hz

2 B F20 117,73Hz
B F21 127,81H2

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-16: Segundo modo de IPE8O en banco de ensayos (117,73 [Hz])

El error del primer modo en contraste con el resultado obtenido en MATLAB es de un
1,39 %, mientras que con respecto al resultado del software es de un 0,5 %. Mientras que, el
segundo modo de vibrar tiene un error de un 1,68 % respecto al calculado en MATLAB y

de un 1,24 % en comparacion con el software (viga IPE8O sola).

4.3 Célculos (desplazamientos esperados)

Al tratarse de una viga simplemente apoyada con una carga distribuida (su propio peso), se
calcula la deformacién méaxima que tendré segln la teoria de la mecénica de materiales y

posteriormente se determinara el desplazamiento a través del método de los elementos finitos.

Segun la mecanica de materiales la deflexion de una viga simplemente apoyada con una carga
distribuida esta dada por la ecuacion 3-8
wLx® wx* wl3x

12 24 _ 24 (3.8)
El

Donde w representa la carga distribuida en [N /m], L el largo total de la vigay x el largo a

y=-

evaluar en [m], finalmente E el médulo de elasticidad en [Pa] y la inercia I en [m*].

Considerando la viga con un largo de 2,95 [m], y al reemplazar el valor de x de la ecuacion

(3.8) por los valores 1,475 [m] y 0,98 [m], para determinar la deflexion méxima y la
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deflexion en un tercio de la viga (ya que, al ser tres elementos finitos se puede determinar la

deflexion en esa distancia), se obtiene:
Deflexion maximo (x = 1,475 [m]) = —0,3623 [mm]
Deflexion en un tercio (x = 0,9833 [m]) = —0,3148 [mm]
Al calcular el desplazamiento por el método de los elementos finitos, por medio de la
ecuacion (3.9)
U=[K]"t«P (3.9)
Donde P representa la fuerza aplicada al nodo al cual se determinara el desplazamiento U.

La matriz [K] esta definida a través del programa realizado en MATLAB mostrado en el

Anexo 1: Programas.

Como la masa total de la viga es de 176,58 [N] dividido en tres elementos finitos se aplica
una fuerza de 58,86 [N] sobre cada elemento, como existen cuatro nodos los dos centrales
recibiran una fuerza de 58,86 [N] mientras que los dos exteriores una carga de 29,43 [N],

los ultimos nodos descritos no poseen desplazamiento, se eliminan las columnas y filas

correspondientes, por lo tanto, el vector P queda como:

0
(58,86]

= 0 }
P_{58,86

o)

Y la matriz del desplazamiento U se muestra en la Figura 3-17

U
1 6x1 double

1
-2.911 2e-04
-1.776de-04
-2.911 2e-04
1.7764de-04
3.5527e-04

(= B T SO U R AR

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3-17: Matriz de desplazamiento U

Donde se muestra que el desplazamiento en los nodos 2 y 3, corresponde a —0,2911 [mm],

el cual tiene un error de 0,0237 [mm] con respecto al determinado anteriormente.

En cuanto al desplazamiento estatico obtenido en el software Autodesk Inventor, se presenta

en la Figura 3-18:
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Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-18: Desplazamiento estatico en Autodesk Inventor

El cual para la parte media presenta un desplazamiento de 0,3646 [mm] y uno de

0,3154 [mm] para un tercio del largo de la viga.

Como se desarroll6 en la seccion 3.2 de este capitulo, la amplitud generada por la fuerza
excitadora dependera de gue tan cercana se encuentre la frecuencia forzada de la frecuencia

natural, ademas de la amplitud de la fuerza y si el sistema esta amortiguado o no.

Para determinar la fuerza excitadora se utilizaran los parametros a los que el motor deberia
trabajar, considerando que la frecuencia angular puede cambiar al incorporar un variador de
frecuencias a la conexion del motor. Ademas, se determinara la amplitud méaxima de la

fuerza, considerando una masa que se pueda incorporar al disco perforado.

Si se considera la primera frecuencia natural de la viga modela en 30 [Hz] (para facilitar los
calculos ya que la viga calculada solo varia por decimales), la velocidad angular del motor
deberia ser de 1800 [rpm] o [188,5 rad/s] para que la viga entre en resonancia. Al
considerar la masa que iré sobre el disco perforado corresponde a un perno DIN M6x25 con
dos arandelas y la tuerca correspondiente, que en total suman una masa de 17 [g], la cual se
ubica en el radio méas alejado del disco perforado (para determinar la fuerza maxima

generada) que corresponde a 55 [mm] 0 0,055[m].

La fuerza generada se determina a través de la ecuacion F, = ma,, desarrollada

anteriormente en la ecuacion (3.5).

radi®
F, = ma, = 0,017[Kg] * 0,055 [m] * 188,52 [%] = 33,22 [N]

Si se consideran los mismos parametros, pero ubicando la masa en el radio mas pequefio, la

fuerza méxima resultante es de:

d 2
F, = 0,017[Kg] * 0,025 [m] 188,52 [%] =15,1[N]

Se comprueba el valor maximo en una simulacion dinamica realizada en Autodesk Inventor,
asignando los mismos parametros. En la Figura 3-19 se muestran los resultados de la fuerza

generada.
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FuerzalejeY] (N)

Fuerza [N]

Tiempo [s]

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-19: Fuerza excitadora simulada

Los desplazamientos esperados segun las fuerzas excitadoras determinadas anteriormente, se
calculan a partir de la ecuacion (3.1). En la Figura 3-20 se puede observar coémo varia el

desplazamiento en funcion a la relacion que tiene la frecuencia forzada wy con la frecuencia

natural w,, del sistema.

Variacion del desplazamiento en funcidn a la razén entre
la frecuencia forzada y la frecuencia natural

0.010

0.005

-0.005

Desplzamiento [m]
o
o
g

-0.010
085 0.97 0.98 1.00 1.02 1.03 1.05

wf/wn
M Fuerza Excitadora maxima M Fuerza Excitadora minima

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3-20: Desplazamientos esperados (sin amortiguacion)

La variacion del factor de amortiguamiento (ecuacion (3.2)) en funcion de ws/w,,, se puede

observar en la Figura 3-21.

Variacién de Factor de amplificacién en funcién del la
razén entre frecuencia forzada y la frecuencia natural

Facto de amplificacion
o

0.95 0.97 0.98 1.00 1.02 1.03 1.05
wf/wn

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3-21: Variacion del Factor de amortiguamiento
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Ademas, se mencion0 que en la préactica todos los sistemas son amortiguados debido a los
roces que presentan, y que solo varia el coeficiente de amortiguamiento que estos presentan
segun como se disipe la energia (entendiendo amortiguamiento como la accion de disipar

energia).

A continuacion, en la Figura 3-22 se presenta un gréfico que presenta la variacion del factor
de amplificacion, en funcion a la relacion que hay entre el amortiguamiento del sistema (c)
y el factor de amortiguamiento critico (c, = 2mw,,). Como el factor de amortiguamiento del
sistema se desconoce, este se supone que corresponde a fracciones del coeficiente de

amortiguamiento critico.

Variacion de Factor de amplificacién en funcion al coeficiente de
amortiguamiento critico del sistema

c 12 c/cc=0
0 c/cc=0.05
9 10

3 ¢/cc=0.125
2

%_ 8 c/cc=0.25
<EE 6 ¢/cc=0.5
m — —

L c/cc=1

| - 4

(@]

©

m 2

g

0
0,80 0,83 0,87 0,90 0,93 0,97 1,00 1,03 1,07 1,10 1,13 1,17 1,20

wf/wn
Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3-22: Variacion del factor de amplificacion en funcion a ws/w,, para diferentes c/c.

La figura anterior muestra como se espera que disminuya el factor de amplificacién (relacion
entre la amplitud maxima con la deflexion estatica del sistema) a medida que el

amortiguamiento del sistema se aproxima al amortiguamiento critico del mismo.

3.5 COSTO DEL BANCO DE ENSAYOS

El costo del banco de ensayos se determiné al establecer los costos del personal, los
materiales empleados, hardware, software, y el proceso de fabricacion y mecanizado
adjudicado a una empresa segun los componentes que se detallan en los planos presentes en

Anexo 4: Planos.

El costo del material se determind a partir de cotizaciones en el mercado, mientras tanto que
el hardware como el software, se estimd un precio de acuerdo con las licencias de los

softwares utilizados (en relacion con el uso de estas).

El coste del personal, se determind al establecer un méximo de 240 horas para el desarrollo

del proyecto, a un coste de 8,5[€/h].
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Al total se le suma el 25% del total, 10% corresponde al gasto general y 15% a beneficios, y
finalmente se aplica el IVA considerado en 21%. Los costes generales se presentan a

continuacion en la Tabla 3-1.

HARDWARE 600,00 €
SOFTWARE 300,00 €
PERSONAL 2.040,00 €
FABRICACION Y MECANIZADO 1.300,00 €
IPESO 57,00 €

Ruedas 24,44 €

Perfil cuadrado 40x40 93,80 €

Plancha 308,55 €

Material Disco 25,00 €

Material guia C 30,00 €

Material Soporte fijo 20,00 €

Variador de Frecuencia 165,70 €

Motor 84,60€

Material eje 15,00 €

MATERIAL 824,09 €
SUBTOTAL 5.064,09 €
GASTO GENERAL(10%) 506,41 €
BENEFICIOS(15%) 759,61 €
SUMA TOTAL 6.330,11 €
IVA (21%) 1.329,32 €
TOTAL 7.659,44 €

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 3-1: Costes generales banco de ensayo

Como se observa en la Tabla 3-1, se ha determinado que los costes del banco de ensayos
ascienden aproximadamente al monto de 7.659,44 €
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

A través del desarrollo de las ecuaciones del movimiento, y al desarrollar el método de los
elementos finitos se obtuvieron las matrices de masas concentradas y masas consistentes,
cada una de estas presenta una ventaja dependiendo del punto de vista que se considere. Por
ejemplo, las matrices de masas concentradas son puramente diagonales debido a que
desprecian la inercia a rotacion, ocupando menos espacio de almacenamiento cuando se
opera con ellas de forma computacional, lo cual presenta una gran ventaja cuando se desea
calcular un cuerpo con un nimero elevado de elementos finitos. Por otra parte, las matrices
de masas consistentes consideran la inercia a la rotacion y son ideales para modelar elementos
con cargas distribuidas (como en el caso de la viga que se considerd su propio peso), pero
tienen la desventaja tener mas factores involucrados, lo que implica mayor almacenamiento
en su uso computacional y mayor probabilidad de cometer errores al ensamblar las matrices

de forma manual.

Al determinar los modos de vibrar de las vigas se pudo observar que entre los dos métodos
los resultados presentaban menos errores en las primeras frecuencias naturales, ademas se
observo que en los primeros dos modos de vibrar los resultados eran relativamente
compatibles, sin embargo, desde el tercer modo en adelante existian diferencias debido a los
pocos elementos que se utilizaron para el analisis modal. Por ejemplo, en el caso de la viga
simplemente apoyada el tercer modo calculado en MATLAB presentado en la Figura 2-22
muestra una linea recta, en cambio la Figura 2-32 de los modos calculados en Autodesk
Inventor muestran como seria realmente el tercer modo de la viga. En este caso en particular
se debe a que justo los puntos de unién de los elementos finitos planteados, coinciden con
los nodos que se generan en este modo de vibrar, si bien el ejemplo anterior es uno de los
mas claros, no es el Unico, y se pueden observar que en general a partir del tercer modo en

adelante no muestra correctamente como se desplaza la viga excitada.

Lo descrito anteriormente, se puede asociar al fendmeno de Aliasing que a grandes rasgos es
la malinterpretacion de una sefial debido a que la frecuencia con la que se recopila la
informacidn es diferente a la real. Habitualmente se puede observar cuando se graba un objeto
que gira a altas revoluciones y pareciera que este en algun punto se detiene (la velocidad de
giro iguala a la de grabacion), o gira al revés (la velocidad de giro es mayor a la de grabacion),

como es el caso cuando se graban las aspas de un helicoptero, por citar un caso.

En el desarrollo del Capitulo 2, se determinaron los errores que tenia el calculo desarrollado
en MATLAB en base con los determinados por Autodesk Inventor. En el desarrollo del
Capitulo 3 se pudo observar que el error calculado para la viga simplemente apoyada era
distintos a los obtenidos con anterioridad, pasando de un 3,36% de error promedio para el
primer modo a un 0,89%, y de un 0,89% de error en el segundo modo aumentando a 2,96%.
Sin embargo, al comparar los resultados obtenidos con el tercer analisis realizado en
Autodesk Inventor para el banco de ensayos completo, el error del primero modo en

comparacion con los resultados obtenidos en MATLAB fue de un 1,39% y de un 1,68% para
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el segundo modo. A pesar de las variaciones en los porcentajes de errores, los resultados
siguen siendo aceptables, lo que significa que en la practica las frecuencias naturales no
deberian alejarse mucho de estos valores.

Posteriormente de haber realizado los célculos modales, se determinaron los desplazamientos
esperados para diferentes razones de ws/w,, observandose que estos aumentaban de una
forma muy acelerada cuando la frecuencia excitadora era muy cercana a la natural. Ademas,
se establecio que en la practica no existe un sistema que esté amortiguado al 100% debido a
los roces que presenta el sistema con el ambiente al que esta sometido y disipacion de energia
a través de pequefios roces internos en el material, por lo tanto, el desplazamiento no sera
“infinito”, pero aun asi pudiendo alcanzar valores que pueden ser perjudiciales para el

sistema y llevarlo a la rotura o destruccion del sistema.

En la parte final del Capitulo 3, como no se conoce el factor de amortiguamiento que tiene
el sistema, se present6 la Figura 3-22 la cual muestra el grafico que relaciona como varia el
Factor de amplificacién para diferentes razones de c/c. (amortiguamiento del sistema entre
amortiguamiento critico del mismo), a medida que la frecuencia excitadora se acerca a la
natural. En caso de que se determine qué factor de amortiguamiento tiene el sistema, se podra
calcular que desplazamiento maximo tendrd la viga para una frecuencia excitadora x.
Mientras que, en la situacion inversa si se conoce el desplazamiento que tiene la viga a una
frecuencia determinada, y conociendo su frecuencia natural, se puede determinar el factor de

amortiguamiento c¢ del sistema.

Si en la préctica el desplazamiento obtenido debido a la excitacion de la viga es mayor a la
holgura que presenta la viga con respecto a la mesa, se recomienda que se eleven los apoyos
que sujetan a la viga para evitar que existan golpes. Dependiendo del factor de

amortiguamiento que posea el sistema.

En el disefio realizado se considerd un disco perforado al que se puedan afiadir masas a una
distancia del centro para que puedan generar una fuerza periédica mediante el giro de un
motor, pudiendo ser reemplazado por un excitador neumatico. Sin embargo, el implementar
un disco con masas desbalanceadas presenta una alternativa didactica para el calculo de
fuerzas periddicas, muestreo de vibraciones producidas por este, y el balance

estatico/dinamico de dicho componente.

Como recomendacion para la experiencia del banco de ensayos, se sugiere el uso de una
lampara estroboscopica que se ajuste a la frecuencia excitadora y asi por medio del efecto de
Aliasing descrito en los parrafos anteriores, se pueda observar la viga (y el disco) como si

estuviera quieta, pudiendose identificar de mejor forma el modo de vibrar de la viga.

Ademas, se recomienda la incorporacién de un equipo de muestreo y recopilacion de datos
para realizar el analisis de las frecuencias, posiciones, velocidades y aceleraciones que posea

el sistema cuando esta siendo excitado.
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ANEXO 1: PROGRAMAS
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A continuacién, se presentan los programas realizados en MATLAB para el analisis modal

de las vigas en diferentes disposiciones:

Programa MATLAB “Anaélisis modal viga doblemente empotrada”............................ 59
Programa MATLAB “Analisis modal viga en voladizo™.............cocoooiiiiiiiiiiiin.. 60
Programa MATLAB “Analisis modal viga simplemente apoyada”......................oeeeeee. 61
Programa MATLAB “Analisis modal viga doblemente empotrada”

Fm———m————————= Andlisis Modal viga doblemente empotrada--------------—
%$—-—--Valores generales—------

A=0.00132; %% Area de la seccién en [m"2]
E=20*10"10; %% Médulo de Young en [Pal]
p=7860; %% Densidad en [kg/m"3]
1=2; $%largo de un elemento en [ ]
I=0.000003178; %% Inercia eje "y" en [m"™4]
%$-—--Definicidén de [K]-————-

Kll= 24*E*I/1"3;

K12=0;

K13=-12*E*I/1"3;
K14=6*E*I/1"2;

K21=K12;
K22=8*E*I/1;
K23=-6*E*I/1"2;
K24=2*E*I/1;

K31=-12*E*I/1"3;
K32=-6*E*I/1"2;
K33=24*E*I/1"3;
K34=K12;

K41l=6*E*I/1"2;
K42=2*E*I/1;
K43=K12;
K44=8*E*I/1;

K=[ K11 K12 K13 K14; K21 K22 K23 K24; K31 K32 K33 K34; K41 K42 K43 K44];
%$——--Definicidén de [M]--—---

M1l= (312*p*A*1)/420;
M12=0;
M13=(54*p*A*1) /420;
M14=(-13*p*A*1"2) /420;

M21=M12;
M22= (8*p*A*173) /420;
M23=(13*p*A*1°2) /420;
M24=(-3*p*A*1~3) /420;

M31=(54*p*A*1) /420;
M32=(13*p*A*1"2)/420;
M33=(312*p*A*1) /420;
M34=M12;

M41l=(-13*p*A*1~2)/420;
M42= (-3*p*A*1°3) /420;
MA43=M12;
M44=(8*p*A*1~3)/420;

M= [M11 M12 M13 M14; M21 M22 M23 M24; M31 M32 M33 M34; M41 M42 M43 M44 ];

[L, V]= eig( inv (M) *K);
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Programa MATLAB “Analisis modal viga en voladizo”

e e e Andlisis Modal VIGA EN VOLADIZO-—-=—-=-—————==——=——————
%$-—--Valores generales—------

A=0.00132; 2% Area de la seccién en [m"2]
E=20*10710; %% Moédulo de Young en [Pa]
p=7860; %% Densidad en [kg/m”"3]
1=2; $%largo de un elemento en [m]
I=0.000003178; %% Inercia eje "y" en [m"4]
%$-—--Definicidén de [K]-—-————--

Kll= 24*E*I/1"3;

K12=0;

K13=-12*E*I/1"3;
K14=6*E*I/1"2;
K15=K12;
K16=K12;

K21=K12;
K22=8*E*I/1;
K23=-6*E*I/1"2;
K24=2*E*I/1;
K25=K12;
K26=K12;

K31=-12*E*I/1"3;
K32=-6*E*I/1"2;
K33=24*E*I/1"3;
K34=K12;
K35=-12*E*I/1"3;
K36=6*E*I/1"2;

K4l=6*E*I/1"2;
K42=2*E*1/1;
K43=K12;
K44=8*E*I/1;
K45=-6*E*I/1"2;
K46=2*E*1/1;

K51=K12;
K52=K12;
K53=-12*E*I/1"3;
K54=-6*E*I/1"2;
K55=12*E*I/1"3;
K56=—6*E*I/1"2;

K61=K12;
K62=K12;
K63=6*E*I/1"2;
K64=2*E*I/1;
K65=-6*E*I/1"2;
K66=4*E*I/1;

K=[ K11 K12 K13 K14 K15 Kl16; K21 K22 K23 K24 K25 K26; K31 K32 K33 K34 K35
K36; K41 K42 K43 K44 K45 K46; K51 K52 K53 K54 K55 Kb6; K6l K62 K63 K64
K65 K66 17

%$——--Definicidén de [M]--—---

M1ll= (312*p*A*1)/420;
M12=0;
M13=(54*p*A*1) /420;
M14=(-13*p*A*172)/420;
M15=M12;

M16=M12;

M21=M12;
M22=(8*p*A*173)/420;
M23=(13*p*A*172)/420;
M24= (-3*p*A*173) /420;
M25=M12;
M26=M12;

M31=(54*p*A*1)/420;
M32=(13*p*A*1"2) /420;



e el cses VITORIA-GASTEIZKO

INGENIARITZA
ESKOLA
ESCUELA

Universidad  Euskal Herriko DE INGENIERIA 61
del Pais Vasco  Unibertsitatea DE VITORIA-GASTEIZ

M33=(312*p*A*1) /420;
M34=M12;
M35=M13;
M36=M14;

M41=(-13*p*A*1"2)/420;
M42=(-3*p*A*173)/420;
M43=M12;

M44= (8*p*A*1~3) /420;
M45=M23;

M4 o=M24;

M51=M12;

M52=M12;

M53=M31;

M54=M32;
M55=(156*p*A*1) /420;
M56= (-22*p*A*1"2) /420;

M61=M12;
M62=M12;

M63=M41;

M64=M42;

M65= (-22*p*A*172) /420;
M66=(4*p*A*17°3) /420;

M= [MI11 M12 M13 M14 M15 Mle; M21 M22 M23 M24 M25 M26; M31 M32 M33 M34 M35
M36; M41 M42 M43 M44 M45 M46; M51 M52 M53 M54 M55 M56; M61 M62 M63 M64
M65 M66 1];

o)

$-—---Ca&lculo valor y vector Eigen------

[L, V]= eig( inv (M) *K);

Programa MATLAB “Analisis modal viga simplemente apoyada”

e —————————— Anadlisis Modal VIGA SIMPLEMENTE APOYADA--————————————
%$---Valores generales—------

A=0.00132; %% Area de la seccidén en [m"2]
E=20*10710; %% Mébdulo de Young en [Pa]
p=7860; %% Densidad en [kg/m”3]
1=2; %$%largo de un elemento en [m]
I=0.000003178; %% Inercia eje "y" en [m"4]

o)

%$——-Definicidén de [K]-—-————-
K11=4*E*TI/1;
K12=-6*E*I/1"2;
K13=2*E*I/1;

K14=0;

K15=0;

K16=0;

K21=-6*E*I/1"2;
K22=24*E*I/1"3;
K23=0;
K24=-12*E*I/1"3;
K25=6*E*I/1"2;
K26=K14;

K31=K13;

K32=0;
K33=8*E*I/1;
K34=-6*E*I/1"2;
K35=2*E*I/1;
K36=0;

K41=0;
K42=-12*E*I/1"3;
K43=-6*E*I/1"2;
K44=24*E*T/1"3;
K45=0;
K46=6*E*1/1"2;

K51=0;
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K52=K25;
K53=K35;
K54=K45;

K55=8*E*I/1;
K56=2*E*I/1;

K61=0;
K62=0;
K63=0;
K64=K46;
K65=K56;
K66=K11;

K=[ K11 K12 K13 K14 K15 Kl6; K21 K22 K23 K24 K25 K26; K31 K32 K33 K34 K35
K36; K41 K42 K43 K44 K45 K46; K51 K52 K53 K54 K55 Kb56; K61 K62 K63 K64
K65 K66 1;

%---Definicién de [M]----—-

M1ll=(4*p*A*1"3)/420;
M12=(13*p*A*1"2)/420;
M13=(-3*p*A*173)/420;
M14=0;

M15=0;

M16=0;

M21=M12;
M22=(312*p*A*1) /420;
M23=0;
M24=(54*p*A*1) /420;
M25=(-13*p*A*1"2) /420;
M26=0;

M31=M13;

M32=0;
M33=(8*p*A*173) /420;
M34=M12;

M35=M13;

M36=0;

M41=0;
M42=M24;
M43=M34;
M44=M22;
M45=0;
M4 6=M25;

M51=0;

M52=M25;
M53=M35;
M54=M45;
M55=M33;
M56=M13;

M61=M16;
M62=M26;
M63=M36;
M64=M46;
M65=M56;
Mo66=M11;

M= [M11 M12 M13 M14 M15 Ml6; M21 M22 M23 M24 M25 M26; M31 M32 M33 M34 M35
M36; M41 M42 M43 M44 M4A5 M46; M51 M52 M53 M54 M55 M56; M6l M62 M63 M64
M65 M66 ];

3———-Calculo valor y vector Eigen------

[L, V]= eig( inv (M) *K);
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ANEXO 2: PERFILES COMERCIALES
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A continuacion, se adjuntan las imagenes correspondientes a las dimensiones de los

diferentes perfiles comerciales utilizados, en el desarrollo de este trabajo.

Tabla de dimensiones perfil IPE....... ... o 64
Tabla de dimensiones perfil HEB.......... ... e, 65
Tabla de dimensiones perfil UPE....... ... e, 65

Tabla de dimensiones perfil IPE

l——b

¢ |=momento de inercia
i =radio de giro
W, =médulo eldstico

h y-f- dh W, 2 médulo pldstico
l A =dreaa cortante i

- | = constante de torsién e ST_R U C
I' - méddo de alm mrr:::;.‘f::if:‘-lm-

v 2

Propiedades mecdnicas
s P hrea Propiedades respecto 3l eje fuerte Propiedades respecto al eje débil e

Mo 4w M2 B 6w |59 1 53 %2 sl w03 | 41|
P (W0 75 47 69 7 16 M4 | S2 s 73 @3 04| w3 16 13 103 i
W0 70 U6y WeA 5| 009 25 22 5 N

(IPE20 | 220 110 59 92 12 22 178|334 | 7m0 9N 200 254 51| 249 248 33 581 158 | 907 267 | %2 |
| IPE270 (270 135 66 102 15 250 220|459 | 5100 1.3 489 4340 043 | 4199 302 622 920 24| 15% 7058 | 361 |
PE3N | 300 160 75 115 18 307 71| 626 | 11700 1371 7131 843 958 [ 781 355 985 1537 3081 | 2815 19910 | 41 |

| PEA0 400 180 86 135 21 373 31| 845 | 2100 1655 11560 13070 5242 | 13180 3%5 1464 2290 4269| 5108 49000 | 663 |
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Tabla de dimensiones perfil HEB

HE

1=momento de inercia
i=radio de giro

W, =mddulo eldstico
W, =médulo pléstico

A =drea a cortante 5
1= constante de torsién € SLRdU C
C3iCuio ge
I' = médUIo de a'abEO estructuras online
Propiedades mecanicas
Perfil Dimensiones Area Peso

Propiedades respecto al eje fuerte Propiedades respecto al eje débil

3101 1 65 110 12 G 74| 30| Bee 504 1 152 23| 3ms 30 529 80 0% B8 84 | %7
Fea160 | 160 160 80 130 15 134 14| 563 220 67 s 49 58| 8M2 4% M2 Mo 18| 34 a1gs |
[Hea20 |00 200 90 150 16 M0 34| 71 | S0 854 596 625 80| M0 S0 03 058 283 | 88 10 | 613
(He32%0 | 20 0 100 70 21 206 1641060 N0 1031 9363 1630 E540| 90 608 269 M 3923 170 s | 32
(Fea20 | 00 20 105 180 24 264 196|134 1920 1211 1360 1540 10578] 6550 708 4710 776 4108|1570 1130m | 150
(W30 |20 0 115 25 7 279 25| 1613 X600 1382 1960 280 1922|4190 757 6159 81 5177 2510 0800 | 0

HEB450 | 450 300 140 260 27 398 3442180 79890,0 19,14 35510 39820 16228|117200 733 7814 11980 79,66 | 44050 5258,00 | 171,0

Tabla de dimensiones perfil UPE

UPE |

1=momento de inercia
i=radio de giro

W, =médulo eldstico
W,, = médulo plistico
A =dreaa cortante

1= constante de torsién
I, =mddulo de alabeo

e-STRUC

céiculo de
estructuras onfine

Propiedades mecanicas

el s rea Propiedades respecto al eje fuerte Propiedades respecto al eje débil Pen

su | 15 | 98
0 | 45 120 | U5

| UPE100 | 100 55 45 75 10 8 65[125| 2069 407 414
(UPET0 (140 65 50 90 12 122 98| 184 | 5995 571 856 988 1230| 787 207 182

UPEIR |0 75 55 105 12 1% 15| 5| 180 73 14 130 Tok| W7 23 Bm6 83 19| 69 681 | 197
VPEZ0 |20 ® 65 120 13 16 U0| 39| %0 8% 259 M5 06| M4 20 45 13 15| 25 U8 | 26
WPEZ0 |70 % 75 135 15 a3 23| w8 | S50 OB W2 &1 68| 00 28 @7 s 41| 1931 8 | B2

UPE400 | 400 115 135 180 18 364 328] 91,9 | 209800 1511 10490 12630 4276 | 10450 337 1226 1914 56,17 | 7914 259,00 | 722
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ANEXO 3: INFORME AUTODESK INVENTOR
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A continuacion, se muestra el informe elaborado mediante Autodesk Inventor de los modos

de vibrar del banco de ensayos

Informe de analisis de tensién

d\ AUTODESK

Archivo analizado:

BANCO DE ENSAYOS.iam

Version de Autodesk Inventor:

2022 (Build 260153000, 153)

Fecha de creacion:

27-12-2021, 19:26

Autor del estudio:

Ignacio Gallardo

Analisis modal

Material(es)

Nombre| Acero

Densidad de masa

7,85 g/cm/3

General | Limite de elasticidad 200 MPa
Resistencia maxima a traccion | 345 MPa
Mddulo de Young 200 GPa

Tension| Coeficiente de Poisson 0,3 su

Mddulo cortante

80,7692 GPa

Nombre Acero, suave
Densidad de masa 7,85 g/cm”3
General Limite de elasticidad 200 MPa
Resistencia maxima a traccién|345 MPa
Modulo de Young 200 GPa
Tension Coeficiente de Poisson 0,275 su

Mddulo cortante

86,2745 GPa

DIN 1025 - IPE 80-3000.ipt

Nombre(s) de pieza|Soporte.ipt
Guia C.ipt
Nombre Plastico ABS
Densidad de masa 1,06 g/cm~3
General Limite de elasticidad 20 MPa
Resistencia maxima a traccion|29,6 MPa
Modulo de Young 2,24 GPa
Tension Coeficiente de Poisson 0,38 su

Mddulo cortante

0,811594 GPa

Nombre(s) de pieza

Ruedas.ipt

Resultados

Valor(es) de frecuencia

F1 |15,80 Hz
F2 30,02 Hz
F3 47,08 Hz
F4 52,27 Hz
F5 60,97 Hz
F6 67,38 Hz
F7 70,74 Hz
F8 |78,21 Hz
F9 81,25 Hz
F10/|83,78 Hz
F11|84,91 Hz
F12|89,45 Hz
F13|94,50 Hz
F14|96,94 Hz

F15

97,96 Hz

F16

109,27 Hz

F17

111,53 Hz

F18

114,88 Hz

F19

116,79 Hz

F20

117,73 Hz

F21

127,81 Hz

F22

150,99 Hz

F23

163,65 Hz

F24

209,96 Hz
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F1 15,80 Hz Desplazamiento X

o sl e X

Lidad: mm
04012022, 1926 17
38 M

o

F1 15,80 Hz Desplazamiento Y

F2 30,02 Hz Desplazamiento X

Tipe: sl o X

Liidad: mn
04012022, 19:26 19
&

s

F2 30,02 Hz Desplazamiento Y

Ty Qe s £ Y
Unidad:

i
04012022, 19:2634
172,71

o

F3 47,08 Hz Desplazamiento X

Ty Qe

Lnidad: mn
04012022, 192629
5,127 i

b

68

F3 47,08 Hz Desplazamiento Y

L

F4 52,27 Hz Desplazamiento X

e

F4 52,27 Hz Desplazamiento Y

Tipo: Desplcanisnts Y

Lridad: men
04012022, 19:26 35
5,744 Mir

F5 60,97 Hz Desplazamiento X

T Sesplecan e €
Livdad:

i
04012022, 132621
4,754 M

F5 60,97 Hz Desplazamiento Y

Ty sl ¥

Lidad: mn
04012022, 192636
108

84,5 Mix
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F6 67,38 Hz Desplazamiento X

o sl e X
Lnidad:

i
04012022, 19:26 21
19,17 1

o

F6 67,38 Hz Desplazamiento Y

»
o.
i B
= S
R e
T

-

F7 70,74 Hz Desplazamiento X

Tipe: sl o X

Liidad: mn
04012022, 19:26 22
11,851k

s

F7 70,74 Hz Desplazamiento Y

Ty Qe s £ Y

Lidad: mn
04012022, 192638
1713 Mix

F8 78,21 Hz Desplazamiento X

Ty Sesplscarerts

Lnidad: mn
04012022, 19:26 22

16,92 Méx

1297

69

F8 78,21 Hz Desplazamiento Y

Ty Sesplanerta ¥
Unidad:

i mn
04042022, 192638
17250

F9 81,25 Hz Desplazamiento X

Ty sl

Unidad: mn
04012022, 192623
75 M

L

F9 81,25 Hz Desplazamiento Y

Ty Desplecan ertn ¥

i
04012022, 19:2659
156,31

F10 83,78 Hz Desplazamiento X

Ty sl

Liidad: mm
04012022, 192626
wm

b

F10 83,78 Hz Desplazamiento Y

Ty sl ¥

Lnidad: mn
04012022, 192640
L M
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F11 84,91 Hz Desplazamiento X F13 94,50 Hz Desplazamiento Y

T Sesplecarer o X Tge: Desplecanents Y
Lnidad: mm Lnidad: mn
04042022, 19:26:2% 0401-2022, 19:2642
5,05 Mie 105 M
45 1,
503 1;
2202 633

- b

F11 84,91 Hz Desplazamiento Y F14 96,94 Hz Desplazamiento X

T Desplezarnerts Y Te: Desplecarri o X
Lnidad: mm Lnidad: mm
04012022, 19:26:40 04012022, 19:26.26
13,11 Ml
1325 1055
05 73

5.4

- o

F12 89,45 Hz Desplazamiento X F14 96,94 Hz Desplazamiento Y

Tipe: sl o X Ty Desplecan ertn ¥
Liidad: mn Lridad: mn
04012022, 192625 04012022, 19:26 42
i
1253 15,08

F12 89,45 Hz Desplazamiento Y F15 97,96 Hz Desplazamiento X

T Sesplecarrerts Y T Desplecari 5 %
Lnidad: mm Lnidad: mn
04042022, 19:2641 04012022, 192627
745
299 5965 Miox
458 449

- b

F13 94,50 Hz Desplazamiento X F15 97,96 Hz Desplazamiento Y

T Desplecarrerts X Tge: Desplecarierts ¥
Lricad:

Lnidad: mn mn
04012022, 192625 04012022, 19:26 43
245 i
21,62 M
18,72 1862
1479 1398
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F16 109,27 Hz Desplazamiento X

o sl e X

Lidad: mm
04012022, 1926 27
azs1

F16 109,27 Hz Desplazamiento Y

Ty e e Y
Uk

i mm
04012022, 19:26 42
172 M

-

F17 111,53 Hz Desplazamiento X

Tipe: sl o X

Liidad: mn
04012022, 19:26 28
Dp1ME

15,3

s

F17 111,53 Hz Desplazamiento Y

Ty Qe s £ Y

Lidad: mm
04012022, 19:26 42
172,71

o

F18 114,88 Hz Desplazamiento X

Ty Qe

L vn

0401-2022, 13:26. 29
22,54 M

18,02

1352

71

F18 114,88 Hz Desplazamiento Y

F19 116,79 Hz Desplazamiento X

Ty sl
Unidad:

mn
04012022, 192620
201

e

F19 116,79 Hz Desplazamiento Y

Tipo: Desplcanisnts Y

Lridad: mn
04012022, 19:2646
172,7 1k

b

F20 117,73 Hz Desplazamiento X

T Sesplecan e €

Liidad: mm
04012022, 13:2650
14,55 M

L

F20 117,73 Hz Desplazamiento Y

Ty sl ¥
Lndad: mm
0401-2022, 13:2646
17218

& | 2
345
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F21 127,81 Hz Desplazamiento X

o sl e X
Lnidad:

i
04012022, 192631
37,24

F21 127,81 Hz Desplazamiento Y

Ty e e Y

Lnidad: mn
04012022, 132647

F22 150,99 Hz Desplazamiento X

Tipe: sl o X

Liidad: mn
04012022, 19:2651

s

F22 150,99 Hz Desplazamiento Y

Ty Qe s £ Y

Lidad: mm
04012022, 192648

72

F23 163,65 Hz Desplazamiento X

b

F23 163,65 Hz Desplazamiento Y

Ty sl ¥
Unidad:

mn
04012022, 19:2649

5594 M
2,15

L

F24 209,96 Hz Desplazamiento X

b

F24 209,96 Hz Desplazamiento Y

Ty Sesplanerta ¥

Livdads mm
04042022, 192649
172208
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ANEXO 4: PLANOS
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A continuacion, se adjuntan los planos de los elementos disefiados para el banco de

ensayos.
Conjunto ensamblado. ..........oiiiiii e 75
EJe Yy SOPOTte F1j0. ...t 76
GUIA G e e 77
DiISCO AGUJCTCAAO. ...\ttt et e 78
TS O 79
Viga Perforada...... .o e 80

ROAIIO de gUIA. ....vie e 81



LISTA DE PIEZAS

ELEMENTO

NO DE PIEZA

i

EJE

SOPORTE FIJO

GUIA C

MESON

VIGA PERFORADA

2
3
4
)
6
7

RUEDAS

2
2
1 DISCO PERFORADO
1
1
2

Disefio de
Ignacio Gallardo

Revisado por

Aprobado por

Fecha Fecha

27-12-2021

UTFSM/UPV

CONJUNTO ENSAMBLADO

COMPONENTES BANCO DE ENSAYO

Edicion

Hoja

1/7

uy

(o8|

2

1




6 | 5 4 ¢ 8 | 2 1
61,5 Arandela DIN 471 o
L / YIA(D\ (b\/'\
oN
1LEJE g ot~ = g
130
1
( ) { N
)| Joras e
2173
o
N
o 30
<
2.SOPORTE FIJO ’ ‘ =
—
30
15
[ ) 1
‘ -
‘ | i | J LISTA DE PIEZAS
ELEMENTO CTDAD N© DE PIEZA MASA MATERIAL
90 1 2 EJE 0,235 kg |SAE 1020
2 2 SOPORTE FIJO 0,547 kg |SAE 1020
Disefio de Revisado por Aprobado por Fecha Fecha
Ignacio Gallardo 27-12-2021
EJE Y SOPORTE FIJO
UTFSM/UPV Edicion Hoja
COMPONENTES BANCO DE ENSAYO 3 / 7
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LISTA DE PIEZAS
ELEMENTO CTDAD N° DE PIEZA MASA | MATERIAL
3 2 Guia C 1,250 kg |SAE 1020
Disefio de Revisado por Aprobado por Fecha Fecha
Ignacio Gallardo 27-12-2021
GUIA C
UTFSM/U PV Edicion Hoja
COMPONENTES BANCO DE ENSAYO 3 / 7
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4.DISCO AGUJEREADO
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PATRON CIRCULAR DE 8 10

PATRON CIRCULAR DE 12

PATRON CIRCULAR DE 16

PATRON CIRCULAR DE 20

LISTA DE PIEZAS
ELEMENTO CTDAD N° DE PIEZA MASA MATERIAL
4 1 DISCO PERFORADO 0,8 kg SAE 1020
Disefo de Revisado por Aprobado por Fecha Fecha
Ignacio Gallardo 27-12-2021
DISCO PERFORADO
UTFSM/U PV Edicion Hoja
COMPONENTES BANCO DE ENSAYO 4 / 7
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5. MESON

PERFIL CUADRADO 40X40X2,6

760

3280

PERFORACIONES DEPENDEN DEL MOTOR A INSTALAR

/
©
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115
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60

PERFORACIONES DE @#13,5 mm

130

700

250

LISTA DE PIEZAS

v, I

ELEMENTO CTDAD N° DE PIEZA MASA | MATERIAL
5 1 MESON 120 kg A-36
Disefio de Revisado por Aprobado por Fecha Fecha
Ignacio Gallardo 27-12-2021
MESON
UTFSM/U PV Edicion Hoja
COMPONENTES BANCO DE ENSAYO 5 / 7
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6. PERFIL IPES80x3000 PERFORADO

3000

2950

< <

LISTA DE PIEZAS

ELEMENTO CTDAD N° DE PIEZA MASA MATERIAL
6 1 DIN 1025 - IPE 80-3000 (18 kg A-36
Disefio de Revisado por Aprobado por Fecha Fecha
Ignacio Gallardo 27-12-2021
VIGA PERFORADA
UTFSM/UPV — o
COMPONENTES BANCO DE ENSAYO 6 / 7
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/. RUEDAS

A-A(1:1)

72

et

35
LISTA DE PIEZAS
ELEMENTO CTDAD N° DE PIEZA MASA MATERIAL
| 2 Ruedas 0,075 kg |Plastico
POLIAMIDA
Disefio de Revisado por Aprobado por Fecha Fecha
Ignacio Gallardo 27-12-2021
RODILLO DE GUIA
UTFSM/UPV —
COMPONENTES BANCO DE ENSAYO 7 / 7
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