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PROLOGO

Este libro es una recopilacién de los problemas de examen propuestos en la
Escuela Técnica Superior de Ingenieria de Bilbao para las asignaturas de Algebra
Lineal (en Ingenieria Industrial) y Matematicas 1 (en Ingenieria de
Telecomunicaciones) en las diferentes convocatorias de los cursos 2000-2001 a
2004-2005. La amplia aceptacion entre el alumnado del libro Exdmenes resueltos
de Algebra Lineal y Matemdticas I (1996-2000) nos ha llevado a la elaboracién de
este segundo volumen con exdmenes mas recientes, y que esperamos sea de tanta
ayuda para la preparacién de las asignaturas como el anterior. Por la utilidad
demostrada, se ha mantenido la estructura del libro anterior, mostrandose los
problemas de los distintos examenes distribuidos segun los capitulos de teoria al
que corresponden. De esta manera, el libro consta de 7 capitulos, correspondiendo
cada uno de ellos a un tema del programa que se imparte en la actualidad en las
asignaturas de Algebra Lineal y Matematicas I en la mencionada Escuela; el tema
6 (Formas bilineales y cuadraticas) no ha sido impartido algunos afios por
cuestiones de programacion. Si un problema contiene preguntas que corresponden
a varios capitulos de teoria, se ha asignado al Gltimo de ellos.

Los autores del libro han sido los profesores que impartieron las asignaturas
anteriormente citadas en los afios que el libro abarca; cada profesor ha realizado
uno o mas capitulos segun se muestra al final de este prologo. Dentro de cada
tema los problemas se han ordenado por fechas, presentandose todos ellos
resueltos. Al final de cada capitulo se encuentran las cuestiones teoricas y tedrico-
practicas correspondientes al tema que se trata en dicho capitulo; aquéllas
puramente tedricas no se han resuelto, pudiendo el alumno consultar la respuesta
adecuada en el libro de Apuntes de Clase editado por el Servicio de Publicaciones
de la Escuela Técnica Superior de Ingenieria de Bilbao.

Autores del libro:

Tema 1 C. Moénica Rebollo Gémez

Tema 2 Ana Gloria Gonzalez Lopez

Tema 3 M. Esther Gutiérrez Orrantia

Tema 4 M. Veronica Valdenebro Villar

Tema 5 Eugenio Bravo Sevilla

Tema 6 Ana Gloria Gonzalez Lopez

Tema 7 Eugenio Bravo Sevilla y M. Esther Gutiérrez Orrantia
Revision F. Javier Molinuevo Fano
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MATRICES Y DETERMINANTES
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1.1 Resolver los siguientes sistemas por el método de Gauss:

X +y + z =3 X +y + z = 6
2x +y + 3z = 6 2x + y + 3z = 13
4x + vy = 5 4x + vy = 6
(Febrero 2001)
Resolucion:

La forma mas sencilla de resolverlos usando el método de Gauss es hacerlo
simultdneamente. La matriz ampliada de los sistemas seria:

i6
113,
6

S ey

Se realizan sobre ella transformaciones elementales de filas:

11 11306) (R-2E) (1 1 113! 6) (F-3F)
21 36113] —— |o -1 11011 N
41 01516) (F—4E) (0 -3 —41-71-18
11 113! 6
— 5o -1 11011
0 0 -71-71-21

Como el rango de la matriz de los coeficientes de cada sistema transformado es 3
y el de la correspondiente matriz ampliada también es 3, cada sistema es
compatible, y como el numero de incognitas es 3, los sistemas considerados son
compatibles determinados, y tienen solucién tnica:

Sistema I:
X +y+z =3 x=1
-y+z =0 < Jy=1.
—Tz=-17 z=1

Sistema II:
X +y+z =6 x=1
—y+z = & qy=2
-7z=-21 z=3

13



I x vy
1.2 Sea el conjunto S =< 4=[0 1 z| / xy,zeR ;. Estudiar si es grupo
0 0 1
multiplicativo.
(Febrero 2001)
Resolucion:

Para que el conjunto S sea un grupo multiplicativo se han de cumplir los axiomas
de grupo:

a) Ley Interna:V A,Be S: A-Be S?

I x vy I m n
Sean A={0 1 z|yB=|0 1 p|e S/x,y,z m,n,peR,entonces
0 0 1 0 0 1
I m+x n+px+y
AB=|0 1 p+z |, mtx, ntpxty, ptzeR = A-Be S.

0 0 1

Luego se verifica el axioma de ley interna.

b) Propiedad Asociativa: se verifica por ser asociativo el producto de matrices
cualesquiera.

¢) Elemento Neutro: :V Ae S Jle S/ AI=TA=A?

1 00
I=|0 1 0|eS.
0 0 1

Luego se verifica el axioma de existencia de elemento neutro.
d) Elemento Inverso: V Ae S 3(A)' e S/AA) ' =(A)"A=1?

y

1
Sea A=|0 z|le S/xyzeR = |Al=1 = FA)".
0

S = X

Si calculamos la inversa de A:

I —x xz-y
A)7'=]0 1 -z |/x,xzy,-zeR = (A)"'eS.
0 O 1

Luego se verifican todos los axiomas, y por lo tanto el conjunto S si que es un
grupo multiplicativo.

14



1.3 Calcular el siguiente determinante

I+x, X, i X,
X, l+x, . X,
X, X, o l+x,, X,
X, X, v X, l+x,
(Febrero 2001)
Resolucion:
Aplicando las propiedades de los determinantes se tiene que.
I+x, X, . X,
X, l+x, n-1 n
X, X, I+x, ., X,
X, X, X, 1+x,
1+Z:x1 X, X, X,
i=1
1+Z:Xi I+x, X, X,
i=1
(C,+C, +..+C) : : : e
1+Zxi X, I+x,, X,
i=1
1-1—21)(1 X, X, I+x,
i=1
1 X2 n-1 Xn
) I 1+x, _ )
=(l+2xij : : =
= 1 x, l+x,, X,
I x, X, 1+x,
<F2 _F1>
<F3 _Fl> X2 Xn—l Xn
) 0 1 0 )
(F, —F) (1+2xij- : :(1+ le
i=1 0 O O i=1
0 0 0 1
]

15



1.4 Calcular la inversa de la matriz A mediante transformaciones elementales

1 0 -2
A=l0 1 2
—2 2 1
(Febrero 2001)
Resolucion:
Trabajando con la matriz A y con I3 a la vez
100:10—2F2F 1 001 0 - v ap
| | —
01 0l0 1 2 |5E*F2R) oy gig 1 2| B2
00 11-22 1 20 110 2 -3
1o oft 0 -2} lpy 1 0 01 0 -2
| 73 | <F2_2F3>
o1 001 2|—L—5]0 1 0'!01 2 S
2 -2 110 0 -7 202 g o g
7 7 71
|
304 20 g
1 0 01 0 -2 7 7 7
|
N B T N PNV B R O R
707 T 707 7
222 Ly o g 222 Ly o
7 7 7! 7 7 7
De donde:
3 4 _2
77 7
Al=| 203 2
77 7
-2 2 1
7 7 7
| ]

X
1.5 Dada la matriz A = (0 j , determinar A" por el método de induccion completa.

X

(Septiembre 2001)
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Resolucion:

AP AZA = x> 2x (x 1) _ x®  3x’
0 x*)0 x 0o x*)
A ASA = x’ 3x° (x 1) _ x* 4x’
0 x*)\0 x 0 x*')
Con lo que parece que :

n n—1
AHZ(X i j VneNl.

Se comprobara que, efectivamente, A" responde a esa expresion, utilizando el
método de induccién matematica:

1. Se demuestra que la expresion es verdadera para n=1y paran =2,
A Al x 1 _ ' 1x!
0 x 0 x' )
A2 = x* 2x
0 x°

2. Supuesto cierto para n = k, se demuestra que es también cierto para

k+1 k+1-1
n=k+1. Es decir hay que demostrar que A" = (X (k+Dx J’
0 Xk+l

k k k-1
basandose en que A* = (XO Xk :
X

k k-1 K+ k+1-1
k+1 _ A k _ X kX X 1 _ X (k + I)X
AV =A"A= - = ol .
0 X 0 x 0 X

De donde se obtiene lo que se queria demostrar.

17



1.6 Determinar las matrices regulares X e Y tales que:

8 5
Y:(zo 13] a 3
, donde YZ( J /a,ceR.

13 20 C
Y X=
5 8

(Septiembre 2001)
Resolucion:
Como las matrices X e Y son regulares, existe la inversa de Y:
a 3 o 1 1 -3
Y= Y=a-3¢ = Y= :
c 1 a-3c\—-c a

Por otra parte:
8 5 8 5., 1 8—5¢ —24+5a
Y= =X = Y =
20 13 20 13 a—-3c\20-13¢ —-60+13a
13 20 (13 20 1 -2 -4
X = =>X=Y" = .
5 8 5 8 a—3c\—-13c+5a —20c+8a

Igualando ambas expresiones de X:

8—5¢=-2
—24+5a=-4 a=
20-13c=—-13c+5a c=2"

—60+13a=-20c+8a
de donde

1.7 Resolver de la forma mas adecuada los siguientes sistemas:

1 0 1Y)x 1 1 0 1Yy, 0 1 0 1)z 0
1 1T 0]x,[=[0 1 1T 0]y, |=|1 1 1 0fz,|=|0
0 I O)x, 0 0 1 O\y, 0 0 1 Ofz 1
X, Yy, oz 1 0 1
Sillamamos B=|x, y, z,|yA=|1 1 0/.
X; Y3 Z4 010

18



(Qué relacion existe entre A 'y B? Compruébese.

(Septiembre 2001)

Resolucion:

La forma mas sencilla de resolverlos es hacerlo simultineamente usando el
método de Gauss. La matriz ampliada es:

10 1111000

| | |

A=[1 101010
01001011

Se realizan sobre ella transformaciones elementales de filas:

10 1/1/0!0 10 1] 110!0

Lo _ | [ _
L 1ofoltlo] =R, fo 1 Ciloifile] A2,
010101011 01 0/ 01011

1 0 17 17 010
|

| |
— 5o 1 -11-1' 110/,
00 1! 11-111

| | |
Como el rango de la matriz de los coeficientes de cada sistema transformado es 3
y el de la correspondiente matriz ampliada también es 3, cada sistema es
compatible, y como el numero de incognitas es 3, los sistemas considerados son
compatibles determinados, y tienen solucién tnica:

Sistema I:
X, +x; =1 x, =0
X,—X; =—1 & {x,=
x;=1 X, =
Sistema II:
i ty; =0 yi =1
Y.=y; =l & gy, =
y;=-1 y; =-1
Sistema I1I:
zZ, +z, = z, =-1

19



Teniendo en cuenta como esta definida la matriz B, se tiene:

X, Yy, oz 0 1 -1
B=|x, y, z,| = B=|0 0 1
X; V3 Z4 1 -1 1

Multiplicando A y B:
1 0 1)(0 1 -1 X, i Y, i z,
AB=l1 1 0|0 0 1 |=|A{x,|IA|y,]|IA]z,

| |

01 0)(1 -1 1 X3 )| vi) 1 \z

Luego B es la inversa de A.

I
S O =

0,0

[N
— O
I

1 2 0
1.8 DadalamatrizA=| -1 3 1|:
0O 1 1

-Dado que toda matriz es soluciéon de su ecuacion caracteristica, hallar

ps(A) = (0).

Nota: Téngase en cuenta que

pa()= (—l)n{ A —traza(A)A 4L+ ()"

A

p.(A) = (—1)“{ A" —traza(A)A™" +...+(1)"|Al1

=(0).

-Determinar por operaciones elementales la inversa de la matriz A.

-Verificar el resultado anterior utilizando el primer apartado.

-Resolver, utilizando el calculo matricial el sistema de ecuaciones:

Xx+2y =3
-X+3y+z=3.
y+z=2
(Septiembre 2001)
Resolucion:
-En este caso
1-A 2 0

p (W)=|-1 3=% 1 |==N+5)>—81+4,

0 I 1-A

20



P,(A)=(0) < —A’+5A%—8A+41=(0).

-Para hallar la inversa de A con transformaciones elementales, se trabaja a la
vezcon Ay con [:

1 0o0f1 2 1ooj1 20y lg,
| (F, +F,) | 5t
01 0/-13 1]—2% 11 1 0105 1| 3"
00110 11 00 110 1 1
| _ | _
10 0412 0) (g _opy (3/5 -2/5 0{1 0 -2/
1/5 1/5 010 1 1/5 >l 15 15 010 1 1/5
0 0 110 1 1 (F-F) |15 —1/5 110 0 4/5
Cry (35 -2/5 011 0 -2/5
|
4 S lus s 001 1/5 | —>
~1/4 -1/4 5/410 0 1
(F+2Fy (12 -U2 12{1 0 0
|
? s| 174 1/4 —1/410 1 0]
(F,-<F) (=174 -1/4 54 0 0 1

De donde:

11

2 2 2

A=l 1 1
4 4 4
R S
4 4 4

-Por otra parte,

A’ —5A°+8A =41 = AA’-5A+8D)=41 =

-1 8 2 5 10 0 8 0 0
= AI:%(A2—5A+8I)=% -4 8 4|-|-5 15 5(+|0 8 O =

-1 4 2 0 5 5 0 0 8
1 1 1
2 2 2

= A'= L —l.
4 4 4
1 1 5
4 4 4
-Para resolver el sistema

X+2y =3

-x+3y+z=3,
y+z=2

21



o lo que es 1o mismo,

>
N < M

I
N W W

usando la inversa de A, ya calculada, se tiene

22

1 11
X 3 |2 2 2| (3 (1 x =1
NP % P AL ) () N =1
Y 4 4 4 Y
z 2 1 1 5 2 1 z=1
4 4 4
[
1.9 Calcular el determinante de A, hallando previamente A-A":
a b ¢ d
-b a d -c
A=
-¢c —-d a b
-d ¢ -b a
(Febrero 2002)
Resolucion:
a b ¢ d a -b —c -d
. |-ba d -c||b a -d c
-¢c —d a b c a -—b
-d ¢ -b d —-c a
a’+b’+c*+d’ 0 0 0
B 0 a’+b>+c’+d? 0 0
0 0 a’+b>+c’ +d’ 0
0 0 0 a’+b’+c*+d’
Como
det(A-AY= det(A)-det(AY)y=(det(A))*= (a® +b* +c* +d*)* =
= det(A)=+(@@’+b*+c*+d*)’.
[



cos® Asenf
1.10Sea AeR-{0} v A=| 1 . Hallar la expresion de A" , neN,
——senf cosH

demostrandolo por el método de induccidn.
(Septiembre 2002)

Resolucion:
Al ( | cos® A senGJ
Y sen0 cosO |”
A —A-A—( 1cos@ ksene)( 1cose Ksen@} _
Y sen0 cosO| | — xsene cosH

cos’0—sen’0 2\ senBcosO cos20 Asen26
- —lsenecose cos?0—sen?0 | :

- l sen20 co0s 20
A

Con lo que parece que:
cos(nB) A sen(nb)
A=

—%sen(ne) cos(n@)} vnel.

Se comprobara que, efectivamente, A" responde a esa expresion, utilizando el
método de induccidn matematica:

1. Se demuestra que la expresion es verdadera para n=1y paran=2,
] [ cosO A sen@} [ cos(1'9) A sen(l-O)J
A = = M

A= — %sen(l-@) cos(1-0)

- l sen@ cosO
A

, cos20 Asen20
A" = —%sen29 cos?20 |

2. Supuesto cierto para n =k, se demuestra que es también cierto para
n = k+1. Es decir hay que demostrar que

. ( cos((k+1)0) A sen((k+1)0)
A=

- % sen((k+1)0)  cos((k+ 1)9)} - basandose en que

cos(kB) A sen(kO)
A= 1 :
Y sen(k@)  cos(k0)

23



T [ cos(kB) ksen(k@)} { cosO ksenej
A= ARA = - -

1
- % sen(kf)  cos(k0) | | — x sen®  cosO

cos 0-cos(kO) —senO-sen(kO) A (senb-cos(kO) + cos 6-sen(kO))
- %(sen@-cos(k@) + cos 0'sen(k0) cos 0-cos(kO) — senO-sen(kO) B

cos((k+1)6) Asen((k+1)0)
- % sen((k+1)0)  cos((k+1)0) |

De donde se obtiene lo que se queria demostrar.

10 1 1

0 1 2 -1
1.11 Dada la matriz A = )

0 0 -1 0

0 0 0 -1

a) Hallar la inversa de A mediante particion de matrices.

b) Hallar la inversa de A mediante transformaciones elementales.

X, 1
, X, 2 , : .
c¢) Resolver el sistema A- = 3 de la forma mas sencilla posible.
X3
X, 4

d) (Cudl es la forma candnica de Hermite de la matriz A?. Razona la respuesta.

e) Sin realizar operaciones, analizar cuales son los valores propios de A, y cuales
-1
son los de A™.

(Febrero 2003)

Resolucion:

a) Teniendo en cuenta que

1 071 1
|
Al iz o ( L Bzxzj,
0 Oi_l 0 (0)2x2 I2
0 010 -1

24



b)

oS o o =

la inversa de A ha de estar particionada en la forma

A (XYJ
2

zuj.(?%yal___]:[_}z__Lg?éej
‘12 szz : T2x2 (0)2x2 : Iz

S O O =
oS o = O

-1 <F1 _F4>

(F, +F,)

S = O O —~ o
- o o o

S = N =

Z2x2 : T2x
Con lo que:
AA = ( I B Yy
(0),2
Operando con las matrices particionadas se obtiene el sistema matricial:
X+BZ=1,
Y +B-T=(0)
-2 =)
-T =1,
De donde se obtiene
X=1,
Y =B
Z =(0)
=1,
De donde
A=A
Trabajando a la vez con A 'y con [:
00 0{1 0 1 1 1 0
|
1 0oo0lo1 2 —1|_EF) to 1
0 1050()—1 0| F,) & 0
0 01'0 0 0 -1 0 0
1 01 0100
FE-F) o1 2 oio 1 0
(F,—2F) |0 0 -1 oio 0 1
00 0 -110 0 O
1 0 1 1710
o1 2 —QO !
00 -1 01!00
00 0 —-110 0
De donde
1 0 1 1
A= 0o 1 2 -1
0 0 -1 0
0 0 0 -1

25



c) La forma mads sencilla para resolver el sistema A- = , teniendo en

kel
w
AW N =

cuenta que ya se conoce la inversa de A, es hacer

X, 1y (10 1 1)(1) (8
X, | 412 o1 2 —1[|2]| ]| 4
=A== 170=
X, 30 100 -1 of|3] |-3
X, 4) lo o o -1)4) (-4

d) Como la matriz A es regular de orden 4, su forma de Hermite es la matriz
unidad de orden 4.

e) Como la matriz A es triangular superior sus valores propios son sus elementos
. . -1 .
principales, es decir, 1, 1, -1 y -1. Los de A™ son los mismos que los de A, ya
que ambas matrices son iguales.

[ ]
2 1 1
1.12 Dada la matriz A = | 6 4 5|, encontrar tres matrices elementales Py, P, y P3
4 1 3
tales que P3-P,-P;-A = U, siendo U una matriz triangular superior.
(Febrero 2004)
Resolucion:
2 1 1YW, =-3F)(2 1 1\ (F,-2F)(2 1 1\(F,+F)(2 1 1
A=|6 4 5| — |01 2| — |O 1 2| — (O 1 2
4 1 3 4 1 3 0 -1 1 0 0 2
Tomando:
1 0 0 1 0 0 1 0 0
P=|-3 1 0,P=] 0 1 O0[,P;=|0 1 O],
0 0 1 -2 0 1 1 0 1
21 1
U= 0 1 2 —P3P2P1A
0 0 2
[ ]

26



1.13 Hallar utilizando el principio de induccién matematica A", ne N siendo

1 -1 0
A=10 1 0.
0 0 1
(Septiembre 2004)
Resolucion:
1 -1 0
Al=10 1 of,
0 0 1
1 -1 0)(1 -1 0 1 -2
A’=AA=|0 1 0]]0 ol=(0 1 ,
0 0 1Jl0 o0 1 0 0
1 =2 0\ (1 -1 0 1 -3 0
AP=A>A=|0 1 0[]0 0ol=(0 1 0
0 0 1/Jlo 0 1 0 0
Con lo que parece que:
I —n O
A"=/0 1 0| VneNlN.
0 0 1

Se comprobara que, efectivamente, A"

método de induccidn matematica:

1.

responde a esa expresion, utilizando el

Se demuestra que la expresion es verdadera para n= 1y paran =2,

A=

AZ

1
Al=10
0

1
=0
0

10
1 0],
0 1
2 0
1 0]
0 1

27



2. Supuesto cierto para n = k, se demuestra que es también cierto para

I —(k+1) O
n=k+1. Es decir hay que demostrar que A" = |0 1 01,
0 0 1
I -k 0
basandose en que A=|0 1 o0f.
0 0 1

1 -k 0)Y(1 =1 0 1 —k+1 0
AT =AkA=]10 1 o0l]0 1 o]|=]0 1 0.
0 0 1/l0 0 1 0

De donde se obtiene lo que se queria demostrar.

01 0
1.14 DadalamatrizA=|1 0 1.
1 00

a) Hallar su inversa mediante transformaciones elementales.

b) Hallar la forma canonica de Hermite de A, H, y relacionar ambas matrices (es
decir, expresar H = P-A-Q).

(Febrero 2005)

Resolucion:

a) Para hallar la inversa de A con transformaciones elementales, se va a trabajar a
lavez con Ay con I:

100010 00 1/1 0 0
01 01 0 1|=BFE) oy olr o 1| 2B
001100 1000 1 0
00 1!1 0 0 00 1.1 00
— st oo0to 1 o SETR 1 o 0l0 1 0
0101 0 1 01 -110 0 1
De donde
00 1
A'=l1 0 0
01 -1

28



I | A
b) En general se tiene: (-“-4'__) -

De lo calculado en el apartado anterior:
[=H=PAQ=PAI (P=A") =

0 0 0 0 1 0 1 0
Of=1 0 0|1 O 1
1

1
= H=|0
0 01 -1/){1 0 O

1
0

)

1 00
10 1 0.
0 0 1

1.15 Sabiendo que la matriz D es regular, hallar la inversa de la matriz

_ B3x2 13
D, )

(Febrero 2005)

Resolucion:

Teniendo en cuenta la particion realizada sobre la matriz A, su inversa ha de estar

particionada en la forma

Con lo que:

A_A—l — (B3X2 13 ] . {2{2{3__5_1252_] =(__I§__
D2x2 (O) Z3x3 : T3x2 (0)2x3

LQE@)

Operando con las matrices particionadas se obtiene el sistema matricial:

B-X+Z=1,
BY + T=(0)
DX =(0)
DY =1,

De donde se obtiene (por ser D regular):

X=(0)
Y=D"
Z =1, ’
T=-BD"
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es decir

I, 1-BD'
[
1.16 Hallar el valor del determinante de A,, (n entero positivo):
I 1 ... 1
2 1 .1
A =n 1 3 .. 1
n 1 1 n)
(Febrero 2005)
Resolucion:
<F2_F1>
1 1 <F3 _Fl> n 1 1 1
2 oo 1 0O 1 1 .. 1
A=l 1 3 .. 1, -F)j0 0 2 .. 1 |=nl23..(n-1)=nl
n 1 1 n 0 0 O n-1
[
1 10
1.17 Dada lamatriz A= 1 3 2].
0 20
a) Hallar su inversa mediante transformaciones elementales.
X 5
b) Resolver el sistema A-| y |=| 11 |de dos formas diferentes
z 4
(Septiembre 2005)
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Resolucion:

a) Trabajando con A y con I a la vez:

1 00/1 10 1 00!l 10
| _ | ~
01 0f1 3 2|—EZE |y oo 2 2| SBEE)
0011020 0 01102 0
oottt 1oy gy (10 0d1 1 0) p_g,
| | 1 2
0 0 1'02 0 —2"—51]0 01/2!0 1 0
11 110 2 2 11 010 2 2) (F-2F)
1o -12i1 00y (Jdpy (1 0 -1211 0 0
| |
00 12101 0/—2—5 0 0 1/21010
11 -1100 2 “1/2 1/2 -1/210 0 1
De donde:
1o -1
2
gy 1
AZO 0 5
_1 11
2 2 2

b) Dos de los métodos que se pueden usar para resolver el sistema son:

e Mc¢dtodo de la Inversa: ya se tiene la inversa del apartado anterior,

1 0 —l
X 5 X 5 12 5 x=3
Alyl=[11] = |y|=AT11|=| 0 0 5 J11=|2| = =2
z 4 z 4 1 1 1 4 1 z=1
22 2
e Meétodo de Gauss:
1 1 0,5 1 1 05 1 1 0.5
| _ | _ |
3 Z:IIMa 0 2 2,6 M—) 0 2 2.6
02 014 02 004 00 -21-2

|
Con lo que el sistema que se ha de resolver es:
X+y =5 x=3
2y+2z=6 & qy=2
—2z=-2 z=1
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1.18 Una matriz A se denomina nilpotente de orden p, con peN, si A?=(0) y

A" #(0), para todo k <p (keN).

a) Estudiar si es cierto que toda matriz nilpotente es singular.
b) Demostrar que si A es nilpotente de orden p, entonces
(I-A)' =T+ A +A%. +AP"
(Septiembre 2005)
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Resolucion:
a) Teniendo en cuenta la definicion de matriz nilpotente de orden p:
AP=(0) = [A"|=[A"=0 = |A|=0 = Aessingular.

b) Por otra parte,

(I-A)"(I-A) = 1+ A +A™. +AP ) (I-A)=1-AP =1,

(I-A) -(I-A) "= (I-A) (I + A +A%+. . +APH)=T-AP =I.

Luego:
(I-A)' =1+ A +A%+.. +AP



CUESTIONES TEORICAS

1.19 Sean A y B dos matrices simétricas de orden tres, tales que rango(A)=3 y
rango(B)=2. Se verifica entonces que C = A-B es simétrica e invertible.

-Verdadero, porque el producto de matrices simétricas es simétrica, y como
rango( A - B)= Max{ rango(A), rango(B) } entonces rango(A-B)=3y C=A-B
es invertible.

-Verdadero que C = A-B es una matriz simétrica por ser producto de dos matrices
simétricas, pero es falso que sea invertible, pues si existe C
seria, C”' =(A'B)"' =B"-A™' y esto no es posible al ser B una matriz no
invertible.

-Todo lo que afirma el enunciado es falso, ya que A‘B y B son matrices de igual
rango (son equivalentes), no siendo por tanto C = A-B invertible. Ademas al
multiplicar matrices simétricas no se obtiene, en general, como resultado una
matriz simétrica.

Razonar qué respuesta es la correcta

(Febrero 2002)

Resolucion:

La respuesta verdadera es la tercera, la matriz C=A-B= A-B‘I, siendo A e |
regulares, luego C y B son equivalentes, y por lo tanto tienen igual rango y
dimension.

La primera y la segunda no son verdaderas ya que el producto de dos matrices
simétricas no es, en general, otra matriz simétrica. Por ejemplo, si se consideran

1 2 4 8
las matrices A = (2 jy B= (8 SJ (simétricas), su producto es la matriz

3
20 18
A-B= .
32 31

1.20 Establecer razonadamente la veracidad o falsedad de las afirmaciones siguientes,
aportando un contraejemplo en el caso de que sean falsas:

a) La suma de dos matrices regulares de orden n es una matriz regular de orden n.

b) El producto de dos matrices regulares de orden n es una matriz regular de
orden n.
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La suma de una matriz A de rango dos con una matriz B de rango tres es una
matriz de rango cinco.

La inversa del producto de dos matrices regulares es el producto de las
inversas.

La traspuesta del producto de dos matrices regulares de orden n es el producto
de sus inversas.

34

f) SiAeEx(R)y A eR, entonces |7vA| = k-|A|.
g2) Si AeEm(R)y traza (A“A) = 0, entonces A = (0).
h) Si Ae€Em(R)es regular y A €R es un valor propio de A asociado al vector
propio v , entonces 1/A es valor propio de A™ asociado a v.
(Febrero 2003)
Resolucion:
a) Falso, la suma de dos matrices regulares no tiene por que ser otra matriz
regular.
) _ 1 2 -1 -2
Contraejemplo: Si A= 3 4 yB= 3 4l Ay B son regulares y A+B no
es regular.
b) Verdadero, si A, B€Enu(R) y son regulares = |A| 0 A |B| £0 =
|A-B| = |A||B| #0 = A-BeE,w(R)y esregular.
c¢) Falso, no tiene porque cumplirse esto.
1 00 300 4 0 0
Contragjemplo: SiA=|0 2 0|,B=|0 4 0] = A+B=|0 6 0
0 00 0 0 5 0 0 5
rango(A)=2, rango(B)=3, rango(A+B)=3# rango(A)+rango(B)=5.
d) Falso, lo que se cumple es (A‘B)”' =B™"-A~".
Contraejemplo: Si A b2 B bl
ontragjemplo: Si A= = :
Jemp 347772 3
» -2 1 » 3 -1 5 7
AT = ,B" = , A‘B=
3/2 1/2 -2 1 11 15
(AB)" = -15/2 7/2 . -8 3 _(AY(B)"
L2 =s52) U2 -2 '
e) Falso, lo que se cumple es (A'B)' =B"-A".



Contraciemplo: SiA=| > °|yp=[> °
ontraciemplo: d1 = = .
jemp 0o 2)7 "o 3
(U2 0Y . (U3 0 6 0
Al = B = A-B=
0 1/2 0 1/3 0 6

N CE N 1/6 0
(AB) =1, ¢ # (A)(B)'= el

Al si AeE(R)y AeR.

f) Falso, lo que se cumple es |7vA| = A"

. : 20 8 0
Contraejemplo: St A= = 4-A= .
0 3 0 12

[4-A| =96 % 24 = 4|A|.

g) Esta afirmacion es verdadera:

a, ap a, a;; Ay an
a a a a a a
21 2 2 t 12 2 2
A= Tl = A= ! =
a'nl a'n2 ann aln a2n ann

AA=
(a,) +(ay)’ +...+(a,)’
(a21)2 + (322)2 +..t+ (azM)2

(a,)’ +(anz) +..+(a,,)’
= Traza(A'A)=0 < < a, =a,=..=a, =a, =a,, =..=4a,, =..=4a,, =
h) Verdadero, si A es regular (=3A™') y Av=k-v (=1z0) =
ATAv=ATALv = v=ATAv = (/A)v=A'v = A valor propio
de A asociado al vector propio v.

]
1.21 Establecer razonadamente la veracidad o falsedad de las afirmaciones siguientes:
a) Dada una matriz regular A € Exn(R) se verifica que traza (A’I)Z; y
traza(A)

que ‘A ‘—w

b) Dadas A 'y B dos matrices regulares de orden n se verifica que
[AB-A™|=[B|.

c) Si A es una matriz cuadrada de orden n es cierto que A + A", A-A' y A“A
son matrices simétricas.

(Septiembre 2003)
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Resolucion:

a)

b)

¢)

En principio no se ha hecho en clase ninguna referencia a tal “propiedad” lo
cual hace pensar que puede que no se verifica dicha igualdad.

1
2 0 5 0
Contraejemplo: Si A = (0 3) entonces A™ = , de donde se deduce
0 —
3
w1 15 1 :
que traza(A") = —+— =—# = Luego la primera parte de la
2 3 6 traza(A) 243
afirmacion es falsa.
Es cierto que ‘A’l‘ = 1/|A|. Es una propiedad de los determinantes de las

matrices regulares, que se deduce teniendo en cuenta que si A es regular
entonces A y se verifica A-A” =1, tomando determinantes en esa igualdad

se obtiene‘A-A‘l‘ = |AHA‘1‘ = |I| =1 y despejando se deduce que ‘A‘l‘ = 1/|A| .

Si A y B son matrices regulares de orden n, aplicando las propiedades de los

determinantes (determinante del producto de dos matrices cuadradas igual al

producto de sus determinantes), se obtiene
[AB-A"|=|Al[B'[|A"] =[B!

=B}
de donde se deduce que la igualdad ‘A~Bt-A'1‘ = |B| es cierta.

Sea A una matriz cuadrada, entonces:

e (A+AY)' =A'+(A")' = A'+A=A+A", luego (A+A") es simétrica.
e (AAY =(AYA'=AA", luego (A-A") es simétrica.

e (A“A)'=A"(A"Y) =A"A,luego (A"A) es simétrica.

1.22 Sean A y B € E33(R), tales que rango (A) =3 y rango (B) =2. Razonar si son
ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

a)
b)
¢)

El sistema de ecuaciones (A-B)-x =0 tiene inicamente la solucion (0 0 0)".
Elsistema A®x=y es un sistema compatible determinado.

Si (1 20) es una solucién del sistema B-x =y, entonces dicho sistema
tiene infinitas soluciones.

(Septiembre 2003)
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Resolucion:

a) Al ser B una matriz singular, el determinante de A‘-B es 0, y por lo tanto A‘B
es singular, entonces rango(A-B) < nimero de incognitas, de donde el sistema
homogéneo considerado tiene infinitas soluciones. Por lo tanto la afirmacién
es falsa.

b) ‘Az‘ =|AA|=|A|A|#0, luego A® es regular, su rango es 3 que coincide con

el numero de incégnitas del sistema, por lo que el sistema es compatible
determinado. Y por lo tanto, la afirmacion es verdadera.

c) Si (120) esuna solucion del sistema B-x =y, entonces dicho sistema
tiene al menos una solucién (es compatible) y como el rango de la matriz de
los coeficientes es 2 <3 =numero de incognitas, el sistema ha de ser
indeterminado, luego se tata de un sistema compatible indeterminado, luego
tiene infinitas soluciones. Y por lo tanto, la afirmacién es verdadera.

1.23 Indicar razonadamente si son verdaderas (v) o falsas (f) las siguientes propiedades,
siendo A, B € E;xn(R), .

a) (A'B)'=(A)"-(B)"

h) det(A+B)=det(A)+det(B)
c) AB=BA

d) det( AB)=det(BA)

e) (A+B)'=A"'+B"

(Septiembre 2004)
Resolucion:
a) (AB)Y'=(A)"-(B)". Esta afirmacion es falsa. Lo verdadero es que
(A'B)' =(B)" - (A)".
-11 5
Contracjemplo: si A=| -~ |,B=[ ' '] seti (AB)-ITZ
ontracjemplo: S1 A= , b= , Se tiene que . = R
Jemp 34 0 q 3 -1
4 4
o LYy ) (L 2
mientras que (A)'«(B)" = 2| 2 | 2
3 -1 1 -1
2 o = 0o —
4 2 2 4

b) det( A+B)=det(A)+det(B) .Estaafirmacion es falsa.

37



38

d)

1 2 1 1
Contraejemplo: si A= (3 4], B= (O 2) , se tiene que det(A+B)=3, mientras

que det(A)+det(B)=0

A-B =B-A. El producto de matrices no es conmutativo, luego esta afirmacion
es falsa.

1 2 I 1 1 5
Contraejemplo: tomando A= , B= , se tiene que A'B =
3 4 0 2 3 11
B-A = 40
TP 6 8)

Det(A-B) = det(B-A). Esta afirmacion es verdadera, por las propiedades de los
determinantes sabemos que, si A y B son cuadradas,

det(A-B)=det(A)-det(B)= det(B)-det(A)=det(B-A).
(A+B)'=(A)'+(B)" Esta afirmacién es falsa.

Contracjemplo: si A= 2|, B=[1 1] seu (A+B)” >3
ontraciemplo. S1 = , = , S€ 1Ien¢€ que + =
jemp 3 4 0 2 1 -1 =

-1 0
mientras que =(A)"'+(B)" ( 3 OJ .
2



2

ESPACIOS VECTORIALES
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2.1 Estudiar si los siguientes conjuntos de E,_, (R), espacio vectorial de las matrices

cuadradas de orden dos y elementos reales, son subespacios vectoriales:

a)

S, = {A €eE, ,(R)/ rango(A) =1 }

b) S,={AcE,,(R)/ traza(A)=0}

En caso afirmativo hallar base y ecuaciones.

(Febrero 2001)

a)

b)

Resolucion:

Para que S, sea subespacio vectorial de E, ,(R) ha de cumplir:
i) La matriz nula: (0) €S,

ii) VA,B eS§, = AfBeS§,

iii) VAeS,,VaeR = a-AeS§

Sin embargo,

i) La matriz nula: (0) ¢ S, , puesto que rango[(0)] = 0

Por tanto, S, no tiene estructura de subespacio vectorial.

Se comprueban las otras dos condiciones:

1 0 0 0
ii) Las matrices A = [0 Oj, B = (O lj €S, rango(A) = rango(B) = 1,

1 0
pero A+B = (0 1] ¢ S,, pues rango(A+B) = 2. Tampoco se cumple.

iii) VAeS,, VaeR = a-AeS,. Sique se cumple, pues o -A tiene el
mismo rango que la matriz A.

Para que S, sea subespacio vectorial se ha de cumplir que:
i) La matriz nula: (O) €S8, , lo cual es cierto pues traza [(O)] =0.
ii) VA,BeS, = A+BeS,.

Se cumple, pues traza(A+B) = traza(A) + traza(B). Luego si traza(A) =0
y traza(B) =0 = traza(A+B) = 0.

iii) VAeS,,VaeR = a-AeS,.
También se cumple, pues fraza( o - A) =« - traza(A).

Luego traza(A) =0 = traza(a -A) = 0.
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Por tanto, S, es subespacio vectorial de E, ,(R).

Para hallar las ecuaciones y una base de S, :

S,= {A:(X yj/ x+t=0}.
z t

La ecuacidn cartesiana de S, es, por tanto: x+t = 0.

Por otro lado, S, puede expresarse también como el conjunto:

XYy

S, =3A= L / x,y,ze R} =
1 0 0 1 0 0

=:A =X +y +z / X,y,ze R
0 -1 0 0 1 0

1 0 0 1) (0 O
De lo cual se deduce que una base de S, es , , .
0 -1)(0 0) (1 O

2.2 En un problema fisico es necesario descomponer una matriz cuadrada como suma

de una matriz simétrica y otra matriz antisimétrica ; Tiene solucion este problema?
(Es tnica? Demuéstralo.

Si se modifican las condiciones iniciales del problema, se llega a que la
descomposicion ha de ser como suma de una matriz triangular superior y otra
triangular inferior. Ahora, jtiene solucidn el problema? ;Es tinica? Justificalo.

(Febrero 2001)
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Resolucion:

Todo vector z de un espacio vectorial E puede descomponerse como suma de un
vector X y otro vector y (xeF, yeG, con Fy G subespacios vectoriales de E),
cuando E = F+G.

Dicha descomposicion es tnica si ademas FNG ={o}, en cuyo caso los

subespacios F y G se dicen suplementarios y la suma se llama directa,
escribiéndose: E=F® G.

a) El primer problema planteado tiene solucion unica:

Sea E el conjunto de matrices cuadradas de orden n. F y G los subespacios de
matrices simétricas y antisimétricas respectivamente.

Veamos primero que F(1 G = { (O)}:
Lamatriz Ac FNG ©A=A'y A'=-A © A=-A < A=(0).



Para demostrar finalmente que E = F+G, utilizaremos la relacién entre las
dimensiones: dim(F+G) = dim(F) + dim(G) - dim(F( G)

2 2
n +n n —n

, dim(G) = 5

dim(B)=n", dim(F) =

2 p—
dim(F+G) = dim(F) + dim(G) - dim(FN G) = 2*” + . " _0=n2.

Luego F+G =E.

Quedando probado que E = F®G, es decir, que toda matriz de E puede
expresarse de manera unica como suma de una matriz simétrica (6 de F) y otra
matriz antisimétrica (6 de G).

b) El segundo problema planteado tiene solucion, pero no es unica:

Sean ahora F y G los subespacios vectoriales de matrices cuadradas de orden n
triangulares superiores y triangulares inferiores respectivamente.

El subespacio F(1G es el conjunto de matrices diagonales. Es decir, los
subespacios vectoriales F y G no son disjuntos: F(1G # { (0) }

Por otro lado, teniendo en cuenta que:

2 2
dimF)=""" dgimG)="" v dim(FNG)=n,
, , _ _ n+n n’+n )
dim(F+G) = dim(F) + dim(G) - dim(F( G) = 5 + 5 -n=n".

Es decir, se cumple que: F+G = E.

Todo ello supone que cualquier matriz cuadrada de orden n puede
descomponerse de infinitas formas como suma de una matriz triangular
superior y otra matriz triangular inferior.

2.3 SeaC[ab]= {f:[a,b]—)R/f continua},ysean X,,X,, =" , X, mpuntos del

intervalo [a,b]. Se considera la aplicacion || . ||:C[a,b] — R, definida por
1]l :max{|f(x1) )]s o [f(x ) } ¢Es norma dicha aplicaciéon? Estudiar qué
propiedades fallan.
(Febrero 2001)
Resolucion:

f(x, )| }2 0. Se cumple evidentemente, puesto

a) /] =max{| /)], |/ (x,)

que el valor absoluto es siempre no negativo.

2 M 2
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b)

d)

[ =max{|f @), |f @) |, ] =0 & £=0

La implicacién hacia la izquierda es cierta, pues si f es la funcidon nula, o sea
toma valor 0 en todos los puntos del intervalo [a,b] , en particular también
sobre los m puntos fijados y el maximo seria 0.

, sttt

Sin embargo la propiedad falla al no cumplirse la implicacion hacia la
derecha, pues cualquier funcion f continua y no nula que se corte con el eje de

abscisas en los m puntos x,, X,,-, X,, tendria asignado
£ =max{l 7 G [£ Gl £ @)} =o.
7] =4l /] » YAeR Vfe Clab]

Se cumple, puesto que

|4 =max{[2- f(x,),|2 - £(x,)

, 5t

A-f(x,)|} =
= max{ |4 [F e L] G [A] G | =
£0c,)| f =14

, Vf,g e Clab]

= [2]- max{[f(x, )}, [f(x,)
|7+ el <[]+]e
IF + g =max{|f(x,) + g(x h[F(x5) + 2,y [f(x ) + &(x,)| | <
£06 ) + |20 x| + el <

< max e LG [0, )+ max{gCe b, ) [ex, )] =

=71 +el

Se cumple también.

IR

< max{|f(xl)|+|g(xl)

, RN

En conclusidn, la aplicacién no es norma por no cumplirse el axioma b).

2.4
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0

1 2 0
Dada la matriz A=|-1 3 1],
1 1

a)

b)

dado que toda matriz es solucion de su ecuacion caracteristica, hallar P, (A)

que sera igual a la matriz nula (0).

Nota: Téngase en cuenta que
P, (2) = (-1)"|2" — traza(A)- 2 + -+ (-1)" |A]] = 0
Al=©

Determinar, por operaciones elementales, la inversa de la matriz A.

P, (A) =(-1)"|A" — traza(A)- A" 4o+ (=1)" -

Vertificar el resultado anterior utilizando el primer apartado.



d) Resolver, utilizando el calculo matricial, el sistema de ecuaciones:

X + 2y = 3

-Xx + 3y + z = 3

y + z = 2

(Septiembre 2001)
Resolucion:
-4 2 0
a) P;(A)=|A-2-1|=| -1 3-2 1 [=4-82+52-X
0 I 1-4

Se cumple, por tanto, que P, (A) = 4-1-8-A +5-A° - A’ = (0).

Se observa que, el término independiente de P,(A4) vale 4, es el valor del
determinante de A, es decir, la matriz A posee inversa.

b) Para obtener A ™' mediante transformaciones elementales de filas se coloca la
matriz unidad a la izquierda y la matriz A a la derecha, se realizan
transformaciones elementales de filas adecuadas hasta obtener la matriz unidad
en la parte derecha:

1 001 20 1 00120
| |
0 1 0j—-1 3 1|(F,+F)|1 1 0/0 5 1[(F,<F)
00 110 1 1 00 110 1 1
1 001 20 1 0 -2/1 0 -2
| F, - 2F, ! F,
00 10 1 1 00 1/01 1 |(—=
| F, - 5F, . -4
1100 51 11 -50 0 -4
11
10 -2{1 0 -2 2 2 21100
! F +2F, 1 1 1!
0 0 101 Erlla 7 zoLo
S AT N S T TP M B
4 4 4 -~ - =
4 4 4

L .

2 2 2 2 -2 2
At = L L o

4 4 4 4

1 1 5 -1 -1 5

4 4 4
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c) Segun el apartado a), se cumple que:

4.1-8A+5A*-A’=(0) © 41=8A-5A"+A" &

S 41 = A (8I-5A+AY) < 4A" = 8I-5A + A7, al
premultiplicar por A~ los dos miembros de la ecuacién matricial.
Por tanto,
8§ 0 0 5 10 0 -1 8 2 2 -2 2
4-A" =10 8 0|-|-5 15 5|+ |-4 8 4|=|1 1 -1
0 0 8 0 5 5 -1 4 2 -1 -1 5
r 11
2 =2 2 2 2 2
4 1 1 1 1
Luego, finalmente A~ = —-|1 1 -1|= | - — ——
4 4 4 4
-1 -1 5 1 1 5
4 4 4
X + 2y = 3
e) Escribiendo el sistema {—x + 3y + z = 3 en forma matricial:
y + z = 2
I 2 0) (x X 3 X 3
-1 3 1|-|y|= & A =|3| & |y| =A"3
0 1 1 z 2 z 2 z 2
r 11
X 2 2 2 3 1
DU 1 IO A A U 1 N R I O
4 4 4
z 1 1 5 2 z 1
4 4 4
]
Xy
X
2.5 Seaeclvector x=| ° | de R*,referido a la base BZ{el,ez,e3,e4}.
X3
X4

a) Considérese el subespacio U de ecuaciones

{x, - 2x, + X, =0

X, -x, =0

Determinar la dimensidn y una base del subespacio U.
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1 3
. 1 0 1
b) Estudiar si los vectores u, = E u, = E u, = { pertenecen al
1 1 3
subespacio U anterior y calcular la dependencia si es posible.
c) Considérese el subespacio V, que admite como sistema generador:
1 0 0
0 1 . . .
v, = ol vV, = ol Vv, = | . Determinar sus ecuaciones cartesianas.
1 1 -1
d) Hallar la dimension, base y ecuaciones del subespacio vectorial U V.
e) Analizar si el espacio R* es suma directa de los subespacios Uy V.
f) Se efectiia un cambio de base de Ba B’ = {e',,e’,,¢,¢,}, cuyos vectores
estan relacionados por las ecuaciones
e, =e¢ +e,+e’,+e,
e, =¢ +e,+e,
e, =¢ +e,
e, =¢,
4
: 3 :
Determinar en la base B, el vector de coordenadas 5 en la base B'.
1
(Septiembre 2001)
Resolucion:
a) La dimensién de U es:

dim (U) = dim (R*) — n° de ecuaciones (U)y=4 -2 =2.
Resolviendo el sistema de ecuaciones que define el subespacio U:
{Xl - 2X, + X, =0 X, =X,

_ =2 >
X, - X, = X5 =2X, — X,

se obtiene: {
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b)

por tanto:

X, 1 0
X, 0 1
U= /x,X, e Ry = <X +X,| _|/x,x,eR
2x, — X, -1 2
X, 1 0
1 0
: 0 1
De donde se obtiene una base de U: B, = N
1 0
1
1 : .
El vector u, = { € U, puesto que verifica sus ecuaciones:
1
X, — 2X, + X, =0 1-2+1 =0
&
X, -x, =0 1-1 =0
Analogamente sucede con los vectores:
1 3
0 1-1 =0 1 3-2-1 =0
u, = : u, = ;
T e T e T I T T
1 3
Por tanto, los tres vectores pertenecen al subespacio U.
I 1 3
10 1 . .
Como rango | -1 -1 = 2. Significa que los vectores son linealmente
I 1 3

dependientes. Solamente dos de ellos serian linealmente independientes.

Para obtener la relacion de dependencia:

1 3 0
1 1 0
au, +fu,+yu;, =0 & « + [ +y = <
1 -1 -1 0
1 1 3 0
1 1 3 0
a
1 0 1 5 0
@ =
1 -1 -1 0
1 1 3 4 0



Realizando las transformaciones elementales adecuadas sobre la matriz de
coeficientes: <F2 -F,FE -F,F, - F1> se obtiene el sistema equivalente:

1 1 3 0
a
0 -1 -2 0 a+p+3y =0 a =-y
gl = < <
0 -2 -4 0 a+2f =0 B =-2y
o o o) o

Es decir, se cumple que:
—yu, —=2yu, +yu; =0 <& —u,—2u,+u; =0

Para hallar una base de V estudiamos si los vectores del sistema generador
1 0 0

,Vy = | son linealmente independientes o no.

Como rango =3. Los tres vectores son linealmente

S O =
- o = O

1 -1

independientes, luego forman una base de V y, por tanto, la dimension de V es
igual a 3.

Para obtener las ecuaciones de V imponemos que un vector genérico de V,

X
X
x=| °| ,debe de ser linealmente dependiente de los vectores de la base, es
X3
X4
1 0 X, 1 0 X,
. . 01 0 x, 01 0 x,
decir, debe ocurrir que: rango =3 < =0
0 0 1 x, 0 0 1 x,
1 1 -1 x, 1 1 -1 x,
1 0 0 X,
1 0 X,
01 O X,
(F,—F) =10 1 x; [=0<
0 0 X,
I -1 x,-x,
0 1 -1 x,-x,

& X, +X,-X;-X, =0. Ecuacidén cartesiana de V.
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d) El sistema de ecuaciones cartesianas del subespacio UV estd formado por

las ecuaciones de U y las ecuaciones de V:

X, —2X, + X, =0
X, -x, =0 © x,=x,=X;=X,.
X, +X,-X;-x, =0
X, 1
X 1
UNnvs= '| / x, eR } . Portanto B, = . es una base de UMV
Xy
X, 1

y la dimensién de UV es igual a 1.

El espacio vectorial total R* no es suma directa de U y V, pues una de las
condiciones es que la interseccion de ambos subespacios sea el vector nulo y
en este caso no se cumple.

Llamando P a la matriz de paso de la base B a la nueva base B’, la matriz de

paso de B" a B sera P'. La relacion entre las coordenadas de los vectores en
dichas bases esta expresada por:

Xy X Xy X
X X X X
=P ,2 o P = ,2 . En este caso como:
X3 X 3 X3 X3
X, X, Xy Xy
11 11 X', 4
p-i 1 110 X', 3 |
= = , se cumple que
11007 [x,| |2 ped
1 00 O X', 1
1 1 1 1 X, 4 X, +X, +x;+x, =4
1 11 0 |x, 3 X, +X, +X; =3
. = = =
I 1 0 0] |x; 2 X, +X, =2
1 0 0 0) \x, 1 X, =1

& X, =X, =X; =Xx,= 1. Es decir, las coordenadas del vector dado en la

X, 1

X, 1
base B son: =

X, 1

X, 1



2.6 a) Estudiar si el siguiente conjunto de E, ,(IR), espacio vectorial de las matrices
cuadradas de orden dos y elementos reales, es subespacio vectorial:

0 2

2 1
V:{AEEM(R)/A-B:B-A,siendoA:[ J}

b) Estudiar si S es o no subespacio vectorial de R*:

(e

En caso afirmativo hallar dimension, base y ecuaciones.

(Febrero 2002)

Resolucion:

Para que un subconjunto U de un espacio vectorial E sea subespacio vectorial
se debe cumplir:

i) El vector nulo oe U
i) vx,ye U= xty e U
i) Vvxe U, VaeR = a-xeU
El subconjunto V de E, ,(R) cumple:
i) La matriz nula: (0) €V, puesto que (0)-B=B-(0)=(0).
ii) VC,DeV = C+DeV.
SiC-B=B-C y D-B=B-D, entonces:
(C+D)-B=C-B+D-B=B-C+B-D=B-(C+D)
iii) vCeV,VaeR = a-CeV.
Si C-B=B-C,entonces: (¢-C)-B=a-(C-B)=a-(B-C)=B:-(a-C),
por las propiedades de matrices.

Por tanto, V es subespacio vectorial de E, ,(R).

Para hallar las ecuaciones, una base y la dimension de V:

Sea A= (X y

J €V, se cumple que:
z t

2x =2x+z=>z=0

x y\(2 1 2 1)(x vy X+2y=2y+t=>x=t
= f— =
z t)\0 2 0 2)\z t 2z =2z

z+2t=2t=>z=0
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x=t . )
= { , es el sistema de ecuaciones de V.

Por tanto:
VZ{A:(X yj/x=t,z=0}={A=(X y)/x,yeR}Z
z t 0 x

1 0 0 1
—{A:x( j+y( Oj/ x,yeR}zUnabasedeVes:

1 0

1 0)(0 1 . .,
B, = , y la dimension de V es 2.
0 1,10 O

a
b) El conjunto S :{ [b} eR’/ b= 1} no es subespacio vectorial de R*, dado

que no cumple ninguna de las tres condiciones:

a 2 a 2
S= eR°/b=1; = eR°/aelR
b 1
. 0 a
i) Elvectornuloo=(oj ¢ S, pues no es de la forma [J,aeR.

ii) No es estable con respecto a la suma:

a C S L a+c gs
,y = € = xty=
1Y Y71 2

iii) No es estable para el producto escalar:

a a-a
Vx = ( Je U VaeR = a-x =( JeS en general (salvo para
a

vx= |

a=1).

1 2)(1 0O
j,[ j} y S el subespacio vectorial de las matrices

2.7 Sea V = Span
0 3,10 1
simétricas reales de orden dos. Obtener las ecuaciones cartesianas del subespacio

intersecion V(1 S.
(Septiembre 2002)
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Resolucion:

1 2) (1 0
V = Span {(O ),[ j} Para obtener las ecuaciones cartesianas debe

310 1
ocurrir que:
1 1 x
2 0 x, X, X,
rango =2, VA= e V.
0 0 x, X; X,
3 1 x,

Los siguientes determinantes de orden tres han de ser nulos:

I x,
2 0 x,/=0 & x,=0
0 x,
X,
0 x,|=0 & x,+x,-x,=0
3 1 x,

) . x, =0
Obteniéndose las ecuaciones de V: 3
X, +x,-Xx,=0

Por otro lado:
X X c
S = /X, =X; ¢ . Laecuaciénde S es: x, =X,

Por tanto, las ecuaciones de V(1S son :

X, =0 X, -x, =0
X, +x, -x, =0 < X, =0
X, - X, =0 X, =0

2.8 Consideremos el espacio vectorial R’

a) Siendo U el subespacio generado por los vectoresu=(011)", v=>41-1)"y
w=(210)", encontrar una base de U.

b) (Cual es la condicién para que un vector x = (X, X, x;)' de R’ pertenezca al
subespacio U?

c¢) Siendo V el subespacio dado por:

V={()t+3,u—¢9 u—=0 /1+2,u)t / )t,,u,HeR}, encontrar una base de V.
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d) Obtener una base del subespacio G=U[V.
e) Obtener una base del subespacio H = U+V.
(Febrero 2003)
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Resolucion:

a) Estudiamos el rango de la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los
vectores. Su determinante es:

0 4 2
I 1 1] =0, luego el rango de la matriz es dos y los tres vectores son
1 -1 0

linealmente dependientes.

Por ejemplo, el menor #0,luegounabasede Ues B, = {u,w}.

b) El vector x = (x, x, x,)" pertenece a U si y s6lo si es combinacion lineal de
los vectores de la base de U, es decir:

0 2 x,
1 1 x,/=0 & x,-2x,+2x,=0
1 0 x,

) V={(A+3u-0 u-0 A+2u) | ApOcR} =
= {200 D) +u(B312) +6(-1-10)"/ Au6eR|

1 3 -1
El determinante |0 1 —1| = 0, indica que los vectores que generan el
1 2 0

subespacio V son linealmente dependientes. El menor #0, indica que el

primer y tercer vector son linealmente independientes, es decir, una base de V
es:B, = {(101)", (110)}.

d) El sistema de ecuaciones de U[1V esta formado por las ecuaciones de U y las
ecuaciones de V.

>

1
X,| =0 & x,—-Xx,-X%x;=0.

O =

1
Ecuaciones del subespacio V: | 0
1

>

3

X, —2x,+2x;=0 X, = 4x
Ecuaciones de U V: { ! 2 3 P { 1 3
Xl_ XZ_ X3 =0

X, = 3X,



UNV={@x,3x, xy)' / x, eR} = {x;(431)' / x, eR}
Base de UNV: By ={ (43 1)},
¢) Ladimension de U+V:
dim (U+V) = dim (U) + dim (V) - dim (UNV)=2+2-1=3 < U+V =R’
Una base de U+V es, por ejemplo, la base candnica de R’ :

By =1(100),(010),(001 |

2.9 Comprobar que P,, espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o

igual que tres, no esta generado por el conjunto {1 +t, 0+t }

(Septiembre 2003)

Resolucion:

El espacio vectorial P, tiene dimension 4, por ello todas las bases han de estar

formadas por cuatro vectores, por ejemplo, la base candnica: { Lttt }

Todo sistema generador ha de tener al menos cuatro vectores. Por tanto el
conjunto {1+t, t? +t3} no puede generar el espacio total P,. El conjunto

{1 +t, 7+t } genera un subespacio vectorial S de P, de dimensién dos, ya que
los dos vectores del conjunto son linealmente independientes:

p(t)=a,+a,t+a,t’ +at’ € S o pt)= a(l+)+ Bt +t°) <

o ag+at+a,t’ +at’ = at+at+ Bt + 4t o

a,=a
a, =a . .

=S , son las ecuaciones paramétricas de S <
a,=p
a;=pf

La dimension del subespacio S es dos: Las ecuaciones paramétricas tienen dos
parametros libres o dim(S) = dim(P ;) - n° ecuaciones cartesianas = 4 — 2 = 2. El

conjunto {1 +t, 7+t } constituye una base de S.
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2.10 Dado el espacio vectorial de las matrices cuadradas reales de orden tres, donde los

elementos son de la forma:

Se definen los subespacios:

S, : Matrices simétricas

S, : Matrices antisimétricas

S, : Matrices triangulares superiores

S , : Matrices triangulares inferiores.

a) Calcular la base, dimension y ecuaciones cartesianas de los subespacios:
S,NS,, S;+S,, S,NS,, S,+S,.

b) (EsS, +S, sumadirecta? ;Y S,+S,?

(Septiembre 2003)
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Resolucion:

ap =—a,y

. a3 =—ay,
Ecuaciones de S, : ,

Ay, =—ag

a; =ay, =a; =0

dim (S,)=dim (E, ;(R))—n°de ecuaciones (S,)=9—-6=3.
a, =0

Ecuaciones de S,: <a,;, =0,
a;, =0

dim (S;)=dim (E, ;(R))—n°de ecuaciones (S;) =9 -3 =6.
a, =0

Ecuacionesde S,: qa,; =0,

a, =0



dim (S,)=dim (E, ;(R))—n’de ecuaciones (S,) =9 -3 =6.

a) Por tanto las ecuaciones del subespacio S, (1S, son:

ap =ay a;, =0
a3 =ay a;; =
dy =ay - Ay =
a, =0 ay =
aj; =0 s =
a,, =0 a,, =0

y dim (S,NS;)=dim (E,_;(R))—n’de ecuaciones (S,)=9—6=3.

a, 0 O
S, NS,= 0 a,, O] /a,ap,a,,eR;=
0 0 aj
1 00 0 00 0 00
=4a3,/0 0 O+a,|0 1 O|+a,;|0 O O|/a,,ay,a;;,€R
0 00 0 00 0 0 1
Una base de S, (1 S, es, por tanto:
1 00 0 00 0 00
Bg s, = 0 0 0/,]0 1 Of,]|0 O O
0 00 0 00 0 0 1

Subespacio S|+ S;:
dim (S,+S;)=dim (S,) +dim (S;)-dim (S,(1S,)=6+t6-3=9

Por tanto, S,+S, = E; ;(R). Cualquier base de E, ,(R) es una base de S,+S,,
por ejemplo la base candnica. No tiene ecuaciones cartesianas.

Subespacio S, (1S, :

A, =—4ay

a;; =745 a, =a; =a; =0
Ecuaciones cartesianas: {a,, =—a;, & a,=a,=a,=0<

a =2y =ay; =0 a, =a;; =3, =0

a, =a;; =a, =0

< S, NS, ={0)}, dimS,NS,)=0.No tiene ninguna base.

57



Subespacio S, +S , :

dim(S,+S, ) = dim(S,) +dim(S , ) - dim(S, NS, ) = 6+6-3 =9

Por tanto, S,+S, =E,,(R). Cualquier base de E,,(R) es una base de

S,+S, , por ejemplo la base candnica. No tiene ecuaciones cartesianas.

b) Segin se ha probado en el apartado a): S,+S, =E, ;(R) y S,+S, =E,;(R).

Sin embargo:

El subespacio S,+ S, no es suma directa de S, y S, , ya que S, S, no son

subespacios disjuntos: S, NS, # {(0)}.

El subespacio S,+S, si es suma directa de S, y S,, ya que S,, S, son
subespacios disjuntos, puesto que el subespacio interseccion se reduce a la

matriz nula: S, NS, = {(0)}.

]
2.11 Sean los siguientes subespacios de R”:
X
E,={|y|leR’/ x+y=0, y+z=0
z
X
E,=4{|yleR’/ 2x-y+2z=0, x-z=0
z
Elige la opcidn correcta y razona la respuesta:
a) E,;+E, =R’ pero la suma no es directa.
b) E,+E, =R’y la suma es directa.
X
¢) Ei+E,=3|y|eR’/ x=z}y lasumaes directa.
z
X
d E,+E,={|yl|eR’/ x=z¢, perolasuma no es directa.
z
e) Ninguna de las anteriores.
(Febrero 2004)
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Resolucion:

Se calcula una base y la dimension del subespacio E ;:

x+y=0 y=-z
fe—
y+z=0 X=12

z 1
Ei=<1-z|/ zeR}; =<z |-1|/ zeR
z 1
1
UnabasedeE;: By = -1 y dim(E )= 1.
1

Se calcula una base y la dimensidn del subespacio E , :

2x-y+z=0 X =7
=
x -2z=0 y =3z

z 1
E,=491(3z|/ zeR; =42z|3]|/ zeR

zZ 1
Unabasede E, : By = 3 y dim(E,)=1.

Subespacio interseccion E|NE, :

x+y =0
0 x=0
+Zz=
y y=0
2x-y+z=0
z=0
x —z=0

E,\NE,= {0 } <> Los subespacios E| y E , son disjuntos <> La suma E+E,

es directa.
Subespacio E |+E, :

1
E,+E, = Span -1, |3 . Como los dos vectores con linealmente
1 1

independientes forman base de E|+E , .
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Ecuaciones de E|+E, :

Por tanto, la respuesta correcta es la c).

2.12 Dados los subespacios de R :

S = Span

5
4

a

2
, | 4
4

1 0
y T = Span 0|, | Db
1 -6

a) LosvaloresdeaybeR paralosqueS=T.

2

b) El valorde a € R para que el vector | —2 | €S.

1

, calcular:

60

Resolucion:

a) S=T <« Todo vector de S pertenece a T y viceversa.

Esto equivale a que ambos subespacios tienen la misma dimensién y que los
dos vectores del sistema generador de T son combinacién lineal de los

vectores de S.

dim (S) = 2 = dim (T), puesto que los vectores de ambos sistemas generadores

son linealmente independientes.

Imponiendo la condicidon de que los vectores del sistema generador o base de

T pertenezcan a S:

5
4

a

2
4
4

N

1
0
1

0
b
-6

=0 < 4a+28=0 < a=7

=0 &

-6b—-72=0 & b=-12.

(Febrero 2004)



2 2

b) El vector |-2|eS <« | -2 es combinacion lineal de los vectores de la
1 1
52 2
basedeS < |4 4 -2|=0 < -12a+84=0 < a=7.
a 4 1
]

2.13 Estudiar si los subconjuntos siguientes son subespacios vectoriales de E, , (R),
indicando en caso de que no lo sean por qué.

a) U={AcE,,(R)/ A" =A"|
b) V={AcE,,(R)/ traza(A)=0}
) W={AcE,,(R)/ det(A)=0}

(Septiembre 2004)

Resolucion:
Las condiciones necesarias y suficientes para que U sea subespacio vectorial de
E,,(R)son:

i) La matriz nula: (0) eU
ii) VA,Be U= A+BelU
iii) VAeU, VaeR = a-AeU

a) Lacondicion A”" = A" esequivalentea A-A'=1 (A es matriz ortogonal).
Comprobando cada una de las condiciones, se observa que:
i) La matriz nula: (0) ¢ U, pues (0) - (0)' =(0) =1
ii) VA,Be U= A+BeU

El hecho de que se cumpla que A-A'=1 y B-B'= I, no implica que
(A+B)-(A+B)"' =1, pues

(A+B)-(A+B)=(A+B)-(A'+B")=A-A'+A-B'+B-A'"+B-B' =
=I+A-B'+B-A"+1= L
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iii) VAeU, VaeR = a-AeU
Si AcU = A-A'=1, sin embargo: (aA)-(eA)' = a’ (A-A)'=a’1=],
en general.

Se concluye que U no es subespacio vectorial de E, , (R ), fallando todas las
condiciones.

b) Para que V sea subespacio vectorial se ha de cumplir que:

i) La matriz nula: (0) €V, lo cual es cierto pues traza(0) = 0.

ii) VA,BeV = A+BeV.
Se cumple, pues traza(A+B) = traza(A)+ traza(B). Luego si traza(A) =0 y
traza(B) =0, la traza(A+B) = 0.

iii) VAeV,VaeR = a-AeV.
También se cumple, pues traza( o - A) =« - traza(A).
Luego si traza(A) = 0, también traza( a - A) = 0.

Por tanto, V es subespacio vectorial de E, ,(R).

c) Finalmente, para el subespacio W:
i) La matriz nula: (0) ¢ W, puesto que det(0) =0
Por tanto, W no tiene estructura de subespacio vectorial.
Comprobando las otras dos condiciones:

0 0

1 0
ii) Las matrices A = ,B=
0 0 1

0 j € W (puesto que det(A) = det(B)=0),
. 1 0
sin embargo, A+B = [O J ¢ W, pues det(A+B) = 1. Tampoco se cumple.

iii) VAeW,VaeR = a-AeW.

Si que se cumple, pues si det(A) =0, entonces det(a - A ) = a” det(A)=0

ax -y+az
214SeaS= < v=| x +3z |/ax,y,zeR
2x+y+2z

a) Hallar la dimension de S en funcidn de a.
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b) Calcular los valores de a para los cuales el vectorv=| 1 |e€S.

(Septiembre 2004)

Resolucion:

a) El subespacio S puede expresarse como:

ax-y+az a -1 a
v=| x 43z |/axy,zeR;=< v=x|1|+y|0|+2z]3]|/aXx,y,zeR
2Xx+y+2z 2 1 2
a) (-1) (a
Luego el conjunto de vectores 1,/ 01,|3 es un sistema generador de S.
2

Para ver si dicho sistema es libre:

a -1 a

1 0 3|=—4-2a=0 <a=-2.
2 1 2
Por tanto:

Va#-2, dim(S)=3 < S=R"’.

-2) (-1
Sia=-2, dim(S)=2. Unabase de S es, por ejemplo, B = 1 ,]0
2 1
b) De acuerdo con lo estudiado en el apartado anterior:
-3
Va#-2, S=R’ = elvectorv=| 1 |€eS.
3
-3 -2 -1 -3
Sia=-2, v=|1|eS&|1 0 1 |=0&-3-2+243=0.
3 2 1 3

Luego: veS, VaelR.
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Otra forma de resolver este apartado, directamente:

-3
v=|1|eS <« v es combinacion lineal de los vectores del sistema
3
a) (-1) (a
generador de S: 1{,]01,|3 < da, B,y € R tales que:
2 1 2
-3 a -1 a aa - f+ay=-3

l |[=a|l|+p|0|+y|3] < a +3y=1
3 2 1 2 20+ f+2y=3

El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema lineal es:

a -1 a
1 0 3|=—4-2a=0 <a=-2.
2 1 2

Va #-2, el rango de la matriz de coeficientes es h = 3, luego coincide con el
rango de la matriz ampliada h” y con el nimero de incognitas. El sistema es
compatible determinado y tiene solucion tUnica. Ello significa que el vector
ve S (y se puede expresar de manera Uinica como combinacidn lineal de los
vectores de S).

-2 -1
Si a=-2, el rango de la matriz de coeficientes es h = 2: ‘ . #0
-2 -1 -3
Estudiando el rango de la matriz ampliada: | 1 0 1 |=0 < h'=2
2 1 3

Entonces: h = h" = 2 < n° incédgnitas = 3 = El sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones. En este caso el vector v admite
infinitas formas como combinacion lineal de los vectores del sistema
generador (que no es base). En definitiva también ve S.

2.15 Sea el espacio vectorial R*.

64

El vector x tiene por coordenadas

en la base B = {el,ez,e3,e4}.

o o o ®



El vector y tiene por coordenadas en labase B' = {e2 ,e5,e,,e, }

o o o

Calcular las coordenadas del vector x+y en la base B"" = {e 1,€5,€,,€ }

(Septiembre 2004)
Resolucion:
a
b
Cy(x)= < x=ae, +tbe, tce; +de,
C
d
a
b
Cp(y)= < y=ae, +be, +tce, + de,
c
d
Entonces:
xty = (atc) e, + (atb) e, +(b+c)e, +2de,,
es decir, el vector coordenado de x+y en la base B"” es:
2d
.. (x+y) b+c
S (X =
’ y a+b
a+c
]

2.16 Sean M = @ ij y F={AcE,,(R)/M-A =(0)}

a) (Es F subespacio vectorial deE, ;(R)?

b) Calcular la dimension y hallar una base de F.

c) Hallar unas ecuaciones implicitas de F respecto de la base candnica B de
E, ;(R) y obtener unas ecuaciones paramétricas de F respecto de la base B.

(Febrero 2005)
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b)

Resolucion:

El subconjunto F de E, ;(R) cumple:
i) La matriz nula: (0) €F, puesto que M- (0)= (0).
ii) VA BeF = A+BeF.
Se cumple, pues si M- A =(0) y M-B =(0), entonces
M- (A+B)=M-A+M-B=(0)
iii) VAeF,VaeR = «a-AeF.
También se cumple, pues si M- A = (0), entonces
M- (a-A)=a-(M-A)=(0)

Por tanto, F es subespacio vectorial de E, ,(R).

(1 2) (a b CJ (0 0 O]
M-A=(00) < . = =
3 6 d e f 0 0 O

a+2d =0
b+2e =0
a+2d =0 a=-2d
c+2f =0
= < <b+2e =0 < <b=-2e
3a+6d=0
c+2f =0 c=-2f
3b+6e=0
3c+6f=0

Por tanto, la dimension del subespacio es:
dim(F) = dim(E, ;(R)) —n° de ecuaciones independientes = 6 — 3 = 3.

El subespacio F es el conjunto:

-2d -2e -2f

F= /d,e,feR}; =
-2 00 0 -2 0 0 0 -2

=<d +e +f /d,e,f eR
1 0 O 0O 1 0 0 0 1

Una base de F:

B -2 0 0 0 -2 0 0 0 -2

F 1 00)7lo 1 0)°0 0 1

De acuerdo con el resultado obtenido en el apartado b), las ecfuaciones
implicitas o cartesianas de F son:

a+2d =0
b+2e =0
c+2f =0



Las ecuaciones paramétricas se obtienen resolviendo este sistema:

Se obtiene una base de H  :

X X
H, = y|/ax-y+z=0; = y
z —ax+y
0
=¢x| 0 [+y| Il [/ xyeR; =B, =
-a 1

Por otro lado, una base de F es: B, =

{u}

a=-2a
b=-24
c=-2
4 , a,pB,yeR
d=«a
e=p
f=y
|
2.17 Para cada nimero real a se considera el subespacio vectorial de R :
X
H,=<|y|/ax-y+z=0;.
z
1
Sean u=| 1 |y F=Span {u } (Para qué valores de o se cumple la igualdad
1
R*=H, ®F?
(Febrero 2005)
Resolucion:
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Para que el espacio R® sea suma directa de los subespacios H,y F (o lo que es lo

mismo, los subespacios H , y F sean suplementarios):

I 01
3 HanF:{O}
R =H,®F < H +F-R’ <By UBg=B,, < rango| 0 1 1|=3
“ —a 1 1
Calculando el determinante:
1 01
0 1 1|=1+a-1=a,seconcluye que:
-a 1 1
R’=H,®F & a=#0.
|

2.18 Sean a y b dos niimeros reales y consideremos los subespacios Hy L de R* con

ecuaciones implicitas

1 = bx,-bx, +x,=0 [ = 2(a-Dx, +(1-a)x, —2x, =0
x;, =0 2bx, —(a+b)x, +2x, =0

a) Calcular las dimensiones de Hy L.

b) (Existen valores de a y b para los que H=L?

¢) ;/Quéhande cumpliraybparaque H#L y H+L= R*?

(Septiembre 2005)
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Resolucion:

a) Tanto las ecuaciones de H como las de L son linealmente independientes. Por
tanto:

dim(H) = dim(L) = dim(R*) — n° de ecuaciones independientes =4 - 2 = 2.

b) Se cumple la primera condiciéon para que los subespacios H y L puedan
coincidir, ya que ambos tienen la misma dimension.

Calculando una base de Hy de L:

H - X, =—bx, +bx,
x;=0

=



X, 1 0
X, 0 1
= H= 0 / X,X, e R} =1 X, 0 +X, 0 / X,,x, eR
-bx, +bx, -b b
1 0
0 1
Basede H: B, =< h, = 0 , h,= 0
-b b
1
x;=(@-Dx, +=(1-a)x,
L= 2
1
X4:—bxl+z(a+b)x2
Xy
X
L= (a—l)xl-i—%(l—a)x2 [ x,x, Ry =
1
-bx, +=(a+b)x,
2
1 0
0 1 2
=1 X, +—X, / X,,x, €R
a—1 l-a
-b a+b
1 0
0 2
Basede L: B, = ,
a-1 l-a
-b a+b

Finalmente, para que H = L debe de ocurrir que los vectores de la base de L
sean combinacidn lineal de los de la base de H, es decir, debe ocurrir que

1 0 1 o0

o1 0 2 A2
rango =rango =
TEL 0 a-1 1-al| S

-b b -b b+1

Resolviendo el determinante de orden 4:

I 0 1 0
0 1 O

0 0 a-1 l-a
-b b -b b+1

=(a-1)(a-b)=0 <a=1 6 b=a
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Sia# 1y b+# a,celrango de la matriz es 4.

Sia=1:
1 0 1 0
0 1 0 2 o0
rango(A) = rango 0 0 0 =rango| 0 1 2 |=2<
~b b —b b+l bbbl
1 0 O
0 1 2 |=b-1=0 < b=1
-b b b+1
Si b=a:
1 0 1 0
rango(A) = rango bo 2
0 b-1 1-b
-b b -b 2b
1 0 1
Teniendo en cuenta que el menor: [0 1 0 | =b-1, se concluye que:
0 0 b-1

Cuandoa=b #1 , rango(A) =3
Cuando a=b=1

1 0 1 0 1 0

0 1 0 2 0 1
rango(A) = rango 0 0 0 0 = rango o 0o =2

-1 1 -1 2 -1 1

En resumen, los unicos valores de ay b para losque H=L son a=b=1.

El rango de la matriz A estudiado en el apartado anterior, cuyas columnas son
los vectores de B, y de B , nos proporciona la dimension del espacio H + L.

tenga rango 4. Esto sucede, segiin se ha estudiado en el apartado anterior,
cuandoa=1 6 b=1.

Segtin el apartado anterior H+ L = R*en los casosenque a # 1 y b # a,
pues el rango de la matriz A es 4.

En los restantes casos, sera H+L#= R* en los demas casos, es decir, cuando:
a=106 b=a

Para que, por otro lado, H # L, se excluye el casoa=b=1

Por tanto, H+L# R*y H # L se cumple cuando

a=1yb#1,0obien, b=ay a #1,esdecir,



a=106 b=a entodocasoenque b #1.

Nota.- Si el problema sélo hubiera pedido los apartados a) y b), la forma mas
sencilla de resolver el apartado b), es decir, para que los subespacios H y L sean
iguales seria exigir que los vectores de la base de H cumplan las ecuaciones de L:

{2(a—1)-1+(1—a)~0—2-0=0@a=1

h el &
2:b-1-(a+b)-0-2-b=0 < 0=0

_— 20a-1)-0+(1-a)-1-2-0=0 = a=1
: 2:b-0—(a+b)-1-2.b=0 <b=a

Se obtiene el resultado que ya se conoce: H=L < a=b=1.

2.19

a) Sea E un espacio vectorial real de dimension 3. Sea B = {el,ez,e3} la base
usual de E y sean B, = {e'l,e'2,e'3} yB, = {e"l,e"z,e"3} dos bases de E.
Sean P, la matriz de paso de la base B a la base B, y P, la matriz de paso de
B aB,. Deducir cual es P, , matriz de pasode P, a P, .

b) Probar que B, = {2,3x,x + xz} yB, = {1, 1+x, x° — x} son bases del espacio
P, (x). Obtener la matriz de paso de la base B, a la base B,. Hallar las
coordenadas del polinomio p(x) =4+ 7x + x respecto de ambas bases.

(Septiembre 2005)

Resolucion:

a) Si los vectores coordenados de un vector genérico x de E en las bases B, B,
B, son, respectivamente:

Xy X X
Xy | X Y| X
X3 X3 X 3

Es sabido que las relaciones entre ellos son:

X X' X X"
X, | =P, | x5 |, | x,|=P, | x", | ,por tanto:
X3 X' X3 X"
X X
P x| = P, X7,
X' X 3
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b)

premultiplicando por (P,) ™" (las matrices de paso son regulares) se obtiene:

X X X
, _ -1 . _ ,r
X, | =@) P, [ X7, | =P, | Xy,
X3 X 3 X 3

de aqui finalmente se deduce, teniendo en cuenta que las coordenadas de un
vector en cualquier base son unicas, que

P, =(®P)"P,.
B, = {2,3x,x+x2} y B, = {1, 1+x, x° —x} son bases del espacio P, (x) <

< Los tres polinomios o vectores que componen cada uno de los conjuntos
son linealmente independientes <

200 1 1 0
< Las matrices P, =0 3 1|y P,=]10 1 -1 tienen rango 3, lo
0 01 0 0 1

cual se cumple, como fécilmente puede comprobarse (las matrices son
triangulares superiores, por lo que su determinante es el producto de elementos
de la diagonal principal distinto de cero en ambos casos).

La matriz de paso de la base B, a la base B,, segun se ha demostrado en el

apartado a), se obtiene como: P, = (P,)™"-P,
300
o1 a1
Se calcula (P)) Zm-(Pl) :g 0 2 -2 |,luego

1 00 6

30 0 11 0 33 0

P3=é 0 2 =20 1 -1 :% 0 2 -4

0 0 6 0 0 1 0 0 6

El vector coordenado del polinomio p(x) = 4 + 7x + x° respecto a la base
canonica o usual de P, (x), B =11, x, x? }, es:

X, 4
X, | =7
X 1

X', X, | 30 0 4 2
x, [ =®)7"| x, - 02 -21[|7|=|2
X', X, 00 6 1 1



Por otro lado, el vector coordenado de p(x) referido a la base B ,,

obtiene resolviendo el sistema:

X, X"y 1
X1+X2 =
= x,-x"=7T <
x'5=1
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CUESTIONES TEORICAS

2.20 a) Definicion de suma de dos subespacios vectoriales.

b) Si dos subespacios vectoriales son disjuntos, ;cémo se llama la suma de dichos
subespacios vectoriales?

¢) (De cuantas formas se puede descomponer un vector del espacio suma, como
suma de un vector de cada subespacio? Demuestra lo que ocurre en el caso de
suma directa.

d) Demostrar si la suma de los subespacios vectoriales de las matrices simétricas y
de las matrices antisimétricas es suma directa o no. Lo mismo para los subespacios
vectoriales de las matrices triangulares superiores e inferiores.

(Febrero 2002)
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Resolucion:

a) Sea E espacio vectorial y U, V subespacios vectoriales de E. Se llama suma de
Uy V, U+V, a otro subespacio de E formado por la suma de todos los vectores
de U con todos los vectores de V:

U+V={z=u+v/ueUnaveV}

b) Si los dos subespacios anteriores U y V son disjuntos, es decir, su interseccion
es el vector nulo, la suma se denomina directa. Se representa por U@ V:

UdV={z=u+v/ueUnaveV},siendoUNV={o}

¢) Un vector perteneciente a la suma de dos subespacios se puede descomponer
de infinitas formas si la suma no es directa y de una forma unica si la suma es
directa.

Demostracion del ultimo caso: Suponiendo que un vector z del subespacio
U@V se puede descomponer de las dos siguientes formas:

z=u,+v,/u,elUAv, eV
z=u,+v,/u,eUAv,eV
restando, se obtendria:

o=, —u,)+(v,-v,) & u,—-u, =v, -V,

Como (u,—u,)eUA(v,-Vv,)eV (porser Uy V subespacios vectoriales)
y al tratarse del mismo vector, se concluye que

u,-u,=v,-v,e UV, que es el subespacio nulo, luego
u, =u

2 . . .
, es decir, las dos descomposiciones del

u,-u, =v,-v,=0 < {v _y
17 "2

vector z son la misma. Es decir, todo vector z de U® V se descompone de
manera Unica como suma de un vector de U y otro vector de V.



d)

La suma de los subespacios de las matrices simétricas y antisimétricas del
mismo orden, es suma directa, puesto que la interseccion de ambos se reduce a
la matriz nula:

Si A es una matriz de la interseccion de U y V, tiene que ocurrir que:

A' = A (por ser simétrica) y A" = -A (por ser antisimétrica) = A = -A, es
decir, A es la matriz nula.

Sin embargo, la suma de los subespacios de las matrices triangulares
superiores y de las matrices triangulares inferiores del mismo orden no es
suma directa, puesto que el subespacio interseccion de ambos es el conjunto de
las matrices diagonales.

2.21Sean F y G dos subespacios vectoriales de E, espacio vectorial sobre K.
Demostrar que el conjunto interseccion F() G es otro subespacio vectorial de E.

(Septiembre 2002)

2.22
a) Demostrar que las matrices semejantes tienen el mismo polinomio
caracteristico.
31 1 300
b) Dadas las matrices A = |0 2 1| y B=2 3 0}, json Ay B
0 0 2 1 01
semejantes? Justificar la respuesta.
(Febrero 2003)
Resolucion:
a) Sean A y B matrices cuadradas de orden n.
B essemejante a A <> 3 Pregular/ B=P AP
Py(A) = [B=A-1| = [P"-A-P-4-1| = [PT-A-P-2-P"-I.P| =
[P (A-2-1)-P| = [P'||A-2-1-P| |P| = |[A-2-1-P| = P,(D),

teniendo en cuenta que ‘P'l‘ = %P i
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b)

Las matrices A y B no son semejantes, pues no cumplen la condicion
necesaria demostrada en el apartado a), de tener el mismo polinomio
caracteristico:

P,(A)=03-4)2-2)>=2P,(A)=0CB-1)"(1-2).

2.23 Sean A y BeE, ,(R), tales que rango(A) = 3 y rango(B) = 2. Razonar si son

ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
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a) Elsistema (A-B)-x = o tiene unicamente la soluciéon (0 0 0)'.

b) Elsistema A’-x =y es un sistema compatible determinado.

c) Si(l 2 0)' es una solucién del sistema B-x =y, entonces dicho sistema
tiene infinitas soluciones.

(Septiembre 2003)
Resolucion:

a) Las matrices A y B tienen rango(A) =3 y rango(B) =2 = |A| #0 y |B| =0.
Entonces:
|A . B| = |A| |B| =0 = rango(A-B) <3 =n°de incdgnitas del sistema =
= El sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas
soluciones, una de ellas la trivial (0 0 0)' por ser homogéneo. La afirmacion
es, pues, falsa.

b) El determinante ‘A2‘ = |A|2 #0 = rango(A*)=23.
Entonces, el sistema A” -x =y es compatible determinado, pues el rango de su
matriz de coeficientes coincide con el rango de la matriz ampliada con los
términos independientes y con el nimero de incognitas.
La afirmacién es, pues, verdadera.

¢) Si (I 2 0)' es una solucion del sistema B-x =y, significa que el rango de la

matriz de coeficientes coincide con el rango de la matriz ampliada: rango(B)=
rango(B/y). Como rango(B)=2, se tiene:

rango(B)= rango(B/y) = 2 < n° de incdgnitas, el sistema es compatible
indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

La afirmacion es, pues, verdadera.



3

APLICACIONES LINEALES
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3.1 Decuna aplicacién lineal 7 : R’—> R’ sesabe que en la base usual de R,

a b c
B = {e;, e;, e3} tiene asociada la matriz A;=|b ¢ a|, y en la base
c a b

B’={e =e, € =¢;+e;, e3 =¢;+e,te3} la matriz que representa a f es

-1 * 0
A,=1| * * 0|, donde * representa escalares que no se conocen. Hallar la
3 %6
matriz A,
(Febrero 2001)
Resolucion:

La relacidn entre las matrices A; y A, que caracterizan a la aplicacion lineal f en
dos bases distintas, By B’, es

A2 = P_] . Al' P
siendo P la matriz de paso de la base B a la nueva base B’.

Dicha matriz tendrd por columnas las coordenadas de los vectores de la base

1 11
antigua referidos a la nueva base, es decir, P=|0 1 1].
0 01
1 -1 O
Calculando la inversa de P, se obtiene P'=|0 I -
0 0 1
Luego,
-1 * 0 1 -1 O0)(a b c¢c)(1 11
A=P"“AP o | * * 0|=[0 1 —1||b ¢ al|l0 1 1
3 * 6 0 0 1)lc a b){0 0 1
de donde,
-1 * 0 a—b a-c 0 a—b=-1 a=1
* * 0|=|b-c b-a 0 = c=3 = <b=2
3 * 6 Cc c+a c+a+b a+b+c=6 c=3
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Llevando estos valores a la matriz A; resulta:

1 23
A=12 3 1
3 1 2

3.2 Dadala aplicacion lineal f : R’ — P3(x) de la que se sabe que en las bases
Bi= {e1, €2, e3} de R? y Bo=1{1,x, X2, x3} de P5 (x):

fey =%

f(ez + e3) =0

f(e1te3)= x +2x*-1

a)
b)

¢)
d)

Obtener la matriz de la aplicacion f en las bases B; de R’ y B, de Ps(x).

Hallar la dimension, base y ecuaciones implicitas de los subespacios nucleo e
imagen de /. ;Son suplementarios?. Razona la repuesta.

(Es f inyectiva? ;Es f'sobreyectiva? Razona la respuesta.
Se considera una nueva base de RS, B’ = {u; = e;te; te3, uy=ejtes, uz=esz}.

Determinar la matriz de la aplicacion en esta nueva base de R” .

1
Calcular la imagen del vector | 1 | en las bases de R? , BiyBy.
1

(Febrero 2001)
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Resolucion:

La matriz A de la aplicacién f tiene por columnas las coordenadas de los
vectores f(e;), f(ez) y f(e3) referidos a la base B,. Dichas coordenadas se
obtienen de los datos del problema, es decir:

S (er) =x°
f(eztes) =0 < f(e)+f(e3) = 0 & fle)=-2x"+1
fler+es)= X +2x" -1 < f(e))+f(e3) = X +2x* -1 & f(e3)=2x"—1

De donde, la matriz A resulta ser:

0 1 -1

0 0 O
A:

0 -2 2

I 0 0



X
b) Ker f={ x=|x, e R/ f(x)=0,, }={x/Ax=0},luego:

X3
0 1 -1 0
X
0 0 0 0 X, —X; =0
0 s 2-x2=0 = . 0:x1=0sz—X3
— 1:
1o o)\ Lo

Estas son las ecuaciones implicitas del nucleo de f.

A continuacion se halla la base y dimensién del nucleo :

0 0 0
Kerf={ X=X, |=x|1|/ x2eR } = Basedel Kerf= 41
X, 1 1

De donde se obtiene que la dimension del subespacio Nucleo de la aplicacion
es uno, es decir dim Ker f= 1.

Para hallar la dimension del subespacio Imagen de la aplicacion, se tiene
que dim Im f = rango (A) =2, ya que la segunda y tercera columnas de A
son linealmente dependientes. Entonces, una posible base de Im f es por

ejemplo:
0 1
0 0 3 2
Bms=1 fle)= 0 , flex) = _2 ={x’, 1-2x*}
1 0

A continuacion se calculan las ecuaciones implicitas de Im £:

0 I a
) 3 0 0 b
px)=a+bx+cx +dx e Imf < rango 5 =2
-2 ¢
1 0 d
de donde
0 1 0 1 a 0 1 a
‘1 O;tO, 0 0 b=0=b=0, 0 -2 ¢=0=c+2a=0
1 0 d 1 0 d
. C b=0
Luego, las ecuaciones implicitas de Im f= .
2a+c=0

Los subespacios Ker f ¢ Im f no pueden ser suplementarios, pues son
subespacios de distintos espacios vectoriales, asi Ker f  R® e Im f < P (x).
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c) Kerf# { 0, } <> [ no es inyectiva.
Imf # Ps <> f no es sobreyectiva.

d) En lanueva base B;’= {u; = e;te; te;, u,=e;te;, uz=e;}, lamatrizde f, A,,
tendra por columnas las coordenadas de los vectores f(uy), f(u2) y f(u3)
referidos a la base B;:

fw) =f(ertestes) =1 (er) +f(ex)+f(e3) =x-2x"+1+2x*-1= x°
f(u) =71 (ertes) =1 (en)+f(es) = x° +2x°- 1
fus)= f(es)=2x"—1

luego, la matriz asociada a f'en las bases B’ y B; resulta:

0 -1 -1

0 0 O
A2=

0o 2 2

1 I 0

De otra forma:

También se podia haber calculado A, teniendo en cuenta la relacion entre las
matrices que caracterizan una misma aplicacion lineal en dos bases distintas:

A)=R"A-P
Siendo R =1 la matriz de paso de B, a B, (ya que esta base de IP; no cambia)
1 10
y P=|1 0 0| lamatrizde paso de B; a B,’ (bases de R’).
1 11
0 1 -1 0
1 1 1
)fl(B)Al(B)OOOI 0 3
e enB))=A- en By) = 11]= =X
: Yolo -2 2 0
1 1 1
1 0 0 1
0 -1 -1 0
1 1 1 1
71| enBy=gun=r|o|eBry=arlo|=[0 % Pllo|H"]=x
cn =7(uy) = en = . = . — =X
1 1 1 2 0 ) b 0
1 0 0 0
1 1 0 1
|
p(0)

3.3 Se define la aplicacion [ : Pa(x) - R*/ f[(p(x)] = p((;)) siendo Py(x) el
p
p(3)

espacio vectorial real de los polinomios de grado < 2, con coeficientes reales. Se
pide:
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a) Demostrar que f'es lineal.

b) Obtener la expresion matricial de la aplicacion considerando las bases usuales
de P5(x) y de R*.

¢) Calcular la dimension, base y ecuaciones cartesianas de los subespacios nucleo
e imagen de la aplicacion.

d) Analizar si f es inyectivay si es sobreyectiva.

e) Obtener la expresion matricial de la aplicacion considerando ahora como
1 1 1 1

0

4 .
nueva base de R” los vectores , , , y manteniendo la

1 1 1

0 1 1
0 0 0 1
base utilizada anteriormente para P,(x).

(Febrero 2002)

Resolucion:

a) Para ver si la aplicacion dada, f, es lineal se comprueba si verifica las dos
condiciones siguientes:

) Vp,qePax) S+ =/p)+/(@
i) VpePyx) A VaeR f(op)=o-f(p)
Para comprobar la primera:

P+90)) (p0)+q0)) (p0)) (q(0)
(Pp+a)® |_| pW+ad) | _| pM) | fad)|_

STprax)]= v+ | r@+a2 | v | 4@ =fIp(x)] + /9]
P+B)) \pG)+aB3)) (pB)) \a3)
luego, si se verifica.
Veamos la segunda condicion:
(a-p)0)) (o-p(0) p(0)
e | |apm | e |
FUo@I=| o= ey |~ % i [ /00
(a-p)3)) \a-p3) p(3)

por tanto la segunda condicién también se verifica.
Luego, fes aplicacion lineal.

b) Consideremos como base usual de P, (X):

B]P’zz { l,X,XZ}
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y como base usual de R*:

B.'=

S O O =
S O = O
S = O O
—_ O O O

La expresion matricial de la aplicacién lineal f: Pa(x) — R*es de la forma:

Yi

X
Y, - Al x,
Y;

X3
Y4

donde la matriz A de la aplicacidon es de dimension 4x3 y tiene por columnas
las coordenadas de los vectores f (1), f(x) y f (x?) referidos a la base usual
de R? elegida, es decir:

—_ = =
W N = O
o b —~ O

Para hallar la dimension del subespacio Imagen de la aplicacidn, se tiene
que dim (Im f) = rango (A) = 3, ya que las tres columnas de A son
linealmente independientes.

Una posible base de Im f'son las tres columnas de la matriz A:

0)(0

B Imf = > ’

1
1|1
1|2
1)\3

o K~ =

Para conocer el numero de ecuaciones cartesianas de Im f, se plantea:
n° ecuaciones cartesianas de Im /= dim R*- dim (Imf) =4 -3=1.

Para calcular la ecuacidon se forma una matriz que tenga por columnas las
coordenadas de los vectores de la base de Im f'y las coordenadas de un vector
genérico y=(y1 Y2 y3 y4) € Imf, yseimpone la condicién de que dicha
matriz tenga rango tres, es decir:

1 0 0 vy, 1 0 0 vy,
1 1 1 I 11
rango Y2l 3 = Yl 0
1 2 4 vy, 1 2 4 vy,
1 3 9 vy, 1 3 9 vy,

desarrollando este determinante se obtiene la ecuacion del subespacio Im f:

yi-3y2+3y3-ys=0



d)

Para hallar la dimension del subespacio Nucleo de la aplicacion, empleamos el
Teorema Fundamental de las aplicaciones lineales:

dim P, = dim (Ker f) + dim (Im /)= dim (Ker f)=3-3=0= Kerf = { OIP,2 }
luego, no existe una base del nucleo de la aplicacion.
Para conocer el nimero de ecuaciones cartesianas del Ker f, se plantea:
n® ecuaciones cartesianas de Ker f= dim P, - dim (Ker f) =3-0=3,
x, =0
que son <x, =0.

x;=0

Kerf = { 0:) } < f esinyectiva.
Im f # R* <> f no es sobreyectiva.

Teniendo en cuenta la relacion entre las matrices que caracterizan una misma
aplicacion lineal en dos bases distintas:

A)=R"A-P
siendo P =1 la matriz de paso de B, (base usual de P;) a B; (ya que la base de
1 1 11
. 0 1 11 ,
P, no cambia) y R = 00 11 es la matriz de paso de B; (base usual de
0 0 01

R4) a B3 (nueva base de R4). Luego,

1 -1 0 0)(l 0 O L0 0 0 -1 -1
q 0O I -1 o1 1 1 0 -1 -3
A,=R"-A-P= : 10 1 0=
0O 0 1 —-1(|1 2 4 0 -1 -5
0 0 1
o o o 1)\ 39 I 3 9

Por lo tanto, la expresion matricial de f* al cambiar la base en R4 resulta ser:

v, 0 -1 -1

y,' o o1 o3|
2' =Ay|Xx, |= X,
v, ) 0 -1 -5 )
v, ol 3 9) M
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1 1

3.4 Sabiendo que la aplicacion f transforma los vectores uy =| 0|, u = 1| y

0 0
1 2 3 6
u3 = [1|de R’ enlos vectores vi=| 1|, v2=|1|y va=|2| respectivamente:
1 2 2 3
a) Hallar la matriz A; de f en la base canodnica de R’, {ey, e;, e3}
b) Hallar la matriz A, de f en la base {uy, u;, us}
c¢) Obtener las ecuaciones cartesianas y una base de los subespacios Nucleo e
Imagen de la aplicacion.
d) (Es f inyectiva? ;Es fsobreyectiva? ;Es f biyectiva?. Razona las respuestas.
(Septiembre 2002)
Resolucion:
a) La matriz A, de f en la base candnica de R, {e1, ez, ez}, tendra por

columnas las coordenadas de las imagenes de los vectores de esa base, es
decir, de f(e1), f(e2) y f(es). Vamos a calcularlas:

2
f(ll])= f(e1)=2e1+ e+ 263 = f(el) =11
2
3 2
Sux)=f(erter) =f(er)tf(ex) =3e1tert2e; = f(ex)=|1]|- |1 |=
2 2
6 2 3
fluz)=fler+e+es)=fle))Hfer)Hfes)=6e1+2e,+3es=>fles)=| 2 |- |1 |- |0 |=| 1
3 2 0 1
De donde:
2 1 3
Ar=1 0 1
2 0 1

b) Teniendo en cuenta la relacion entre las matrices que caracterizan una misma
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aplicacion lineal f en dos bases distintas, se tiene que
A2 = P_l' Al' P



d)

siendo A; la matriz de f en la base {ej;, €2, €3}, A, la matriz de f en la base

1 11
{uj, uz,uz3}y P=|0 1 1| lamatrizde paso de {ej, ez, €3} a {uy, uz, uz}.
0 01
Luego,
1 -1 0)(2 1 3)(1 11 1 2 4
Ay=PY“ArP=1]0 1 —1[:[1 0 1[0 1 1|=|-1 -1 -1
0 0 1){2 0 1){0 0 1 2 2 3

Para hallar la dimension del subespacio Imagen de la aplicacion, se tiene
que dim (Im f) = rango (A)) = 3, ya que las tres columnas de A son
linealmente independientes. Por tanto, Im /= { R* },de donde una base de Im f

serd cualquier base de R*. Para hallar el niimero de ecuaciones:
n° ecuaciones cartesianas de Im /= dim R’ - dim (Imf) =3 -3 =0

Para conocer estos datos del Ker f, por el Teorema Fundamental de las
aplicaciones lineales:

dim R* = dim (Ker f) + dim (Im /) = dim (Ker f)=3-3=0 = Kerf = {0,3}
luego, no existe una base del nucleo de la aplicacion.

Para conocer el numero de ecuaciones cartesianas del Ker f, se plantea:
n° ecuaciones cartesianas de Ker = dim R? - dim (Ker f) =3-0=3,
x, =0
que son <x, =0.
x;=0
Kerf = { 0,3 } & f esinyectiva.
Im f = R’ & f es sobreyectiva.

Por ser inyectiva y sobreyectiva es biyectiva.

3.5

Siendo P,(x) el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual

que dos, se define la aplicacion lineal:

X

[ Pax) = Pax) / fTI(p(x)]=p(x) +x* - p (1j

Se pide:

a)
b)

Hallar la expresion matricial de la aplicacion f en la base {1, x, x*} de Pa(x).

Obtener las ecuaciones cartesianas y una base de los subespacios Nucleo ¢
Imagen de la aplicacion f.
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c¢) (Es f inyectiva? jEs fsobreyectiva? . Razona las respuestas.
d) (Son los subespacios Ker /e Im f'suplementarios?. Justifica la respuesta.
(Febrero 2003)
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a) Sea [ :Pyx) - Pax) / f[p(x)]=p(x) +x* - p Gj

Se considera p(x)ePy(x) / p(x)=a+b-x+c x> enlabase B= {1, x, x*}

de P5(x). Por otro lado: p (lj =a+b (lj +c (LZJ .

X X X

Llevando estas dos expresiones a la expresion de f dada en el enunciado, se
tiene que:

fIp®)]=pX)+x* - p (§]=a+b-x+c-x2+ x> - [a+2+X—Cz}ze1+b'x+c-x2

+ax’+bx+c=(a+c)+2bx+(atc)x’
at+c

El vector formado por las coordenadas de f[p(x)] en la base Bes | 2b

a+c
Por tanto la expresion matricial de f'en B es:
a' a+c I 0 I)(a a
flpx)]=|b"|=| 2b |=]0 2 0| |b|=A|b|=ApX)]
c' a+c 1 0 1) {c c
a' I 0 1)(a
b'|=({0 2 0]b
c' I 01
b) Comenzamos hallando las ecuaciones del ntcleo de f:
1 0 1) (a 0
Ker /= { p(x) eP,(x) /f[p(x)] =0, } = |0 2 0|:|b|=[0| =
1 0 1) {c 0

a+tc=0=>c=-a

= Ecuaciones cartesianas de Ker f= .
2b=0=b=0

Luego: Ker /= {p(x) —a-ax’ = a(l—xz)} = Una base de Ker f = {1 — x*},

luego la dimension del nucleo serd:  dim (Ker f) = 1.

El vector formado por las coordenadas de {1-x*} enlabase B es| 0 |.
-1



d)

Para hallar la dimension del subespacio Imagen de la aplicacion, se tiene
que dim (Im ) = rango (A) = 2, ya que existen dos columnas de A que son
linealmente independientes. Una base de Im f puede estar formada por esas

1)(0
dos columnas : <| 0 |,| 2 | que corresponden a las coordenadas de los vectores
110

Bims = {1+x*, 2x}.
Para hallar el nimero de ecuaciones de Im f:
n°® ecuaciones cartesianas de Im /= dim P(x) - dim (Imf) =3 2=1

Para calcular la ecuacion de Im f'se forma una matriz que tenga por columnas
las coordenadas de los vectores de la base de Im /'y las coordenadas de un
vector genérico y=(a’ b’ ¢’)' € Im/, y se impone la condicién de que dicha
matriz tenga rango dos, es decir:

1 0 a 1 0 a
rango |0 2 b'|=2 = [0 2 b|=0 = 2-222=0 =
1 0 ¢ 1 0 ¢

= a’=c¢’ es la ecuacion cartesiana de Im f

Im [ # Pyx) < f no es sobreyectiva.
Kerf # { 0, } < f noes inyectiva.

Para estudiar si Ker f e Im f son suplementarios hay que ver como son los
subespacios Ker /() Im f, asi como el subespacio Ker f + Im f:

| 0 1
Ker /(N Im f= { p(x) / p(x)eKer f A p(x)elm f} =< a| 0 [+B|2| =y O
1 0 -1
a Y o=y
=< 12B|=| O| }=p=0 = a=f=y=0 = KerfﬂImf={0P2}.
a -y o=-y

Por ser Ker /e Im f subespacios disjuntos, la dimension del subespacio suma
es:

dim (Ker f + Imf) = dim (Kerf) +dim (Imf) = 1 +2 = 3 = dim Py(x)
y como,
(Kerf +Im f) < Pa(x), se tiene en este caso que Ker f + Im f = Py(x).

Luego, por verificarse que:

Ker /N Imf={0p2 } A Ker f+Imf= Pyx) = Kerf e Im f son
subespacios suplementarios.
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3.6 Seala aplicacion lineal

[P0 = Pax) / fTp)]= (@j

Se pide:

a) Obtener la expresion matricial de la aplicacion [ en las bases

B={1,x,x,x} de P3(x) vy By={1,x,x} de Pyx).

b) Obtener la expresion matricial de la aplicacion f en las nuevas bases

¢)

X X2 X3 X X2
Bs;= {I,F,E,? de P3 (X) y B4= {l’ﬁ’? de PZ(X).

(Es f inyectiva? ;Es fsobreyectiva? . Razona las respuestas.

d) Obtener las ecuaciones cartesianas y una base de los subespacios nucleo de la

aplicacion, Ker f, e imagen de la aplicacion, Im f.

(Septiembre 2003)
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Resolucion:

a) La expresion matricial de la aplicacion lineal [ : P3 (x) > P(x) esdela

forma:

X,
Y

X,
y2 p— Al .

X3
Y3

Xy

donde la matriz A; de la aplicacién f es de dimension 3x4, y tiene por
columnas las coordenadas de los vectores (1), f(x), f(x})y f(x’) referidos a
labase B, = {1, x, x’} de IP»(x). Para calcular dichas columnas empleamos la

expresion del enunciado. Asi:

0
/@ :(%j: 0, que en la base B, de Py(x) tiene por coordenadas : | O |.
) 0
q 1
fx)= (d_xj: 1, que en la base B, de P»(x) tiene por coordenadas : | O |.
) 0
0
2 d(x*) .
fxH= e = 2x, que en la base B, de P,(x) tiene por coordenadas: | 2 |.
X
0



b)

0
= 3x?, que en la base B, de P,(x) tiene por coordenadas: | 0 |.

d(x3)J
3

3\
f(X)—[ i

Luego, la expresion matricial de la aplicacion f en las bases Bi={1, x, X, X}
de P3(x) y Bo={1,x,x*} de Px(x) resulta ser:

Xy
\2 01 0 O

X,
y,| =10 0 2 0

X3
Y, 0 0 0 3

Xy

La expresion matricial de la aplicacion lineal f :P5;(x) > [P(X) en las
nuevas bases es de la forma:

X

1
i '
' =A X
Y, — A2 ,
' X3
Ys '
Xy

donde la matriz A, de la aplicacién f es de dimension 3x4, y tiene por

2 3
columnas las coordenadas de los vectores f (1), f (Ej, f (X ] y f [%J

1)
X x°
referidos a la base Bs= {LF’ 7} de Py(x). Asi:
dl :
() = (d—j= 0, que en la base B4 de Py(x) tiene por coordenadas : | 0 |.
* 0
X dx )
f (Fj = (—jz 1, que en la base Bsde P»(x) tiene por coordenadas : OJ .
! X

=—=X, que en Bsde [P5(x) tiene por coordenadas:

|
B

3
d = 0
x’ 3! 3x* x° :
fl—I= = :7 ,que en B4 de IP5(x) tiene por coordenadas: | O |.
' 1
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Luego, la expresion matricial de la aplicacion f en las nuevas bases

X X2 X3 X X2
B3— {I,F,E,?} de ]P)3 (X) y B4— {1,;,7 de ]P)z(X) resulta ser:

X,

v’ 0100 |

X,

v,'[ =|0 0 10 |

' X3

v,') o001 |

Xy

c) Para hallar la dimension del subespacio Imagen de la aplicacion, se tiene
que dim (Im f) = rango (A|) =3, ya que existen tres columnas de A; que son
lincalmente independientes. Luego, dim (Imf)= dim Py(x), y como

Im fc P,(x) = Im f = Pyx) < f essobreyectiva.

Por el Teorema Fundamental de las aplicaciones lineales:
dim P3 (x) = dim (Ker ) + dim (Im f) = dim (Kerf)= 4-3=1

de donde : Kerf # { 0]1;,3 } < [ no es inyectiva.

d) Kerf={ px)eP;(x) / f[p(x)]=0, }=

S O O
S O =
S DO
w O O
I
U

X, =0
2x; =0, = x2 =0, x3=0, x4 = 0. Son las ecuaciones cartesianas del
3x, =0

subespacio nucleo de /. Luego,

Bkers= {1}, cuyo vector coordenado es

S o o =

Para hallar el nimero de ecuaciones de Im £
n° ecuaciones cartesianas de Im /= dim P»(x) - dim (Imf) =3-3=0
por tanto el subespacio imagen de f no tiene ecuaciones.

Una base de Im f seria la formada por los tres vectores cuyas coordenadas
constituyen las tres columnas de la matriz A; linealmente independientes que
nos han dado el valor del rango de A, es decir:
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1) (0
Bim/=40L[2,/0} = Bums={1,x,x*
0)(0

que equivale a haber considerado una base cualquiera de P»(x), por ejemplo,
{1, x, X}, por ser f sobreyectiva.

3.7 Se define una aplicacion lineal f : P3(x) — Eawo (R), siendo P3(x) el espacio
vectorial real de los polinomios de grado <3,y Ex (R) el espacio vectorial real
de las matrices cuadradas de orden dos, de la que se conoce que:

) =£(-2x) f(l-x2)=(1 Oj f(x2>=(° Oj f<1-x)=[2 IJ
0 0 1 0 1 1

a) Obtener la matriz A de f'en las bases usuales de P3(x) y de Eax (R).

b) Hallar la base, dimension y ecuaciones de los subespacios nticleo e imagen de
la aplicacion f.

c¢) (Es f inyectiva? ;Es f sobreyectiva?. ;Son los subespacios Ker f e Im f
suplementarios?. Razona las respuestas.

(Febrero 2004)

Resolucion:

a) Para calcular la matriz A de la aplicacion lineal f se tiene en cuenta que la
matriz de la aplicacion tiene por columnas las coordenadas de las imagenes de
los vectores de la base del espacio inicial referidos a la base del espacio final.
Se consideran las bases usuales:

Bide Ps(x) ={ 1,x, x5 X’} ,y

L 0)(0 1}(0 0Y(0 0
Bzdeszz(R):{[o O}(O 0}[1 0}(0 J}

Para calcular (1), f(x), f x?) y f (x*) se consideran los datos del problema.
Asi:

2 10 2
JAX)=1, o] =/ D-fx) =

10y, (10} (0 0) (10 10
:f(1)=00+f(x)=(0 o)Lt o)l o)T/P7 o)
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2 1
f(l-X):[1 1jZf(l)-f(X) =

2 1) (1 0) (2 1) (-1 -1 S -1
=/O=IM-1 T o) T e 2T )

f(x3):f(_2x)=-2f(x):_2,(—Ol :D: (2 2)

Asi, las columnas de A son:

1 -1
0 -1
Co,, ()= |. Co,, (SO =|
0 -1
0 2
2 0 3 2
Co, (/6N=| |- Co,, (SN =]
0 2
Luego :
1 -1 0 2
0 -1 0 2
A=
I 0 10
0 -1 0 2
I -1 0 2)(a 0
Ker / () € P.(x)/ 0 -1 0 2|1|b 0
er f = x) e P, (x . = =
P ’ 1 0 1 0||c| |0
0 -1 0 2)1\d 0
a-b+2d=0=a=0
-b+2d=0=>........ , .
= = Ecuaciones cartesianas de Ker f.
atc=0=>c=0
-b+2d=0=b=2d
0
d

2
Por tanto, el vector coordenado del ntcleo es /deR} =

d
Base de Ker f={ 2x + x’}. De donde:  dim (Ker f) = 1.

Para hallar la dimension del subespacio Imagen de la aplicacion, se tiene
que dim (Im f) = rango (A) = 3, ya que la segunda y cuarta columnas son
linealmente dependientes.



Una base de Im f seria la formada por los tres vectores cuyas coordenadas
corresponden a las tres primeras columnas de A que son las que nos han dado
el valor del rango. Luego,

1Y(-1)(0

Of|—-1]]0 1 0)(—-1 —=1)(0 O
Base de Im f= , , = , , .

1 0|1 1 0 0 —-1)\1 0

0/{—-1)10

Para conocer el nimero de ecuaciones cartesianas de Im f, se plantea:
n° ecuaciones cartesianas de Im f= dim Eyxo (R) - dim (Imf) =4 -3 =1.

Para calcular la ecuacidon se forma una matriz que tenga por columnas las
coordenadas de los vectores de la base de Im /'y las coordenadas de un vector
genérico y=(y1 y2 y3 y4) € Imf, yseimpone la condicién de que dicha
matriz tenga rango tres, es decir:

1 -1 0 vy, 1 -1 0 vy,
0 -1 0 0 -1 0
rango 2|2 3 = Yl 0
1 0 1 vy, 1 0 1 vy,
0 -1 0 vy, 0 -1 0 vy,

desarrollando este determinante se obtiene la ecuacion cartesiana del
subespacio Im f/:  y2-ys=0.

b) Kerf # { OH»3 } < f no es inyectiva.
Im f # Exo(R) < f noessobreyectiva

El nucleo y la imagen de esta aplicacion no son subespacios suplementarios,
ya que son subespacios vectoriales de distintos espacios vectoriales, asi
mientras que Ker /' € P3(x), el subespacio Im f € Eax (R).

3.8 Dada la aplicacion lineal f : R*> R’ que en las bases canonicas viene dada

X
X
. X, .
por la expresion = X, , se pide:
X
3
—-X, +X, +X,
Xy

a) Hallar la matriz A de f en estas bases.

b) (Es f inyectiva? ;Es fsobreyectiva?. Razona las respuestas.
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¢) Silas coordenadas de un vector x respecto de la base:

1 0 0 1 2
, .1 .1 , |0 1 2
B'={e = ol e = ol e; = . , €4 = : } son a hallar su transformado,
0 0 0 1 1
es decir f(x).

d) Obtener las ecuaciones asi como una base de los subespacios Nucleo e Imagen

de 1.
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(Septiembre 2004)
Resolucion:
a) De la expresion dada de la aplicacion lineal se tiene que:
X, X
X, 1 00 O
X, X,
fx)=f = X, =L 0 1 0 0} =AxX
X3 X3
- X, +X, +X; -1 1 10
Xy Xy

de donde la matriz de la aplicacidn lineal resulta ser:

1 0 0O
A= 0 1 0 0
-1 1 10

b) finyectiva < Kerf={ x e R4/ f(x)=0;" }={ 0, }

Pero x = € Kerf = Kerf # { 0, } = f no inyectiva.

- o o O

fsobreyectiva < Im f =R’ < dim (Im 1) = rango (A) = 3= f sobreyectiva.

2
¢) Como en la base B’ las coordenadas del vector x son .t se tiene que:

1

1 0 0) (1 3

, , P 1 1 0 |1 5 .
x=2e +2e, +teste =2 +2 + + = , en la base canonica
0 0 |1 1 2
0 0 0) \1 1

de R4.



3
s 3
De donde su transformado en la base candnica de R’ es f{x) = A- 5 =15].
4
1
X
1 000 0
X
d) Kerf={ xe R f(x)=0" }=>Ax=| 0 1 0 Of-| *|=]0|=
1110 o
X4
0
x, =0 0
X2=0 :>X1:X2:X3:0.Lueg0, BKerf: 0
-X,+X,+x;=0 i

3 .. . ., . .
Como Im f = R’ el subespacio imagen de la aplicacion no tiene ecuaciones
. : , - 3
cartesianas. Una base cualquiera de Im f seria una base cualquiera de R”, por
ejemplo la usual:

B Imf =

oS o =
oS = O
- o O

3.9 Sea E = Span {sen (x), cos (x)}. Se considera la aplicacion:
f:E—> E /flpx)]=a -(d p(2x)j+b- (dp(x)j + ¢ p(x)
dx dx

a) Estudiar si es lineal.

b) Encontrar la expresion matricial de la aplicacion en la base
B = {sen (x), cos (x)}.

¢) Discutir la naturaleza de la aplicacion en funcionde a, b y c.
(Febrero 2005)

Resolucion:

a) Para ver si la aplicacion dada, f, es lineal se comprueba si verifica las dos
condiciones siguientes:

) Vp,qeE fe+a=rp /(@
ii) Vpe E A VaelR f(ap)=a: f(p)
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Para comprobar la primera:

Sra)] = a- (Mj b [wj + o [(pra)()] -
X X

S R R R R

=fIpx)] +f[q(x)] luego, si se verifica.

Veamos la segunda condicidn:

X

dx

R o A
d dx

X

por tanto la segunda condicién también se verifica.
Luego, fes aplicacion lineal.

b) La expresion matricial de f es de la forma f(x) = A - x, siendo A una matriz
de dimension 2x2, y cuyas columnas son las coordenadas de f(senx) y de
f(cos x) en la base B = {sen (x), cos (x)}. Vamos a calcularlo:

f(senx)= —a-sen(x) + b-cos(x) + c-sen(x) = enB: (c;aj

f(cosx)= —a-cos(x) — b-sen(x) + c-cos(x) = enB: [_bJ
c—a

c—a -b
b c—a

y,) (c—a —b X,
& b c-a) \x,
c) Esta aplicacion es un endomorfismo. Si a su vez es inyectiva o sobreyectiva

implica que también es biyectiva. Estudiemos por tanto si es sobreyectiva (o
inyectiva) mediante el rango de la matriz.

Por tanto, la matriz A resulta ser: A = ( j , ¥ la expresioén matricial:

Si rango(A) =2 = f biyectiva.
Si rango(A) <2 = f no es sobreyectiva ni inyectiva.

Por tanto: rango(A)=2 < (c-a)’ +b> %20 & b # *i-(c-a)
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3.10 Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando la
respuesta:

a)

b)

Dada una aplicacion lineal f: R" — R" arbitraria, los subespacios Ker f'e Im f
no tienen ningun vector en comun.

La aplicacion [ : E ;o (R)—> R / f(A) =det (A) es lineal.
(Septiembre 2005)

b)

Resolucion:

Los subespacios Ker f'e Im / 1o son del mismo espacio vectorial R", por lo
tanto el vector nulo de cada uno de ellos es el mismo vector nulo de R", por lo
tanto tienen en comin como minimo el vector nulo de R".

Si la aplicacion es inyectiva, el unico vector en comun sera el vector nulo, pero
si no lo es, pueden tener mas vectores en comun.

0 1 1
Ejemplo: Sila matriz asociadaa f: R*—> R®> es A=|0 0 0| entonces
0 00

Basede Im f = {(100)"}, BasedeKerf = {(100),(01-1)} y

Base de (Im /' Ker /) = {(1 0 0)'}.

Para que sea aplicacion lineal:

)VABe En(R) f(A+B)=1(A) + f(B)

Como f(A+B)=det (A+B) # det (A) + det (B), no se cumple.

i) VoeR AVAe En(R) f(a-A)=a-f(A)

Puesto que f(oa-A)=det(o-A)= a"-det(A) # o- f(A), no se cumple.
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CUESTIONES TEORICAS

3.11
a) Definir ntiicleo de una aplicacion lineal f.
b) Definir imagen de una aplicacion lineal f.

¢) Condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion lineal f'sea inyectiva
(enunciado).

d) Condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion lineal f sea
sobreyectiva (enunciado).

e) Condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion lineal f'sea biyectiva
(enunciado).

/) Enunciar el Teorema Fundamental de las aplicaciones lineales.

(Septiembre 2001)

3.12 Demostrar que si f: E — F es una aplicacion lineal inyectiva y {ej, €z,...,€p} €8
un conjunto de vectores linealmente independiente, entonces {f{e1), f{€2),..., f(€p)}
son también linealmente independientes en F.

(Febrero 2003)

3.13

a) Sean E y F dos espacios vectoriales reales de dimensiones n y m
respectivamente. Deducir la relacidon existente entre las matrices asociadas a
una misma aplicacion lineal f: E — F cuando cambian las bases de los dos
espacios vectoriales. ;Son dichas matrices equivalentes, semejantes o
congruentes?.

b) Particularizar la expresion obtenida en el apartado anterior para el caso en que
E = F.;Como son en este caso dichas matrices, equivalentes, semejantes o
congruentes?.

(Febrero 2004)

3.14 Enunciar el Teorema Fundamental de las aplicaciones lineales.
(Febrero 2005)
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4

DIAGONALIZACION POR SEMEJANZA
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4.1 Sea fun endomorfismo en un espacio vectorial de dimension 5, E(K). Se sabe que

la matriz A que lo caracteriza en una cierta base B es una matriz simétrica, cuyos
autovalores son A; y A,, de multiplicidades algebraicas m; y m,, respectivamente.
Se sabe ademas que:

b)

u3 es un autovector asociado a A; y tal que f{uz)=0
{ u, uz }es una base de V(A,)
Traza (A)=4

Hallar la matriz que caracteriza al endomorfismo en una base de autovectores
(no se pide calcular dicha base).

Hallar dim (Ker f'), dim (Im f') e indicar la naturaleza del endomorfismo.
(Enero 2001)

Resolucion:

Si 1 una base de autovectores = A es diagonalizable (3P regular/
D=P'AP)

La matriz que caracteriza al endomorfismo en una base de autovectores es una
matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal principal serdn los
autovalores de A (A4, y Ap) repetidos tantas veces como indiquen sus
multiplicidades algebraicas respectivas (m; y my). Obtengamos dicha matriz.

Sabemos que:

- las matrices cuadradas A y D son de orden 5, por caracterizar a un
endomorfismo en un espacio vectorial de dimension 5.

- mt+ m=5

puesto que si A es diagonalizable, ha de cumplir la condicidén necesaria de
diagonalizacion.

- I712=2

M
ya que se nos dice que{ uy, uz fesunabasede V() = =2 = my =2

(1) para toda matriz, 1; < m; y, en caso de ser diagonalizable, y; = m; (cond. necesaria y
suficiente de diagonalizacion)

Entonces:
my = 5-2=3
- Ademas, si uz € V(1) y fluz)=0 =
fuz)=0-u3= 4, =0

- Por otra parte

(2)
tI’(A)=4 = m;-Ai+m- A

4=3-0+2 ==

(2) La traza de una matriz es igual a la suma de las raices de su polinomio
caracteristico.
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Por lo tanto:

0 00 0O
0 00 0O
D=0 0 0 0 O
0 00 20
0 00 0 2

®)
b) dim (Imf)=rgf=rg(A) = rg(D)=2 # dim E = no es sobreyectivo

(3) Por caracterizar al mismo endomorfismo en bases distintas, A y D son semejantes;
por lo tanto también son equivalentes (la semejanza es un caso particular de la
equivalencia) y, entonces, tienen el mismo rango.

dim (Ker £)+ dim (Im ) = dim E = dim (Ker f) =52 =3 # 0 =

el endomorfismo tampoco es inyectivo. ©)

(4) Teorema fundamental de las aplicaciones lineales.
(5) Ya se sabia, puesto que si un endomorfismo no es sobreyectivo, tampoco es inyectivo.

- Otra forma de haber justificado en este caso que el endomorfismo no es
inyectivo ni sobreyectivo, sin necesidad de calcular la dimension del
nucleo ni de la imagen (aunque nos las piden):

sabemos que fluz)= 0 = u3 € Ker f = Ker f # {0} = fno es inyectiva
y, por ser endomorfismo tampoco es sobreyectiva (ver notas de clase).

4.2 Sea A una matriz diagonalizable por semejanza, cuyos valores propios son todos
A=10A=-1.Demostrar que A" = A.

(Febrero 2002)

Resolucion:

- Si A es diagonalizable = 3P regular/ D=P"-A‘P , siendo D una matriz
diagonal cuya diagonal principal esta formada por los valores propios de A

A, 0 0 0 0
0 4, 0 0
D=| 0 0 0
0 0 0
0 0 0 2

3
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- por otra parte, si todos los valores propios son 1 6 -1, A es regular ‘.

(1) - el determinante de una matriz cuadrada A coincide con el producto de las raices de
su polinomio caracteristico, que en nuestro problema son todas 1 6 -1, por lo tanto:
|A| = ArAy.. A, #0 y Aesregular
- otra forma de demostrarlo:
1

D=P'4P=A4=PDP' = |4 = |P-D-P'| = P||D|-|P"| =| P|"|D|- P=

1
=| P‘.m.lDl = |D| # 0= A es regular

Calculemos A™':
D=PLAP =A=PDP!

Tomando inversas:

A'=e@eDpPY'=@"Y'D'P'=pPD" P’

1

Z 0 0 0 O
. 4 0 0
_1(2)07000(3)0/12000

D" = 2 o o |70 0 o |=D

0 0 0 0 O 0
| 0 0 0 0 4,

0o 0 0 0 —

An

(2) Por ser D diagonal.

(3) Por ser todos los A; de valor 1 6 -1, sus inversos son ellos mismos.

Por lo tanto:

A'=PDP'=A
[ |
4 6 -2
4.3 Dada la matriz A=| -1 -1 1 | discutir, en funcién de los valores de a, si es
0 0 «a
diagonalizable y, cuando lo sea, obtener las matrices D y P tales que
D=P'-A-P.
(Septiembre 2002)
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Resolucion:

4 6 -2
=-1 -1 1

- Valores propios:

pA(A)=|A-2|=0

4—-4 6 -2
M 4-1 6
-1 -1-A 1 |=(a- ‘ ‘:
-1 —-1-2
0 0 a—A
A=a
(=) (A =32+2)=(a—A)(A-2)(A-1)=0= A,=2
A =1

(1) desarrollando el determinante por los elementos de la 3° fila

- Discusion de la diagonalizacidon de A. Sabemos que:

| A es diagonalizable & p; = m; | donde p;=dim V(A)), Vi

Estudiemos los posibles casos en funcion de los valores de a.

i) Sia*l A a#2:
&)
A=a (m=1=p=1)
e
A, =2 (m,=1=u,=1)= A DIAGONALIZABLE

2
A=l (my=1=p =1)

(2) por ser valores propios simples

Obtencion de las matrices D v P:

V(a)={x e K’/ Ax = a'x}={x e K’/ (A-e']) x = 0}=Ker (A- a-])

4-a 6 -2 (x, 0
-1 -l-a 1 |]x,|=|0
0 0 0 X, 0
(4-a)x, +6x,—-2x,=0 X, =—2X, VxoeK
X,-(I1+a)x, +x,=0 X, =(a-1)x,

xe V() © x=(-2x; X (@-Dx2)" ; By ={(-2 1 a-1)'}
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=2  VQ)={xeK’Ax=2x}={x e K’/ (A-2 I)x = 0}=Ker (A-2 )
2 6 -2)(x,) (0
-1 =3 1 ||x,]|=|0
0 0 a-2)(x,) |0

2x, +6x,-2x,=0 0
X, =
= X,-3x, +x, =0 = {3 , ¥xeK
x, =-3x,
(a=2)x;,=0

1

xeVQ) & x=(-3x2 x 0) ; Byp={(-310)"}

=1 V()={xe K/ Ax=1x}={x e K’/ (A-)'x = 0}=Ker (A-])
3 6 =2 X, 0
-1 -2 1 |{x,[=|0
0 0 a-1)(x; 0
3x,+6x,-2x,=0
x,=0
= X,-2X, +X, =0 = { , Vx2eK
(a-Dx,;=0
xeV() ©x=(-2x % 0) ; Byp={(-210)}
Entonces:

-2 -3 2

ii) Sia=2:

A=2 (m=2)

En este caso
{ﬂ'z =1 (my=1=u,=1)

} ; Adiag. < dim V(4)=2

V2)={x e K/ Ax = 2:x}={x e K/ (A-2-)x = 0} =Ker (A- 2-1)

2 6 -2 X, 0
-1 -3 l-{x,|=]0
o o0 o0)(x,) (o0
dim (V(2)) = dim K- n°ecs.lin.indeps. = 3 —rg (4-2I) =
=3-1 =2= A DIAGONALIZABLE
Vectores propios:
{2){1 +6x, —2%, =0

= {x1 =X,-3x, ,V¥x,x3ekK
-X,-3%x, +X, =0
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xeVQ2) & x=(x3-3x2 X2 X3)' ;

By =1{(-3 1 0)',(1 0 )’}

=1  V()={xeK/Ax=1x}={x e K/ (A-I)x = 0}=Ker (A-])

36 -2)(x,) (0
-1 -2 1 ||x,|=|0
0 0 1)\x,) (0

3x,+6x,—2x,=0

x; =0
= X,-2X, +X, =0 = , ¥xeK
X, =—2X,
X, =0
xeV() & x=(-2x2x2 0) ; By;y={(-2 1 0)' }
Entonces:
2 00 -3 1 =2
D={0 2 0], P=|1 0 1
0 0 1 0 1 O
iii) Sia=1:

; A diag. © dim V(1)=2

E A=2 (m=1=pu=1)
n este caso
A, =1 (m,=2)

V()={x e K’/ A'x = I'x}={x e K’/ (A-1-])x = 0}=Ker (A- 1'])
36 -2)(x, 0
-1 -2 1||x,|=|0
0 0 0)lxy) (0

dim (V(1)) = dim K- n°ecs.lin.indeps =3-rg (A-I) =
=3-2=1=A NO DIAGONALIZABLE

4.4 Sea f:R’- R’ un endomorfismo y considérese la base B = {ey, e,, e3}. Se sabe
que:

- el vector e, es un vector propio asociado al valor propio A =1
- Kerf={x=(x X2X3)t IS R3/3x1+5xz=0/\7x1-3xz=0}

- la imagen mediante f'del vector 3e; + 6e; - 9e;3 es el vector 6e; + 6e; - 6e;.
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Se pide:
a) Obtener la matriz de la transformacion en la base B.

b) Obtener los valores y vectores propios, asi como la naturaleza de la
transformacion.

¢) Encontrar una base B’ en la que la matriz asociada a f sea lo mas sencilla
posible. Escribir dicha matriz asi como la relacion entre las matrices asociadas
afen las bases By B’.

(Enero 2003)

Resolucion:

a) Ay =((fle))s (fle))s (f(e;)))

C fle) = 1-er = (fea)n—(0 1 0)]

(1) por ser e, un vector propio asociado a 1

(2)
- f(3eq + 6e; - 9e3) = 6e; + 6e; - 6e; =

3fler)t6f(e2)-9f(es3) = 6er + 6 - 6e3  (¥)
(2) por ser f lineal

- Kel’f:{X:(X1X2X3)tER3/ 3x;+5x=0 A 7X1-3x,=0}

3x,+5x, =0 x,=0
= =
7x,-3x, =0

s>xeKerf o xg=(00 x3) =

0

= ese Kerf porloque fle3)=0 = [fle;)s=|0
0

Sutituyendo f(ez) y f(e3) en la expresion (*) y despejando se sobtiene f{ey):
fle) =2e1-2e3= |(fle))p=(2 0 -2)]

Con lo que

(f(e] ))B (f(ez ))B (f(e3 ))B

AN
2 0 0
A,=| 0 1 0
-2 0 0

109



110

b)

Naturaleza de la transformacion:

Del apartado anterior sabemos que Ker f# {0} = el endomorfismo no es
3)
inyectivo=> no es sobreyectivo

(3) Por ser endomorfismo.

Valores propios:

pA(A)=|A-2|=0

2-2 0 0
0 1-2 0[=Q2-D){1-M1)]=
-2 0 -2

(4)
A=2 (m=1=u =1
4
A =1 (my=1=y=1) }=ADIAGONALIZABLE

4
=0 (m=1=y =1)

(4) Por ser valores propios simples

La matriz mas sencilla asociada a f'sera diagonal, y la base correspondiente
serd una base de vectores propios.

V(2)={x e R/ Ax = 2x}={x € R/ (A-2-]) x = 0}=Ker (A- 2°T)

0 0 0)(x) (0
0 -1 0 ||x,|=|0
—2 0 -2)Ix,) Lo

- X, =0 x,=0
= = , ¥x1eR
-2X, -2x,=0 =-X,

xeVQR) © x=(x1 0 x1)'; Bvgy={vi=(10-1)"}

V(1)={x e R Ax = 1x}={x e R¥ (A-]) x = 0}=Ker (A-I)
1 0 0)(x,) (0

0 0 O0|]x,]|=0
-2 0 -1) \x;
X, =0 x, =0 X, =0
= = = , Vx,eR
2%, -x, =0 X, =-2X, X, =0

xeV(l)e x=(0x; 0)' ; Byp={v2=(010)"}



No hace falta realizar los calculos para obtener V(0) puesto que
V(0)=Ker (f) y en este caso ya lo conocemos

V(0)=x e R’/ Ax =0x} = {x e R¥/ (A-0']) x = 0}= Ker (A-0-T) = Ker
Bv©)=Bkers = {v3=(0 0 1)'}

En la base de vectores propios B’={ vi, v, v3 }, la matriz asociada al
endomorfismo es diagonal

2 0 0
D=|{0 1 0
0 0O
verificandose la relacion
D=P"AP
siendo
1 0 O
P={0 1 O
-1 0 1
n
31 1 300
4.5 Dadas las matrices A=|0 2 1|y B=|2 3 0/, /son Ay B semejantes?.
0 0 2 1 0 1

Justificar la respuesta.

(Enero 2003)

Resolucion:

A y B no son semejantes, puesto que una condicidén necesaria (no suficiente) de
semejanza es que sus polinomios caracteristicos sean iguales y en este caso son
distintos, lo cual se observa a simple vista, por ser A y B matrices triangulares.

pa(V)=(3-1) (2-1)°
pe(A)=(3-1)* (1-2)

4.6

Dada una matriz Ae€Ey(R) con valores propios A=0y A= 1y vectores propios
asociados vi = (13)" y v2=(3 -1 )" respectivamente:

a) (Eslamatriz A simétrica? Razona la respuesta.
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b) Calcular el determinante de A.
¢) (Cuantas de dichas matrices existen? Calcular una.
(Septiembre 2003)

Resolucion:

a) Una matriz es simétrica si y solo si es diagonalizable mediante una matriz
ortogonal real. Lo cual equivale a decir que una matriz es simétrica si y solo si
vectores propios asociados a valores propios distintos son ortogonales entre si.

En este caso:
<vy, vy>=13-3-1=0
Por lo tanto, estos vectores son ortogonales y la matriz A es simétrica.
b) Por ser A simétrica, es diagonalizable por semejanza, es decir
3P regular/D=P"AP

siendo D una matriz diagonal cuya diagonal principal estd formada por los
valores propios de A. En este caso:

NN

Despejando A en la expresion anterior:

1 1, O 4 O 1 @
A=PDP" = |a|= | PDP"| =| PLIDP| = PHD} - =
| P D| = D= AAa= 01 =0

P

(1) Por las propiedades de los determinantes.
(2) Por la prop. conmutativa del producto de numeros reales.

- Otra forma:

El determinante de una matriz cuadrada coincide con el producto de las
raices de su polinomio caracteristico (ver notas de clase). Entonces, en este
caso:

|A| = ll'ﬂz =01=0

Az[%l alzj
ay dy
VIEV(O) = A- V1= 0- V1= 0

v2e€V(l) = A-wa=1-v;=w,
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a, a,) (1) (0 a, +3a,=0
(%1 azzj.(?)j _[0] a,, +3a,, =0
a, 4a, 3 3 3a,,—a, =3
[%1 a22)(—lj:(—lj 3a, —a,, =-1
Este es un sistema compatible determinado (se dejan los calculos para el
alumno), por lo tanto, la matriz A es unica . Resolviendo se obtiene:

9 3
_| 10 10
AT

10 10

4.7 Demostrar que siendo A y B dos matrices cuadradas, una de ellas regular, las
matrices A‘B y B-A tienen los mismos valores propios.

(Septiembre 2003)

Resolucion:

Sean

C=AB (1)

D=B-A (2)
Supongamos que A es la matriz que es regular. Ello significa que existe A™.
Premultiplicando (1) por Al

A'C=A"AB=B
y, sustituyendo B en (2):
D=B-A=A"C'A = A yD son semejantes

Por ser semejantes, C y D tienen el mismo polinomio caracteristico y, por lo tanto,
los mismos valores propios.

4.8 Dada la aplicacién lineal /: R*— R’, que en una base B verifica:

0) (2 0) (1 1 (2
fl2l=lo| , flol=[1] , fl1]|=]2].
0) (2 1) (o 1) (2

a) Hallar la matriz A que define dicha aplicacion en la base B.
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b) (Eslamatriz A diagonalizable? Justificar la respuesta.
¢) En caso de ser A diagonalizable, diagonalizarla.
d) Hallar |A].
e) Encontrar, si es posible, una matriz P ortogonal tal que D=P'- A - P.
(Enero 2004)
Resolucion:
a) La matriz que caracteriza a la aplicacién en una base B = { e, €5, 3 } es

A=((fle)s (f(e))s (f(e3))5)

Datos:
0 2 "
- f12]=|10| = fl2e;)=2e1t2e3 = 2f(e;)=2e;+2e;3
2
1
- f10]=|1| = fles)=e1te;
1 0
I 1
- fl1|=|2| = fleitertes)=2e;+2e,+2e3 =
1

fler) + fley) + fles) = 2e1 + 2e; +2e;3
(1)por ser f'lineal

Resolviendo el sistema se obtiene:

f(el) =et+ €3 — f(el)B: 1

ﬂez) =et €3 — f(ez)B: 0

fles) =e;te; = fles)s=




Con lo que

A=

e )

1
0
1

O =

b) La matriz A es diagonalizable, puesto que toda matriz simétrica real lo es.

2 PA(A)=[A-2|=0
-4 1 1 o
1 -4 1_13+31+2_0:>{31——1 m=2=u =2
1 1 —/1 12:2 m2:1:>‘[,[2:1
(2) Por ser A diagonalizable
-1 0 O
D=0 -1 0
0O 0 2

d)
)

Por ser A y D semejantes: |A| = |D| = |A] =[Df’=2°=32

1
(3) D =P'4-P= A4 = P-D-P' = |4| = |P-D-P"| = P|-|D|-|P""| =| P|"|D| E =

1
=P p 1Dl =D

e) Si serd posible encontrar P ortogonal, puesto que toda matriz simétrica real es
diagonalizable por semejanza ortogonal; es decir

3P ortogonal (P'=P')/ D=P"AP = D=PLAP=P-AP
Necesitamos obtener una base ortonormada de R’ formada por vectores

propios de A.

Li=-1 V(-1)={x e R’/ Ax =-1'x}={x € R*/ (A+])x = 0}=Ker (A+])
11 1)(x,) (0
11 1x,|=[0] =
11 1)\x,) (0

dim (V(-1)) = dim R’- n° ecs. lin. indeps. =3—rg (A+I) = 3-1 = 2,
como ya sabiamos que tenia que ocurrir

X, +X,+x,=0 = X, =-X,—X, , VX0, x3e R =

= xeV(l) & x=(XX3 X2 X3)' ;
BV(_l):{VIZ(-l 1 O)t,VZZ(‘l 0 l)t}
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=2  V(Q)={x e R’/ Ax=2x}={x € R/ (A-2])'x = 0}=Ker (A-2])

=2x,+X,+x;=0
X, =X
= X,-2X, +X,=0 = { , Vx;eR
X
X, +x,—-2x,=0
xeVR) & x=(x1 x; x1)' ; Bvg={vs=(11 1)}

B1={v1, v, v3} es una base de vectores propios de A. En esta base, la matriz
del endomorfismo es diagonal, cumpliéndose

D=P"-A-P,
siendo
U
-1 0 0 -1 -1 1
D=0 -1 0}, P=|1 0 1
0O 0 2 0 1 1

Pero P; no es ortogonal (es decir P"'#P"). Para que la matriz P de semejanza
sea ortogonal necesitamos obtener una base de vectores propios ortonormada.

- Primero obtenemos una base B, ortogonal a partir de B;.

Los vectores { v1, vz } son ortogonales a v3 por ser vectores propios de una
matriz simétrica real asociados a valores propios distintos.

A partir de { vy, v2 } obtenemos dos vectores € V(-1) ortogonales entre si,
mediante el método de Gram-Schmidt.

vVi=vi=(-110)
vh=vatavy/ <vh,vi>=0 =
vVi=(-lca a 1) / (l+a)+a=0 = a=-12 =
v=(-1/2 -12 1)
By={v’1, v’2, v3}

- A continuacion, se normaliza B, para obtener una base ortonormada, Bs.
Para ello, se divide cada vector entre su norma.
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v v vV v .
B3={V1,V 2,V 3}={ L 3 }, siendo
vl vl vyl

Vi l= VLV = (=17 +12 +0% =42
, — 1) 1Y ., 3
(V2 ={Vv2,v2) = || —=| +|—=| +1" =,|=
2 2 2
IV, = (v v) =P+ 12 +17 =43

obteniéndose la base ortonormada:

B{[Tzl L ojl e 1)}

Luego
I
Al S
10 o0 f@f
D=0 -1 0|, P== —= —
0 o0 o V2 V6 3
2 1
0 s
3 3

verificandose:

ID = Pz'l- A-P,=P)' A Py, por ser P, ortogonal.

]
0 0 1
4.9 Dadalamatriz AR)={0 1 0/|:
1 00
a) Diagonalizar A por semejanza, indicando la matriz P de semejanza.
b) Utilizando los resultados obtenidos en el apartado anterior, calcular A®y A™.
(Enero 2005)

Resolucion:

a) A es simétrica real, por lo tanto es diagonalizable por semejanza (ademas
ortogonalmente si fuera necesario, aunque no se pide).
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- Valores propios:

pA(A)=|A-A1=0

R 1 CT
M — g

0 1-4 0|22 -n=0 =IH=1 (2‘)’1 )

10 -A A=l (m=1=pu=1)

(1) Desarrollando por los elementos de la segunda fila
(2)Por ser A diagonalizable

- Vectores DI'ODiOSI
V(1)={x e R Ax = 1-x}={x € R¥ (A-I)x = 0}=Ker (A-I)
10 1)(x,) (0
00 O0flx,|=[0
10 -1)(x,) (o0

dim (V(1)) = dim - n°ecs. lin. indeps. = 3—rg (A-I) = 3-1 = 2
como ya sabiamos que tenia que ocurrir
Vectores propios:

X, +x,=0 = x;=x, ,¥x,xelR

xeV(l) & x=(x1 x2 Xl)t ;

Bvay={vi=(1 0 1)',v;=(0 1 0)'}

V(-1)={x e R¥ Ax = -1-x}={x € R¥/ (A+])x = 0}=Ker (A+])

1 0 1)(x, 0
0 2 0f-|x,|=|0] =
1 0 1)(x, 0
X, +x;=0
x,=0
= 2x, = 0= { , VxieR
X; =—X,
X, +x;,=0

xeV(-l) & x=(x1 0 x;) ; Byp={v3=(10-1)"}

B1={v1, v2, v3} es una base de vectores propios de A. En esta base, la matriz
del endomorfismo es diagonal, cumpliéndose

D=P/ ' -A-P
siendo
Ly
1 0 O 1 0 1
D={0 1 0], P={0 1 0
0 0 -1 1 0 -1
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Si fuera necesario, a partir de B; podriamos obtener una base de vectores
propios ortonormada; en este caso se cumpliria

D=P,"A-P,=P,' A Py,

siendo P, ortogonal.

b)
- A
D=PL"AP=—=A=PDP!'=
A®=(P-D-P")°=(P-D-P") (P-D-P... (P-D-P") =
=P-DI'DI-....D-P'=P-DSP'=PIP' =1
- Al

A=PDP'= A'=@DPY)' =@ D'P'=
=pD'P'=PDP'=A

]
4.10 Diagonalizar la matriz A, indicando cudl es la matriz P de semejanza.
I 0 O
A=12 1 3
I 1 -1
(Septiembre 2005)

Resolucion:

- Valores propios:

pr(A)=|A-21|=0

-2 0 0
2 1-4 3 |=(1-1)-A-4H)=0=>
1 -1-2
O
A=1 (m=1 = y=1)

M
A=2 (m=1 = u,=1) = A esdiagonalizable

O
A==2 (m=1 = u=1)

(1) Por ser valores propios simples
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- Vectores ]I)I'O]f)iOS .

V(1)={x e R Ax = 1'x}={x € R/ (A-I)x = 0} =Ker (A-I)

0 0 0)(x 0
2 0 3|x,[=|0
1 1 -2)\x 0

(dim (V(1)) = dim R'- n°ecs. lin. indeps. = dim R’ — rg (A-I) = 3-2 = 1, como ya sabiamos).

Obtenemos los vectores propios:

2
2x, +3x,=0 %3 3 X
= , Vx; e R
X, TX,-2x,=0
XZ = —Exl

7 2 7 2
xeV(l) © x=(x; ——X1] —— : Byp={vi=(1 —— -=
(D (xi 3 X1 3x1) viy={vi=( 3 3)}

VQ)={x e R’/ Ax =2-x}={x € R’/ (A-2])x = 0} =Ker (A-2])
-1 0 0)(x,) (0
2 -1 3||x,|=|0
1 1 -3){x,) \o
(dim (V(1)) = dim R’- n°ecs. lin. indeps. = dim R’ —rg (4-21) = 3-2 = 1, como ya sabiamos).
Obtenemos los vectores propios:
X, =0
2x,-X,+3x;,=0 = {Xl: ,¥x3 e R
X, +X,=3x,=0

X e V(2) = X+~ (O 3x3 )(?3)t ; Bv(z) = { V2 = (O 3 1)t}

V(-2)={x e R/ Ax = 2x}={x € R¥/ (A+2])x = 0}=Ker (A+2])

30 0)(x, 0
2 3 3]-x,|=|0
1 1 1)(x 0

3

(dim (V(-2)) = dim R’- n° ecs. lin. indeps. = dim R — rg (A+2I) = 3-2 =1, como ya
sabiamos).

Obtenemos los vectores propios:
3x, =0
x, =0
2x, +3x,+3x,=0 = { ,¥x3e R
X +x,+x,=0

X e V(-Z) ~ X= (0 -X3 )C3)t 5 BV(_z) = { V3 = (0 -1 l)t}

120



entonces

I 1
10 0 1 0 0
D={0 2 0], P:_%3_1
0O 0 -2

2y

3

verificandose
D=P'-A-P
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CUESTIONES TEORICAS

4.11 ;Es cierto que los autovectores de una matriz cuadrada de orden n asociados a
autovalores distintos son linealmente independientes? En caso afirmativo
demuéstralo.

(Enero 2001)

4.12 Demostrar que las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

(Enero 2003)

4.13
a) Enunciar:

- condicidn necesaria de diagonalizacidon de una matriz A € Ex,(KK)

- condicion necesaria y suficiente de diagonalizacion de una matriz
A €Ep(K)

- condicion suficiente de diagonalizacion de una matriz A € Ex,(KK)

b) Demostrar que un vector propio xe K" de una matriz A € Ex,(K) esta asociado
a un Unico valor propio de A.

(Enero 2003)

4.14 Sea A un valor propio de A y sea x un vector propio asociado a A. Utilizar el
método de induccién para demostrar que 4™ es un valor propio asociado a A™ y el
mismo x es un vector propio de A™ asociado a 4™, Ym. (Nota de ayuda: para la
demostracion partir de la definicidon de valor y vector propio)

(Enero 2005)

Resolucion:

Se pide demostrar que A™-x=A"-x sabiendoque A-x=21"x.

Para m=1: Cierto (dato)
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Para m=k, se supone cierto (hipotesis de induccion):
A x=2%x

Para m=k+1: suponiéndose cierto para m=k se demuestra que también es cierto
: . + +
para m=k+1. Es decir, se quiere demostrar que A ox =2 x

M @) 3)
Al x=A-A"x)=A-Ax) =2 @A x) =2"Q x)=
= """ x = cierto para m=k+1 =cierto Ym.

(1) Por la hipotesis de induccion
(2) Por las propiedades del producto de matrices por un escalar
(3) Por cumplirse para m=1
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S

TRIANGULARIZACION POR SEMEJANZA
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a b O
5.1 Dadalamatriz A=|c a b|/ab,celR, sepide:

0 ¢ a

a) Para a=0 ; Que relacion debe verificarse entre los parametros b y ¢ para que
A tenga un autovalor triple?

b) Suponiendo que a=1, b=2, ¢c=0
i) Hallar la matriz de Jordan de A
ii) Obtener una matriz regular P, tal que PJ=A P

(Septiembre de 2001)

Resolucion:

a) Valores propios de A :
a-A b 0
|A—/11|:0 =l ¢ a-1 b |=(a-1)-2a-21)bc=
0 c a-A '
(@=2A)-[(@=A) =2-b-c|=(a—A)[ A’ ~2a4-2bc+d’ |

A=a
p(A)=0 = Zai\/4a2—4[a2—2bc]
A= 3 =>bc=0=b=0 0c=0
1 2 0
b) Paraa=1,b=2, c=0la matrizAes:|0 1 2
0 0 1
A=1 triple
Vir=1):

(A-I)'x:0:>

oS O O
S O P

0

2

0
X
XEVO\.—]):>X— X, /xz—x;—O =>x=|0
0

BV(/l:l) =410
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02 00 2 0)(x,) (0
(A1) x=0=|0 0 2/[0 0 2||x,|=|0
0 0 O)A\0O 0 0)(x, 0
00 4)(x,) (0
=10 0 O0||x,[=|0|=>4x,=
00 0 xj (o}
X, 1Y (O
erz(Xl)Dxsz — By ooy =9/0],| 1
0 0)(0
Vi(A=1):
00 0)(x) (0
(A1) -x=0=|0 0 0||x,|=|0
00 0)lx,) |0
X, 1Y(O
xeV,(A=1)=>x=|x, = Byoay=9/0 1[0
X, 0
Columnas de la matriz P:
u, eV,(A=D)-V,(A=)>u,=|0
0
wy,=(A—1)u, = =12].
0
0
w,=(A-1)u, = 2|=
0
0 0 1 1T O
P=|0 2 ol J=0 1 1
0 1 0 0 1



2 -1 0
. 1 0 O ) .
5.2 Dada la matriz 4= o 2 , calcular la matriz de Jordan J semejante a
0O 0 I O

A, asi como la matriz de paso que cumple J=P' AP

(Febrero de 2002)

Resolucion:

Valores propios:

2-4 -1 0 0

1 -2 0 0

|[A-AI|=0= =
0 0 2-12 -l
o 0 1 -

-2 0 0|1 o o0
—2-1)|0 2-1 -1|-|0 2-1 -1]=0
0o 1 -4 |0 1 -2

@) /1)2—/1 —1+2—/1 -1]
1 =A |1 =4
2-1 -1

(> =22+1) A ;

(A =22+D[(2-2) (D) +1]|=(A* —22+1)(A* -2 +1) =0

2+v4-4
=> A= — - 1 = A=1 cuadruple
1 -1 0 0} x 0
1 -1 0 0| x 0
V) : (A-AD)x=0=> = _
0 0 1 -1} x 0
0 0 1 —1)\x, 0
X, 1Y (0
X =X X 10
{ 1 2 x = 1 Bv(/?.) _ ,
X, =X, X, 01
X 0)\1

3

Como la dimension del subespacio propio no coincide con la multiplicidad
algebraica se contintia calculando subespacios sucesivos hasta conseguir uno
de dimension cuatro.
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Vo(h) = (A- M) x =0,
1 -1 0 1 -1 0 0Y)x) (0 0 0 0)x) (0
1 -1 0 1 -1 0 0fx,| |00 0 Ofx,| |0
0 1 -1]/0 1 ~1|x| o o0 o0 olx| o
0 1 -1)lo 1 -1)lx,) Lo 0 0 0o)lx,) |0
IY(O0)(O0) (O
B - O(|1(]0]|0
Ao lor 1o
0/)\0){0) 1
1
10
us=| ol
0
I -1 0 1 1
u3 se obtiene mediante la expresion uz=(A-A;)us= b0 0 = ! ,
0 I -1]/0 0
0 I -1){0 0
0
|0
=
0
I -1 0 0 0
u; se obtiene mediante la expresion u=(A-Au= R = 0 .
0O 0 1 —-1}1 1
0O 0 1 —-1)A0 1

Por tanto la matriz P tiene por columnas los cuatro vectores calculados u; ,
mientras la matriz J tiene dos bloques elemental de Jordan de orden dos
correspondientes a A.

0 0 1 1 1 1 0O

0 01 O 01 0 O
P= ; I=

1 1 0 O 0 0 1 1

1 0 0 O 0 0 0 1
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3 2 4 8
. 2 -1 -4 8 . .
5.3 Dada la matriz: 4= o 0 1 a2l calcular la matriz de Jordan, J, semejante a
0O 0 0 2
A asi como la matriz de paso que cumple J=P" A P.
(Septiembre de 2002)
Resolucion:
3-4 2 -4
2 -1-4 -4 8
|[A-Al|=0= =0
0 0 -4 2
0 0 0 2-1
2-2)(1-2) A
j— — — =
2 -1-4
= Q2-ADA-A)(A +22+1)
A1=1 Multiplicidad algebraica 3
A>=2 Multiplicidad algebraica 1
2 2 -4 8)(x) (0
2 2 -4 8| x| |0
VM) : A-MDx=0=> = ,
0 0 0 2|x/| |0
0 0 0 1)x 0
X, +2x, 1) (2
X, —x,—2x,=0 X, 110
X = Bv(/y) = >
x,=0 X, 011
0 0,10

Como la dimension del subespacio propio no coincide con la multiplicidad
algebraica se contintia calculando subespacios sucesivos hasta conseguir uno
de dimension cuatro.

Vz()\,l) — (A— }\,11)2 X = 0;

2 -2 4 8\2 -2 -4 8\ x 0 0 0 O0)x 0
2 -2 -4 8|2 -2 4 8|«x 0 0 0 Ofx, 0
= = f— x4 =0
00 0 2[o 0 o 2|x|]oo0 o0 2|x]| o
o o0 o0 1){0 0 0 1){x 0 0 0 1I)ix, 0

~

131



X, 1 (0 (0
N E P LR
x | * ollol1
0 0) o) Lo
1 2 4 8Y(x) (0
VOo): (A-dalx=0=|> = *°F {xz _|°
0 0 -1 2| x| |o
o 0 o0 o)lx,) lo
0
{xl—x—O { JB | o
X, =2Xx )
1

- Vectores de la base de Jordan:

1
0
w= |,
o
0
2 2 -4 8)\1 2
: . ., 2 2 -4 810 2
u, se obtiene mediante la expresion u;=(A-A;l)uz= = .
0 20 0
0O 0 0 1HM0 0
2
0
u= |
T
0
0
0
ws eV (L, =| |
1

Por tanto la matriz P tiene por columnas los cuatro vectores calculados u; ,
mientras la matriz J tiene tres bloques elemental de Jordan dos asociados a A=1y
uno asociado a A=2.
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S = O N
S O NN
S O O
— N O O

S O O

0 0 0
1 10
01 0
0 0 2

5.4 Hallar la forma de Jordan de la siguiente matriz, asi como la matriz P, tal que :

P'AP=]
-1 1 0
-1 -3 4 0
A=
-1 0 1 O
-1 4 -3
(Septiembre de 2003)
Resolucion:
Valores propios:
-1-1 0
-1-1 0 1
3-4 4
|[A-A1]=0= =0=>(-3-4)| -1 -3-1 4 |=0.
0 1-1
-1 0 1-4
-1 0 4 3-1
—1-4 1 292 A=-3m=2
(-3-A)(-3-1) =0=>(3-A) 1" =0=> :
-1 -1 4 =0m,=2
-)\41
01 0Yx) (0
VOu): (A-uDx=0=| 0 * O 0
o (A- X = =
: : 0 4 0lx| |0
0 4 0)\x, 0
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-1 0 1 0)f1 -1
_ , y -1 -3 4 o0 |[0] |-1

u3 se obtiene mediante la expresion uz=(A-A;us= Lo llo = Ll
-1 4 -3)10 -1

Por tanto la matriz P tiene por columnas los cuatro vectores calculados u; ,
mientras la matriz J tiene un bloque elemental de Jordan de orden dos
correspondiente a A; y dos bloques elementales de Jordan de orden uno
correspondientes a A;.

0 0 -1 1 -3 0 0 O

1 0 -1 0 0 -3 0 0
P= ; I= .

0 0 -1 0 0 0 0 1

01 -1 0 0O 0 0 O

5.5 Se define una aplicacion lineal 7 de P;(x) (espacio vectorial de los polinomios en
x y coeficientes reales de grado menor o igual que tres) en E,w(RR) (espacio
vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 definidas sobre R),

f:P3(x) > Exx(R), dela que se conoce que:

, ., (10 .. (0 0 2 1
Sx°) = f-2x) f(l-X){0 oj f(><)=(1 oj f(l-X){1 J

a) Obtener la matriz A de f en las bases usuales de P3(x) y Exx(R).

b) Hallar la base, dimension y ecuaciones de los subespacios nucleo e imagen de f.

c) (Es f inyectiva? (Es f sobreyectiva? ;Son Ker(f) e Im(f) subespacios
suplementarios? Razona las respuestas.

d) Sila matriz A representara un endomorfismo T: R YR 4, cual seria la matriz

mas sencilla posible semejante a A?.

(Febrero de 2004)
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Resolucion:

0
R

f()[

y
oo ol oo
J

2 1
SA=x)= [1

)= & J
o i )

2
fO&)=fE20) = f(x)=-2f(x)= (0 2}

ﬂ)[ 2}4@%:

1
= ()= /1)~ [ J:

La matriz de la aplicacion tiene por columnas las coordenadas de los
transformados de los vectores de la base B={1,X,X2,X3} en la base usual de

oo (3 00 0 00 1)

1 -1 0 2
|0 -1 0 2
1 0 1 0
0 -1 0 2
b) Nucleo de la Aplicacion:
Ax=0.
I -1 0 2)\(x 0 0
X, —x,+2x,=0 x, =0
0 -1 0 2| x, 0 . s 0 = -0 B 2
= —X. X, = x =
1 0 1 0fx| |O 2o e 10
X, =X, x, =2x,
0 -1 0 2)\x, 0 1

Imagen de la aplicacion:
Dim P3(x)=Dim Ker(f)+Dim Im(f)

4 = 1+ 3
1 -1) (0
0 -1(10

B]-m(f) 1 2 O ’ 1
0 -1) 10
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Ecuaciones de la Imagen de la aplicacion:

|
—
(=]
=

Ry

=0=>x,=x,

S = o ~
S

oS = O
Ko

=

¢) Caracter de la Aplicacion:
No es inyectiva, Ker(f)#{0}.
No es sobreyectiva Im(f)# Exx.
No es biyectiva.

No son subespacios suplementarios puesto que no perteneces al mismo espacio
vectorial.

d) Valores propios de A
1-1 -1 0

-2 -1
0 -1-4 0 2
|[A-Al]=0= =0=>01-)| 0 -1-2
1 0 1-12 0
0 -1 2-2
o -1 0 2-2
z_l_ﬂ“ 2 2,92 2
(1-2) =(1-2P(A* =) = A1-2)*(A-1)
-1 2-2
A=0m =1y =1
A=1m,=3 u,=?
1 -1 0 2)(x) (0
VO A-ahx=0=] 0 9 F |0
. (A- X = =l Al
: : 1 1 ollx| |0
0 -1 0 2)lx,) (o
0
x,=x,=0 2
By = :
-x,+2x,=0 0
1
0 -1 0 2)(x) (0
V() (A-dahx=0=| 0 = O 2% L]0
- (A- x=0= = .
? ? 1 0 0 0lx| |0
0 -1 0 1)lx,) (o
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x, =0

X, =2x, =>x=x,=x,=0;

2x, = 2x,

Bmz) -

S = O O

Como la dimension del subespacio propio no coincide con la multiplicidad
algebraica se continua calculando subespacios sucesivos hasta conseguir uno

de dimension dos.

Va(ha) = (A- LI x=0;

0 -1 0 2)0 -1 0 2)(x,) (0 0 0 O
0 2 0 2{0 20 2|x,| |0 2 0 -2
1 0 0 O0f1 0 0 Ofx| [0 -1 0 2
0 -1 0 1)lo -1 0 1){lx,) (O 1 0 -1
1N (0
x2:4:> 0 B 0 0
x:x:’ = ,
x,=2x, ~ R o]
0) \o
Vi(ha) = (A- AI)’ x = 0;
0 0 0 0Y)0 -1 0 2)x) (0 0 0 0
0 2 0 20 2 0 2|x,[ [0 -2 0 2
0 -1 0 21 0 0 O0fnx]| 0 0 0
01 0 -1)lo -1 0 1){x, -1 0 1
1 (0) (0
( 5 ol |1]]o0
x:x> = > >
27 %4 V3 (%) 0 o'l
0) \1)lo0
0
1 . : .,
u= 0 ;u3 se obtiene mediante la expresion uz=(A-Ax])uy
1
0 -1 0 2Y0) (1
0 20 21| |0
1 0 0 offo| |o]
0 -1 0 1){1) |0

u; se obtiene mediante la expresion u=(A-A1)us

X, 0
X, 0
X, B 0
X, 0
X, 0
X, 0
X, "o
X 0
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0 -1 0 2)\1 0
0O 2 0 20 B 0
1 0 0 0f[0] |1
0O -1 0 1T)AO 0

0

. : : 2

u; pertenece al subespacio propio del primer autovalor A; ; us= 0

1

0 01 O 0 0 0 O

2 0 0 1 0O 1 1 O

P= ; J= :
0O 1 0 O 0 0 I 1
I 0 0 1 0 0 0 1
|
-1 1 -1
5.6 SealamatrizA=| 0 0 -1]|.
0 1 -2
0 1 2 1
a) Dadoslos vectores x=|1|,y=|0|,z=|1],t=]|0 |, dos de ellos no pueden
1 1 0 0

pertenecer a una misma base de Jordan para la matriz A anterior. Di cuales son y

justifica la respuesta.

2
b) Obtener una base de Jordan que contenga al vectorz=| 1 |.
0

(Febrero de 2004)

Resolucion:

a)Valores propios de la matriz A; |A - M| =0.

-4 1 -1 i
0 -A -l =o:>(-1-x)‘1
0 1 -2-4

L PO P CINEAC2)]
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=S(1-A)AH20+1] =-(A+1)’=0
A=-1  multiplicidad algebraica = 3.
Vectores propios de A; (A-AI)x =0  Se calculan para A=-1.

01 —1)(x) (0 N (0
01 -1||x,|=|0|={x,=x;, >V(A=-1)=44a| 0 |+b| 1 |/a,pbeR;.
01 -1)\x 0 0 1

w

dim(V(A=-1))=2 = multiplicidad geométrica p=2 <3 = Matriz no diagonalizable.

Se pasa a estudiar subespacios sucesivos de A=-1 hasta llegar a uno de dimension

tres.
Vo(A=-1): (A-AD)’x = 0.
01 -1(0 1 -1} (0 0 0
(A-AD=|0 1 -1//0 1 -1|=|0 0 Of;
01 -1)lo 1 -1) (o 0o

1 0 0
Vo(A=-1)=1a| 0 |+b| 1 |+c| 0 |/a,b,ceR;.
0 0 1

Por tanto, no pueden ser simultaneamente vectores que pertenezcan a la base de Jordan
los vectores z e y dado que ambos son vectores que pertenecesn a V,(A) y tan solo
puede haber un vector de V,(A) en la base de Jordan.

b)
2
us=|1]|.
0

A continuacion se calcula el vector V(L) de la siguiente manera:

0 1 -1)\2 1
u,=(A-Al)-uz={0 1 1|1 |=|1];wmeV Q).
01 -1){0 1

Se debe elegir un nuevo vector para formar una base de R*. Como la dimension de
V(M) es dos y solo se ha utilizado un vector propio, u,, se debe escoger un vector
de V(1) linealmente independiente con uy y us
1
u, =0 |;u V(L)
0

La matriz J estd formada por dos bloques elementales de Jordan, uno de dimension
uno, correspondiente a el vector uy y otro de dimension dos correspondiente a los
vectores uz y us.

139



—_—
S = N

5.7 Se considera el endomorfismo  fde R 3 que respecto de la base usual tiene la
siguiente expresion:

X 3x+y
fly|=|3y+2z]|.
z 3z

a) Hallar Ker(f) e Im(f).
b) (Es fdiagonalizable? Hallar la matriz mas sencilla posible semejante a A (A
matriz del endomorfismo en la base usual), asi como la correspondiente

matriz regular P.

-1\ (-3} (2
c) Hallar la matriz de la aplicacion enlabase <| 1 |,| 1 [,| 0
0 0

(Febrero de 2005 )

Resolucion:
a)
1. Ker(f)
X 0 3x+y 3x+y=0
fly|=|0|=]3y+2z |=<3y+2z=0=>x=y=2z=0= Ker(f)=
z 0 3z 3z=0
. Im(f)
Dim E=Dim Ker(f) + Dim Im(f)
3 = 0 + 3

Dim Im(f)=3=Im(f)=R’
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b)

Matriz de la aplicacion:

>
Il
S O W
S W =
W NN O

Valores propios de A:
A=3  m=3.

Vectores propios:

0

g x,=0

VA) = (A-ADx=0=> x, =0 |=> 0
X 0

oS O O
S O =

0
2
0
1
V(A=3)= XER3/x— = By, =1| 0

La dimension del subespacio V(L) deberia ser tres para que la matriz sea diagonalizable.
Por tanto, la matriz A, no es diagonalizable, por lo que calcularemos la matriz de
Jordan.

Va(M)=Ker(A-31)’={x € R’ / (A-31)* x=0}.

01 0)o 1 0) (0 0 2
(A-31)*=|0 0 20 0 2|=/0 0 0.
00 0/l0 0 0) 0O 0 O
0 0 2\(x) (0
(A-31)’x=0= |0 0 0| x,|=|0|={x,=0
00 0)lx,) (0
X, 1Y (0O
Vo(M)= 1xeR’/x=|x, =B, =901
0 0) (0
Vi(LM)=Ker(A-31)’={x € R’/ (A-3])’ x=0}.
0 0 2Y0 1 0) (0 0 0
(A-31)=|0 0 0|0 0 2|=/0 0 0.
0)l0 0 0/ (0 0 0O
0
Vi(M)=xeR'/x=|x, | =B, = 10,10
0
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Para formar la base de R® se debe tomar un vector perteneciente a V3(1), uno

perteneciente a V() y otro perteneciente a V(A).
uz € V3(7») — Vz(?h)
0

uz=| 0 |[;
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w=(A-31) u=| 0

w=(A -3 1) u=| 0

2

PlAP=




41 00 0 OO
041 0 000
00 40 000
5.8 SealJ=|0 0 0 4 0 0 0| laforma de Jordan de una matriz A. Obtener los
00 00 3 10
0 000 0 3 1
0 000 OO0 3
valores propios de A y la dimension de los subespacios Vi(A) correspondientes,
siendo Vi(L) =Ker(A-AD)",
(Febrero de 2003)
Resolucion:
Las matrices semejantes tienen los mismos valores propios. J y A son matrices
semejantes, luego AM=4 m;=4 ; A=3 my=3.
Dimensiones de los subespacios:
Para A;=4.
dim(V(\1))=2 dim(V,(M))=3 dim(V3(\1))=4.
Para A,=3.
dim(V(A2))=1 ; dim(V2(A2))=2; dim(V3(A2))=3.
|
a l 0 0
5.9 SeaM= 0 a 20 ,ackR.
0 0 a O
0 0 0 a

a) Estudiar para qué valores de a es diagonalizable la matriz M.

b) Hallar la matriz mas sencilla posible, semejante a M para a=1, asi como la
matriz P correspondiente.

(Septiembre de 2004)

Resolucion:

a) Valores y vectores propios:
- Valores propios

A=a m=4
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Vectores propios

o o
T
=<'
J\l\

7~ N\

o o o o

I

I

N\

xl x2 x3 x4

|

7\

V(A)  Ker(M-al), {

2 <m=> Matriz no diagonalizable

M:

Ker((M-AD)?).

:

Va(A=1)

S —~ O O

=

BVZO\,

i

Vectores que se eligen:

Vi3(A=1)

=

Bvia

|

ll4€V3(7\,)-V2(7\.) = U4
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01 0 0Y0) (0
ts=(AAD = 002 0j0| |2|
000 O0[1] |0
o0 0 o0o)lo) Lo
01 0 0Y0) (2
112:(A_M)u3:0 02 0|2 o]
000 0[0| |0
o0 0 oj)lo) (o

use V(M) y es linealmente independiente a ug,u3 y u = us=

- O O O

La matriz J; tiene dos bloques elementales de Jordan, uno de dimension uno
partiendo del vector u; y otro del dimension tres que se obtiene partiendo de
los vectores u, , uz y uy,

0

SO O O =
S = = O
S O O N
S O N O
S = O O

1
0
0

5.10 Se sabe que el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A es:
P)=-(A-1)(A+2)(+3)°
a) (Cual es el orden de la matriz A?. ; y su determinante?
b) ( Cuales son las posibles formas de Jordan de la Matriz A?
( Septiembre de 2004)

Resolucion:

a) La dimension de la matriz coincide con el grado del polinomio caracteristico.
La matriz A, por tanto es una matriz 5x5.

El determinante coincide con el producto de los valores propios de la matriz.
Det(A) = (1)(-2)(-3)’=54

b) Hay tres posibles formas de la matriz de Jordan, solo depende las
multiplicidades geométricas del valor propio A=-3
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i. Dim V(A=3)=3 Matriz Diagonalizable

1 0 0 0 O
0O -2 0 0 O
J=D={0 0 -3 0 O
0 0 0 -3 0
0 0 0 0 -3

ii. Dim V(A=3)=2 Matriz no diagonalizable

1 0 0 0 O
0O -2 0 0 O
J={0 0 -3 1 O
0O 0 0 -3 0
0O 0 0 0 -3

iii. Dim V(A=3)=1 Matriz no diagonalizable

1 0 0 O O
0 -2 0 0 O
J={0 0 -3 1 O
0O 0 o0 3 1
0O 0 o0 0 -3

I 1.0 0 00
01 0 00O
) ) 001 10O
5.11 Sabiendo que la forma de Jordan de una matriz A es: J=
000110
000010
0 00 0 O0 2

a) Calcular, de forma razonada, el determinante de A’.

b) Valores propios A; de la matriz A, indicando para cada uno de ellos:
i) Multiplicidad algebraica m;.
i1) Multiplicidad geometrica L.

iii) Dimension de los subespacios Vy(A)=Ker(A-MI)P que se calculan para
obtener la matriz P de semejanza.

¢) Dimensiones de los subespacio Nucleo e imagen del endomorfismo f asociado
a la matriz A

( Septiembre de 2004 )

146



Resolucion:

a) Dos matrices semejantes tiene los mismo valores propios y el mismo
determinante, por tanto:
Det(A)=Det(J)=(1)° 2=2
Det(A”)=(Det(A))'=2"=128
b) Valores propios de A:
A=1 m=6
{/12 =2 m=1
DimV(A=1),coincide con el numero de boques elementales de Jordan correspondientes
a A=1, por tanto dimV(A=1),

Se van calculando subespacios hasta llegar a uno con dimension igual a la multiplicidad
algebraica, por tanto:

dimV,(A=1)=4 dimV3(A=1)=5
Para A=2 la multiplicidad algebraica y geometrica coincide m=p=1, dimV(A=2)=1
¢) Como A=0 no es valor propio de la matriz A, Ker(f)={0}
Por tanto, Dim (Ker(f)) + Dim(Im(f))=Dim( R°)
Dim(Im(f))=6
Im(f) =R°
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6

FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS
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6.1 En el espacio vectorial R> sobre R se define una forma cuadratica:

(p(x) =22 X,X, - X, , referida a la base usual.

a) Hallar la forma polar asociada a ¢.
b) Diagonalizar ortogonalmente (o(x) por el método de los valores propios,
obteniendo la matriz de paso P.
¢) (Qué relacion existe entre la matriz que caracteriza a go(x) en la base usual y la
matriz P?
d) Clasificar la forma cuadratica. Hallar su signatura.
0
e) Siendo x = (J en la base usual, hallar un vector conjugado a ¢l.
(Febrero 2002)
Resolucion:
a) Expresion matricial de (p(x) =22 XX, -X,
12 O \/5 X]
olx)=op|x, x,)|=x, x
0= elis ][ [
Su forma polar f(x, y) tiene asociada la misma matriz, luego:
0 V2\(v
f(x,y) = (Xl Xz) H= ‘/EX1Y2 +\/§X2Y1 XY,
\/E -1 )\Y,
Otra forma de obtener directamente la forma polar f(x, y) de (p(x) consiste en
aplicar la férmula:
1
f(x, y) = S [o(x+y)-plx)-0(y)] =
1
:E [2\/5()(1 Yy (X, +y,)—(x, + Y2)2 - Zﬁxlxz +X22 - 2*/5}’1}’2 + Y22J
- \/EX1Y2 + ﬁxz)’l - XY,
. . . 0 V2
b) Se calculan en primer lugar los valores propios de la matriz A =

V2o -1

asociada a ga(x) y a f(x, y) en la base usual:

A A2
V2o—1-2

=0 & AF+1-2=0 < A=10 A=-2.
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A continuacion se toma un vector propio asociado a cada valor propio:

Para 4, = I:
(ﬁl —@U:@ o —x, 71, 20 & x, =2x,: {f]

Para A, =-2:

(B s o e

Se observa que los vectores v, y v, son ortogonales.

Para obtener una base de vectores propios ortonormal, se multiplica cada
vector por el inverso de su norma.

Las normas de estos vectores son: ||V1|| =3y ||V2|| = 3.

Por tanto, una base de vectores propios ortonormal es:

7 2] [+
s Vi Vo [ )L (N2) LAY s 3
? %ﬁuﬁ{ﬁh}ﬁ@%‘ |2

5\

La matriz de paso de la base usual a la base B* tiene por columnas las
coordenadas de los vectores de ésta referidos a la base usual:

AR
oo |3 ﬁ_l[ﬁ -1}

12| Bl V2

V33
La expresion de (p(x) en la base B* de vectores propios es la forma canonica:
(1 0 (x 2 D2
o= )y ) G 2
_ X,
Se cumple la siguiente igualdad que relaciona las matrices A y D asociadas a
¢(x) en las bases inicial y la base B* respectivamente:
D=P"A-P

, (N2 1Yo N2) 1 (N2 1)
PAP‘_LIﬁMﬁ—Jﬁt ﬁ}

¥l )l Ul



d)

e)

A, =1, A, =-2. Como un valor propio es positivo y el otro negativo, la forma
cuadratica es indefinida y su signatura es (1,1).

Los vectores x e y son conjugados < f(x,y) =0

yl J . ) (0] -
conjugado con x = NE

Para hallar un vector y = [
Y,

fx, )= (0 1)@5 f] @
1

Por ejemplo, si y, =1, el vector y= ( \EJ es un vector conjugado de x.

jzo g \/EY1_Y2:O <:>Y2:\/EY1

6.2 Sea (p(x) =x'A x, donde A es una matriz simétrica de orden 3 no regular tal que

b)

¢)

1 1
Al =1|=(1)-| -1].
0 0

. Se puede afirmar entonces que (o(x) es semidefinida negativa?

Es verdadero, pues 4, =0 y A, =—1 son autovalores de A, por lo que al ser A

simétrica uno de ellos serd un autovalor doble. En cualquier caso, ya sea
J, =0 doble o A, =—1 doble, la forma cuadratica @(x) es semidefinida

negativa.

Es falso, lo tnico que podemos afirmar es que go(x) no es ni definida positiva,
ni definida negativa, ni semidefinida positiva.

Seria verdadero si traza(A) = -4.

Razonar qué respuestas son correctas de entre las anteriores.

(Septiembre 2002)

Resolucion

La matriz A es singular < A, =0 es autovalor de A.

Como: A-v=(-1)- v,dondev= (1 -10)" < A, =-1 es autovalor de A.

a) Que la matriz A sea simétrica, no implica que tenga autovalores multiples. No

se conoce el tercer autovalor. No es cierto que la forma cuadratica sea
necesariamente semidefinida negativa, pues el tercer autovalor puede ser
positivo.
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b)

Sélo se conocen los dos autovalores A, =0(lo que indica que la forma
cuadratica no puede ser definida, ni positiva ni negativa) y 4, = -1 (tampoco
puede ser semidefinida positiva). Puede ser semidefinida negativa o
indefinida.

Que traza(A)=-4 & A4 +A4,+4,=-4 S 0+(-D+4, =-4 < 4, =-3.
En este caso la afirmacion es cierta: la forma cuadratica tiene dos autovalores
negativos y uno nulo; es, por tanto, semidefinida negativa.

6.3

En el espacio vectorial R? sobreR referido a la base B = {e,,e,} se define la
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forma cuadratica: qo [go(x X,)" ] 5x,0 —4x,x, +8x,”.

a) Determinar la expresion de ¢(x) en la nueva base: B = {u,v}, siendo
u=e, +e,, v=—e, +e,

b) Calcular la forma polar asociada a qp(x) en la base B.

¢) ¢(Son conjugados los vectores u y v del apartado a)?

d) Diagonalizar ortogonalmente la forma cuadratica (p(x), hallando la nueva
base.

e) Enunciar la ley de inercia de Silvester. Hallar la signatura de (o(x) y
clasificarla.

(Febrero 2003)

Resolucion:

Expresion matricial de ¢(x) en la base inicial B:

ox) = olx, x,)]=(x, Xz)(—sz _82J[zj

La matriz asociada a ¢(x) en la nueva base B’ se obtiene mediante la relacion:

A, = P'A,-P,

5 =2
donde A, = [ ) es la matriz asociada a ¢(x) en la base B

1

vy

Entonces:

o)

2
1
y lamatrizP = ( ] es la matriz de pasode Ba B'.



b)

d)

Expresion matricial de ¢(x) en la base B
' ! 9 3 le )2 v " \2
(p(x)=(x1 xz) , =9<X1) +6 X, X2+17<X2) .
3 17)(x,

La forma polar de ¢(x) en B es la forma bilineal:

5 =2)\(y
fix,y)= (Xl Xz)(_z ] J(ylj = 5X,y, —2X,¥Y, = 2X,y, +8X,Y,.
2

También puede hallarse la forma polar f(x, y) mediante la formula:
1
fix, ) = 2 [olx+)-0(x)-0(y)]

Dos vectores u y v son conjugados si y sélo si f(u, v) = 0:

Sin embargo la imagen por f de los vectores u'y vde B" no es nula:

5 =2)(-1
f(u, v) = (l 1)(_ 2 g j( | j =3#0. Por tanto, no son conjugados.

-2
Se calculan en primer lugar los valores propios de la matriz A = ( 5 g j

asociada a (p(x) y a f(x, y), en la base inicial B:

‘5—1 -2

=0 < A -131+36=0 < 1=90 A=4.
~2 8-

A continuacion se toma un vector propio asociado a cada valor propio:

Para A, =9:

-4 -2)(x, 0 1
= S -2%x,-%x,=0 & x,=-2x;: v, =
-2 -1){x, 0 -2

Para A, = 4:

1 -2)(x, 0 2
= S X, —-2x, =0 & x,=2x,:v, =
-2 4 )\x, 0 1

Se observa que los vectores v, y v, son ortogonales.

Para obtener una base de vectores propios ortonormal, se multiplica cada
vector por el inverso de su norma. Las normas de los vectores son: ||V1|| =5

v [va] = 5.

Asi, una base de vectores propios ortonormal es:

L2
ot et E T
J5) 5
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9 0
La matriz asociada a ¢(x) en la base B* es la matriz diagonal D = (O 4j .

Por tanto, la expresion de (o(x) en la base B* de vectores propios ortonormal
es la forma candnica:
(9 0)(x, 2 " \2
gz)(x)Z(x1 xz) ! =9(x1) +4(x2) .
0 4)\x,
Ley de inercia de Silvester: El niimero de coeficientes positivos, p, y el

numero de coeficientes negativos, ¢, de una forma cuadratica real ¢ expresada

en forma canonica es invariante al cambio de base ortonormal. Al par (p,q) se
le llama signatura de la forma cuadratica ¢ .

En este caso: signatura de ¢ = (2,0). Es una forma cuadréatica definida
positiva.

6.4 Secan los vectores x = (x1 X, X X4)t e y= (y1 Y, ¥; y4)t. Expresar en funcion

de estas coordenadas la forma polar f(x, y) asociada a las siguientes formas
cuadraticas:

a)
b)

(0(X)=2X1X2 - X3Xy
@(X): X12 —3X,X; +X42

(Septiembre 2003)
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Resolucion:

01 0 0 )(x

qJro o o |l

¢(X):(X1X2X3X4) 0 0 0 _% .

3

00 - 0 |ix,

0 1 0 0 y,

t 1 0 0 0 Y,
f(X:Y):(X1X2X3X4) 0 0 0 _% y =

3

00 - o ly,

= XyY, X, _EX3Y4 _EX4Y3-



10 0 0)(x,

0 0 -3 0] |x

b) (p(X): (Xl X2 X3 X4)t 5 A 2
0 —A 0 0 X,

0 0 0 1) \x,
1 0 0 0 Y,

0 0 -3 0]y

fx, y) = (x,%x,x,%,)" s A 2|
0 -% 0 of|v
o 0o o 1)\
= X4y, _EX2Y3 _5X3Y2 +X,Y,-

Nota.- También puede hallarse la forma polar f(x, y) mediante la férmula:

fx,y) = % [p(x+y)-p(x)-0(y)]-
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7

PRODUCTO ESCALAR
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7.1 Indicar razonadamente cuéles de las siguientes matrices pueden estar asociadas a
un producto escalar :

Lo 3 1 2 3 1 21 1 2 3
A= , B={4 5 6|, C=(2 6 0, D=2 3 1
4 5 6
7 8 9 1 0 4 313
(Enero 2001)

Resolucion:
Para que una matriz represente a un producto escalar en una cierta base, debe
cumplir las siguientes condiciones: ser cuadrada, simétrica y definida positiva.
La matriz A no es cuadrada, por tanto no representa un producto escalar.
La matriz B no es simétrica, por tanto no representa un producto escalar.

La matriz C es cuadrada, simétrica y definida positiva, ya que todos sus menores
principales son positivos:

1 2 1
1 2
A=1>0, A,= =2>0y A;=12 6 0/=2>0. Por tanto la matriz C si
1 2 2 6 3
1 0 4

puede estar asociada a un producto escalar.

La matriz D es cuadrada y simétrica, pero no es definida positiva, ya que:

1
A=1>0 pero A,= 5

2‘ =-2<0. Luego, la matriz D no puede estar asociada

a un producto escalar.

7.2 En el espacio vectorial R® se define, para una base B = {ey, €3, €3}, un producto
escalar representado por la matriz:

2 -2 0
G=|-2 3
0 2

a) Estudiar si R’ tiene estructura de espacio euclideo.

b) Calcular la norma del vector e+ e.

¢) A partir de la base B, utilizando el método de Gram-Schmidt, obtener una base
ortonormada B”’.
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d) Indicar como se relacionan las matrices asociadas al producto escalar en las
bases B y B’’. Comprobarlo.

(Septiembre 2001)
Resolucion:
2 -2 0)(x,
a) <X,X> = (x1 X, X3)' 2 3 2 x, |= 2% —4xixp + 3x0” + 4xpx3 + 5%5°
0 2 5){x;

Utilizando esta expresion matricial, podemos comprobar si se cumplen los
axiomas de producto escalar.

i) Positividad: <X, X> >0 vy <x,x> =0=x=0, VxeR’

G es definida positiva, ya que todos sus menores principales son positivos:
A=2>0, A,=2>0, A,=2>0
por lo tanto, se cumple la positividad.
ii) Simetria: <x, y> = <y,x> , vx,y e R’
Se cumple por ser G simétrica.
iii)Bilinealidad: <x, ay + Bz>: a'<x,y> + B -<x,z> Vx,y,ze R’ AVa,B,e R
Se cumple por cumplirse la bilinealidad en el producto de matrices.
Por lo tanto, R’ tiene estructura de espacio euclideo.
b) e +e)f’= (e +e,. e, +e,) =(e.e) +2(e.e) + (e, e)=2-4+3=1.

Luego,

|e1 +e2|| =1.

c) Sea B ={ey, ey, e3} la base que hay que ortonormalizar.

Llamemos B’= {e;,e;,e3 } a la base ortogonal que obtengamos por el método
de Gram-Schmidt y B’’ = {e; ,e, ,es } ala base ortonormal. Asi:

e, =¢, =(1 0 0)
e, =e,+Ae, =(0 1 0)+a(l 0 0)=( 1 0)

(e, eNV=0=(x 1 0)-(1 0 0)Y=0c

2 -2 0) (1 2
A1 0)-|-2 3 2/40/=0( 1 0):|-2]|=0=21-2=0
0 2 5)10 0

Luego, A =1 = e, =(1 1 0)
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e,'=e,+oe,'+Pe,'=(0 0 1) +al 1 0)+B(1 0 0) =(a+p o 1)

2 -2 0)(1
(e, e, V=0 (a+p a 1)|-2 3 2||I|=0
0 2 5)l0
0
(a+Bp o 1)]1|[=0=a+2=0=>0=-2
2
2 -2 0)(1
(e, e,V =0=(a+p a 1)[-2 3 2||0|=0s
0 2 5Jl0
2
(a+p o 1)[-2|=0=20+2p-20=0=P=0
0

Luego, e,'=(-2 -2 1).
Base ortogonal: B’={ e1’= el1, e2’= e;tey, e3’= - 2e1-2e,+ e3}=
={(100),(110),(-2-21)17.

A continuacion se calculan las normas de los vectores:

= e = 2.
e, = e, +e,] =1.
ey|= - 2¢, -2, +e | = (-2 -2 1)-(-2 -2 1)) =
2 -2 0Y-2 )
= (-2 =2 -2 3 2|-2[={0 0 1)[-2|=+1=1
0 2 5\1 1

LX) 1 ’9 tx)
Base ortonormal: B>’ ={e; = Eel’ e; =e;tey e =-2e-2e+ e3}=

{% 0 Ojt,(l 1 0),(-2 -2 1)}.

d) SiG es la matriz del producto escalar en la base B y llamamos G a la matriz
del producto escalar en B , la relacion entre esas dos matrices es la siguiente:

G =P"“ G P, siendo P la matriz de pasode Ba B, asi
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1
— 00 — 1 =2
) \/5 2 - «/5 1 0 0
G =P"GP= 1 1 0f-[-2 3 2| 01 -2|=/01 0
-2 -2 1 0O 2 5 0 0 1 0 0 1

7.3 En un espacio euclideo E; se define un producto escalar referido a una base
ortonormal B = {uy, uy, u3}. Se efecttia un cambio de base, siendo la nueva base:

B’= {e;= U, &2=-u;tu, e3=-u+ uz}. Se pide:

a) Calcular la matriz asociada al producto escalar en B.
2 0

b) En B’ se consideran dos vectores x=|1| e y=| 1]|. Hallar el angulo
1 -1

que forman dichos vectores.

(Febrero 2002)

Resolucion:

a) La matriz G de este producto escalar, referida a la base ortonormal

1 00
B = {uy, uz, u3}, es la matriz unidad de orden tres: Gg=|0 1 0 |=1s.
0 0 1
1 -1 0
Lamatrizdepasode BaB’es: P={0 1 -—1].
0 0 1

Como la relacion entre las matrices G del producto escalar en dos bases
diferentes es que son congruentes, es decir, Gg- = P'-Gg P, se tiene que:

I 0 0)(1 O O)(l -1 O I -1 0
Gg=|-1 1 0|0 1 OO 1 —-1|=|-1 2 -1].
0 -1 110 0 1){0 O 1 0 -1 2

(xy)

b) El angulo que forman los vectores viene dado por: Cos 0= ——

vl
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1 -1 0Y(0 -1
(xy)=(2 1 1)|-1 2 -1|-| 1|=(2 1 1)/ 3|=-

0 -1 2|1 _3
1 -1 0)(2 1
I =Jxx)= [ 1 D1 2 -1f{1|=]@ 1 1)]-1|=+2
0o -1 2){1 1
1 -1 0y 0 )
Il =+/(yy) = O 1 -1)[-1 2 -1 1|=1]0 1 -1} 3| =6
0 -1 2)-1 ]

Cos 0= ﬂ— —2_-1

De otra forma: Trabajando con los vectores x e y en la base B (que es
ortonormal). Para ello debemos calcular las coordenadas de x e y en B:

x,) (1 =1 0)(2) (1 y,) (1 =1 0)( 0} (-1
x, =10 1 =1|-|1]=]0] , |y,|=]0 1 —=1]| 1]|=| 2
x;) 0o 0 1)l1) 1 y,) Lo 0 1)(-1 1

Asi se tiene que:

(xy) (0 D=1 2 =1) 1(=D+02+1()_ -2 _ -1

<yl 26 Ji2 J2 BB

Cos 6=

7.4 Indicar razonadamente cudles de las siguientes matrices pueden estar asociadas a
un producto escalar:

| 3 4 1 3 7 I 2 210
A:(O ) SJ’ B=|5 2 3|, C=|1 -3 , D=1 2 2
7 5 4 4 1 0 2 3

(Septiembre 2002)

Resolucion:
Para que una matriz represente a un producto escalar en una cierta base, debe
cumplir las siguientes condiciones: ser cuadrada, simétrica y definida positiva.
La matriz A no es cuadrada, por tanto no representa un producto escalar.

La matriz B no es simétrica, ya que B# B', por tanto no representa un producto
escalar.
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La matriz C no es simétrica, ya que C= C', por tanto no representa un producto
escalar.

La matriz D es cuadrada, simétrica, ya que D = D', y definida positiva, ya que
todos sus menores principales son positivos:

[\S)

1 0
21
A=2>0, A2=‘1 2‘=3>0 y A,=|1 2 2/=12>0. Por tanto la matriz D
0 2 3

si puede estar asociada a un producto escalar.

7.5

Consideremos el espacio vectorial real de los polinomios de grado < 2, Py(x), y

sea la aplicacion :

() P,®xP,x)> R

P9~ {p.a)= [ pxaedx
Probar que dicha aplicacion es un producto escalar.
Hallar la matriz G de dicho producto escalar en la base B ={1, x, x*} de P»(x).
(Es la base B ortonormada? Razonarlo.
Dados los vectores p(x) = 3x% +1 y q(x) = 2x +1 referidos a la base B,

calcular el valor de la integral Ll p(x)q(x)dx sin efectuar la integracion.

A partir de la base B, hallar una base ortonormada por el método de Gram-
Schmidt.

(Enero 2003)
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Resolucion

a) Para que la aplicacion dada sea producto escalar ha de verificar:

Positividad: (p,p) >0, VpelP,, esdecir:

(p.0)= [ p@)p@)dx= [ [p(x)Pdx 2 0.

Simetria: (p.q) = [ p(a@dx= [ qx)p@dx=(q.p). ¥p.acPs
Bilinealidad: (p,(ovq+pr))= Ll p(x)[orq(x) + Brr(x)]dx =

=a- [ pexra@dx+ B+ [ p(x)1(0dx = (p.q)+B - (p.1)

Vp,qreP, y Va,felR.



Como verifica los tres axiomas es producto escalar.

b) Enlabase B= {1, x, x*} la matriz G es de la forma:

11  (Lx) (1,x*)
G= <1,x> <x,x> <X,X2>
<1,x2> <X,X2> <X2,X2>

Se calculan los elementos de G:
[ ldx=[1]" =2
1,x)= [ Ixdx=[x2/2]1"1=0

1,x> [ 1-x>dx=[x/3]"=2/3

x,x> L xx> dx= Ll x*dx=[x"4]"=0

2

X7, X > I x*x*dx= Ll x*dx = [x/5]7 =2/5

(L1)
{
<
(ox)= [ xxdx= [ x*dx=[x/3]"/=2/3
<
<

2 0 2/3
Luego, G=| 0 2/3 0
2/3 0 2/5
c) Labase B no es ortonormada, ya que para serlo la matriz G deberia ser I3, y
no es.
2 0 2/3 1 2
d) Llp(x)q(x)dx=<p,q>=(103)- 0 2/3 0 [-]|2]=(103)|4/3]|=
2/3 0 2/5) \0 2/3
4

e) Sea B={ej, e, e;} la base que hay que ortonormalizar.

Llamemos B’= {el’,ez’,e3’} a la base ortogonal que obtengamos por el método
de Gram-Schmidt y B’’ = {e; ,e, ,e; } alabase ortonormal. Asi:

e, =¢,=(1 0 0)
e, =e,+xe, =(0 1 0)+a(l 0 0)=( 1 0)
(e, e,N=0=(x 1 0)-(1 0 0))=0c

2 0 2/3)(1 2
(10 0 2/3 0 |-|0|=0=( 1 0)] 0 |=0=21=0
2/3 0 2/5)10 2/3
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Luego, A =0 = e, =(0 1 0)

e,'=e,+oae,'+Be,'=(0 0 1)+a(0 1 0)+p(l 0 0)=B o 1)

20 2/3) (0
(e, e,Y=0=PB o 1) 0 2/3 0 1|=0
2/3 0 2/5) |0
0
B o 1) 253 :0:>§oc:0 = o =0.
0
2 0 2/3
(e, e,V =0=0B a 1) -] 0 2/3 0 |-|0]=0&
2/3 0 2/5
2 1
B a 1)| 0 =o:>2[3+2/3:0:>[3=-g
2/3

Por tanto, e,'=(—1/3 0 1).
s £} ’ b 1
Base ortogonal: B’={e;=e;, e2=€;, e3=- Eel + e3}=

={(1 0 0),(0 1 0)t ,(-1/3 0 l)t}.
A continuacion se calculan las normas de los vectores:

e = ‘(l 0 0)[=le,)=+v2 (valor obtenido de G)

e,[= [0 1 0)|=e,|= \/% (valor obtenido de G)

eif=-1/3 o 1| =y(=1/3 0 1)-(-1/3 0 1)) =

2 0 23)\(-1/3 0 :
=13 0 10 23 0 H 0 |=|-1/3 01} 0 |= =
23 0 2/5) 1 8/45

9 1 29 3 2 45 1
Base ortonormal: B’ ={e; = — e, €, = ,|— €3, e3 = .[— [——e1t e3]}=
{eq Nl 1, € \/; 2, €3 = 4 2 [ o 3]}

o ol o )
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7.6 En un espacio vectorial E de dimension 3 referido a una base B={ej, e,, €3} se

1 10
define un producto escalar mediante la matriz G=|1 2 0 |. Determinar una base
0 09
ortonormal de E respecto de dicho producto escalar
(Septiembre 2003)
Resolucion
B = {eq, e, €3}
Bortogonal = {€71, €72, €3}
Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
e’1=e;
er=e;tae’;
e3=estae’ + e,
Obtencion de los vectores:
1
e1=e;=>C(e’,), =0
0
a 0 o
er=e,tae s =Ce,),=|0 |+ 1]|=1
0 0 0
1 1 0)1 1
(€,,¢)=0=(a,1,0)|1 2 0 0|=0=(a,1,0)| | |=a+l=0=a=-1
0 0 9){0 0
-1
=C(e’,), =| 1
0
o -f 0 a-pf
es=estoe +Per=>C(e),=|0|+ B |+|0|=| B

0 0 1 1
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1 1 0)1
(e, )=0=(a—B,BD|1 2 0[|0|=0=(a— ﬂﬂl) 1|=a=0
0 0 9J(0
1 1 0Y-1 0
(ee3)=0=(@-A.AD[1 2 0| 1 |=0=(@-AAD|1|==0
00 9J(0 0
0
= C(e’y),; =0
1
Bortonormal:{ul s U2, U3}
— e1 — e2 — e3
U = W, = Uy =
e Colenl e
||er1||:\/<er1,e \/el,el \/T \/_—1
1 1 0Y)-1 0
le,[=y{e e = [(LLO) T 2 0o 1 |= |(-1,L,0)| 1 |=+1=1
00 90 0
||e'3||=\/<e'3,e \/es,e \/: V9 =3
1 -1 0
ol 1 : -1 o1 1o
u, = ol —l— 0|;u,= e’Z = 0 =l 1|, wu= s —L— 0
R Y P A el ™5
3

7.7 Sea Py(x) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que dos
en X con coeficientes reales. Se define la aplicacion:

fiPx)xP,x) >R
.9) > (p.9)= [ p@)g(x)dx

a) (Es fproducto escalar?. Razonar la respuesta

b)  (Existe algiin polinomio de grado dos en P(x) que sea ortogonal al 1 y a x? En
caso afirmativo hallar uno.

c¢) Si la aplicacion estuviera definida sobre P,(x), el espacio vectorial de los
polinomios de grado menor o igual que n,
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2 1
,..., X2 Demostrarlo.

i) (Existiria algiin polinomio de grado n ortogonal a 1, x, x
ii) Calcular la matriz de fen la base {1, x, X%, ..., x"", x"}

(Enero 2004)

Resolucion

a) Si es producto escalar, ya que cumple las tres condiciones:
Positividad:

[ P)p@)dr 20 Vp(x) €B,(x): i [ p)p()dv=0 = p(x)=0

Simetria:

[ P = [ g(x)p(dy Yp(x).q(x) € P, (x)
Bilinealidad:

ﬂ(ap(x) + LBq(x))r(x)dx :aﬂp(x)r(x)dx + ﬂﬂq(x)r(x)dx vp,q,r e, (x) Va,f e R

b) p(x)=a+bx+cx2;

bx’> cx’ b c
,1)=0; +hx+ex)H)dx =0 ax+—+—| =0=>a+—+-—=0
<p(x) > ﬂ(a X +cx”)ldx ax 5 3 } a 513

2 3 4 1
{p(x),x)=0; £(0+bx+cx2)xdx=0;:a; +b’3C +Cx} a b c

=>c=-b=>b=-6a

6a+3b+2c=0
6a+4b+3¢c=0

p(x)=a—6ax+6ax’; Sia=1 el polinomio seria p(x)=1-6x+6x";
c)
i) p(x)=a+bx+cx’+...+wx"

Deberia verificarse:

<p(x),1>:0;:> ﬁ(a+bx+cx2 +...+wx")ldx =0;

2 n+l 1

X wx w
Sax+——+...+

:0:>a+é+£+...+—=0
o 2 3 n+l

<p(x),x>:O;:> E(a+bx+cx2 +...+wx")xdx =0,

1
ax®  bx’ wx"? a b c w
=+ +...
2 3 n+2
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n-l1 ! 2 ny ,.n-1
<p(x),x >=O;:>L(a+bx+cx + . +wx")x" dx =0;

a b w
=0=>—+—++ +.+—=0
n n+l n+2 2n

+
2 3 n+2

1
axn bxn+1 wan i|

Esto representa un sistema de n ecuaciones con n+1 incognitas, homogéneo:

C w
at+t—+—+...+——=0

3 n+l
42,5, + Y =0
2 4 n+2
ﬁ+L+ +...+—=0
n n+l n+2 2n

Un sistema homogéneo tiene siempre solucion , ademas si el nimero de incognitas
(n+1) es mayor que el numero de ecuaciones(n) la solucion sera distinta de la soluciéon
trivial..

ii)
(L1) = [11dc =], =1 (Lax)= [ Lxely = %} = %

1
<1,x2>=£1-x2dx=%3} =§' <1,x">=£1-x”a’x=x } _

n+1 o 4+l

1 1
<x2,x2>:£x2-x2dx:§} :% <x2,x3>=£x2'x3dx=%} =%

0

ne3 ! 1
. <x2,x”>=Exz-x”dx=:+3l:n+3

o\ (o _x2n+ll_ 1
<x - >_Lx xdx_2n+ll_2n+l
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La matriz del producto escalar sera:

| !
2 3 n+1
o1 !
2 3 4 n+2
6| L 1 1 !
3 4 5 n+3
1 1 1 1
n+1 n+2 n+3 2n+1

7.8 En el espacio vectorial R’ se define un producto escalar cuya matriz en la base

2 0 1
usual Bes: G=|0 1 0].
1 0 2

a) Obtener una base ortonormada B’ a partir del siguiente sistema de vectores,
utilizando el método de Gram-Schmidt:

S={100),(010),(001),(111)}
b) Obtener la matriz de paso de B a B’

c¢) Expresion del producto escalar en la base B’

(Septiembre 2004)

Resolucion

a) Para obtener una base a partir de un sistema de vectores se deben extraer los
linealmente independientes.

En la familia S hay solo tres vectores independientes , se pueden elegir

1 0 0 1
e ,=|0| e,=|1| e,=|0],elvector |1 | es dependiente de los anteriores.
0 0 1 1

Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt:
u1=e’1
w=e 2+ o uy

u3=e’3+ oup+ B u
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—_

u1=e'1:> u, = 0

0
0 a a
w=eHrtou =u,=1+|0]=]|1
0) (0 0
2 0 1)1 2
(upu)=0=(r,1,0)| 0 1 0]/ 0(=0=(a,1,0)|0|=x=0
1 0 2)l0 1

0 a 0 a
w=e3tautBuw=u,=0|+ 0+ B |=|f
1 0 0 1
2 0
(uu)=0= (@, D[]0 1 0 0|=0=(a, 1) 0 =2a+1=0:>a:_71
I 0 2)l0
2 0 1)Y0 0
(upu,)=0=(2,8D|0 1 0| 1|=0=(a,B)|1|=8=0
1 0 0 0
-1
2
u,=| 0
1
Bortonormalz{vl s V2, V3}
- W _u, _ oy
vV, = vV, = v, =
] B UM N

”“1”:\/m= G, =2
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-1
1 2 0 1) 72 1 o -
||u3||=\/<u39u3>: (5 Olj 01 0 0 |= (EOIJ 0= E
1 0 2)| 1 i
2
1 0
ol [L |
V2 0
V=u1:L:0' V=u2:i:1
el ) T )
-1
2
0 -1
u 1 %
VvV, = 3 — 0
w3 -
2 ol
3
b) Matriz de paso:
1o, =L
J2 J6
P=l 0 1 O
0 O 2
3

c) Representacion del producto escalar en B’
Dado que B’ es una base ortonormal, la matriz que representa el producto escalar

es la matriz unidad. P'-G -P=I
1 0 0

(%y)=COx, |0 1 0|Cy),
0 0 1
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7.9 En el espacio vectorial Py(x) de los polinomios en x con coeficientes reales de

grado menor o igual que 2, se considera la aplicacidon producto escalar:

a)
b)

fi PxP((x) — R
(p(x),q(x)) = f(px).q(x)=p(0)-q(0)y+p(1)-q(1)*+p(-1)-q(-1)

Hallar la expresion matricial del producto escalar en la base B={1,x,x*}.

Comprobar que esta aplicacion es producto escalar.

c¢) Hallar una base ortonormada de P,(x) para este producto escalar.

(Febrero 2005)
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Resolucion
a) (L1)=11+11+11=3
Lxy=10+11+1(-1)=0 ; (x,1)=01+11+(-1)1=0
1,x2>=1-0+1-1+1~1=2 : <x2,1>=0~1+1-1+1-1=2

{

<

(x,x) =00+11+(=1)(-) =2

(x,x*) =00+ 11+ (=1)1=0; (x*,x)=00+11+1(-1)=0
<

xz,x2>=0-0+1-1+1-1=2

Ly (Lx)  (Lx)
G= <x,1> <x,x> <x,x2> =
<x2,1> <x2,x> <x2,x2>

b) Para demostrar que la aplicacién es producto escalar:se emplea la matriz G,
asi:

N O W
S N O
[\ B el )

- Positividad.
Los menores principales de G deben ser positivos:

3
A=G,=3>0 ; A =l

2

0
=6>0 ; A, =|G|=4>0
2

- Simetria.
La matriz G debe ser simétrica G=G"

- Bilinealidad.

Como la aplicacion puede ser representada mediante una matriz, cuadrada 3x3,

cumple la condicién de bilinealidad.



c) Base ortonormada.

B={1 ,X,Xz}

Meétodo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
u;=1

w=x+tau

u3=x2+ au+Bu

C(up)g=(1 0 0)'

C(uz)z=(c. 1 0)'

3.0 2)1 3
(uu,)=0=(2,1,0)| 0 2 0/ 0|=0=(,1,0)| 0 |=3c=0
2 0 2)l0 2
C(uz)s=(0 1 0)' 2u,=x
w=x"+ o ug + B uy = Clus)g=(a p 1)"
3.0 2)1 3

-2
(uy,u)=0=(a, B,| 0 2 0]/ 0[=0=(a,3,1)|0 =3a+2=0:>a:?

2 0 2

(up,u,)=0=(a, B,D|0 2 0| 1|=0=(ar,3,1)|2|=28=0==0

_2
3 0 2 3 0
||u3|| <“3’u3>= (%OIJ 0 2 0f 0 |= [_goq 0= %
20 2)| 1 >
3
_u 1
Yl
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2

[u,| V2
2

u __3
[us] 2
3
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