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Resumen

La Computacién Evolutiva es una disciplina que se caracteriza por crear un conjun-
to de posibles soluciones y hacerlas evolucionar generacién a generacion con el proposi-
to de resolver problemas de optimizacion. Ejemplos de paradigmas de computacion
evolutiva ampliamente reconocidos son los Algoritmos Genéticos (Genetic Algorithms,
GAs) y los Algoritmos de Estimacion de las Distribuciones (Estimation Distribution
Algorithms, EDAs). La principal diferencia entre estos modelos esta en la forma de
mejorar el conjunto de soluciones en cada generacion. En los GAs, la evolucion se basa
en la utilizacién de operadores de cruce y mutacién, sin expresar explicitamente las
caracteristicas de los individuos seleccionados dentro de una poblacion. Los EDAs tie-
nen en cuenta estas caracteristicas explicitas al considerar las interdependencias entre
las diferentes variables que representan a un individuo y aprender el modelo grafico
probabilistico que las representa.

Aunque en la mayoria de los problemas de optimizaciéon los EDAs obtienen muy
buenos resultados, es posible encontrar aspectos de estos algoritmos susceptibles de
mejora con el fin de aumentar el rendimiento de este método. En este sentido, cabe
destacar la utilizacion del valor obtenido por cada individuo al ser evaluado. Mediante
la funcién de evaluacion o funciéon objetivo, a cada individuo se le calcula un valor
que indica como de préximo se encuentra ese individuo del 6ptimo. Los EDAs utilizan
este valor para seleccionar a aquellos individuos que se utilizaran para crear el mode-
lo grafico probabilistico. Sin embargo, los EDAs no utilizan toda la informacion que
proporciona la funciéon objetivo. Es decir, a la hora de obtener el modelo grafico pro-
babilistico, solo tienen en cuenta el valor de las variables predictoras de los individuos
seleccionados, considerandolos todos iguales. Esto provoca que individuos con diferente
valor de funcién objetivo sean, si han sido seleccionados, considerados iguales por los
EDAs a la hora de obtener el modelo que se utilizard para generar nuevos individuos.
Este paso es fundamental para la convergencia del proceso, ya que el modelo gréfico
probabilistico es la forma que utilizan los EDAs para representar la informacién de los
datos analizados.

También es importante analizar la manera mas apropiada de representacion de un
problema para su resoluciéon mediante EDAs. Aunque este aspecto esta directamente
ligado a cada problema particular, siempre es posible encontrar diferentes formas de
representar las caracteristicas que mejor definan las diferencias entre posibles solucio-
nes. Elegir una u otra forma de afrontar el problema puede resultar muy importante a
la hora de resolverlo. Ademas, cada representacion necesita su funciéon de evaluacion
correspondiente, lo cual nos lleva a elegir la funciéon objetivo mas adecuada para una
mejor y mas rapida convergencia del proceso.

En esta tesis se analiza la importancia de estos dos aspectos. Pensando en anadir
informacion sobre la funcién objetivo en el proceso de aprendizaje, se ha desarrollado
un nuevo método de optimizacion que funciona de manera similar a los EDAs, pero
que utiliza clasificadores Bayesianos en el proceso de evolucién. De esta forma, los
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individuos se clasifican segin el valor obtenido en la funcién objetivo y utilizamos
esta informacion para, a través de clasificadores Bayesianos, obtener el modelo grafico
probabilistico. A este nuevo método se le ha llamado Evolutionary Bayesian Classifier-
based Optimization Algorithms (EBCOA).

Para analizar la importancia que puede tener, en el proceso de evolucion de los
EDAs, utilizar una determinada forma de representacién del problema, es necesario
trabajar con un ejemplo concreto que resulte realmente completo y que pueda utilizarse
para formalizar gran cantidad de casos practicos. Teniendo en cuenta esto, nos hemos
centrado en el problema de la satisfactibilidad (SAT). Este problema es uno de los
mas importantes en la teoria computacional, ya que representa un modelo genérico
mediante el cual se pueden formalizar gran cantidad de casos practicos en diferentes
campos de investigacion, sobre todo problemas de decision tales como diseno, sintesis
y verificacién de circuitos integrados, optimizacién y planificacion de tareas. Ademas,
este problema es NP-completo. La mayor parte de los trabajos realizados para resolver
el SAT estan basados en métodos exactos y completos. Ultimamente también se han
utilizado algoritmos evolutivos en su resolucion, principalmente algoritmos genéticos.
Basdndonos en los trabajos realizados en esta linea, se analizan nuevas formas de
representacion, buscando en cada caso, la funciéon objetivo adecuada y estudiando el
comportamiento de los EDAs en los diferentes casos.

Laburpena

Konputazio ebolutiboa optimizazio diziplina bat da non optimizazio problemak
ebazteko soluzio posibleen azpimultzo baten bidez hurrengo soluzioen generazio bat
sortzen den. Ezagunen diren teknikak arlo honen barruan Algoritmo genetikoak ( Gene-
tic Algorithms, GAs) eta Estimation Distribution Algorithms (EDA) izenekoak ditugu.
Bien arteko desberdintasun nagusiena eboluzionatzeko prozeduran datza, non GAetan
gurutzaketa eta mutazio tekniketan oinarritzen den eta EDAetan eredu grafiko pro-
babilistikoetan oinarritutako tekniketan.

Nahiz EDAk hainbat optimizazio problemetan emaitza onak lortzen dituztela fro-
gatu bada ere, hobekuntzarako hainbat esparru existitzen dira. Adibidez, EDAen ka-
suan populazio bakoitzean eboluziorako aukeratzen diren indibiduoen aldagaien ba-
lioak kontsideratzen dira, baina indibiduoen arteko fitness edo soluzioaren egokitasun
maila ez da normalean kontuan hartzen eta indibiduo guztiak berdin bezala tratat-
zen dira eredu probabilistikoa sortzeko orduan. Ezaugarri hau inportantea da eredu
hau erabiltzen baita aldagai guztien arteko menpekotasunak irudikatzeko, hau izanik
eboluzioa bideratzeko mekanismo nagusiena.

Bestalde, EDAen eraginkortasunari dagokionez, optimizazio problemaren adieraz-
pen modua oso inportantea da. Ezaugarri hau optimizazio problema bakoitzeko des-
berdina bada ere, egokiena da aukeratutako problemaren adierazpideak hoberen era-
kustea soluzio posible desberdinen arteko desberdintasun nagusienak. Problemaren
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indibiduoen adierazpenaz gain, egokitasun funtzioaren definizio egokiena ere aukeratu
beharra dago eboluzio prozedura erabakigarria izan dadin.

Tesi honetan bi ezaugarri hauen garrantzia aztertzen da EDAen eraginkortasun
orokorrean duten eragina hobetzeko. Egokitze funtzioaren balioaren esangarritasuna
hobetzeko helburuari dagokionez, tesiaren emaitzetako bat izan da EDAen antzeko
optimizazio paradigma berri bat definitu izatea, problemaren ikasketa fasea aldatuz.
Gure proposamen berri honen arabera, populazio bakoitzeko indibiduoak beren egokit-
ze funtzioaren balioaren arabera sailkatzen dira, eta orden hau jarraituz klasifikatzaile
Bayesiar formako eredu grafiko probabilistiko bat eraikitzen da. Teknika berri honi
Evolutionary Bayesian Classifier-based Optimization Algorithms (EBCOA) deitu dio-
gu.

Azkenik, indibiduoen adierazpenaren eragina aztertzeko asmoz, EDAen eraginkor-
tasun orokorrean dagokionez, optimizazio problema konkretu bat aukeratu dugu, SAT
izenekoa (satisfiability). Hau konputazio teoriaren barnean oso ezaguna den eta NP-
osoa den optimizazio problema multzo bat da, zeinak problemen adierazpen eredu oro-
kor bat aurkezten duen ikerketa kasu praktikoei erantzun bat eman ahal izateko, hots,
erabakiak hartzeko problemak, zirkuitu integratuen diseinu eta frogaketa, optimiza-
zioa eta atazen planifikazioa. Publikatuta dauden SATerako konputazio ebolutiboaren
tekniken ikerketa lanetan oinarrituz, SAT optimizazio problemen indibiduo adierazpen
desberdinak aztertu ditugu tesi honetan, eta hauekin batera egokien zaizkien fitness
funtzio optimoenak zein diren aztertuz EDAentzako eraginkortasun hoberena lortzeko
asmoz.

Summary

Evolutionary computation is a discipline characterised by creating a set of possible
solutions and to make it evolve generation after generation in order to solve opti-
mization problems. Examples of broadly known evolutionary computation paradigms
are Genetic Algorithms (GAs) and Estimation Distribution Algorithms (EDAs). The
main difference between these models is the evolution process: In GAs this is based
on crossover and mutation operators, without explicit expression of the characteristics
of selected individuals within the population. EDAs take these explicit characteristics
into account by considering the interdependencies between the variables that form an
individual and by learning a probabilistic graphical model that represents them.

Even if EDAs show good results in many optimization problems, there are many
aspects for improvement in order to enhance their performance. One of such aspects is
to take into consideration the fitness of each individual when it is evaluated using the
fitness function, which assigns a value to each individual expressing how close it is from
the optimum. EDAs use this value to select those individuals that will be considered for
creating the probabilistic graphical model. However, EDAs only consider the values
of predictor variables of selected values, considering them all as equally valid when
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learning the model to generate the new population. This step is essential since the
probabilistic graphical model is used by EDAs to represent all dependencies between
values.

Secondly, it is important to analyse the most appropriate way to represent a pro-
blem for its solving by EDAs. Even if this aspect is fully dependent on each particular
optimization problem, the best choice is to try to best show the differences between
the different solutions. The way in which the problem is represented has an important
influence on the performance of EDAs. Furthermore, each individual representation
of the problem requires a corresponding fitness function to be defined, which leads us
to the need to choose the most appropriated fitness function for a better convergence
process.

This thesis analyses the importance of these two aspects in the overall performan-
ce. With the aim of adding more information to the fitness function in the learning
process, we have developed a new optimization method that works in a similar way as
EDAs but using Bayesian classifiers for the learning step. Following this, individuals
are classified according to their fitness and this information is used for building a pro-
babilistic graphical model in the form of a Bayesian classifier. We call this new method
Evolutionary Bayesian Classifier-based Optimization Algorithms (EBCOA).

Finally, in order to study the importance of a concrete individual representation
in EDA’s performance, we choose as a concrete optimization problem the satisfiabi-
lity one (SAT'). This NP-complete problem is broadly known in computational theory
since it represents a generic model through which diverse research practical cases can
be formalised using a generic representation, mainly decision making problems such as
synthesis and verification of integrated circuits, optimization and task planning. Based
on published works using evolutionary computation techniques for SAT, different re-
presentation ways are presented and analysed in order to investigate which is the best
problem representation and fitness function to improve the performance of EDAs.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de las técnicas de computacién evolutiva, los Algoritmos de Estimacion de
las Distribuciones (EDAs) se han hecho un hueco importante debido a que se apoyan
en la teoria de la probabilidad, lo cual les da una robustez que no tienen otras técnicas
basadas principalmente en heuristicos con un componente aleatorio importante.

Al igual que los Algoritmos Genéticos (GAs), los EDAs estan basados en poblacio-
nes que evolucionan. Sin embargo, se diferencian de los GAs, en que en los EDAs la
evolucion de las poblaciones no se lleva a cabo por medio de los operadores de cruce
y mutacion. En lugar de ello, la nueva poblacion de individuos se muestrea a partir
de un modelo grafico probabilistico. Este modelo grafico probabilistico representa una
factorizacion de la distribucién de probabilidad estimada a partir del conjunto de in-
dividuos seleccionados de entre los que constituyen la generacién anterior. A través de
esta distribucion de probabilidad, los EDAs tienen en cuenta las interrelaciones entre
las variables representadas por los individuos seleccionados en cada generacion.

Uno de los aspectos més complicados de todo este proceso consiste precisamente
en estimar dicha distribucion de probabilidad. Es decir, en aprender el modelo grafico
probabilistico que represente las relaciones entre las variables de los individuos se-
leccionados. Como veremos en el capitulo 3, en el que presentamos en detalle estos
algoritmos, podemos encontrar diferentes tipos de EDAs que se diferencian entre si
en la forma en que aprenden dicho modelo grafico probabilistico y en el nimero de
relaciones entre variables que tienen en cuenta en este aprendizaje.

En cualquier caso, la obtencién del modelo se hace en base a los individuos selec-
cionados, por tanto, es fundamental considerar como vamos a realizar esa seleccion.
Por otro lado, todo este proceso se basa en el valor que obtiene cada individuo al ser
evaluado. La eleccion de una funcién de evaluacion apropiada es fundamental para un
buen rendimiento de estos algoritmos. Ademas, esta funcién de evaluacién estd rela-
cionada con la forma en que se ha decidido representar cada posible solucién. Todo
esto son aspectos importantes que influyen en el resultado final y que merece la pena
analizar.



1.1 Motivacién

1.1 Motivacion

El aprendizaje del modelo grafico probabilistico tiene una importancia decisiva en
el proceso evolutivo ya que representa las caracteristicas de los mejores individuos de
cada generacion y se utiliza para muestrear los nuevos individuos de la generacion
siguiente. Para realizar este aprendizaje se selecciona a los mejores, de entre todos los
individuos de la poblacién, en cada generaciéon. Sobre la influencia que tiene la forma
en que se realiza la seleccion se han llevado a cabo diferentes investigaciones (Santana,
2003; Lima y col., 2007). Sin embargo, una vez realizada esta seleccién no se establece
ninguna diferencia entre los individuos seleccionados, considerando a todos iguales.
En este sentido, la principal motivacién que nos impulsé a comenzar este trabajo
fue la necesidad de anadir algiin tipo de informacién adicional que diferenciara a
unos individuos de otros, aportando mas informacién al modelo. Para ello, antes de
realizar la seleccion, se clasifica a todos los individuos de la poblacién segin el valor
obtenido por cada individuo al ser evaluado. De esta forma, a cada individuo se le
anade una nueva variable: la clase que se le ha asignado en esta clasificaciéon. Esto
permite seleccionar, no sélo a los mejores, sino incluir individuos que abarquen otras
franjas de valores cuyas caracteristicas puedan aportar informacion relevante al proceso
evolutivo. A continuacion, para el aprendizaje del modelo grafico probabilistico, se
utilizan clasificadores Bayesianos en los que se incluye la nueva variable clase.

Otro aspecto importante que se ha querido analizar, en relacién a un mejor ren-
dimiento de los EDAs, es la forma en que representamos la informacién que se va a
manejar en todo el proceso evolutivo. Los algoritmos evolutivos en general y los EDAs
en particular, trabajan teniendo en cuenta el valor obtenido por los individuos en cada
generacion. Este valor depende de la forma en que se plantee la representacion del pro-
blema concreto a resolver y de la funcién objetivo utilizada. Tanto la eleccion de las
variables que forman el individuo, como la funcién objetivo que se utilice, son factores
decisivos que condicionan todo el proceso. Teniendo en cuenta esto, parece importante
poner especial cuidado en la eleccion de la representacion de individuos que se va a
utilizar, asi como en la funcién con la cual los vamos a evaluar. Sin embargo, ambos
aspectos estan estrechamente relacionados entre si y dependen del ejemplo concreto
que vayamos a resolver. Por lo tanto, es necesario analizarlos tomando como referencia
un problema de optimizacién concreto.

1.2 Principales contribuciones de este trabajo

Como principales contribuciones de esta tesis presentamos un conjunto de algo-
ritmos evolutivos, similares a los EDAS, que se diferencian de estos en que utilizan
clasificadores Bayesianos para aprender el modelo grafico probabilistico que representa
las caracteristicas de los individuos seleccionados. Para ello, se clasifica a los indivi-
duos atendiendo al valor obtenido por estos en la funcién objetivo. A estos algoritmos
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los identificamos como Algoritmos Evolutivos de Optimizacién Basados en Clasifi-
cadores Bayesianos (Evolutionary Bayesian Classifier-based Optimization Algorithms
(EBCOAs))

Ademas, basandonos en un problema de optimizacién complejo, presentamos nue-
vas formas de afrontar la resolucién de un problema. Para cada propuesta, buscamos la
funcién objetivo mas apropiada y analizamos el comportamiento de los EDAs en cada
caso. Este es un tema que no se trata normalmente en la literatura relacionada con
los EDAs. La eleccién de las variables que componen el individuo, asi como la funcion
de evaluacién, estan relacionas directamente con el problema que queremos resolver.
Normalmente esta decision se deja en manos de un experto en el problema, como al-
go externo a los propios EDAs. Sin embargo, uniendo ese conocimiento del experto a
nuestra experiencia con los EDAs podemos plantear nuevas opciones, mas eficientes,
de representacién del problema. En este trabajo analizamos todo esto utilizando pa-
ra ello uno de los problemas mas importantes dentro de la teoria computacional, el

problema de la Satisfactibilidad (SAT).

1.3 Estructura de esta memoria

Esta memoria se ha estructurado de la siguiente forma: En este primer capitulo se
ha presentado el trabajo realizado en esta tesis, comentando la motivacion inicial y las
principales contribuciones realizadas. En el capitulo 2 presentamos los modelos graficos
probabilisticos que utilizan los EDAs, ya que constituyen una parte importante de estos
algoritmos. A continuacién, se presenta una revision de los Algoritmos de Estimacion
de las Distribuciones en el capitulo 3. El capitulo 4 estd dedicado a presentar el nuevo
conjunto de Algoritmos Evolutivos de Optimizacién basados en Clasificadores Baye-
sianos (Evolutionary Bayesian Classifier-based Optimization Algorithms (EBCOAs))
comentado anteriormente como una de las principales contribuciones de este trabajo.
Las diferentes posibilidades de representar un problema para su resolucién mediante
EDAs se presenta en el capitulo 5, buscando en cada caso la funcién objetivo apropia-
da y comprobando las ventajas de dicha opcién. En el iltimo capitulo se extraen las
conclusiones mas generales segin los resultados obtenidos en los capitulos anteriores
y se proponen posibles trabajos a realizar en el futuro que profundicen en el trabajo
realizado.
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Capitulo 2

Modelos Graficos Probabilisticos

En este capitulo introducimos dos modelos graficos probabilisticos que se utilizan
para representar la distribuciéon de probabilidad de los individuos seleccionados en
los algoritmos de estimacion de las distribuciones: las redes Bayesianas y las redes
Gaussianas. Para ambos casos, presentamos diferentes algoritmos para extraer las ca-
racteristicas subyacentes de los datos y algunos métodos para simular dichos modelos.

2.1 Introduccién

Los modelos graficos probabilisticos (PGM, probabilistic graphical models) se han
convertido en uno de los paradigmas mas utilizados para codificar conocimiento in-
cierto (Howard y Matheson, 1981; Lauritzen, 1996; Pearl, 1988). Si consideramos un
modelo como la descripcién mateméatica de un fenémeno, los modelos probabilisticos
describen el fenémeno en términos de comportamiento probabilistico de los procesos.
Un modelo grafico probabilistico se compone de una estructura grafica y un conjunto
de distribuciones de probabilidad locales referidas a la estructura. Un modelo grafico
probabilistico se representa mediante un grafo en el que cada nodo es una variable y las
aristas entre los nodos representan las dependencias condicionales entre las variables.
Si la estructura de la red es un modelo grafico aciclico dirigido, el modelo grafico repre-
senta una factorizacion de la probabilidad conjunta de todas las variables aleatorias.
Esto es, la probabilidad conjunta se factoriza como un producto de distribuciones con-
dicionales. La estructura del grafo indica las dependencias directas entre las variables
aleatorias. Este tipo de modelo grafico es conocido como un modelo grafico dirigido o
red Bayesiana. Si todas las variables toman valores continuos, la funcién de densidad
conjunta sigue una densidad Gaussiana multivariante y en este caso hablaremos de
red Gaussiana.

En este capitulo se presentan las redes Bayesianas como un modelo grafico pro-
babilistico (Pearl, 1985) ampliamente utilizado para la representacion grafica de la
incertidumbre en el conocimiento de sistemas expertos (Heckerman y Wellman, 1995).

b}



2.2 Redes Bayesianas

Dedicaremos especial interés a los dos aspectos mas importantes en la implementacién
de los EDAs, el aprendizaje de la estructura de la red a partir de los datos y su simula-
cién. A continuacién, utilizando el mismo esquema, introducimos las redes Gaussianas
como un ejemplo de modelo grafico probabilistico en el que se asume que la funcion
de densidad conjunta sigue una densidad Gaussiana multivariante (Whittaker, 1990).

2.2 Redes Bayesianas

Una red Bayesiana es un modelo grafico aciclico dirigido mas una distribucién de
probabilidad sobre sus variables. Por tanto, una red Bayesiana estd formada por dos
partes: una parte cualitativa que expresa las relaciones de independencia condicional
entre las variables y una parte cuantitativa compuesta por los valores del conjunto de
distribuciones de probabilidad condicional. La topologia o estructura de la red nos da
informacion sobre las dependencias probabilisticas entre las variables, pero también
sobre las dependencias condicionales de dos variables (o dos conjuntos de variables)
dada otra (u otras) variable(s). Las redes Bayesianas constituyen una manera practica
y compacta de representar el conocimiento.

Sea X = (Xi,...,X,) un conjunto de variables aleatorias, donde x; es un valor de
X;, lai-ésima componente de X, y seay = (xi>xieY un valor de Y C X. Entonces, un
modelo grafico probabilistico para X es una factorizacion grafica de la distribucién de
probabilidad generalizada conjunta p(X = ) (o simplemente p(x)). La representacion
del modelo se compone de una estructura grafica £ y un conjunto de distribuciones
de probabilidad locales referidas a la estructura.

La estructura E para X es un grafo dirigido aciclico (DAG) donde los nodos van
a ser las variables aleatorias. Dicha estructura describe las dependencias condicionales
(Dawid, 1979) entre las variables en X. PafE representa el conjunto de padres —
variables de las que sale una flecha en E— de la variable X; en el modelo grafico
probabilistico representado por la estructura E. La probabilidad de una determinada
instanciacion de las variables aleatorias es:

p(.’,C) :p(x17"'7xn)
=plxy) - plee | z1) oo plag | 21,y mimr) oo p(T | 21, )

y en virtud de la factorizacion que determina la estructura grafica, podemos tener las
distribuciones de probabilidad generalizadas locales, obteniendo la funciéon de densi-

dad:

n

p(x) =[] p(zi | pal). (2.1)

i=1
Asumimos que las distribuciones de probabilidad generalizadas locales dependen
de un conjunto finito de parametros g = (01, ...,0,), por lo que la ecuacién anterior
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puede reescribirse como:

n

p | 0z) =[] o(z; | pal’, 6:). (2.2)

=1

Después de haber definido los componentes del modelo grafico probabilistico, po-
demos representarlo como un modelo compuesto por el par M = (E,0g). En el caso
particular de que cada variable X; € X sea discreta, llamaremos a dicho modelo red
Bayesiana.

Al ser las variables discretas, X; toma r; posibles valores z}, ..., x}". Si denotamos
por g; el numero de posibles instanciaciones diferentes de los padres de la variable X;,
esto es, ¢; = HXge Par e Y COMO paf’E a la j-ésima instanciacién, la distribucion local

i

para una variable concreta dada una determinada instanciacién de sus padres sera:

plz* | pal®, 6;) = 0.t ipa; = Oijk (2.3)
donde pa; ’E, cee pafi’E denota los valores de PaiE , que es el conjunto de padres de
la variable X; en la estructura E. Los parametros locales vienen representados por
0, = (((Qijk)z;l)?;l)'

En otras palabras, los pardmetros 0;;, representan la probabilidad condicional de
la variable X; para su k-ésimo valor, cuando sus padres toman su j-ésima combinacion
de valores.

2.3 Aprendizaje de redes Bayesianas

Obtener una red Bayesiana a partir de un conjunto de datos es un proceso de
aprendizaje que se divide en dos etapas: el aprendizaje estructural y el aprendizaje
paramétrico. La primera de ellas, consiste en obtener la estructura de la red Bayesiana,
es decir, las relaciones de dependencia e independencia condicional entre las variables
involucradas. La segunda etapa, tiene como finalidad obtener las probabilidades a
priori y condicionales requeridas a partir de una estructura dada.

Por tanto, para construir una red Bayesiana necesitamos especificar:

1.- Un grafo dirigido aciclico que refleja el conjunto de dependencias condicionales
entre las variables. Este grafo es el objetivo del aprendizaje estructural.

2.- Las probabilidades a priori de todos los nodos raiz (cuyo conjunto de padres
es vacio), esto es p(z;* | 0,0;) o (6;_1), y el conjunto de las probabilidades
condicionales para el resto de nodos, dadas todas las posibles combinaciones de

. k 7E . .
sus predecesores directos, p(x;* | pal”, 6;) o (0;;), lo que llamamos aprendizaje
paramétrico.
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2.3 Aprendizaje de redes Bayesianas

2.3.1 Aprendizaje estructural

Los modelos graficos proporcionan una metodologia sélida para manejar la incer-
tidumbre en dominios complejos, ya que representan explicitamente de forma grafica
todas las dependencias condicionales entre variables. El problema de encontrar la es-
tructura exacta es inviable, sobre todo si el nimero de variables es alto. Normalmente
se realizan restricciones en el tipo de estructura a fin de reducir el espacio de biisqueda.
Necesitaremos un algoritmo que genere estructuras més o menos éptimas y una fun-
cion de evaluacion que nos diga, para cada estructura generada, lo cercana que esté de
representar al conjunto de datos observados.

Existen dos metodologias para la obtencién de la estructura de red, una basada
en métodos de score + search, que utiliza un criterio para medir cémo la estructura
de red se ajusta a los datos y un método de busqueda para encontrar el modelo con
mejor ajuste y otra metodologia que mide el grado de relacién de dependencia de los
datos utilizando test de hipotesis estadisticos.

Un ejemplo de algoritmo de score + search para el aprendizaje de redes Bayesianas
es el algoritmo K2 desarrollado por Cooper y Herskovits (Cooper y Herskovits, 1992).
Este algoritmo define previamente un orden total entre las variables, y asume que
todas las estructuras son a priori igualmente probables. Comienza asumiendo que
cada nodo no tiene ningiin nodo padre para, a continuacién, en cada paso anadir
aquel nodo padre cuya inclusién produce un mayor incremento de la probabilidad
de la estructura resultante. El proceso termina cuando la adiciéon de cualquier padre
simple no incrementa la probabilidad. Otros ejemplos de scores utilizados son Bayesian
Information Criterion (BIC) (Schwarz, 1978) o Bayesian Dirichlet equivalence (BDe)
(Heckerman y col., 1995).

Como ejemplo de algoritmo que mide el grado de relacion de dependencia entre
las variables utilizando test de hipdtesis esta el algoritmo PC (Spirtes y col., 1991).
Este algoritmo comienza con un grafo completo no dirigido y va eliminando arcos
basandose en los resultados obtenidos al realizar test de independencia. Cuando no
puede eliminar mas arcos, completa el proceso dando una direccién a cada arco del
grafo.

2.3.2 Aprendizaje paramétrico

El aprendizaje paramétrico consiste en la estimacion de los pardmetros numéricos
del modelo gréafico probabilistico. Partimos de una estructura ya conocida y de un
conjunto de datos asociados. En el caso de la red Bayesiana, estos parametros son
facilmente extraibles del conjunto de datos.

La figura 2.1 contiene un ejemplo de factorizaciéon de una red Bayesiana concreta
con X = (X1,X9,X3,Xy) yre =3, 1, =2, parai = 1,3, 4, siendo r; el nimero de
posibles valores que puede tomar la variable X;.
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Estructura Probabilidades locales
() (%) b= (Biob1s) pled),p(a?)
02 = (02-1.02-2.02-) p(x3), p(a3), p(a3)
e O3 = (f311,0321, 0331, plagley, x3), plegley, 23), plezlet, 23),
0341, 0351, U361 plagley, x3), p(azla3, 23), p(egled, 25),
t312, 0322, B332. P(T%WiIﬁ)P(TaT%?i)P(lﬂT%T% ,
@ 0342, U352, O362) p(a3lat, v3), p(a3|ad, 23), p(a]aT, o3
04 = (411,041 0412, 0422) plajled), pla]|a3), p(aflad), p(adla3)
Factorizacion de la probabilidad conjunta
plr1, w2, 23, 74) = p(a1)plaz)p(as|ey, v2)plales)

Figura 2.1: Estructura, probabilidades locales y funcién de factorizacién para una red Ba-
yesiana con cuatro variables (X7, X3 y X4 toman dos valores posibles, y X5 con tres valores
posibles).

2.4 Simulacién de redes Bayesianas

La estructura de la red Bayesiana representa las dependencias probabilisticas entre
las variables. Mediante la simulacion de estas redes se pretende muestrear nuevos indi-
viduos teniendo en cuenta dichas dependencias probabilisticas. Utilizaremos la simu-
lacion de redes Bayesianas para generar nuevos individuos para la préxima poblacién
sobre la base de la estructura adquirida anteriormente. Este método crea una base de
datos con las relaciones probabilisticas entre las diferentes variables. En el caso de las
redes Bayesianas, se parte de una red donde el valor de las variables del sistema es
desconocido y se utiliza para asignar aleatoriamente un valor a cada nodo. El valor de
un nodo padre determina, en funcién de la probabilidad condicionada, el posible valor
que puedan llegar a tener sus hijos.

Se han desarrollado multiples métodos de simulacion de redes Bayesianas, como el
likelihood weighting method desarrollado de manera independiente en (Fung y Chang,
1990) y (Shachter y Peot, 1990), y analizado posteriormente en (Shwe y Cooper, 1991),
el muestreo hacia delante y hacia atras (Fung y del Favero, 1994), el muestreo de Mar-
kov propuesto por Pearl (Pearl, 1987), o el método de muestreo sistematico (Bouckaert,
1994). En (Bouckaert y col., 1996) podemos encontrar una interesante comparacion
de los métodos anteriores aplicados a diferentes modelos de red Bayesiana utilizando,
como criterios de comparacién, el tiempo medio de ejecuciéon del algoritmo y el error
medio de propagacién.

El método de simulaciéon mas utilizado para variables discretas es el denominado
Probabilistic Logic Sampling (PLS) propuesto por Henrion (Henrion, 1988). En este
método, la instanciacion de cada variable se hace siguiendo un camino hacia delante,
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es decir, una variable no se instancia hasta que no han sido instanciados todos sus
padres. Esto requiere un ordenamiento previo de todas las variables de padres a hijos.
Cualquier orden de las variables que satisfaga esa propiedad se conoce como orden
ancestral. Denotamos por w = (7(1),...,7(n)) a un orden ancestral compatible con la
estructura que queremos simular. Las variables son instanciadas de padres a hijos. Para
cualquier red Bayesiana existe siempre al menos un orden ancestral, ya que los ciclos no
estan permitidos en las redes Bayesianas. Comenzamos utilizando un ntimero aleatorio
para instanciar cada variable raiz de la red, teniendo en cuenta su probabilidad a priori
si la hubiera, y a continuacién se simula un valor para cada variable del resto de la red,
teniendo en cuenta la distribucién de probabilidad p(z.(;) | pa;) donde pa; representa
los valores de los padres de la variable Xj.

Recientemente se ha desarrollado el uso de algoritmos BP( Belief Propagation) (Pearl,
1988; Nilsson, 1998; Yanover y Weiss, 2004) para la inferencia aproximada a partir de
redes Bayesianas. Estos métodos se han utilizado en algunos trabajos con EDAs (Men-
diburu y col., 2007; Soto, 2003) como una alternativa al PLS.

2.5 Redes Gaussianas

Una red Gaussiana es un modelo grafico probabilistico en el que la estructura F
es un grafo dirigido aciclico y todas las variables aleatorias que conforman los nodos
son continuas. En este caso, la funcién de densidad local es un modelo de regresion
normal (Whittaker, 1990).

x = (r1,...,%,) representa a un individuo en el dominio continuo con valores en
R™. La funciéon de densidad local para la i-ésima variable X; se puede calcular como
un modelo de regresién lineal

f(ZEZ ‘ paf, 01) = N(JI“ m; + Z bji(l’j — mj), Ui> (24)

JJjEpa;i

donde N (z;; pi, 0?) es una distribucién normal univariada con media p; y varianza
v; = o2. Los pardmetros locales vienen dados por 6; = (m;, b;,v;), donde m; es la
media incondicional de X;, v; es la varianza incondicional de X; dados sus padres Pa;,
b; = (by,...,bi_1;)" es un vector columna, y bj; es el coeficiente lineal que mide la
fuerza de la relacién entre el nodo X; y el nodo Xj.

Un modelo grafico probabilistico construido a partir de estas funciones de densi-
dad locales es lo que conocemos como red Gaussiana (Shachter y Kenley, 1989). La
figura 2.2 representa un ejemplo de red Gaussiana en un espacio 4-dimensional.

Las redes Gaussianas y las densidades normales multivariantes estan estrechamente
relacionadas. Se considera que la funcion de densidad conjunta de una variable continua
X es una distribucién normal multivariante si:

f(@) = N (@, 3) = (2m) 3|8 2 2@ @) (2.5)
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Estructura Densidades locales

° @ 6 = (m1,—01) fx, ~ N(z1;mi,07)
62 _ 2 2

- (m21_1 02) sz = -N‘(:B?; ma, 02)

e 05 = (m3,b3,03)  fxgximer, Xomes ~ N(@33m3 + bia(w1 — my) + bys (w2 — m2),03)
by = (b, bo3)

° B = (ma,ba,07)  fx,|Xy=ay ~ N(@13m4 + baa(z3 —m3),0%)
by = (bag)

Factorizacion de la funcion de densidad conjunta
f(@1,%2,23,74) = f(21) f(z2) f(23|71, 22) f(T4|73) =

\/i e‘%(%f 1 6_15(12;%)2 1 e_15(:‘3‘(“34'513(11;’:1}ﬂg(lg-mz)))2\/21 e_%(w;s:ﬂﬂﬁ)g
2Ty vV 21os v 2mog T4

Figura 2.2: Estructura, densidades locales y resultados de factorizacién para una red Gaus-
siana con 4 variables.

donde p es el vector de medias, ¥ es la matriz de varianzas-covarianzas n X n, y ||
es el determinante de . La inversa de esta matriz, W = ¥~!, cuyos elementos los
denotamos por w;;, es lo que llamamos matriz de precisién. Esta densidad podemos
escribirla como un producto de n densidades condicionales:

n n i—1
fl@) =T flil o, mim) = [[N (s + > biilay — p),v)  (2.6)
i=1 i=1 j=1

donde u; es la media incondicional de X;, v; es la varianza de X; dados Xy,..., X; 1,
y bj; es el coeficiente lineal que refleja la fuerza de relacion entre las variables X; y
X; (de Groot, 1970). Cuando bj; es distinto de 0, determina la existencia de un arco
entre X; y X; con j <%, de manera que si no hay un arco que va de X; a X;, b;; = 0.

A partir de este concepto, podemos generar una densidad normal multivariante a
partir de una red Gaussiana. Teniendo en cuenta que m; = u; for alli = 1,... n, (Sha-
chter y Kenley, 1989) describe el proceso general para construir la matriz de precisién
W de la distribucién normal representada por la red Gaussiana a partir de sus v; and
{bj; | j < i}. Esta transformacién se puede realizar utilizando la siguiente formula
recursiva:

) . bl 1b: 1 bl 1
W(i+1)= WE+Z0" 7w ) diso 27

b L

Vi1’ Vit1

Por ejemplo, aplicando el procedimiento anteriormente descrito al ejemplo de la
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figura 2.2 donde X7 = N (x1;my,v1), Xo = N(22;ma,v9), X3 = N(x3;m3 + biz(xq —
ma) + baz(za — ma),v3) v X4 = N (x4;my + b3yg(x3 — m3), vs), obtenemos la siguiente
matriz de precision W:

1, b bi3bas _bis 0
V1 vy’ v32 ) vy’
bagbi3 1 + b3s __bog 0
W = vg 7 w2 vy U3 7 (28)
_biz by Loy b8y ba
vy’ vy’ w3 1;04 ) Ui;
034 =
Oa Oa Vg’ va

2.6 Aprendizaje de redes Gaussianas

Igual que en caso de las redes Bayesianas, el aprendizaje de redes Gaussianas requie-
re de un aprendizaje estructural para obtener la estructura de la red y un aprendizaje
paramétrico para estimar los parametros numéricos.

2.6.1 Aprendizaje estructural

Podemos modelar la estructura de la matriz n x n de precisién W investigando si
cada elemento w;;, con ¢ =1,...,n — 1y j > i, puede ser cero (Dempster, 1972). La
idea es simplificar asi la funcién de densidad normal n—dimensional conjunta. Esto es
equivalente a realizar test de independencia condicional entre los elementos correspon-
dientes de X (Wermuth, 1976) o a comprobar si el arco que conecta los vértices X; y X;
en el grafo de independencia condicional puede ser eliminado (Speed y Kiiveri, 1986).
Este método se conoce como test de exclusién de arcos. También existen métodos de
busqueda basados en métricas como los comentados para el caso de redes Bayesianas,
los cuales también son validos para las redes Gaussianas aunque utilizando métricas
diferentes a la hora de examinar la red. La funcién de verosimilitud L(D | E,8) del
conjunto de datos D = {x;,...,xx}, dado el modelo de red Gaussiana M = (E,0),
es:

G (@ir—mi=3,_cpa, bji(zjr—m;))?
L(D|E,0) = HH\/M 2u; <Pa; (2.9)

r=1i=1

La estimacién maximo verosimil para @ = (04, ...,0,), a saber 0 = ((9\1, . ,é\n),
se obtiene maximizando L(D | E,0) o alternativamente, maximizando la expresién
InL(D | E,0). Tomando logaritmos de la expresion 2.9, obtenemos:

InL(D | E, )

n

:ZZ ln 27rv@ 21 (xlT mi — Z bji(xjr_mj))Q] (2-10)

r=1 i=1 vi z;€PA,
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2.6.2 Aprendizaje paramétrico

A la hora de estimar los parametros numéricos de una red Gaussiana, podemos
obtener el estimador maximo verosimil @ = (64, ...,8,,) del vector de pardmetros de
la red maximizando la expresion 2.10 y resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

(

s L(D|E,6)=0 i=1,...,n

2InL(D|E,0)=0 i=1,...,n (2.11)

9 . .
\BTJZIDL<D|E70>:O ]:17-‘-,1—1ijEPai
obtenemos las expresiones para m;, EJ\Z y U; basadas en la media muestral de X;, la

covarianza muestral entre las variables X; y X; y la varianza muestral de X; (Larranaga
y Lozano, 2001).

2.7 Simulacion de redes Gaussianas

Ripley (Ripley, 1987) propone dos aproximaciones generales al muestreo de distri-
buciones normales multivariadas, que pueden ser obtenidas a partir de la red Gaussia-
na. La primera aproximacion se basa en la descomposicion de Cholesky de la matriz
de covarianzas. La segunda, conocida como método de condicionamiento, genera ins-
tancias de X calculando X, luego X5 condicionado a Xy, etc, lo que tiene cierta
similitud con el algoritmo PLS utilizado en las redes Bayesianas. La simulaciéon de una
distribucién normal univariada se puede llevar a cabo por medio de un método simple
basado en la suma de 12 variables uniformes independientes (Box y Muller, 1958).
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Capitulo 3

Algoritmos de Estimacion de
Distribuciones

La computacién evolutiva es una rama de la Inteligencia Artificial (IA) que se ocu-
pa, entre otras cosas, de resolver problemas de optimizaciéon combinatoria. Se trata de
instancias de problemas complejos en general, que se resuelven explorando el espacio
de soluciones, generalmente grande, para estas instancias. Los algoritmos de optimiza-
cién combinatoria logran esto reduciendo el tamano efectivo del espacio, y explorando
el espacio de busqueda eficientemente.

Los Algoritmos de Estimacion de Distribuciones (EDAs) son algoritmos basados en
estrategias de busqueda heuristica estocastica dentro de la computaciéon evolutiva. La
principal caracteristica de estos algoritmos consiste en crear un conjunto de soluciones
de un problema particular (una poblacién de individuos) y hacerla evolucionar de
manera que en cada iteracion se obtenga un nuevo conjunto de soluciones cada vez mas
proximas a la solucién optima. Hasta aqui, la idea coincide con la del método que siguen
los algoritmos genéticos (GAs). La diferencia entre ambos métodos esta en el proceso
de evolucién hacia poblaciones mas prometedoras. Mientras que los GAs realizan esta
evolucién mediante operaciones de cruce y mutacién, los EDAs lo sustituyen por la
estimacién y posterior muestreo de una distribucién de probabilidad conjunta de las
variables a partir de los mejores individuos (soluciones) de la generacién anterior.
Es decir, estos algoritmos representan, mediante un modelo gréafico probabilistico, las
relaciones entre las variables. Este conjunto de algoritmos ha sido objeto de gran
atencion por parte de la comunidad cientifica en los ultimos anos (Larranaga y Lozano,
2001; Lozano y col., 2006; Miihlenbein y Paa8, 1996; Pelikan y col., 2006).

En este apartado explicaremos el funcionamiento general de los EDAs y realizare-
mos una revision de los diferentes algoritmos existentes, prestando especial interés al
nimero de dependencias entre variables que tienen en cuenta.
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3.1 Esquema general de un algoritmo de estimacién de distribuciones

3.1 Esquema general de un algoritmo de estimacion
de distribuciones

La idea principal en los Algoritmos de Estimacién de las Distribuciones (EDAs) (La-
rrafiaga y Lozano, 2001; Miihlenbein y Paaf, 1996; Pelikan y col., 1999) es mantener
una poblacién de individuos (o un conjunto de soluciones del problema particular) y
hacerlos evolucionar para obtener en cada iteracién una poblaciéon de individuos me-
jor. Cada individuo es un vector de valores considerados como una instanciaciéon de
las variables estadisticas. En los EDAs se genera una nueva poblacién de individuos
a partir del modelo grafico probabilistico. Este modelo grafico probabilistico se ob-
tiene en base a los datos de los individuos seleccionados de la generacién anterior, y
las interrelaciones entre las diferentes variables que representan a cada individuo se
expresan explicitamente por la distribucion de probabilidad asociada a los individuos
seleccionados en cada iteracion.

3.1.1 Notacion

Comenzaremos por introducir la notacién que utilizaremos en este capitulo, antes
de explicar con mas detalle los diferentes pasos que siguen los EDAs.

Sea X = (Xj,...,X,) una variable aleatoria n—dimensional, donde x = (z1, ..., z,)
representa una posible instanciacién de cada uno de los posibles individuos. La funcién
objetivo o funcién de idoneidad, F'(x), mide la bondad de cada individuo. La proba-
bilidad de X la representaremos por p(X = x) —o simplemente p(x). La probabilidad
condicional de que la variable X; tome el valor z; dado el valor x; de la variable X},
podemos representarla como p(X; = ;| X; = ;) —o simplemente por p(z;|z;). Llama-
remos D; a la [-ésima poblacién de R individuos que tiene que evolucionar hacia la
poblacién (I 4 1)-ésima. Para el proceso de aprendizaje, los EDAs seleccionan S < R
individuos de D; y el resto sencillamente se ignoran. Llamaremos D; al subconjunto
de D; que utilizaremos para el aprendizaje.

3.1.2 Descripcion de los principales pasos de los EDAs

Por lo general, un EDA realiza los siguientes pasos:

1. Generacién de la primera poblacion. En primer lugar, se genera la primera po-
blacion Dy de R individuos. Para ello, normalmente se asume una distribucién
uniforme sobre cada variable. A continuacién se evalta cada individuo, utilizando
para ello la funcion objetivo que guiara todo el proceso.

2. Seleccién de individuos. Se seleccionan un nimero S (S < R) de individuos de
D;. Normalmente, el criterio que se utiliza para esta seleccién se basa en el valor
obtenido por el individuo en la funcién objetivo, de manera que normalmente se
selecciona a los mejores. Estos individuos forman la poblacién seleccionada D}
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EDAs
Dy — Generar R individuos (poblacién inicial) al azar
Repetir Para cada [ = 1,2, ... hasta satisfacer un criterio de parada
Dﬁl «— Seleccionar S < R individuos de D;_; de acuerdo a un método de seleccion

pi(x) = p(z|Dy |) « Estimar la distribucién de probabilidad de que
un individuo se encuentre entre los seleccionados

D; « Crear R nuevos individuos (la nueva poblacién) a partir de p;(x)

Figura 3.1: Pseudocddigo del enfoque EDAs.

3. Aprendizaje del modelo. A continuacion, se induce el modelo probabilistico n-
dimensional p;(z) = p(x|D;’) que representa las interdependencias entre las n
variables. Este modelo se crea como un modelo grafico probabilistico conteniendo
a las variables X, X5,...,X,,, donde n es el tamano de cada individuo. En las
siguientes secciones 3.2 y 3.3, comentamos con mas detalles como se realiza este
proceso, que sera diferente dependiendo del algoritmo utilizado.

4. Simulacién de nuevos individuos. La nueva poblacién D;,; formada por los R
nuevos individuos se obtiene simulando la distribuciéon de probabilidad aprendida
en el paso anterior. En el capitulo anterior se comenté como se puede realizar la
simulacion de redes Bayesianas y Gaussianas.

5. Criterio de parada. Los pasos 2, 3 y 4 se repiten hasta que se cumpla un criterio
de parada, por ejemplo alcanzar un ntimero fijo de poblaciones o un nimero fijo
de individuos diferentes, uniformidad en la poblaciéon generada, o el hecho de
haber llegado a la solucién éptima (si esta se conoce).

La figura 3.1 muestra el pseudocédigo de los EDAs en problemas de optimizacion
combinatorial. En la figura 3.2 podemos ver una ilustracién gréafica de este proceso.

3.2 Algoritmos de estimacién de distribuciones en
entornos discretos

La parte mas critica de los EDAs de cara a realizar la optimizacion, radica preci-
samente en realizar la estimacién de la distribucién de probabilidad conjunta (Gamez
y col., 2007; Santana, 2005; Santana y col., 2006). La idea bésica consiste en indu-
cir modelos probabilisticos a partir de los mejores individuos de cada poblacién. La
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3.2 Algoritmos de estimacién de distribuciones en entornos discretos

X, Xy . X, eval

1 4 5 2 . 3 13.25
2 5 3 1 - 6 32.45

R 1 5 4 .. 2 34.12

Seleccion de S <R individuos

Construcciondel modelo
Seleccionde S <R gréfico probabilistico

individuos

Dy

X, eval

1 3 3 4 - 5 32.78
2 2 5 1 - 4 33.45

Muestreode R individuos
utilizando  py (,I:)

R 4 2 1 . 2 37.26

pi(x) = p(x|Dy)

Figura 3.2: Ilustracién del método EDA en el proceso de optimizacion.

clave estd en encontrar el modelo probabilistico n-dimensional que mejor exprese las
interdependencias entre las n-variables. Las relaciones entre la estructura del proble-
ma y las dependencias que aparecen en el conjunto seleccionado han sido analizadas
por diferentes autores (Bengoetxea, 2003; Miihlenbein y Hons, 2005; Echegoyen y col.,
2007; Hauschild y col., 2007; Echegoyen y col., 2008). Una vez que el modelo ha sido
estimado, los individuos de la siguiente generacién (las nuevas soluciones) se generan
por medio de la simulacién del modelo, y un subconjunto de estos, habitualmente los
mejores, se utilizaran a su vez para crear el modelo de la siguiente generacién. Este
proceso se repite en cada generacién.

En esta seccion explicamos algunos ejemplos de EDAs que se pueden encontrar
en la literatura. Todos los algoritmos y métodos se clasifican dependiendo del niimero
méximo de dependencias entre las variables que se consideran (ntimero méximo de
padres que puede tener una variable X; en el modelo gréfico probabilistico). Aunque
no es nuestro objetivo realizar una revisién completa de estos algoritmos, que se puede
encontrar con todo detalle en (Larranaga y Lozano, 2001).
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3.2.1 Independencia entre variables

Los métodos que pertenecen a esta categoria consideran que todas las variables son
independientes y asumen que la distribucién de probabilidad conjunta n—dimensional
se puede factorizar como un producto de n distribuciones de probabilidad univariantes

e independientes. Es decir,
=[] »i(x:) (3.1)
i=1

Esta suposicién no es exacta para muchos de los problemas en los que se aplican
técnicas de optimizacion, donde siempre existen interdependencias de algin tipo entre
las variables. Sin embargo, se ha reconocido (Miihlenbein y col., 1999; Santana y col.,
2005) que no es necesario representar todas las dependencias para resolver de manera
eficiente, un problema determinado, utilizando EDAs. Esta es una aproximacion senci-
lla que puede conducir a un comportamiento aceptable de los EDAs para problemas en
los que se puede asumir la independencia entre las variables, estando su uso motivado
por el bajo costo computacional asociado.

Como ejemplos de algoritmos basados en esta asuncién de independencia podemos
mencionar los siguientes:

» El algoritmo UMDA (Univariate Marginal Distribution Algorithm) (Miihlenbein,
1998).

» El algoritmo BSC (Bit-Based Simulated Crossover) (Syswerda, 1993).

» El aprendizaje incremental basado en poblaciones—PBIL—(Population-Based In-
cremental Learning) (Baluja, 1994).

» El algoritmo genético compacto —cGA— (Harik y col., 1998).

A continuacion describimos més detalladamente los algoritmos UMDA y BSC como
ejemplos de esta propuesta.

UMDA —Univariate Marginal Distribution Algorithm

Este algoritmo fue propuesto por Miihlenbein (Miihlenbein, 1998). La distribucién
de probabilidad conjunta se factoriza como producto de distribuciones univariantes
independientes. Esto es:

p(x) =plxz| DY) le x;). (3.2)

En este caso, cada distribucién marginal univariante se estima a partir de las fre-
cuencias marginales:

> jm1 6(Xs =2 | DY)
N

pi(z;) = (3.3)
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3.2 Algoritmos de estimacién de distribuciones en entornos discretos

donde
1 sien el j-ésimo caso de DY |, X; = x;

0 en otro caso. (3.4)

§;(Xi = | D)) = {

BSC —Bit-Based Simulated Crossover

Este algoritmo (Syswerda, 1993) utiliza el valor de la funcién de evaluacién, F(x),
de los individuos seleccionados para estimar la distribucién marginal de cada uno:

Z{$|5j(Xi:mi|Dig_1):1} F(x)
Z{weDl{l} F(x)

donde la funcién ¢; mantiene la misma expresiéon que en la ecuacién 3.3.

En la ecuacion 3.5, el numerador representa la suma de los valores obtenidos en la
funcion de evaluacion por los individuos con valor x; en la variable X;, y el denominador
es la suma de los valores obtenidos en la funcién de evaluacién por todos los individuos
seleccionados.

m(z;) = (3.5)

3.2.2 Dependencias entre pares de variables

En este apartado incluimos aquellos algoritmos que consideran que la mayoria de
las dependencias son entre pares de variables, de manera que consideran dependencias
pero nunca entre mas de dos variables. Mientras que en los algoritmos del apartado
anterior simplemente era necesario realizar un aprendizaje paramétrico, ya que la es-
tructura permanecia fija, en este caso se requiere un paso adicional que consiste en la
induccién de la estructura que mejor represente el modelo probabilistico (aprendizaje
estructural). La figura 3.3 muestra ejemplos de posibles estructuras gréficas donde se
expresan estas dependencias entre pares de variables.

Como ejemplos de EDA de esta segunda categoria podemos mencionar los siguien-
tes:

» El algoritmo voraz llamado MIMIC (Mutual Information Maximization for Input
Clustering), propuesto por de Bonet y col. (de Bonet y col., 1997).

» El COMIT (Combining Optimizers with Mutual Information Trees) propuesto
por Baluja y Davies (Baluja y Davies, 1997) combina EDAs con optimizacién
local. La estimaciéon de la distribucién de probabilidad de los individuos selec-
cionados en cada generaciéon se hace mediante una red Bayesiana con estructura
de arbol, utilizando en el aprendizaje el algoritmo Maximum Weight Spanning
Tree (MWST) propuesto Chow-Liu (Chow y Liu, 1968).

» El llamado BMDA (Bivariate Marginal Distribution Algorithm) propuesto por
Pelikan y Miihlenbein (Pelikan y Miihlenbein, 1999). Este algoritmo utiliza una
factorizacion de la distribucion de probabilidad conjunta que sélo necesita es-
tadisticos de segundo orden.
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O—O-0O—0

a) Ejemplo de estructura MIMIC

S0 Sady

b) Ejemplo de estructura de .
arbol (COMIT) c) Ejemplo de estructura BMDA

Figura 3.3: Ejemplos de representaciones gréficas de algunos EDAs con dependencias entre
pares de variables (MIMIC, estructura de drbol de COMIT, BMDA).

MIMIC —Mutual Information Maximization for Input Clustering

Este algoritmo busca la mejor permutacién entre las variables, en cada generacion.
El objetivo es encontrar la distribucién de probabilidad pJ(x), que se encuentra mas
cercana en divergencia de Kullback-Leibler a la distribucién empirica del conjunto de
individuos seleccionados.

pr () = pi(xiy | 2iy) - 0@y | 235) - 0@,y | 2a,) - 20(4,) (3.6)

donde 7 = (i1, 19, ..., 1i,) representa una permutacion de los indices 1,2, ... n.
La divergencia de Kullback-Leibler entre dos distribuciones de probabilidad, p;(x)
y pf(x), se puede expresar como:

HJ (x) = hi(X,,) +Zhl b Xin) (3.7)

donde
Zp r)logp(X = 1) (3.8)

denota la entropia de Shannon de la variable X, y

WX |Y)= ZhX\Y—y( =) (3.9)
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3.2 Algoritmos de estimacién de distribuciones en entornos discretos

1.- Seleccionar i,, = arg min ﬁl(Xj) //variable con menor entropia
J
2- fork=n—-1,n-2,...,2,1
Escoger i = argmin hy(X; | Xi,,,), 7 tksts---»0n
J
3= pf () = pulwiy | @) - puly | i) - o,y | 26,) - pu(s,)

Figura 3.4: Método MIMIC para estimar la distribucién de probabilidad conjunta.

donde
MX 1Y =p)= =S p(X =2 |Y =p)logp(X = |V =y)  (3.10)

denota la incertidumbre media de X dado Y. Se trata de encontrar la permutacién
7 que minimice H] (x). Dado que buscar las n! posibles permutaciones no es posible,
MIMIC busca la mejor permutacion seleccionando como variable X; aquella con mejor
entropfa estimada (esta seleccién se realiza en D;’) y en cada paso, selecciona la variable
con menor entropia condicional, con respecto a la variable seleccionada en el paso
anterior.

La figura 3.4 muestra el pseudocédigo del algoritmo MIMIC para la estimacion
de la distribucién de probabilidad conjunta en la generacion . h(X) y k(X | Y)
representan la entropia empirica de X y de X dado Y respectivamente.

3.2.3 Multiples dependencias

Por dltimo tendriamos algoritmos que consideran multiples dependencias entre
variables. Este tipo de algoritmos proponen la construccién de un modelo grafico pro-
babilistico sin restricciones en el nimero de padres que cada variable pueda tener.

Como el nimero de dependencias entre variables es mayor que en los casos ante-
riores, la complejidad de la estructura probabilistica, asi como la tarea de encontrar
la mejor estructura que represente el modelo es mucho mayor. Por tanto esta opcién
requiere de un proceso de aprendizaje mas complejo.

Como ejemplos de algoritmos de esta categoria en el dominio discreto, podemos
mencionar los siguientes:

» El algoritmo EcGA (Extended compact Genetic Algorithm) presentado por Ha-
rik (Harik y col., 1998). Este algoritmo divide a las variables en grupos, cada
uno de los cuales se considera independiente del resto. El agrupamiento de las
variables se lleva a cabo por medio de un algoritmo voraz hacia delante mediante
el cual se obtiene una particiéon de las n variables. La idea es utilizar, en cada ge-
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5 OO
Ef 790,
SO L0/

FDA EBNA, BOA EcGA

O

Figura 3.5: Ejemplos de representaciones gréficas de algunos EDAs con miiltiples depen-
dencias (FDA, EBNA, BOA y EcGA).

neracion, un modelo de factorizacion de la distribucién de probabilidad conjunta
como producto de marginales de tamano variable.

» El algoritmo FDA o algoritmo de distribucién factorizada (Factorized Distribu-
tion Algorithm) se presenta en el trabajo de Miihlenbein y col. (Miihlenbein y
col., 1999). Este algoritmo trata de optimizar funciones aditivamente descompo-
nibles, para las cuales se obtiene una factorizacion de la distribuciéon de proba-
bilidad basada en residuales y separadores.

» El algoritmo EBNA (Estimation of Bayesian Networks Algorithm o algoritmo de
estimacién de redes Bayesianas) se presenta por Etxeberria y Larranaga (Etxe-
berria y Larranaga, 1999). En este algoritmo la distribucién de probabilidad
conjunta, que estd codificada en una red Bayesiana, se aprende a partir de los
individuos seleccionados en cada generacion.

» Pelikan y col. (Pelikan y col., 1999) proponen un algoritmo llamado BOA (Ba-
yesian Optimization Algorithm) en el que utilizan la métrica BDe (Heckerman
y col., 1995), que devuelve el mismo valor si las redes reflejan el mismo conjunto
de dependencias condicionales.

» Miihlenbein y Mahnig (Miihlenbein y Mahning, 1999) proponen el algoritmo
LFDA (Learning Factorized Distribution Algorithm) que bésicamente sigue la
misma aproximacién que el EBNA. La diferencia radica en que en LFDA la
complejidad del modelo se controla por la métrica BIC en conjuncién con una
restriccion acerca del maximo nimero de padres que cada variable puede llegar
a tener.

La figura 3.5 muestra diversos modelos graficos probabilisticos que se incluyen en
esta categoria.
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EBNA —Estimation of Bayesian Network Algorithm

Como ya se ha comentado anteriormente, EBNA es un EDA propuesto por Etxebe-
rria y Larranaga (Etxeberria y Larranaga, 1999). Este algoritmo propone la construc-
ci6n de un modelo grafico probabilistico (una red Bayesiana) sin restringir el niimero
de padres que puede tener una variable. Se comienza con un grafo aciclico dirigido,
sin arcos. En este caso, la factorizacion de la distribucion de probabilidad conjunta se
obtiene a partir del producto de las n distribuciones uniformes de probabilidad margi-
nales. Es decir, que la red Bayesiana inicial asigna la misma probabilidad a todos los
puntos del espacio de busqueda.

A la hora de aprender la estructura es preferible un algoritmo simple que obtenga
una buena estructura en poco tiempo, aunque esta no sea la estructura optima, ya
que este proceso se realiza en cada generacién. Un algoritmo que cumple estas carac-
teristicas es el algoritmo B (Buntine, 1991). Este algoritmo es un algoritmo voraz que
comienza con una estructura sin arcos y en cada paso anade el arco que proporciona
mayor mejora en la métrica utilizada. Este algoritmo termina cuando anadir cualquier
arco no supone ninguna mejora. También podemos obtener buenas estructuras de una
manera rapida utilizando estrategias de busqueda local. Estas estrategias comienzan
la buisqueda con el modelo obtenido en la generacion anterior.

Dependiendo del método utilizado para el aprendizaje estructural de la red Ba-
yesiana podemos encontrar diferentes versiones del algoritmo EBNA: De esta forma,
EBNAkotpen ¥y EBNAB ¢ realizan la busqueda de la estructura para detectar depen-
dencias aplicando métodos de busqueda y score, mientras que EBNA p¢ utiliza test de
hipétesis estadisticas a partir de las cuales estimar la estructura de la red.

La figura 3.6 muestra el pseudocédigo de los algoritmos EBNA pe, EBNA ko4 pern ¥
EBNAg;c, donde M, se refiere a la red Bayesiana obtenida en la [-ésima generacion.

3.3 Algoritmos de estimacién de distribuciones en
entornos continuos

En esta secciéon se presentan algunos EDAs desarrollados para la optimizacion
de problemas que utilizan variables continuas. Sin embargo, podemos encontrar gran
cantidad de trabajos relacionados con el analisis y desarrollo de EDAs en entornos
continuos (Bosman y Grahl, 2008; Bosman y Thierens, 2006; Larranaga y col., 2000).
El esquema general de funcionamiento es el mismo que el mostrado en la figura 3.1,
teniendo en cuenta que en el dominio continuo, la funcién de densidad conjunta, se
puede factorizar como el producto de n funciones de densidad condicionales. Se ha
utilizado la misma notacién que en la secciéon anterior, sustituyendo la distribucion de
probabilidad p;(x) por la funcién de densidad f(x).

Esta seccion se ha organizado de la misma manera que en el caso anterior para
valores discretos, clasificando los algoritmos en diferentes categorias segtin el niimero
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EBNApc, EBNAk2pen, EBNARc
My — (So, 6") con Sy DAG sin arcos y #° uniforme.

po(z) = [Tizy p(x:) = [1i2, rlz
Dy < Muestrear R individuos de M

For [ = 1,2,... hasta satisfacer un criterio de parada
Dy | + Seleccionar S individuos de D;_;
S}« Encontrar la mejor estructura segin un criterio:
test de independencia condicional (EBNA p¢)
Score Bayesiano penalizado + bisqueda (EBNAgoi )
Maéxima verosimilitud penalizada + busqueda (EBNA ;)

Nzl .
0" «— Calcular {0, = —#"—1 usando D}, como conjunto de datos
R Ny 4ri

M, ( l*ael)
D; «+ Muestrear R individuos de M, utilizando PLS

Figura 3.6: Pseudocddigo de los algoritmos EBNA pc, EBNA ko per, y EBNAB .

de dependencias entre variables que consideren.

3.3.1 Independencia entre variables

Se incluyen en esta categoria aquellos algoritmos que no tienen en cuenta ninguna
dependencia entre las variables. En este caso, la funcién de densidad conjunta sigue
una distribucién normal n-dimensional que se factoriza como el producto de densidades
normales unidimensionales independientes:

n n 1 1 T2
Pl > 0) =[] It o?) = R (3.11)
=1 ]

Como ejemplos de EDAs continuos de esta categoria estan la versiéon continua
del UMDA (UMDA,) (Larranaga y col., 2000), una versién continua del algoritmo de
aprendizaje incremental basado en poblaciones (PBIL,) (Sebag y Ducoulombier, 1998)
y el algoritmo SHCLVND (Stochastic Hill-Climbing with Learning by Vectors of Nor-
mal Distributions) (Rudlof y Képpen, 1996). A continuacién se describe el algoritmo
UMDACc con més detalle.
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UMDA.
** Aprendizaje de la funcién de densidad conjunta **
for [ =1,2,... hasta satisfacer un criterio de parada

fori=1...n
(i) seleccionar mediante tests de hipétesis la funcién de densidad fi(z;; 6%) que
. S, X; -y e .
mejor se adapta a D,”|", la proyecciéon de los individuos seleccionados
sobre la variable i — ésima

. o (o o Lk Lk;
(ii) obtener la estimacién de maxima verosimilitud para 6% = (0%, . .. 6%

El aprendizaje de la funcién de densidad conjunta en cada generacion, se expresa como:
1

fila: 0" =TT\, fi(2:,6;)

Figura 3.7: Pseudocédigo para estimar la funcién de densidad conjunta utilizado en UMDA...

UMDA.

La versién para dominios continuos del algoritmo UMDA (Univariate Marginal Dis-
tribution Algorithm) (UMDA,) fue desarrollada por Larranaga y colaboradores (La-
rranaga y col., 2000). En este caso, la factorizacién de la funcién de densidad conjunta
viene dada por

fi(x:; 0 = Hfl(xi,eﬁ-). (3.12)

UMDA. identifican mediante tests de hipdtesis las densidades unidimensionales
del modelo. Una vez identificadas las densidades, la estimacién de los parametros se
lleva a cabo por medio de sus estimaciones de maxima verosimilitud, tal y como se
explico en la seccién 2.6. En el caso de que las densidades unidimensionales sigan
distribuciones normales, en cada generacién, tenemos que estimar la media p! v la
desviacién estandar ¢! para cada variable. Sabemos que sus respectivas estimaciones
de maxima verosimilitud son:

N
— 1 —1\?
i = Xz'l =N xi,ﬁ &' = N Z (xir - Xil) (3.13)

r=1 r=1

La figura 3.7 muestra el pseudocddigo que utiliza el UMDA, para aprender la
funcién de densidad conjunta.
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3.3.2 Dependencias entre pares de variables

MIMICS

El algoritmo MIMICY es una adaptacién del algoritmo MIMIC para dominios
continuos, presentada por Larranaga y colaboradores (Larranaga y col., 2000). En este
caso se asume que el modelo probabilistico subyacente, para cada par de variables, es
una funciéon de densidad Gaussiana bivariante.

La idea consiste en usar una unica densidad univariada y n — 1 densidades condi-
cionales bivariadas para definir la funciéon de densidad conjunta, tratando de ajustarla
lo maximo posible a los datos empiricos. Para evaluar la red, se basan en el siguiente
resultado (Whittaker, 1990):

Si X = N(x;p,>) en una funcién de densidad normal n—-dimensional, entonces
su entropia viene dada por la expresion:

1 1
hX) = §n(1 + log 27) + §log 1> (3.14)

Por tanto, la expresiéon para la densidad univariada sera:

1
h(X) = 5(1 +log 2m) + logox (3.15)
y la de las bivariadas:
1 2 2 2
WX |Y) = |(1+log2m) + log <M)} (3.16)
Oy

donde 0% es la varianza de la variable unidimensional X y oxy es la covarianza entre
las variables X e Y.

El aprendizaje de la estructura que se realiza en este algoritmo se muestra en la
figura 3.8. En un primer paso se elige la variable con menor varianza de todas (que
serd la asociada a la densidad univariada) y en un segundo paso se selecciona la variable
que sera el préximo hijo. Para ello se prueba con todas las variables no escogidas hasta

22 22 .2 ) ]
el momento y se elige aquella cuyo valor de ZXZ5,7XY sea menor, para asi bajar la
Y

entropia, que es la expresion que se usa como distancia con respecto a la informacién
que aparece en la poblacion en curso.

3.3.3 Miuiltiples dependencias

Los algoritmos que se incluyen esta seccién corresponden a EDAs en el dominio
continuo, en los que no hay ninguna restriccion sobre el nimero de dependencias entre
variables a tener en cuenta en el aprendizaje del modelo. Esto puede hacerse induciendo
un modelo de distribuciéon normal multivariante no restrictivo, como en el caso del
algoritmo EMNA 54, (Estimation of Multivariate Normal Algorithm) (Larranaga y
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MIMICY
Elige 4,, = argmin; &g(j
fork=n—1n-2,...,1

~2

OX.X;

e i — P el 5
Elige i;, = arg min; X, =3

+1

J A bkt in

Figura 3.8: Adaptacién del método MIMIC a funciones de densidad Gaussianas multiva-
riantes.

EMNAglobal

Dy < Generar R individuos al azar (la poblacién inicial)
for [ = 1,2, ... hasta alcanzar un criterio de parada

Dy | + Seleccionar S < R individuos de D;_; de acuerdo a un
método de seleccion

filz) = f(x | DY) = N(z; p;, %) « Caleular la funcién de densidad
normal multivariante, a partir de los individuos seleccionados

D, «— Muestrear R individuos (la nueva poblacién) a partir de f;(x)

Figura 3.9: Pseudocédigo del algoritmo EMNA gjopa-

Lozano, 2001) o aprendiendo una red Gaussiana como se hace en los algoritmos EGNA
(Estimation of Gaussian Network Algorithm) (Larranaga y col., 2000).

EMNAglobal

En este método, la factorizacion de los individuos seleccionados en cada genera-
cién se obtiene mediante una funcién de densidad normal multivariante. La figura
3.9 muestra el pseudocddigo del algoritmo EMNA 4. En este algoritmo, en cada
generacion se calculan los estimadores de maxima verosimilitud para el vector de me-

. o . . . o 2
dias p; = (ft14,---5Mny), y para la matriz de varianzas-covarianzas ¥; = o3, con

o . : -1
1,7 =1,...,n. Por lo tanto, en cada generacién es necesario calcular 2n + ( " 9 )

9 ) covarianzas. Estos estimadores de

parametros: n medias, n varianzas y (
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maxima verosimilitud se calculan de la siguiente manera:

_l - - . .
wl SZ é‘,r—Xj) Lj=1...,n 1#] (3.17)

Se pueden encontrar mas detalles sobre EMNA 4, en (Larranaga y col., 2001).
Se han propuesto dos variaciones de este algoritmo, una versién adaptativa, conocida
como EMNA, y otra incremental conocida como EMNA;

EMNA,

EMNA, (Estimation of Multivariate Normal Algorithm — adaptive) es una adapta-
cién del algoritmo EMNA j;,4;. La principal caracteristica de esta versién es la forma
de obtener el primer modelo N (x; pu,, 1), que se estima a partir de los individuos
seleccionados de la poblacién inicial. Luego el algoritmo se comporta como un algorit-
mo genético de estado estacionario. En cada paso se simula un individuo mlge a partir
de la densidad normal multivariante. Si la evaluacién del individuo es mejor que la
del peor individuo "° de la poblacién actual, entonces el individuo simulado susti-
tuye al peor en la poblaciéon. En este caso, también es necesario volver a estimar la
funciéon de densidad normal multivariante. La actualizacién de la funcién de densi-
dad se realiza mediante las siguientes formulas, que se pueden obtener con métodos

algebraicos (Larrafiaga y col., 2001):

1
M =+ g (@), —2") (3.18)

1 S
2 _ 2 . Lr 1
Tijit1 = %ijl T g2 gez i i = Hj

r=1

S
1 l lS lr l 1 l l,S l LS
() B )+ (=) ()

r=

1 l,S I+1 l,S [+1 1 l +1 ! +1
s (xz VJ@+ ) <xj u]+ ) + g ( Lge,i V%+ ) ( Lge,j ’uJ+ ) (3.19)

donde :I:lge representa a los individuos generados en la [-ésima iteracién. La figura 3.10
muestra el pseudocodigo del algoritmo EMNA,.
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EMNA,

Dy « Generar R individuos al azar (la poblacién inicial)

Seleccionar S < R individuos de Dy de acuerdo a un método de seleccion
Obtener la primera funcién de densidad normal multivariante N (x; oy, 1)
for [ = 1,2, ... hasta alcanzar un criterio de parada

Generar un individuo mée de N (x5 py, %)

if (azlge es mejor que el peor individuo, ") entonces
1.- Afadir !, a la poblacién, eliminando " de ella
2.- Obtener NV (@ .y, Si41)

Figura 3.10: Pseudocédigo del algoritmo EMNA,,.

EMNA,;

EMNA; (Estimation of Multivariate Normal Algorithm — incremental) también
genera en cada paso un solo individuo :cge a partir de la normal univariante. En este
caso, ese individuo siempre se anade a la poblacion, pero sin eliminar ningun individuo.
La poblacién se va incrementando constantemente, a diferencia del caso anterior en
el que el tamano de la poblacién permanecia constante. Su principal interés es que
las reglas para actualizar la funcién de densidad son mas simples que en EMNA,.
Podemos encontrar méas detalles sobre este algoritmo en (Larranaga y col., 2001).

EGNA.., EGNA3zq., EGNAg o

En esta seccién presentamos tres versiones diferentes del algoritmo EGNA (Esti-
mation of Gaussian Networks Algorithm): EGNA,, (Larranaga y col., 2000; Larranaga
y Lozano, 2001), EGNAgg. y EGNA g, (Larranaga y col., 2001). En todos ellos, para
representar el modelo, se utiliza una red Gaussiana. La figura 3.11 muestra el pseu-
docddigo de los algoritmos EGNA. Los pasos basicos que realizan estos algoritmos son
los siguientes:

1. Realizar el aprendizaje estructural de la red Gaussiana utilizando alguno de los
métodos propuestos: test de exclusién de arcos, busquedas con métricas Baye-
sianas o con la de la maxima verosimilitud penalizada.

2. Estimar los pardmetros de la red (por méxima verosimilitud)

3. Generacion de la red Gaussiana.
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EGNA667 EGNABGe ) EGNABIC

For [ = 1,2, ... hasta alcanzar un criterio de parada
Dy | « Seleccionar S individuos de D;_,

(i) E; — Aprendizaje estructural mediante:
test de exclusién de arcos — EGNA,,
busquedas con métricas Bayesianas — EGNA g,
bisquedas con la de maxima verosimilitud penalizada — EGNAg;¢

(ii) 9' — Estimar los parametros de E

(iii) M; — (E1,0")

(iv) D; <« Muestrear R individuos de M; utilizando la versién continua
del algoritmo PLS

Figura 3.11: Pseudocédigo de los algoritmos EGNA.., EGNAgge, y EGNAg;c.

4. Simulacién de la funcion de densidad conjunta expresada por la red Gaussiana
aprendida anteriormente. Para ello se puede utilizar una adaptacion al entorno
continuo del algoritmo PLS descrito en la seccién 2.4.

La principal diferencia entre las diferentes versiones del algoritmo EGNA esta en la
manera de inducir la red Gaussiana: en EGNA,. la red Gaussiana se aprende en cada
generacién mediante test de exclusion de arcos, mientras que los modelos EGNA gg.
y EGNA g;¢ utilizan métodos de busqueda + score. EGNA g, utiliza métricas Baye-
sianas, de manera que obtiene el mismo valor con redes Gaussianas que reflejan las
mismas dependencias, y EGNAg;¢ utiliza el valor de la maxima verosimilitud penali-
zada. Estos modelos de induccion se han comentado en la seccién 2.6.

Podemos encontrar diversas aplicaciones de estos algoritmos en (Cotta y col., 2001),
(Bengoetxea y col., 2001b), (Lozano y col., 2001) y (Robles y col., 2001).

El problema principal en estos casos, en los que se tienen en cuenta multiples
dependencias entre variables, es la cantidad de tiempo de ejecucion que consumen
estas aproximaciones debido principalmente a la complejidad del modelo gréafico pro-
babilistico que necesitan aprender. La implementacion paralela de estos algoritmos ha
resultado una forma de eficiente de reducir este tiempo (Mendiburu, 2006).

La mejora y extension de los EDAs, buscando alternativas més eficientes, es un tema
en el que se sigue trabajando actualmente (Sagarna y Lozano, 2006; Mendiburu y col.,
2007; Santana y col., 2008), asi como sobre las aplicaciones de dichos algoritmos (Ro-
mero y Larranaga, 2009; Zhang y col., 2008; Armananzas y col., 2008). Podemos
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encontrar una revision del trabajo realizado en este campo durante los tltimos anos
en (Santana y col., 2009).
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Capitulo 4

Alternativas en el aprendizaje de
los EDAs utilizando clasificadores
Bayesianos

Como se ha comentado en el capitulo 3, los EDAs utilizan modelos gréaficos pro-
babilisticos para aprender el modelo probabilistico que se utilizard en la generacion
de nuevos individuos. Este aprendizaje se realiza en cada iteracién, y de este modelo
se genera una nueva poblacion. En los EDAs, el conjunto de individuos seleccionados
para aprender el modelo grafico probabilistico se compone generalmente de los mejo-
res (los que obtienen mejor valor en la funcién objetivo). Ademads, en practicamente
todos los EDAs presentados en la literatura, los valores obtenidos en la funcién ob-
jetivo por cada uno de los individuos seleccionados no se tienen en cuenta a la hora
de obtener el modelo, de manera que una vez seleccionados los mejores en D{, no
se tienen en cuenta las diferencias entre ellos, considerandolos a todos iguales en el
proceso de aprendizaje. Sin embargo, el valor obtenido en la funcién objetivo por cada
uno de los individuos seleccionados, también podria ser considerado en el aprendizaje.
A continuacion presentamos tres maneras posibles de incluir esto:

= Dar un peso diferente a cada individuo dependiendo de su valor en la funcién de
evaluacion.

Lo que se pretende es tener en cuenta el valor obtenido por cada individuo al
ser evaluado por la funcion objetivo en el proceso de aprendizaje. Una forma de
tener en cuenta este valor en la construccion del modelo grafico probabilistico,
se consigue dando un peso diferente a cada uno de los individuos selecciona-
dos en funcién del valor obtenido al ser evaluado. Un ejemplo de esta idea se
utiliza en el algoritmo BSC (Bit-Based Simulated Crossover) (Syswerda, 1993)
comentado en la seccién 3.2.1. Otra manera de considerar las diferencias en la
bondad de los individuos en una poblacién consiste en utilizar un método de
seleccién proporcional, como puede ser la seleccién basada en la distribucion de
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Boltzman (Miihlenbein y Mahning, 1999).

= Anadir el valor obtenido en la funcién objetivo como una nueva variable en el
modelo.

Esta segunda opcion anade el valor obtenido por los diversos individuos en la
funcién objetivo como una nueva variable. Esta variable se incluye en el modelo
grafico probabilistico junto con las variables Xi,..., X,. Normalmente, en la
mayoria de los casos, el valor que se obtiene en la funcién objetivo es un valor real.
El hecho de incluir este valor como otra variable, requiere que los algoritmos de
aprendizaje aplicados sean capaces de tratar con una variable continua, mientras
que el resto de las variables pueden ser discretas. Cuando éste es el caso, los
métodos de aprendizaje que se pueden utilizar en la construccion del modelo
grafico probabilistico son mas complejos y requieren un tiempo considerable de
ejecucion.

= Convertirlo en un problema de clasificacién supervisada.

La idea principal aqui es clasificar a todos los individuos de una poblaciéon en
diversas clases, y utilizar algoritmos para construir clasificadores Bayesianos que
se utilizaran para crear a los nuevos individuos. Estos clasificadores se pueden
obtener de manera que consideren las caracteristicas de los individuos que per-
tenecen a las clases mas aptas y que eviten las de las clases que dan peores
resultados. Aqui el problema es seleccionar las clases que se utilizaran para crear
el clasificador. Esta es la opcion que se ha elegido para implementar en los nuevos
algoritmos que planteamos.

En este capitulo se describe el nuevo método que se ha desarrollado para proble-
mas de optimizacién y al que hemos llamado Evolutionary Bayesian Classifier-based
Optimization Algorithms (EBCOAs) (Miquélez y col., 2004; Miquélez y col., 2007). En
esta propuesta se combina reconocimiento supervisado de patrones con computacion
evolutiva. Como se ha comentado anteriormente, los EBCOAs estan basados en la
utilizacion de clasificadores Bayesianos en computacion evolutiva.

4.1 Utilizacién de clasificadores en optimizacion

La clasificacién supervisada consiste en construir un modelo de clasificacién o cla-
sificador, basandose en la informaciéon de un conjunto de datos ya clasificados. Formal-
mente, el problema de la clasificacion supervisada con n variables predictoras, consiste

en la asignacién a un vector * = (x1,...,2,) € R" de una de las |C| clases de la
variable clase C'. Cada una de las posibles clases se denota por medio de ¢ y un clasifi-
cador se define como una funcién 7 : (zy,...,x,) — {1,2,...,]|C|}. El objetivo de este

problema consiste en encontrar el clasificador que asigne a cada individuo la verdadera
clase que le corresponde.
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La exactitud de un clasificador es la probabilidad de clasificar correctamente una
instancia elegida al azar (Kohavi, 1995). En este sentido, es aconsejable inducir el
modelo a partir de un conjunto de datos, llamado conjunto de entrenamiento y aplicar
dicho modelo, en la fase de clasificaciéon, a otro conjunto de datos al que llamaremos
conjunto de prueba. Una forma de medir la precisién del clasificador es a través del
porcentaje de casos bien clasificados.

Aunque existen diferentes métodos de validacién de un clasificador, en esta tesis se
ha utilizado el método de validacién cruzada 6 k-fold cross-validation (Stone, 1974).
Este método consiste en dividir el conjunto de datos ya clasificados en k-partes de
igual tamano de manera que k — 1 partes constituyen el conjunto de entrenamiento y
la otra parte se utiliza como conjunto de prueba. Con el conjunto de entrenamiento
se induce el clasificador y se aplica al conjunto de prueba para calcular el porcentaje
de bien clasificados. Este proceso se repite k veces de manera que en cada ocasion se
utilice una particion diferente como conjunto de prueba y las otras k — 1 restantes
como conjunto de entrenamiento. La precision del clasificador serd la media de la
precision de cada uno de los k procesos intermedios. La desviacién estandar deberia
ser aproximadamente la misma, independiente del nimero de subconjuntos (Kohavi,
1995). El método leave-one-out (dejar-uno-fuera) en un caso especial del método de
validacién cruzada en el que la base de datos es particionada k veces, siendo k igual al
nimero de casos originales n. Este tipo de validacion se aplica generalmente a bases
de datos con relativamente pocos casos.

Los modelos de clasificacién supervisada pueden dividirse en dos categorias depen-
diendo de la técnica de seleccion de variables que se aplique: enfoque directo o wrapper
y enfoque indirecto o filter. En la aproximacién directa o wrapper (Kohavi y John,
1997) cada subconjunto de variables es determinado por un algoritmo de busqueda,
el cual esta implicito en la construccién del clasificador. El algoritmo de busqueda es
guiado por una funciéon de mérito o porcentaje de casos bien clasificados obtenida en
base a la validacion cruzada de k particiones del conjunto de entrenamiento.

En la aproximacién indirecta o filter (Blum y Langley, 1997; Lewis, 1998) la eva-
luacién se lleva a cabo teniendo en cuenta unicamente las caracteristicas intrinsecas
de los datos sobre la base de la relaciéon de cada una de las variables con la clase.
Los distintos criterios de seleccién de variables basados en aproximaciones indirectas
se fundamentan en medidas probabilisticas, guiadas por distancias, inspiradas en la
Teoria de la Informacion, etc.

La informaciéon mutua o mutual information es una de las medidas filter més am-
pliamente utilizadas. Esta medida indica la cantidad de incertidumbre que el conoci-
miento de una variable predictora es capaz de reducir con respecto al estado en el que
se encuentre una segunda variable.

Una de las primeras propuestas de aplicacién de técnicas de clasificacion en optimi-
zacion es el modelo Learnable Execution Model (LEM) (Michalski, 2000). Al contrario
de otras técnicas de computaciéon evolutiva como GAs y EDAs; los algoritmos LEM
aplican clasificadores para evolucionar hacia una nueva poblaciéon de soluciones. En
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este método, los individuos de una poblacién se dividen en mejores y peores, de mane-
ra que se mantienen las caracteristicas de los buenos, mientras que se evitan las de los
malos. Michalski basa LEM en un método de aprendizaje llamado AQ18 (Kaufman y
Michalski, 1999). Este método de clasificaciéon supervisada utiliza métodos generales
de aprendizaje de induccién de reglas que son configurables para una convergencia mas
rapida. LEM puede verse como un acercamiento hibrido que aplica modelos de apren-
dizaje no estadistico con mecanismos evolutivos de cémputo tradicionales (Ventura y
col., 2002).

Existen otros métodos estadisticos que combinan modelos estadisticos de clasifi-
cacién y computacion evolutiva. Como ejemplo de esto tenemos los drboles de deci-
sién (Llora y Goldberg, 2003; Munoz, 2003).

4.2 Categorizacion de clasificadores Bayesianos en
base a su complejidad

En la literatura podemos encontrar propuestas de diferentes tipos de clasificadores
para combinar con técnicas de computacion evolutiva. Uno de los mejores ejemplos
es el algoritmo LEM (Michalski, 2000) que emplea reglas para la construccién de un
clasificador que identifica las principales diferencias entre el grupo de los mejores y
los peores individuos de la poblacién. En los EBCOAs se utilizan, con este mismo
objetivo, clasificadores Bayesianos basados en redes Bayesianas y redes condicionales
Gaussianas.

A continuacién se describen algunos clasificadores Bayesianos que se utilizan habi-
tualmente en problemas de clasificacion. La caracteristica principal que los distingue
es el numero de dependencias entre las variables que se consideran en la construccion
de la red Bayesiana. La revisién de estos clasificadores se hace desde el més simple al
mas complejo. También se proporciona una versién continua de modo que puedan ser
aplicados a dominios continuos.

En presencia de variables continuas, una alternativa es asumir que las variables con-
tinuas siguen una distribucion Gaussiana. En este caso, la estructura que utilizamos
se conoce como una red condicional Gaussiana (Geiger y Heckerman, 1994; Laurit-
zen, 1996; Pérez y col., 2006). Este tipo de red puede tratar con variables continuas
y discretas, y, por tanto, es una alternativa para trabajar con variables mixtas sin ne-
cesidad de discretizar las variables continuas. Una limitacién estructural de las redes
condicionales Gaussianas es que una variable discreta no puede tener como padre a
una variable continua. Los clasificadores utilizados en este caso se limitan a modelos
donde todas las variables predictoras son continuas y la unica variable discretas es la
variable clase, que es el padre de todas las variables predictoras incluidas en el modelo.

En algin caso, estos clasificadores pueden considerarse demasiado simples o poco
eficientes desde el punto de vista de la clasificacion. Sin embargo, en nuestro caso, estos
clasificadores se utilizan para la optimizacién con EBCOAs. El propdsito, por tanto,
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Figura 4.1: Estructura grafica del modelo naive Bayes.

es tener un algoritmo de aprendizaje relativamente eficaz que se pueda ejecutar en un
tiempo razonable en cada generacion.

4.2.1 Naive Bayes

El paradigma que combina el teorema de Bayes y la hipétesis de independencia
condicional dada la clase se conoce como idiot Bayes ((Ohmann y col., 1988)), naive
Bayes ((Kononenko, 1990)), simple Bayes (Gammerman y Thatcher, 1991), o indepen-
dent Bayes (Todd y Stamper, 1994). Aunque tiene una larga tradicién en la comunidad
de reconocimiento de patrones (pattern recognition) (Duda y Hart, 1973), en el campo
del aprendizaje automatico (machine learning), el clasificador naive Bayes se comenta
por primera vez en (Cestnik y col., 1987). Sucesivamente, se ha ido comprobando su
potencialidad y robustez en problemas de clasificacién supervisada. En ese sentido,
naive Bayes ha demostrado ser eficaz para muchos problemas de clasificaciéon (Domin-
gos y Pazzani, 1997), pudiendo obtener resultados comparables a los obtenidos con
otros clasificadores mas complejos.

El clasificador naive Bayes (Minsky, 1961) considera todas las variables X1, ..., X,
condicionalmente independientes dado el valor de la clase C'. Por tanto, el modelo grafi-
co probabilistico corresponde a una estructura fija como la mostrada en la Figura 4.1.

La principal ventaja de la aproximacién naive Bayes consiste en que la estructura
siempre es fija. Por tanto, el proceso de aprendizaje del clasificador es muy rapido, ya
que la Unica tarea es estimar los parametros que mas tarde debera considerar esta red
Bayesiana.

Siguiendo el modelo naive Bayes, al clasificar un ejemplo @, se le asignara la clase
¢ con una determinada probabilidad. Esta probabilidad se calcula aplicando:

ple | @) ocple,z) = p(e) | [ plailo). (4.1)

=1

La estimacién de la probabilidad de la clase, p(c), asi como de las probabilida-
des condicionales, p(x;|c), se realiza a partir de los individuos seleccionados en cada
generacion.
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En el dominio continuo, es habitual asumir que la funcién de densidad conjunta
sigue una distribucién normal n-dimensional, y debido a la consideracién de indepen-
dencia entre las variables, dada la variable clase C, ésta se factoriza como un producto
de densidades condicionales normales y univariantes. Por tanto, al clasificar a un nuevo
individuo mediante el clasificador naive Bayes tenemos que:

p(C=clXy=x,...Xp =2, x
p(e) - f(xile) - faale) ...+ fanlc)

donde
f( ‘ ) 1 ,%(xw_ﬂic)Q
xilc) = e ic
V21O,
para todo i = 1,...,ny ¢ = 1,...,|C| donde p; y 0y representan la media y la

desviacién estandar de X;|C' = ¢ respectivamente.

Para aplicar un clasificador naive Bayes en los EBCOAs, la estimacion de la proba-
bilidad a priori de la clase, p(c), asi como de los pardmetros p;. y ;. de las funciones
de densidad condicionales, f(x;|c), se realiza en base a los individuos seleccionados en
cada generacion.

Notese que este tipo de clasificador Bayesiano es el més indicado para problemas
de optimizacion en los cuales las variables que forman los individuos son realmente
independientes dada la clase.

4.2.2 Selective naive Bayes

La principal diferencia entre el modelo selective naive Bayes (Kohaviy John, 1997;
Langley y Sage, 1994) y naive Bayes es que en el selective naive Bayes no todas las
variables tienen que estar presentes en el modelo final. Tal y como se comenta en la
seccion 4.3.4, en determinados problemas de clasificacion podemos encontrar lo que
llamamos variables irrelevantes, es decir, variables cuyas distribuciones de probabili-
dad condicionadas a cualquier valor de la variable clase permanecen iguales, o variables
redundantes, aquellas cuya correlacion con otras variables predictoras es muy alta. Pa-
ra este tipo de problemas, la condicion impuesta por el modelo naive Bayes de tener
que considerar todas las variables, puede resultar muy estricta. El comportamiento de
naive Bayes no es muy bueno cuando hay variables redundantes (Liu y Motoda, 1998;
Inza y col., 2000). Teniendo en cuenta todo esto, el propdsito del clasificador selective
naive Bayes es mejorar el rendimiento del clasificador naive Bayes eliminando las va-
riables irrelevantes y redundantes, considerando solo aquellas que proporcionan mayor
informacion. La Figura 4.2 muestra una posible estructura de red Bayesiana para un
problema de cuatro variables, donde una de ellas, X3, no aparece en la estructura final.

El algoritmo comienza inicializando el conjunto de variables como conjunto vacio
y evalia la exactitud del clasificador resultante para su posterior comparacién. Para
la validacion del clasificador se utiliza validacién cruzada (k-fold cross-validation) con
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Figura 4.2: Ejemplo de estructura grafica del modelo selective naive Bayes para un problema
de cuatro variables.

k = 10. En cada iteracién, el método considera anadir cada variable no utilizada al
conjunto y evalia la exactitud del clasificador resultante. Se anade aquella variable que
obtiene un clasificador con mejor porcentaje de bien clasificados. El algoritmo termina
cuando no existe ninguna variable que al anadirla mejore la exactitud del clasificador.

Siguiendo el modelo selective naive Bayes y usando la estructura mostrada en la
figura 4.2, a un individuo & = (z1, 2, x3,x4) se le puede asignar la clase

¢ = arg mczixp(c)p(xl lc)p(x2|c)p(x4]c) (4.2)

4.2.3 Semi—naive Bayes

El clasificador semi—naive Bayes es un clasificador Bayesiano que pretende mejo-
rar al clasificador naive Bayes evitando las estrictas restricciones de este modelo y
permitiendo agrupar algunas de las variables, teniendo en cuenta dependencias entre
conjuntos de variables. Las variables relacionadas se representan como un solo nodo
en la red Bayesiana o en caso de valores continuos, en la red condicional Gaussiana.

En 1991 Kononenko (Kononenko, 1991) propone un método para la identificacién
de atributos que son condicionalmente independientes basado en una prueba estadisti-
ca que determina la probabilidad de que dos atributos no sean independientes. El
algoritmo une dos atributos si hay una probabilidad mayor que 0,5 de que los atri-
butos no sean independientes. Posteriormente, Pazzani (Pazzani, 1997) presenta dos
métodos alternativos para detectar dependencias entre variables: FSSJ (Forward Se-
quential Selection and Joining.- Seleccion secuencial hacia delante y union) y BSEJ
(Backward Sequential Elimination and Joining.- Eliminacion secuencial hacia atrds y
union). Las variables dependientes se agrupan en una nueva variable multidimensional
que se considera como un solo nodo de la red. Las figuras 4.3 y 4.4 muestran el pseu-
docodigo del algoritmo FSSJ y BSEJ respectivamente. El algoritmo se guia por una
métrica wrapper 10-fold cross—validation o bien leave one out dependiendo del tamano
de la base de datos.

Tal y como puede verse en la Figura 4.3 el algoritmo FSSJ efectiia una modelizacion
voraz hacia adelante guiado por la estimacion del porcentaje de casos bien clasificados.
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Inicializar el conjunto de variables a utilizar como vacio
Clasificar todos los ejemplos como pertenecientes a la clase de mayor p(c)
Repetir en cada iteracion:
Elegir la mejor opcién entre
(a) Considerar cada variable no utilizada por el clasificador
como una nueva variable a incluir en el modelo,
como condicionalmente independiente, dada la clase,
de las otras variables usadas por el clasificador
(b) Considerar la unién de cada variable no usada en el modelo actual
con cada variable usada actualmente
Evaluar cada opcion utilizando la estimacion del porcentaje de
casos bien clasificados
Hasta que no se obtenga ninguna mejora

Figura 4.3: Pseudocédigo del algoritmo FSSJ utilizado para construir el modelo semi—naive
Bayes.

Comenzar considerando todas las variables como condicionalmente
independientes dada la variable clase
Repetir en cada iteracion:
Elegir la mejor opcién entre
(a) Considerar reemplazar cada par de variables utilizadas por el
clasificador como una nueva variable que sea el producto
cartesiano de ambas
(b) Considerar eliminar cada variable utilizada por el clasificador
Evaluar cada opcion utilizando la estimacion del porcentaje de casos
bien clasificados
Hasta que no se obtenga ninguna mejora

Figura 4.4: Pseudocddigo del algoritmo BSEJ utilizado para construir el modelo semi—naive
Bayes.

Comienza considerando como modelo inicial la regla simple que consiste en clasificar
todos los ejemplos, independientemente de sus caracteristicas, como pertenecientes a
la clase mas numerosa. A continuacién, mientras se vaya mejorando la estimacion del
porcentaje de bien clasificados, se va efectuando en cada paso la mejor opcién entre
incluir en el modelo una variable de las que todavia no formaban parte del mismo, u
obtener una nueva variable como producto cartesiano entre alguna de las variables (o
supervariables!) ya incluidas en el modelo y la que acaba de incluirse.

'La denominacién supervariable hace alusién a la variable resultante del producto cartesiano entre
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Figura 4.5: Pasos para la construccién de un clasificador Bayesiano semi-naive Bayes si-
guiendo el algoritmo FSSJ, para un problema de cuatro variables. X7, Xa, X3, X4 son las
variables predictoras y C' la variable a clasificar.

La figura 4.5 muestra un ejemplo de aplicacién del algoritmo FSSJ. Es importante
mencionar que el clasificador semi-naive Bayes también contempla la posibilidad de
no incluir algunas variables en el modelo grafico final, indicando que estas variables
no son relevantes para la asignacién a una u otra clase. Esto es lo que ocurre en este
ejemplo con la variable X3. Como resultado, siguiendo el modelo semi-—naive Bayes y
usando el clasificador obtenido en esta figura, a un individuo & = (x1,x9, x3,14) le
podemos asignar la siguiente clase:

¢ = arg mcéxp(c)p(xl, Talc)p(z4|c). (4.3)

En el caso de variables continuas, cada una de las variables agrupadas se trata
como una sola supervariable en cuanto a la factorizacion de la distribucion de proba-
bilidad. Para el caso del ejemplo anterior de la Figura 4.5(3) con variables continuas,
un individuo @ = (z1, 29, x3, x4) serd asignado a la siguiente clase:

¢ = arg mgixp(c)f(xl, xo|c) f (x4]c). (4.4)
En los casos en los que una variable X; se estima como independiente del resto
(como la variable X, en el tltimo ejemplo), f(z;|c) puede calcularse como:
]_ Tic—Hic )2

Flaile) = e 2
2M0;.

y analogamente, para el caso de dependencias con un nimero p de variables, como las
variables X7 y X5 en el ejemplo, se supondra que el factor correspondiente sigue una
distribucién normal p-dimensional para cada valor de la variable C'. Considerando que
z; representa un valor del j-ésimo grupo de p variables, tendriamos que
f(z;lc) = S o~ (2 —15e) "S5 (25— pje)
(2m)P[Eje|

dos o mas variables originales.
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Calcular I(X;, X; | C) para cada par de variables predictoras, con i # j
Construir un grafo no dirigido, donde los nodos corresponden a las variables
predictoras Xi, ..., X, asignando el peso I(X;, X; | C') a la arista
que conecta X; y X;
Asignar la arista con mayor peso al arbol que estamos construyendo

Repetir en cada iteracion:
Examinar la arista de mayor peso y anadirla al arbol, a no ser que
esto forme un ciclo
En ese caso, desecharla y examinar la siguiente arista de mayor peso
Hasta anadir n — 1 aristas a la estructura

Transformar el grafo no dirigido en uno dirigido, escogiendo una variable
raiz al azar

Construir la estructura tree augmented naive Bayes anadiendo un nodo
etiquetado como C', y un arco desde C' a cada una de las variables
predictoras X; (i =1,...,n)

Figura 4.6: Pseudocddigo del algoritmo tree augmented naive Bayes.

donde X, es una matriz p X p que representa la matriz de varianzas-covarianzas del j-
ésimo grupo de p variables cuando C' = ¢y . representa su correspondiente esperanza
matematica.

4.2.4 Tree augmented naive Bayes

Otro clasificador Bayesiano que también tiene en cuenta dependencias entre va-
riables, aunque de manera diferente al clasificador anterior, es el denominado tree
augmented naive Bayes (TAN) (Friedman y col., 1997). Este método construye una
estructura en forma de arbol, segin se ilustra en la Figura 4.6.

El proceso para crear esta estructura se compone de dos fases: En primer lugar
se buscan las dependencias entre las diferentes variables X7, ..., X,,. Para ello, el al-
goritmo utiliza un método basado en la teoria de la informacién, donde el peso que
se asigna a una rama (X;, X;) del drbol, viene definido por el valor de la informacién
mutua condicionada a la variable clase

I(X;, X5|C) = ZP(C)I(Xi,XﬂC:C)

- L2 2 plenanalos o (49)
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cont < j,j=2,...,n.

Cuando las variables predictoras, X1, ..., X,,, toman valores reales, el procedimien-
to es una adaptacion del algoritmo de Chow-Liu (Chow y Liu, 1968) para variables
predictoras continuas, que calcula la informacién mutua entre dos distribuciones nor-
males univariantes (Cover y Thomas, 1991) a partir de la expresién siguiente:

IC]
1, X, 1 €)= =5 3 p(e)log (1 - 2(X,, X)) (4.6)

c=1

coni < j,j=2,...,ndonde p?(X;, X;) = CoveXi X)) og el coeficiente de correlacion

\/Varc.X;Varc.X;
entre Xz y X]

Con estos valores de la informacién mutua, el algoritmo construye una estructura
en forma de arbol. En una segunda fase la estructura se aumenta a una red Bayesiana
anadiendo un arco desde la variable C' al resto de variables predictoras Xy, ..., X,,.

(1) )

4) ®) (6)

Figura 4.7: Representaciéon de los pasos para la construcciéon de un clasificador tree aug-
mented naive Bayes para un problema de cuatro variables. X7, X5, X3, X4 son las variables
predictoras y C' es la variable a clasificar.

La figura 4.7 muestra un ejemplo de aplicacién del algoritmo tree augmented naive
Bayes. En este ejemplo, se asume que (X, Xo|C) > (X, X5|C) > (X1, X;5|C) >
I(X3, X4|C) > I(X2, X4|C), 1(X1,X4|C). En (4) se ha rechazado la arista (X, X3)
por formar un ciclo. Finalmente, (6) representa la estructura de drbol aumentado al
aplicar la segunda fase del método. Siguiendo el método tree augmented naive Bayes, y
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utilizando la estructura representada en esta figura, a un individuo = (21, x9, 3, T4)
podemos asignarle la clase:

¢ = argméx p(c)p(z:1|c, za)p(w2|c)p(wse, x2)p(walc, z3). (4.7)

A diferencia de la aproximacion wrapper utilizada para medir la bondad de la
estructura obtenida en el método semi—naive Bayes comentado en el apartado anterior,
el algoritmo tree augmented naive Bayes sigue un método filter basado en la cantidad
de informacion mutua, donde sélo se consideran dependencias entre pares de variables.

El caso anterior se ha considerado suponiendo que las variables predictoras toman
valores discretos. Si consideramos el mismo ejemplo de la figura 4.7 pero para variables
continuas, a un individuo = (z1, 9, x3, z4) se le asignard la clase:

= argmcéx p(c) - flxi|e,xa) - faa|e) - fas|e, xa) - flay|e, x3). (4.8)

En este caso, el célculo de f(x;|c, zx(;)), donde Xj(;) representa la variable padre
de la predictora X; en caso de que exista, puede hacerse como

p(c) - f(@i, Trle)
p(c) - fzrwlc)

f (@i, i) |o)
fl@rale)

f($i|C, $k(z‘))

(4.9)

4.2.5 Otros métodos

Ademas de los clasificadores presentados anteriormente, existen otros métodos de
construccién de clasificadores Bayesianos teniendo en cuenta mas o menos dependen-
cias entre variables. En los tltimos anos se han propuesto diferentes métodos, ya que
constituyen un tema de investigacion importante. Como ejemplos de estos clasificado-
res Bayesianos podemos mencionar el clasificador Bayesiano K-dependencias (Sahami,
1996), redes Bayesianas generales (Neapolitan, 2003), y multiredes Bayesianas (Kont-
kanen y col., 2000). Sin embargo, estos clasificadores, debido a su alto coste compu-
tacional, no se han utilizado en los algoritmos presentados en este capitulo, por lo que
no entramos en su descripcion.

4.3 Descripcion del nuevo método

En esta seccién se describe el nuevo método propuesto al que, como ya se ha
comentado, hemos denominado Evolutionary Bayesian Classifier-based Optimization
Algorithms (EBCOAs). En este método se sigue un proceso de calculo evolutivo simi-
lar a los EDAs, aunque se diferencian principalmente en el método que se utiliza para
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s Xa | F( | Division de la poblacion
en |K| clases diferentes

43.25
32.45 D

X, X, Xy o X, F(x) | K

R 6 1 8 .. 2 1312
1 4 1 2 .. 3 4325 | 4
2 708 1 .09 3245 | 1

Combinar las poblaciones

[N

Seleccion de€ | < |K | clases

D|+1 X Xy X, X c
X, X, Xy oo X, F(x) 1 4 1 2 .. 3 1
2 7 3 1 9 1
1 3 7 9 .. 5 87.26 . e e e
2 4 2 2 .. 1 72.45 . B 1
M 8 6 5 .. 3 17.26 —_———
8 [e]
2 Icl

Muestreo deM individuos con

pi(x|c) Induccién del clasificador

Bayesiano

pi{clax) o pi{x|c)

Figura 4.8: Tlustracién del método EBCOA en el proceso de la optimizacion.

construir la red Bayesiana o Gaussiana. Mientras que en los EDAs se utilizan algorit-
mos de induccién de redes Bayesianas para el aprendizaje, los EBCOAs aprenden el
modelo mediante clasificadores Bayesianos que utilizan la informacién proporcionada
por el valor obtenido en cada caso en la funcién objetivo. Ademas, a la hora de cons-
truir este clasificador, los EBCOASs tienen en cuenta las caracteristicas, no solo de los
mejores individuos de la poblacion actual, como se hace en los EDAs, sino también
las de los peores. De esta manera, el modelo gréafico probabilistico representa las ca-
racteristicas de los mejores y de los peores individuos. Esta idea tiene como objetivo
evitar una convergencia demasiado rapida que en algunos problemas de optimizacion
lleva a los EDAs a caer en éptimos locales y no alcanzar el resultado deseado.

En la figura 4.8 se representa el método seguido por los EBCOAs. Si comparamos
esta figura con la figura 3.2, podemos observar que las diferencias entre EBCOAs y
EDASs estan precisamente en el paso de aprendizaje del modelo.

4.3.1 Notacién

Sea D; la [-ésima poblacion de R individuos que tiene que evolucionar hacia la
poblacién (I 4 1)-ésima. En los EBCOASs, antes de realizar el aprendizaje, la pobla-
ciéon Dy se divide en |K| clases diferentes, tratando de plantear el problema desde
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una perspectiva de clasificaciéon supervisada. La variable K puede tomar los valores
{1,2,...,]K|}. Representamos por D a la poblacién D; después de dividirla en |K|
clases, de manera que a cada individuo de la poblacién le hemos asignado un valor
k de la variable K con 1 < k < |K]|. Dicho valor k representa la clase a la que se
ha asignado cada individuo. Ya que no todas las clases se utilizan en el aprendizaje,
antes de obtener el clasificador Bayesiano, elegimos los individuos de |C] < |K| clases
y el resto sencillamente los ignoramos, para el proceso de aprendizaje. Llamaremos
DF al subconjunto de DF que utilizaremos para el aprendizaje. Utilizaremos C' para
referirnos a la variable clase, con valores denotados por ¢ con 1 < ¢ < |C|.

El resultado del paso de aprendizaje en EDAs es construir un modelo grafico pro-
babilistico, es decir, una red Bayesiana si trabajamos con valores discretos o una red
Gaussiana cuando se refiere a valores continuos. En los EBCOAS, esta red es un cla-
sificador Bayesiano construido a partir de las variables Xi,..., X, y de la variable
C.

La tarea principal en los EBCOAs consiste en estimar la pj(x | ¢), es decir, la
probabilidad de que un individuo @ pertenezca a cada una de las clases 1,2,... |C]
en DY. Esta probabilidad se debe estimar cada generacién, puesto que la poblacién,
y por lo tanto la naturaleza de las clases, es diferente en cada una de ellas. En los
EBCOASs, la estructura de la red Bayesiana que se obtiene como resultado del paso de
aprendizaje, contendrd, igual que en el caso de los EDAs, las variables X1, ..., X,,, pero
ademas, la nueva variable C' definida anteriormente. Esta variable C' estard presente en
todas las estructuras obtenidas utilizando algoritmos de construccién de clasificadores
Bayesianos por los EBCOAs, y C sera siempre la variable padre del resto de variables.

4.3.2 Descripcion de los principales pasos de los EBCOAs

En esta seccion se describen los principales pasos del método EBCOA, asi como
las implicaciones de las diversas opciones que se haran en cada uno de ellos.

1. En primer lugar, se genera la poblacién inicial D, formada por R individuos.
Estos R individuos se generan normalmente siguiendo una distribucién uniforme
en cada variable. A continuacién se evalia cada individuo.

2. La poblacién D; se subdivide en un numero |K| de clases en funcién del valor
obtenido por los individuos al ser evaluados. Como resultado de este paso se
obtiene DF.

3. Ya que las diferencias entre los individuos de las K clases, normalmente no son lo
suficientemente grandes como para permitir la construccién de un clasificador, se
selecciona un subconjunto C' C K de clases, y el resto son simplemente ignoradas.
La poblacién resultante se denota por Df.

4. Con los individuos seleccionados en el paso anterior, se construye el clasifica-
dor Bayesiano n—dimensional que mejor refleje las diferencias entre las clases
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EBCOAs
Dy « Generar R individuos (poblacién inicial) al azar
Repetir Para cada [ = 1,2, ... hasta satisfacer un criterio de parada

DE «— Dividir los R individuos de D; en |K| < R clases diferentes
segin un criterio de clasificacion
D¢ « Seleccionar los individuos de |C| < |K| clases de DX,
que se utilizardn para construir el clasificador Bayesiano.
Los individuos de las clases no seleccionadas se ignoran
pi(c|x) < pi(x|c) — Estimar la distribucién de probabilidad de cada individuo
en DZC de pertenecer a cualquiera de las |C| posibles clases
D; « Crear R nuevos individuos (la nueva poblacién) a partir de p;(x|c)

Figura 4.9: Pseudocédigo del método EBCOA.

seleccionadas (por lo general, entre los mejores y peores). La estructura de este
clasificador Bayesiano contiene a la variable C' como padre de todas las demas,
ademas de todas, o algunas, de las variables predictoras X, Xs,..., X,.

5. Por tultimo, se construye la nueva poblacién D; ;. Esta nueva poblacion D;; se
obtiene combinando los M nuevos individuos obtenidos mediante la simulacién
de la distribucién de probabilidad aprendida en el paso anterior y algunos indi-
viduos representativos de las diferentes clases de DX, con el fin de obtener un
total de R individuos para la proxima generaciéon. Este proceso lo explicamos en
la seccién 4.3.3.

Los pasos 2, 3, 4 y 5 se repiten hasta alcanzar un criterio de parada. La figura 4.9
muestra el pseudocodigo de este proceso.

Como se puede comprobar, el proceso es similar al descrito en la seccion 3.1 para
los EDAs. Se diferencia en la forma en que se realiza la seleccién de los individuos.
Mientras en los EDAs se selecciona a los mejores individuos de cada poblacion, los
EBCOASs clasifican a estos en diferentes clases para luego seleccionar a los individuos
de determinadas clases. Ademas, a la hora de estimar la distribucién de probabilidad,
los EBCOASs incluyen la variable clase dentro del modelo.

Clasificacion supervisada: etiquetado de los individuos y seleccion de las
clases

En primer lugar se clasifica toda la poblacién en un niimero fijo | K| de clases dife-
rentes. Estas clases se forman dividiendo a la poblacion entera en grupos de individuos
desde los mejores, teniendo en cuenta el criterio de evaluacion, hasta los peores. El
resultado de este proceso es asignar a cada uno de los R individuos en D; una etiqueta
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kE (con k € {1,2,...,K}), y de esta forma se crea la variable clase K en la base de
datos D,

Como en los EBCOAS el objetivo es también considerar las caracteristicas principa-
les que distinguen a los mejores individuos de los peores, podriamos desechar algunas
de las clases DJ* para facilitar el aprendizaje. Un ejemplo de esta idea es no tener en
cuenta las clases intermedias en D a la hora de aprender el clasificador Bayesiano,
para realzar las diferencias entre las clases méas distantes, aunque también existen otras
opciones tal y como se comenta en la seccién 4.3.3. D es el resultado de eliminar de
DX las clases que no se utilizan en el aprendizaje, y C es la variable clase que se utiliza
como nodo raiz en el aprendizaje del clasificador Bayesiano, con |C| < |K]|.

El aprendizaje: construccion del clasificador Bayesiano

Mientras que en los EDAs el aprendizaje se realiza mediante la induccion del mo-
delo probabilistico a partir de los mejores individuos de cada poblacion, los EBCOAs
utilizan clasificadores Bayesianos para crear el modelo probabilistico, utilizando para
ello a los individuos de las diferentes clases que forman la variable ', de manera que
dicha variable se incluye como raiz en el modelo. Por lo tanto, el modelo grafico pro-
babilistico obtenido contendrd un méximo de n + 1 nodos (las variables X; a X, y
(), siendo siempre la variable C' la raiz y el padre de todas las demds. Como resul-
tado de este procedimiento se aprende la distribucion de probabilidad, que se puede
representar por p;(clx) o« p(c) - pi(x|c) en el caso de variables discretas y por una fac-
torizacion en la forma p;(c|x) o« pi(c) - fi(x|c) para variables continuas. Los algoritmos
de construccién de clasificadores que se han utilizado para esta fase se han explicado
de manera detallada en la seccion 4.2.

La complejidad del clasificador Bayesiano utilizado en el proceso de aprendizaje de
los EBCOAS, es decir, el grado de dependencias entre las variables X7, Xs,..., X, y C
que es capaz de tener en cuenta, determina la capacidad del clasificador para reflejar
mejor las diferencias entre los mejores y peores individuos de la poblacion.

El paso mas costoso para los EBCOAs consiste en estimar satisfactoriamente la
distribucién de probabilidad p;(c|x). Es importante destacar que en nuestro caso no
estamos interesados en la obtencion del mejor clasificador Bayesiano posible, sino en
obtener un clasificador estrictamente correcto. Estos algoritmos para obtener clasifi-
cadores 6ptimos en forma de red Bayesiana (o red condicional Gaussiana en el caso de
variables continuas) consumen mucho tiempo, y el requisito del tiempo de ejecucion es
crucial en los EBCOAs. Hay que tener en cuenta que este paso de aprendizaje (es decir
el paso de construccién del clasificador) se va a aplicar en cada generacién. Es més
importante utilizar un constructor del clasificador Bayesiano que devuelva un clasifi-
cador satisfactorio en un tiempo razonable, que utilizar demasiado tiempo en obtener
un clasificador perfecto que ya no tendra ningiin sentido en la siguiente generacion.
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La simulacién: generando la nueva poblacion

El paso de muestreo del modelo gréfico probabilistico para obtener la nueva pobla-
cién Dy se realiza de una manera similar a como se hace en los EDAs (ver seccién 3.1),
aunque hay una diferencia importante debido a la existencia de la variable C' en el
modelo. Cada individuo se genera usando un criterio especifico, como por ejemplo la
distribucién de probabilidad p;(x|c). Por lo tanto, la simulacién del individuo se realiza
a partir de la distribuciéon de probabilidad aprendida en el paso anterior.

La diferencia principal viene de la necesidad de reflejar las caracteristicas que di-
ferencian a los individuos de las mejores y peores clases. En ese sentido, al realizar la
simulacion para crear la nueva generacién de individuos que formaran la siguiente po-
blaciéon Dy 1, los individuos se instancian utilizando todas las clases en C'. Se generan
M nuevos individuos, donde M < R, siendo R el tamano de la poblaciéon, ya que en
algunos casos es interesante mantener individuos de la generacién anterior. Los nuevos
individuos se generan utilizando un ntmero diferente de representantes de cada clase
c € C de Df mediante la instanciacién proporcional a la distribucién de probabilidad
de todas las clases p(c), esto es

p(c) x Z F(x) (4.10)

T| C(X)=c

donde F'(z) es el valor obtenido al evaluar al individuo x, y C(x) es la clase asignada
al individuo & en DF.

La razén de hacer la simulacién de esta manera es asegurarse de que en la siguiente
generacién estaran presentes las caracteristicas de todos los individuos de las clases se-
leccionadas, aunque en mayor proporcion, aquellos individuos que obtienen una mejor
clasificacién en la funcién objetivo. Después de este proceso, en las nuevas generacio-
nes, se incluirdn también individuos de las clases con peor valor en la funcién objetivo
y este hecho asegura que se mantengan presentes las diferencias entre los mejores y
peores individuos de las generaciones anteriores del proceso de busqueda para que los
algoritmos puedan converger a la solucién 6ptima. Es importante guardar estas dife-
rencias puesto que la convergencia del conjunto al 6ptimo, se basa en la capacidad
del clasificador Bayesiano de modelar las caracteristicas principales que hacen que un
individuo esté en una u otra clase.

4.3.3 Evolucion de la poblacion

Una vez generados los M nuevos individuos que formaran la nueva poblacion Dy,
mediante la simulacién del modelo creado, existen diferentes opciones para formar la
poblacién de nueva generacién DfY ;.

En los EDAs, esta evolucién suele realizarse utilizando lo que normalmente se
conoce como elistismo y que consiste en generar M nuevos individuos, donde M =
R — 1, de manera que la nueva poblacién estard formada por el mejor de la poblacién
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Figura 4.10: Iustracién del proceso de evolucién de la poblacién de una generacion a la

siguiente en el método EBCOA. Transicién entre DZK y Dy a Dﬁl.

anterior y los M nuevos individuos generados. Sin embargo, esta técnica tiende a
generar poblaciones muy homogéneas.

En los EBCOASs intentamos mantener informacion de las poblaciones anteriores y
crear una poblacién heterogénea. El paso inicial para la creacién de D a partir de la
poblacién inicial Dy se realiza directamente asignando la clase ¢ a cada individuo en
funcién de su correspondiente valor individual en la poblacion, tal y como se describe
en la seccién anterior. Esta es la alternativa méas logica para construir las diferentes
clases.

Sin embargo, en las generaciones sucesivas, creamos M nuevos individuos. En esta
etapa, intentamos mantener también informacion de algunos de los individuos de la
generacién anterior DlK . Hay que tener en cuenta que DZC simplemente sirve como un
paso intermedio para la fase de aprendizaje de los EBCOAs. La inclusiéon de un mini-
mo niimero de individuos de la poblacién anterior D tiene como objetivo mantener
algunas de las caracteristicas de los individuos peor valorados dentro del espacio de
busqueda visitado en las generaciones anteriores. Este hecho nos aconseja combinar
individuos de DX (donde |D¥| = R) y los nuevos individuos recientemente generados
en la poblacién Dyyq (donde |Dyq| = M), con el fin de formar a la poblacién Df,,
que constituyen la poblacién de la (I + 1)-ésima generacién (también con |Df | = R).
La figura 4.10 muestra un ejemplo de este proceso.

Por otra parte, la combinaciéon de las poblaciones debe hacerse de manera que
también se mantenga al menos un nimero minimo de los individuos mejor valorados
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tanto de D como de Dy, ;. El método EBCOA obtiene mejores resultados cuando en
Dﬁl se mantienen los individuos que mejor se adaptan a las caracteristicas de cada
una de las | K| clases. Hay que tener en cuenta que en cada generacién, la poblacién
DX mantiene el mismo tamaiio de R individuos, y por lo tanto, cada una de las | K|
clases en la que se divide esta poblacién contiene el mismo nimero de individuos en
cada generacion.

La manera de combinar los individuos de D y Dy con el fin de formar la nueva
poblacién DlIfH influye directamente en el rendimiento de los EBCOAs, ya que se eli-
minard un total de M individuos de estas dos poblaciones. Puesto que la convergencia
de los EBCOASs hacia una mejor poblacion depende totalmente de la capacidad del
proceso de aprendizaje de proporcionar una estructura que representa las diferencias
entre las mejores y peores clases, esta convergencia dependerd de la complejidad del
problema de optimizacién a resolver, del nimero de clases (| K|y |C]) consideradas, y
del tamano de la poblacién (R). Desde nuestra experiencia hemos llegado a la conclu-
sién de que lo mas aconsejable es garantizar que por lo menos los mejores individuos de
DE y Dy se conserven en forl, a fin de que la clase de los mejores de la proxima ge-
neracion esté compuesta como minimo, de los mejores individuos encontrados durante
todo el proceso de busqueda hasta el momento. Por lo tanto, es importante definir los
valores que deben tomar |K| y |C| asi como el paso de seleccién de las clases para la
transicién de Df a DE. Nosotros proponemos establecer el nimero inicial de clases
| K| = 3. La razén para establecer el nimero inicial de clases |K| = 3 es aumentar las
diferencias entre los individuos de las clases seleccionadas. De esta manera tenemos
que |C| = 2, y, por lo tanto, debemos asegurarnos de que los individuos de las dos
clases sean lo suficientemente diferentes como para que el clasificador Bayesiano pueda
identificar las caracteristicas que los diferencian.

Es importante garantizar que los individuos de cada una de las C' clases de DE se in-
cluyan en D;, 4, siguiendo el principio de proporcionalidad descrito en la ecuacién 4.10.
Dado que en nuestro caso tenemos dos clases en DY, el ntimero de individuos que se
instancia para cada una de las dos clases para obtener los M nuevos individuos de D,
se obtiene de acuerdo con la siguiente proporcion: para la clase ¢ = 0 se instancian
ﬁ,%?'g - M individuos, y los otros FHF_EF'E - M se instanciaran para la clase
¢ = 1, donde F% es la media de los valores obtenidos al evaluar los individuos de la

un total de

clase de los mejores, mientras que F} es la media de los valores obtenidos por los indi-
viduos de la clase de los peores. Tanto Fl; como F! se calculan suponiendo que todas
los individuos tienen un valor positivo, de lo contrario tendria que ser normalizado
en consecuencia. Esto es asi en los casos en los que se quiere maximizar la funcién

l
de evaluacién F(z). En caso de minimizar se instancian un total de (1 — %) -M
— H L
i
individuos para la clase ¢ =0y (1 — —L) - M para la clase ¢ = 1. Igual que en el

FL+F!
H L
caso anterior, se supone que todos los individuos tienen un valor positivo.
Utilizando este método, generamos M nuevos individuos de manera que cuanto
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mayor sea la diferencia entre F; y FL mds individuos generaremos de la mejor clase
(¢ = 0). El propésito de este mecanismo es que el nimero de individuos generado por
la clase de los mejores se adapte, a fin de evitar una convergencia demasiado rapida,
tratando de reducir al minimo el riesgo de caer en 6ptimos locales.

Existen dos maneras razonables de realizar el paso de seleccion de las clases para
la transicién de D¥ a Df:

= Ignorando la clase media y manteniendo para Df sélo la clase superior e inferior.
Esta elecciéon la representaremos como CSy 3.

» Ignorando la clase inferior y manteniendo para Df las dos mejores clases, que lo
representaremos por CSy,o.

La otra opcién posible (es decir, ignorar la clase de los individuos més aptos, CSa. 3)
no asegura que la nueva generacion de individuos contenga al menos al mejor de los
anteriores.

El paso de seleccién de clases es un parametro importante en los EBCOAs ya
que determina el éxito del proceso de busqueda debido a su relacion directa con la
fase de aprendizaje. Sin embargo, otro parametro importante que también influye
directamente tanto en el aprendizaje como en la simulacion es la fase de combinacion
de las poblaciones en la evolucién de una generaciéon a la siguiente. Esto se representa
en la figura 4.8 como la transiciéon de Dy, a Dllj-l'

Como se ha explicado anteriormente, en la fase de evolucién de la poblacién de
una generacion a la siguiente, se combinan los R individuos de DX con los M nuevos
individuos generados recientemente en D; ;. Debemos asegurar que el nimero de in-
dividuos de la [-ésima generacion permanecera en la generacion [ + 1. Esta practica
va més alld del puro enfoque elitista de los algoritmos genéticos (asi como de algu-
nos EDAs), de mantener el mejor individuo de la generacién anterior, ya que en los
EBCOAs también es necesario en algunos casos mantener las caracteristicas de los
individuos peores. Por lo tanto, podemos elegir entre, al menos, tres opciones para
combinar los individuos de D¥ y D;,; y eliminar los restantes, con el fin de crear la
poblacién Dy ;:

1. Considerar sélo las mejores y las peores clases de generaciones ante-
riores: Esta es la opcion que representa la figura 4.11a. Consiste en seleccionar
los individuos de las mejores y las peores clases de la unién de DX y Dy y
eliminar el resto (los centrales). De esta manera, en la etapa de aprendizaje de
EBCOASs, se utilizan los individuos mas diferentes encontrados durante todo el
proceso de busqueda, en todas las generaciones anteriores. Esta opcion es ra-
zonable aplicarla con la seleccién de clases CSy,3 de D (los mejores y peores
individuos). Al hacerlo, mantenemos en leil, los mejores y peores individuos
encontrados durante todas las generaciones.
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Esta opcién tiene la caracteristica de mantener, en todas las generaciones, tanto
a los mejores como a los peores individuos encontrados en cualquiera de las gene-
raciones anteriores. Mantener los mejores individuos resulta apropiado en todos
los casos, pero con los peores se crearia el inconveniente, para algunos EBCOAsS,
de confundir la etapa de aprendizaje ya que en la mayoria de los problemas
complejos de optimizacién, los peores individuos del espacio de busqueda, son
evaluados por lo general en las primeras generaciones. Esto hace que los EB-
COAss se estanquen en regiones del espacio de busqueda evitando que el proceso
de busqueda avance.

2. Mantener sélo los individuos peores de la dltima generacién: La forma en
que se combinan las poblaciones para esta opcion se representa en la figura 4.11b.
Esta opcién es similar a la anterior, salvo que en este caso no se tienen en
cuenta los R/6 peores individuos de la poblacién de la generacién anterior D
de cara a crear la nueva poblacién DZ{(H. Esta eliminacién asegura que la clase
de los peores individuos en Dﬁl contendra un conjunto de individuos compuesto
por los peores individuos recién generados en D;,q, asi como la mitad de los
individuos de la clase de los peores de la generacién anterior D¥. Esto aniade
el concepto de envejecimiento de la clase de los peores individuos, manteniendo
al mismo tiempo esta clase en las sucesivas generaciones, con la esperanza de
que los EBCOAS sean capaces de concentrarse mas en determinadas regiones del
espacio de busqueda consiguiendo que el proceso avance.

3. Combinacién elitista: Esta opcién selecciona los individuos de las mejores cla-
ses de la unién de DX y D;,; y elimina el resto (los peores). Las dos opciones
anteriores son mas apropiadas con un tipo de seleccién de clases CSy,3 para la
transicién de DF a DE. Sin embargo, en algunos problemas concretos de optimi-
zacion es probable que mejore la convergencia si mantenemos los individuos de
las dos clases principales en DY. Esta opcién se ilustra en la figura 4.11c.

4.3.4 Variables no presentes en el modelo grafico probabilistico

Otro aspecto importante digno de comentar con respecto a la generacién de los
nuevos individuos de la poblacion siguiente D;,; es la decisién de como instanciar
algunas de las variables que no estan presentes en el clasificador Bayesiano.

Dado que en los EBCOAS es posible emplear clasificadores Bayesianos que pueden
omitir algunas variables predictoras en el modelo gréfico probabilistico (por ejemplo,
utilizando el clasificador selective naive Bayes o semi-naive Bayes como se explica en
la seccién 4.2), debemos abordar la cuestién de cémo instanciar estas variables, a fin
de generar los valores de las variables correspondientes en los M nuevos individuos. La
forma de instanciar variables que no estan presentes en el modelo grafico probabilistico
es una situacion completamente diferente a que estas variables estén presentes pero
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Figura 4.11: Ejemplos de posibles alternativas para el paso de combinacién de las poblaciones
DZK y Diy11 en los EBCOAs. Las regiones sombreadas representan individuos que estardn
presentes en DI ;. El resto se eliminan. En las opciones (a) y (c) se tienen en cuenta todos
los individuos de DZK y Dji1, mientras que en la opcién (b) se eliminan los R/6 peores

individuos de DlK desde el principio, antes de la combinarlos con Dy, 1.

no conectadas en el modelo grafico probabilistico ya que, incluso cuando las variables
no aparecen conectadas, tienen una distribucién de probabilidad p;(x) estimada que
se puede utilizar para simular nuevos individuos.

El hecho de que una variable X; no esté presente en la estructura final implica que
los valores asignados a esa variable en los individuos de todas las |C] clases no son
relevantes para distinguirlos. Esto tiene una importante lectura, ya que no significa
que el valor asignado a esas variables no es intrascendente para la clasificacion de
un individuo. Hay que tener en cuenta que el individuo constituye un punto en el
espacio de busqueda para un problema especifico, y que todos los valores asignados a
las variables suelen ser pertinentes para la obtencién de un ajuste individual y para
que converja a la soluciéon 6ptima. Por tanto, es necesario un método para generar
nuevos individuos con valores en todas las variables (incluyendo los que no aparecen

54 Teresa Miquélez, Tesis Doctoral, 2010



Alternativas en el aprendizaje de los EDAs utilizando clasificadores Bayesianos

en el clasificador Bayesiano). Para solucionar este problema proponemos distinguir las
dos razones diferentes que hacen que una variable no esté presente en la estructura: por
un lado, variables que tienen en todas las clases la misma distribucion de probabilidad
(variables irrelevantes), es decir variables que tienen en todas las clases los mismos
valores siempre y por otro lado, variables en las cuales todos los valores aparecen
de igual manera en las diversas clases y por lo tanto no reflejan ninguna diferencia
entre las caracteristicas de las clases (variables redundantes). En el primer caso, se ha
considerado que la estimacién de la probabilidad de una variable irrelevante X; para
tomar su k-ésimo valor se calcula como p(z;) = p(a¥|c). Para las variables redundantes,
pueden considerarse diferentes opciones a la hora de estimar su probabilidad: se puede
considerar que estas variables siguen una distribucion de probabilidad uniforme o se
puede utilizar la probabilidad con la que aparece dicha variable en los individuos de la
clase de los mejores. Proponemos considerar que la distribucién de probabilidad, para
estas variables redundantes, es uniforme.

El criterio de parada

Todos los pasos anteriores se repiten en EBCOAs hasta que se cumple una condicion
que parada. Ejemplos de estas condiciones de parada son: realizar un nimero fijo de
generaciones o haber evaluado a un nimero fijo de individuos diferentes, alcanzar
uniformidad en la poblacién generada, o no obtener ningin individuo con un valor
mejor de la funcién objetivo después de cierto ntimero de generaciones.

4.4 Experimentos realizados y resultados obtenidos

En este apartado se describen los experimentos realizados con el fin de probar
el rendimiento de los EBCOAs en comparaciéon a otros algoritmos evolutivos como
pueden ser los EDAs y los GAs. Estos experimentos se han llevado a cabo utilizando
funciones de optimizacién estandar tanto en dominios discretos como en continuos.

4.4.1 Experimentos sobre problemas de optimizacién estandar
en dominios discretos

Para los experimentos en el dominio discreto hemos tratado de optimizar tres
funciones de optimizacién estandar como son las funciones HIFF, IsoPeak, y IsoTorus,
que se sabe que son funciones complejas y con 6ptimos locales (Santana, 2005). A
continuacion describimos brevemente estas tres funciones:
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1. HIFF: La funcién objetivo para este problema se define como:

HIFF(x) = f(x1,...,2,)
1, Si(|s] =1)

|s| + f(z1,...,x5) Si(|s]>1)
HIFF(x) = { +f(zs11,...20) v (28 2, =0),
o (L @i =1s))

(4.11)

fxy,...,ms)

+f(x541,...,25) en otro caso

El éptimo se obtiene cuando todas las variables del individuo toman el valor 0 o
el valor 1, esto es (0,0,...,0) 6 (1,1,...,1). Con un tamano de individuo n = 64,
el valor 6ptimo es Opt = 448.

2. IsoPeak: En este caso, la funcion objetivo se define como:
Frsopear(®) = Is0Cs(x1, ) + > iy I50C (24, T441)

siendo

x 00| 01110 11
IsoCiy||m | 0] 0 |m-—1
IsoCy || 0 | 0] O m

y n =m+ 1. El 6ptimo se obtiene cuando todas las variables del individuo valen
1,estoes (1,1,...,1) con un valor de m-(m—1)+1. Con un tamano de individuo
n = 64, el 6ptimo es Opt = 3907.

3. IsoTorus: La funciéon objetivo para este problema se define como:

FIsoTorus - ]SOTl (xl—m+n + T1—m+n + ) + ) + xl—&-m) + Z?zg [SOT2 (xup + xleft +
T; + Tright + xdown)

donde Zyp, Tieft, iy Trights Tdown s€ definen como los vecinos correspondientes y
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m Siu=0
Isoliy =< m—1 Siu=5
0 en otro caso <4.12)
m? Siu=>5
IsoTy = { 0  en otro caso

siendo n = m?2. El 6ptimo se obtiene también cuando todas las variables del
individuo toman el valor 1, esto es (1,1,...,1). Con un tamano de individuo
n = 64, el valor éptimo es Opt = 505.

Queremos comparar la eficiencia de los EBCOAS en relacién con los EDAs y los
algoritmos genéticos (GAs). Para ello, a la hora de realizar los experimentos, ademés
de probarlos con los EBCOAs utilizando los diferentes clasificadores descritos en la
seccion 4.2: naive Bayes, selective naive Bayes, semi—naive Bayes y tree augmented
naive Bayes, hemos elegido EDAs que tienen en cuenta distinto niimero de dependen-
cias entre las variables, concretamente UMDA (Miihlenbein, 1998), MIMIC (de Bonet
y col., 1997), y EBNAg;c (Etxeberria y Larranaga, 1999). Como GAs ampliamente
conocidos hemos elegido el béasico (cGA) (Holland, 1975), el elitist (eGA) (Whitley y
Kauth, 1988) y el steady state (ssGA) (Michalewicz, 1992).

En los experimentos realizados con EBCOAs, hemos dividido la poblacién en 3
clases diferentes (|K| = 3) de las cuales, para la fase de aprendizaje seleccionamos a
los mejores y peores individuos (|C| = 2). Esto se ilustra en la Figura 4.12.

K
D,

X, X, X, X, |K
1 4 1 5 3 H
2 2 3 4 6 H
LG 3 1 4 .. 2 H
R/3 +1 2 3 1 . 6 |[Mm
2R/3 1 5 4 .. 2 |Mm
2RIB+L| 4 2 6 .. 6 L
R 15 7 . 1 L

Figura 4.12: En nuestros experimentos dividimos DZK en tres clases (H, M y L), de las que
cuales se seleccionan dos (H y L) para el aprendizaje. La clase M se ignora para esta etapa.

El criterio de parada en todos los experimentos es obtener la soluciéon éptima o
llegar a la generacion nimero 500. Se han realizado 10 ejecuciones para cada fun-
ciéon con cada uno de los algoritmos utilizados. La tabla 4.5 muestra la media del
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valor obtenido por el mejor individuo en la tltima generacién, asi como el ntumero de
generaciones realizadas para llegar a la solucion final, para cada uno de los experimen-
tos. Las primeras lineas de la tabla se refieren a los resultados obtenidos al ejecutar
los EBCOAs utilizando diferentes clasificadores: naive Bayes (FEBCOAng), selective
naive Bayes (EBCOAgnp), semi-Naive Bayes con seleccién secuencial hacia delan-
te y unién (FBCOApgsy), semi—naive Bayes con eliminacién secuencial hacia atrés
y unién (FBCOApgggy) v tree augmented naive Bayes (EBCOA74x). En la misma
tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos utilizando diferentes EDAs segtn el
numero de dependencias entre variables que consideran: UMDA (EDAyypa), MI-
MIC (EDApymic) y EBNAge (EDAggna) v por tltimo los resultados al ejecutar
los GAs: bésico (cGA), el elitist (eGA) y el steady state (ssGA). Las columnas Val
y Fv representan los valores medios de 10 ejecuciones del mejor valor obtenido para
la funcién objetivo en la ultima generacién y el nimero de evaluaciones realizadas al
terminar la ejecucion respectivamente.

Recordemos que para la funcién HIFF, con un tamano de individuo de n = 64, el
optimo es el valor 448. Podemos encontrar, en cada uno de los grupos de algoritmos,
EBCOAs, EDAs y GAs, algtin algoritmo que alcanza el 6ptimo en todas las ejecuciones,
concretamente EBCOAran, EDAggna v ssGA. Al aplicar el test de hipdtesis de
Kruskal- Wallis (Kruskal y Wallis, 1952) al conjunto de valores obtenidos al ejecutar los
diferentes algoritmos, se encuentran diferencias estadisticamente significativas entre los
algoritmos que siempre encuentran el 6ptimo y el resto de EDAs y EBCOAS, excepto
con FEBCOAgsyg, con el que no encuentra diferencias estadisticamente significativas.
Tampoco se encuentran diferencias estadisticamente significativas entre los diferentes
genéticos utilizados.

La funcién IsoPeak tiene un éptimo local (3906) que corresponde a individuos con
todas las variables a cero, muy cercano al 6ptimo global (3907). Este hecho confunde
a la mayoria de los algoritmos, y aunque alguno de ellos es capaz de encontrar el
6ptimo a veces (3 veces el EDAgpna v 1 vez el ssGA), sélo el EBCOAr4n es capaz
de encontrar el 6ptimo en las 10 ejecuciones. Si aplicamos el test de hipdtesis de
Kruskal- Wallis a los valores obtenidos en esta funcion, observamos que se encuentran
diferencias significativas entre EBCOAryn y el resto de algoritmos utilizados, excepto
con EDAggnay ssGA.

La funcién IsoTorus también tiene 6ptimos locales, y tanto los EDAs como los
GAs caen en ellos en algunas de las ejecuciones. De las 10 ejecuciones de cada algo-
ritmo, la mayoria de los EDAs y GAs fueron capaces de encontrar el 6ptimo global
algunas veces (EDApyic una vez, EDAgpya y ¢GA 4 veces, y ssGA y eGA 5
veces). Sin embargo, EBCOANp vy EBCOA7an encuentran el éptimo global en las
10 ejecuciones, mientras que EBCOApss; v EBCOAgnp lo encuentran 8 y 2 ve-
ces respectivamente. Al aplicar el test de hipdtesis de Kruskal- Wallis y comparar
los dos algoritmos que encuentran siempre el 6ptimo, EBCOAxg vy EBCOA7 N,
con el resto de algoritmos, encontramos diferencias estadisticamente significativas con
EBCOAsnp, EBCOApsgs, EDAuypay EDAyrmic.
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HIFF IsoPeak IsoTorus
Ev. Val. Ev. Val. Ev. Val.
EBCOAynp | 105036.8 290 | 51995.4 3906 | 25175.9 505
EBCOAgnp | 94640.7 355.2 | 43910.0 3906 | 207914.1 472
EBCOAFrssy | 249838.2 290.2 | 249893.5 3859.8 | 227610.3 471.6
EBCOAgsgy | 189178.9 184.5 | 58694.3 3803.8 | 66701.9 474.3
EBCOA7r4n | 4589.9 448 4391.8 3907 3989.6 505
EDAyypa | 107120.4  295.6 | 67303.3  3905.5 | 47244.7 400.3
EDAyvrc | 97572.0  283.2 | 693859 3906 46941  422.3
EDAgppna | 23336.0 448 19708.6  3906.3 | 28703.0 485.2
cGA | 202000 395.2 | 202000 3628.1 | 202000 477.2
eGA | 202000 388.8 | 202000 3793.7 | 202000 488.5
ssGA | 202000 448 202000 3906.1 | 202000 488.5

Tabla 4.1: Media de los resultados obtenidos en 10 ejecuciones con cada algoritmo y funcién
objetivo. Las columnas Val y Ev representan el mejor valor obtenido para la funcién objetivo
en la ultima generacion y el numero de evaluaciones realizadas respectivamente.

Todo ello nos lleva a concluir que el comportamiento de los EBCOASs con el clasi-
ficador TAN es estadisticamente comparable e incluso mejor al de EDAs y GAs. En
los casos en que se utilizan otros clasificadores, podemos considerar su comportamien-
to estadisticamente comparables al de EDAs y GAs, aunque varia dependiendo del
problema concreto.

4.4.2 Experimentos sobre problemas de optimizacion estandar
en dominios continuos

También nos interesa conocer el rendimiento de los EBCOASs en entornos continuos
en comparacion con los EDAs continuos y Estrategias Evolutivas (ES) (Schwefel, 1995).
A continuacion se describen los experimentos realizados y los resultados obtenidos con
este proposito.

Para la comparacion, hemos elegido EDAs continuos que tienen en cuenta diferente
numero de dependencias entre las variables: UMDA ., MIMIC,., EGNA.. y EGNA gge.
Estos algoritmos se han comentado en la seccién 3.3. Con respecto a ES, elegimos
CMA-ES (Evolutionary Strategy with Covariance matrix Adaptation) (Hansen y Kern,
2004; Hansen y col., 2003) ya que se considera uno de los algoritmos con un mejor
rendimiento en problemas de optimizacién en dominios continuos.?

Los problemas de optimizacién seleccionadas son los propuestos por (Bengoetxea

2En este caso se ha utilizado el programa de MATLAB cmaes.m versién 2.34 que se encuentra
disponible en la web en http://www.icos.ethz.ch/software/evolutionary_computation/cmaes.
m
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y col., 2001b) para comparar los algoritmos de computacién evolutiva en el dominio
continuo: Ackley (Ackley, 1987; Béck, 1996), Griewangk (Toérn y Zilinskas, 1989), Ro-
senbrock generalized (Rosenbrock, 1960; Salomon, 1998), Sphere Model y Summation
Cancelation (Baluja y Davies, 1997).

Estos problemas de optimizacién se describen brevemente a continuacion.

1. Ackley: La funcién objetivo consiste en minimizar la siguiente funcién:

n
1 E 2
—_ mz
n <

=1

— exp <% : i COS(27T$¢)) + 20 + exp(1). (4.13)

Por lo tanto, el valor éptimo es 0, que se obtiene cuando el individuo tiene todas
sus variables a 0. El problema se define con —20 < x; <30,i=1,...,n.

2. Griewangk: Es también un problema de minimizaciéon definido como:

2
)

Flz)=1+ Z: 4300 - iljcos (%) (4.14)

donde el rango de todos los componentes del individuo es —600 < x; < 600,
1 =1,...,n,y el valor éptimo es 0, que igual que en el caso anterior, se obtiene
cuando todos los componentes del individuo son 0.

3. Rosenbrock generalizado. Se trata también de un problema de minimizacién
definido como:

—_

F(x) = ; [100 - (w541 — 22)* + (1 —2)?]. (4.15)

i=1

Una vez mas, el valor 6ptimo es 0 y se obtiene cuando todas las variables del
individuo toman el valor 1. El rango de valores de las variables es —10 < x; < 10,
1=1,...,n.

4. Sphere model: Es un sencillo problema de minimizacién, cuya funcién objetivo
es:
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F(z) =) . (4.16)
i=1
El rango de los componentes del individuo se define como —600 < z; < 600,

1 =1,...,n. El 6ptimo es cero y se obtiene cuando todas las variables del indi-
viduo toman el valor 0.

5. Summation cancelation. En este caso, el rango de valores para las variables

de un individuo es —0,16 < z; < 0,16, ¢« = 1,...,n, y la funcién objetivo se
calcula:
F(x) ! (4.17)
xT) = - )
(1075 4+ > 25y [wil)
donde y, = x1, ¥; = x; + yi—1, t = 2,...,n. El é6ptimo se obtiene cuando todas

las variables del individuo valen 0. En ese caso, el valor de la funcién es 100000.

Para estos experimentos hemos elegido un tamano de poblacién de 400 (R = 400),
ya que consideramos que es un tamano razonable para que los EBCOAs puedan dis-
tinguir las caracteristicas entre los mejores y peores individuos. Hemos utilizado in-
dividuos de 10 variables (n = 10). En el caso de los EBCOAs, asumimos |K| = 3y
|C| =2 (la clase de los mejores y la de los peores). El tamano que utilizamos para las
clases mejores y peores es de R/4, siendo R el tamano de la poblacién. En los EDAs
continuos realizamos una seleccién del subconjunto de los R/2 mejores para estimar
la funcion de densidad, y una aproximacién elitista. Finalmente, para CMA-ES uti-
lizamos el mismo tamano de poblacién que en los casos anteriores (R = 400) y 200
como numero maximo de padres, mientras que para el resto de los parametros se han
dejado los valores por defecto que sugieren los autores (Hansen y Kern, 2004; Hansen
y col., 2003).

El criterio de parada establecido en todos los casos consiste en encontrar la solucién
6ptima (asumiendo un margen de error de 107% del éptimo global), o alcanzar un
maximo de 150 generaciones o no obtener ninguna mejora en la poblacion de la ultima
generaciéon. Cada algoritmo se ha ejecutado 10 veces con cada uno de los problemas
de optimizacién comentados.

La tabla 4.2 muestra la media de los valores obtenidos en las 10 ejecuciones, re-
presentando el valor obtenido por el mejor individuo (V') y el nimero de evaluaciones
realizadas (F). Estos resultados muestran que los EBCOAs obtienen resultados si-
milares a los EDAs aunque necesitan mayor nimero de evaluaciones. Sin embargo,
CMA-ES obtiene mejores resultados.

Al aplicar el test de hipétesis de Kruskal- Wallis (Kruskal y Wallis, 1952) para
comprobar si existen diferencias significativas en el comportamiento de los diferen-
tes algoritmos, comprobamos que, en aquellos que no tienen 6ptimos locales (como
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Ackley Griewangk Rosenbrock

n =10 V E A% E A% E
EBCOANp | 89E-6 46365 | 1.3E-1 60250 | 8.0E+0 60250
EBCOAg, , | 8.8E-6 44689 | 6.7TE-5 39662 | 8.6E4+0 40899
EBCOAr4n | 89E-6 54185 | 3.3E-1 60250 | 7.9E+0 60250

UMDA. 8.8E-6 23063 | 5.4E-2 58814 | 8.7TE+0 52589
MIMIC, 7.8E-6 23382 | 8.2E-2 59093 | 8.7TE40 44968
EGNA.. T7T9E-6 22983 | 5.4E-2 58654 | 8.6E4+0 28889

EGNAgge 8.5E-6 22904 | 9.2E-2 54784 | 8.6E4+0 26375
CMA-ES 1.9E-7 23962 | 2.7E-8 14562 | 3.9E-8 44082
Sphere SumCan
n =10 A% E A% E
EBCOAyNp | 6.5E-6 38704 | 1.6E+03 60250
EBCOAg,, | 7.6E-6 38704 | 1.6E+04 60250
EBCOA74y | 7.5E-6 45088 | 8.9E+01 60250

UMDA. 7.3E-6 15003 | 1.6E+04 60250
MIMIC, 6.7E-6 15163 | 1.7E+04 60250
EGNA.. 6.7E-6 14884 | 1.0E+05 37108

EGNABge 7.0E-6 14884 | 1.0E+05 37826
CMA-ES 3.7E-8 13802 | 1.0E+05 45682

Tabla 4.2: Media de los resultados obtenidos en 10 ejecuciones con cada algoritmo y funcién
objetivo utilizando un tamano de poblacién de R = 400. Las columnas V y E representan
el mejor valor obtenido y el nimero de evaluaciones realizadas respectivamente.

el Sphere) o en los que tienen pequenos éptimos locales (como Ackley), CMA-ES
obtiene diferencias significativas con el resto de algoritmos (excepto con MIMIC, y
EGNA,, para la funcién Ackley). Sin embargo, no se encuentran diferencias significa-
tivas entre EBCOAs y EDAs. Con la funcién Griewangk, no se encuentran diferencias
significativas entre CMA-ES y EBCOAg, ,, aunque si entre CMA-ES y el resto de
algoritmos. En aquellos problemas de optimizacién con importantes optimos locales
(como Summation Cancelacién), el mejor comportamiento lo encontramos en los al-
goritmos CMA-ES, EGNA.. y EGNApgg., entre los que no se encuentran diferencias
significativas, aunque si se encuentran entre estos tres algoritmos y el resto.

La funciéon Rosenbrock es especialmente dificil de optimizar debido a que el 6ptimo
global se encuentra en medio de una regién bastante plana. Esta es la razén de que
los EDAs no encuentren el 6ptimo global, cayendo en éptimos locales. Los EBCOAs
tampoco consiguen mejorar estos resultados y funcionan de manera similar a los EDAs.
CMA-ES si es capaz de obtener el 6ptimo global. Sin embargo, al aplicar el test de
hipétesis a los datos obtenidos en la funciéon Rosenbrock, no se encuentran diferencias
significativas entre el comportamiento de CMA-ES y el de EBCOA g vy EBCOA7 4N,
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Ackley Griewangk Rosenbrock

n =10 V E A% E A% E

EBCOAyNp | 9.1E-6 18329 | 1.6E-2 35841 | 7.9E4+0 23125

EBCOAg, , | 83E-6 17692 | 8.7E-6 19165 | 7.8E4+0 14031

EBCOAran | 8.7E-6 22229 | 3.6E-1 26329 | 7.5E+0 59900
Sphere SumCan

n =10 \Y E \Y E

EBCOAyNp | 7T9E-6 16419 | 1.6E+04 59900

EBCOAg, , | 6.1E-6 15921 | 8.1E+04 48557

EBCOAray | 74E-6 19603 | 2.6E+04 59900

Tabla 4.3: Media de los resultados obtenidos en 10 ejecuciones con un tamano de poblacién
de R = 200. Las columnas V y FE representan el mejor valor obtenido y el nimero de
evaluaciones realizadas respectivamente.

y si con el resto.

Hemos repetido estos experimentos con los EBCOAs modificando el tamano de la
poblacion para comprobar si esto influye en el comportamiento de estos algoritmos.
Ahora utilizamos un tamano de poblacién de 200 (R = 200). También modificamos el
criterio de parada utilizando un méximo de 300 generaciones de manera que se manten-
ga el numero total de individuos evaluados. Para el resto de pardmetros mantenemos
los mismos criterios que en el caso anterior. Los resultados obtenidos al ejecutar 10
veces estos nuevos experimentos se muestran en la tabla 4.3.

Como podemos comprobar, al disminuir el tamano de poblacién mejoran los resul-
tados anteriores en aquellas funciones en las que se consigue alcanzar el 6ptimo. En
general, se reduce el nimero de evaluaciones necesarias. Esto nos lleva a considerar
que en los EBCOAS es importante exigir algunas condiciones concretas para asegurar
un buen rendimiento, como por ejemplo el uso de una poblacién de individuos de un
tamano adecuado, asi como una buena eleccién en la seleccion de clases y combinacion
de la poblacién.

A continuacién nos proponemos realizar un analisis de los parametros que influyen
en el rendimiento de estos algoritmos y la relaciéon que puede haber entre ellos.

4.4.3 Analisis de la influencia de determinados parametros en
el rendimiento de los EBCOAs

Con el fin de comprobar el comportamiento de EBCOAs ante parametros como
el tamano de la poblacion, la eleccion en la seleccion de las clases y combinacion de
la poblacion, hemos realizado experimentos con las diferentes opciones comentadas
en la seccion 4.3.3, sobre tres problemas de optimizacién presentados anteriormente:
Ackley, Griewangk y Sphere. La tabla 4.4 muestra los resultados obtenidos al ejecutar
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los EBCOASs con el clasificador naive Bayes (EBCOAyg) v con TAN (EBCOA74n)
para cada alternativa de seleccién de clases y combinacién de poblaciones. Hemos
comprobado que el tamano de poblaciéon desempena un papel importante en el ren-
dimiento general de EBCOASs, obteniendo diferente comportamiento dependiendo del
clasificador utilizado. En este caso se ha utilizado un tamano de poblacién de 200 para
el caso de naive Bayes y de 25 para TAN. Estos tamanos se han elegido después de
comprobar que son los que mejores resultados obtienen, de entre los probados, en cada
caso. Esto se ha hecho para proporcionar una comparacién con independencia de los
diferentes tamanos de la poblacién. Los resultados mostrados en la tabla son la media
de 30 ejecuciones en cada uno de los casos y muestran el porcentaje de casos en que el
algoritmos encuentra el éptimo (columna Cv.) y el nimero de evaluaciones realizada
(columna E). Como criterio de parada se ha utilizado el hecho de que el algoritmo
converja permitiendo un maximo de 60000 evaluaciones.

Los resultados obtenidos son muy diferentes para los dos tipos de EBCOAs, y es-
to ha de entenderse teniendo en cuenta las diferencias en la fase de aprendizaje de
estos dos algoritmos. Si consideramos el caso de EBCOAs en los que no hay apren-
dizaje (es decir, EBCOA yp tiene una estructura fija), el comportamiento es similar

al de un UMDA continuo (UMDA,) si la proporcién de ﬂFf’ = estd muy cerca de 1.
Esta proporcion se eleva a un maximo proporcionando u%a gonvergencia mas rapi-
da cuando elegimos la primera opcién presentada en la seccién 4.3.3 (las mejores y
peores clases de las generaciones anteriores) para combinar la poblacién y CSy44. Sin
embargo, esta velocidad de convergencia es muy apropiada en problemas como el mo-
delo Sphere y Ackley en el que los éptimos locales son inexistentes o pequenos, pero
cuando los éptimos locales son més profundos, como en el problema Griewangk, el
algoritmo funciona mejor cuando las opciones de seleccién de clases y combinacion de
poblaciones son CS;s y elitista. La razéon de esto iltimo es, probablemente, que la
complejidad del problema recomienda concentrarse en los mejores individuos, con la
ayuda de los individuos intermedios, con el fin de proporcionar un medio de escapar
de estos 6ptimos locales buscando en las regiones cercanas a las que contienen a los
individuos mas aptos. Es diferente en el caso de otros EBCOAs que consideran mas
dependencias o procedimientos mas complejos en la fase de aprendizaje. Este es el
caso de EBCOAT 4y, para el que la fase de aprendizaje necesita construir una nueva
estructura en cada generacion. Por lo tanto, diferentes opciones de seleccion de clases
y combinacién de la poblacién darian lugar a diferentes tipos de convergencia. La na-
turaleza y la complejidad del problema de optimizacién también determina el mejor
tipo de parametros que se debe aplicar en EBCOAs.

Como muestra la Tabla 4.4, para el tipo de problemas elegidos para nuestros ex-
perimentos, la mejor opciéon para EBCOA g es una seleccién de clase CS;,5 con una
combinacion elitista. Por otra parte, en EBCOA7n la mejor opcién es una combina-
cion de la poblacién de las mejores y peores clases de las generaciones anteriores y una
seleccién de clases CSy.3.
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Ackley Griewangk
EBCOAnNE CSi42 CS143 CS142 CS143
Combinacién Pob. Cv. E Cv. E Cv. E Cv. E
Mejores/peores clases | 93 45615 83 35749 | 90 34030 80 28201
Solo peores recientes | 83 44099 77 39221 | 90 33057 83 30090
Combinacion elitista 93 40746 80 37886 | 93 30690 70 28818
EBCOAp4n CS142 CS143 CS142 CS143
Combinacién Pob. Cv. E Cv. E Cv. E Cv. E
Mejores/peores clases | 100 56319 100 30375 | 87 55907 93 28248
Solo peores recientes | 100 55000 100 32651 | 80 56159 97 24419
Combinacion elitista | 100 40564 100 31688 | 100 39174 93 29003
Sphere
EBCOANB CSl+2 CSH_3

Combinacién Pob. Cv. E Cv. E

Mejores/Peores clases | 97 40000 77 32931

Sélo peores recientes 97 38991 63 35276

Combinacioén elitista | 90 35932 90 33588

EBCOA7an CS142 CSi43

Combinacién Pob. Cv. E Cv. E

Mejores/Peores clases | 100 47891 100 26567

Sélo peores recientes | 100 47599 100 30295

Combinacioén elitista | 100 34805 100 27260

Tabla 4.4: Media de los resultados obtenidos después de 30 ejecuciones con cada EBCOA
y diferentes opciones de seleccion de clases y combinacién de las poblaciones DlK v Ditq
para obtener Dfil. El tamano de la poblacion se ha fijado en 200 y 25 para EBCOANp v
EBCOAT 4N respectivamente. La columna Cv. representa el porcentaje de convergencia y E
el nimero de evaluaciones realizadas. Se permitié un méaximo de 60.000 evaluaciones.

4.4.4 La influencia del tamano de la poblacion

En las diferentes pruebas realizadas con los EBCOAs hemos podido apreciar que su
comportamiento es muy dependiente de la forma en que diferentes individuos de cada
clase representan distintas regiones del espacio de busqueda. El algoritmo se comporta
de forma mas apropiada cuando el tamano de la poblacién se ha elegido de acuerdo
a la complejidad del problema. Este parametro también resulta critico en EDAs y
GAs (Yu y col., 2007; Pelikan y col., 2000). El tamano de la poblacién R se ha esta-
blecido de tal manera que la divisién en clases también representa a los individuos que
se agrupan en regiones con similar valor fitness, ya que este parametro compromete la
tasa de convergencia, al menos, tanto como la seleccion de clases y la combinacién de
poblaciones. Ademds, este parametro es muy dependiente del problema y su eleccion
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Figura 4.13: Tres ejemplos de cémo afecta el tamano de la poblacién en el rendimiento
general de los EBCOAs. En los tres problemas (Ackley, Griewangk y Sphere con n = 100)
la gama de tamanos de poblacién que convergen cuando utilizamos EBCOAr 4n es menor
que los tamanos de poblacion necesarios para alcanzar la convergencia cuando utilizamos
EBCOA N p. Los experimentos con EBCOA yp y EBCOAT 4N fueron realizados utilizando la
seleccién de clases y combinacion de poblaciones que mejores valores obtuvo para cada uno
de los problemas en los casos que se muestran en la tabla 4.4. El eje x representa el tamano
de la poblacién (R), mientras que el eje y representa el mejor valor fitness obtenido (0 es el
6ptimo global en los tres problemas de optimizacién).

tiene que adaptarse a las particularidades de cada uno de los problemas para permitir
un adecuado rendimiento en los EBCOAs. Las graficas de la figura 4.13 reflejan es-
te aspecto para los problemas de optimizacién Ackley, Griewangk y Sphere. Aqui se
muestra que, a fin de obtener un comportamiento comparable, el tamano de la po-
blacion para EBCOAr 4y debe ser mucho menor que cuando utilizamos EBCOA y .
La diferente naturaleza de estos tres problemas de optimizaciéon muestra el comporta-
miento de los EBCOAs cuando no existe un éptimo local (modelo Sphere) o cuando
los 6ptimos locales son més o menos profundos (Griewangk y Ackley respectivamente).
Esta figura sugiere que el tamano de la poblacién influye en el rendimiento global de
los EBCOAS, y nuestros experimentos mostraron que su efecto es atin mayor que con
la seleccién de clases o la combinacién de poblaciones.
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4.4.5 Estudio sobre reajuste de los parametros de los EBCOAs
y sus valores mas adecuados

Con el fin de tener un panorama ilustrativo de la importancia relativa de las depen-
dencias a la hora de fijar los parametros en los EBCOAs, hemos realizado un estudio
general en el que hemos ajustado los principales parametros. Este tipo de estudio so-
bre las dependencias entre las diferentes configuraciones de parametros de GAs, para
ofrecer el mejor ajuste, ha sido una importante tendencia de investigacién desde hace
mucho tiempo (Ballester y col., 2005; Barr y col., 1995).

En esta seccion presentamos un estudio similar para los EBCOAs, mostrando estas
dependencias en forma de una red Bayesiana que representa la relacion entre los dife-
rentes parametros en los tres problemas de optimizacién definidos previamente. Como
hemos mencionado antes, cada combinacion diferente de los valores de los parametros
se ha ejecutado un total de 30 veces. Los diferentes parametros que se combinaron en
las pruebas son los siguientes:

= Problemas de optimizacién: Ackley, Griewangk, Sphere model.
= Tamano de los individuos del problema: 50, 100, 150.

= Tipo de clasificador EBCOA: EBCOA g, EBCOA7N.

= Tamano de la poblacién: 10, 15, 20, 25, 50, 100, 150, 200, 400.

» Tipo de seleccién de clases: CSy o, CS;1,3 (ver seccién 4.3.3) .

» Tipos de combinacién de poblaciones: Mejores/peores clases de generacio-
nes anteriores, s6lo peores recientes, combinacién elitista (ver seccién 4.3.3).

Para cada ejecucién, hemos recogido los resultados obtenidos en forma de tres
variables: si se alcanzo el 6ptimo antes de realizar un maximo de 60000 evaluaciones
(Cv.), el numero de evaluaciones realizadas (F) y mejor valor obtenido (F(x)).

Para ilustrar mejor las dependencias e importancia relativa que tienen los diferentes
parametros en el rendimiento de los EBCOASs, hemos creado una red Bayesiana para
cada tipo de EBCOA anadiendo estos tres resultados (Cv., E'y F(x)). La figura 4.14
muestra las dos redes Bayesianas obtenidas. Como era de esperar, estas redes Bayesia-
nas muestran que uno de los parametros mas importantes para un buen rendimiento
en EBCOASs es el tamano de la poblacién. Podemos comprobar esta conclusion en la
figura 4.13, donde las redes Bayesianas muestran la evidencia de que este parametro
se encuentra entre los mas importantes. Ademds, también es muy importante tener en
cuenta las diferencias que presentan EBCOA g y EBCOA 4N en su fase de aprendiza-
je al elegir los pardametros de ejecucién, ya que los parametros de seleccion de clases y
combinacion de poblaciones no parecen ser muy significativos para EBCOA y g, mien-
tras que son criticos para EBCOA74n. Estos resultados también eran de esperar al
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L combinacion-
R Seleccion-clases -
poblacién
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Cv.
combinacion-
poblacién =
n
Seleccion-clases
Problema
Al
EBCOANg EBCOA7AN

Figura 4.14: Estructuras de redes Bayesianas que ilustran los resultados obtenidos en los
experimentos combinando los diferentes parametros para los EBCOAs. La primera red Ba-
yesiana representa los valores para EBCOA g v la segunda para EBCOAT 4n. Los nodos de
las redes Bayesianas representan el tamano de la poblacién (R), tamafio del individuo (n), el
problema de optimizacién (problema), el tipo de seleccién de clases (seleccion-clases), tipo
de combinacién de poblaciones (combinacidn-poblaciones), la convergencia (Cv.), el niimero
de evaluaciones (E) y el mejor valor fitness obtenido (F'(x)).

ver, en el caso de EBCOAT 4y, que la convergencia del algoritmo mejora o empeora en
funcién de la exactitud del clasificador Bayesiano para representar las caracteristicas
de los mejores o peores individuos, y estos dos parametros son esenciales para deter-
minar la naturaleza de los individuos que formaran cada una de las clases de DY. En
EBCOA y, el hecho de tener una estructura fija, lo hace menos dependiente de estos
parametros.

En lo que respecta a las relaciones entre las tres variables obtenidas (Cv., E y
F(x) y su relativa dependencia del problema de optimizacién (problema) mostrada en
la figura 4.14, hay que senalar que todos estos problemas tienen el mismo valor 0 para
el 6ptimo global, lo que explica por qué los arcos entre estos nodos tienen diferentes
direcciones y caracteristicas en ambas redes Bayesianas.

4.4.6 Comparativa del rendimiento de los EBCOASs con otras
técnicas de computacién evolutiva en dominios continuos

Una vez analizada la repercusion de los diferentes pardmetros, nos interesa conocer
el rendimiento de los EBCOAS en entornos continuos, utilizando las conclusiones obte-
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150 200 400
EBCOAyNp | Cv F(x) E Cv. F(x) E Cv. F(x) E
Ackley 30  6.0E-2 28,050 | 90 1.6E-3 40,746 | O 1.3E-4 -
Griewangk 40  3.0E-2 26,747 | 90  2.4E-3 30,690 | 100 - 56,034
Sphere 30 2.3E-1 30,512 | 90 9.5E-5 38991 | O 1.2E-4 -
15 20 25
EBCOAran | Cv. F(x) E Cv. F(x) E Cv. F(x) E
Ackley 20  2.1E+4+0 21,706 | 100 - 23,049 | 100 - 30,375
Griewangk 80 8.8E-3 13,28 | 90 9.9E-3 30,265 | 100 - 39,174
Sphere 100 - 11,603 | 100 - 15,620 | 100 - 26,567
200 400 600
UMDA. Cv F(x) E Cv. F(x) E Cv. F(x) E
Ackley 20 1.2E-1 49950 | O 3.7E-3 - 0 1.0E-1 -
Griewangk | 100 - 29,692 | 100 - 59,532 | 0 4.1E-3 -
Sphere 100 - 35,980 | 0 4.3E-4 - 0 2.4E-1 -
200 400 600
MIMIC, Cv. F(x) E Cv. F(x) E Cv. F(x) E
Ackley 0 5.4E-5 - 0 8.3E-4 - 0 3.3E-2 -
Griewangk 0 2.1E-5 - 30 1.1E-5 51,339 | 0O 5.4E-4 -
Sphere 0 2.2E-5 - 0 3.0E-5 - 0 3.7E-2 -
400 600 800
EGNA.. Cv. F(x) E Cv. F(x) E Cv. F(x) E
Ackley 0 5.2E400 - 0 5.1E400 - 0 6.0E400 -
Griewangk 0 1.6E-01 - 0 6.4E-03 - 0 2.6E-02 -
Sphere 0 1.3E+401 - 0 2.7E-01 - 0 1.7E+400 -
25 50 100
CMA-ES | Cv. F(x) E Cv. F(x) E Cv. F(x) E
Ackley 100 - 18,312 | 100 - 26,587 | 100 - 43,212
Griewangk 80  T7.4E-3 17,268 | 100 - 25,112 | 100 - 38,962
Sphere 100 - 11,530 | 100 - 17,077 | 100 - 28,182

Tabla 4.5: Media de los resultados obtenidos al ejecutar 30 veces cada algoritmo con cada
funcién objetivo. Las columnas Cv., F(x) y E representan el porcentaje de convergencia, la
media de los valores fitness obtenidos y la media de evaluaciones realizadas respectivamente.

nidas de este analisis, y compararlos con los EDAs continuos y Estrategias Evolutivas

(ES). Esta seccién describe los experimentos realizados y los resultados obtenidos.

En este caso hemos elegido EDAs continuos que tienen en cuenta diferente nimero
de dependencias entre las variables: UMDA,., MIMIC,., EGNA., y CMA-ES.
Los experimentos se han realizado con individuos de 100 variables (n = 100) y con
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tres problemas de optimizacién: Ackley, Griewangk y Sphere. Con el fin de realizar
una comparacion ecuanime entre los diferentes EBCOAs, EDAs y CMA-ES, hemos
utilizado diferentes tamanos de poblacién. La tabla 4.5 presenta los resultados obte-
nidos con los tamanos de poblaciéon R que mejores resultados alcanzaban en cada uno
de los algoritmos.

En el caso de EBCOASs, establecemos los mismos parametros que en los experimen-
tos anteriores: |K| = 3 y |C| = 2, el tamano escogido para cada una de las clases fue
de R/3 (R es el tamafio la poblacién). En el caso de los EDAs continuos, el aprendiza-
je del modelo gréfico probabilistico se hace seleccionando los R/2 mejores individuos
de la poblacién y aplicando un enfoque elitista. Por ultimo, para CMA-ES hemos es-
tablecido p = A\/2 (ntimero maximo de padres), siendo A el tamano de la poblacién
(utilizando la notacién original del autor), mientras que para el resto de los parametros
se mantienen los valores por defecto sugeridos originalmente por los autores.

El criterio de parada para todos los algoritmos consiste en alcanzar el 6ptimo (con
un error menor al 1079 ), o haber realizado un maximo de 60000 evaluaciones.

Cada algoritmo se ha ejecutado 30 veces con cada combinacion de parametros y
con cada uno de los problemas de optimizacion. Los resultados que se muestran en la
Tabla 4.5 son los valores medios de los obtenidos en las 30 ejecuciones para cada uno de
los problemas y algoritmos. Con el fin de ilustrar con mayor claridad el rendimiento de
los diferentes algoritmos, estos valores medios se han calculado de la siguiente manera:

= (C'v. indica, en porcentaje, la tasa de convergencia.

= F o nimero de evaluaciones, se calculd teniendo en cuenta sélo aquellas ejecu-
ciones en las que el algoritmo converge, es decir, encuentra el 6ptimo.

» F(x) o valor obtenido en la funcién objetivo, sélo incluye las ejecuciones que
alcanzaron el niimero maximo de evaluaciones sin converger.

Estos resultados muestran que en general, los EBCOAs resuelven bastante bien
los diferentes problemas de optimizacion, en particular el EBCOA7 y. También se
observa que el comportamiento de los EDAs es bastante pobre, al no ser capaz de con-
verger en la mayoria de los problemas. Sélo el mas simple, UMDA.., obtiene resultados
aceptables con una poblacion de 200 individuos. Estos resultados no son sorprendentes
teniendo en cuenta las caracteristicas de los EDAs, ya que normalmente necesitan gran
nimero de generaciones para converger y en este caso, el nimero de evaluaciones se
ha limitado a 60000.

En cuanto a CMA-ES, debemos decir que es la opcién que mejor rendimiento
muestra de todos los algoritmos, alcanzando una tasa de convergencia cercana al 100
en casi todos los problemas. Los resultados consiguen ser competitivos debido a que
EBCOA7 4N obtuvo el 6ptimo para todos los problemas y en la mayoria de los tamanos
de poblacién, aunque el niimero de evaluaciones necesarias para la convergencia es
ligeramente mayor que en CMA-ES.
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Por 1ltimo, se ha realizado un célculo del coste de los diferentes algoritmos. Los
experimentos con EDAs y EBCOAs se han realizado en una maquina UNIX con un
procesador de 2,7 GHz, 16 GB de RAM y 512 KB de Cache. Estos algoritmos fueron
implementados en C++. CMA-ES se implementa en Matlab, y para ejecutarlo hemos
utilizado un PC bajo Windows XP con un procesador de 3 GHz, 1GB de RAM y 512
KB de Cache. Los mejores tiempos de computo se obtuvieron con EBCOAyNg, donde
cada ejecucion durd aproximadamente 5 segundos en todos los casos. EDAyypa v
EDA e utilizaron aproximadamente 15 segundos, y CMA-ES necesité cerca de 20
segundos. En el caso de EBCOAT 4y, los tiempos de ejecucion son mayores, alrededor
de 40 segundos cada uno. EDAggn aee €s el algoritmo més lento, ya que cada ejecucién
puede durar mas de una hora, en nuestros experimentos estas ejecuciones necesitaron
entre 27 minutos y un méaximo de 1h y 58 minutos.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se introducen los fundamentos tedricos, asi como el pseudocédigo
genérico de un nuevo método de optimizacién mediante computacién evolutiva ba-
sado en clasificadores Bayesianos (EBCOAs). Este método combina las técnicas de
computacién evolutiva con clasificadores Bayesianos a fin de resolver problemas de op-
timizacién. También se han generalizado los EBCOAs al dominio continuo mediante
la aplicacién de clasificadores Bayesianos adaptados para este tipo de dominios.

El comportamiento de estos algoritmos se ilustra con experimentos realizados en
problemas de optimizacién estandar en dominios discretos como HIFF, IsoPeak y Iso-
Torus, asi como otros problemas de optimizacion que utilizan variables continuas. Los
resultados experimentales para comprobar el comportamiento de este nuevo enfoque
se han comparado con los resultados obtenidos por otras técnicas de computacion
evolutiva como algoritmos genéticos, estrategias evolutivas y EDAs.

Los resultados obtenidos en los experimentos realizados en el entorno discreto mues-
tran que el clasificador tree augmented naive Bayes obtiene muy buenos resultados en
todos los problemas resueltos, incluso mejora los resultados obtenidos en muchos EDAs
y GAs. Ademads, si comparamos el comportamiento de estos algoritmos utilizando el
clasificador Naive Bayes con el algoritmo UM DA, su equivalente en EDAs teniendo
en cuenta las dependencias entre las variables, vemos que los resultados son al menos
comparables.

En cuanto a los resultados obtenidos con funciones continuas, podemos concluir
que los EBCOAs continuos han demostrado ser un nuevo método capaz de obtener
resultados comparables como EDAs continuos y ES. Por otra parte, los EBCOAs pa-
recen ser muy sensibles a los parametros de funcionamiento, lo que requiere algunas
condiciones concretas para asegurar un buen rendimiento, como por ejemplo, un ta-
mano de la poblaciéon adecuado. Para comprobarlo, se ha realizado un analisis sobre la
influencia de determinados parametros tales como el tamano de poblacién y la forma
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en que se realiza la evolucion de una poblacién a la siguiente, en el rendimiento de estos
nuevos algoritmos. Todos estos aspectos han sido analizados y probados, demostrando
que un buen ajuste de los diferentes parametros supone una mejora considerable en el
rendimiento de este método.

En resumen, los resultados obtenidos a través de estos experimentos han sido ttiles
para demostrar que los EBCOAs pueden resultar un nuevo enfoque prometedor para
mejorar el rendimiento de los EDAs, y que con un ajuste adecuado de sus parametros
pueden mostrar un rendimiento mejor que los EDAs.
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Capitulo 5

Afrontando la resolucion del
problema de la Satisfactibilidad
mediante EDAs y EBCOAs

El problema de la Satisfactibilidad (SAT) es un problema NP-completo (Cook,
1971; Garey y Johnson, 1979) que proporciona un modelo genérico mediante el cual
se pueden representar otros muchos problemas reales y complejos en diferentes cam-
pos, sobre todo problemas de decision, tales como verificacion de circuitos integra-
dos (Kuehlmann y col., 2001; Ganai y col., 2002), disefio de circuitos asincronos (Gu 'y
Puri, 1995) y planificacién de tareas (Kautz y Selman, 1992; Giunchiglia y col., 2000).
Esto ha motivado la investigacion en algoritmos para la resoluciéon del problema de
la Satisfactibilidad (SAT solvers) durante muchos anos. Existen incluso concursos a
nivel internacional' cuyo objetivo es plantear un reto para promover nuevos algoritmos
que resuelvan de forma mas eficiente este problema. Se trata de algoritmos especificos
disenados para resolver SAT. También podemos encontrar en la literatura diferen-
tes propuestas para resolver este problema aplicando algoritmos evolutivos (Gottlieb
y col., 2002), principalmente GAs, aunque también EDAs (Herves y col., 2004). Sin
embargo, la computacién evolutiva estd orientada a resolver problemas de propésito
general, y por tanto no siempre puede pretender llegar a ser tan eficiente como un
algoritmo especifico, como ocurre en el caso del SAT.

En este capitulo nos proponemos estudiar la forma de afrontar la resolucion de este
problema utilizando EDAs y EBCOAs y comprobar la eficiencia de estos algoritmos
para este problema concreto, con la intencién de mejorar su rendimiento lo méaximo
posible. El objetivo de este trabajo no es competir con los algoritmos no-evolutivos, sino
comprobar cémo la computacién evolutiva en general, y los EDAs en particular, puede
adaptarse a cualquier tipo de problema complejo. El problema SAT es ampliamente
reconocido como genérico y complejo.

YThe International SAT Competitions. http://www.satcompetition.org/
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5.1 El problema booleano de la satisfactibilidad (SAT)

El capitulo comienza con una definicion formal del problema SAT, asi como una
revision general sobre los algoritmos que se han desarrollado para su resolucion. En
la seccién 5.3 se analiza cémo adaptar la computacién evolutiva al problema SAT.
Las primeras opciones que se presentan, se basan en representaciones que ya han sido
utilizadas anteriormente en la resolucion del SAT mediante GAs y que en nuestro caso
adaptaremos a EDAs y EBCOAs (seccién 5.4). En esta secciéon también se incluye la
utilizacién de técnicas adicionales como optimizacion local y adaptacién de la funcién
objetivo de forma dinamica. A continuacién, en la secciéon 5.5, planteamos una nueva
forma de representar el problema basada en permutaciones que nos permite realizar un
pre-proceso teniendo en cuenta caracteristicas propias del problema concreto a resol-
ver. Por ultimo se presentan diferentes opciones de hibridacién de EDAs (seccién 5.6)
con algoritmos especificos de optimizacién local, de manera que ambas técnicas pue-
dan colaborar en la resolucién de problemas SAT mas complejos. Para comprobar el
rendimiento de las diferentes opciones, se han realizado toda una serie de experimen-
tos que se comentan en la seccién 5.7 junto a los resultados obtenidos. La seccién 5.8
recoge las conclusiones generales sobre el trabajo realizado en este capitulo.

5.1 El problema booleano de la satisfactibilidad (SAT)

Formalmente, el problema de la Satisfactibilidad (SAT) estd basado en un conjunto
de variables Booleanas Z = (Zy,...,Z,), y una féormula Booleana g : B* — B, B =
{0,1}. La férmula g se dice que es satisfactible si existe una asignacién z que haga
cierta g, e insatisfactible en caso contrario.

La mayor parte de los algoritmos disenados para resolver SAT (SAT solvers)
funcionan sobre problemas para los cuales g se expresa en forma normal conjunti-
va (CNF). La formula g estd en CNF si es una conjuncién de cldusulas, es decir
g9(z) = c1(z) A ... A cy(z), donde u es el nimero de cldusulas del problema y cada
cldusula ¢;(z), con i = 1,...,u, es una disyuncién de literales. El literal es la unidad
l6gica fundamental del problema, que consiste simplemente en una variable o su nega-
cion. Todas las funciones Booleanas se pueden expresar en formato CNF. La ventaja de
CNF consiste en que de esta forma, para que una féormula g sea satisfecha, es suficiente
con que lo sea cada clausula individual. Para satisfacer una clausula, es necesario que
la asignacion propuesta satisfaga al menos uno de los literales de la clausula.

La variable Z;, con j = 1,...,v, dalugar a dos literales: el literal z;, que se satisface
al asignar a la variable Z; el valor 1, y al literal Z;, que se satisface al tomar la variable
Z; el valor 0. El objetivo es analizar y comprobar la existencia de una asignacién
z = (21,...,2,) € B’ tal que g(z) = 1. En este caso se dice que el problema SAT es
satisfactible e insatisfactible en caso contrario.

La figura 5.1 muestra un ejemplo de problema SAT con cuatro variables y tres
cldusulas. La funcién g(z) sera satisfactible si se satisfacen todas sus clausulas y cada
clausula se satisface si lo hace al menos uno de sus literales. La asignacion de variables
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Supongamos la siguiente definicién de un problema SAT:
9(z) = (21 V23V Z) A (22 V 23V 20) A (21 V 29V Z3),
c1(z) = (21 V 23V 24)
c2(z) = (22 V Z3 V 24)
c3(z) = (51 V 22V Z3)

La instancia, z = (1,1,0,1) = 2y = 1,20 = 1,23 = 0 y 24 = 1, satisface la funcion,
ya que z; satisface ¢1(z) y tanto zo como Zz3 satifacen co(z) y c3(2)

Figura 5.1: Ejemplo de problema SAT con cuatro variables y tres cldusulas

z1=1,29 = 1,23 =0y 24 = 1 satisface la funcién ya que satisface todas las clausulas.

Se dice que un problema SAT, es de clase k-SAT si contiene en cada clausula
exactamente k literales distintos. Mientras que la clase 2-SAT es resoluble en un
tiempo de orden polinomial, para k& > 3 este problema es NP-completo (Cook, 1971).

5.2 Estado del arte en algoritmos para resolver SAT
(SAT solver)

Los algoritmos utilizados histéricamente en la resolucién de SAT pueden clasificarse
en dos grandes grupos: algoritmos completos y algoritmos incompletos. Los algoritmos
completos exploran todo el espacio de bisqueda y la mayoria de ellos se basan en el
método de Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) (Davis y Putnam, 1960; Da-
vis y col., 1962). El problema de estos algoritmos es que, al explorar todo el espacio
de busqueda, tienen una complejidad exponencial y por lo tanto, el tiempo necesario
para la resolucion de problemas muy grandes puede llegar a ser excesivamente alto.
Los algoritmos incompletos no analizan la totalidad del espacio de bisqueda, explo-
rando regiones concretas de este espacio de busqueda. La mayoria de los algoritmos
incompletos planteados en la literatura, utilizan buisqueda local o algoritmos evolutivos
(EA).

Los métodos completos puede encontrar una solucion satisfactoria o demostrar que
no existe ninguna solucion satisfactoria. Los métodos incompletos, al no explorar todo
el espacio de busqueda, no pueden probar que una férmula es insatisfactible. La ventaja
de los algoritmos incompletos es que son capaces de resolver formulas satisfactibles,
que por su dimensién, no pueden resolverse con métodos completos.

En cualquier caso, los métodos de resolucion de SAT mas eficientes tienen en cuenta
caracteristicas propias del problema a resolver. A continuaciéon se presenta un resu-
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men de los métodos completos e incompletos mas destacados, con el fin de analizar
las caracteristicas del problema que mas influyen en su resolucién y posteriormente
trasladar estas estrategias a los EDAs.

Métodos completos

La mayoria de los algoritmos completos desarrollados para resolver el problema
SAT se basan en el procedimiento presentado por Davis, Putnam, Logemann y Love-
land (Davis y col., 1962), conocido como DPLL el cual es una mejora del presentado
anteriormente por Davis y Putnam (Davis y Putnam, 1960), conocido como DP. Co-
mo ejemplo de este tipo de algoritmos tenemos POSIT (Freeman, 1995), SatZ (Li y
Anbulagan, 1997), SATO (Zhang, 1997), GRASP (Marques-Silva y Sakallah, 1999),
Chaff (Moskewicz y col., 2001) y BerkMin (Goldberg y Novikov, 2002) por citar los
mas conocidos.

El algoritmo Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) comienza buscando aque-
llas clausulas que contienen un solo literal y asigna, a ese literal, el valor que satisface
la clausula correspondiente. De esta manera, podemos eliminar todas las clausulas
originales que contengan el literal asignado y en aquellas clausulas que contengan el
literal complementario, eliminarlo, reduciendo el tamano de la clausula. Esto tltimo
puede dar lugar a nuevas clausulas con un literal tinico a las que podemos aplicar esta
misma regla de manera reiterada, pero también puede dar lugar a clausulas vacias.
Una clausula vacia es una clausula de la que se han eliminado todos los literales y su
valor es cero. En este caso, nos encontramos con un conflicto.

En los casos en los que no existen clausulas unitarias se aplica la regla de la rami-
ficacion. Esta regla elige una variable Z;, que exista en la formula original g y reduce
el problema a encontrar la satisfactibilidad de g|Jz; y g Zi- De esta manera se re-
duce el problema a dos mas sencillos, ya que en cada uno de los casos se eliminan
todas aquellas clausulas que contienen el literal correspondiente y se reduce el literal
complementario de las clausulas que lo contengan. Este paso puede dar lugar a nuevas
clausulas unitarias o puede crear clausulas vacias.

En caso de conflicto, es decir, cuando se crean clausulas vacias en alguno de los pasos
anteriores, el algoritmo DPLL da un paso atras y reinicia la buisqueda en la primera
rama no explorada (backtracking). El algoritmo termina cuando el problema no tiene
cldusulas (problema satisfactible) o cuando todas las ramas generan una clausula vacia,
lo cual indica que no existe una instanciacién que satisfaga el problema.

Los aspectos mas importantes para la eficiencia de este proceso son la seleccién
del literal y la resolucion de conflictos. La seleccién del literal incluye la eleccién de
una variable y del valor que vamos a asignar a esa variable, ya que un literal es una
variable o su negacion. La forma en que se tratan dichos aspectos es fundamental ya
que el tiempo necesario para resolver el problema puede variar sustancialmente.

En el caso de la seleccion del literal, se puede elegir el literal que més veces aparece
en las clausulas de menor tamano o el literal que mas clausulas unitarias genera.
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Algunos algoritmos posteriores, han desarrollado nuevas heuristicas mas complejas
para la seleccion del literal apropiado, donde se tienen en cuenta conceptos conocidos
como la actividad de la variable y la conectividad de la cldusula (Durairaj y Kalla,
2004). Este es el caso de SatZ (Liy Anbulagan, 1997) y Chaff (Moskewicz y col., 2001),
dos algoritmos completos que han obtenido muy buenos resultados en la resolucion
de SAT. El andlisis de la actividad de la variable y la conectividad de la cldusula
proporcionan informacion til en la solucion del problema, ya que son consideradas
medidas cualitativas y cuantitativas de la dependencia variable-clausula. La actividad
de la variable se define como el niimero de veces que aparece esa variable en todas las
clausulas, independientemente del signo con el que aparezcan. Dos clausulas se dice
que estan conectadas si tienen una o mas variables comunes (Durairaj y Kalla, 2006).

Con respecto a la resolucién de conflictos, una opcioén consiste en eliminar la lti-
ma decisién (backtracking cronoldgico). Sin embargo, la mayoria de los SAT solver
competitivos realizan algin tipo de anélisis del conflicto para obtener informacion
que les permita realizar un backtracking no-cronolégico a niveles anteriores del arbol,
podando importantes regiones del espacio de busqueda y por consiguiente, identifican-
do las asignaciones necesarias para encontrar la solucion en un tiempo menor. Como
ejemplo de algoritmos que realizan anélisis de conflictos podemos mencionar GRASP
(Marques-Silva y Sakallah, 1996, 1999) y Chaff (Moskewicz y col., 2001).

En este sentido, también es importante destacar las aportaciones de métodos co-
mo SATO (Zhang, 1997), que incorpora estructuras de datos perezosas (lazy). Estas
estructuras se caracterizan por mantener, para cada variable, una lista de un niimero
reducido de clausulas en las que aparece dicha variable. Esto ayuda a identificar si una
clausula se satisface o no o si es unitaria.

Otros métodos completos como POSIT (Freeman, 1995), SatZ (Li y Anbulagan,
1997) y GRASP (Marques-Silva y Sakallah, 1999) utilizan estructuras de datos basadas
en contadores. En este caso, las clausulas se representan como listas de literales y para
cada variable, se mantiene una lista de todas las clausulas en las que aparece dicha
variable.

Entre los SAT solvers desarrollados actualmente se pueden destacar Minisat (Sorens-
son y Een, 2005) y RSat (Pipatsrisawat y Darwiche, 2007). Minisat es un algoritmo
impulsado por la resolucién del conflicto y tuvo un importante éxito en la competicion
sobre SAT del 2005. Su cédigo se encuentra disponible como software libre y sélo tiene
alrededor de 600 lineas de cédigo. RSat es un algoritmo completo para resolver SAT
basado en el método DPLL que, al igual que Minisat, utiliza modernos heuristicos
basados en las ideas de Chaff para la seleccion del literal, en los que se tiene en cuenta
la actividad de la variable. RSat gané la medalla de oro de la competicion de SAT de
20072 en la categoria industrial. La versién anterior de RSat obtuvo el tercer lugar en
la competicién de SAT de 2006.

2http:/ /reasoning.cs.ucla.edu/rsat/
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Métodos incompletos

La mayoria de algoritmos incompletos existentes para SAT se basan generalmente en
la busqueda local estocastica, a veces denominada SLS (stochastic local search) (Kautz
y col., 2009).

Los algoritmos de busqueda local comienzan generando una interpretacion de for-
ma aleatoria e intentan encontrar una soluciéon que satisfaga la formula cambiando, en
cada iteracion, el valor de alguna de las variables. Estos cambios se repiten hasta en-
contrar una solucion satisfactible o hasta realizar un niimero de cambios determinado.
Si después de un determinado niimero de intentos no se ha encontrado una solucién, se
repite el proceso volviendo a reiniciar el algoritmo con una nueva asignacion, para salir
de minimos locales. Esta repeticion del proceso se realiza un ntimero determinado de
veces. Los diferentes algoritmos de bisqueda local se diferencian en la forma de elegir
la variable a la que se cambia su valor. Dos ejemplos de algoritmos incompletos de
bisqueda local muy referenciados en la literatura son GSAT (Selman y col., 1992) y
su potente variacién Walksat (Selman y col., 1994).

GSAT comienza generando una interpretacion de manera aleatoria e intenta mejo-
rarla paso a paso. En cada iteracién cambia el valor de una variable en la interpretacion
actual. A la hora de elegir qué variable se va a cambiar, lo hace entre aquellas que
aumenten el nimero de clausulas satisfechas. Cuando se han realizado un determinado
numero de cambios, se reinicia la busqueda intentando huir de éptimos locales. Este
proceso se realiza un maximo numero de intentos.

Walksat sigue el mismo esquema pero utiliza otro criterio a la hora de seleccionar
la variable a la que cambiard su valor en cada iteracion: selecciona una clausula de
entre las no satisfechas y cambia una de las variables de esa clausula. En este caso hay
que comprobar que al modificar esta variable no se rompa alguna de las clausulas ya
satisfechas anteriormente. WalkSat normalmente es mas eficiente que GSAT ya que
consigue evitar los minimos locales con mayor eficiencia (Selman y col., 1996). En
algunos articulos se refiere a WalkSat, como WSAT (de Walk-SAT) (Selman y col.,
1996).

Otros ejemplos de algoritmos que siguen este mismo esquema son Novelty y R-
Novelty (McAllester y col., 1997) aunque utilizan diferentes criterios a la hora de
seleccionar las variables.

Los métodos basados en algoritmos incompletos son méas rapidos que los completos
ya que no exploran, en general, todo el espacio de bisqueda. Esto les permite resol-
ver problemas, que por su tamano resultan prohibitivos para un algoritmo completo.
Sin embargo, un algoritmo incompleto no puede demostrar que un problema no es
satisfactible. Estas razones han provocado la hibridacion de algoritmos donde se com-
bina busqueda local con algoritmos completos basados en el enfoque DPLL (Ferris y
Froehlich, 2004; Fang y Hsiao, 2007; Letombe y Marques-Silva, 2008; Wang y col.,
2008).

Los primeros intentos de resolver SAT mediante algoritmos evolutivos, principal-
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mente mediante GAs, confirman la dificultad de estos algoritmos para competir con
algoritmos especificos para SAT (de Jong y Spears, 1989). Ademds, Rana y Whitley
en 1998 demostraron que los GAs clésicos resultan inadecuados para la funcion de
idoneidad MAXSAT (que cuenta el nimero de clausulas satisfechas), ya que esta fun-
cion obtiene valores engafniosos al asignar el mismo valor a puntos muy diferentes del
espacio del busqueda (Rana y Whitley, 1998). Todo ello ha llevado a aplicar técnicas
adicionales al proceso evolutivo con el fin de conseguir resultados maés eficientes. Estas
técnicas adicionales incluyen adaptar la funcién objetivo, utilizar operadores de mu-
tacion especificos para el problema asi como anadir procedimientos de optimizacion
local. A la hora de adaptar la funcién objetivo, se tiene en cuenta la dificultad de sa-
tisfacer determinadas clausulas, incluyendo esta dificultad como un peso adicional en
la funcién objetivo. SAWEA (Eiben y van der Hauw, 1997), RFEA (Gottlieb y Voss,
1998a, 2000) y sus versiones RFEA2 y RFEA+ (Gottlieb y Voss, 2000) son ejemplos
basados en adaptaciéon de la funcién objetivo y uso especifico de operadores de mu-
tacion. FlipGA (Marchiori y Rossi, 1999) y ASAP (Rossi y col., 2000) son ejemplos
representativos de algoritmos genéticos para SAT que utilizan la funcion MAXSAT
y anaden optimizacién local. Esta optimizaciéon local consiste en cambiar el valor de
algunas variables de individuos con un buen valor fitness, para rastrear mas profun-
damente el espacio de bisqueda. GASAT (Hao y col., 2003; Lardeux y col., 2006) es
un algoritmo hibrido basado en operadores de cruce especificos para SAT, combinado
con busqueda Tabu.

Los algoritmos mencionados anteriormente estan disenados de manera especifica
para resolver SAT. Sin embargo, también podemos encontrar intentos de resolver SAT
utilizando otro tipo de algoritmos pensados para resolver problemas de optimizacién en
general, como es el caso de hBOA (hierarchical bayesian optimization algorithm) (Pe-
likan y Goldberg, 2003).

5.3 Caracterizacion de problemas SAT mediante compu-
tacién evolutiva

A la hora de resolver cualquier problema mediante algoritmos evolutivos (EA) es
necesario encontrar una forma de representar cada posible solucion y definir una fun-
cion de evaluacion que aplicada a una solucién concreta sea capaz de valorar como
de buena es esa solucién en relacion a otras posibles. Estos dos componentes resul-
tan criticos para que el algoritmo evolucione favorablemente. En el caso concreto de
SAT, también es importante ayudar al proceso evolutivo mediante técnicas adicionales.
Ademas de las técnicas comentadas en el apartado anterior, otra posibilidad a tener
en cuenta para que el proceso evolutivo sea mas eficiente, consiste en considerar deter-
minadas caracteristicas del problema concreto tales como la actividad de la variable y
la conectividad de la clausula. En este caso, se puede hacer un estudio previo de estas
caracteristicas (pre-proceso) y utilizarlo para realizar una inicializacién especifica de
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la poblacion inicial, en vez de realizar esta inicializacion al azar.

En este apartado se presenta un estudio de todos estos aspectos y su influencia
en el rendimiento de los EDAs y EBCOAs a la hora de resolver un problema SAT.
En primer lugar se analizan diferentes representaciones utilizadas en la resolucion de
SAT mediante computacion evolutiva y en cada caso se comprueba la posibilidad de
incorporar técnicas de pre-proceso, adaptacién de la funcién objetivo y optimizacion
local.

5.4 Tipos de representaciones y su funcion fitness
asociada

Cada una de las representaciones que se presentan a continuacién sugiere una
funcién de evaluacion diferente que marque cuando una solucion es mejor que otra. En
las tres primeras, las variables del individuo son discretas: la primera de ellas almacena
el valor que toma cada una de las variables del problema mientras que las otras se fijan
en las clausulas y en cémo se satisfacen. Ademds, se presentan otras opciones en las
que las variables del individuo son continuas. Para cada tipo de representacion, se
plantea la funcién objetivo apropiada para guiar el proceso de bisqueda.

5.4.1 Representacién mediante cadena (string) de bits

Consiste en representar la solucién candidata mediante una secuencia de bits de
longitud v, siendo v el niimero de variables del problema SAT que intentamos resolver,
de manera que cada variable del individuo X;, con ¢ = 1,...,v, se asocia con un bit.

Es importante considerar la funcién fitness apropiada. La funciéon Booleana ori-
ginal g(z), no dirige la biisqueda. La funcién de evaluacién Fysaxsar(x) consiste en
contar el nimero de clausulas satisfechas, tratando de maximizar este valor. En la
formulacion MAXSAT, el valor objetivo es equivalente al nimero de clausulas satisfe-
chas y el 6ptimo se alcanza cuando este valor coincide con el nimero de clausulas del
problema. Es decir, cuando se satisfacen todas las clausulas. En este caso, las variables
del individuo, X;, coinciden con las variables del problema SAT, Z;.

FMAXSAT<515) = Cl(a?) + ...+ Cu(.’B> (51)

donde ¢j(x), con j = 1,...,u, representa el valor de la clausula j-ésima y u es el
nimero de clausulas del problema.

(5.2)

oi(@) = 0 si no se satisface la clausula
! 1 sila cldusula se satisface

La figura 5.2 muestra un ejemplo de este tipo de representacion en el que se evaltian
dos individuos distintos para la férmula SAT planteada en el ejemplo de la figura 5.1.
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g(z) = (21 V23V Z) A (2 V 23V 24) A (ZLV 22 V Z3)

Individuo: (1,0,1,0) = 2y =1,29 =0,23 =1,24, =0
c1(z)=(z21Vz3VZzy) =1—resuelven z; = 1,23 =1y 24 =0
c2(z) = (22 V 2Z3 V z4) = 0 — no se resuelve con este individuo —g(z)=0
c3(z) = (Z1 V 22 V z3) = 0 — no se resuelve con este individuo

Fuyaxsar(x) = c1(z) +ca(z) +e3(2) =1+0+0=1

Individuo: (1,0,0,0) = 21 = 1,20 =0,23 = 0,24, =0
c1(z)=(21Vz3VZzy) =1—resuelven z; =1y 24 =0
c2(z) = (22 V 23V z4) = 1 — resuelven z3 =0 —g(z)=1
c3(z) = (21 V 22V Z3) = 1 — resuelven z3 =0

Fyaxsar(x) = c1(z) +co(z) +e3(z) =1+1+1=3

Figura 5.2: Ejemplo de problema SAT utilizando la representacién mediante cadena de bits

En el primero de ellos, con el individuo (1, 0, 1, 0 ), g(z) = 0 ya que no satisface las
cldusulas segunda y tercera. La funcién objetivo Fyaxsar() toma el valor 1 mostrando
el nimero de cldusulas satisfechas. En el segundo caso, con el individuo (1, 0, 0, 0) se
satisfacen todas las clausulas, por lo que g(z) = 1 y la funcién objetivo Fyaxsar(x)
toma el valor 3.

Esta es la opcién utilizada en la mayoria de las publicaciones sobre resolucién de
SAT mediante Algoritmos Evolutivos. La mayor desventaja estd en que la funciéon
objetivo MAXSAT, asigna el mismo valor a individuos muy diferentes y distantes
dentro del espacio de busqueda. Es decir, esta funcién confunde al algoritmo en la
busqueda de cémo converger hacia el 6ptimo.

5.4.2 Representaciéon del camino (path)

Esta representacion, sugerida en (Gottlieb y Voss, 1998b), se basa en la idea de que
para encontrar una solucién satisfactoria solo es necesario satisfacer un literal de cada
cldusula. De esta manera, para crear una posible solucién (un individuo) es suficiente
con seleccionar un literal de cada clausula, generando un camino que recorre todas las
clausulas, visitando una clausula cada vez. Un individuo se compone de tantas variables
como clausulas. En este caso es importante diferenciar las variables del individuo X,
coni=1,...,u donde u es el nimero de clausulas, de las variables del problema SAT,
Zj,con j =1,...,v donde v el nimero de variables del problema SAT que intentamos
resolver. Cada variable del individuo X;, puede tomar un valor de 1,...,k (k-SAT)
que indica el literal que se ha elegido para satisfacer la clausula correspondiente. Es
decir, el valor de la variable del individuo indica una variable del problema y el valor

Teresa Miquélez, Tesis Doctoral, 2010 81



5.4 Tipos de representaciones y su funcién fitness asociada

g(z) = (1 V23V Z)A(22V 23V 24) A (1 V 22V Z3)

Individuo: ¢ = (1,1,3) = ;= 1,20 = 1,23 =3

$1:1, 61(2):(21\/23\/24) = z=1

xo=1, c2(2)=(22VZ3Vz) = 2=1

T3 = 3, Cg(Z) = (21 V 29 V 53) = 2z3=0
No existen inconsistencias = F(z) =0

Individuo: ¢ = (1,3,1) = x; = 1,20 = 3,23 =1
r1=1, ca(z)==n1VznVi) = zn=1
xo=1, c(2)=(22VZ3Vz) = z=1

T3 = 3, C3(Z) = (21 V 29 V 23) = =0
Existe una inconsistencia con z; = F(x) =1

Figura 5.3: Ejemplo de problema SAT utilizando la representacién del camino (path)

que se le asignara a dicha variable. Si X; = 2 y el segundo literal de la clausula i-ésima
es Zj, eso quiere decir que a la variable Z; se le asignard el valor 0.

Sin embargo, en esta representacién pueden aparecer inconsistencias. Una incon-
sistencia se da cuando se ha elegido la misma variable para satisfacer dos clausulas
distintas y en una clausula se encuentra negada y en la otra no. Las inconsisten-
cias equivalen a los conflictos mencionados al describir los métodos completos en la
seccion 5.2. Una funcién objetivo razonable para esta representacion debe medir la
cantidad de inconsistencias y se debe de minimizar este valor.

Si el camino con menor nimero de inconsistencias tiene al menos una inconsistencia,
la solucion no satisface el problema SAT. Si existe un camino sin inconsistencias existe
al menos una asignacién de variables que satisface el problema SAT.

La figura 5.3 muestra un ejemplo de este tipo de representacién con dos individuos
distintos para la formula SAT planteada en el ejemplo de la figura 5.1. El primero de
ellos, (1, 1, 3), indica que la primera cldusula se resuelve con el primer literal de esa
cldusula (z; = 1), la segunda cldusula, también con el primer literal (zo = 1) y la tercera
cldusula con el tercer literal (z3 = 0), mientras que z4 puede tomar indistintamente el
valor 1 6 0. Estos valores de las variables satisfacen el problema SAT y no presentan
inconsistencias, por lo que la funcién objetivo tomara el valor 0 (F(z) = 0). En el
segundo caso, el individuo (1, 3, 1), indica que la primera cldusula se resuelve con el
primer literal de esa cldusula (z; = 1), la segunda cldusula con el tercer literal (z4 = 1)
y la tercera clausula con el primer literal (z; = 0). Esta asignacién es imposible ya
que contiene una inconsistencia para z; tal y como se refleja en el valor de la funcion
objetivo F'(x) = 1.
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En esta opcion se tiene en cuenta la importancia de la clausula, de manera que
sea esta idea la que guie el proceso de busqueda. Sin embargo, la relacién variable-
clausula, es decir, en cuantas clausulas aparece cada variable y con que valor, es una
informacion que puede ser relevante y que no se tiene en cuenta en este caso.

5.4.3 Representacién de clausula

En (Hao, 1995) se propone la representacién conocida como de clausula, que enfa-
tiza el efecto local de las variables en las clausulas.

En un problema 3-SAT, cada clausula contiene 3 literales y cada literal representa
un posible valor de una variable booleana. Esto significa que existen 23 = 8 asigna-
ciones posibles (000,001,010,011, 100,101,110, 111) para cada cldusula, de las cuales
7 satisfacen la cldusula y s6lo una de ellas no la satisface. Por ejemplo, la tnica asig-
nacién que no satisface la clausula (z2 V Z5 V z4) es el valor 2 (010 en binario), donde
z9 = 0,23 = 1y 24 = 0. La idea consiste en seleccionar cualquiera de las 7 asigna-
ciones factibles para cada cldusula, y apuesta por encontrar una asignacién parcial de
variables consistente globalmente.

En esta representaciéon, cada individuo esta formado por u variables, siendo u el
numero de clausulas del problema, y cada variable del individuo toma el valor corres-
pondiente a la representaciéon de variables del problema seleccionada para resolver esa
clausula. Para un problema k-SAT cada variable puede tomar un valor entre 0 y 2% —1.
En el ejemplo anterior, si la variable del individuo correspondiente a esa clausula toma
el valor 4 (100 en binario), eso supone que zo = 1,23 =0y 24 = 0.

Por lo tanto, en esta representacién también es importante diferenciar entre las
variables del individuo X;, con ¢ = 1,...,u donde u es el nimero de clausulas, de las
variables del problema SAT, Z;, con j = 1,...,v donde v el nimero de variables del
problema SAT que intentamos resolver.

Aqui también se dan inconsistencias (o conflictos) si se elige la misma variable
con valores diferentes para resolver diferentes clausulas. Por lo tanto, la funcién ob-
jetivo que se propone para esta representacion debe tener en cuenta la cantidad de
inconsistencias, de manera que se intente minimizar este valor.

Dado el ejemplo de la figura 5.1, las asignaciones prohibidas serian: 1 para la clausu-
la ¢1(z), 2 para la cldusula cy(z) y 5 para la cldusula c3(z). Lo cual corresponden al
individuo (1 2 5), que es el inico prohibido. La figura 5.4 muestra como se instanciarian
dos individuos factibles.

Igual que en la representacion anterior, si la soluciéon con menor ntimero de incon-
sistencias tiene al menos una inconsistencia, la solucién no satisface el problema SAT.
Si existe una solucion sin inconsistencias existe al menos una asignacién de variables
que satisface el problema SAT.
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g(z) = (1 V23V Z)A(22V 23V 24) A (1 V 22V Z3)

Individuo: & = (0,1, 1)
1 =0 (000), Cl(Z): (2’1\/2'3\/24) = 21:0,2320,24:0
zo =1 (001), ca2(2) = (22V 23V 24) 20=0,23=0,24 =1
z3=1(001), c3(2)=(21V 2V z3) 21 =0,20=0,2z3 =1
Existen inconsistencias con z3 y z4, = F(x) = 2

44

Individuo: z = (2
r1=2(010), c1(2)=(21V2z3VZzy) = 21=0,23=1,24=0
Ty =6 (110), c2(2) =(22VZ3V2y) = 20=123=1,2=0
r3 =3 (011), Cg(Z) = (21\/22\/23 = 21=0,20=1,23=1

No existen inconsistencias = F'(x) = 0. Solucién: (0, 1, 1, 0)

6,3)

Figura 5.4: Ejemplo de problema SAT utilizando la representacion de la clausula

5.4.4 Representacién en coma flotante

Todas las representaciones anteriores son propuestas de optimizacién que utilizan
valores que pertenecen a dominios discretos. Béck y col. (Béck y col., 1998) proponen
transformar un problema SAT en un problema de optimizaciéon continuo al que se
puedan aplicar estrategias evolutivas (ES). En su propuesta, las soluciones candidatas
se representan mediante un vector de valores continuos y € [—1, 1]", donde se truncan
los valores negativos a -1 y los positivos a 1. La funciéon objetivo que utiliza se obtiene
de transformar la férmula SAT. Esta transformacion se basa en sustituir los literales
zjy zZ; por (y; —1)? e (y; + 1)? respectivamente y reemplazar los operadores booleanos
V y A por la operaciones aritméticas - y + respectivamente, convirtiendo la funcién
g:B"—=Benh:[-1,1" — R* (Béick, 1996).

La figura 5.5 muestra un ejemplo de este tipo de representacion con dos individuos
reales distintos, para la férmula SAT planteada en el ejemplo de la figura 5.1. En
cada uno de ellos se han sustituido los valores negativos por -1 y los positivos por 1.
Ademds, la ecuacién original g : B* — B representada en la figura 5.1, se transforma
en la siguiente funcién continua h : [-1,1]* — R™, que se utilizard como funcién de
evaluacion.

hy) = (=1 (ys—1)*(a+ 1%+ (12— 1) (> +1)*(ga — 1)* + (1 +1)*(y3+1)* (1 — 1)
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g(z) = (21 V23V Z) A(22V Z3V 24) AN(Z1 V 29V Z3)
se transforma en:
hy) = (1 —1)%(ys — 1)*(ga +1)° + (g2 — 1)*(ys + 1)*(3a — 1)°
+(y1 +1)%(ys + 1) (y2 — 1)?

Individuo: & = (—0,4723,0,6954, 0,3912, o 8931 :s y=(-1,1,1,-1)
(51— 1)2(gs — 1)2(ga + 1)? = (—2)%(0

(2 = 1)*(ys + 1)*(ya — 1) = (=2)*(0 =0
(y1 + 1) (ys +1)%(y2 — 1)* = (- 2)2
Solucién que satisface el problema SAT :> z = O ,1,0) =0

Individuo: = = (0,5819, —0,3991,0,1101, —0,4518) = y = (1,—1,1, —1)
(y1 = 1)*(ys — 1)*(ya + 1)> = (0)%(0)*(0)* = 0
(2 = D%(ys + 1)%(ya — 1> = (=2)2(2*(-2)* #0 » — h(y) #0
(1 + 1)%(ys + 1)%(y2 — 1)* = (2)*(=2)*(2)* # 0

Solucién que no satisface el problema SAT = z = (1,0,1,0) = g(z) =1

Figura 5.5: Ejemplo de problema SAT utilizando la representacién en coma flotante

5.4.5 Utilizacién de técnicas adicionales para dirigir la bisque-
da

Optimizacion local

Como ya se ha comentado anteriormente, la mayoria de los intentos de resolver SAT
mediante computacién evolutiva dan mejores resultados al completarlos con técnicas
adicionales. Una opcién es utilizar optimizacion local. Las técnicas de optimizacién
local consisten en aplicar cambios concretos en alguna de las variables del individuo,
que ayuden a dirigir el proceso hacia el 6ptimo. Estas técnicas son generales y pue-
den utilizarse independientemente del algoritmo de busqueda elegido asi como de la
representacion escogida.

Inicialmente, la funcién objetivo guia la biisqueda de manera eficiente, pero a partir
de un momento, la informacion que aporta esta funcién no es suficiente. Esto es debido
a la ambigliedad que se produce debido a que individuos muy diferentes obtienen el
mismo valor al ser evaluados, lo cual quiere decir que la funcién objetivo no propor-
ciona una orientaciéon suficientemente precisa para guiar al algoritmo en el espacio de
busqueda. La idea es anadir este tipo de optimizacién con el fin de profundizar en
regiones concretas de dicho espacio. En este sentido, el algoritmo evolutivo se aplica
como medio de acercarnos a regiones del espacio de busqueda que puedan contener
un 6ptimo, mientras que la optimizacion local se utiliza para concentrarse en dichas
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regiones.

Si la optimizacién local no se incluye desde el principio, es importante decidir
qué momento es el adecuado para empezar a aplicar este tipo de optimizacion. Una
opcion sensata podria ser comenzar a aplicar esta optimizacion cuando exista un de-
terminado numero de individuos que obtenga el mismo valor en la funciéon objetivo,
aunque también podemos optar por comenzar a partir de una determinada generacion
de individuos.

Un ejemplo de este tipo de optimizaciéon con algoritmos genéticos podemos encon-
trarlo en FlipGA (Marchiori y Rossi, 1999). La base de FlipGA consiste en aplicar el
heuristico Flip a cada individuo después de realizar el cruce y la mutacion. El heuristi-
co explora los genes al azar y se cambia cada gen. Se acepta el cambio si mejora el
valor de este individuo. Es decir, si aumenta el nimero total de clausulas satisfechas
después del cambio. Este mismo heuristico se utiliza en ASAP (Rossi y col., 2000) y
en hBOA (Pelikan y Goldberg, 2003).

En estos casos, la resolucion del problema SAT se debe méas a la incorporacién
de estas técnicas de optimizacién local que al propio algoritmo evolutivo. De hecho,
los algoritmos de busqueda local GSAT y WalkSAT comentados anteriormente en la
seccion 5.2 resuelven SAT aplicando simplemente esta idea.

A continuacion se presentan algunas propuestas concretas de cémo se puede apli-
car este tipo de mejora en las diferentes representaciones de individuos planteadas
anteriormente.

Optimizacion local en representacion mediante secuencia de bits

Para aplicar optimizacién local cuando se utiliza la representacién mediante se-
cuencia de bits, descrita en la seccion 5.4.1, es necesario marcar aquellas variables que
pertenecen a clausulas no satisfechas, cuando se evalia a cada nuevo individuo gene-
rado. De esta manera, la optimizacién consiste en modificar el valor de cada variable
marcada y volver a evaluar al individuo. Si en la nueva evaluacion, después del cam-
bio, se obtiene un mejor valor en la funcion objetivo, se mantendra dicho cambio y se
rechazard en caso contrario.

Optimizacién local en representacién del camino (path)

En la representacion mediante el path (seccién 5.4.2), debemos recordar que las
variables del individuo indican, para cada clausula, cual es el literal, de los k literales
de esa clausula, que se utilizara para resolverla. Cuando ocurre una inconsistencia,
significa que para satisfacer la clausula actual se ha elegido un literal al que ya se le
habia asignado un valor y ese valor es contrario al que deberia tomar para satisfacer la
clausula actual. En ese caso, en el momento en que se evaliia a un nuevo individuo, se
marcan aquellas variables que provocan una inconsistencia, de manera que el proceso
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de optimizacién modifique estas variables marcadas. Después de cada cambio se vuelve
a evaluar el nuevo individuo y se decide, segin el valor obtenido en la evaluacion, si
se mantiene el cambio o no.

Optimizacién local en representacién de clausula

Cuando se utiliza la representacion de clausula (seccién 5.4.3), las variables del indi-
viduo también indican la forma en que se resolvera una determinada clausula, aunque
de manera diferente a la anterior. Ademds, la funcién objetivo que se utiliza en este
caso también cuenta las inconsistencias que se van produciendo. Por tanto, con esta
representacion, se puede aplicar optimizacién local utilizando el mismo procedimiento
que en el caso anterior.

Adaptacion de la funcién objetivo mediante pesos

Otra posibilidad, a la hora de aplicar técnicas adicionales, consiste en adaptar
la funcién objetivo de forma dindamica dando un mayor peso a aquellas clausulas no
resueltas. Si la funcién objetivo MAXSAT cuenta el niimero de clausulas satisfechas,
se puede sustituir por la ecuacién: F(x) = wy - ¢1(x) + ... + wy - ¢y (x) donde ¢;(x),
con ¢ = 1,...,u, representa el valor booleano de la clausula i-ésima, u es el niimero
de clausulas del problema y w; representa el peso de la clausula i-ésima, que se va
calculando de forma dindmica.

Inicialmente todos los pesos w; se inicializan a 1 (w; = 1), lo cual equivale a
utilizar la funcion MAXSAT presentada en la ecuacién 5.1. A lo largo de todo el
proceso evolutivo, esos pesos se van actualizando de manera que se incrementan en
uno los pesos correspondientes a las clausulas no resueltas, dejando el resto con el valor
actual:

donde ¢;(x*) indica el valor actual de la clausula i-ésima. Esta adaptacién incrementa
solo los pesos correspondientes a clausulas no satisfechas.

Con esta adaptacion se pretende ayudar implicitamente al algoritmo evolutivo a sa-
lir de éptimos locales, enfocandola a las clausulas que resultan mas dificiles de resolver,
y por tanto guiando el proceso de busqueda por los pesos.

Al aplicar esta técnica, es importante considerar en qué momento se realiza la
actualizacién de los pesos. Puede hacerse desde el principio, empezar a aplicarla a
partir de una determinada generacion, o bien cuando exista un determinado niimero
de individuos diferentes con el mismo valor fitness. Por otro lado, el vector de pesos se
puede actualizar en todas las generaciones o solamente cada un nimero determinado
de generaciones.

Podemos encontrar ejemplos en los que se ha anadido esta técnica, conocida como
SAW (stepwise adaptation of weights), a un algoritmo genético para resolver SAT
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en (Eiben y van der Hauw, 1997). En (Béck y col., 1998) se aplica esta técnica a
algoritmos evolutivos y al algoritmo de busqueda local GSAT.

Aunque la adaptacion de pesos también puede considerarse como una técnica adi-
cional al proceso evolutivo, a diferencia de la optimizacion local, que es totalmente
externa, en este caso se intenta influir en el proceso de bisqueda, modificando la va-
loracién de los individuos. En el caso concreto de los EDAs, esta adaptacién obliga a
volver a calcular las relaciones de dependencia entre variables, de manera que puede
ayudar al proceso a salir de éptimos locales.

5.5 Representaciones utilizando permutaciones

En esta seccion se plantea una nueva forma de representar el problema utilizando
permutaciones, de manera que cada individuo represente un orden, concretamente el
orden en que se asignaran los valores a cada una de las variables del problema SAT.

Al analizar los SAT solver completos que mejores resultados obtienen, uno de los
aspectos méas importantes es la elecciéon de la variable que se resuelve en cada mo-
mento. Es decir, el orden en que se resuelven las variables siguiendo un procedimiento
concreto. Ademas, teniendo en cuenta la dependencia variable-clausula, también es
importante el orden en que se resuelven las clausulas. En este sentido, puede resul-
tar muy efectivo utilizar una representacion del individuo que establezca este orden y
asociada a dicha representacién, la funcién objetivo correspondiente capaz de guiar al
proceso de aprendizaje hacia el orden adecuado, ayudando a encontrar una asignacion
que satisfaga al problema SAT original rapidamente. Una forma de establecer este
orden consiste en utilizar permutaciones en la representacién de los individuos.

En las representaciones comentadas anteriormente, se van asignando valores a cada
una de las variables del problema y se mide, mediante la funcion objetivo, la bondad
de estas asignaciones, evolucionando hasta encontrar la mejor. En las representaciones
mediante permutaciones, las variables del individuo no representan a las variables
del problema. Cada individuo representa el orden en que se asignan valores a las
variables. De esta manera, el proceso encontrara aquellas clausulas o variables que
son mas dificiles de resolver, de manera que se resuelvan las primeras. Resolver estas
clausulas o variables supone asignar a cada variable del problema original el valor mas
adecuado. Para ello, se puede utilizar informacion del problema relativa a la actividad
de la variable, es decir, considerar cuantas clausulas contienen a cada variable.

Permutaciones

La representacion de individuos basada en permutaciones se ha aplicado normal-
mente a problemas tales como el del agente viajero (Flood, 1956) o el problema de
rutas de vehiculos (Fiala, 1978). Un ejemplo ilustrativo de la aplicacién de permuta-
ciones en algoritmos genéticos para la solucion de estos problemas se puede encontrar
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en (Freisleben y Merz, 1996). También podemos encontrar representaciones de in-
dividuos basadas en permutaciones para la busqueda de correspondencia de grafos
inexactos mediante EDAs en (Bengoetxea y col., 2001a). Sin embargo, no tenemos
constancia de que se haya utilizado este tipo de representacion en la resolucién del
SAT.

Una permutacion es una lista de niimeros en la que todos los valores de 1 a n tienen
que aparecer en un individuo de tamano n. Segun esta definicion, se esta hablando
de valores discretos. Sin embargo, para conseguir que los individuos de una poblacion
cumplan esta condicién, seria necesario modificar el proceso de generacion y simulacién
de los individuos de una poblacion, tanto en los EDAs como en los EBCOAs. En vez
de esto, se intentard aprovechar el proceso y convertir a cada individuo generado en
una permutacién. Esta conversion se puede realizar a partir de individuos discretos.
Sin embargo, el proceso de convertir el individuo generado por el algoritmo en una
permutacion, resulta més directo si se utiliza la implementacion continua de los EDAs o
EBCOASs, ya que la probabilidad de que dos variables continuas de un mismo individuo
tomen el mismo valor, es nula.

Por tanto, en las representaciones mediante permutaciones lo que se plantea es
utilizar EDAs o EBCOASs continuos y a la hora de evaluar a cada individuo, convertirlo
en una permutacién que indique en que orden se resolveran las variables o clausulas
del problema. Teniendo en cuenta este orden e informacion propia del problema, se
asignan los valores correspondientes a cada variable del problema y de esta forma se
puede calcular el nimero de clausulas no resueltas, que es el valor que se asignara al
individuo. A continuacién se describe como se puede convertir un individuo continuo
en una permutacion.

Conversion de un individuo continuo en una permutacion

Sea u el tamafo del individuo y € = (z1,...,2,), con z; € R, el individuo del
cual se quiere obtener una permutacion. El proceso comienza creando el vector de
enteros p = (p1,...,pu), que contendra la permutacién, y que se inicializa con p; = i,
para i = 1,...,u. A continuacién se ordena el vector x, de manera que cada vez que
sea necesario intercambiar dos variables de este vector, se intercambian también las
correspondientes variables del vector p. Al final del proceso, el vector p contiene una
permutacién con todos los valores de 1 a u, en el orden marcado por el individuo @
inicial. En la figura 5.6 se puede ver un ejemplo de este proceso en el que el orden
obtenido indica que primero se debe resolver la variable X5, a continuacion la variable
X4, luego la variable X3 y por ultimo Xj.

Diferentes tipos de representaciones mediante premutaciones

Se pueden plantear dos opciones, segin el tipo de orden que se quiera indicar con
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Individuo: 0,3576 0,0139 0,2985 0,1170
Inicializacién del orden: 1 2 3 4

Después de ordenar

Individuo ordenado: 0,0139 0,1170 0,2985 0,3576
orden calculado: 2 4 3 1

Figura 5.6: Ejemplo de ¢cémo convertir un individuo con variables continuas en el orden en
que se van a resolver las clausulas o los literales.

la permutacion:

= Permutaciones de clausulas: La permutacion indica el orden en que se van

a resolver las clausulas. En este caso el tamano del individuo coincide con el
numero de cldusulas del problema. Para cada individuo generado por el EDA,
se crea una permutacion que indica el orden que se va a seguir a la hora de
satisfacer las clausulas.

Una vez decidido el orden en que se resolveran las clausulas hay que asignar los
valores correspondientes para resolverlas. Para ello es necesario decidir qué cri-
terios se utilizaran para satisfacer cada clausula. Teniendo en cuenta que cada
clausula contiene k literales y que es suficiente con satisfacer uno de ellos para
que se satisfaga la clausula, se trata de seleccionar en cada caso el literal que
va a satisfacer la clausula y asignarle a esa variable el valor correspondiente.
Es importante recordar que un literal es una variable negada o no y por tanto,
resolver un literal consiste en asignarle a esa variable el valor correspondiente
dependiendo de si estd negada o no. En este momento es cuando se puede utili-
zar informacion inicial del problema relativa a la actividad de cada variable. Con
este objetivo, se llevara la cuenta de en cuantas clausulas aparece cada variable
y con que signo.

Inicialmente todos los valores de las variables estan por decidir y por lo tanto se
puede asignar a cualquier variable de la clausula, el valor que mas interesa. Lo
importante es elegir la variable que ademas de resolver esa clausula, impida la
resolucion del menor niimero de clausulas posible. Esto es, cada vez que haya que
resolver una clausula y existan mas de una variable de esa clausula sin asignar,
elegimos aquella variable que esté en menos clausulas con el valor complementario
del que esta en esta clausula. Si esa variable en la clausula estda en positivo,
tomard el valor 1 y por tanto el valor no elegido sera el 0, de manera que para
todas las clausulas que tengan esa variable en negativo habra que elegir otra
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variable para su resolucién.

A medida que se avanza en la resolucién de clausulas, puede ocurrir que todas las
variables de la clausula que corresponde resolver tengan valores asignados, y que
ninguno satisfaga la clausula. En ese caso, marcamos esa clausula como no satis-
fecha. La funcién objetivo lleva la cuenta de todas las clausulas no satisfechas,
por lo tanto, este valor se debe minimizar.

La idea es que el algoritmo evolutivo, durante el proceso de aprendizaje, iden-
tifique cuales son las clausulas mas conectadas, que normalmente seran las mas
dificiles de satisfacer, de manera que estas aparezcan en primer lugar en los
individuos de la siguiente generacion.

La ventaja de esta representacién es que, a la hora de asignar los valores que
tomaran las variables del problema SAT, se tienen en cuenta las caracteristicas
propias del problema concreto que se intenta resolver, tales como la actividad de
la variable y la conectividad de la clausula. Se pretende que las clausulas mas
conectadas tengan prioridad y que el EDA sea capaz de detectar esta conectivi-
dad. De esta manera, se tiene en cuenta la dificultad de la clausula al establecer
el orden en que estas se resuelven.

= Permutaciones de variables: En este caso la permutaciéon indica el orden
en que se van a resolver cada una de las variables del problema SAT. Esta
representacion consiste en crear un individuo formado por valores continuos, de
tamano igual al nimero de variables del problema. A partir de cada individuo
generado por el EDA, se crea una permutacion que indicard el orden en que se
asignan los valores booleanos correspondientes a cada variable.

Una vez establecido el orden en que se resuelven las variables hay que asignar a
estas un valor. A la hora de asignar un valor a una variable, se tiene en cuenta la
actividad de la variable (en cuantas clausulas se encuentra esa variable) y se le
asigna el valor que mas clausulas resuelve. A continuacién, se vuelve a calcular,
para cada variable, en cuantas clausulas aparece y con que signo, pero ahora sin
tener en cuenta aquellas clausulas que ya estan resueltas. El proceso continua
con la siguiente variable marcada por la permutacién.

En este caso, también se utiliza informacién inicial del problema para resolver
cada variable. Sin embargo, aqui no se tiene en cuenta la dificultad de las clausu-
las.

Optimizacion local en representacion con permutaciones de clausulas

En la representacién con permutaciones de clausulas se establece el orden en que
se resuelven las clausulas. Anadir optimizacién local en este caso supone cambiar el
orden en que se va a resolver alguna clausula. Para ello, se puede elegir intercambiar
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el orden en que se resuelve alguna clausula no satisfecha con alguna de las resueltas
anteriormente. La seleccién de cual de las anteriores se intercambia, se puede hacer
teniendo en cuenta su probabilidad:

_ DGk

TSI D k)
donde k es el orden de la clausula que no se satisface, j el orden de la clausula de la
cual estamos calculando su probabilidad y D(j, k) es el niimero de literales que tienen
en comun las clausulas j y k. Una vez calculadas la probabilidades de las clausulas

resueltas, anteriores a la clausula de orden k, para elegir la clausula a intercambiar se
puede utilizar una probabilidad proporcional a la probabilidad calculada.

(5.4)

Adaptacion de la funciéon objetivo en representacién con permutaciones

En la seccién 5.4.5 se ha descrito como adaptar la funcion objetivo de forma dinami-
ca dando mayor peso a las clausulas que no se resuelven. Esta forma de adaptar la
funcién objetivo puede utilizarse cuando las variables del individuo coinciden con las
variables del problema. Sin embargo, cuando utilizamos la representacién basada en
permutaciones, es necesario pensar en nuevas formas de adaptacién de la funcién ob-
jetivo. A continuacion se presentan algunas propuestas concretas de como adaptar la
funcién objetivo en representaciones de individuos mediante permutaciones.

= Adaptaciéon de la funciéon objetivo en representacién mediante permu-
taciones de clausulas

Al utilizar representacion mediante permutaciones de clausulas, se busca que
sea el proceso de aprendizaje del algoritmo evolutivo el que decida el orden maés
apropiado en el que se deben de resolver las clausulas. Normalmente se resolveran
primero la clausulas mas conectadas, es decir, aquellas que contengan variables
que aparecen en un mayor nimero de clausulas. La funcién objetivo utilizada
en este caso cuenta el nimero de clausulas no resueltas y el éptimo se alcanza
cuando la funcién objetivo vale 0. Con esta funcion se ayuda al proceso evo-
lutivo a ir marcando el orden correspondiente. Sin embargo, llega un momento
en que existen individuos diferentes con el mismo valor objetivo, lo cual gene-
ra ambigiiedad en el proceso. Mediante la adaptacion de la funciéon objetivo se
pretende resolver esta ambigiiedad. Una forma de hacerlo puede ser que la fun-
cion objetivo, ademés de contar el nimero de cldusulas sin resolver, incorpore
informacion sobre la conectividad de esas clausulas no resueltas, de manera que
individuos diferentes obtengan valores diferentes. Para ello se propone una nueva
funcién objetivo, F'(x), que al evaluar cada individuo obtenga un ntimero real
en el que la parte entera indique el nimero de clausulas sin resolver mientras
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que la parte decimal aporte informacion sobre la conectividad de esas clausulas
que no han sido resueltas:

F(z) = NS(x)+ W % 10e”* (5.5)

donde NS(zx) es el numero de clausulas no satisfechas y W representa el va-
lor calculado en base a la conectividad de esas clausulas. Esto puede hacerse
sumando, por cada clausula no resuelta, el nimero de clausulas en las que apa-
recen todas las variables de esa clausula. Para que este valor esté formado por el
numero de clausulas no resueltas como parte entera y W como parte decimal, se
multiplica W por 10e=*, donde k depende del niimero de cldusulas del problema.

= Adaptaciéon de la funcién objetivo en representacién mediante permu-
taciones de variables

En la representacién mediante permutaciones de variables, el individuo indica
el orden en que se resolveran cada una de las variables booleanas del problema.
Igual que en el caso anterior, la funcién objetivo cuenta el nimero de clausulas no
resueltas, presentando ambigiiedad. En este caso se propone adaptar la funcién
objetivo anadiendo informacién sobre la actividad de las variables que aparecen
en clausulas no resueltas. Para ello se puede utilizar la misma férmula anterior:

F(z) = NS(z) + W % 10" (5.6)

donde NS(z) sigue siendo el nimero de cldusulas no satisfechas, aunque ahora
W puede tener un significado diferente. A continuacion se proponen tres criterios
diferentes a la hora de calcular W. En los dos primeros casos ~-WA y WB- se
tiene en cuenta la actividad de las variables, aunque de forma diferente, mientras
que en el iltimo caso ~-WC—, se tienen en cuenta las clausulas no resueltas.

e Una primera opcion, que identificaremos como W A, consiste en calcular
W multiplicando los pesos de las variables de cada clausula no resuelta,
considerando como peso de cada variable el niimero de clausulas en las que
aparece dicha variable.

Weight(X;) = TotClauses(X;) (5.7)

WA= ﬁ Weight(X;) (5.8)

i=1

donde TotClauses(X;) indica el nimero de cldusulas que contienen a la
variable X;, coni=1,...,v y v el nimero de variables del problema SAT.

Teresa Miquélez, Tesis Doctoral, 2010 93



5.6 Hibridacién de EDAs con otros algoritmos de optimizacién local

e Una segunda opcidn, identificada como W B, consiste en calcular W como
la suma de los restos de las variables de la clausula, entendiendo por resto
(Resto) el nimero de variables que todavia no se han resuelto.

WB = (Resto) (5.9)

e La tercera opcién que se plantea y que denominaremos W (', consiste en
asignar un peso a cada clausula de forma dindamica, dependiendo de si esta
se resuelve o no. Inicialmente se le asigna a cada clausula un peso w; = 1,
con ¢ = 1...u, siendo u el nimero de clausulas. Posteriormente, se van ac-
tualizando los pesos de las clausulas dependiendo de si estas se resuelven o
no. Esta actualizacion consiste en mantener el valor del peso de las clausu-
las no resueltas y actualizar el peso de las clausulas resueltas de manera
que tengan un peso menor, ya que el objetivo es minimizar F'(x). De esta
manera, el valor de W se calcula como la suma de los pesos de todas las
clausulas.

WC = i(wi) (5.10)

5.6 Hibridacion de EDAs con otros algoritmos de
optimizacién local

Con el termino hibridacién nos referimos a la combinacién de mas de un algoritmo
con el objetivo de aprovechar las ventajas de cada uno y aumentar el rendimiento de
ambos. A la hora de buscar estrategias para resolver SAT, encontramos ejemplos donde
se han combinado el enfoque de bisqueda local con algoritmos completos basados en
el método DPLL (Ferris y Froehlich, 2004; Fang y Hsiao, 2007; Letombe y Marques-
Silva, 2008; Wang y col., 2008) o con algoritmos evolutivos (Pelikan y Goldberg, 2003;
Hao y col., 2003; Lardeux y col., 2006). En este caso se plantea la combinacién de
un algoritmo EDA con otro algoritmo de busqueda local para resolver instancias mas
complejas de problemas SAT.

En general, un algoritmo de busqueda local comienza con una asignacion de las
variables que se puede obtener de forma aleatoria y va realizando cambios en los valores
de las variables de manera que se mantengan aquellos cambios que aumenten el total de
cldusulas satisfechas. Si una vez realizado un determinado nimero de cambios (MAX-
FLIPS), no se consigue satisfacer todas las cldusulas, el algoritmo realiza un nuevo
intento con una nueva inicializaciéon. Esto se repite hasta un determinado nimero de
intentos (MAX-TRIES) o hasta encontrar el 6ptimo. Normalmente, las diferencias méas
significativas entre unos algoritmos de bisqueda local y otros estan en la forma en que
seleccionan la variable a la que se va a cambiar su valor.
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Segun esta descripcién, encontramos que la hibridacién de un EDAs con un algo-
ritmo de busqueda local puede realizarse de diferentes formas, algunas de las cuales
describimos a continuacion.

= EDA 4 algoritmo de busqueda local: Consiste en ejecutar un algoritmo
EDA durante un determinado nimero de generaciones y utilizar el mejor indi-
viduo encontrado por el EDA como asignacién inicial para ejecutar el algoritmo
de busqueda local. El problema de esta solucién es que todos los intentos que
realiza el algoritmo de bisqueda local comienzan con la misma asignacién inicial
(el mejor individuo encontrado por el EDA). Esto se puede mejorar utilizando
los n mejores individuos encontrados por el EDA de manera que cada uno de
ellos se utilice como asignacién inicial en cada intento del algoritmo de busqueda
local.

= realimentacion EDA-algoritmo de biisqueda local: En esta opcién se van
ejecutando alternativamente el EDA y el algoritmo de busqueda local. En cada
generacion, el EDA proporciona al algoritmo de busqueda local el mejor indivi-
duo encontrado para que este lo utilice como asignacién inicial. Por su parte, el
algoritmo de buisqueda local, proporciona al EDA la mejor asignacién encontra-
da, de manera que se incluya como un nuevo individuo en la poblacién que se
utilizara en la siguiente generacién. Esto se puede realizar con un solo individuo
o con los n mejores.

= algoritmo de buisqueda local + EDA: También podemos comenzar ejecutan-
do un algoritmo de busqueda local tantas veces como sea necesario para generar
tantas soluciones como individuos utilice el algoritmo EDA. En este caso es el
EDA el que se ejecuta con una poblacién inicial generada con las asignaciones
encontradas en las diferentes ejecuciones del algoritmo de buisqueda local.

5.7 Resultados experimentales

En esta seccion se presentan los experimentos realizados para comprobar el rendi-
miento, tanto de los EDAs como de los EBCOAs, al utilizar cada una de las opciones
comentadas en las secciones anteriores para la resolucion de problemas SAT. También
se comentan las conclusiones extraidas de los resultados obtenidos en estos experimen-
tos.

En todos los experimentos que se describen a continuacién se han utilizado instan-
cias 3-SAT elegidas al azar de la coleccién de problemas ofrecidos por SATLIB?. Los

3Holger H. Hoos y Thomas Stiitzle: SATLIB: An online resource for research on SAT. In: I.P.Gent,
H.v.Maaren, T.Walsh, editors, SAT 2000, pp.283-292, IOS Press, 2000. SATLIB esta disponible online
en www.satlib.org.

Teresa Miquélez, Tesis Doctoral, 2010 95



5.7 Resultados experimentales

ficheros elegidos contienen definiciones de problemas SAT para los cuales se puede en-
contrar una solucién satisfactible. Es una practica comun utilizar la proporcién entre el
nimero de variables del problema y el nimero de clausulas para definir la complejidad
de un problema SAT. En todos estos experimentos se han utilizado instancias con el
ratio u/v & 4,3, siendo u el nimero de cldusulas y v es el nimero de variables ya que,
como se ha demostrado en (Mitchell y col., 1992), representan los casos mas dificiles.

Comenzaremos comprobando el comportamiento de algunos EDAs y EBCOAs (ver
capitulo 4) discretos cuando utilizamos las representaciones con valores discretos en las
variables del individuo presentadas en la seccion 5.4. Posteriormente comprobaremos
la eficiencia de EDAs y EBCOAs continuos al utilizar las representaciones mediante
permutaciones descritas en la seccion 5.5. Por tultimo se presentan los experimentos
realizados combinando EDAs y EBCOAs con otros algoritmos de optimizacién local
seglin se ha comentado en la seccién 5.6.

5.7.1 Experimentos realizados utilizando diferentes represen-
taciones discretas

El objetivo de estos experimentos consiste en comprobar el comportamiento de
EDAs y EBCOAs con las tres representaciones que utilizan valores discretos en las
variables del individuo presentadas en la seccién 5.4. Para cada una de ellas se han
utilizado 5 instancias diferentes de problemas SAT con 20 variables y 91 clausulas.
Se han realizado 10 ejecuciones con cada instancia y con cada uno de los diferentes
algoritmos.

En el caso de los EDAs, se ha seleccionado un representante de cada una de las
categorias de EDAs, segun el nimero de dependencias entre variables que tienen en
cuenta. Concretamente los algoritmos UM DA, MIMIC y EBNA descritos en la
seccion 3.2. En estos casos se ha utilizado un tamano de poblacion de 1000 individuos
de los que se seleccionan los 500 mejores en cada generacién.

Para los experimentos con EBCOASs se han utilizado los diferentes algoritmos defi-
nidos en la seccién 4.3 (Naive Bayes, Selective Naive Bayes, FSSJ, BSEJ y TAN).
El tamano de poblacién en las ejecuciones es de 100 individuos (R = 100), que se han
dividido en 3 clases de igual tamano (K| = 3) de las cuales se han seleccionado dos
(|C| = 2), los mejores y los peores, para construir el clasificador. Como ya comentamos
en el capitulo dedicado a los EBCOAS, concretamente en la seccion 4.4.4, el tamano
de la poblacion es un parametro que tiene mucha importancia en el rendimiento de los
EBCOAs. Antes de decidir el valor de este parametro, se realizaron diferentes pruebas
para elegir el que mejores resultados obtenia. El criterio de parada utilizado en todos
los casos ha sido encontrar una solucién satisfactoria o realizar un maximo de 500
generaciones. Cada algoritmo se ha ejecutado utilizando las tres representaciones de
individuos con valores discretos definidas en la seccién 5.4.

La Tabla 5.1 muestra los resultados de estos experimentos. La columna % indica
el porcentaje de ejecuciones en las que se ha encontrado una soluciéon satisfactible. La

96 Teresa Miquélez, Tesis Doctoral, 2010



Afrontando la resolucion del problema SAT mediante EDAs y EBCOAs

Bits Path
%  Dif.  Eval %  Dif. Fval.
EDAympa 100 0 6099.26 | 18 1.10 829066
EDAyrvic 100 0 7045.72 | 18 1.10 846967
EDAgpna 100 0  5637.60 | 18 1.98 838259
EBCOA vaiveBages | 86 0.18 222284 | 6 1.72 54443.32
EBCOAguectivenns | 82 0.20 2256.10 | 2 1.78 53788.66
EBCOAFrgs, 98 0.02 2472.10 | 0 2.76 50253.64
EBCOAgsgs 92 0.08 1700.60 | 2 1.74 52330.42
EBCOA7 4N 52 0.66 5285.12 | 0 4.60 52767.50
Clausula

%  Dif. Eval.

EDAyvpa 16 1.28 57875.76

EDA yrvic 16 1.30 65456.42

EDAggna 18 1.28 72373.1

EBCOANgiveBayes | 0 39.12  49832.62

EBCOAguectivens | 0 41.78  49856.22

EBCOAFrss; 0 53.56 49753.52

EBCOABsEy 0 49.50 49881.02

EBCOA N 0 26.02 49639.46

Tabla 5.1: Resultados obtenidos en 10 ejecuciones realizadas con cada algoritmo, con 5
problemas SAT diferentes, cada uno de ellos con 20 variables y 91 cldusulas.

columna Dif. representa la media del niimero de clausulas que quedaban por resolver
en la ultima generacién y la columna Fuval. representa el nimero de evaluaciones rea-
lizada, es decir, el nimero de individuos diferentes que han sido analizados durante el
proceso de busqueda. Se ha representado como Bits los casos en los que se ha utilizado
representacion mediante cadena de bits, como Path la utilizaciéon de representacion
mediante el camino y como Cldusula aquellos casos en que la representacion ha sido
utilizando la clausula.

Como puede verse en estos resultados, la representacion mediante cadena de bits
es la que muestra un mejor rendimiento. Los EDAs consiguen resolver los problemas
SAT de 20 variables en todos los casos en los que la representacién utilizada es me-
diante cadena de bits. En cuanto al comportamiento de los diferentes clasificadores
utilizados por los EBCOAs con este tipo de representacion, puede comprobarse que
cuando se utilizan cualquiera de las dos opciones del clasificador Semi Naive Bayes, se
obtiene una solucién satisfactible en més del 90 % de las ejecuciones. Concretamente
con el clasificador F'SSJ se obtiene el éptimo en el 98 % de los casos. Sin embargo, al
utilizar el clasificador TAN el porcentaje de ejecuciones que encuentran una solucién
satisfactible es sélo del 50 %.
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Los otros dos tipos de representaciones obtienen resultados considerablemente peo-
res debido a que exploran un espacio de bisqueda mayor y un mayor nimero de in-
dividuos diferentes con el mismo valor fitness. En la literatura encontramos diferentes
trabajos que llegan a la misma conclusién con otros algoritmos evolutivos como los
genéticos (Gottlieb y col., 2002).

Resultados obtenidos al aplicar optimizacion local en representaciones dis-
cretas

En los experimentos realizados anteriormente, los EDAs alcanzan el 6ptimo en to-
das las ejecuciones en las que se ha utilizado representacién con cadena de bits. Sin
embargo, en el caso de los EBCOASs, no siempre se alcanza el é6ptimo. Hemos realizado
estos mismos experimentos con EBCOAs, pero ahora anadimos la optimizacion local
descrita en la seccién 5.4.5, para estos tipos de representaciones con valores discretos.
En este caso no se ha aplicado a EDAs ya que, para este tamano de problema, alcan-
zan el 6ptimo sin necesidad de aplicar técnicas adicionales. Mas adelante se aplicara a
problemas de mayor tamano. La tabla 5.2 muestra los resultados obtenidos en estos
experimentos.

Al aplicar optimizacion local se alcanza el éptimo en todos los casos en los que se
utiliza representacién mediante cadena de bits. Sin embargo, es importante destacar
que, en este caso, aumenta considerable el nimero de individuos evaluados en relacion
a cuando no se utilizaba optimizacién local. Esto demuestra que la incorporacién de
optimizacién local profundiza en zonas concretas del espacio de bisqueda y ayuda a
encontrar el 6ptimo.

Resultados obtenidos al anadir adaptacién de la funcién objetivo mediante
pesos en representaciones discretas

Estos mismos experimentos se han repetido adaptando la funciéon objetivo mediante
pesos tal y como se ha explicado en la seccion 5.4.5. Igual que en caso anterior, se
aplica a EBCOAs pero no a EDAs. La tabla 5.3 muestra los resultados obtenidos en
este caso.

Al anadir este tipo de adaptacién de la funcién objetivo, se obtiene una soluciéon
satisfactible en el 100% de los casos sélo cuando utilizamos el clasificador Selective
Naive Bayes y siempre que se utilice representacién mediante cadena de bits. Para el
resto de EBCOAs la tasa de éxito también es mas alta que cuando no se aplica ningin
tipo de técnica adicional (del 98 % para Naive Bayes y FSSJ), excepto para TAN
que sigue siendo de un 72%. En la representacién mediante path, también mejora el
porcentaje de casos en los que alcanza el éptimo cuando utilizamos Naive Bayes, Selec-
tive Naive Bayes y BSEJ. En estos casos el porcentaje de ejecuciones que encuentra
una solucién satisfactible supera al 50 % y en el resto de los casos se queda a falta de
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Bits Path
%  Dif.  Eval %  Dif. Fval.
EBCOA NgiveBayes | 100 0.00 7333.28 | 16 1.40 51113.16
EBCOAGseectivens | 100 0.00 7277.98 | 12 1.48 50822.18

EBCOAFrsss 100 0.00 7363.50 | 0 2.20 49956.84
EBCOAgsEs 100 0.00 7339.70 | 6 2.02 48897.10
EBCOA7 4N 100 0.00 727798 | 0 4.10 50130.92
Clausula
%  Dif. Eval.
EBCOANgiveBayes | 0 12.52  49656.04
EBCOAcectivens | 0 12.90 49654.14
EBCOAFrgss 0 29.28 49655.04
EBCOAgBsEs 0 15.04 49600.00
EBCOA7An 0 70.44 49625.38

Tabla 5.2: Resultados obtenidos al aplicar optimizacién local en 10 ejecuciones con 5 pro-
blemas SAT diferentes, cada uno con 20 variables y 91 cldusulas.

resolver una o dos clausulas. En cualquier caso, los resultados siguen siendo mejores
al utilizar representacién mediante secuencia de bits.

Al comparar EDAs y EBCOAS, los EDAs obtienen un mejor rendimiento en este
caso concreto ya que, con la representacion mediante cadena de bits, alcanzan el 6ptimo
en todos los casos sin necesidad de aplicar ninguna técnica adicional. Respecto a las
técnicas adicionales que se han utilizado con los EBCOAs, en ambos casos mejoran el
rendimiento ayudando a encontrar el 6ptimo. Sin embargo, se muestra mas eficaz la
optimizacién local que la adaptacion de la funcién objetivo.

Rendimiento de los EDAs y EBCOAs al aumentar el tamano del problema

Los experimentos anteriores se han realizado con problemas SAT de 20 variables.
Para comprobar si el comportamiento de estos algoritmos se mantiene al aumentar el
tamano del problema, y por tanto el espacio de buisqueda, se han repetido estos expe-
rimentos con problemas SAT de mayor tamano, manteniendo el ratio u/v = 4, 3 entre
el nimero de clausulas y el nimero de variables. Para ello, se han utilizado nuevos
problemas SAT de la libreria SATLIB (Hoos y Stiitzle, 2000) con 50 variables y 218
clausulas. Igual que en el caso anterior, se han utilizado 5 instancias diferentes y se han
ejecutado 10 veces cada uno de los algoritmos con cada instancia. El resto de pardme-
tros utilizados han sido los mismos que en el caso anterior con 20 variables, excepto
el tamano de poblacién en los EBCOAs que al aumentar el tamano del individuo, se
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Bits Path
%  Dif. Euval. %  Dif. FEval.
EBCOANgiveBayes | 98 0.04  2155.10 | 58 0.76 31726.54
EBCOAGseectivens | 100 0.00 4912.80 | 52 0.88 34284.70

EBCOAFrss; 98 0.04 3105.50 | 0 5.86 49600.00
EBCOAgsEs 94 0.08 542042 | 64 0.76 32599.72
EBCOA7 4N 72 0.38 14698.92 | 0 6.42 49600.00
Clausula
%  Dif. Eval.
EBCOANgiveBayes | 0 12.58  49600.00
EBCOAgsuectivens | 0 11.42  49600.00
EBCOAFrgss 0 33.86 49600.00
EBCOAgBsEs 0 12.38 49600.00
EBCOA7An 0 47.86 49600.00

Tabla 5.3: Resultados obtenidos al anadir adaptacién de la funcién objetivo mediante pesos
en 10 ejecuciones con 5 problemas SAT diferentes, cada uno con 20 variables y 91 cldusulas.
No se ha utilizado optimizacion local.

% Dif.  Ewal.

EDAyapa 36 1.23 25604.44
EDA v rasrc 32 1.21  26238.1
EDAppna 56 0.69 24032

EBCOANgiveBayes | 18 1.62  15933.72
EBCOAgeiectivens | 8 1.78 16633.78

EBCOAFrssy 34 1.14 98698.86
EBCOAgBsgs 14 190 17962.96
EBCOA4n 0 4.06 25691.80

Tabla 5.4: Resultados obtenidos en 10 ejecuciones realizadas con cada algoritmo, con 5
problemas SAT diferentes, cada uno de ellos con 50 variables y 218 clausulas. Se ha utilizado
representacién mediante cadena de bits.

ha ampliado a 250 (R = 250). Teniendo en cuenta las conclusiones anteriores, esta vez
solo se ha utilizado la representacién mediante cadena de bits.

La tabla 5.4 muestra los resultados obtenidos al ejecutar los diferentes algorit-
mos sin aplicar ningtn tipo de técnica adicional. Como se puede ver en esta tabla, se
mantiene la tendencia observada en los experimentos anteriores en cuanto al compor-
tamiento de cada algoritmo, aunque al aumentar la complejidad del problema, esto
se traduce en un rendimiento mas bajo que cuando trabajabamos con 20 variables.
En este caso, el clasificador Semi Naive Bayes en la version hacia delante (F'SS.J),
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%  Dif. Eval.

EDAyypa 100 0.00  73242.90
EDA yrmie 100 0.00  73408.68
EDAgpna 100 0.00  73261.20

EBCOA NgiveBages | 100 0.00  98058.90
EBCOAgectivens | 100 0.00  93900.54

EBCOAFss 100 0.00  75334.26
EBCOABsEs 100 0.00  84792.22
EBCOA7An 100 0.00 274786.08

Tabla 5.5: Resultados obtenidos al aplicar optimizacién local en 10 ejecuciones con 5 proble-
mas SAT diferentes, cada uno con 50 variables y 218 clausulas. Se ha utilizado representacion
mediante cadena de bits.

%  Dif. Eval.

EDAyypa 100 0.00 3886.66
EDA yrvie 100 0.00 4357.40
EDAgpna 100 0.00 4305.48

EBCOANgiveBayges | 90 1.06  69199.38
EBCOAgseectivens | 52 0.94  66921.32

EBCOAFEss; 62 0.74 72924.72
EBCOApsg, 46 1.14  71453.36
EBCOA N 10 2.82 110144.16

Tabla 5.6: Resultados obtenidos al anadir adaptacién de la funcién objetivo mediante pesos
en 10 ejecuciones con 5 problemas SAT diferentes, cada uno con 50 variables y 218 clausulas.
Se ha utilizado representacion mediante cadena de bits.

obtiene resultados comparables a los obtenidos por los diferentes EDAs.

En la tabla 5.5 se muestran los resultados obtenidos al realizar estos mismos ex-
perimentos anadiendo optimizacién local. Mediante la optimizacion local se consigue
encontrar una solucién satisfactible en todos los casos a costa de aumentar conside-
rablemente el nimero de evaluaciones realizadas. Esto confirma la eficiencia de esta
técnica.

También se obtienen buenos resultados con los EDAs al anadir adaptacion de la
funciéon objetivo mediante pesos. Estos resultados pueden verse en la tabla 5.6. En
este caso, todos los algoritmos mejoran su rendimiento, pero mientras los EBCOAs
obtienen una solucién satisfactible en alrededor del 50 % de la ejecuciones, (algo més
en el caso del FSSJ), los EDAs consiguen encontrar el éptimo siempre y con menos
evaluaciones.
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5.7.2 Experimentos realizados utilizando permutaciones

Para realizar los experimentos utilizando permutaciones se han utilizado algoritmos
que trabajan con variables continuas. Estos experimentos se han realizado utilizando
EDAs continuos pertenecientes a diferentes categorias, segiin el nimero de depen-
dencias entre variables que tienen en cuenta. Concretamente UM DA., MIMICY y
EGNA,.. En estos casos se ha utilizado un tamano de poblacién de 2000 individuos de
los que se han seleccionado los 1000 mejores en cada generaciéon. El criterio de parada
ha sido encontrar el 6ptimo —resolver todas las clausulas— o realizar un méximo de 100
generaciones. Igual que en el caso de los discretos, las pruebas se han realizado con
problemas SAT de SATLIB (Hoos y Stiitzle, 2000), manteniendo un ratio u/v ~ 4, 3.
Para cada experimento se han utilizado 5 instancias de problemas SAT y con cada
una de ellas se han realizado 10 ejecuciones.

Los experimentos con EBCOAs se han realizado con las versiones continuas de
estos algoritmos presentadas en el capitulo 4. En este caso, se han utilizado diferentes
tamanos de poblacién, buscando en cada caso el que obtuviera mejores resultados. El
criterio de parada es el mismo que con EDAs.

Los resultados obtenidos en cada uno de los casos se comentan a continuacion.

Resultados obtenidos al utilizar representacién mediante permutaciones de
clausulas

Para problemas SAT con un tamano de 20 variables y 91 cldusulas, los EDAs uti-
lizados, consiguen satisfacer todas las clausulas, ya en la primera generacion, cuando
se utiliza representacion mediante permutaciones de clausulas.

Para ver la eficiencia de los EDAs para este tipo de representacion es necesario
probarlo con problemas de mayor tamano. Con problemas con 50 variables y 218
cldusulas se consigue encontrar una solucion satisfactible en algo més del 60 % de las
ejecuciones (MIMICE encuentra el éptimo en el 90 % de los casos). Estos resultados
se pueden ver en la tabla 5.7, donde la primera columna —v— indica el nimero de
variables del problema SAT.

Al ampliar el tamano del problema a 100 variables y 430 clausulas, se ha dejado que
cada ejecucion realice un maximo de 300 generaciones. En estos casos, no se encuentra
una solucion satisfactible en ninguna de las ejecuciones. Ya en la generacion 100, se
obtienen resultados donde quedan 2 6 3 clausulas sin resolver. Sin embargo, al realizar
mas generaciones no consigue mejorar y termina con 2 6 3 clausulas sin satisfacer.

Al repetir estos experimentos, pero ahora utilizando tanto optimizacién local como
adaptacion de la funcién objetivo (seccién 5.4.5) con problemas de 20 y 50 variables, el
problema se resuelve en todos los casos en la generacion 0. Sin embargo, al intentarlo
con problemas de 100 variables acaba sin encontrar el 6ptimo en ningin caso.

Todos estos resultados confirman que la representacion mediante permutaciones,
en este caso, no mejora el rendimiento de los EDAs, ya que estos algoritmos no pueden
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Permutaciones de cldusulas | Permutaciones de variables

v | % Dif Eval. %  Dif. Fval.

20 | 100 0.00 1119,88 100 0.00 1000
UMDA. 50 | 62 0.72 197104 100 0.00 4756.24

20 | 100 0.00 1059.94 100 0.00 1000
MIM]C'CG 50| 90 0.27 68114.6 100 0.00 4876.12

20 | 100 0.00 1000 100 0.00 1000
EGNA.,, 50| 66 0.56 16142.1 100 0.00 1000

Tabla 5.7: Resultados obtenidos al utilizar permutaciones de cldusulas y de variables para
resolver problemas SAT de 20 y 50 variables.

encontrar relaciones entre las variables del problema con este tipo de representacion.
Podriamos decir que los resultados que se obtienen son debidos a que a la hora de
asignar los valores a cada variable se trabaja con informacién extraida del problema
original.

Resultados obtenidos al utilizar representacién mediante permutaciones de
variables

En los experimentos realizados con EDAs utilizando permutaciones de variables,
se alcanza el éptimo en todas las ejecuciones realizadas con problemas de 20 y 50
variables (tabla 5.7). Al ampliar a 100 el nimero de variables ocurre lo mismo que en
el caso anterior con permutaciones de clausulas.

Las diferentes adaptaciones de la funcion objetivo que hemos comentado en la
seccion 5.5 las hemos aplicado a problemas de 100 variables, ya que con tamanos mas
pequenos de problemas se alcanza el 6ptimo siempre en la primera generacién. Los
resultados han sido los mismos que cuando no hemos aplicado esta técnica. Termina las
300 generaciones sin encontrar una solucién satisfactoria en ninguna de las ejecuciones.

También se han realizado experimentos para comprobar el comportamiento de los
EBCOASs con este tipo de representacion y ocurre lo mismo que en las ejecuciones con
EDAs.

La conclusion a la que podemos llegar, a la vista de estos resultados, es que en
este tipo de representaciones resulta muy importante la utilizaciéon de la informacion
obtenida de la definicién del problema. Debemos recordar que el individuo marca el
orden en que se resolveran cada una de las variables, bien marcada por la clausula a la
que pertenece en las permutaciones de cldusulas o directamente en las permutaciones
de variables. Luego, para decidir el valor que se asigna a cada variable, se tiene en
cuenta en cuantas cldausulas aparece esa variable y con qué valor. Es decir, se utilizan
los conceptos de conectividad de la clausula y actividad de la variable descritos en la
seccién 5.2. La utilizacién de esta informacién es la que hace que ya en la primera
generacion se obtengan buenos resultados y, en la mayoria de los casos, se llegue
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a resolver el problema. Sin embargo, en los casos en que no resuelve el problema
en esta primera generacion, luego apenas mejora. Esto es debido a la ambigiiedad
que presenta la funcién objetivo, ya que hay individuos muy diferentes que obtienen
el mismo valor fitness. Es decir, hay individuos que dejan n clausulas sin resolver
(donde n puede ser un valor muy bajo: de 1 a 4 aproximadamente) pero la funcién
objetivo no establece ninguna diferencia entre ellos. También hay que tener en cuenta
el proceso de aprendizaje de los EDAs. Durante el aprendizaje, los EDAs buscan las
interdependencias entre las variables del individuo y las representan en el modelo
grafico probabilistico que se utilizara posteriormente para crear nuevos individuos. En
este caso, las variables del individuo establecen el orden en que se resuelven las variables
del problema, de manera que las dependencias entre estas variables no representan
caracteristicas del problema.

Todo ello confirma que la utilizaciéon de permutaciones no aumenta el rendimiento
de estos algoritmos, ya que el proceso de aprendizaje no puede encontrar interdepen-
dencias entre variables del problema original al trabajar con variables que representan
un orden y no las variables del problema.

5.7.3 Experimentos con hibridaciones

En los experimentos con hibridaciones hemos combinado EDAS y EBCOAs con
los algoritmos de bisqueda local GSAT (Selman y col., 1992) y WalkSAT (Selman y
col., 1994), ya que son algoritmos que han demostrado obtener buenos resultados en
la resolucién de instancias SAT (Kautz y col., 2009; Letombe y Marques-Silva, 2008).

GSAT comienza creando una soluciéon de manera aleatoria para, a continuacion,
ir realizando cambios en los valores de las variables, buscando mejorar la solucion
inicial. Cuando ha realizado un determinado nimero de cambios (M AX — FLIPS)
sin encontrar el éptimo, vuelve a intentarlo con una nueva solucion aleatoria. Esto
se repite hasta encontrar el 6ptimo o hasta realizar un maximo ntmero de intentos
(MAX —TRIES). La figura 5.7 muestra el pseudocddigo de este algoritmo.

WalkSAT sigue el mismo esquema que GSAT pero seleccionando siempre la va-
riable cuyo valor va a cambiar, de entre las variables de una clausula no satisfecha.
Si hay una variable en C, siendo C' una clausula no satisfecha elegida al azar, que
al cambiar su valor no provoca que ninguna de las cldusulas satisfechas actualmente
pase a insatisfecha, se cambia el valor de esa variable. De lo contrario, con una cierta
probabilidad p, se cambia el valor de una variable en C' de forma aleatoria, y con
probabilidad 1 — p, se cambia una variable en C' que minimice el nimero de clausulas
satisfechas actualmente. El pseudocddigo de este algoritmo se muestra en la figura 5.8.

En los experimentos con hibridaciones elegimos problemas SAT suficientemente
grandes para que no sean directamente resolubles por el algoritmo de busqueda local
que utilizamos en la hibridacién. De esta manera podemos comprobar la colaboracion
de ambos algoritmos, el EDA y el de busqueda local, en la resolucién de problemas mas
complejos. En este caso se han utilizado problemas de 250 variables y 1075 clausulas,
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GSAT

Repetir Parai=1,... MAX — TRIES
T «+ Generar una asignacion al azar
Repetir Para j=1,... MAX — FLIPS

Si T satisface el conjunto de clausulas C'L entonces devolver T
v <« Seleccionar una variable proposicional tal que un cambio
en el valor asignado a dicha variable, incremente el nimero
total de clausulas de C'L satisfechas por T’
T < T con la asignacién de v cambiada

devolver: “no se ha encontrado una asignacion que satisfaga C'L”;

Figura 5.7: Pseudocédigo del algoritmo GSAT.

WalkSAT

Repetir Parai=1,... MAX —TRIES
T «— Generar una asignacién al azar
Repetir Para j =1,... MAX — FLIPS
51 T satisface el conjunto de clausulas CL entonces devolver T,
C + una clausula no satisfecha elegida al azar
Si dx € C que no rompe ninguna cldusula
entonces v «— x;
St Mo
con probabilidad p :
v «+— una variable en C' elegida al azar;
con probabilidad 1 —p:
v «+— una variable en C' que rompa el menor ntimero de cldusulas;
T «— T con la asignacién de v cambiada
devolver: “no se ha encontrado una asignaciéon que satisfaga C'L”;

Figura 5.8: Pseudocddigo del algoritmo WalkSAT.

500 variables y 2150 clausulas y 750 variables y 3225 clausulas que han sido generados
utilizando el generador mkenf desarrollado por Allen Van Gelder*. Para todas las
instancias de problemas SAT utilizadas existe una solucién que satisface todas las
cldusulas. Ademas, en todos los casos se mantiene el ratio u/v ~ 4,3 entre el nimero
de clausulas y el nimero de variables. Se han utilizado 30 instancias diferentes con cada

4El generador mkcenf se encuentra disponible online en http://users.soe.ucsc.edu/ avg/software.html

Teresa Miquélez, Tesis Doctoral, 2010 105



5.7 Resultados experimentales

tamano de problema y con cada instancia se ha realizado 30 ejecuciones. A continuacion
se comentan los experimentos realizados utilizando las tres opciones planteadas en la
seccion 5.6, asi como los resultados obtenidos.

Resultados obtenidos al utilizar hibridaciones de EDA + algoritmo de
busqueda local

En los primeros experimentos realizados con hibridaciones se ha utilizado la opcién
descrita como EDA + algoritmo de busqueda local en la secciéon 5.6. En esta opcion,
se comienza ejecutando un EDA durante un determinado niimero de generaciones (en
los experimentos se utilizaron 10 generaciones) y el mejor de los individuos obtenido
en esta ejecuciéon se utiliza como inicializacion en GSAT. Esta combinacion se ha rea-
lizado con diferentes instancias de SAT y con diferentes parametros de los EDAs. Los
resultados obtenidos se han comparado con los resultados obtenidos al ejecutar GSAT
comenzando con una asignacion aleatoria. En todos los casos, se obtienen mejores re-
sultados ejecutando GSAT en solitario, dejando que cada intento comience con una
asignacion aleatoria, que inicializando GSAT con el mejor de los individuos obtenidos
por el algoritmo EDA. También se realizaron estos experimentos utilizando los mejores
individuos obtenidos por el EDA, de manera que GSAT empiece cada intento con una
inicializacion diferente. Tampoco en este caso se han conseguido mejores resultados. El
siguiente intento ha sido realizar una hibridacién donde se realice una realimentacion
del EDA con el algoritmo de bisqueda local (el caso comentado como realimentacion
EDA - algoritmo de bisqueda local en la seccién 5.6).

Resultados obtenidos al utilizar hibridaciones con realimentacién EDA -
algoritmo de busqueda local

Para estos experimentos se ha utilizado el algortimo UM DA (seccién 3.2.1) con
un tamano de poblacién de 2000 individuos de los que se seleccionaron los 1000 mejo-
res en cada generacion. También se ha realizado un experimento combinando EBCOA
(Naive Bayes) (seccién 4.2.1) con GSAT y WalkSAT. El tamano de poblacién utili-
zado en este caso, ha sido de 2000 individuos (R = 2000), que se han dividido en 3
clases de igual tamano (|]K| = 3) de las cuales se han seleccionado dos (|C| = 2), los
mejores y los peores, para construir el clasificador. Se ha realizado un maximo de 10
generaciones de cada algoritmo EDA o EBCOA

La tabla 5.8 muestras los resultados de estos experimentos en los que se han realiza-
do un méximo de 10 generaciones y en cada generacion se ha realizado la realimentacion
de los correspondientes algoritmos. También se han ejecutado los algoritmos GSAT y
WalkSAT sin hibridacién con el propdsito de comparar los resultados. La columna %
indica el porcentaje de ejecuciones en las que se ha encontrado una solucion satisfac-
tible y la columna Fwal. representa el ntimero de individuos diferentes que han sido
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v=250, u=1075 v=500, u=2150 v=750, u=3225

% FEval. % FEval. % Eval.
EBCOA N+ GSAT 6,78 4.703.083,61 | 0,44 5.005.032,54 | 0,00 5.022.040,00
EDAyypa+ GSAT 6,89 4.698.135,36 | 1,12  4.984.865,77 | 0,00 5.022.040,00
GSAT 18,22 4.368.443,28 | 1,67 4.956.528,96 | 0,00 5.000.000,00

EBCOA yp+ WalkSAT | 26,67 3.707.213,61 | 25,11 4.253.719,24 | 15,00 4.774.937,33
EDAyampa+ WalkSAT | 26,67 3.696.350,01 | 25,44 3.941.799,17 | 16,89 4.341.644,13
WalkSAT 26,67 3.680.339,91 | 25,56 3.932.297.70 | 17,89 4.330.706,38

Tabla 5.8: Resultados obtenidos al realizar experimentos combinando diferentes algoritmos.

analizados durante el proceso de busqueda en el algoritmo evolutivo correspondiente
(EDA o0 EBCOA) y el numero de cambios (flips) realizados en GSAT y WalkSAT.

En el caso de las hibridaciones con GSAT, el porcentaje de ejecuciones en las que
se alcanza una solucién satisfactible es menor que cuando se ejecuta GSAT sin otro
algoritmo. Con WalkSAT sin embargo, este porcentaje es equivalente se combine o no
con otros algoritmos.

Resultados obtenidos al utilizar hibridaciones algoritmo de busqueda local
+EDA

En los experimentos realizados utilizando hibridaciones de un algoritmo de bisqueda
local + EDA la idea es crear, utilizando el algoritmo de biisqueda local, una poblacién
inicial para el EDA correspondiente, de manera que la poblacién inicial del EDA no sea
una poblacién generada de manera aleatoria. En este caso se ha utilizado WalkSAT
como algoritmo de busqueda local. Por lo tanto, se comienza ejecutando WalkSAT
un numero suficientes de veces como para que genere N soluciones. En este caso, si
el problema SAT se resuelve directamente por WalkSAT, no es posible comprobar el
funcionamiento del EDA. Esto obliga a utilizar problemas suficientemente complejos
como para que WalkSAT no sea capaz de resolverlos. Concretamente hemos utilizado
instancias de 750 variables de entre las utilizadas anteriormente. Las N soluciones ge-
neradas por WalkSAT (se ha fijado N=2000), se utilizan como poblacién inicial para
el EDA. La condicién de parada para el EDA ha sido encontrar el éptimo o realizar
un maximo de 30 generaciones.

En ninguno de los experimentos realizados se consiguié encontrar una solucién que
resolviera todas las cldusulas. Ademas, se ha podido comprobar que el mejor individuo
encontrado por los EDAs coincidia con el mejor de los obtenidos por el WalkSAT. En
las pruebas se ha utilizado el algoritmo UMDA de los EDA sin opciones adicionales, con
adaptacion de pesos y con optimizacion local. En el caso de optimizacion local, como
es légico, aumentaba considerablemente el nimero de individuos evaluados asi como
el tiempo de ejecucion, pero en ningin caso se ha conseguido mejorar los resultados

obtenidos por WalkSAT.
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5.8 Conclusiones

El objetivo de este capitulo ha sido analizar diferentes formas de enfocar cémo
resolver un problema complejo mediante EDAs y EBCOAs. Para ello se ha elegido el
problema de la Satisfactibilidad. Se ha comenzado con una revisién de los algoritmos
especificos para resolver este problema con el propdsito de conocer las caracteristicas
del problema que més influyen y ayudan en su resolucién. En este sentido, se ha
encontrado que la mayoria de estos algoritmos ponen especial interés en el orden en
que se resuelven cada una de las variables del problema. Se ha comprobado que otros
aspectos importantes a tener en cuenta son la actividad de la variable y conectividad
de la clausula.

También se han analizado diferentes tipos de representaciones que habian sido ya
utilizadas anteriormente en la resolucion del SAT mediante GAs u otros algoritmos evo-
lutivos y se han probado con EDAs y EBCOAs. En este caso se ha podido comprobar
que la representacién que mejor se adapta a la resolucién de este problema mediante
computacién evolutiva ha sido la representacion en la que cada variable del individuo
representa a una variable del problema SAT (representacién mediante cadena de bits).

Ademas, se ha probado a mejorar estos resultados mediante técnicas adicionales al
proceso evolutivo tales como optimizacion local y adaptacién de la funcién objetivo
mediante pesos. La optimizacion local ayuda de manera considerable en la resolucion
del problema ya que profundiza en regiones concretas del espacio de busqueda. En el
caso de la adaptacion de la funcién objetivo, al modificar los pesos de cada clausula,
se produce un efecto similar al backtracking, ya que se puede modificar el orden en
que se resuelve cada variable y por tanto, el valor que se le asigna. De esta manera se
consigue guiar al algoritmo para salir de éptimos locales.

La idea de utilizar permutaciones para establecer el orden en que se resuelven tanto
las cldusulas como las variables, mejora los resultados obtenidos al utilizar representa-
ciones discretas. Esto se puede comprobar comparando los datos de la tabla 5.7 con los
correspondientes de las tablas 5.1 y 5.4. Los resultados obtenidos al utilizar permuta-
ciones son mejores a los obtenidos con las representaciones discretas. Sin embargo, de
los experimentos realizados podriamos concluir que esto se debe, en gran medida, a la
ayuda que proporciona la utilizacién de informacién propia del problema a la hora de
asignar los valores a las variables. Hay que tener en cuenta, que el proceso de apren-
dizaje, tanto en EDAs como en EBCOASs, establece las relaciones de interdependencia
entre las variables.

Por ultimo se ha planteado la posibilidad de realizar combinaciones de EDAs con
algoritmos de busqueda local. Para ello se han presentado tres formas diferentes de
plantear la hibridacion. Los resultados, en este caso, llevan a concluir que la buisqueda
local por si sola obtiene muy buenos resultados a la hora de afrontar el problema y
que estos no es posible mejorarlos mediante EDAs hibridos.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se presentan diversos métodos para mejorar el rendimiento de los
EDAs, profundizando en el proceso de aprendizaje. La contribucién principal consis-
te en el desarrollo de un conjunto de algoritmos evolutivos (EBCOASs) que combinan
técnicas evolutivas y clasificadores Bayesianos para solucionar problemas de optimiza-
cién. Estos algoritmos se diferencian de los EDAs clasicos en la forma en que se lleva
a cabo el proceso de aprendizaje del modelo grafico probabilistico que representa las
relaciones entre las variables. Los EBCOAs clasifican a los diferentes individuos segin
el valor obtenido por éstos al ser evaluados e incorporan una nueva variable, la clase
a la que pertenece cada individuo, al modelo grafico que se utilizard para instanciar a
la nueva poblaciéon. De esta manera, se consigue anadir al modelo mayor informacion
sobre los diferentes individuos seleccionados para el aprendizaje

Se han desarrollado 5 versiones diferentes de EBCOASs, utilizando en cada caso di-
ferentes clasificadores Bayesianos, para trabajar con problemas que utilizan variables
discretas y otras 3 versiones para trabajar con variables continuas. Teniendo en cuenta
los resultados experimentales, podemos concluir que en entornos discretos, el clasifi-
cador tree augmented naive Bayes, ha dado muy buenos resultados. En el caso de las
versiones continuas, el comportamiento de los diferentes clasificadores utilizados por
los EBCOASs es diferente dependiendo del tipo de problema que se esta resolviendo.
En general, tienen un comportamiento comparable al de los EDAs.

También se ha realizado un andlisis sobre la influencia de determinados parame-
tros en el rendimiento de estos nuevos algoritmos. De los resultados de este andlisis
podemos concluir que parametros como el tamano de poblacién o la forma en que se
combinan los individuos de una poblacién con los nuevos individuos muestreados para
formar la nueva poblacion, influyen de manera importante en el rendimiento de estos
algoritmos. Sin embargo, la influencia que ejercen estos parametros en cada uno de los
algoritmos analizados es diferente, por lo que no se pueden sacar conclusiones gene-
rales. En este sentido, se ha comprobado que para las funciones continuas analizadas,
el clasificador tree augmented naive Bayes obtiene los mejores resultados con tamanos
de poblacion considerablemente menores a los que necesita el clasificador naive Bayes
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para converger.

Con el propésito de profundizar un poco més en las posibilidades de los EBCOAs y
EDAs en general para resolver problemas de optimizacion complejos se han analizado
diferentes formas de afrontar un problema concreto para su resolucién mediante EDAs
y EBCOAs. Para ello se ha elegido un problema NP-completo, como el problema de
la satisfactibilidad (SAT).

Se ha comenzado con una adaptacién a los EDAs de diferentes formas de represen-
tar el problema, utilizadas ya en la resolucion de este problema por otros algoritmos
evolutivos como son los algoritmos genéticos. En los experimentos realizados con estas
representaciones se ha podido comprobar que la representacion mediante secuencia
de bits, en la que cada variable del individuo representa una variable del problema a
resolver, es la que mejor se adapta al proceso de aprendizaje de los EDAs.

En la resoluciéon de este problema, el algoritmo evolutivo por si solo tiene difi-
cultades en encontrar el éptimo y resulta muy eficiente completarlo mediante otras
técnicas adicionales que ayuden al proceso evolutivo. En este sentido, se ha utilizado
optimizacién local y adaptacién dinamica de la funcién objetivo. Mediante la optimi-
zacion local se consigue profundizar en regiones concretas del espacio de busqueda.
La adaptacién de la funciéon objetivo ayuda al algoritmo a salir de éptimos locales.
Utilizando optimizacién local se consigue mejorar los resultados aunque aumentando
considerablemente el coste computacional.

Analizando otros algoritmos especificos en la resoluciéon de SAT, se ha observado
la importancia que tiene el orden en que se asignan los valores a las variables del
problema. En un intento de aprovechar esta caracteristica, se han utilizando nuevas
representaciones en las que se busca el orden méas apropiado para asignar valores. En
estas nuevas representaciones, cada individuo representa una permutacion que indica
el orden en que se asignaran los valores a las variables. Se han utilizado dos tipos
diferentes de representacion mediante permutaciones, a las que también se ha anadido
optimizacién local y adaptacién de la funcién objetivo. Los resultados obtenidos en este
caso mejoran a los que se habian obtenido con la representaciéon mediante secuencia
de bits. Sin embargo, analizando con detalle estos resultados, podemos concluir que
esta mejora se debe a que se utiliza informacién propia del problema para elegir el
valor que se le asigna a cada variable y no al proceso de aprendizaje de los EDAs.
Este tipo de representaciones no son las més adecuadas para aumentar el rendimiento
de los EDAs, ya que no son capaces de encontrar relaciones de dependencia entre las
variables del problema y por tanto no sirven de guia en el proceso de aprendizaje.

En cualquier caso, el comportamiento de estos algoritmos evolutivos, al ser al-
goritmos generales pensados para resolver problemas de optimizacion en general, no
puede compararse al de algoritmos especificos disenados expresamente para resolver
este problema en particular.

Por tltimo, se han realizado hibridaciones de EDAs con otros algoritmos especificos
para resolver SAT. Concretamente se han combinado EDAs con dos algoritmos de
busqueda local, que han demostrado obtener buenos resultados en la resolucién de SAT,
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de tres formas diferentes. El objetivo de esta hibridacién ha sido potenciar, mediante
ambas técnicas (EDAs y algoritmos especificos de bisqueda local), el rendimiento de
cada uno de ellos. En los experimentos realizados, las diferentes hibridaciones de EDAs
no han conseguido mejorar el comportamiento de los algoritmos especificos.

Como consecuencia de los resultados obtenidos en los diferentes métodos utilizados
para resolver SAT, podemos concluir que este problema, al ser un problema multi-
modal, ya que presenta diferentes optimos locales y en algunos casos varios éptimos
globales, resulta un problema poco apropiado para resolverlo utilizando algoritmos de
estimacion de distribuciones debido a que éstos no encuentran diferencias significa-
tivas entre individuos que representan regiones muy diferentes dentro del espacio de
busqueda.

Esta tesis también deja lineas futuras de trabajo, tanto en el desarrollo y mejora de
los nuevos algoritmos como en nuevas formas de afrontar el problema SAT utilizando
algoritmos de estimacion de distribuciones.

Con respecto a los algoritmos desarrollados, se plantea probar con nuevos clasifi-
cadores Bayesianos, sobre todo en el dominio continuo, capaces de tener en cuenta un
mayor numero de interdependencias entre variables como pueden ser las multirredes
Bayesianas (Bayesian multinets) (Kontkanen y col., 2000).

Por otro lado, se ha podido comprobar que los EBCOAs resultan muy sensibles
a ciertos parametros. Esto deja abierta una posible linea de trabajo sobre los valores
mas adecuados en cada caso, incluso sobre nuevas formas de combinar poblaciones o
de seleccionar las clases.

Desde un punto de vista mas general, se podria mejorar el rendimiento de los
EBCOASs en entornos continuos, sustituyendo la variable discreta clase, en la red con-
dicional Gaussiana, por el valor obtenido por el individuo al ser evaluado. De esta
manera, todos los individuos en la poblacién se pueden agrupar en relacién a su verda-
dero valor. Sin embargo, esta ampliacién requiere una cuidadosa consideracion debido
a los elevados costes computacionales que supone.

En cuanto a la resolucion del problema SAT, se podrian trabajar nuevas formas de
resolver el problema, como crear una estructura inicial de red, basada en el aprendizaje
de las caracteristicas de problema concreto a resolver, de manera que el algoritmo
evolutivo comience con esta estructura en vez de crear, la primera vez, una distribucion
de probabilidades aleatoria.

Por otro lado, se pueden utilizar EDAs desarrollados especificamente para superar
los problemas que presenta la optimizacién de problemas multimodales (Pena y col.,
2005) y comprobar su comportamiento en la resolucion de SAT.
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