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Resumen

En este trabajo, partiendo de las ideas de Buckley, estudiamos un programa general
de programacion lineal posibilista en el que todos los parametros pueden ser fuzzy,
asi como las restricciones. Obtenemos la distribucion de posibilidad de la solucion
en funcion del grado de cumplimiento de las restricciones. Con esta informacion se
le plantea al decisor que especifique una meta para su objetivo, y estudiamos como
alcanzar dicha meta con un nivel satisfactorio sopesdndolo con el grado de cumpli-
miento de las restricciones.

Palabras Clave: Distribucién de posibilidad, Principio de extension, Programacion
lineal fuzzy, Toma de decisiones.
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1. Introduccidn

Presentamos en este trabajo una extensién de la programacién lineal
posibilistica. Desde que Zadeh [17] introdujo 1a teoria de posibilidad se han
desarrollado muchos trabajos en este campo. Los modelos de decisién posibilista han
jugado un importante papel en el tratamiento de problemas précticos de decisi6n.
Nuestro trabajo se enmarca dentro de las aplicaciones de la teorfa de Ia posibilidad a
problemas de programacicn lineal con coeficientes imprecisos o inciertos, pero cuya
distribucién de posibilidad puede ser estimada, de manera que sus valores vienen
delimitados por la funcién de pertenencia de un niimero fuzzy. Estos problemas han
sido objeto de varios trabajos con enfoques alternativos [13]. Por ello parece
necesario precisar cual va a ser nuestro entomo de trabajo:

Nosotros partimos fundamentalmente de los articulos de Buckley (3, 4, 5, 7] y Julien
[11]. Estos autores plantean un programa lineal posibilistica (PLP) utilizando la
siguiente notacién:

max Z = c¢x
s.a. Ax<h (1)
x20

donde ¢ = ((:1,..., cn) es un vector 1 X i de numeros fuzzy1 i 5 S (bl,...,b,,) es

un vector i X 1 de nimeros fuzzy y A = [ﬁ,-j] es una matriz 1 X n de nimeros
fuzzy.

Para determinar la distribuci6n de posibilidad de la solucién del problema (1) Buckley
[7] y otros autores [Julien [11], Arenas, Bilbao, Jiménez y Rodriguez [1]] consideran
el siguiente programa lineal no borroso (PL):

max Z = cx
s.a. Ax<bh (2)
x=20

1A 10 largo de este trabajo emplearemos indistintamente la denominacién fuzzy o
borroso.
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de manera que si 7' es el valor maximo de Z y TI(c, A, b) es la distribucién de

posibilidad conjunta de todos los parfimetros. Entonces la posibilidad de que un
determinado valor z sea solucién es la siguiente

H(Z* = z) = sup{II(c, A,b) | la solucién de (2) es z}
c,Ab

una observacién respecto al enfoque utilizado por Buckley, es que no es necesario
definir una relacién de orden entre nimeros fuzzy, ya que la desigualdad (<), que
aparece en el problema (1), se ha de interpretar como un simbolismo que hace
referencia a la desigualdad ordinaria del problema (2).

Puede demostrarse que bajo condiciones poco restrictivas la distribucion de
posibilidad de Z*, se corresponde con un nimero fuzzy [2].

2. Un modelo general de programacion lineal posibilistica
Trataremos en este trabajo de abordar un problema lineal posibilista més

general que el estudiado por Buckley, en el cual el decisor permita una cierta
violacién de las restricciones. Este programa lo denotaremos as:

max Z = ¢x
s:a. Ax:b (3)
x=20

Ladesignaldad < la interpretamos a partir de un vector fuzzy de tolerancia méxima

iy, dado por el decisor.
De forma que el siguiente problema lineal posibilista con coeficientes imprecisos:
GAb+E,

max Z = Cx

s.a. Ax<b+7 4)
x20
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con f = (1 - B)fo, se enlenderd que es una concrecion de (3) cuando se cumplen las
restricciones con un grado igual a .

Al igual que hicimos entre (1) y (2), para determinar la distribucién de posibilidad de
la solucién del problema (4), consideramos el siguiente programa crisp

max Z = cx
s.a. Ax<b+t (5)
x20

Con el fin de darle al decisor la capacidad de admitir un mayor o menor grado de
cumplimiento de las restricciones (véase apartado 3), daremos a f un tratamiento
distinto al de otros grados de pertenencia y no lo integraremos en la funcién de
pertenencia global. Aplicando el principio de extensién determinamos la distribucién

de posibilidad de la solucién Zg para cada valor del parémetro [3:

I'I(Zﬁ= = ZB) = sup {H(c, A b+ t)]la solucién de (5) es ZB} (59

A, b+t

y segin lo comentado anteriormente la distribucién de posibilidad de cada Zg se
corresponde con un niimero fuzzy.

Entonces si consideramos algunos valores para el grado de cumplimiento de Jlas
restricciones: [3=0, 0.25, 0.50, 0.75, 1, obtendrfamos un resultado similar a lo

representado en la siguiente figura (obsérvese que cuanto mayor sea el grado de
cumplimiento de las restricciones menor serd el valor Optimo):

y

1

Z'Z, Zu %, Z,

75

figura 1
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Este gréfico aporta una informacion muy valiosa para decisor.

Ejemplo numérico

Con el fin de comparar nuesta aproximacién al problema con la propuesta
por Delgado, Verdegay y Vila [9, 10], vamos a estudiar el ejemplo numérico
propuesto por los mencionados autores:

max Z = 5x; +6x,
s.a. 3x +4x, flg
2x +1x, <7
x, %, 20
donde:
3=(3,2,4), 4=(4,2.5,5.5), 18=(18,16,19)
2=(2,13), 1=(1,0.5,2), 7=(7,6,9)
el decisor permite un limite mé4ximo para la violacién de cada restriccion de:
f =(3,2.53.5), £, =(1,0.5, L.5)

Obsérvese que en este ejemplo los coeficientes que intervienen en la funcién objetivo
son ordinarios (no fuzzy). En el método de resolucién de Delgado, Verdegay y Vila
esto debe ser asi, sin embargo con el método propuesto en el presente trabajo no es
necesario.

Baséndonos en el principio de extensién utilizamos las operaciones con ¢i—corltes,
Buckley [6], Arenas, Bilbao, Jiménez, Rodriguez [1], para determinar las

distribuciones de posibilidad ZE de la solucién de (3), para cada valor B de
cumplimiento de las restricciones, (nosotros consideraremos =0, 0.25, 0.5, 0.75, 1).

La tabla 1 corresponde a los resultados obtenidos para algunos o—cortes. La figura 2
representa los resultados de dicha tabla.
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N Z, Zyy Zs Zoss Z
0 195 56.0|19.1 538 | 188 51.7[182 490175 473
0.25 1225 482|217 463 |21.1 446203 427|196 400
0.5 [253 419245 404 |23.7 388228 373|219 357
0.75 | 28.6 36.8 |27.7 355|267 34.1[25.1 328|247 315
1 32.6 326 (31.5 31.5 [30.3 303 ]29.1 29.1 (280 28.0
Tabla 1
El resultado obtenido lo representamos en el siguiente grafico:
A _Zos
, st Zc;.zs
. W =,
. 0
0.75 =
0.5~
0.25 —
O IlilllllllliIIIIIIIIIIIlllll’llllllllllll!llll >
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Figura 2
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Comparemos estos resultados con los obtenidos por Delgado, Verdegay y Vila:
dependiendo del criterio de clasificacién de mimeros fuzzy empleado, estos autores
obtienen los siguientes resultados:

218) =28+ 4.6(1-B)
6

219 =17.5342.56(1 - B)

Puede observarse que estos resultados son un caso particular de los obtenidos por
nosoftros:

2:(“’) se corresponde con los micleos de las diferentes distribuciones de
posibilidad obtenidas por nosotros. Es decir en este caso el decisor
estarfa contemplando las situaciones de mayor posibilidad de ocurrencia
dentro de cada grado de cumplimiento de Jas restricciones.

1 ; : ;% ;
z( %) se corresponde con la situacién mas pesimista es decir con los
extremos inferiores de los O-cortes de cada ZI; .

Como vemos nuestro enfoque permite al decisor obtener mayor informacion, puesto
que existen otras muchas posibilidades, que el decisor tambien debe sopesar.

3. Caso en el que el decisor especifica una meta

Cuando se presentan restricciones flexibles, es frecuente en la literatura
admitir que el decisor se plantea la resolucién del problema como la obtencién de un
determinado nivel de aspiracién [18, 19]. Sin embargo como dicen Cadenas y
Verdegay [8], "no es realista empezar por pedirle al decisor que proporcione la meta y
su m4xima tolerancia, sin proporcionarle ninguna informacién acerca de la misma”.

A la vista de la informacién contenida en la figura 1, se le solicita al decisor que

especifique una meta G y su lfmite de tolerancia G . De forma que si 2°2G, le
resultard completamente satisfactorio, pero si zl'= < G, su grado de satisfaccién serd

nulo. Es decir la meta viene expresada mediante un conjunto fuzzy (G, cuya funcién
de pertenencia es la siguiente:
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0 si z*S(_?
H@(Z*)= AL el0,1] si G<z' <G
1 si '>2G
1
|
I
I b
- G 5 2
Figura 3

El decisor, I6gicamente, pedird obtener un grado de satisfaccién maximo. Ahora bien,
la consecucién de un valor mayor para la funcién objetivo serd a costa de un menor
nivel de cumplimiento de las restricciones. En estas condiciones puede que el decisor
se conforme con un menor grado de satisfaccién en sus aspiraciones a cambio de que
las restricciones se verifiquen en mayor grado.

Vamos pues a establecer un criterio que permita al decisor sopesar el nivel f§ de
cumplimiento de las restricciones, con la consecucién de la meta en un grado

satisfactorio. Para ello nos planteamos comparar el subconjunto fuzzy G, que
representa la aspiracién del decisor con cada ZE » que representan las distribuciones
de posibilidad del Gptimo obtenido para los diferentes grados de cumplimiento de las
restricciones.

Si superponemos la figura 3 sobre la figura 1, obtenemos lo siguiente:
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\/

Figura 4

. i § ®
Como hemos dicho debemos establecer un indice que nos permita comparar cada Zﬂ

& . . S :
con M, es decir que nos proporcione el grado en el que Zﬂ cumple las expectativas

del decisor.

Proponemos el signiente fndice:

J’:uﬁﬁ (z*)-ué(z*) dz*
J_:“zﬂ' (Z) dz’

(6)

Ko(2)=

H@(Z')

ug(z')
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- o ;i . P
Obsérvese que al utilizar este fndice estamos definiendo la interseccién G M Zﬂ por

medio de la t-norma "producto";

El operador producto tiene las siguientes propiedades:

1) efecto acumalativo: dos grados de pertenencia menores que 1 son peores que
uno solo;

”'G-ﬁff; (z*)<min{uz-i; (z*)' HG(Z*)}
i np(@)<ty ug(e)<t

2) interacidn. el efecto de una disminuci6n en el grado de posibilidad K (z*)
B
& * .
sobre [L én Z'ﬂ' (z ), depende del valor de |1 G(Z ) , (y viceversa).
3)compensacidn: el efecto de una disminucion de |1 74 (z*) puede ser compensado
(i
por un aumento de u(-;(z*) (salvo que Ha (z*) valga 1).

Ademés el indice propuesto tiene las siguientes cualidades:robustez, racionalidad,
poder de discriminacidn y expresidn fuzzy o lingiiistica de la relacidn de
preferencia.[Yuan]

Llegados a este punto el decisor deberé sopesar dos criterios: el grado de satisfaccién

delameta K G (ZE .) y el grado 3 en que permita que se violen las restricciones.

A la vista de la informaci6n contenida en la figura 4, se concluye que una mayor
consecucién de la meta serd a costa de un menor grado de cumplimiento de las
restricciones. Para decidir que grado de cumplimiento es m4s conveniente podemos
utilizar el siguiente procedimiento:
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se elegird el valor B* tal que
i) ulbnls) o

recordemos que, como hemos dicho anteriormente, el operador producto (en esta caso
Sx) o : i ;
B- K G(ZB)’ tiene las siguientes propiedades: efecto acumulativo, interaccién y

compensacién entre criterios.

Una vez elegido B*, es decir el grado de cumplimiento de las restricciones admitido,
podremos decir que el correspondiente ZB. representa la distribucién de posibilidad de

la solucidn del problema (3) inicialmente planteado,

Si estamos interesados en un resultado ordinario (no fuzzy), proponemos desfuzzificar
el resultado obtenido ZE. utilizando alguna de las (écnicas que tan buen resultado

proporcionan en los controladores fuzzy [14]. En particular como el resultado ZE. es

un conjunto fuzzy convexo, parece mis conveniente la utilizacién de la técnica del
centro de gravedad:

Z% = (8)

aia (8] . . . . .
Una vez admitido que Z~ es una solucién satisfactoria la siguiente pregunta es:
¢Que valor ordinario debemos asignar a las variables de decisién x para obtener

como resultado Z° 7 [4].

Primeramente calculemos 1a posibilidad de que Z° sea la solucién del programa
lineal fuzzy
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max Z =cx
sa. Ax<b+(1- B*)r’o (9)
x=20

Entonces de acuerdo con el principio de extensién (véase ec. (5')) debemos resolver el
programa lineal crisp que tenga mayor posibilidad de ocurrencia de entre todos los que

tienen por solucién Z°. En perticular si Z° se encuentra a la izquierda del micleo
como muestra la figura 6, Jeberia resolverse el siguiente programa ordinario:

L
max Capx
R L L
sa. Ajox < bl +(1-B)y e (10)
x 20

Si Z° se encontrase a la derecha del nicleo deberiamos resolver el siguiente
programa crisp:



FROGRAMACION LINEAL POSIBILISTICA 115

R
max caox

sa. Alx < bR +(1-PB)f 0 (11)
x=0

donde los superindices L y R, indican, respectivamente, el extremo inferior y
superior del correspondiente oy—corte.

El resultado obtenido x” podrfa ser una solucién de compromiso para el decisor.

Ejemplo econdémico:

Una empresa tiene tres alternativas de inversion A, B y C, para los dos proximos
afios. Los valores actuales netos de estas inversiones se estiman, respectivamente, en
aproximadamente 15, 13 y 9 millones de pesetas. Las salidas de caja originadas por
estas inversiones en los dos préximos aiios son las siguientes:

aiio 1 | 2
inversién ’
A 8 aprox. 1
B 6 aprox. 1.5
C 5 aprox. 0.8

Para el primer afio la empresa dispone de 12 millones, pero tolerarfa un aumento en
el gasto de unos 3 millones como mdximo. Para el segundo afio se estima que
dispondré de aproximadamente 3 millones, aunque podria admitirse un incremento de
alrededor de 1 millén como méximo. Las tres inversiones son fraccionables y pueden
ser repetidas.

El planteamiento del problema como un programa lineal fuzzy es el siguiente:

max z= 131‘1 + lixz +10x;
S.a. 81’1 +GX2 +S.X'3S].2

I)C]_ +]..5X2 +O.gX3 Sg

donde
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15=(15, 14.5, 15.5), 13=(13, 12.6, 13.3),
10 = (10, 9.7, 10.2), 1=(1,09, 1.1),
L5=(15, 1.3, 1.6), 0.8=(0.8, 0.7, 0.9), 3=(3, 2.8, 3.1)

siendo el limite médximo de violacién de cada restriccidn:

h=(3, 2.9, 3.1), f,=(1, 0.9, 1.1)

Las distribuciones de posibilidad de la soluci6n, obtenidas para diferentes grados de
cumplimiento de las resticciones, son las que se representan en la figura 7.

i T Zyzs Zos Zoos
075+ 7 Z
0.5+
0.25
O e e

23 25 27 29 31 33 135
Figura 7

Donde obsérvese que el resultado que puede obtener la empresa dependiendo del
incremento en el gasto que esté dispuesta a asumir, son los siguientes:
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incremento aproximado valor actual
B del gasto neto aproximado
aiio 1 afio2
1 0 0 26
0.75 0.75 0.25 27.625
0.5 1.5 0.5 20.25 -
0.25 2.25 0.75 30.975
0 3 1 32.5
Tabla 2

Con esta informacién y la de la figura 7 podemos pedirle al decisor que establezca
una meta y su limite de tolerancia. Supongamos que en este caso el decisor se
muestra plenamente satisfecho si sus inversiones alcanzan un valor actual neto igual

a 32 millones o mayor, es decir que G=32.Y que todo resultado que sea inferior a
26 le resultar4 completamente insatisfactorio, es decir que G =26.

Entonces si admitimos que la funcién de pertenencia, del conjunto fuzzy G que
describe esta meta imprecisa, es lineal, tendremos que:

he(2') =

0 sizh €26

Z —26 si 26<z° <32
32-26

1 siz' 232

Si representamos la meta sobre la figura 7, que nos proporcionaba las distribuciones
de posibilidad de las soluciones segin los grados de cumplimiento de las
restricciones, obtenemos el siguiente gréfico:
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=Y -2 e
Zyqs Zo.s Zys

075 7 Zg
0.5~

0.25 <

0=
23 025 27 29 31 33 135
Figura 8

Podemos proceder ahora a calcular el grado en el que cada ZB , cumple las expectatvas
del decisor, (véase ec. (6)):

K;(25)=098, Kg(Z505)=0.17, Kg(Z55)=0.51

KG(26.75)=0.22, K(«;(Zf)=0.01

Una mayor consecucién de la meta serd a costa de un menor grado de cumplimiento
de las restricciones. Para decidir que grado de cumplimiento es més conveniente

admitir se elegir4 el valor [3* tal que, (véase ec. (7))
B* -KG(Z;") =max{0-0.98,0.25-0.77,0.5-0.51,0.75-0.22,1-0.01} =
= max{0,0.19,0.26,0.17,0.01} = 0.26

Luego elegirfamos B*=0.5. Es decir que el incremento aproximado en el gasto que se
estaria dispuesto a admitir es el que corresponde a la fila de B=0.5 en la tabla 3. Y el

valor actual neto aproximiado que obtendremos es: ZS 5= (29.25, 27.62, 30.34).

Si estamos interesados en un resultado no borroso, proponemos desfuzzificar el
resultado utilizando la técnica del centro de gravedad, (véase ec. (8)):
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70 = J:Z* g (Z*) dz”

= =29.07
.Eo”z;j (z*) dz*

siendo:

o= My (29.07)=0.84

puesto que 29.07 estd a la izquierda del nicleo de 28 5, a continuacion resolvemos el
programa (véase ec. (10)):

Max cggsx

s.a. Afgax S boga+(1=B)5 054
x20

cuya solucién es x; =0, x, =2.25, x3 = 0. Asi pues este serfa entonces el plan
de inversiones de la empresa,

4, Conclusiones

Hemos abordado en este trabajo un problema lineal posibilista mds general
que los que suelen estudiarse en la literatura: aquel en el que todos los coeficientes
pueden ser fuzzy y ademds las restricciones son flexibles. Utilizando la teorfa de
posibilidades hemos calculado la distribucién de posibilidad de la solucién de este
problema para diferentes grados de cumplimiento de las restricciones, y comprobado
que algunos de los resultados obtenidos por otros autores pueden considerarse como
un caso particular del obtenido por nosotros. Cuando el decisor se plantea la solucitn
del problema como la obtencién de un determinado nivel de aspiracién, hemos
estudiado como alcanzar la meta propuesta en un grado satisfactorio sopesindolo con
el grado de cumplimiento de las restricciones.

Referencias

[1] M.M. Arenas, A. Bilbao, M.Jiménez y M.V, Rodriguez (1995). Resolucién de
un programa lineal difuso mediante la teorfa de posibilidad. Actas ESTILF'95.
Murcia.



120 MARIANO JIMENEZ, M. MAR ARENAS, AMELIA BILBAO Y M, VICTORIA RODRIGUEZ

[2] MM. Arenas, A. Bilbao, M.Jiménez y M.V. Rodriguez. A theory of possibility
approach to the solution of a fuzzy linear programing. (Pendiente de
publicacion)

(3] J.J. Buckley (1988). Possibilistic linear programming with triangular fuzzy
numbers. Fuzzy Sets and Systems 26 135-138.

[4] J.]. Buckley (1989). Solving possibilistic linear programming problems, Fuzzy
Sets and Systems 31 329-341.

[5] 1.1. Buckley (1990). Multiobjetive possibilistic linear programming. Fuzzy Sets
and Systems 26 135-138.

(6] 1.J. Buckley (1992).Solving fuzzy equations.Fuzzy Sets and Systems 50 1-14,

[7] J.J. Buckley (1995). Joint solution to fuzzy programming problems, Fuzzy Sets
and Systems 72 215-220.

[8] J.M. Cadenas and J.L. Verdegay (1995). PROBO: an interactive system in fuzzy
linear programming. Fuzzy Sets and Systems 76 319-322.

(9] M. Delgado, J. Kacprzyk, J.I.. Verdegay and M.A. Vila (1994). Fuzzy
Optimization. Recent Advances. Springer-Verlag,

[10] M. Delgado, J.L. Verdeghy and M.A. Vila (1989). A general model for fuzzy
linear programming, Fuzzy Sets and Systems 29 21-29

[11] B. Julien (1994). An extension to possibilistic linear programming, Fuzzy
Sets and Systems 64 195-206.

[13 Y. Lay and C. Hwang (1992). Fuzzy Mathematical programming. Methods and
applications. Springer-Verlag.

[14] R. Reyero y C. F. Nicolds. Sistemas de Control Basados en Ldgica Borrosa:
"Fuzzy Control”. Omron Electronics, Ikerlan. Madrid 1995.

[15] B. Werners (1987). An interactive fuzzy programming system. Fuzzy Sets and
Systems 23 131-147.

(16] L. Zadeh (1975). The concept of a linguistic variable and its appication to
approximate reasoning-I. inform. Sci.. 8 199-249,

[17] L. Zadeh (1978). Fuzzy sets as a basis for a theory of possibility. Fuzzy Sets
and Systems 1 3-28.



PROGRAMACION LINEAL POSIBILISTICA 121

[18] H.J. Zimmermann (1976). Description and optimization of fuzzy systems.
Internat. J. general Systems 2 209-15

[19] H.J. Zimmermann (1993). Fuzzy Sets Theory and its Applications . Kluber
Academic Publishers.



