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Capitulo 1. Introduccion

En este capitulo se realiza una introduccion al Estudio de Fin de Grado
presentado. Se explicara la estructura del documento, el problema abordado, la
motivacion y el proposito para desarrollarlo, asi como la contribucion realizada
y el ambito en el que se trabaja.

Este estudio se sitla en el contexto de la tesis doctoral que lleva por titulo
“‘Respuesta a impacto de un material fabricado con caucho reciclado de

neumaticos”.

1.1. Motivacion y propdsito

Debido a sus propiedades unicas, los elastomeros son utilizados en multiples
aplicaciones ingenieriles. Entre ellos, cabe destacar el caucho, caracteristico
tanto por la hiperelasticidad como por la viscoelasticidad. Este estudio se
centra en el caucho reciclado, el cual es un tipo de caucho cominmente
utilizado en aplicaciones técnicas, y se puede encontrar, por ejemplo, en los

neumaticos de automovil.

Teniendo en cuenta los aspectos medioambientales existentes, a los
neuméaticos de automovil usados se les da una gran importancia, los cuales
suponen un 70% del caucho utilizado en la industria [Waste Magazine]. Este
material es dificil de gestionar y eliminar debido a las grandes cantidades de
residuo que se generan. El presente trabajo es un estudio preliminar para una

posible aplicacion del caucho reciclado.
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Se espera que, con la fabricacién de dicho material, se pueda utilizar en el
recubrimiento de los guardarrailes, con el fin de aumentar la seguridad para los

motoristas.

Gracias a esta aplicacion, se conseguiria dar uso a un material cuyo residuo

es muy abundante y que no es medioambientalmente sostenible.

1.2. Objeto del Estudio

El propésito de este estudio es analizar el comportamiento de un caucho
reciclado, con el fin de obtener, con ello, un modelo hiper-viscoelastico que

caracterice al material.
Como referencia, se elige un modelo compuesto por:

- ElI modelo Mooney-Rivlin para la parte hiperelastica. Este modelo consta
de 3 parametros de material, los cuales se obtienen y comparan con el
modelo de Neo-Hooke, el cual consta de un parametro de material
mediante el método cominmente conocido como “Ajuste de Minimos
Cuadrados”.

- El' modelo Yang para la parte viscoelastica. Este modelo también consta

de 3 parametros de material.

Para su desarrollo, se utilizan dos tipos de probetas, de caucho reciclado con

diferentes caracteristicas:

- Densidades de valores: 0.7, 0.8, 0.9 y 1g/cm?®.
- Dos tamanos diferentes: Uno de didmetro 30 mm y longitud 40 mm, y

otro de diametro 60 mm y longitud 70 mm.

En la parte hiperelastica, una vez obtenidos los parametros de material
mediante el método de ajuste de Minimos Cuadrados, se procede a la
obtencion de dichos parametros mediante una segunda via: el método de
Curve fitting a través del software de Elementos Finitos ANSYS. Con ello, se

comprueba que los pardmetros obtenidos son fiables.
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1.3. Estructura del Estudio

Este documento esta compuesto por 7 capitulos, siendo el primero de ellos una

introduccién general.

En el segundo se expone el trabajo previo realizado relacionado con la tarea de

este proyecto, el cual ha servido de base y guia.

El tercer capitulo enuncia las posibles alternativas a utilizar en este estudio, y

cual de ellas ha sido elegida y por qué.

El cuarto capitulo contiene el desarrollo del proyecto, una presentacion
detallada de los datos utilizados y el trabajo realizado dividido en las fases de
“Técnicas y métodos”, y “Procesamiento de datos”, tanto tedricamente como a

nivel de experimentacion.

En un quinto capitulo, se exponen los resultados obtenidos, asi como un

analisis de ellos.

En el sexto capitulo se exponen las conclusiones obtenidas de los resultados

asi como un posible trabajo futuro.

En el séptimo y ultimo capitulo se presentan las valoraciones generales del

estudio realizado.

Finalmente se incluye la bibliografia.
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Tal y como se ha mencionado, este estudio se sitla en el contexto de la tesis
doctoral que lleva por titulo “Respuesta a impacto de un material fabricado con
caucho reciclado de neumaticos”, y al igual que para este estudio, su fin es
comprobar si es viable para poder darle uso a este material y colocarlo en los
guardarrailes.

En él, se realizan ensayos de compresion a altas velocidades de deformacion,
obteniendo asi unos datos experimentales.

Dichos datos se utilizan como base para obtener los parametros que
caractericen el modelo hiper-viscoelastico de caucho reciclado.

Este estudio realiza una revision bibliografica sobre los diferentes modelos

estudiados como la parte viscoeléstica o la parte hiperelastica.

2.1. Caracterizacion hiperelastica

Los materiales de caracter elastico presentan un comportamiento en el cual el
ciclo carga-descarga tension-deformacion sigue siempre el mismo camino, esto

es, la tension es funcion de la deformacion en ese instante.

Sin embargo, algunos materiales como los polimeros, neumaticos, gomas etc.,
pueden estar sometidos a grandes deformaciones sin presentar deformacion
permanente. Dichos materiales son clasificados como materiales

hiperelasticos.

Hiperelasticidad es la capacidad de un material para experimentar grandes

deformaciones (aproximadamente un 500% en tension y un 90% a
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compresiones elasticas debido a cargas pequefias), sin perder sus
propiedades originales [G. Liang y K. Chandrashekhara, 2008]. Un material
hiperelastico se puede obtener a partir de la derivada de la energia de la

deformacion:
gj = aU/asi,-

Los materiales hiperelasticos presentan un comportamiento no-lineal, el cual
significa que su rigidez, en lugar de ser constante, es funcién de la
deformacion. Las principales caracteristicas de un material con un

comportamiento no lineal son:

- Grandes deformaciones.
- No presenta deformaciones permanentes.

- El esfuerzo y la deformacidén no son proporcionales.

La caracterizacion hiperelastica comienza con la eleccion de la funcion de

energia elastica de deformacion, la cual poseen todos los materiales elasticos.

Para definir una funcion de energia elastica, existen dos puntos de vista
distintos [Gil-Negrete, 2004]:

1.- Teoria cinética o estadistica:

Para obtener las propiedades elasticas del caucho, utiliza modelos idealizados
de la estructura del caucho vulcanizado y se basa en las observaciones de que
la fuerza elastica del caucho proviene casi completamente del decrecimiento

de la entropia al aumentar la extension aplicada.

Los modelos que se basan en esta teoria son: Treloar (modelo Neo-Hooke),

Arruda-Boyce.

2.- Teoria fenomenoldgica:

Se trata el problema desde el punto de vista de la mecanica del continuo. Los
términos de las funciones de la energia de deformacién se eligen porque se
ajustan a diferentes curvas en lugar de por su interpretacién molecular, como el

caso anterior.
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Se construye un marco matematico para caracterizar el comportamiento del
caucho, por lo que no se tiene en cuenta la estructura microscopica o

conceptos moleculares.
Los modelos que se basan en esta teoria son: Ogden, Mooney-Rivlin, Gent.

Estas teorias carecen de conexion fisica directa con el mecanismo de
deformacion. La técnica consiste en un ajuste de curvas a uno o varios modos
de deformacién para obtener el valor de las constantes que dependen del

material y extrapolarlos a modos de deformacion mas complejos.

La energia elastica de deformacion por unidad de volumen (W) depende de la

deformacion medida [Rivlin, 1990]]:
W =W(B) 1)

B: Tensor de deformaciones izquierdo de Cauchy-Green - B=F-FT

Oxi

F: Matriz de gradiente de deformacion - F; = 5
Xi

Xi: Componentes del vector desplazamiento en un sistema de referencia

deformado para cada direccion.

Xi: Componentes del vector desplazamiento en un sistema de referencia

sin deformar para cada direccién.

Gracias a las extensiones unitarias (1; =¢ +1) y las deformaciones
principales, el estado de deformacion quedara totalmente definido y la funcion

energia de deformacion se puede expresar como:
W =W (A4, 42,43, 11,12, 3)
Si el material se considera isétropo, no habra dependencia direccional:
W =W (A4, 22,43)

Se pueden utilizar las invariantes de deformacion en vez de las extensiones
unitarias, y, como es un caso de material incompresible, no habra dependencia

del tercer invariante, el cual expresa el cambio de volumen, por lo tanto:

W = W(Il, 12)
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I1: Primer invariante (invariante lineal)

I2: Segundo invariante (invariante cuadratico)

I3: Tercer invariante (invariante volumétrico) Considerando las condiciones

iniciales 13=1.

Relacionando las configuraciones no deformada y deformada:

xi = f(X;)

Si se sustituyen estos valores en

obtiene la siguiente matriz:

Ly
x1 == _Xl = /11X1

Ly
L,

Xy = L_Xz = ;X5
2
l3

X3 = L_X3 = A3X3
3

el tensor de gradiente de deformacion F se

(0x; O0x; 0xq]

X, 0dX, 90X
1 2 3 A, 0 0

dx, 0x, 0x,
[Funiaxia]l = 9X, 0X, 0X, =10 4, O
0 0 A3

0x3; 0x3 Oxs

10X, 0X, 0X;]

Si se calcula el tensor de deformaciones izquierdo de Cauchy-Green B

mediante la expresion (1):

[B] = [FI[F]"

2 0 0
=0 2 o )
0 0 22

Asi, los invariantes de deformacion seran:

I =tr (B) = A% + A% + Ag°

I2 = %[tr (B)”. tr (B%)] = A* A" + Ay

I3 = det (B) = Ai* A% As?

Ag2 + M2AS2

Como I3=1 por ser considerado material incompresible:

A3 =1/ (A1"Ay) > Se sustituye ese valor en |5 e I,.
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Segun [Rivlin, 1990], al ser material hiperelastico, isétropo e incomprensible, el

tensor de tensiones de Cauchy se puede hallar mediante la siguiente

expresion:
ow ow ow
0] = 2(57 + L 57) [B1 =25 (B + P (3)
Donde: W: funcion de densidad de energia de deformacion

B: tensor de deformaciones
I 1, I5: invariantes de la deformacion

Se obtienen las tensiones de Cauchy sustituyendo los valores de (2) en (3):

=22~ ,12+2 ((,12+/12+,12),12 M+p )

o, = /12+2 ((/‘12+/12+/1)/12—/1)+P > (4

03 = 2 /12+2 ((/12+/12+/1)/12 A+ P D

Las relaciones de Rivlin se obtienen eliminando las presiones desconocidas de
la anterior expresién, quedando asi las relaciones entre las tensiones unitarias
A1, A2 ¥ Ag, las tensiones principales referidas a las dimensiones deformadas o3,
O, Yy O3, Yy las derivadas parciales de W respecto a las invariantes de

deformacion |1 e |,.

2 ow M
/12 AZ 2( 3612
ow
/12 AZ 2( %612 > (5)
2 aw
).2 AZ 2( 1612 .

Esta ecuacion constitutiva depende completamente de la forma de W. Se veran

a continuacion algunas de las expresiones mas conocidas de la W.
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2.1.1. Funciones de energia elastica de deformacion por unidad de
Volumen W

Se han propuesto muchas formas diferentes de la funcién energia de

deformacion, de las cuales, muchas de ellas se ajustan a la determinacion

empirica de las propiedades elasticas de los vulcanizados de caucho. La

eleccion de la funcibn energia de deformacion ha sido tomada por

conveniencia, puesto que la mas empleada en los programas de EF sea

probablemente la formulada por Rivlin. Dicha funcion es:
W = Xlik=o Cij(Iy — 3)' Iz — 3)/(Is — 1¥ (6)
l1, 12, 13: Invariantes del tensor de deformaciones de Cauchy-Green.

Como se ha mencionado antes, se puede considerar que el material es

incompresible, por lo que I3=1, con lo que la expresion anterior se reduce a:
W = ZZ’:O Cij(11 - 3)i(12 - 3)j (7)

Esta ecuacion es una serie que habitualmente se trunca en los primeros
términos. Considerando so6lo el primer término se llega al modelo de Neo-

Hooke:
W= C10(11 - 3) (8)

Sin embargo, si se consideran los dos primeros términos, se consigue llegar al

modelo material de Mooney-Rivlin, el cual tiene como expresion:
W = Cyo(I; — 3) + Co1(I; — 3) 9)

A partir de varios modos de deformacién (traccion y compresion uniaxial,
tension cortante simple) [Yeoh, 1990] obtuvo relaciones de tension-

deformacion, y las comparé con las que predice el modelo de Mooney-Rivlin:
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Fig. 1. Modelo de Mooney-Rivlin para un vulcanizado de caucho natural que contiene 70 phr de
negro de carbono y 40 phr de negro de carbono, respectivamente. Las lineas discontinuas son
la ecuacion de Mooney-Rivlin ajustada a datos de traccion en la region aproximadamente
lineal.

[Extraido de [Yeoh 1990], Fig.1]

Tal y como se aprecia en las relaciones, los vulcanizados de caucho relleno de
negro de carbono no obedecen completamente a la ecuaciéon de Mooney-
Rivlin. Sin embargo, esta ecuacion es la ecuacion mas general para W en
términos de las invariantes, y es un modelo que tradicionalmente ha sido uno
de los mas populares a la hora de caracterizar la elasticidad no lineal de un

caucho.

Para funciones de energia de deformacién mas elevadas, se usa la siguiente

aproximacion, conocida como aproximaciéon de deformacion de tercer orden:
W = Cio(y = 3) + Co1(Iz = 3) + Cpo(y = 3)* + C11(I; = 3)U2 — 3) + C30(1; — 3)* (10)
Esta funcién de energia de deformacion de 5 constantes esta incorporada en

numerosos programas de Elementos Finitos.

Si se considera la aproximacion de la deformacion de tercer orden de la
ecuacion (10), se observa que la derivada de W respecto a |, viene dada por la

ecuacion de Yeoh [Gil-Negrete, 2004]:

ow _

TR Cor + C11(I1 —3) (11)
2

Al ser dW/al, nulo, Cp; ¥y C11 Son también nulos, por lo que sustituyendo esto en

la ecuacién (10) nos queda:

10
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W = Cyo(; —3) + Cpo(l; —3)* + C30(I; — 3)® (12)

Esta ecuacion es una simple ecuacion cubica que podemos encontrar en la
teoria fenomenoldgica de la elasticidad del caucho. Es inusual en el sentido de
gue no contiene el término (I, — 3). Tiene la ventaja de ser obtenida facilmente
a partir de la aproximacion de la deformacion de tercer orden, y la podemos

encontrar en varios programas de Elementos Finitos.

Ademdas de estos modelos, se pueden encontrar otros que se ajusten a la

hiperelasticidad. Algunos de ellos son [Gil-Negrete, 2004]:

Modelo de Ogden
W (Aq, A5, A3) = ?zlﬁ(z‘ji +AT+251-3)  (13)
Siendo:
W: Energia de deformacion
Wi y a;: Pardmetros del material.
A Alargamientos principales.

Se pueden obtener el nimero de parametros que se desee para ajustar el
material. Sin embargo, se considera que 3 son suficientes para caracterizar

caucho reciclado.
Modelo de Gent
W=3% C(;—3) (14)

En este caso, la ecuacion de la energia de deformacion queda en funcion

Unicamente de |;.

Modelo de Arruda-Boyce

Ci . .
W= MZLWm —34 (15)

Donde;
H: Representa el modulo cortante inicial

Am: Representa la zona de bloqueo donde la curva de tension-deformacion del

material se endurece significativamente.

11
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2.2. Caracterizacion viscoelastica

Un material viscoelastico es un material que presenta tanto propiedades
viscosas como elasticas, esto es, si a un sélido viscoelastico se le aplica una

carga, éste recupera parte de la deformacion aplicada.

Para deformaciones muy bajas, casi cercanas al equilibrio, existe una relacion
lineal entre esfuerzo y deformacion, encontrdndose en la zona denominada
“viscoelasticidad lineal”. Para mayores deformaciones, dicha relacion deja de

ser lineal y se alcanza lo que se conoce como “viscoelasticidad no lineal”.

Amplitud
def o11miacion
Material
sticidad elastico
eal
Fluido
ViScoso

Fig. 2. Comportamiento de un material viscoelastico en funcién de su deformacion.

2.2.1. VISCOELASTICIDAD LINEAL

El desarrollo de la teoria matematica de la viscoelasticidad lineal se basa en el
principio de que la respuesta (deformacién) a cualquier tiempo es directamente
proporcional a su fuerza impulsora (esfuerzo). Las relaciones constitutivas
vienen definidas en términos de funciones temporales de la tensién y la
deformacion, o(t) y ¢€(t), respectivamente (la respuesta es por tanto,
dependiente del tiempo). Las ecuaciones constitutivas pueden definirse por

medio de una integral o una ecuacion diferencial.

El modelo viscoelastico lineal explica los fendmenos de relajacion y creep. El
término de creep se usa para definir la respuesta de deformacion creciente

frente a una tension escaldn, y el término de relajacion define la respuesta de

12
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deformacion decreciente frente a una deformacién escalén. La viscoelasticidad
lineal tiene un rango de aplicacion valido soOlo para deformaciones muy
pequefias. Para el caso de un material perfectamente elastico tanto la funcion

de creep como la de relajacion son idénticamente nulas.

El comportamiento de un material viscoelastico lineal, aplicando el principio de
superposicion de Boltzman, se define gracias a la integral de convolucién (o
integral hereditaria). EI modelo constitutivo se define mediante el modulo de

relajacion, o analogamente, mediante la creep confiance.

Una historia de deformaciones cualquiera g(t) puede descomponerse en la
suma de un gran numero de escalones de deformacién, positivos y/o
negativos. De aqui aparece la integral de convolucidén, la cual define la
respuesta de tension lineal viscoelastica para una historia de deformacién

arbitraria:

o(t) = [Z E(t, — )5 dt  (16)

MODELOS VISCOELASTICOS SIMPLES

Para ilustrar los modelos viscoelasticos se usan modelos reoldgicos,
compuestos de muelles y amortiguadores. EI comportamiento elastico es
representado mediante muelles lineales, y el comportamiento viscoso mediante
amortiguadores. La tension en el muelle lineal es proporcional a la deformacion
oc=E-¢ y la tension del amortiguador es proporcional a la velocidad de
deformacion o = u - €, donde el punto denota la derivada en el tiempo, y p es el
coeficiente de viscosidad (N s/m?).

A continuacién se muestran los modelos mas interesantes [Gil-Negrete, 2004].
Se trata de modelos unidimensionales. Para deformacion cortante simple,

como tension se usa la tensiéon cortante (T), y la deformacion (y ) y el modulo

E
2(1+v)’

de Young sera sustituido por el médulo cortante G =

13
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1) Modelo Maxwell

Esta compuesto por un muelle, con rigidez constante E, y un amortiguador, con
parametro C, en serie; este amortiguador tiene un grado de libertad interno &}

gue representa la deformacién a través del mismo.

E €
j G
S —~ 8

e—g) N

Fig. 3. Modelo Maxwell.

La tension sera la misma en ambos elementos:

0 =E(e—¢€))

oV =C¢&

La ecuacion diferencial que se obtiene de esta igualdad puede integrarse:

o*=E(e—¢) > G6°=E(E—-&) > o+zo=Cé

oV = C&Y > ¢

k]

c
C

Si se aplica una entrada escalén de deformacion g,, la tension se relaja (decae)
siguiendo una ley exponencial hasta cero (el material se comporta mas como
un fluido, no queda tension residual una vez se ha relajado completamente). La

tension instantanea o, depende del valor de la rigidez del muelle: o, = E¢,

T e 1\ o(t)

€
0 GO = EEO

{ t

-
>

>
>

Fig. 4. Respuesta tensional frente a entrada escalén de la deformacion (modelo Maxwell).
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2) Modelo Zener

El modelo Maxwell no representa correctamente el comportamiento de un
material sélido y, por consiguiente, a menudo se acopla en paralelo con otro

muelle para formar un modelo mas completo:

Fig. 5. Modelo Zener.

El efecto de este otro muelle conduce a un comportamiento mas realista del
material: cuando se aplica una entrada escalon de deformacion la tension no
cae hasta cero, sino que llega a un valor linealmente proporcional a la rigidez
del muelle que esta en paralelo con el modelo Maxwell.
La tension total sera la suma de las tensiones en cada cadena del modelo:
o1 =E(e—¢) = C&

— O-=O-1+O-2=(E1+EOO)E—E1€¥

0, = Eoog

Donde ¢} se resuelve de la ecuacion diferencial E;(e — ef) = C,¢{ (como en el

caso anterior).

G, Cy .
0+E—1 0=Eoos+(E1+Eoo)E—1£

Si se aplica una entrada escalén de deformacién g, y se resuelve la ecuacion

constitutiva, la tension tendra la forma:

Ae o(t) /P
oo = (E; +E.)gg

c. =E_§

t > t

.
>

Fig. 6. Respuesta tensional frente a entrada escalén de la deformacion (Modelo Zener).
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La tension instantanea dependera de ambos muelles considerados en el
modelo; se trata de la tensidn que existiria si no se considerase ningudn
amortiguador en el modelo, esto es, si el sistema se comportase puramente
elasticamente. Una vez el material se relaja, la tensidon no se anula, sino que
alcanza un valor dependiente del muelle adicional. Este resultado se ajusta

mejor a lo que ocurre en realidad a los solidos.

o(t) = gg(Es + E;e~t/™R) donde TR = %
1

Médulo de relajacién de Young: E(t) = Ey, + Ejet/r

A 1 se le denomina tiempo de relajacion.

3) Modelo Kelvin-Voigt

Uno de los modelos méas simples y populares que existen consiste en un

muelle de rigidez E y un amortiguador de constante C en paralelo.

ot
(o}

E
—
(&
Fig. 7. Modelo Kelvin-Voigt.

o, = E¢; 0, =Cé¢ ) oc=Ee+Cs¢

=010,

4) Modelos generalizados

Los modelos anteriores pueden generalizarse afiadiendo mas elementos en
serie 0 en paralelo. Sus propiedades son cualitativamente similares a las del
modelo Zener, pero proporcionan un mejor ajuste a los datos experimentales,

incrementando el nimero de parametros a ser ajustados como contrapartida.
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E. E, E, En
(o)
& Ca Cx
Fig. 8. Generalizacion de los modelos de Maxwell o Kelvin-Voigt.

De acuerdo con la expresiéon obtenida por Nashif, segun [Gil-Negrete 2004], su
ecuacioén diferencial constitutiva sera una generalizacion de la de los modelos

simples e incluird derivadas adicionales de la tension y de la deformacion:

0+Zandn Eoe+ E, Z'Bmdtm

donde:

Cn
On = Tpn =
n

E
Pm = am(1+ E_m)

Para una excitacion armonica del tipo € = g,e/*t la respuesta del sistema sera

algo mas complicada:

_ Eaty(L+ T fnGw)™)
NCES LA TOD

Expresion que puede escribirse como: gy = €y(Egtor + jE10ss). EStas Eswor Y Eioss
son ahora funciones de la frecuencia mucho mas complicadas y podran ser
ajustadas mediante la eleccion de parametros «, Yy S, adecuados (o lo que es

lo mismo, valores adecuados de E., E; y C).
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El modelo generalizado de Maxwell es mas popular que el de Kelvin-Voigt.
Esta compuesto por N cadenas de Maxwell en paralelo, cada una asociada a

una variable interna ¢/ . La generalizacién del modelo de Zener conduce a:

o(t) =0, + Z’ivzl of =04 + Zﬁvzl al of =Ei(e—¢)

Para cada cadena de Maxwell:
of =07 > E(e—¢)=GE
1

& =—I(~CE—¢)
TRi

. C: . .., .

Siendo 1g; = E—’ donde tg; representa el tiempo de relajacion asociado a cada
i

mecanismo de disipacion.

Si se considera un ensayo de relajacion, donde la deformacién es mantenida
constante (g,), la tensién resultante en el modelo de Maxwell generalizado sera
la suma de las tensiones en cada elemento, mas la tension en el muelle de
rigidez E.:

N

o(t) =0, + ZO'L-

i=1

o(t) = Exgq + Zli\’zl eOEie‘t/TRi a7

N
E(t) = Esx + z E;e~t/mri
i=1

En la anterior ecuacion, el modulo de relajacion instantaneo corresponde a

E. + ) E;, mientras que el término estacionario es E..

Existe una variante de estos modelos reolégicos donde el amortiguador se
reemplaza por otro elemento llamado “pot”’. La base matematica para estos
elementos se apoya en el calculo fraccional, que requiere relativamente pocos
parametros para obtener una descripcion precisa del comportamiento del
material. En la viscoelasticidad clasica, que es la descrita arriba, se utilizan

derivadas con numeros enteros en las ecuaciones constitutivas, mientras que
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en el célculo fraccional se utilizan derivadas de orden fraccional (no enteros), lo

cual reduce el nUmero de parametros.

No obstante, en el presente estudio no se hara uso de dichas relaciones,
debido a que en el programa de EF a utilizar (en un paso posterior) no estan
contempladas, con lo que se dificultaria considerablemente el problema al
tener que crear subrutinas con las ecuaciones constitutivas en el programa. Se
entiende que en una labor de investigacion como ésta puede asumirse el coste
computacional que supone el tener que ajustar un mayor numero de
parametros, simplificando esta parte de la caracterizacion del material en

cuanto a EF se refiere.

2.2.2. VISCOELASTICIDAD NO LINEAL

El comportamiento viscoelastico lineal esta caracterizado por un material que
esta sujeto a deformaciones pequefas o lentas. Las propiedades lineales son
de gran interés porque estan relacionadas con la estructura molecular. Sin
embargo, la industria utiliza materiales viscoelasticos con deformaciones largas

y rapidas y cuyo comportamiento es no lineal. [J. M. Dealy, 1975]

Cuando las funciones de creep y relajacion de carga no se pueden separar,
aparece la viscoelasticidad no lineal. Esto ocurre para distintos casos, siendo

alguno de ellos:

- Si el material cambia sus propiedades durante la deformacién.
- Silos tiempos de la deformacion son lo suficientemente largos.

- Siinterviene algun otro tipo de relajacion.

Existen una gran variedad de modelos no lineales, los cuales son dependientes
de unas pocas constantes caracteristicas del material cuyos valores pueden

ajustarse al resultado de los experimentos. [Aleksey D., 1996].

Para estos modelos, las constantes toman valores positivos y al no tener un
significado tedrico profundo, deben obtenerse por comparacion con

experimentos.

Para conseguir una expresion que represente la no linealidad del material,

partimos de la integral de convolucién:
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o(t;) = [ Ep(t, — ) 5 dt (18)
Donde E(t) es el modulo de relajacion de Maxwell:
E(t) = Ee™Et/m

Usando la aproximacion e* = 1+x para pequefios valores de X, el valor de esta
integral es: £(0) = Ee Ft/", Con ello, se puede expresar la integral de la

siguiente manera:
t de(T)
a(t) = E(t)e(0) + [, E(t — T)——dr (19)
Con el valor 0 del limite inferior de la integral se refiere a un valor 0%, justo
después de cualquier tension inicial con valor superior a 0.

Integrando la expresién anterior y dejandola en funcion de ¢, llegamos a la

integral conocida como tercera integral hereditaria:
o(t) = E(0)e(t) — [; R(t — De(t)dr (20)
Siendo: R(t) = —dE(t)/dt

Los modelos viscoelasticos lineales pueden ser formulados de mudltiples
maneras para expresar los no lineales [P. Kelly, 2013]. Una de ellas puede ser

generalizando la anterior expresion:

o) = fi(e@®) + [, Rt — D f>((®))dr (21)
Donde f; y f, son funciones no lineales del historial de deformacion.

La funcion de relajacién también puede estar en funcién de la deformacion asi

como del tiempo:

o) = fi(e@®) + [, K(t -1, &) f>((®))dr (22)

Con esto, quedaria definida la integral de convolucion con la no linealidad

representada en ella.

Tal y como se ha mencionado antes, para ilustrar el comportamiento
viscoelastico, se utilizan modelos reologicos, compuestos por muelles y

amortiguadores.
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Para el caso de la no linealidad, bastaria afiadirles en paralelo elementos de

friccion, de manera que dependan de la amplitud de la deformacion.
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El objetivo de este estudio, como ya se ha mencionado previamente, consiste

en obtener unos parametros que caractericen al material de caucho reciclado.

Para la obtencién de éstos pardmetros, se puede optar por varias vias. A modo

de resumen:

Para la parte hiperelastica:

6-

Neo-Hooke: Ecuacion constituida con un parametro de material.
Mooney-Rivlin: Ecuacién constituida, para este caso, de 3
parametros de material.

Yeoh: Ecuacion que solo depende de la invariante de deformacion I.
Ogden: Ecuacion constituida por 3 parametros de material. Es menos
usado que Rivlin en los programas de EF.

Gent: Ecuacion que constituye 2 parametros de material. También
depende soélo de la invariante de deformacion ;.

Arruda-Boyce: Ecuacion constituida por 5 parametros de material.

Para la parte viscoelastica:

- Muelles y amortiguadores

1-

Modelo Maxwell: A frecuencias muy bajas el médulo complejo tiende
a cero, mientras que el factor de pérdidas p tiende a infinito.

Modelo Zener: Mas complejo. Similar a Maxwell pero afadiéndole
otro muelle en paralelo.

Modelo Kelvin-Voigt: Uno de los modelos mas simples y populares.
Modelos generalizados: Son los modelos anteriores pero afadiendo

mas elementos en serie o paralelo.
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- Integral de convolucion
5- Modelo de Yang: Se basa en el modelo de Maxwell generalizado

pero utilizando la integral de convolucion.

Una vez conocidos los tipos de modelos que se pueden usar, se decide hacer

los ensayos para los siguientes casos:
Parte hiperelastica:

- Neo-Hooke. Se obtiene un parametro de material para la parte
hiperelastica. Se analiza si un modelo tan simple puede adaptarse bien
al caso estudiado.

- Mooney-Rivlin de 3 paramteros para la parte hiperelastica. Se decide
utilizar este modelo debido a su sencillez y a su gran uso en los

programas de Elementos Finitos.

Con estos dos modelos, se hace una comparacion y se examina cual es el que
de menos error y si seria suficiente con 1 parametro de material para

caracterizar el material que se estudia.
Parte viscoelastica:

- Yang para la parte viscoelastica. Este modelo también cuenta con 3
parametros de material. Se ha elegido debido a su sencillez y a su

aplicacion para el caso unidimensional.
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Capitulo 4. Solucion adoptada

Teniendo en cuenta los modelos que se van a usar, se utilizan dos
herramientas de calculo para su uso y obtencion de parametros. Estas

herramientas son:

MATLAB

Se utiliza esta herramienta para la obtencion de parametros tanto para la parte
hiperelastica como para la viscoelastica. Para la primera se desarrolla un
modelo matematico basado en Minimos Cuadrados. Para la segunda se crea

un Algoritmo de Optimizacion.

ANSYS

Mediante éste programa de Elementos Finitos, se obtendran los parametros
para la parte hiperelastica que caractericen el material gracias al método del
Curve Fitting, o lo que es lo mismo, un ajuste de curvas. Una vez obtenidos, se

hara una comparacion con los obtenidos mediante MATLAB.

4.1. Marco tedrico

Se tiene un material que es caracterizado por dos vias: parte hiperelastica y
parte viscoelastica. Se comienza explicando el método de actuacion para la

parte viscoelastica, es decir, el Algoritmo de Optimizacion.
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4.1.1. Algoritmo de optimizacidn

La Inteligencia de Enjambre de particulas “Swarm Intelligence” (Sl), es una
metafora de comportamiento computacional que se usa para la solucion de
problemas distribuidos, inspirado en el comportamiento de sistemas naturales

tales como las abejas, hormigas, termitas, bancos de peces etc.

Para este estudio, se va a utilizar un Algoritmo de optimizacion por nube de
particulas “Particle Swarm Optimization” (PSO), el cual es un subconjunto de la
Inteligencia de enjambre. EI PSO es una técnica informatica que proporciona
un modelo basado en las poblaciones y esta inspirado en el comportamiento
social del vuelo de las bandadas de aves o el movimiento de los bancos de
peces. El PSO fue originalmente desarrollado por el psicélogo sociélogo
Jammes Kennedy y por el ingeniero electrénico Rusell Eberhart en 1995, cuyo
fin inicialmente era desarrollar métodos de conducta sociales con un enfoque
conocido como “metafora social”’, la cual se puede resumir de la siguiente
forma [Kennedy, Eberhart y Shi, 2001]: los individuos que conviven en una
sociedad tienen una opinion que es parte de un “conjunto de creencias” (el
espacio de busqueda) compartido por todos los posibles individuos. Cada

individuo puede modificar su propia opinidon basandose en tres principios:

- Su conocimiento sobre el entorno o ADAPTACION.

- Experiencias anteriores del individuo o MEMORIA DEL INDIVIDUO.

- Experiencias anteriores de los individuos del vecindario o MEMORIA
DEL VECINDARIO.

Los individuos en la poblacion adaptan o modifican sus opiniones a las de
aquellos con mas éxito de su entorno. Con el tiempo, los individuos de un

entorno adoptan un conjunto de creencias estrechamente relacionado.

El funcionamiento basico en el que se basa el PSO simula el comportamiento
del vuelo de las bandadas de aves en busca de comida. La estrategia mas
l6gica a utilizar es seguir al ave que se encuentre mas cerca del alimento. PSO
emula este escenario para resolver problemas de optimizacion. Cada solucion
(particula) es un “ave” en el espacio de busqueda, el cual se encuentra siempre

en continuo movimiento y nunca muere.
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La nube de particulas es un sistema multi-agente, es decir, las particulas son
agentes simples que se mueven por el espacio de busqueda, guardan y

comunican la mejor solucion que han encontrado.

Un algoritmo PSO trabaja con una poblaciéon (nube) de soluciones candidatas
(particulas), las cuales se desplazan a lo largo del espacio de busqueda
conforme a ciertas reglas matematicas. EI movimiento de cada particula
depende de su mejor posicion obtenida, asi como de la mejor posicion global
hallada en todo el espacio de busqueda. Conforme se van encontrando nuevas
y mejores posiciones, éstas pasan a orientar los movimientos de las particulas.
El proceso se repite con el objetivo, no garantizado, de hallar en algun

movimiento una solucion lo suficientemente satisfactoria.

Las principales caracteristicas de un algoritmo PSO son [Kennedy y Eberhart,
1995].

Es una técnica estocastica referida en fases (inicializacion vy

transformacion).

- Las particulas son agentes de busqueda que modifican su direccion en
funcion de las particulas de su vecindario.

- La busqueda persigue siempre la solucion mas o6ptima, y se basa
exclusivamente en los valores de la funcion objetivo.

- Suele tener una convergencia rapida a buenas soluciones.

- ElI PSO almacena la historia de cada agente, esto es, que la particula
decide su nueva direccién en funcién de la mejor posicion por la que
paso anteriormente.

- EI'PSO no crea nuevas particulas durante su ejecucion.

- Trabaja con la informacion del problema codificada.

4.1.2. Descripcidén del Algoritmo PSO

Un algoritmo PSO es un proceso estocastico, es decir, relativo al azar, e
iterativo. La posiciébn de cada particula representa una solucién potencial al
problema que se esta resolviendo. Una particula, por lo general, esta
compuesta por tres vectores (su posicion), y dos valores de aptitud (también

denominado como fitness) [Gomes Gonzales, 2008].
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El vector x; = (x4, Xi2, .-, Xin), @lmacena la posicion actual de la partida
en el espacio de busqueda.

El vector mejorp; = (i1, iz, --» Pin), @lMmacena la posicion de la mejor
solucién que la particula ha encontrado hasta ese momento.

El vector velocidad v; = (v;1, viy, ..., Vin), @lmacena el gradiente, es decir,
la direccidén segun la cual se movera la particula.

El valor de aptitud aptitud,,, almacena el valor de adecuacion de la
solucién actual correspondiente al vector x;, es decir, almacena el valor
de posicion de costo.

El valor de aptitud aptitud_mejorp;, almacena el valor de adaptacion de
la mejor solucién local encontrada hasta el momento, correspondiente al
vector mejorp;, 0 lo que es lo mismo, almacena la mejor posicion global

encontrada.

El proceso algoritmico sigue los siguientes pasos:

1-

2-

Se inicializa la nube generando las posiciones, bien de forma aleatoria,
regular o combinacion de ambas.

Se generan las velocidades aleatoriamente en el espacio de busqueda,
con cada componente en el intervalo (—Vnex Vmax), SIENAO V4, 12
velocidad méaxima que pueda tomar una particula en cada movimiento.
No conviene fijarlas a cero ya que no se obtienen buenos resultados.
[Kennedy, Eberhart y Shi, 2001].

Las particulas se deben mover desde un proceso iterativo. Para que una
particula se mueva desde una posicién del espacio de busqueda hasta
otra, basta con afiadir al vector de posicién x; el vector velocidad v;. Con
ello, se obtiene un nuevo vector posicion:

X < x; + v

Se calcula la aptitud de cada particula y se actualizan los valores de
aptitud_x; Yy aptitud_mejorp;, conforme se van encontrando mejores
valores de aptitudes. El vector velocidad de cada particula es modificado
en cada iteracion utilizando la velocidad anterior, un componente

cognitivo y un componente social.
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4- El modelo matematico resultante viene definido por:

vl = ar. vk + @, - rand, - (mejorpi — xlk) + ¢, - rand, - (mejorp - xlk)
k+1 _ .k k+1
X; t1 = X; + V; +

Parai =1,23,...,P
Donde:
- x¥; vector posicion de la particula i en la iteracion k.

- vF: vector velocidad de la particula i en la iteracion k.

- Q" factor de inercia en la iteracion k.

- (41,5 modelos que controlan los componentes cognitivo y social.

- rand,,rand,: numeros aleatorios entre 0y 1.

- mejorpos;: mejor posicidbn encontrada por la particula i hasta el
momento que encuentra la mejor solucion.

- mejorp: posicion de la particula con la mejor solucion de la nube de

particulas.

El componente cognitivo estd modelado por ¢, - rand, - (mejorp; — x¥), y
representa la distancia que hay entre la posicién actual, y la mejor conocida
por esa particula, es decir, la decisiobn que tomard la particula influenciada

por su propia experiencia.

El componente social estd modelado por ¢, -rand, - (mejorp — xF), y
representa la distancia existente entre la posicion actual y la mejor posicion
del vecindario, o lo que es lo mismo, la decisién que tomara dicha particula

segun la influencia que el resto de la nube influye sobre ella.

En la Figura 9 se muestra el movimiento de una particula en el espacio de
direcciones. Las flechas de linea discontinua representan la direccién de los

vectores de velocidad actual:

v,’ﬁlejorp: es la velocidad de la mejor posicion tomada por la particula.
- vé‘: velocidad de la mejor particula encontrada en la nube.
- v, velocidad actual de la particula
La flecha de puntos representa la direccion de la velocidad de la particula.

La flecha de linea continua representa la direccién que toma la particula

para moverse desde la posicion actual x* hasta la nueva posicion x**1.
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Mejor solucién
de la particula

mej:rp Mejor splucif:'m
mejorp del vecindario
x'g pe®
. Xk ’\/ :0 X+
:gﬁ:gll%'; la x* Posicion siguiente
particula de la particula

Fig. 9. Representacion grafica de una particula en un espacio de direcciones.

4.1.3. Tipos de Algoritmos de PSO

Atendiendo a diversos factores de configuracion, se pueden obtener distintos
tipos de PSO [Kennedy, 1997]:

1- Segun la importancia de los médulos cognitivo y social, identifica cuatro

tipos de algoritmo:

1.1-

1.2-

1.3-

Completo: ¢4, p, > 0. Tanto el componente cognitivo como el
social intervienen en el movimiento.

Cognitivo: ¢, > 0y ¢, = 0. S6lo interviene el componente
cognitivo en el movimiento.

Social: ¢, = 0y ¢, > 0. Solo interviene el componente social en
el movimiento.

Social exclusivo: ¢; = 0,9, > 0y mejorp # x;. La posicion de la

particula en si no puede ser la mejor de su entorno.

2- Segun el tipo de vecindario utilizado, es decir, la cantidad y posicion de

las particulas que intervienen en el calculo de la distancia en la

componente social:

2.1-

PSO global: So6lo existe un lider en la nube y las particulas se
relacionan socialmente con todos los individuos de la nube debido

a la influencia del lider global.
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Cada particula se comunica con todas las demas en la nube,
pudiendo saber de esta forma, quién es la mejor de entre todas
ellas.

2.2- PSO local: La nube se divide en un nimero n de vecindarios con
igual numero de individuos, en cada cual existe un lider local que
influencia el vuelo de las particulas dentro de su propio vecindario.
Aqui, a diferencia del PSO global, las particulas so6lo se
comunican con sus vecinas e ignoran las posiciones de las

demas.

(a). PSO global (b). PSO local

Fig. 10. Modelos de comunicacion basico del PSO [Montes Efrén, 2007]

Para trabajar con el PSO, en éste estudio se usan los datos experimentales
obtenidos previamente en trabajos anteriores. Debido al elevado numero de
datos que conlleva cada densidad (hasta 60000), aparecen desviaciones en
cuanto a la obtencién de graficas. Por ello, para obtener la mejor solucién, se

decide utilizar el coeficiente de determinacion R2.

A continuacion, se exponen los meétodos empleados para la obtencion de

parametros de la parte hiperelastica: Minimos cuadrados y Curve fitting.

4.1.4. Coeficiente de determinaciéon de R?

Una de las caracteristicas de la realidad es la relacion existente entre las

distintas magnitudes que la definen. Con el analisis de la covariacién entre
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variables, una Y variable dependiente o enddgena, y una o varias variables X,
independientes 0 exdgenas, se consigue obtener, para el caso de regresion
lineal, una ecuacién lineal (o conjunto de ecuaciones lineales) que exprese la
relacion entre la variable endégena X, y las variables exdégenas X. Con esto, se
pretende conseguir una linea media que sintetice la dependencia entre la
variable Y y las X, con la doble finalidad de explicacion o descripcion causal de
la variable dependiente y prevision de los valores futuros de Y para valores
dados de X.

Para su explicacion e interpretacién, nos basamos en la hipétesis de que la
mejor forma de describir la relacion entre X e Y, es mediante una linea recta,

por lo tanto partimos de la siguiente expresion:

Y =By + BoX; +uy (23)

Donde;
u; ; Componente estocéstico.

B1 Y B, : Determinan la ecuacion lineal concreta que expresa la relacion de Y

con X.
Se quiere obtener los valores numéricos de dichos parametros:
Vi = 1 + B X; = by + b, X;

Para ello, se recurre al método de Minimos Cuadrados [Novales, 1998], el cual
es un método de ajuste que intenta encontrar una funcién continua dentro de
un conjunto de pares ordenados. Se obtiene un sistema de dos ecuaciones que

permiten estimar los paradmetros de la relacion:
i Y =nby + by X X;
Y YiX; = by X X + by X XF

El caracter de linea media que discurre entre las observaciones, el cual
adquiere esta ecuacion de regresion, trata de sintetizar dichas observaciones y
obliga a que se acompafie de medidas de dispersién que permitan conocer el
grado en el que la ecuacion pueda sustituir a las observaciones de las que se

obtuvo.
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De esta forma, se puede definir una primera medida de la dispersion de las Y,
observadas respecto a las medias Y; , calculada como la suma media de

desviaciones cuadraticas entre ambas variables:

52 = 2Vivo? (24)

n

Esta expresion recibe el nombre de varianza residual, ya que la diferencia
(Y; — ¥;) mide el error (e;) que cometemos al sustituir el valor observado por el
valor estimado o ajustado mediante la regresion. A este error se le conoce

como residuo.

Valores elevados de esta varianza indican que los residuos son grandes, por lo
gue la linea de regresion estimada se aleja mucho de los valores observados y,
por tanto, la ecuacién es poco representativa. Cuando los residuos son

pequefios, dicha representatividad es elevada.

Por definicibn, se trata de una cantidad positiva que estd acotada

superiormente por el valor de la varianza de la variable observada:
0<S2<S8?

La cota superior es facil de demostrar [Lopez Urquia y Casa Arrutia, 1969]
gracias a que en el modelo de regresion lineal se verifica la siguiente relacion

entre varianzas:

S2 =%+ 52 (25)
Donde;

(V._vV.\2
S}% — ZL(YL Yl) (26)

n

Se trata de la varianza explicada por la regresion. A partir de ella, se puede
definir una medida de dispersién relativa para la ecuacion de regresion si se
compara con la varianza total de Y. Asi, mediante la siguiente expresion, se

puede definir lo que se conoce como coeficiente de determinacion lineal:

_ Sk

R? = (27)

S¢

También se puede definir las relaciones anteriores mediante suma de

cuadrados, por lo que:
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STC = %,(Y; — ¥)? (28)

Esta expresion, conocida como Suma Total de Cuadrados, representa la

variacion total de los valores reales de Y respecto de su media muestral.
~ 2\ 2 ~ —~ 2
SEC =%V, - 7) = %% - 7) (29)

Es la variacion de los valores estimados de Y alrededor de su media, la cual se

denomina Suma de Cuadrados debida a la Regresion. Y por ultimo:
SRC =%,(Y; —V)?* =X ef (30)

Es la variacion residual de los valores de Y alrededor de la recta de regresion, y
gue se conoce como Suma de Residuos al Cuadrado. Gracias a estas

expresiones, se puede definir el coeficiente R? como:

_ SEC

R? =
scT

(31)
Sus valores estan comprendidos entre: 0 < R? < 1

- SiR? =1 - Ajuste lineal perfecto, ya que STC=SEC. La variacion total
de la variable Y es explicada por el modelo de regresion.
- Si R? = 0 —»No representatividad del modelo lineal, ya que SEC=0, con

lo que el modelo no explica nada de la variacion total de la variable Y.

R? es una medida adimensional, de facil calculo e interpretacion, gracias a su
recorrido acotado entre 0 y 1, lo que conduce a una profusa utilizacion del

mismo.

4.1.5. Ajuste por Minimos Cuadrados

Para obtener las estimaciones de los coeficientes, el método de Minimos
Cuadrados minimiza el sumando de cuadrados residuales. El residual para el i-
ésimo punto de datos r; esta definido como la diferencia entre el valor de
respuesta y; observado y el valor de respuesta Y; ajustado, y se identifica como
el valor asociado a los datos.

=y =Y
Siendo,

;. Valor residual
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y;. Dato
y;: Valor ajustado

El sumando de cuadrados residuales viene dado por la siguiente expresion:
S=2i Tiz = 2 (1 — 91)? (32)

Donde n es el numero de puntos de datos asociados en el ajuste y S es el error

estimado de la suma de cuadrados.

Ajuste de Minimos Cuadrados lineal

Un modelo lineal se define como una ecuacién cuyos coeficientes son lineales.
Para ilustrar el proceso de ajuste de minimos cuadrados lineal, se tiene n

puntos de datos que pueden ser modelados por un polinomio de primer grado.

Y =p1X +Dp;

Para resolver esta ecuacion teniendo p1 y p2 como coeficientes desconocidos,
se escribe S como un sistema de n ecuaciones lineales con dos incégnitas. Si
n es mayor que el nimero de incégnitas, entonces el sistema de ecuaciones se

considera sobredeterminado.
S =Yy — (p1x1 +p2))? (33)

Debido a que el proceso de ajuste por Minimos Cuadrados minimiza el
sumando de cuadrados residuales, los coeficientes se determinan mediante la

derivada de S respecto a cada parametro, igualando el resultado a cero.

n
as
= —ZZ xi(yi — (p1x; +p2)) =0
p1 i=1

n
as
5 =2 E (yi — (p1xi +p2)) =0
P2 i=1

Las estimaciones de los parametros reales generalmente suelen estar
expresados por b. Sustituyendo b; y b2 para p: y p2 las ecuaciones anteriores

guedan:
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n
Z xi()’i — (byx; + bz)) =0
i=1

Z(}’i — (byx; + b)) =0

Con esto, las ecuaciones normales se definen como:

b1zxi2+b22xi =in}’i
blzxi+nb2 =2yi

Resolviendo para bs:

_nEXYi—XXi NYi
by = nYx?-(Zx)* (34)

Y, resolviendo para by, y utilizando la expresion anterior:

by=-Ey—bh%x) (35

De forma matricial, los modelos lineales vienen dados con la siguiente formula:

y=X-B+¢ (36)
Donde,
y. €s un vector de n hasta 1 de respuestas.
B: es un vector de m hasta 1 de coeficientes.
X: es la matriz de disefio del modelo nxm.

€: es un vector de n a 1 del error.

Para el polinomio de primer grado, las n ecuaciones con dos incognitas se

expresan en términos de y, X'y  como:

35



Capitulo 4. Solucion adoptada

y1 x11
y2 x21
ys3 xsl

Yn Xnl

La solucién de Minimos Cuadrados para el problema es un vector b, que
estima el vector de coeficientes  desconocido. Las ecuaciones normales

vienen dadas por:
XT-X)b=X"T-y
Donde XT es la traspuesta de la matriz de disefio X. Resolviendo para b:
b=X"-X)"1xTy (37)

Se puede volver a meter b en la formula para la obtencion de los valores de

respuesta previstos, .
y=X-b=H-y (38)
Siendo;
H=XXTx)"1xT

El sombrero (circunflejo) sobre la letra define una estimacion de un parametro o
una prediccion de un modelo. A la matriz de proyeccion H se le denomina

matriz sombrero porque pone el sombrero sobre la letra y.

Los valores residuales vienen dados por:

r=y—-y=>0-H)y (39)

Ajuste por Minimos Cuadrados no lineal

Un modelo no lineal es definido por una ecuacién cuyos coeficientes no son

lineales.

De forma matricial, los modelos no lineales vienen dados de la siguiente

manera.
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y=fX,p)+e (40)
Donde,
y: €s un vector de n hasta 1 de respuestas.
f: es una funcién que depende de X y B.
B: es un vector de m hasta 1 de coeficientes.
X: es la matriz de disefio del modelo nxm.

€: es un vector de n a 1 del error.

Los modelos no lineales son mas dificiles de ajustar que los lineales debido a
gue los coeficientes no pueden ser estimados utilizando técnicas matriciales

sencillas. En lugar de ellos, se deben realizar los siguientes pasos:

- Empezar con una estimacion inicial para cada coeficiente.
- Hacer la curva ajustada para el conjunto actual de coeficientes. El valor

ajustado de y viene dado por:

y=f&b)

E implica el valor del Jacobiano de f(X,b), que se define como una

matriz de derivadas parciales tomadas con respecto a los componentes.

- Ajustar los coeficientes y determinar si el ajuste mejora. La direccion y la
magnitud del ajuste dependen del algoritmo de ajuste.
- lterar el proceso hasta que el ajuste alcance los criterios de

convergencia especificados.

4.1.6. Curve fitting para material hiperelastico

Las constantes hiperelasticas en la funcion de densidad de energia-
deformacion de un material determinan su respuesta mecéanica. Con el fin de
obtener resultados validos durante un analisis hiperelastico, es necesario

evaluar con precision las constantes de los materiales que estan siendo
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examinados. Estas constantes de material se derivan generalmente de un

material a partir de datos experimentales de tension-deformacion.

Para el andlisis de éste método, se elige el sistema de coordenadas para
coincidir con las direcciones principales de deformacion. Por lo tanto, el tensor

derecho de Cauchy-Green se puede escribir de forma matricial como:

2 0 0
c=|0 2 o0
0 0 A2

Donde;

Ai =1+ ¢;; Relacién de deformaciones principal en la i-ésima direccion.

€i= Valor principal del tensor de deformacion ingenieril en la i-ésima direccion.
Las invariantes principales de Cj son:

L =23 +23+ 23

I, = 2222 + 2222 + 222

I; = 122313 = 1 (Material incompresible)

Por ultimo, en términos del tensor de tensiones izquierdo de Cauchy, los
componentes de la tension de Cauchy para un material volumétricamente

delimitado puede expresarse como:

ow ow  _,
0yj = —pi; + dev|25-bij = 2 7 -bjj

Siendo;
p= Presion
bj = Fj Fj= Tensor de deformacion izquierdo de Cauchy

Existen varios casos en funcién del ensayo a realizar (Uniaxial, Biaxial,
Planar...). Para el caso estudiado, la tensién va en una direccion. Por ello,

debido a la tensidn uniaxial, los alargamientos principales vienen dados por:
A1 = Alargamiento en la direccion de la carga.
A, = A3 = Alargamientos en las direcciones donde la carga no esta aplicada

Debido a la incomprensibilidad: 1,4; = 171
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Por lo tanto: A, = 15 = /1;1/2

Para tension uniaxial, las invariantes vienen dadas de la siguiente manera:
Il = A% + ZAIl
12 == 2/11 + AIZ

Sustituyendo los valores principales de la relacion de deformacion de la tension

uniaxial, se obtienen las siguientes tensiones para las direcciones 1y 2:

W W
0—11_ p all 1 612 1
_ +26W/1_1 2(3W/1 —0
0-22_ p 611 1 alz 1 —

Despejando p y sustituyéndola en la ecuacion anterior, se obtiene la tensién

principal para la tensién uniaxial:

- d -
on =208 - A7) |3 + A7 5 (41)

4.2. Marco metodologico

El objeto de este estudio es obtener los parametros que caractericen el
material a analizar, en este caso, caucho reciclado, y con ello, poder estudiar

su comportamiento.
Para la obtencion de parametros hiperelasticos se utilizan dos vias:

- MATLAB: Mediante el Ajuste de Minimos Cuadrados
- ANSYS: Mediante el Curve Fitting.

Como datos, se utilizan los obtenidos experimentalmente en trabajos previos.
Se decide utilizar ambas vias a modo de comprobacion y verificacion de que

los datos obtenidos sean correctos y fiables.

Para el caso viscoelastico, debido a su complejidad, se obtendran los
resultados Unicamente mediante el algoritmo PSO, gracias al programa
MATLAB.
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4.3. Técnicas y metodos

4.3.1. ANSYS

ANSYS Inc, es un software de simulacion ingenieril. Estd desarrollado para
funcionar bajo la teoria del elemento finito para estructuras y volimenes finitos

para fluidos.

ANSYS desarrolla, comercializa y presta soporte a la ingenieria a través de
software de simulacion para predecir cémo funcionara y reaccionara

determinado producto bajo un entorno real.

En este estudio se trabaja con ANSYS Mechanical APDL (ANSYS Parametric
Design Language). Es un lenguaje que se suele utilizar para automatizar tareas

comunes o para construir un modelo en términos de parametros (variables).

El uso de ANSYS para la parte hiperelastica se centra en el Curve Fitting. El
Curve Fitting hiperelastico es una herramienta para estimar las constantes de
un material a través de datos experimentales y compararlos con modelos de
material hiperelasticos. Las curvas de tension que se obtienen pueden ser
transformadas a cualquier modelo hiperelastico que contenga ANSYS. Estos
modelos son: Mooney-Rivlin, Ogden, Neo-Hookeano, Polinomial, Arruda-

Boyce, Genty Yeoh.

Para su comparacion con los datos experimentales que se poseen, se decide
utilizar dos modelos: el modelo Neo-Hookeano debido a su simpleza, y el
modelo hiperelastico Mooney-Rivlin, debido a sus caracteristicas y por ser

universalmente el modelo mas utilizado.

4.3.2. MATLAB

MATLAB® es un lenguaje de alto nivel y un entorno interactivo para el calculo
numeérico, la visualizacion y la programacion. Mediante MATLAB, es posible
analizar datos, desarrollar algoritmos y crear modelos o aplicaciones. El
lenguaje, las herramientas y las funciones matematicas incorporadas permiten

explorar diversos enfoques y llegar a una solucién antes que con hojas de
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célculo o lenguajes de programacién tradicionales, como pueden ser C/C++ 0

Java.

MATLAB se puede utilizar en una gran variedad de aplicaciones, tales como
procesamiento de sefiales y comunicaciones, procesamiento de imagen y
video, sistemas de control, pruebas y medidas, finanzas computacionales y

biologia computacional.

Para este estudio, se utiliza MATLAB tanto para la parte hiperelastica como
para la parte viscoelastica, basandose esta Ultima en el ya mencionado
Algoritmo de optimizacion PSO. Gracias a él, se obtienen los pardmetros que

caracterizan el material.

4.4. Procesamiento de datos

Se dispone de una serie de datos hallados en trabajos previos experimentales.
Dichos datos se han obtenido mediante ensayos de compresion a alta

velocidad de deformacion realizados sobre probetas cilindricas.

En total, se ha dispuesto de un total de 28 probetas, utilizando dos para cada
densidad, excepto para la de mayor densidad, para la cual sélo se dispone de
una. Se distinguen dos tipos de probetas, de caucho reciclado con diferentes

caracteristicas:

- Densidades de valores: 0.7, 0.8, 0.9 y 1g/cm?®.
- Dos tamanos diferentes: Uno de didmetro 30 mm vy longitud 40 mm, y

otro de diametro 60 mm y longitud 70 mm.
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Fig. 11. Detalle de probeta de ensayo de caucho reciclado.

Para los ensayos de compresion a alta velocidad se ha utilizado una maquina
MTS 819.10 con un actuador que proporciona hasta 40 kN y carrera de hasta
350 mm.

Cada ensayo se ha realizado a cuatro velocidades de deformacion diferentes,
correspondientes a las siguientes:

¢ =2= 009 - 057 5-1 (Velocidad = 0.004 m/s)

L 0.070m

-~ ¢ =2=22"s - 57571 (Velocidad = 0.04 m/s)
L 0.070m

S == o5 gq -1 (Velocidad = 0.4 m/s)
L 0.070m

I=

=2=2"s - 571451 (Velocidad = 4m/s)
L 0.070 m

A continuacion, se detallan mediante dos tablas, un resumen de los ensayos

realizados:
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PROBETAS GRANDES
d=0.7 g/cm? d=0.8 g/cm® d=0.9 g/cm’? d=1g/cm?
0.004 m/s 0.73B 0.004 m/s 0.82A 0.004 m/s 0.92A 0.004 m/s 1.01A
m/s 0.83A m/s 0.93A m/s 1.03A
0.04 m/s 0.72A 0.04 m/s 0.83A 0.04 m/s 0.92A 0.04 m/s 1A
m/s 0.72B m/s 0.83B m/s 0.92B m/s 1.01A
0.4 m/s 0.72A 0.4 m/s 0.82A 0.4 m/s 0.93A 04 m/s 1.02A
m/s 0.73A m/s 0.83A m/s 0.93B m/s 1.03A
4 m/s 0.73A 4 m/s 0.83A 4 m/s 0.93A 4 m/s 1.02A

Tabla 1. Relacién de probetas grandes ensayadas (densidades comprendidas entre 0.7 y 1

g/cm3 y velocidades de ensayo entre 0.004 y 4 m/s).

d=0.7 g/cm®
0.004 m/s
m/s
0.04 m/s
m/s
0.4 m/s
m/s

0.68A

0.71A

0.72A

0.72B

0.72A

0.72B

PROBETAS PEQUENAS

d=0.9 g/cm’®

0.004 m/s 0.89A
m/s 0.91A

0.04 m/s 0.90A
m/s 0.91A

0.4 m/s 0.90A
m/s 0.91A

4 m/s 0.92A

d=1g/cm?
0.004 m/s

0.04

0.4

0.97A

0.99A

1A

1.03A

1.01A

1.02A

0.99A

Tabla 2. Relacién de probetas pequefias ensayadas (densidades comprendidas entre 0.7y 1

g/cm3 y velocidades de ensayo entre 0.004 y 4 m/s).
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4.4.1. Hiperelasticidad

En esta parte, se utilizan sélo los resultados de la velocidad méas baja, ya que
son considerados los ensayos cuasiestaticos. Se considera un caso de traccion
unidimensional, en la direccién del eje X. Se denomina X al alargamiento en

dicha direccion. Por lo tanto, los alargamientos principales son:
A=A,

A continuacién, para la obtencion de las invariantes, se exponen el gradiente

de deformacion resultante F, y el tensor de deformacion de Cauchy-Green B

1 0 0
F=|[o »v2 o ]
0o 0o A2
2 0 0
B=F-FT=[0 A1 0]
0 0 A?

Los invariantes son, por tanto:

L =tr(B)=2>+2171

1
I, = 5 [12 —tr(B%)] =172 + 24

I; = 1 (Considerado material incompresible)
Recordando las expresiones (3) y (6),

oW ow ow
— I - _ - 2
a—2<all+11612)[3] 25 [T + PL)

W= Cyelly—3)'U; = 3) (13 - 3)*

ijk=0

Para la parte hiperelastica, se consideran dos modelos para su caracterizacion:

1. Modelo Neo-Hookeano

La funcion de densidad de energia de deformacion de Neo-Hooke para un

material incompresible es:
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W ==C(; —3) (42)
Donde,
C.: Constante del material
l,: Primer invariante del tensor deformacién derecho de Cauchy-Green
I =25+ 25 + 23
Siendo A las tensiones principales.

En términos de alargamiento, la diferencia de tensiones de Cauchy para un
material hiperelastico incompresible viene dado por:

ow ow
011 — 033 = /116_/11 — 13 E7N (43)
ow aw
Oy2 — 033 = A or, A3 EYe (44)
Como se trata de un material incompresible:
W=C (A2 +25+23-3)
Al * Az . 13 = 1

Derivando respecto a los alargamientos:

ow ow
5 =2CA; =204y

W—zca
EYN aA, o

03
Bajo extension uniaxial, sabemos que:
=2
Ay =23 = 1/\/1
Por lo tanto, sustituyendo los valores de las derivadas y los alargamientos:
1
011 — 033 = 24 (AZ - Z)
0,5, — 033 = 0 (Por ser uniaxial)

Asumiendo que no hay traccion a los lados, g,, = g33 = 0:

) 1
011 = 261 (A - Z)
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Con las expresiones anteriores, se llega a la ecuacion que se ajusta a los
valores experimentales para este modelo cuasiestatico. Con ella, se obtiene el

paramtero Cy:

oty =26, (1-3) (45)

2. Modelo de Mooney-Rivlin

Por ser mas completo y no exceder su complejidad, se decide usar el modelo

Mooney-Rivlin de 3 parametros.
W = Cio(Ily = 3) + Co1(Iz = 3) + €11 (I; —3)(z — 3)
Teniendo en cuenta que los ensayos realizados son de compresion, en la

expresion (3) se tomara —P|[I] y suponiendo 1 como la direccion de carga:

e =2 aWAZ + 2 ow
T a1,

(1122 - /14) - P
Se deriva W respecto a los invariantes y sustituyendo, queda:

oty = 2[Cio + Ci1 (I — 3)]A% + 2[Coy + Cy1(I; — )] A2 —2A*) = P
= 2/12610 + 4‘AC01 + Cll[ZAZ(IZ - 3) + 4‘/1(11 - 3)] - P

Para eliminar P de esa expresion se utiliza a5, = 0.
P = 21_1610 + 21_1(12 - 3)C11 + 2(111_1 - A_Z)C()l + 2(11 - 3)(11)._1 - 1_2)611

Desarrollando las expresiones anteriores en funcién del alargamiento se llega a
la ecuacion que se ajustara con los valores experimentales de los ensayos

cuasi-estaticos. Con ella, se obtienen los 3 parametros que se buscan Cig, Co1

y C11.
0] = Z(A2 - /1‘1)610 + 24— A‘Z)C(,l + 6(/13 — -1+ 21 14212 — /1‘3)C11 (46)

Se procede a la obtencidn de las constantes hiperelasticas Cig, Co1 Y Cuy,
primero para probetas grandes, y seguido para las probetas pequeias. Se

utilizan para ellos, dos vias:

1- Ajuste por minimos cuadrados, mediante el Software MATLAB.
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2- Herramienta Curve Fitting en el software de Elementos Finitos ANSYS.
Para ellos, nos basamos en el modelo de Mooney Rivlin de 3

parametros y en el modelo de Neo-Hooke de 1 pardmetro de material.

4.4.2. Viscoelasticidad

Los materiales viscoelasticos dependen de la historia de la deformacion o de la
velocidad de deformacion, es decir, de su historia previa. Segun [Yang 200], se
puede expresar la relacion constitutiva para un material homogéneo, isétropo e
incompresible como:

oV =—P"+F(t)-Nt__ {C(D)} FT(t) (47)
siendo:
o": tensor de tensiones de Cauchy.

P": presién para un material viscoelastico.

Q: matriz funcional que describe el efecto de la historia previa de la

deformacion sobre la tension.

Una de las numerosas aproximaciones propuestas para representar la
funcional Q para soélidos es la del estudio de [Yang 2000], en el cual se
considera que se puede modelizar el comportamiento de un material

viscoelastico con deformacion finita con pocos pardmetros.
Se considera Q de la siguiente forma:
Di_o{C(@} = [, ¢Un ) m(t —DE@dr  (48)
Siendo:
E: Velocidad de deformacion: E = %(FT -F+FT.F)

m(t): funcién de relajacion decreciente con el t; en general, se suele considerar
compuesta por una serie exponencial (lamada Prony):
N
t—1

m(t—r)=Zexp(— B, )

i=1

donde 0; es el tiempo de relajacion.
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¢(7): funcion para poder minimizar el nUmero de parametros de m(t), (aqui,
N=1):

$(0) = C; + C3(1z(0) - 3)

I; es el 2° invariante de C(t); que es igual que I, del caso

hiperelastico.

Se considera que el punto inicial del tiempo es el inicio de la carga. En el
tiempo t >0 y para t < 0 la historia previa de la deformacién se ignora; con
ello, los limites de integracion pasan a ser [0,t] y para N=1, la expresion (48)

gqueda:
Qb {C(@} = [][C2 + C3 (L () — 3)] exp (— tc;:) E(D)dr (49)

Sustituyendo la ecuacion (48) en la ecuacion (46), se llega a la expresion del

modelo viscoelastico siguiente, para un material incompresible:
v v t t—t . T
0¥ = —P" + F(O) - | [;[C; + C5(1o(2) = )] exp (—=5) E@de| - FT () (50)

Teniendo en cuenta que se utilizaran resultados de ensayos de carga dinamica
uniaxial para hallar los valores de los parametros C,, C3 y C4 que caracterizan

la respuesta viscoelastica a altas velocidades de deformacion, si en (50) se
sustituye la velocidad de deformacién E;; = A1 se llega a la relacion tension-

deformacion en la direccion de carga:

oy = =P + 22 [} A[C, + C3(I(2) — 3)] exp (—% ) Adr (51)
Sabiendo que o,, = 0, se puede determinar el valor de P":

PP = =227 [ A7%[C, + C3(Iy(2) — 3)] exp (—tc;:)idr (52)
Finalmente, sustituyendo (50) en (51):

Ca

ot = 22 f A[C, + C5(Iy(t) — 3)] exp (— ! )idr +
0

+ A7 L2720y + (1 () — 3)] exp (- fc‘—: ) Adr (53)

Basicamente, la ecuacion (48) describe un comportamiento viscoelastico

analogo al modelo de Maxwell generalizado expuesto previamente (Fig. 8),
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donde el médulo no-lineal del muelle y la viscosidad n del amortiguador

dependen de la deformacion.

. E=C;+C:(I;—3)

E, G n = C,[C; + C3(1; — 3)]

Fig.12. Representacion del modelo Maxwell generalizado.

La velocidad de deformacion E es la suma de las velocidades de deformacion

del muelle y el amortiguador del modelo Maxwell generalizado:

E=Eg+E,.

En el caso estudiado, se ha tomado N=1 (48), ya que uno de los objetivos es el
formular un modelo material con el nGmero minimo de parametros a ajustar, de
una manera que no comprometa significativamente la correlaciéon con el

comportamiento de dicho material. Por lo tanto, recordando la expresion (17):

N

0(t) = Epgg + Z goEe~t/ri
i=1

Gracias a las constantes halladas en la caracterizacion hiperelastica (Co1, Cio,
C11), la parte elastica ya estaria definida. La parte viscoelastica vendria definida

por el segundo termino de esta expresion. Con ello, para N=1, y con la

ecuacion (48), se define E como:
E = CZ + C3(12 - 3)
C, es el tiempo de relajacion del modelo, siendo C, =% , donde n es la

constante viscoelastica.
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5.1. Parte hiperelastica

Este apartado se divide en dos subapartados: probetas grandes y probetas

pequeias. Dentro de estos subapartados se realizan tres tipos de ensayos:

- Ajuste por Minimos Cuadrados para Neo-Hooke.
- Ajuste por Minimos Cuadrados para Mooney-Rivlin de 3 parametros.

- Ajuste por Curve Fitting mediante ANSYS.

Se muestra una comparacion de cual de ellos es més aproximado a los datos
experimentales. Para una comparacibn mas exhaustiva de los resultados y
poder observar mejor las graficas, véase los anexos donde aparece un

resumen de todas ellas.
5.1.1. Probetas grandes

Ajuste Minimos Cuadrados

a) Neo Hooke

PROBETAS GRANDES
d=0.7 d=0.8 g/cm® d=0.9 g/cm* d=1g/cm’
g/cm®
Pa 0.73 0.82A 0.83A 0.92A 0.93A 1.01A 1.03A

Cio | 2.4421e+05 | 2.3920e+05 2.2625e+05 | 4.6515e+05 4.4623e+05 | 3.8515e+05 5.7061e+05

Tabla 3: Constante hiperelastica para probetas grandes obtenidas mediante ajuste de Minimos

Cuadrados para modelo Neo-Hooke.
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En la tabla se puede observar como el pardmetro obtenido para el modelo a
caracterizar sigue un mismo rango y signo para todos los posibles casos de las
probetas pequefas, teniendo todos ellos, el mismo exponente, siendo el valor
mas pequefio el de la densidad de 0.83 (2,26-10°> Pa) y el mayor el de la
densidad de 1.03 (5,71-10° Pa).

b) Mooney Rivlin

PROBETAS GRANDES
d=0.7 g/cm3 d=0.8 g/cm3 d=0.9 g/cm3 d=1 g/cm3
0.73B 0.82A 0.83A 0.92A 0.93A 1.01A 1.03A
Cyo (Pa) 1.21E+06 1.15E+06 5.93E+05 2.71E+06 2.65E+06 1.05E+06 2.61E+06
Cos (Pa) -5.96E+05 -5.40E+05 -1.27E+05 -1.49E+06 -1.46E+06 - -1.20E+06
2.24E+05
Cy1 (Pa) 7.66E+04 6.67E+04 1.29E+03 2.21E+05 2.17E+05 3.22E+03 1.42E+05

Tabla 4: Constantes hiperelasticas para probetas grandes obtenidas mediante ajuste de
Minimos Cuadrados para modelo Mooney-Rivlin.
Al observar estos resultados, se puede apreciar como todos ellos siguen el
mismo patrén, siendo todos ellos positivos para los valores de Cip y Cyy,

mientras que para el parametro de Cy; son de valor negativo.

También se observa como todos los valores oscilan en torno a un mismo
rango. Sin embargo, se aprecia un descenso de valores en el caso de 0.83A 'y
1.01A. Si analizamos estas excepciones, su error podria deberse al método
matematico utilizado en el ajuste. Ocurre lo mismo para el modelo de Neo

Hooke.

Se aprecia que, para los valores de C,g, a excepcion del caso 0.83A, oscilan
entre 1,05:10° y 2,71-10° Pa, siendo un rango muy pequefio, y sin seguir un

orden concreto.

Para el caso de Cy;, se observa que el rango de valores es bastante mas
amplio, entre -1,49-10° y -1,27-10° Pa. Curiosamente, para estos valores
negativos, el caso de 0.83A no se aleja tanto de los demas valores,
acercandose mucho al caso de 1.01A. Sin embargo, cabe mencionar que no

deja de ser el valor mas elevado de la serie.
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Por dltimo, los valores de C;; se observa que su variacién todavia es mayor,
siendo entre 1,29-10% y 2,21-10° Pa, siendo el menor de los casos el de 0.83A 'y
siguiéndole el también mencionado 1.01A.

Se muestran a continuacion, las comparaciones realizadas para cada densidad
y cada modelo, pudiendo observar cual de los dos se acerca mas a los

ensayos obtenidos experimentalmente:

P. Grande 0.73 g/cm?3
200000
0
20000004 05 06 07 08 1
-400000

o (Pa) -600000 7
-800000 7
-1000000 ﬁ

-1200000
-1400000
A
=== Cauchy experimental === Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 13. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta
grande de densidad 0.73 g/cm®.

P. Grande 0.82 g/cm3

200000
0
-200000 0;
-400000
-600000
-800000
-1000000
-1200000
-1400000
-1600000

o (Pa)

=== Cauchy experimental ====Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 14. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta
grande de densidad 0.82 g/cm®.
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P. Grande 0.83 g/cm3

200000
0
-200000 0;
-400000
-600000
-800000
-1000000
-1200000
-1400000
-1600000

o (Pa)

A

e Cauchy Experimental e==Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 15. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

grande de densidad 0.83 g/cm®.

P. Grande 0.92 g/cm3
500000
0 T : . : : N ‘
500000 %4 05 06 07 08 09 1 11
-1000000
o (Pa) /
-1500000 e
-2000000 /
-2500000
-3000000
A
== Cauchy experimental == Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 16. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

grande de densidad 0.92 g/cm®.
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P. Grande 0.93 g/cm3
500000
O T 1
0,5 0,6 1,1

-500000
o (Pa) -1000000
-1500000

-2000000 /
-2500000

A
e Cauchy experimental e==Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 17. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

grande de densidad 0.93 g/cm®.

P. Grande 1.01 g/cm3

O T T T T

04 05 06 07 08 03/1 11
-500000 /
-1000000 /

o (Pa) -1500000 /
-2000000 /

-2500000
-3000000
A
e Cauchy experimental e==Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 18. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta
grande de densidad 1.01 g/cma.
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P. Grande 1.03 g/cm3

500000
0
-500000 0;
-1000000
-1500000
-2000000
-2500000
-3000000
-3500000
-4000000

o (Pa)

A

=== Cauchy experimental === Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 19. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta
grande de densidad 1.03 g/cm®.

El modelo Neo-Hookeano es uno de los modelos de energia de deformacion
mas simples. Consta de un solo pardmetro y proporciona un modelo
matematicamente constituyente y fiable para el comportamiento de

deformacion no lineal de caucho.

Por otro lado, el modelo de Mooney-Rivlin, el cual consta para nuestro caso de
3 parametros de material, es en cierto modo, una mejora del modelo Neo-
Hookeano. Esto es, para ajustar mejor el modelo a los datos, Rivlin introdujo en
su formula una dependencia de la funcién de energia de deformacién para el

primer y el segundo invariante.

Todo esto mencionado se puede apreciar en las graficas mostradas
anteriormente. Si se observan estas gréficas, se puede comprobar que el
modelo de Mooney-Rivlin se ajusta muchisimo mejor que el modelo de Neo-
Hooke. Este ultimo llega en ocasiones a alejarse demasiado de la curva de los

datos experimentales.
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Curve fitting

En las siguientes tablas se exponen los resultados obtenidos para la obtencion

de parametros mediante el segundo método empleado: el Curve fitting. El

programa empleado para ello ha sido ANSYS:

a) Neo-Hooke

PROBETAS GRANDES
d=0.7 d=0.8 g/cm® d=0.9 g/cm® d=1g/cm’
g/cm®
Pa 0.73 0.82A 0.83A 0.92A 0.93A 1.01A 1.03A
Cio | 8.7392e+05 | 8.3983e+05 5.7422e+05 | 1.5855e+06  1.5930e+06 | 6.6721e+05 4.3279e+05

Tabla 5: Constante hiperelastica para probetas grandes (modelo Neo-Hooke) obtenidas

mediante Curve fitting.

Al analizar éstos resultados, se ve que, a excepciéon de la densidad 0.9, el resto

de los valores de los parametros son de valores similares y con el mismo signo

para todos ellos. Comparandolos con los obtenidos mediante el ajuste de

Minimos Cuadrados, se puede apreciar que con éste segundo método los

valores dan ligeramente mas elevados. A pesar de que en el caso de la

densidad de 0.9, el valor exponencial crece mas, la diferencia respecto a los

demas casos no es muy grande.

b) Mooney-Rivlin

PROBETAS GRANDES
d=0.7 g/cm3 d=0.8 g/cm3 d=0.9 g/cm3 d=1 g/cm3
0.73 0.82A 0.83A 0.92A 0.93A 1.01A 1.03A
Cyo (Pa) 1.37E+06 1.33E+06 6.97E05 2.91E+06 2.79E+06 1.21E+06 3.03E+06
Co: (Pa) -7.28E+05 -6.89E+05 -2.09E+05 -1,66E+06 -1.59E+06 -3.5E+05 -1.54E+06
Cy, (Pa) 1.04E+05 9.51E+04 1.58E+04 2.59E+05 2.46E+05 2.41E+04 2.08E+05

Tabla 6: Constantes hiperelésticas para probetas grandes (modelo Mooney-Rivlin) obtenidas

56

mediante Curve fitting.




Capitulo 5. Resultados y conclusiones

Para comprobar cuél de los dos métodos empleados para la obtencién de
parametros (Minimos Cuadrados mediante MATLAB y Curve fitting con
ANSYS), se expone a continuacién una grafica a modo de ejemplo para las

probetas grandes. Para el caso de probetas grandes y densidad 0.92 y 1.01:

Comparacion ANSYS-MATLAB P.G. 0.92
500000

0 T T T T T Y 1
0,5 0,6 0,7 0,8 09 # 1 1,1

04
-500000

o(Pa) -1000000 /
-1500000 /
-2000000 ¢

” 4

-2500000
A

=== Cauchy experimental ====Cauchy M-R MATLAB Cauchy M-R ANSYS

Fig. 20. Comparacion ANSYS- MATLAB para caso de probeta grande y densidad 0.92 g/cm3.

Comparacion ANSYS-MATLAB P.G. 1.01

0 T T T T T > 1
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9/1 1,1
-500000 /

-1000000

o(Pa) g
-1500000
-2000000 /
-2500000 A
e Cauchy M-R ANSYS === Cauchy experimental Cauchy M-R MATLAB

Fig. 21. Comparacién ANSYS-MATLAB para caso de probeta grande y densidad 1.01 g/cm?.

Apenas se aprecia bien en las gréficas, pero con la ayuda de las tablas se
puede comprobar como los valores obtenidos mediante ANSYS son

ligeramente mas elevados que los obtenidos mediante MATLAB, en
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comparacion con los datos experimentales que se poseen. También se
observa en las tablas como los valores coinciden en magnitud y signo. Donde

mas se nota el incremento de valor es para el parametro Cy;.

5.1.2. Probetas pequeiias

Ajuste Minimos Cuadrados:

a) Neo-Hooke

PROBETAS PEQUENAS

d=0.7g/cm® d=0.9g/cm? d=1g/cm?
Pa 0.68 0.71 0.89A 0.91A 0.97A 0.99A
Cyo | 1.5115e+05 1.6934e+05 2.7681e+05 3.4536e+05 | 3.0254e+05 4.4347e+05

Tabla 7: Constante hiperelastica para probetas pequefias obtenidas mediante ajuste de

Minimos Cuadrados para modelo Neo-Hooke.

Se observa como todos los valores son de magnitud y signo similar, siendo
valores mas elevados conforme aumenta la densidad. Se observa que el mas
elevado es el de la densidad de 0.99 (4,43-10° Pa) y el mas pequefio es para la
densidad de 0.68 (1,51-10° Pa).

b) Mooney-Rivlin

PROBETAS PEQUENAS

d=0.7 g/cm? d=0.9g/cm? d=1g/cm’
0.68A 0.71A 0.89A 0.91A 0.97A 0.99A
Cyo (Pa) 6.07E+05 7.16E+05 9.43E+05 1.4E+06 5.87E+05 1.58E+06
Co:1 (Pa) -2.75E+05 -3.35E+05 -2.56E+05 -5.87E+05 7.13E+04 -6.54E+05
C,4 (Pa) 4.19E+04 5.01E+04 1.2E+04 6.88E+04 -3.09E+04 8.39E+04

Tabla 8: Constantes hiperelasticas para probetas pequefias obtenidas mediante ajuste de

Minimos Cuadrados para modelo Mooney-Rivlin.

Al analizar estos resultados, se aprecia claramente una diferencia en cuanto a
valores para el caso de 0.97A, llegando incluso a haber una diferencia de

signos. Mas adelante se analiza si este error se repite.
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Dejando este caso aparte, se aprecia que para la constante Cyp, sus valores
oscilan entre 5,87-10° y 1,4:10° Pa, mientras que para Co; apenas varia, ya que
sus valores oscilan entre -6,54:10° y -2,56:10° Pa, siendo todos ellos de la
misma magnitud, a excepcion del caso 0.97A. Para la constante Cji;, los
valores tampoco varian notablemente, siendo éstos entre 1,2-104 y 8,39-104
Pa.

Cabe mencionar, que para el caso de las probetas pequefias, debido a un fallo
en la obtencion de los resultados experimentales, no se han podido obtener

resultados de las constantes para la densidad de 0.8g/cm?.

Al igual que para las probetas grandes, se muestran a continuacion las graficas
donde se comparan cual de los dos modelos se ajusta mejor a los datos

experimentales.

P. Pequena 0.68 g/cm3

200000

0

0,5
-200000

o (Pa) -400000

-600000 -
-800000
-1000000
A
e Cauchy experimental == Cauchy M-R Caychy Neo-Hooke

Fig. 22. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

pequefia de densidad 0.68 g/cm3.
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P. Pequefia 0.71 g/cm3

200000

0
-200000
~400000

o (Pa)
-600000

-800000 ~—7;—!5"’/

-1000000 -—
-1200000

(52}

A

e Cauchy experimental === Cauchy M-R 1,00029375

Fig. 23. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

pequefia de densidad 0.71 g/cm3.

P. Pequena 0.89 g/cm3

500000

0

0
-500000

o (Pa) -1000000

-1500000
-2000000
-2500000
A
== Cauchy experimental === Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 24. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

pequefia de densidad 0.89 glem?.
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P. Pequefia 0.91 g/cm3
O T T T T 1
0/5 0,6 0,7 0,8 0, 1 1,1

-500000

-1000000 /

o (Pa) -1500000 /

-2000000 -+

-2500000

-3000000

A
e Cauchy  e==Cauchy M-R Cauchy Neo-Hooke

Fig. 25. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

pequefia de densidad 0.91 g/cm3.

P. Pequeia 0.97 g/cm?3

500000
0
-500000
-1000000

o (Pa)
-1500000
-2000000
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Fig. 26. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

pequefia de densidad 0.97 g/cm?®.
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P. Pequefia 0.99 g/cm3
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Fig. 27. Comparativa resultados reales vs ajustes (Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) para probeta

pequefia de densidad 0.99 g/cm3.

Al igual que para las probetas grandes, se comprueba observando las gréficas

como el ajuste realizado con el modelo de Neo-Hooke se aleja bastante de los

datos experimentales, y como el de Mooney-Rivlin encaja y se acerca bastante

a lo deseado.

Por ello, para caracterizar el modelo de caucho reciclado, se elige el modelo de

Mooney-Rivlin de 3 parametros por ser el que mejor se ajusta a los datos

experimentales que se tienen.

Curve fitting:

a) Neo Hooke

PROBETAS PEQUENAS

d=0.7g/cm® d=0.9g/cm® d=1g/cm®
Pa 0.68 0.71 0.89A 0.91A 0.97A 0.99A
Cyo | 5.1704e+05 5.6107e+05 9.0608e+05 8.9022e+05 | 6.8448e+05 7.8624e+05

Tabla 9: Constante hiperelastica para probetas pequefias (modelo Neo-Hooke) obtenidas

mediante Curve fitting.
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Se ve como cucede lo mismo en este caso: los resultados obtenidos son de
magnitud y signos similares. Si se comparan con los obtenidos mediante el
ajuste de Minimos Cuadrados, se ve como son de magnitudes similares, a
excepcion de que éstos Ultimos son ligeramente mas elevados que los
obtenidos mediante el otro modelo. Ocurria lo mismo para las probetas

grandes.

Con ello, se da por validos y fiables los parametros obtenidos para el modelo

de Neo-Hooke.

b) Mooney-Rivlin

PROBETAS PEQUENAS

d=0.7 g/cm® d=0.9g/cm® d=1g/cm®

0.68A 0.71A 0.89A 0.91A 0.97A 0.99A
Cyo (Pa) 6.11E+05 5.92E+05 1.1E+06 1.42E+06 1.31E+05 1.28E+06
Co: (Pa) -2.75E+05 -2.24E+05 -3.78E+05 -5.91E+05 4.21E+05 -3.87E+05
C,1 (Pa) 3.82E+04 1.93E+04 3.02E+04 6.1E+04 -8.19E+04 9.96E+03

Tabla 10: Constantes hiperelasticas para probetas pequefas (modelo Mooney-Rivlin) obtenidas

mediante Curve fitting.

Tal y como se ha hecho con las probetas grandes, se expone a continuacion
un ejemplo para poder observar mejor la diferencia entre ambos métodos
(ANSYS Y MATLAB), y saber cual de ambos se ajusta mejor a los datos que se

poseen. Para el caso de probetas pequefias y densidad 0.89 g/cm?:
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Comparacion ANSYS-MATLAB P.P. 0.89
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0
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e Cauchy experimental === Cauchy M-R MATLAB Cauchy M-R ANSYS

Fig. 28. Comparacion ANSYS-MATLAB para caso de probeta pequefia y densidad 0.89 g/cm3.

En este caso, se aprecia notablemente como para ANSYS, sus valores se
alejan bastante de los datos experimentales, mientras que los hallados
mediante  MATLAB quedan practicamente similares. Por ello y por la
comprobacién de valores en tablas se define el método de ajuste de Minimos

Cuadrados mediante MATLAB como un método mas fiable que el del ANSYS.

Observando las tablas, se ve como todos los valores coinciden en signo y
magnitud, incluido el del caso de 0.97, en el cual se produce un cambio de
signos. Al haber obtenido los parametros mediante dos métodos diferentes y
haber obtenido el mismo fallo, podria decirse que el error viene de los datos
experimentales de los que se dispone. Para poder analizar mejor este caso, se
vuelve a exponer la tabla para las probetas pequeifias obtenidas mediante

ajuste de Minimos Cuadrados (modelo Mooney Rivlin):

64



Capitulo 5. Resultados y conclusiones

PROBETAS PEQUENAS
d=0.7 g/cm? d=0.9g/cm® d=1g/cm®
0.68A 0.71A 0.89A 0.91A 0.97A 0.99A
Cw (Pa) 6.07E+05 7.16E+05 9.43E+05 1.4E+06 5.87E+05 1.58E+06
Co: (Pa) -2.75E+05 -3.35E+05 -2.56E+05 -5.87E+05 7.13E+04 -6.54E+05
C. (Pa) 4.19E+04 5.01E+04 1.2E+04 6.88E+04 -3.09E+04 8.39E+04

Tabla 11: Constantes hiperelésticas para probetas pequefas obtenidas mediante ajuste de

Minimos Cuadrados para modelo Mooney-Rivlin.

Para todos los demas casos, viendo como son similares a los obtenidos

mediante Minimos Cuadrados, se da por validos y fiables las constantes
hiperelasticas para el modelo de Mooney Rivlin.

5.2. Parte viscoelastica

5.2.1. Probetas grandes

(Pa) 0.7 g/cm® 0.8 g/cm® 0.9 g/cm 1g/cm®
C, 1,3798E+07 1,003E+06 7,5131E+05 2,5179E+06
C; 5,858E+05 -2,8045E+05 -2,8765E+05 -1,6613E+06
Cs 0.0007 0.7003 0,6286 0,0329

Tabla 12. Constantes viscoelasticas para densidades 0.7, 0.8,09y 1 g/cm3 ajustadas para

cada curva (probetas grandes)

Si se analizan un poco estos resultados, se observa como todos coinciden en
exponente y signo excepto para el caso de la densidad de 0.7 g/cm®. Para éste

caso el valor de Cs, a pesar de dar un valor de magnitud similar a los de las

otras densidades, su signo es positivo, siendo el de los deméas negativos.
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5.2.2. Probetas pequefias

(Pa) 0.7 g/cm’ 0.9 g/cm’ 1g/cm®
C. 8.5767-10° 3.0373-10° 1.4193-10°
G -6.3112-10° -1.1968-10° -9.3064-10°
Cs 0.4599 0.0013 0.2155

Tabla 13. Constantes viscoelasticas para densidades 0.7, 0.9y 1 g/cm3 ajustadas para cada

curva (probetas pequefias).

Para el caso viscoelastico de las probetas pequefias, en cambio, se observa
como todos los resultados han dado en torno a una misma magnitud y mismo
signo, siendo positivos todos los de C, y C4, y negativos los valores de Cs. Se
aprecian variaciones en cuanto a cual es mas elevado dependiendo de qué
parametro se analice. Sin embargo, coincide que tanto para C, como para C,,

el caso mas elevado es el de la densidad de 0.7.

Al igual que para la hiperelasticidad en las probetas pequefias, no se han
podido realizar los ensayos para la densidad de 0.8 g/cm? debido a un fallo en

la obtencion de los datos experimentales.
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posibles lineas futuras

En este estudio se han obtenido resultados para las cuatro densidades dadas
(0.7, 0.8, 0.9 y 1 g/cm?®), para probetas grandes, y para tres densidades (0.7,
0.9 y 1 g/lcm®) para probetas pequefias.

Una vez se hayan obtenido las ecuaciones constitutivas del material, con sus
parametros, para todas las densidades, tanto para probetas grandes como
para pequefas, se propone utilizar dichas ecuaciones como entrada en una
simulaciébn de ensayo de caida de peso, con el fin de evaluar la correcta
caracterizacion. Dado que el objetivo es validar el modelo que se cree,
posteriormente se contrastaran los resultados obtenidos con los resultados de

los ensayos reales.
A lo largo de este estudio se han presentado varios problemas:

- Por una parte, observando las graficas que se obtienen para los
ensayos viscoelasticos (en el Anexo 2 se pueden encontrar), se observa
cémo a pesar de haber aplicado un filtro para los datos experimentales
de los que se disponia, aparece un rizado en la sefial de salida para las
velocidades méas altas de ensayo (4 m/s). Es necesario estudiar este
rizado para poder llegar a filtrarlo bien.

- A la hora de realizar el ajuste para las constantes hiperelasticas
utilizando el método de Mooney-Rivlin, se han observado desviaciones
de los valores previstos, con cambios en cuanto al signo, sin que

puedan justificarse (P_0.004_0.97). Esto puede deberse a errores
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cometidos en el propio ensayo de obtencion de datos experimentales, o
incluso en el proceso de fabricacion de las probetas.

Para el caso del ajuste viscoelastico, aparece un caso (Probetas
grandes con densidad 0.7), en el que también se produce un cambio de
signo. Debido a que el algoritmo empleado presenta una gran fiabilidad,
se considera que este fallo puede deberse mas a errores en cuanto a la
obtencién de los datos experimentales.

Han aparecido problemas a la hora de ajustar mediante la técnica del
Curve fitting de Elementos Finitos el modelo de Mooney-Rivlin para la
parte hiperelastica, tanto para las probetas grandes como las pequefas.
Debido a que no se hizo acondicionamiento mecanico en el ensayo a la
hora de obtener los datos experimentales, ha sido necesario prescindir

de los valores iniciales de los que se disponia.

Resulta necesario estudiar con mayor detalle la influencia del factor tamafio en

las ecuaciones constitutivas del modelo. Hasta el momento, no se ha

profundizado lo suficiente como para obtener teorias concluyentes al respecto.

Una linea de investigacién posterior contempla simular el ensayo de una

barrera de proteccion de motoristas con un dummy utilizando el modelo de

material corregido con la modelizacion de la maquina. Esta simulacion se

contrastard con ensayos reales. De este modo, se disefiard un material con

una composicion y densidad que satisfaga los requisitos técnicos como para

poder usarlo en los guardarrailes.
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En este estudio se ha propuesto obtener un modelo que caracterice el
comportamiento hiperelastico y viscoelastico frente a grandes deformaciones

de un caucho reciclado incompresible a altas velocidades de deformacion.

Para la respuesta hiperelastica, lo que interesa es obtener una funcion de
densidad de deformacion con una respuesta estable, precisa y que se base en
procedimientos de caracterizacion simples. Se quiere conseguir una relacion
constitutiva que posea simplicidad mateméatica y con un namero limitado de
parametros. Se han propuesto dos modelos: el Neo-Hookeano y el de Mooney-
Rivlin. Tras las debidas comprobaciones se elige el modelo de Mooney-Rivlin
de 3 parametros para caracterizar la parte hiperelastica del modelo que se

tiene.

Se observa que, a la hora de obtener unos valores que se aproximen lo
maximo posible a los datos experimentales que se tienen, se consigue mejor
respuesta utilizando el método de ajuste de Minimos Cuadrados mediante el

programa MATLAB que el de Curve fitting mediante ANSYS.

En cuanto a la caracterizacion viscoelastica, se ha utilizado el modelo
propuesto por Yang, el cual se basa en el modelo de Maxwell generalizado.
Este modelo, proporciona un mejor ajuste de los datos experimentales que
otros modelos clasicos, aunque es debido al incremento de parametros en el

ajuste. Para este estudio se ha utilizado el modelo de 3 parametros.

Posteriormente, se pretende contrastar este modelo con un ensayo de caida de
peso para poder utilizar el modelo en cualquier caso tridimensional, partiendo

del caso unidimensional del ensayo de compresion.
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