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HITZAURREA

Hell is paved with good intentions.
James Boswell

Ekuazio diferentzial arruntak sistematikoki ikasten bBagiiren fisikako ikasleentzat idatzi
da testuliburu hau. Euskal Herriko Unibertsitateko FisakaleanMetodo Matematikoak lira-
kasgaian materia hau urte askotan irakatsi ondoren, ajamkika konturatu nintzen gure esku
dauden testuliburuak, ugari eta (batzuk) oso onak izamagz direla guztiz egokiak irakas-
gaiari eman nahi nion ikuspuntu praktikoa aurrera eranoaéeli, irakasleak egindako azalpen
teorikoak laburragoak izanik, ikasleak ariketak eta peotdk ebazteko denbora ahalik eta lu-
zeena izateko. Gainera, gai honi buruz euskarazko testuliakarra, Elena Agirrek itzuli zuen
Ernesto Martinezen testua, bestelako ikasleekin erakdtatzi zen eta ez ditu aztertzen fisika-
riek ezagutu behar dituzten hainbat arlo. Horrexegatik K&tseak kopia-ariketa hutsen moduan
ulertzeko ikasle gehientsuek duten joeraren aurka ndlebaeko), ohar batzuk idaztera ausartu
nintzen, baita —haiek zenbait taldetan erabili eta haiekatsketa eta zuzenketa egin ondoren—
testu hau ere. Algebra lineal eta kalkulu diferentzialaruzko oinarrizko kontzeptuak ezagutzen
dituen edozein fisikako ikaslerentzat erabilgarria izéeke eta, seguraski, matematika edo in-
geniaritza ikasten duenari ikuspuntu berria eman lieaidkstuen zerrenda luzeari beste bat
gehitzeko ausardia barkatuko dela espero dut, baita zegmiodilematan eta atal batzuen ikus-
puntuan (ez funtsezko emaitzetan, noski) ekarpen betaeaurkituko dela ere.

Lehen helburua ikasleak kalkuluak egiteko duen gaitas@amatzea denez, fisikarientzako
testuliburuetan oso hedaturik dagoen ohitura bati jaridit: noizean behin azalpen teorikoetan
frogapen eta zehaztasun-puntu batzuk baztertu egin Biestalde, teoria laburki azaltzen den
bitartean ikasleak egin behar dituen ariketez josita dagtua. (Azken honen osotasunari kal-
terik ez egiteko, ariketen emaitzak enuntziatuan bertan@e@ranskinean bildu dira.) Gainera,
gai bakoitzaren amaieran problema batzuk daude: horretateikasitakoaz trebatzeko aukera
izango du irakurleak. Problema horietako batzuk ikusiéakn aplikazio zuzena dira, baina beste
askotan gauza berriak aztertzen dira: teoriaren hedapegak gabe geratu diren frogapenak,
hurrengo gaietan aztertuko denaren aurrerapenak, etaSavaraskotan problemetan uste baino
eduki interesgarriago aurki dezake ikasle arduratsuaki@tadenak egiteko gomendatzen diot,
haiek kontu handiz aukeratzen saiatu bainaiz. Zerrendaitzako azkenak azterketetan agertu
dira urteetan zehar. (Ikaslearen lan pertsonala aurek@tientaldiari aurre egiten laguntzeko,
ez dira jarri problemen soluzioak.) Azpimarratu behar daebiki azterketetan, kalkuluak ahal
delarik bururaino egin behar direla, baita integralak alett serieak batu ere.

Badago era honetako testu bat gaur egun idazten duenakweegikegin eta erantzun behar
dion galdera bat: zer egin behar da gero eta erabilgardadioan kalkulu sinbolikoa eta zen-
bakizkoa egiteko sistemekin? Nire ustez, txorakeria hiztsago litzateke hor daudela ahaztuta
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irakasgaia orain dela hogeita hamar urte bezala irakatiekastea; eta gauza bera izango litza-
teke gai bakoitzeko problemen artean metodo sinbolikoggeda zenbakizkoaren) bidez ebatzi
behar diren batzuk gehitzea, konputagailua, gizalegea &psr bat egin behar zaion auzoko
aspergarria, baina saihestezina, bailitzan.

Koefiziente konstanteetako ekuazio lineal homogeneoarakasdibidez, ebazpena, posible
denean, ez da 0so zaila, baina eskuz egiten bada askotasuzkmten da eta erraz egin dai-
tezke hutsak. Konputagailuz eginiko algebrak soluzio sazsmaten du oso modu erabilgarrian
(sarri askotan adierazpenik errazenak lortzeko erabder@n laguntza beharrezkoa bada ere).
Ondorioz, ez dut uste 0so egokia denik testu askotan —bekibarne— ematen zaien espa-
zioa, kasu berezi bakoitza arreta handiegiz aztertuz. Ehalekin esan nahi ekuazio horien
ebazpen-metodoak eguneko testuliburuetatik at utzi bdihela; eta ez horrelako ekuazioak es-
kuz nola ebatz daitezkeen jakitea alferrikakoa ez delakiajlbeta, bereziki, egonkortasun linea-
la ulertzeko Euler-en metodoaren oinarrizko kontzeptuakbestez menperatu behar direlako.
Testuan azaldu nahi izan dudan nire iritziaren araberajaiEango litzateke oinarrizko ideiak
eta ebazpen-metodoak laburki azaltzea, ikasleak behikaagitzan, tarteko kalkuluak egiteko
kalkulu sinbolikoa erabiltzen badu ere. Argi esan behaw,darriz, kasu sinpleenetan izan ezik
—osziladore harmonikoa ebazteko kalkulu algebraikorastema batez baliatzea+ 2 batze-
ko kalkulagailu bat erabiltzea bezain barregarria da—ktikan horrelako problemak ebazteko
konputagailuz eginiko algebra erabiltzea askoz ere gatrihgoa eta fidagarriagoa izango dela.
Beste horrenbeste esan liteke ebazpen-metodo ezagumabdistie familia askori buruz: segu-
raski horrelakoak behin laburki aztertzea ez da alferreka lizango, zeren han agertzen diren
ideiak eta teknika asko (hala nola aldagai-aldaketa efdilatzea edo simetriez baliatzea) oso
erabilgarriak izan baitaitezke beste kasu askotan, kakdglebraikorako sistemen laguntza nahi-
koa ez denean ere; baina ez dirudi bidezkoa denik azterleétkd zailtasun bakarra ekuazio
batekin erabili behar den errezeta aurkitzea izatea.

Gainera, ez dut uste «Ekuazio diferentzialak ...-en bidk=tutako liburu askotako ikus-
puntua egokiena denik. Hemen ekuazio diferentzialak ieakahi dizkiogu ikasleari eta ez nola
erabili programatxo bat, adibidez ekuazio lineal baterfik@ateak eskatzen dizkiguna: 0so erra-
za bada ere, edozein ekuazioren soluzioa eskatzeko sirdaxda asko zailagoa eta aipaturiko
programa ez du ezertarako balioko hurrengo ataletan.

Laburbilduz, matematikaren eguneroko praktikan eraleifidr dugun tresna behar-beharrez-
koa dugu kalkulu sinbolikoa. Bai klasean eta bai azterketete, horrelako sistema bat erabili
beharko luke ikasleak: askotan kalkulu erraz aspergarriematen den astia hobeto erabil lite-
ke gauza interesgarri gehiago ikasteko. Azpimarratu nabildala ere, kalkulu sinbolikoa era
zuzenean erabiltzen irakatsi egin behar zaiola ikaslaate baino errazago huts eragin baite-
zaké. Zorionez, irakasgai honetan zeregin hori errazagoarizade lorturiko emaitza askotan
modu zuzenean egiazta baitaiteke (hura aurkitzeko eia@dmlprogramaz baliatuz ere egin daite-
keen) kalkulu labur baten bidez. (Amaierako egiaztapeitaagemaitza aurkitzeko erabili den
hasierako kalkulua baino askoz arinagoa izateaz gain, @s@kigarria dela beti ikasi beharko
luke ikasleak.) Egiaztapen zuzen hau ezinezkoa deneasagreaskotan programa berbera era-
bil daiteke kasu berezietan zenbakizko soluzioa aurkitztls metodo zehatzen bidez lorturiko
emaitzarekin erkatzeko. Horrela, azken honetan egindatsak aurkitzen dira askotan edo, bes-
tela, gure kalkuluan dugun konfiantza handitu egiten daizreth bere zehaztasunaren benetako
frogapena ez den.

Ez dut esan nahi zenbakizko metodoak kalkulu zehatzak tetgako tresna lagungarriak

kus, adibidez, [41] artikulua.



Vii

baino ez direla; aitzitik, gaurko zientzia eta teknolograeguneroko praktikan ebazpen-metodo
garrantzitsuenak dira, dudarik ez. Ondorioz, eta haudnlera ere bistakoa ez denez, azterke-
ta sakona merezi dute; baina, hori hobeto egin daiteke kermakalkuluari buruzko irakasgai
batean. Hemen ekuazio diferentzial arruntak ebaztekol&ebdirenetarako sarrera bat egitera
mugatuko gara. Zorionez, integral bat kalkulu sinbolilereibidez ebazteko Risch-en algoritmoa
ezagutzea beharrezkoa ez den bezalaxe, ez da ezinbestekaizko kalkulua ondo menpera-
tzea ekuazio eta sistema diferentzialen zenbakizko sziymiogramaziorik gabe ematen duten
programa batez baliatzeko. Horrelako programaren bailaea bultzatu behar ditugu ikas-
leak, testuan agertzen diren irudiak egiazta ditzatenbidldz, oso komenigarria izaten da fase-
espazioak marraztea, 8. gaiko metodoen bidez lortutakorankiualitatiboekin konparatzeko.

Egin dudan aukera bat azaldu nahi nuke: notazio matematigmsaxoia erabiltzen dut,
adierazpen matematikoetan estandar bat, adostasunitespditen ondorioa ez bada ere, guztiz
komenigarria dela uste baitut. Bera@, 1’-en ordez 0.1’ idazten dut, ‘cosec’-en ordezsc’, eta
abar. Horrela egiteko erabaki eztabaidagarri honen arnagjusia, ikasleak ia artikulu eta testu
profesional guztietan aurkituko duen notazioa ezagutasiel da. Oso oker ez banaiz, zientzia
anglosaxoiaren ahalmen sortzaile eta eragin izugars&ere gaurko praktikan notazio uniber-
tsala da hau, hizkuntza zientifikoarekin gertatzen denlagea(Nahikoa da gogoratzea nolakoa
den kalkulagailu guztietako notazioa eta hamarrenak fieie@ koma erabiltzen duten progra-
ma ‘bertakotu’ eskasak askotan arrotzak iruditzen zaidkigrrazoi horrexegatik.) Bi notazio
erabiltzen direnean, nire ustez doiagoa dena aukeratwgehign erabiltzen dena ez bada ere:
logaritmo nepertarrdn =’ da (eta ez fog 2’) eta ‘arcsinh ’ nahiago izan dutsinh ' 2’ baino.

Halabeharrezko eskerren zerrendaren hasieran, urtesttian erabili ditudan testu bikainak
daude: onenak bibliografian aipatzen dira. Hainbat aldibgabion artean irakatsi ondoren, nire
ideia eta aurkezte-modu asko Manu Vallerekin izandakoreeten ondorioak dira eta berari
eskertu nahi diot testu honen aitzindariak ziren oharcetakbait hutsen zuzenketa. Martin Rivas
lagunari zor dizkiot, besteak beste, 8.33 eta 8.34 irudaki.bezala, Martxel Ensunzaren iritziak
0so baliagarriak izan dira zenbait hitz eta esapide eusdesma. Ohiko beste zehaztasun guztiak
—qgeratzen diren hutsak nire ezjakintasun edo nagiker@mdorio hutsak direla, eta abar— esan
gabe doaz, eta irakurle jakintsuak ulertu eta onartukeetiitaspero dut.

Leioa, 1997ko ekaina—2000ko otsaila
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1. GAIA

Oinarrizko kontzeptuak

How can it be that mathematics,
being after all a product of human thought independent of experience,
is so admirably adapted to the objects of reality?

Albert Einstein

Lehen gai honetan kontzeptu orokor batzuk ikusten diraemgio gaietan zehaztasun han-
diagoz aztertuko direnak. Hasteko, ekuazio diferentkiakr diren ikusi ondoren, lehenengo
sailkapen bat egingo dugu. Gero, soluzioak nolakoak izéezkeen aztertuko dugu eta fisikan
agertzen diren bi problema nagusien soluzioaren exissegtia bakartasunari buruzko lehen oha-
rrak egingo ditugu. Kapitulua amaitzeko, ekuazio difezexlak ebazteko metodoak sailkatuko
dira.

1.1 Ekuazio diferentzialak

Ekuazio arrunt batean,
=1 (1.1)

kasuan adibidez, ez da ezezagunaren deribaturik agefestu. honetan, horrelako ekuazio bat
finitua dela esango dugu, ekuazio diferentzialetatik desberhkontzEzezagunaren deribaturen
bat agertzen badakuazio diferentzialadugu, ordea. Ondokoa da adibide erraza:

z+yy =0. (1.2)

Hemen eta aurrerantzean, ohitura hedatuari eutsafjagaiarekiko deribatua adieraztékku-
rraz baliatuko gara:
y=2 (L.3)

T :
x-rekiko deribatuak kalkulatzen ditugunezhori aldagai independenteadela esango dugu eta
ezezagunay(kasu honetaninenpeko aldagaia (1.2) ekuazioan aldagai independente bakarra
dagoenez eta deribatua arrunta dee&mazio diferentzial arrunta dela esaten da, eta horrela-
koa da pendulu matematikoaren ekuazioa ere:

b+ % sin 6 = 0. (1.4)



2 1 Oinarrizko kontzeptuak

Azken adierazpen honetan aldagai independendeaeta, mekanikaren ohiturari jarraituz, puntu
bat erabili dugu denborarekiko (edo testuinguru zabakageealdagaiarekiko) deribatu bakoitza

adierazteko:
dx

dt
Hemendik aurrera (1.3) eta (1.5) laburdurez baliatuko ,gdeabatuaren notazio osoa noizean
behin erabiltzen badugu ere. Halaber, adibide ugari figikatrtzea ez litzateke harritzekoa izan
beharko, testu hau norentzat idatzi den kontuan hartzergoieeta, batez ere, ekuazio diferentzia-
len historiak eta erabilerek fisikarekin duten lotura egingoratzen badugu. Nahikoa da Newton-
en' ekarpenez edota ekuazio diferentzialek fisikarien tresa@matikoen artean duten zeregin
nagusiaz oroitzea.
Elkarrekintza indar-eremu newtondar baten ondorioa der@agorputzen sistemaren higi-

dura erlatiboaren Newton-en ekuazioa ere arrunta da:

T

(1.5)

d*r k
Baina kasu honetan bektoreek hiruna osagai dauzkatekeazio diferentzialen sistemabat
dugu funtsean,

d*x kx
a2 (22 + 2 + 22)%% &9
d*y ky
a2 - (22 + 42 + 22)3/2’ (1.8)
d?z kz
dt? - (22 + y2 + 22)3/2’ (1.9)

menpeko aldagaiak, y etaz direlarik.
Deribatu partzialak edukitzeak definitzen diteribatu partzialetako ekuazio diferentzia-
lak. Adibidez, Schrodinger-érekuazioan,

T,
- 1.1
ih 5 QmV W+ V(r)y, (1.10)
1 uhin-funtzioan agertzen diren aldagai independentea&tekudira:t denbora eta hiru koorde-
natu espazialak; bektorean etd7? laplacetarrean agertzen direnak.

1 |saac Newton1642ko Eguberrian (1643ko urtarrilaren 4an, egutegi giagean) jaio zen

Woolsthorpe-n (Ingalaterran) eta 1727ko martxoaren 3llmem Londres-enPhilosophiae Natura-

lis Principia Mathematical687ko maisulana, inoiz idatzi den zientzia-libururik rgatzitsuena eta
eraginkorrena da inolako dudarik gabe. Bertan mekanikata&grabitazio unibertsalaren teoriaren oi-
narriak ezarri zituen. Leibniz-ekin batera kalkulu difet®ala sortu zuerfjuxioen kalkulu izenaz.
Optikan egindako ekarpenak ere apartekoak dira: errafrdakieskopioa eta 1704kOpticksliburu eraginkorra,
batik bat. Bere izena beste testuinguru askotan ere agattzezenbakizko koadraturan, binomioaren berreturaren
garapenean eta Barrow-en arauan, adibidez. Barrow ortleziian Cambridge-bhucasian Professogisa.

2 Erwin Schrodinger (1887-08-12, Viena; 1961-01-04, Alpbach, Austria). 192@aoposatu
zuen uhin-mekanika, Heisenberg-ek 1925ean aurkeztu zagrzermekanikarekin batera mekani-
ka kuantikoaren sorrera dena. Ez zuen inoiz ere Born-enagamihageko eskolaren uhin-funtzioaren
probabilitate-interpretazioa onartu. Erradioaktilitatkristal-sareen dinamika, fisika atomikoa eta er-
latibitate orokorra ere landu zituen. 1933ko Nobel sarkaiestu zuen Dirac-ekin batera.
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Ekuazio diferentzial batenrdena bertan agertzen den deribazio-ordenarik altuena denez,
penduluaren, Newton-en eta Schrodinger-en ekuazioakrbigardenakoak dira, fisikaren oina-
rrizko ekuazio gehienak bezalaxe, baina (1.2) ekuaziganlehdenakoa da. Orobat, Maxwell2en
ekuazioek, deribatu partzialetako lehen ordenako ekuhiamentzialen sistema bat osatzen dute,
menpeko bi aldagai bektorial (edota sei aldagai eskalturgda:

V-E =4rp, V-B =0, (1.11)
OB OE
VxE =-—"  VxB = tdnl (1.12)

Schrodinger-en eta Maxwell-en ekuazioek gainezarmenaiatzipioa betetzen dute: solu-
zioen batura soluzioa da. Ikuspuntu matematikotik prepeehau ekuazioen izaeliaealean
datza: ezezagunak konbinazio linealetan agertzen dirkoetiizienteak konstanteak edo alda-
gai independenteen funtzio hutsak dira. Agertzen den gsintzioa lineala ez denez, pendulu
matematikoaren ekuazioa ez da lineala, oszilazio txikiahilkketan —osziladore harmonikora
laburtzen denean, alegia— izan ezik:

&4 w?r = 0. (1.13)
Era berean (1.6) ekuazioa ez da lineala eta gauza berazgerts

moduan idazten diren Einstein‘eekuazioekin, zeren, itxura erraza izan arren, notaziortaku
0SO izaera ez-lineala estaltzen baitu.

Ez da pentsatu behar fisikan agertzen diren ekuazio guzfieedtzialak edota finituak di-
renik. Adibidez, ezezagunak edo euren deribatuak intekuataren azpian ager daitezke, 5.12
eta 5.16 problemetan ekuazio integro-diferentzialen keaisazean ikusiko dugun bezala. Bestal-
de, 5.31 probleman ekuazio diferentzial funtzional emakeaztertzen dira: ekuazio atzeratuak,
zeinetan ezezagunak eta euren deribatuak ez diren agalttagiai independentearen balio bakar
baterako.

Hemendik aurrera ekuazio diferentzial arruntak kontsitiéwo ditugu soilik.

1.2 Soluzio motak

Hemen aztertzen diren kontzeptuak sistemetara erraz itizekdbadira ere, notazioa errazte-
ko edozeim ordenatako ekuazio bakarra kontsideratzera mugatukaatgraonetan. Horrelako
ekuazio bat beti idatz daiteke ondoko eranfuntzio egokiaren bidez:

F (x, v,y ,y(”)) =0. (1.15)

3 James Clerk Maxwell (1831-06-13, Edinburgh, Eskozia; 1879-11-05, Cambridiggalate-
rra). Saturnoko eraztunak egonkorrak izateko partikukola®satu behar zituztela aurresan zuen.
Boltzmann-ekin batera teoria zinetikoa sortu zuen. Etekagnetismoaren legeak, bere ekarpen eder
paregabea, 1873ioTreatise on Electricity and Magnetidiburuan aditzera eman zituen. Argia uhin-
fenomenoa zela aurresan zuen, eta geroago Hertz-ek lagiamrafrogatu zuen hipotesi handi hau.

4 Albert Einstein (1879-03-14, Ulm, Alemania; 1955-04-18, Princeton, AEB)05 urtean egin-
dako ekarpen bakoitzak ohorezko aipamena merezi du fisikéstorian, hauexek izan baitziren: efek-
tu fotoelektrikoa azaltzeko egin zuen argi-kuantuaretaipia (1921eko Nobel sariaren arrazoi ofi-
Ziala izan zena), higidura browndarrari buruzko bi lanalatibitate berezia sortu zuen artikulua eta
& masa eta energiaren arteko baliokidetasuna ezarri zu@@éat bero espezifikoak aztertzean egoera
solidoari buruzko teoria kuantikoaren lehen lana argitezaen. 1907an baliokidetasunaren printzipioa azaldo,zue
horrela 1916an erlatibitatearen teoria orokorraren mapgnarekin amaituko ziren lanak hasten zirela.
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Aldagai independentearen funtzio bat,

y = f(z), (1.16)
(1.15) ekuazioan ordezkatzean azken hau identitate kdnutiadd tarte batean,
Fla, f(x), f' (@), f'(@), ... f"(2)] =0, Vel (1.17)

f funtzioa (1.15) ekuazioaresoluzio esplizituadela esaten dd. delakoa soluzioaredefinizio-
tartea da.

1.1 ARIKETA Egiaztatuy = v/1 — 22 funtzioa (1.2) ekuazioaren soluzio esplizitua dela. Zein d
beraren definizio-tartea?

Ekuazio diferentzialen soluzioetan menpeko aldagaia detiaskaturik agertzen. Izan ere,
askotan errazagoa izaten slaluzio inplizitu bat aurkitzea, hau da, ekuazio finitu bat,

g9(z,y) =0, (1.18)

honako propietate hau betetzen duena: bere soluzio ésgizktiak —g (z, f(z)) = 0,Vz € [

baldintza betetzen duten = f(z) guztiak, alegia— ekuazio diferentzialaren soluzio e$pliz
tuak dira. Soluzio inplizituak erabilgarriak badira, orartl.18) ekuazioaren soluzio esplizituak
kalkulatu behar ez direlako da, zeren eta ekuazio difei@aten soluzioak direnetz ikusteko
nahiko baita, (1.18) adierazpenaren ondorioz, hurrengirtaa identikoki betetzen den ala ez

egiaztatzea:
0g/0x )
Flzy, — ... =0. 1.19
( Yy 99/0y (1.19)

Praktikan, askotan errazagoa izaten da ikustea ekuazcedikiala identitate bihurtzen dela
ekuazio finitua eta-rekiko deribatzean lortzen direnak ordezkatzen direnean

1.2 ARIKETA Egiaztatw? 432 = 1 ekuazioa—eskuineko gaia ezkerrekora eramanez (1.18) eran
idazten dena— (1.2) ekuazioaren soluzio inplizitua deteagkatuy egiaztapena egiteko.

Hala eta guztiz ere, kalkulatu beharrik ez badago ere, JBRiBazioak gutxienez soluzio bat
eduki behar du, bestetmluzio formalaizango bailitzateke.

1.3 ARIKETA Egiaztatuz? + y?> = —1 funtzioa (1.2) ekuazioaren soluzio formala dela, soluzio
konplexurik onartzen ez badugu behintzat.

Sarritan ekuazio finituen soluzio parametrikoak espl&itbaino errazago lortzen direnez,
ez da harritzekoa ekuazio diferentzialetan ere horrelak@zmak erabilgarriak izatea. Parametro
baten bi funtzio =« = f(¢) etay = ¢(t)— soluzio parametrikoa direla esaten da ekuazio
diferentziala identitate bilakatzen badutgarametroaren tarte batean zehar:

F(ﬂﬂg@%?%wn>:0 (1.20)

1.4 ARIKETA Egiaztatur = cost, y = sint adierazpenek (1.2) ekuazioaren soluzio parametriko
bat osatzen dutela.
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1.3 Soluzioaren existentzia

Soluziorik gabeko ekuazio diferentzialak aurkitzea ez @iéaz nahikoa dgy’)> +1 = 0
ekuazio diferentzialaky? + 1 = 0 ekuazio finituak bezalaxe, ez duela soluzio errealik ikus-
tea. Praktikan, ordea, ekuazio diferentzialek soluzioriud@uzkate. Berezikisoluzio-familia
parametrikoak askotan agertzen dira. Horrelako familia baten adierazgemldagai indepen-
dentearekiko konstanteak diren parametroak daude, paahwien balioen aukera bakoitzeko
ekuazioaren soluzio bat lortzeko moduan. Familia bera spézéua, inplizitua zein parame-
trikoa izan daiteke, dauzkan soluzioen izaeraren araljBea. badaude soluzio parametrikoen
familia parametrikoak!)

1.5 ARIKETA Egiaztatu ondoko adierazpenek (1.2) ekuazioaren sofanilia parametriko bana
definitzen dutela:

y=+C?— 12 (1.21)
y=—C2— a2, (1.22)
a? +y? =2 (1.23)
x = Ccost, y=Csint. (1.24)

Zein motatakoa da bakoitza?

Definizioz,n ordenako ekuazio diferentzial batseoluzio orokorra n parametro independen-
te dauzkan soluzio-familia da. Adibidez, aurreko arikekasi ditugun soluzio guztiak orokorrak
dira, lehen ordenako ekuazio baten soluzio-familia izg@kametro bana daukatelako. Ariketa
berak frogatzen du soluzio orokorra ez dela bakarra hatabeh Argi dago, beraz, soluzio oro-
korra ez dela beti soluzio guztien multzoa. (Baina, ikusikgunez, egia da ekuazioeal baten
soluzio orokorrean soluzio guztiak daudela.)

1.6 ARIKETA Frogaezazy?® — 3zy = 2C ondoko ekuazioaren soluzio orokor inplizitua dela:
Y+ (a: — y2) y = 0. (1.25)
Aurki al dezakezu dagokion soluzio orokor esplizitua?

Soluzio-familia baten parametroen balioen aukera baékdtgoluzio partikular bat lortzen
da. Adibidez, 1.5 ariketako (1.21), (1.23) eta (1.24) solazokorretanC' = 1 eginez, lehenago
ariketa batzuetan aztertu ditugun soluzio partikularedkdskuratzen dira. Soluzio orokor batean
ez dauden soluzioakijngularrak dira. Kontzeptu erlatiboa da hau: soluzio orokor bat aukera
gero, bere parametroei balio egoKigknanez, beste soluzioren bat lortzea ezinezkoa bada, azken
hau singularra dela esango dugu.

1.7 ARIKETA Egiaztatu

y=Clx—C) (1.26)
ondoko ekuazioaren soluzio orokorra dela:
()" —ay' +y=0. (1.27)
Hurrengo soluzioen artean,
y = 0, (1.28)
y = x—1, (1.29)
y = %2, (1.30)

zeintzuk dira partikularrak eta zeintzuk singularrak?

50ro har, hautazk@ parametro bate’ — +oo limitea ere erabil daiteke. 1zan er€;ren ordezD = 1/C
parametro berria erabiliZ) = 0 egitearen berdina da limite hori.
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1.4 Soluzioaren bakartasuna

Aurreko atalean ikusi dugunez, ekuazio diferentzialekninfisoluzio dauzkate gehienetan.
Ondorioz, bakoitzean aztertu nahi dugun problema fisik&kketnari dagokion soluzioa zehaz-
teko metodo baten beharrean gaude. Bestela esanda, peobedago ondo ezarrita, oro har,
ekuazio diferentziala ezagutze hutsarekin: bestelakonmizioa behar da. Erraz asma daitekee-
nez, behar diren datu (baldintza) osagarrien kopurua ieotuakorrean agertzen diren hautazko
konstanteen kopuruaren berdina —eta, beraz, ekuazioetenaren berdina— izango da gehie-
netan.

Datu osagarri horiek ematekastapen-baldintzen problemabat —Cauchy-ren problema
izenaz ere ezagutzen dena— planteatzen da askotan. Hoekalakekuazioaren ordemaba-
da, aldagai independentearen= z, balio bat aukeratu ondoren, menpeko aldagaiak eta bere
n — 1 lehen deribatuek puntu horretan dituzten balioak ematenglic,), v'(zo), - - .,y (o).
Adibidez, berehala egiaztatzen da

) —ay +y=0, y(0)=-1 (1.31)

hastapen-baldintzen problemgk= +xz — 1 soluzioak onartzen dituela, soluzio orokorrean
C = =+1 aukeratuz ikusten den bezala. Azpimarratu behar da, qfestebaldintzar = x,
puntuan ezartzen bada ere, ez dagoela inolako oztoporkaatz (hotsy < z, balioetarako)
integratzeko.

1.8 ARIKETA Frogaezazu
(y)’ —ay' +y=0, y(0)=0 (1.32)

problemak ere bi soluzio onartzen dituela, bajfig) = 1 aukerarekin ez dagoela inolako soluzio
errealik.

Adibide honek argi erakusten du hastapen-baldintzek ezt beti existentzia eta bakar-
tasuna bermatzen. Aztertutako ekuazio diferentzialedenar altueneko deribatuaren karratua
agertzean datzala oztopoaren arrazoia erraz (eta ongd daiteke. Horregatik, ekuazioddr-
ma normalean —hau da, ordena altueneko deribatua askatuta— idatzikgywliorain. Kasu
honetan,

Y = flz,y), y(xo) =wo (1.33)

problemaren soluzioaren existentzia eta bakartasunatdeggertatzen diren nolabait ulertzeko,
hasierakar = z, puntuaren inguruko Taylor-en garapenaren bidez soluzakizen saiatuko
gara:

y(x) = y(xo) + ' (z0)(x — 20) + -+ - + %y(n)(l’o)(ﬂ? —x0)" + (1.34)

Seriearen lehen koefizientegzy) = y, hastapen-baldintzak berak ematen digu. Beste koefi-
zienteak hastapen-baldintza, ekuazio diferentziala starahonen deribatuak erabiliz kalkula
daitezke hurrenez hurren:

y/(ﬂ?o) = f(z0, %), (1.35)

0 0
y'(zg) = 6—£(~’U0, Yo) + a—£($07yo)f(3707yo)a (1.36)
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Jakina, prozedura eraikitzaile honek existentzia etaakana bermatzeko, garapenaren exis-
tentzia eta konbergentzia betetzeko baldintza matenekikehar dira. Cauchy-ren beraren lanari
jarraituz, Peano%frogatu zuen existentzia izateko nahikoa dg(a, y) funtzioaren jarraitasuna,
baina hurrengo ariketak erakusten duenez baldintza hata @mhikoa bakartasuna bermatzeko.
Horrexegatik existentzia eta bakartasunaren teoremaiagekarri behar dira testuinguruaren
arabera.

1.9 ARIKETA Frogaezazy = 0 eta

0, baldinz < 0,
_ 3/2
4 (%x) . baldinz >0 (1.37)

ondoko problemaren bi soluzio desberdin direla:
y =y, y0)=0. (1.38)

Zein izan daitekeen bakartasunaren ezaren zergatia?

Baldintza osagarriak ez dira beti ematen puntu bakar batddagai independentearen balio
desberdinetarako ematen direneamngalde-baldintzen problemabat planteatu dela esaten da.
Ezer baino lehenago, horrelako problemak hastapen-hadsiak baino askoz ere zailagoak iza-
ten direla, oro har, esan dezakegu. (Esaterako, sistenméilkatan energiaren balio gehieneta-
rako mugalde-baldintzen problema baten soluziorik ezesgda preseski aipaturiko magnitudea
kuantizaturik agertzeko arrazoia.) Adibide erraz argidzat aztertzera mugatuko gara hemen.

1.10 ARIKETA Dimentsio gabeko aldagai egokiak erabiliz honela idazteosziladore harmoniko
klasikoa:
vy +y=0. (1.39)

Egiaztatu soluzio orokorra = Acosxz + Bsinx dela, eta, 3. gaian frogatuko dugunez, soluzio
guztiak horiek direla erabiliz, ondorioztatu ondoko muigaproblemetako lehenak soluzio bakarra
badu ere, bigarrenak ez duela bat ere ez, eta hirugarreardimituak direla:

™
y(0) = 1, y (5) — 2, (1.40)
y(0) = 1, y(m) =2, (1.41)
y(0) = 0, y(m)=0. (1.42)

1.5 Ebazpen-metodoak

Testu honen zati handi batean ekuazio diferentzialen malkaurkitzeko metodoak aztertu-
ko dira. Oro harmetodo zehatzbat nahiago genuke, soluzioaren adierazpen analitikatzeha
emateko modukoa hain zuzen. Baina, ekuazio finituekin ¢¢gialekin gertatzen den bezalaxe,
ekuazio diferentzialen mota apur batzuk bakarrik (beregikazio linealak) ebatz daitezke me-
todo zehatzen bidez. Ekuazio diferentzialen teoriarespkututik, problema bat ebatzita dago

6 Giuseppe Pean1858-08-27, Cuneo, Piemonte; 1932-04-20, Turin, lta@juzioen existen-
tziaren teoremaz gain, ezagunak dira zenbaki naturalakzomtdoriaren bidez definitzeko Peano-ren
axiomak eta karratu baten barrua osorik betetzen ditudvekuiFrege-rekin batera logika matemati-
koaren sortzailea da eta zehaztasun matematikoari eniategarrantziagatik nabarmentzen zen.
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koadraturetara laburtu bada, hau da, soluzioaren forma lortu bada, nahiz eta ba&ldagai in-
dependentearen menpeko funtzioen integralak agertuaBaiez gomendatzen diogu irakurleari
integral guztiak ebazten saiatzeko, testu honetako aslitial ariketetan agertzen diren integral
gehienak, praktikan askotan aurkitzen direnak ez beZzatzgarriak dira eta.

Bestalde, ekuazio diferentzialen soluzioak adieraztefkmt@anfuntzio bereziak —hau da,
sinu hiperbolikoa, esponentziala edo arku tangenteadlazainarrizko funtzioak ez direnak—
erabili behar dira. I1zan ere, funtzio berezien definiziaurat askotan ekuazio diferentzial baten
soluzioa izatean oinarritzen da. Kalkulu sinbolikoa dgitsistemen garapenari esker, metodo
zehatz ezagunak (eta hain ezagunak edo eskuz egitekdqoadkéiz direnak ere) erabiltzea askoz
errazagoa da gaur egunean.

Metodo zehatzen bidez ebatz daitezkeen ekuazioen kopuak uretodo hurbilduak era-
biltzera behartzen gaitu sarritan. Metodo hurbilduak a@rdtaletan sailka daitezke. Aparteko
garrantzia badute ere, maila honetako testu batean osoigusiko dugumetodo hurbildu
analitikoei buruz.Metodo grafikoak, zenbait ekuazio diferentzialen propietate kualitataz:
tertzeko guztiz erabilgarriak izanda ere, soluzio hudmakllortzerakoazenbakizko metodoek
ordezkatu dituzte. Azken hauek dira zientzialariek etanitedriek praktikan gehien erabiltzen
dituztenak, ordenagailuen hedapenari esker.

Orain arte aipatu ditugun metodo guztlakantitatiboak izan dira, haien bidez soluzioa erai-
kitzen (era hurbilduan bada ere) saiatzen baitetodo kualitatiboetan sistemaren informazio
adierazgarria lortu nahi da. Adibidez, askotan aldagapethdentearen — +oo limitean sis-
temak duen portaera kalkulatu nahi dugu, batez ere aldegtéuportaera asintotiko hori erraza
dela dakigunean eta horra heltzera pasatu behar den @ontagankorra —askotan hain erraz
kalkulatzen ez dena— zein den ez bada hain garrantzikoaadddtualitatiboak 8. gaian azter-
tuko ditugu.

Ezin dugu gai hau amaitu fisikari batentzat ebazpen-metoeaabilgarriena fisikari buruz
daukan ezaguera dela gogoratu gabe. 1zan ere, fisikakcaikdzg ikasitako kontzeptu eta tek-
nika asko —bereziki simetriak eta dagozkien kontserblegeak— o0so lagungarriak izaten dira
fisikan aurkitzen diren ekuazio diferentzialak ebazteko leehintztat errazteko.

Adibide moduan, pendulu matematikoa ebazten saiatuko gara

b+ %sin@ —0. (1.43)
Problemak ebazteko dagoen teknika emankorrenetarikorbhbilteen da maiz kasu honetan:
hurbilketa bat egiten da (1.43) ekuazioan. Izan ere, @bk sin ) ~ 0 izateko bezain txi-
kiak badira, osziladore harmonikoa berreskuratzen duguelauazio lineal honen soluzioa oso
ezaguna da (ikus 1.3 problema).

Ekuazioaren soluzio zehatza aurkitu nahi badugu, sistemzé&rbakor unidimentsionala de-

la erabiliko dugu koadraturetara laburtzeko. Hastekogaenekanikoaren kontserbazio-legeaz
baliatuko gardehen integral bat lortzeko. (Lehen integralak 3.4.5 atalean aztertuka i

1.11 ARIKETA Biderkatu (1.43) ekuazioa/20 magnitudearekin eta integratu emaitza, energia
mekaniko kontserbatuaanplitudearen funtzioan lortzeko.

Ondoko teknika mekanikatik ezaguna dugu eta, 2.5 atalesiki dugunezaldagaien ba-
nantzearen metodoarerkasu berezi bat da.



1.5 Ebazpen-metodoak

1.12 ARIKETA Froga ezazu 1.11 ariketaren emaitza

6
d
/ 2 - ﬁ (t—to) (L.44)
0 9, /sin2 & sin? b
VIR 2

moduan idatz daitekeela pendulua gorantz doangaaidiunean pendulua minimotik pasatu bada:
0 (to) = 0.

Ezin kalkula daiteke azken integrala oinarrizko funtzib&tez: funtzioa bereziak behar dira
Izan ere, D.8 ataleko integral eliptikoez baliatuz errdkiia daiteke.

1.13 ARIKETA Erabilisin(¢/2) = sin(«/2) sin v aldagai-aldaketa, penduluaren soluzio inplizitua

0
" S11 5 « g -
arcsin <sin > ) \ 2] ; (t—to). (1.45)

dela frogatzeko. Zein da soluzio esplizitua?

F
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1.6 Problemak

1.1 Partikula puntual bat jariakin batean jausten ari da etauskadura abiaduraren propor-
tzionala da. ldatzi eta sailkatu higidura-ekuazioa. Zatageen da marruskadura abiaduraren
karratuaren proportzionala bada?
1.2 Egiaztatuy? — 2y = 2> — x — 1 ondoko ekuazioaren soluzioa denetz:
2 = 2z — 1.
y—1

Erantzuna baiezkoa bada, aurkitu soluzioaren definiziedaa

1.3 Osziladore harmonikoa Froga ezazu
i+wlr=0
osziladore linealak ondoko adierazpen guztiak onartzereldi soluzio orokortzat:

= (] coswt + (s sin wt,
_ Dl eiwt 4 D2 efiwt’
= Acos(wt+ ),

= Acos|w(t —to)].

B R 8 R
I

Elkarren baliokideak dira? Ezagutzen al duzu beste aghersen bat zerrenda horri gehitzeko?

1.4 Zeintzuk dira (1.2) ekuazioaren (1.21) eta (1.22) soluzefinizio-tarteak? Soluzioa al da

Ve =22, <0,
Y=\ V=2, 220

funtzioa?

1.5 22 + Cy? = 1 adierazpena

y = Y
2 —1
ekuazioaren soluzio inplizitua al da?
1.6 Egiaztatu
1—Ce*>
Y=9"Co
14 Ce?r

funtzioay’ = y? — 1 ekuazioaren soluzio orokorra dela. Ikuskapena erabiliohizo erraz
zuzenean aurkitzeko eta eztabaidatu soluzio singulairaketz.

1.7 Egiaztatu
zy' =y
ekuazioaren soluziorok y(0) = 0 hastapen-baldintza betetzen duela. Zergatik ez da betetze

bakartasuna?
] 0, <0,
y= x, ©>0

funtzioa hastapen-baldintzen problema horren soluzidaal
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1.8 Froga ezazu
vy =2y,  y(0)=0,
problemaren soluzioen artean= 22 funtzioa eta ondoko guztiak daudela:

0, r<C,
y_{(x—(J)z, >c, @20

1.9 Ontzi hutsa Hondoan zulo txikia duen ontzi huts bat erakusten badjg#® jakin deza-
kegu noiz zegoen beterik, noski. Frogatu ez ezagutze histiegzia eta bakartasunaren teorema
ez betetzearen ondorioa dela.

Oharra: Gogoratu urarerh altuera Torricelli-reh legeakk parametro konstante baten bidez
emandakoa dela:

dh
= = _kVh.
dt vh

1.10 Penduluaren periodoa Erabili 1.13 ariketa penduluaren periodoa kalkulatzeRaratu
emaitzax anplitudearen laugarren ordenaraino.

7 Evangelista Torricelli (1608-10-15, Faenza, Romafa; 1647-10-25, Florentziakafas.
Galileo-ren idazkaria zen eta garrantzizko hutsa lehemesgrtu eta mantendu zuena. Barometroaren
printzipioa aurkitu zuen eta beste ekarpen batzuk egiezitnatematikan, partikularen mekanikan eta
w.. hidrodinamikan, bere izena daraman legea barne.
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1 Oinarrizko kontzeptuak




2. GAIA

Lehen ordenako ekuazioak

In order to solve this differential equation
you look at it till a solution occurs to you.
George Polya

Lehen ordenako ekuazio diferentzialen propietate nagutsia gai honetako aztergaia. Kasu
hau «a priori» errazena denez, 0so egokia gertatzen dant@azi@ kontzeptuak lehenengoz
ikusteko (edo, kasu batzuetan, lantzeko), hurrengo gaietduinguru orokorragoetan aztertzen
badira ere. Era berean, ebazpen-metodo ezagunenak ikliisteAzpimarratu behar da metodo
hauen erabilgarritasuna gai guztietara hedatzen dela peaktikan ordena altuagoko ekuazio
eta sistemen ebazpena lehen ordenako ekuazioen ebazladetzen baita askotan, ekuazio eta
sistema linealen salbuespen garrantzitsua kontuan harizkadugu bederen.

2.1 Esangura geometrikoa

Lehen ordenako ekuazio diferentzialen azterketa nortbaitasteko, euren esangura geome-
triko erraza ikusiko dugu.

2.1.1 Kurba-familia uniparametrikoa

Ezaguna denezy(x,y) = 0 ekuazio finituak kurba bat definitzen du, y) planoan. Adi-
bidez,z? + y* = 1 ekuazioak £*> + y*> — 1 = 0 era baliokidean ere idazten denak) jatorrian
zentraturiko unitate-zirkunferentzia deskribatzen durb& bakarra izan beharrean kurba-familia
uniparametrikoa badugu,

p(z,y,C) =0 (2.1)

egiturakoa izango da bere ekuazioa eta parametroarei#deieoC' balio bakoitzeko familiaren
kurba bat lortzen da. Esaterako, jatorrian zentraturikaurniferentzien familiaren ekuazioa

w?+yt =02 (2.2)
da,C parametroa zirkunferentziaren erradioa izadikX 0 balioetarako).

13
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Familiaren ekuazioa eta bere deribatua,

o(r,y,C) = 0, (2.3)
i

Op
- - "= 2.4
p (z,y,C) + By (x,y,C)y 0, (2.4)

erabilizC parametroa ezabatzen badufgumiliaren ekuazio diferentziala lortzen dugu, hau da,
F(r,y,y)=0 (2.5)

motako adierazpen bat, deribatuaren esanahi geometeikoadorioz puntu bakoitzaren eta ber-
tatik pasatzen diren kurben malden arteko erlazioa adesraiuena.

2.1 ARIKETA Deribatu (2.2) ekuazioa, jatorrian zentraturiko zirkuefgzien familiaren ekuazio
diferentziala hauxe dela ikusteko:

x+yy =0. (2.6)

Jakina, beste kasu askotan deribatuaz gain hasierakoieKunaia ere erabili beharko da
ekuazio diferentziala lortzeko.

2.2 ARIKETA Zentroaabszisa-ardatzean izanik unitate-erradioa dirtaimferentzien ekuazio di-
ferentziala aurkitu. Ba al dago soluzio singularrik?

Eraikuntzagatik (2.1) funtzioek (2.5) ekuazioaren safzimilia uniparametriko bat —hau
da, ekuazioaren ordena lehena denez, soluzio orokor baatzepsdute. Jakina, deribatzean@ta
kentzean bestelako soluzio orokorrak eta singularrak szah daitezke ekuazio diferentzialean.
(2.1) ekuazioak definituriko familiaren soluzio partikutekoitzakurba integral baten ekuazioa
da. Aurreko adibideetan zirkunferentzia bakoitza kurtbegral bat da eta bere ekuazioa soluzio
partikular bat.

2.1.2 Kurba-kongruentzia

Badago garrantzi handiko kasu bat: familiaren kurbek eateadlkar ebakitzen —hau da,
eremu baten barruko puntu bakoitzetik familiaren kurbaeasoilik bat igarotzen bada— fami-
lia kongruentzia bat dela esaten da. Kasu honetan, puntu bakoitzari bepasétzen den kurba
bakarra dagokio eta, ondorioz, kurba hori zehazten dueampetroaren balioa. Beraz, (2.1) fa-
miliaren ekuaziotik posible da, printzipioz behintzatrgraetroa askatzda, y) puntu bakoitzari
dagokionC balioa kalkulatzeko eta familiaren ekuazioa honela idaxte

u(z,y) = C. (2.7)

Adibidez, 2.1 ariketako zirkunferentzien familia kongntea bat da eta, izatez, (2.2) ekuazioan
parametroa askaturik idatzi dugu.

2.3 ARIKETA 2.2 ariketan ikusitako kurba-familia kongruentzia al da?
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2.1 ariketan ikusi dugun bezala, kongruentzien kasuarazéaren deribatua kalkulatzean
dagokion ekuazio diferentziala zuzenean lortzen da, petraia desagertu egiten baita:

ou ou
- "— 0. 2.
e (z,y) + o (,y)y =0 (2.8)

Ekuazio haulx diferentzialarekin biderkaturiforma simetrikoa lortzen dugu,
P(z,y)dx + Q(x,y)dy =0, (2.9)
P = 0u/0x eta@) = 0u/0dy izanik. (2.6) ekuazioaren kasuan, forma simetrikoa
rxdr+ydy =0 (2.10)

da.
Ikusiko dugunez, forma simetrikoa erabilgarria da batebaina maizago agertuko zaigu
forma normala, ordena altueneko deribatua askatuz lortzen dena:

y = f(z,y). (2.11)
Bi forma hauen arteko erlazioa bistakoa da:
ou/0x P(z,y)
r,y) = — = — ) 2.12
fz:9) ou/dy Q(z,y) (212)

(2.6) adibidearen kasuan, hauxe dugu forma normala:

y =2 (2.13)
y

y'=tan a=f(z,y)

u(z,y)=Cy

2.1 IRUDIA Kurba-kongruentzia, deribatua eta tangenteanalda.

Forma normalak ekuazio diferentzialaren interpretazitaizza ematen digu, 2.1 irudian era-
kusten dena(x, y) puntutik igarotzen den kurba integralak bertan duen tategeeny’ = tan «
malda ematen du ekuazio diferentzialak. Puntu bakoitketika integral bakarra pasatzen da eta
azken honekiko tangenteak norabide bat definitzen du. B&dZ) ekuazio diferentzialak pun-
tu bakoitzari dagokion norabide bat adierazten du eta, idefieremuko puntu guztiak kontuan
harturik,norabide-eremubat definitzen du.
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2.2 IRUDIA Kongruentzia eta norabide-eremua.

2.2 EXxistentzia eta bakartasunaren teorema

Forma normalean idatziriko ekuazioen eta kongruentziegkarerlazioa bana-banakoa da
euren definizio-eremuaexistentzia eta bakartasunaren teoremalezarritako baldintza mate-
matikoak betetzen badira.

Hemen frogatu gabe aipatzen dugun teorema horren aldaewnskinean frogatzen dena
baino ahulagoa da, baina askotan erabilgarriagoa, betmtra nahikoak, erabil daitezkeen beste
batzuk baino hertsiagoak izan arren, praktikan errazagagzeko modukoak dira eta.

2.1 TEOREMA (Existentzia eta bakartasuna) Eremu bateary funtzioa eta) f /0y deribatua
jarraituak badira,

y/ - f(:zc,y), (214)
y(®o) = wo (2.15)

hastapen-baldintzen problemak soluzio bat eta soilik lsatkd eremu horretakér,, yo) hasta-
pen-baldintza bakoitzeko.

Emaitza honen arabera, kurba integralen multzoa kongrizestd, jarraitasun-baldintza egoki
bat (hemengoa edota A eranskinean ikusiko dugun ahulagtetgbn bada. (Erregulartasunaren
beharra 1.9 ariketan aurreikusi genuen.)

2.3 IRUDIA Abszisa-ardatza ukitzen duten zirkunfererkzia

Zentroa ordenatu-ardatzean dagoela abzisa-ardatzemkitzen 2.3 irudiko zirkunferentziak
erabiliko ditugu adibide moduan.
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2.4 ARIKETA Froga ezazu zirkunferentzia horien ekuazioa hauxe dela:

2zy
y = ot (2.16)

Jatorritik infinitu soluzio pasatzen dira, baina honek eexigtentzia eta bakartasunaren teo-
rema gezurtatzen, bertan ekuazio diferentzialak singadan bat baitauka. Jarraitasuna baldintza
nahikoa baina ez beharrezkoa izanjks +x erdikarietan beste singulartasun batzuk egoteak ez
du bakartasuna debekatzen. 1zan ere, honek adieraztea duemtagoa da: bertan tangentea
bertikala dela hain zuzen.

2.3 Ekuazio zehatzak

2.1 atalean ikusi genuenez,z, y) = C kurba-kongruentziaren ekuazio diferentziala kalku-
latzean bere forma simetrikoa lortzen da,

du = P(z,y)dzx 4+ Q(z,y) dy = 0, (2.17)
definizio hauen bidez:
ou
P = — 2.18
ax7 ( )
Q = % (2.19)
dy

Funtzio baten diferentzialaren moduan lorturiko horrelakuazio bazehatzada definizioz eta
(2.18)—(2.19) baldintzak betetzen ditu.
Schwarz-en teoremaren arabera, funtzio erreguladeribatu gurutzatuak berdinak dira eta,
hortaz,
or  0Q
oy  Ox
betetzen da ekuazio diferentzial zehatz guztientzat. €kajroinarrizko emaitza honen alderan-
tzizkoa ere egiazkoa da.

(2.20)

2.2 TEOREMA P(z,y)dx + Q(z,y) dy = 0 ekuazio diferentziala zehatza da baldin eta soilik
baldin (2.20) baldintza betetzen bada.

Teorema honen frogapena interesgarria da eraikitzailkaeta, beraz, (2.20) baldintza
betetzen duten ekuazioak ebazteko metodoa ematen dudatez,u(z, y) funtzioa eraikitzeko
(2.18) adierazpena-rekiko integratuko dugu:

xT

u(z,y) E/x P(v,y)dv+ h(y). (2.22)

0

!Fisikan egin ohi den moduan, funtzio te&tegularra izango da, berak (eta bere deribatuek) «erregular» kali-
fikatzailea agertzen den enuntziatua bermatzeko jaruaithaldintzak betetzen baditu. Ohitura honek, oso zehatza
ez bada ere, enuntziatu matematikoak arintzen ditu, ézabitituzten funtzioen diferentziagarritasun-klasdeze
tea saihesten du eta. Praktikan, aipaturiko baldintzarbeti@ak betetzen dira (are gehiago, funtzioak analitikoa
izaten dira) puntu (edo leku geometriko) batzuetan izak. €intusingular horiek, hala ere, garrantzi handikoak
izaten dira fisikan (bertan dago, adibidez, eremu elekdtiistrik errazena sortzen duen karga puntuala) eta mate-
matikan (funtzio analitikoen teorian batik bat). Zenbainhfu singularren propietateak kontuan hartzekoak izango
dira 6. gaian.
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Hemen, zehaztuko gabekdy) funtzioa ez da:-ren menpekoa. (2.19) baldintza betetzeko, on-
dokoa ere bete beharko da:

= QP ,
Q) = [ Go(w.)dv R () 2.22)
Baina (2.20) hipotesia erabiltzen badugu, honela idazieawélen hau:
* Q) / /
Qa.y) = [ @y do+H(y) = Qavy) — Qany) + K (). (2:29)
Adierazpen honetatik aldagaia ezabatu ondorgfrekiko integrala eginez zera dugu:
Y
W(y) = Qaoy) < hiy) = / Q(xo, v) dv + D. (2.24)
Yo

HemenD hautazko integrazio-konstantea da. Azken emaitza (2 @gyazpenean ordezkatuz,
ekuazio zehatzaren soluzio orokotia, y) = C kongruentziaren ekuazioa izango da, edo, adie-
razpen formalagoa nahiago bada,

/; P(v,y)dv+ /y Q(z0,v) dv = C, (2.25)

0 Yo
hautazko konstantearen berdefinizio nabaria egin ondoren.

Ez diogu irakurleari gomendatzen adierazpen hau erakdtekuazio zehatzak ebaztean, hau
egiteko metodorik onena hauxe baita: definizioa gogordtiagai batekiko integrala egin, bes-
tearekiko deribatu, eta integratu berriro.

Baina, adierazpen hori interesgarria da kalkulu bektetilalezagutzen dugun emaitza oro-
korraren kasu berezia delako. Eremu eskalar baten paténizi = —u funtzioa dela ematen
badugu, lerro ekipotentzialen multzea= C edotal = —C kurba-kongruentzia da eta kon-
gruentziarenlV = —du = 0 ekuazioak potentziala lerro ekipotentzialetan zehar teariea dela
adierazten du, baita dagokion

E=-VV=Pi+Qj (2.26)
eremu bektoriala aipaturiko lerroen ortogonala dela pgottietan ereE - dr = P dx+ Q dy =
—dV = 0. Gainera, testuinguru honetan (2.20) baldintzak eremtobelka kontserbakorra dela
adierazten duV x E = 0. Dakigunez, horrelako kasu batean potentziala lerraggnatebaten
bidez berreskuratzen da:

) (z.y)
Vi(z,y) = V(zo, %) —/ E - dr =V (zo,yo) —/( (Pdz+Qdy). (2.27)

(z0,90) 0,Y0)
Integrazio-bidea edonolakoa da, noski; baing yo)—(zo, v) eta(zo, y)—(x, y) segmentuek osa-
turikoa aukeratzen badugu, (2.27) lerro ekipotentziakeraeioa (2.25) adierazpenak emandakoa
dela ikusten dugu.

Adibide moduan, azter dezagun

(z,y

rxdr+ydy =0 (2.28)

ekuazioa. Neke handirik gabe ikusten da zehatza deldetdferentzialaren koefizientea
rekiko integralaku = 1/2z* + h(y) ematen du. Azken hayrrekiko deribatu ondorefiy-ren
koefizientearekin berdinduZ (y) = y lortzen da eta, integratuz, = 1/2y* + D. Hautazko
konstantearen berdefinizio erraz batekin soluzio orok@zagutzen genuert + 2> = C? zir-
kunferentzien familia dela ikusten dugu.
2.5 ARIKETA Ebatzi ondoko ekuazioa:
(z+y+1)dz + (z — y* + 3)dy = 0. (2.29)

Hurrengo lerroetan ekuazio zehatzen kasu bereziak diramilia aztertuko ditugu.
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Menpeko aldagai gabeko ekuazioak

Ekuazioan menpeko aldagaia agertzen ez bada,

y' = f(x), (2.30)

zehatza da, bi deribatu gurutzatuak nuluak baitira. Izanekuazio hau oso erraza da eta koa-
draturetara laburtzen da zuzenean:

y = /f(:c) dz + C. (2.31)

2.6 ARIKETA Ebatzi ondoko problema:
y =1In|z|, lim y(x) = 0. (2.32)

x—0

Bakarra al da soluzioa?

Aldagai bananduetako ekuazioak

Aldagai independentea eta menpekoa gai desberdinetandwaiiaagertzen direnean,
P(x)dx+ Q(y) dy = 0, (2.33)

deribatu gurutzatuak nuluak dira eta, hortaz, ekuazioatzalda. l1zan ere, koadraturen bidez
ebazten da zuzenean:

/ P(z)dz + / Qy)dy = C. (2.34)
f = —P eta@ = 1 eginez aurreko kasua berreskuratzen da. Lehen aipatu egibade, mota

berezi honetako adibidea dugu (2.28) ekuazioa.

2.7 ARIKETA Ebatzi(1 + y)eVy’ = 2a.

2.4 Faktore integratzailea
Azter dezagun zer gertatzen den (2.28) ekuazidaskatzen bada:

g dx + dy = 0. (2.35)

Deribatu gurutzatuak desberdinak direnez, azken hau ezhizza, baina badakigu funtsean
1/y faktorearekin biderkatu den ekuazio zehatz bat delay-@&kin atzera biderkatuz ekuazio
zehatza berreskuratzen dugula. Aztertu nahi dugun galtirge da: posible ote da ekuazioa
zehatz bihurtzen duen alderantzizko transformazioreedpatea edozein ekuazioren kasuan?
Zehatza ez den
P(z,y)dx+ Q(z,y)dy =0 (2.36)

ekuaziogu(z, y) funtzioarekin biderkatuz lortzen dena,

w(z,y) [P(z,y) dz + Q(z,y) dy] = 0, (2.37)
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zehatza badg, funtzioa (2.36) ekuazioareflaktore integratzailea edotabiderkatzailea dela
esaten da. Ekuazio berria zehatza denez, aska daitekeretadbgzioak hasierako ekuazioaren
soluzioak izango dirasalbuespenen bat gorabehera

Izan ere, hasierako ekuazioa (2.37) delakod gtd.x, y) biderkatuz lortzen denez, gerta dai-
teke hasierakoaren soluzioren bat faktore finitu honeragraiea (2.37) ekuazio berria bete gabe.
Ondorioz, faktore integratzaile bat erabili ondorép(z,y) = 0 ekuazio finituaren soluzioak
aztertu behar dira: existitzen badira, haien artean smlmzkorrean ez dagoen bakoitza soluzio
singularra izango da. Adibide moduan kontsidera dezaghatze ez deny dz + y?*dy = 0
ekuazioa eta. = 1/y biderkatzailea, (2.28) ekuazioa berreskuratzeko eraiiekleena. Kasu
honetan|] /u = y = 0 soluzio singularra da.

Bestalde, jatorrizko ekuaziga faktorearekin biderkatzean aurkakoa ere gerta daiteke: ha
sierako (2.36) ekuazioaren soluzioa izan ez aprén y) = 0 eta, beraz, (2.37) ekuazio berria
betetzeko moduko funtzioren bat egotea. Ondoridz, y) = 0 ekuazio finituaren soluzioek
hasierako ekuazio diferentziala betetzen dutenetz egiaaeharko da.

2.8 ARIKETA Egiaztatu ondoko ekuazio diferentzialak= 1/xy? onartzen duela faktore integra-
tzailetzat:

(zy +y?) dz — 2> dy = 0. (2.38)
Kalkulatu soluzio orokorra. Ba al dago inolako soluzio sitegrik? Eta ekuazio diferentziala betetzen
ez dueru-ren errorik?

Ageri denez, edozein faktore integratzaileren eta komstiaaten biderkadura ere faktore in-
tegratzailea da. Gainera, problema batzuetan ikusikortegyelkarren proportzionalak ez diren
bi faktore integratzaile desberdin onar ditzake ekua#irentzial batek. Faktoreen bakartasuna-
ren problemari ezezko erantzuna eman ondoren, askoz &agaaden existentziaren problemaz
arduratuko gara: (2.36) motako edozein ekuazioren kagggnal da ekuazioa zehatz bihurtzeko
faktore integratzailea existitzen dela? Erantzuna ba@da, baina ez oso praktikoa: existentzia
eta bakartasunaren teoremaren ondorioz, lehen ordenaleziekdiferentzial orok faktore in-
tegratzaileren bat onartzen du, baina ez da ezagutzen &zkeaurkitzeko metodo orokorrik.
(2.37) ekuazio berria zehatza izateko bete behar den lhzddin

o(uP)  0(pQ)

= 2.39
honela idazten da apur bat maneatu ondoren:
Qaln,u_Paln,u_a_P_@ (2.40)

Ox oy Oy O

Deribatu partzialetako ekuazio honek soluzioa badu egedago beraren ebazpena ez dela, oro
har, hasierako ekuazio arruntarena baino errazagoa izéta@ ere, hurrengo ataletan ikusiko
dugunez, zenbait kasutan (2.40) baldintza erabil daitgkara bereziko faktore integratzaileak
aurkitzen saiatzeko.

Aurreko ataleko analogia bektorialaren ikuspuntutik, Xgadugu: bi dimentsioko edozein
eremu bektorialE = Pi + @ j, eremu kontserbakor baten lerro ekipotentzialen ortolgoda
eta bi eremuok elkarrekiko paralelo eta proportzionalaldiBientsiotan, beraz, edozein indar-
eremuren korronte-lerroek ibilbide ortogonalak onartdgunzte. Emaitza hau ez da betetzen hiru
dimentsiotanE -V x E = 0 baldintza betetzen dutememu integragarriak soilik dira gradiente
baten proportzionalal = —h(r)VV/, eta onartzen dituzte gainazal ortogonalak. Bi dimentsio-
tan, eta bakarrik kasu honetan, eremu bektorial guztiaggmagarriak dira.

Hurrengo ataletan aztertuko ditugun kasuetan faktorgiateaileak era sistematikoan eraiki
daitezke.
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2.5 Ekuazio banangarriak

Ekuazio batenix etady diferentzialen koefizienteetan aldagai independentemetgpekoa
faktore desberdinetan bil badaitezke,

R(z)S(y)dx + U(z)V(y)dy = 0, (2.41)

ekuazioabanangarria dela esaten da« = 1/SU faktore integratzaileak aldagaiak banantzen
ditu, eta horrelako ekuazio bat koadraturetara laburtrea da:

R(x) V(y)
d ——=dy = C. 242
/U@:)“/S(y) y=0¢ (2.42)
S(y) = 0 soluzioak, existitzen badira, singularrak izan daiteAdibidez,
x(1+y)y =y (2.43)
ekuazioa eta = dz/xy faktorea biderkatuz,

1
<— + 1) dy = & (2.44)
Y x

lortzen dugu eta hau zuzenean integratzemyaa= Cx —edo, D.3 ataleko Lambert-en fun-
tzioa erabilizy = W(Cx)— emateko.l/u = 0 ekuazioarery = 0 soluzioa ez da singularra,
orokorrean baitagd' = 0 baliorako.

2.9 ARIKETA Ebatzi ondoko ekuazioa:

(z — 4)y*dz — 2® (y* — 3) dy = 0. (2.45)

Beste atal batzuetan ikusiko dugunez, ekuazio mota horeangzia honetan datza: ekuazio-
familia askoren ebazpen-metodo sistematikoan ekuaziartggamri bat lortzen da.

2.6 Faktore integratzaile bereziak

Ekuazio ez-zehatz bat ebazteko (2.40) baldintzan egitraziko. funtzioren bat saia de-
zakegu, oro har, prozedura honen arrakasta aldez aurmtiRatburik ez badago ere. Zenbait
kasutako teoria garatzean saia daitezkeen adierazperaaigerbaditugu ere, berriro ere funtsez-
ko ideiak —eta ez errezetak— erabiltzeko gomendatzen d{agu honetan nahikoa da, faktore
integratzailea zer den gogoratu ondoreetay aldagaiak forma berezi batean bakarrik dauzkan
funtzioa saiatzea. (Agian, problemaren fisikak, edo baktebzagutzak, iradokiko digu forma
hori.)

2.6.1 y-ren menpekotasunik gabeko faktore integratzaileak

z-ren menpeko hutsa derix) funtzioa (2.40) baldintzan saiatuz,

dwp_1 (0P 00
dr  Q (83/ 83:) (2.46)




22 2 Lehen ordenako ekuazioak

lortzen dugu. Hori dela eta, honelako egiturako faktoregratzailea onartzeko bete behar den
baldintza beharrezko eta nahikoa adierazpen honetakanegkuatalay aldagaiaren menpekoa
ez izatea da (bere osagaigken menpekoak badira ere):

o1 (0P 8Q
dy|Q\dy Ox

Ageri denez, baldintza hori betetzen bada, hauxe da fakitegratzailea:

o°P 0
u(x) = C’exp/% <8—y — 8—§> dz. (2.48)

Hemen,C' integrazio-konstantea ez da garrantzitsuéaktore integratzailea bada;. ere hala-
koxea da, bain&' konstantearen beste balio bat aukeratzea ekuazioa ktebetekin biderka-
tzearen baliokidea da eta honek ez digu ezer berririk itakas

Adibidez,

= 0. (2.47)

(2:1:2 + y) dr + (a:Qy — a:) dy=20 (2.49)
ekuaziogu(x) faktorearekin biderkatzean lorturikoa zehatza izateke behar den deribatu gu-
rutzatuen baldintza hauxe da:

(2 +a) )] = ule) =
8%: Kﬁy - 95) M(x)} = (2zy — Dp(z) + (ny - :p) W (). (2.50)

Hortik lortzen den ) ) ) )
pla) | 2oy-2_ 2 (2.51)
p(x) y—x  w
ekuazioaren azken gaignagertzen ez denez, ekuazio hau integra daitekg etal /2 faktore
integratzailea dela ikusten dugu. (Jakina, (2.48) zuzeaphka zitekeen emaitza bera lortzeko.)

Faktore integratzailearekin biderkatuz,

(2 4 %) dz + (y _ %) dy =0 (2.52)

ekuazio zehatza erraz ebazten da:

-2y yar =0 (2.53)
x
2.10 ARIKETA Askatu
(Bzy+y?) + (2® +ay)y =0 (2.54)

ekuazioar-ren menpeko faktore integratzaile egokiaren bidez.

2.6.2 z-ren menpekotasunik gabeko faktore integratzaileak

(2.40) baldintzan:(y) ordezkatuz,

dlp _1(0Q 0P
dy  P\ox Oy

lortzen dugu eta, beraz, egitura honetako faktore integilat egoteko baldintza beharrezko eta

nahikoa eskuineko atalaren menpekoa ez izatea da, kasu honetan faktore inteigatoado-

koa izanik:

(2.55)

9Q 0P

1
uly) = C’exp/ﬁ . 8—y dy. (2.56)

2.11 ARIKETA Onartzen al du 2.10 ariketako ekuaziggly) moduko faktore integratzailerik?



2.7 Ekuazio linealak 23

2.6.3 pu(x,y) = g(h(x,y)) egiturako faktore integratzaileak

Faktore integratzailean etay aldagaien menpekotasuna tartékfuntzio baten bidez soilik
gertatzen bada, hauxe bete behar da:

oP _ 9Q
o oz

p(h) = Coxp [ S—2an, (2.57)
Eriml i

eta horrelakorik egoteko baldintza, integrakizuneanegtay aldagaiak:-ren bitartez agertzea
da.

Oro har, begi zorrotza (edo ebatzi nahi dugun problema fis&kobestelako ezagutza) erabili
beharko dugw forma egokia asmatzeko.

2.12 ARIKETA Ebatzi
(3zy +¢?) dz + (3zy + 2%) dy =0 (2.58)

ekuaziogu(z + y) erako faktore integratzaile bat erabiliz.

2.7 Ekuazio linealak

Ezezaguna eta bere deribatua konbinazio linealen bidezagebadira, deribatua askaturik
honela idatz daiteke beti ekuazioa:

y' + A(x)y = B(x). (2.59)

Hauxe dugwekuazio lineala B gai askea nulua denean ekuazimenogeneoaleitzen da. Bes-
telaosoa—edo, batzuetannhomogeneoa— dela esaten da.

Erraz ikus daitekeeneg ) faktore integratzailearen existentzia bermatzen duer{dal-
dintza betetzen da eta, (2.48) adierazpenaren ondorioxehzango da:

u(x) = exp /A(x) dz. (2.60)

Ekuazioa funtzio honekin biderkatuz,

efAdzy/+AefAdzy:B€fAdz (261)
edota J
— [ef Adey] = pel A (2.62)
dx
lortzen da eta bigarren koadratura batek soluzio orokenaen digu:
y=e JAd C+/BefAdxdx . (2.63)

Berriro ere, horrelako formula bat buruz ikasi barik, ekodmealek aldagai independentea-
ren menpeko hutsa den faktore integratzaile bat onartzesladgogoratzeko gomendatzen du-
gu ekuazio linealak ebaztean. Hala ere, aipaturiko forknstduzioaren egitura argi erakusten
du: osoaren soluzio orokorra, homogeneoaren soluZiBa= 0 eginez lorturikoa, hain zuzen)
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eta osoaren soluzio partikular bat batuz lortzen @soaren soluzio partikularra modu askota-
ra aukera daiteke, (2.63) adierazpenean agertzerd'denstantearen balio bakoitzeko soluzio
partikular bat baitugu. Baina homogeneoaren soluzioanzgyeden hautazko' konstanteari es-
ker, osoaren soluzio partikularraren aukerak infinitu tzadre, kasu guztietan lortzen da ekuazio
osoaren soluzio orokor berbera. 3. eta 4. gaietan ikusiguilez, edozein ordenatako ekuazio
eta sistema linealen soluzio orokorra ere egitura horoetéango da beti.

2.13 ARIKETA Ebatzi
xy + (14 2)y = e”. (2.64)

Ekuazio linealen kasuanbiderkatzailea;-ren menpekoa ez denez, horrelako ekuazio bat ebaz-
tean ez da inolako soluziorik galdu edo irabazi: (2.47)@olorokorrak ekuazio linealaren solu-
zio guztiakdauzka.

Aipatu behar da lehen ordenako ekuazio lineal homogeneoanparria dela eta, hortaz,
2.5 ataleko metodoaz ere ebatz daitekeela.

2.14 ARIKETA Banandu aldagaialf + a1(z)y = 0 ekuazioan soluzioa koadratura baten bidez
idazteko. Ondorioztatu hauxe dugui&onstantea denean:

y —ky=0 = y = Ce®. (2.65)

2.8 Transformazio-metodoak

Fisikako ikasgaietan sarritan ikusi dugunez, problema a&skaztu egiten dira koordenatu
egokietan aztertzean. Gauza bera gertatzen da hainbai@kiif@rentzialekin: aldagai-aldaketa
egokiari esker ebazten dira problema agkansformazio-metodohauetan aldagai independen-
tea, menpekoa edo biak alda daitezke, kasuen arabera.

2.9 Ekuazio homogeneoak
Dakigunez; mailako funtzio homogeneoa

flazx,ay) =a" f(z,y), Va (2.66)

baldintza betetzen duena da(z,y) dz + Q(z,y) dy = 0 ekuazio diferentziallhomogeneoa
dela esaten dd; eta maila bereko funtzio homogeneoak badira:

P(ax,ay) =a" P(z,y), Qar,ay)=ad Q(x,y), Va. (2.67)

Azpimarratu behar da hemenetay aldagaiekiko homogeneoa izateko eskatzen dela, baina
(2.59) ekuazio linealaren kasuan homogeneoa dela esatén-da) denean, hau da; etay’
aldagaiekiko (baina ez-rekiko) homogeneoa denean. Izen hauek nahasgarrialabe@ir egile
guztiek erabiltzen dituzte.

2.15 ARIKETA Froga ezazW(z,y) dz + Q(x,y) dy = 0 ekuazio diferentziala homogeneoa dela
baldin eta soilik baldin ondoko eran idatz badaiteke:

v = f (%) . (2.68)
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Ariketa honek iradokitzen duenez, ondoko aldagai-aldakedbilgarria izan daiteke:

u= — y=uzu, Yy =u-+axu. (2.69)

8|<

Horrela, ezezagun berrigr,y) — (ax,ay) eskala-aldaketarekiko aldaezina izango da, ekua-
zioa bera bezalaxe. I1zan ere, ekuazio homogeneoa banaifg@tzen da aipaturiko aldagai-

aldaketa eginez,

u + é [u— f(u)] =0, (2.70)

eta badakigu horrelako bat aldagaiak banandu ondoren &inaetrara laburtzen dela.

2.16 ARIKETA Ebatzi

(\/302 +y?+ y) dx —xdy = 0. (2.71)

Ekuazio homogeneoen orokorpen gisa, eskala-aldaezmtaskortua duten ekuazio isoba-
rikoak 2.16 probleman aztertuko ditugu.

2.10 o = f(az + by + ¢) egiturako ekuazioak

Honelako ekuazioetam = ax + by + ¢ (edotau = ax + by) aldagai-aldaketa nabaria egiten
badugu, ekuazio banangarri batera laburtzen da:

u' =a+0bf(u). (2.72)

2.17 ARIKETA Askatuy’ = (z + y + 1)? ekuazio diferentziala.

I ax+by+c : :
211 o = f (<) egiturako ekuazioak

Honelako ekuazioen artean bi kasu ditugu,+ by + ¢ = 0 etaax + Sy + v = 0 zuzenak
nolakoak diren arabera.

1. Zuzenak paraleloak badira,

k, (2.73)

«
a

Saley

hauxe dugu:

ar + by +c ) (2.74)

=1 (k(ax+by)+’y

Ondorioz,ax + by adierazpenaren menpekotasun hutsa dago funtsean etkosaiakeko
ekuazioa duguz = az + by aldaketak ekuazio banangarri batera laburtzen du hasigrak

2.18 ARIKETA Ebatzi honako ekuazio hau:

y =—2"Y (2.75)
r—y—1
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2. Zuzenak paraleloak ez badir@;, o) puntu batean elkar ebakitzen dute eta, ondorioz,
(u,v) = (x — zo, y — yo) koordenatu-aldaketak puntu hori jatorrira darama zuzekea-
zioakau + bv = 0 etaau + pv = 0 izateko moduan. Aldagai berrietan ekuazioa homoge-

neoa da,
dv au+bv\ a+bv/u
@_‘f(au—irﬁi)) _f<oz—|—ﬁv/u>’ (2.76)

etaz = v/u aldaketak banangarri bihurrarazten du.

2.19 ARIKETA Ebatzi honako ekuazio hau:

" LW (2.77)
r+y—3

2.12 Bernoulli-ren ekuazioak

Bernoulli-rerf ekuazioak ondoko egitura du:
y + A(x)y = B(z) y". (2.78)
(Hemen ez ditugu ekuazio linealari dagozkion= 0, 1 kasuak sartzen.) Zuzenean egiaztatzen
denezu = y'~" aldaketak lineal bihurrarazten du Bernoulli-ren ekuazioa
v+ (1—n)Au=(1-n)B. (2.79)
2.20 ARIKETA Askatu hurrengo ekuazioa:

1
y —ycosx = EyQ sin 2z. (2.80)

2.13 Riccati-ren ekuazioak

Riccati-rerf ekuazioa ondoko egiturakoa da:
y + A(z)y + B(z)y* = C(z). (2.81)

B = 0 etaC = 0 kasuak ez dira familia honetan sartzen, ekuazio lineatarBernoulli-renari
baitagozkie hurrenez hurren. Ez dago era honetako ekubaiteko metodo orokorrik, baina
(ikuskapenagatik, problemaren propietate fisikoengatik,beste edozein arrazoirengatik) ekua-
zioareny = y;(z) soluzio bat,

y1 + A(z) y1 + B(z) y; = C(x), (2.82)

ezagutzen bada, = y — y; aldagai-aldaketak Bernoulli-ren ekuazio batera laburthe (2.81)
eta (2.82) adierazpenen kendura hauxe baitugu:

u' + (A +2By;)u + Bu®* = 0. (2.83)

2 Jacob Bernoulli (1654-12-27, Basilea, Suitza; 1705-08-16, Basilea). hatékari bikainen
familia batekoa zen (Johann-en anaia eta Daniel-en osdb&ggral» hitza erabili zuen lehena izateaz
gain, katenaria, isokronoa eta probabilitateen teorierazrituen. Aldakuntzen kalkulua asmatu zuen,
baita koordenatu polarrak eta bere izena daramaten zexketki banaketa ere.

3 Jocopo Francesco Riccatf1676-05-28, Venezia; 1754-04-15, Treviso, Veneziakegublika).
Hidraulikan lan praktikoak egin zituen eta ekuazio diféré@ien aztertzaile handia izan zen. Berari zor
dizkiogu ordena-beheratzearen zenbait metodo, aldafai@mntzea eta (Jacob Bernoulli-k lehenago
aztertu arren) bere izena daraman ekuazioaren azterketa.
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2.21 ARIKETA Egiaztatuy = 1/ funtzioa

2
v =y - (2.84)
x

ekuazioaren soluzioa dela eta erabili emaitza hau solupkoora aurkitzeko.

Inolako soluziorik ezagutzen ez denean, 3.27 problemadaygai-aldaketa erabil daiteke
bigarren ordenako ekuazio lineal homogeneo batera lakotata 3. eta 6. gaietako metodoak
erabiltzen sai dezakegu. (Aipaturiko probleman frogatdkgunez, Riccati-ren ekuazioak eta
bigarren ordenako lineal homogeneoak elkarren baliokidi#@ zentzu zehatz batean.) Honek
ere huts egiten badu, 7. gaiko metodo hurbilduetara jo kelta beste hainbat kasutan bezalaxe.

2.14 Inguratzailea eta soluzio singularrak

Deribatu askatugabeko ekuazioak aztertu baino lehenagest geometriko labur bat egin-
go dugu. Kontsidera dezagun 2.4 irudiko kurba-sasta, y, C') = 0 ekuazioa duena. Argi ikus-

2.4 IRUDIA Kurba-sorta baten inguratzailea eta puntu amiiziak.

ten denezE kurba ez dago sorta horretan eta, beraz, ez du familiareazekori betetzen;
baina puntu bakoitzean familiaren kurba baten ukitzaikaRtopietate hau betetzen duen kur-
ba,inguratzailea deitzen da. Dakigunez, sortaren ekuazioa deribatundarametroa ezabatzen
badugu, familiarert'(x, y,y’) = 0 ekuazio diferentziala aurkitzen dugu. Inguratzaileakaeiol
diferentzial hau, familiaren ekuazio finitua ez bezalaghegingo duz,y) puntu bakoitzean
berey’ malda bertatik pasatzen den sortaren kurbarenaren bdyditaa Beraz, inguratzailea so-
luzio singularra izango da bai orain arte erabilitako zeatz—soluzio orokorrean ez dagoen
soluzioa izanik— baita batzuetan erabiltzen den zentzuirtuago batean ere: puntu guztietan
bakartasunaren propietatea hausten duen soluzioa da.

Ikusiko dugunez, deribatu askatugabeko ekuazioetanisadirzgularrak askotan, baina ez
beti, inguratzaile gisa agertzen dira. Hau egiaztatzékis, dezagun nola kalkula daitekeen ingu-
ratzailearen ekuazioa. Irudik® puntuaC' etaC' + AC' balioei dagozkien kurbetan dago; beraz,
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bi kurben ekuazioaky(z,y, C) = 0 etap(z, y, C + AC) = 0 betetzen ditu, baita ekuazio hauen
ondoko bi konbinazio independenteak ere:

p(z,y,C) =0, (2.85)
()0(:[7 Y, C+ AO) - (,D(I', Y, O)
=0. 2.
AC 0 (2.86)

AC — 0 limitean bi kurbak nahastu egiten dira dtgountua inguratzailera doa. Limitean bete-
tzen diren ekuazioak,

o(x,y,C) = 0, (2.87)
Op B

inguratzailearenak izango dira, beraz. Ekuazio haueamfteezabatuz lortzen da inguratzailea-
ren ekuazio finitua. Inguratzaileak ez du familiaren ekoadetetzerd' parametroaren inolako
balio finkorako, baindz, y) puntu batean sortarekiko kurba tangentea zein den jakitefokoa
da —erregulartasun-baldintzez géfty /0C? # 0 betetzen dela jorik— (2.88) baldintzatik dago-
kion C'(x,y) balioa askatzea. Balio aldakor hori (2.87) ekuazioan dealezik, inguratzailearen
ekuazio inplizitua lortzen da. Kontuan hartu behar da, &ai2.87)—(2.88) ekuazioen soluzioen
artean bestelako leku geometrikoak ere egon daitezkedlbid®z,() puntuak limitean ekuazio
berberak beteko ditu, bainantu anizkoitzen* lerro batera jotzen du. (Horrelako puntuetatik
kurba bat behin baino gehiagotan pasatzen da.) Hala eliey@zptu behar da puntu anizkoitzen
A lerroa ez dela sortarekiko tangentea eta, hortaz, ez dugidanberbera. Ondorioz, (2.87)—
(2.88) ekuazioak betetzen dituzten leku geometrikoemarteguratzailea bereizteko nahikoa da
azken honek sortaren ekuazio diferentziala ere betetzgla dogoratzea. (Ikus halaber 2.29 pro-
blema.)

2.22 ARIKETA Aurkitu (z — a)? + y? = 1 sortaren inguratzaileak. Ba al dago puntu anizkoitzik?

2.15 Deribatu askatugabeko ekuazioak

F(z,y,y") = 0 ebatzi nahi badal’(z,y, z) = 0 ekuazio finitutikz askatzen saia gaitezke,
gero agertzen direff = z(x,y) ekuazioak —+'(z,y, z(z,y)) = 0, V(x,y) betetzen dutenak—
ebazteko, prozesuan irabazten edo galtzen diren solugalarrekin kontuz ibiliz.

Adibidez,

W) = (x+y)y +2y=0 (2.89)
ekuazioa honela idatz daiteke deribatua askaturik:
(Y —2)(y —y)=0. (2.90)

Beraz, soluzioak faktore bakoitza zerorekin berdindututakoak dira;y = 2?/2 + C eta
y = Ce”.

4Batzuetan puntaknodalak direla esaten da.
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Beste adibide ezaguna mekanikan Kepler-en problema elmaatekitzen duguna d&. =
—k/r potentzial newtondarren kasuan, energia mekanikoaremetaentu angeluarraren kon-
tserbazio-legeak hauexek dira koordenatu polarretan:

1 k
E=-m (7’“2 + 7’2@2) — =, L=mr*p. (2.91)
2 r

Ekuazio hauetatikdenbora ezabatzen bada etfistantzia polarraren ordez= 1/r magnitudea
erabiltzen badugu, honela idazten da orbitaren ekuazioa:

2¢ e? —1
W)Y +u?— Zu= =

Hemene = |k|/k zeinua indar erakartzaileen (aldaratzaileen) kasuan 1 (¢ = —1) da.
p = L?/m|k| parametro fokalaemilatus rectunizenarekin ezagutzen da astronomian. Gainera,
e = /1 — E/E, eszentrikotasuna indar erakartzaileen kasuko orbitalartenE, = —|k|/2p
energia minimoaren bidez definitzen da.

v’ = du/dy deribatua askatu ondoren aldagaiak bananduz lortzen den

du

. (2.92)

= +d 2.93
\/62 -1 2¢ ) 7 ( )
5 —u—u
p p
ekuazioa J 5

u —u
= arccos ——— 2.94
vVA+2Bu — u? v A+ B? ( )

integrala eginez ebazten da, perizentroaren posizioaeenthteny, integrazio-konstantearen

bidez orbitaren ekuazioa
- £+ ecos (@ — o)

(2.95)
p
moduan idazteko.
(2.92) ekuazioan aldagaiak banantzean, (2.95) soluzimoraren
we EE° (2.96)
p

inguratzaileak —(2.92) delakoarn = 0 eginez ere lortzen direnak— galdu dira. Soluzio singular
horien esangura geometrikoa nabaria da: absideen pdsemaaten dituzte;-ren balio txikienari
eta handienari baitagozkie. Aipaturiko leku geometrikagako lehenay u = ¢+ e perizentroek
osaturikoa, beti existitzen da. > 0 denez, apozentroak ematen dityem = ¢ — e soluzioa,
berriz, 2.5 irudian bezala indarra erakartzailea=(1) eta energia negatibod € e < 1) direnean
baino ez da agertuko.

2.23 ARIKETA Ebatziy? (1 + y'?) = 1 ekuazioa.

Askotan deribatua (edg) askatzea ez da batere erraza eta hain zaila ez deneanzsza k-
na korapilatsua izan daiteke. Hortaz, maiz hobeftla, vy, z) = 0 ekuazioaren soluzio esplizitua
bilatu beharrean, soluzio parametrikoa aurkitzea:

r = au,v), (2.97)
= Blu,v), (2.98)
z = v(u,v), (2.99)
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2.5 IRUDIA Orbita eliptikoak, perizentroak eta apozenkoa

Fla(u,v), B(u,v),y(u,v)] =0, V(u,v), izanik. Gerody = z dz dela erabili behar da,

%du + %dv =7 a—&du + —dv ], (2.100)
ou ov U

ekuazio baten forma simetrikoa lortzeko. Azken hon@n) soluzio bakoitzeko, hasierako ekua-
zioaren soluzio parametriko bat dugu:

r = alu,v(u)], (2.101)
= [lu,v(u)]. (2.102)
Adibidez, Kepler-en problemako (2.92) ekuazioan kardatsatzen baditugu,

(L ) ¢
(u') +< ) 7 (2.103)

erraz ikusten da nola aurkitu soluzio parametrikoak. Atkli¢ angelu berria eta angelu pola-
rra parametrotzat aukeratuz, hauxe dugu bat:

_— (2.104)

u = E—FECOSQ, (2.105)
pp

o = —gsme. (2.106)

Orain, ekuazio hauen bidelz. = v’ dyp kalkulatzen baduguif = dy ekuazio erraza lortzen da
eta honer® = ¢ — ¢, soluzioa (2.105) ekuazioan ordezkatuz (2.95) orbita B&tatzen dugu.

2.24 ARIKETA Erabiliz = u, y = cosv, y’ = tanv parametrizaziog? (1 + y*) = 1 ekuazioa
ebazteko.

2.25 ARIKETA Askatuz? + (y?) = 1.

Parametrizazio egoki ezaguna duten ekuazio-familia katztertuko dira ondoren.
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2.15.1 F (y') = 0 egiturako ekuazioak

Aldagai independentea eta menpekoa falta badira, sokizioa « formakoak diray balioa
F(u) = 0 ekuazioaren edozein soluzio izanik. Bergz: ux + C etau = (y — C)/x betetzen
dira eta ekuazio diferentzialaren soluzioa zuzenean gtteke forma inplizituan,

F<y;c> —0, (2.107)

F-ren erroak kalkulatu ere egin gabe. Jakina, horrelakaigrexistitzen ez bada, idatzi berri
dugun soluzioa formala izango da.

2.26 ARIKETA ldatzi(y')" — 5y 4 3 = 0 ekuazioaren soluzioa. Soluzio konplexurik onartzen ez
badugu, formala al da soluzioa?

Hurrengo lau ataletan aztertuko ditugun ekuaziogtan v egin ondorenly = u dx baldintza
ebatzi behar da.

2.15.2 x = g (y') egiturako ekuazioak

Ezezaguna falta delarik aldagai independentea aska bkeagoluzio parametrikoa erraza
da:y’ = u, z = g(u). Hau egin ondoren, ebatzi behar dén = ug¢'(u) du ekuazioa aldagai
bananduetakoa da eta hasierako ekuazioaren soluzio gakamaematen du:

r=gu), y= /ug'(u) du + C. (2.108)

2.27 ARIKETA Ebatzi(y')* —z —1=0.

2.15.3 y = g () egiturako ekuazioak

Aldagai independentea agertzen ez delarik ezezagunazaskaada, soluzio parametrikoa
lortzekoy’ = u etay = g(u) erabili behar da, horrela geratzen dgfu) du = udx ekuazioa
banangarria baita. Hauxe da soluzio parametrikoa, beraz:

x = /# du+C, y=g(u). (2.109)

2.28 ARIKETA Ebatziy = (v/')° + (') + 4/ + 5.
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2.15.4 Clairaut-en ekuazioak

Ondoko egiturako ekuazioa da Clairaut-ena

y=xy +g (). (2.110)

Aurreko kasuetan bezala = « parametroa erabiltzen badugu= zu + g(u) ekuazio parame-
trikoa geratuko zaigu eta ebatzi behar dgn= u dx baldintzau dx + [z + ¢'(u)] du = u dx da.
Beraz, hauxe dugu soluzioa:

y = xu+ g(u), (2.111)
[z + ¢'(u)] du = 0. (2.112)

(2.112) ekuazioan zeroren berdina dena lehen faktoredgrrena izan daitekeenez, bi soluzio
ditugu.

Soluzio orokorra

Bigarren faktorea nulua bada (edo, gauza bera dera]/ [z + ¢'(u)] faktore integratzailea
erabiltzen bada)ju = 0 lortzen da eta (2.111) ekuazioan= C' ordezkatuz soluzio orokorra
lortzen dugu:

y=Cx+g(C). (2.113)

Ikusten dugunez, Clairaut-en ekuazioaren soluzio orekzuzen-sorta bat da beti.

Soluzio singularra
Lehen faktorea nulua bada, soluzio parametrikoa dugu Bazen

r+ ¢ (u) =0, (2.114)
y = xu+ g(u), (2.115)

haudayx = —¢'(u), y = —ug’(u) + g(u). Soluzio singular haul( ;. = 0 eginez ere lortzen de-
na) orokorraren inguratzailea da preseski, (2.115) ekassrtarena izateaz gain ekuazio horren
parametroarekiko deribatua (2.114) delakoa baita. (Aoregalean erabilitako notazioa berres-
kuratzeko nahikoa da = C' idaztea.)

2.29 ARIKETA Ebatziy = zy’ — y'2.

5 Alexis Claude Clairaut (1713-05-07, Paris; 1765-05-17, Paris). Aztertu zituevbfgma asko-
ren artean hiru gorputzarena nabaritzen da. llargiaredinig aztertzean erabili zituen soluzio singula-
rrak. 1759 urteko Halley kometaren itzulera kalkulatu zuenra esferoide oblatua delako Newton-en
aurresan teorikoa egiaztatzeko Maupertuis-ek zuzenduesmedizioan parte hartu zuen.
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2.15.5 Lagrange-ren ekuazioak

Lagrange-rehekuazioa hauxe da:

y=xf @) +9@), (f (u) # u). (2.116)

Berriro ere,y’ = u aldaketaren bidez = xf(u) + g(u) ekuazio parametrikoa lortzen dugu eta
ebatzi behar dedy = u dz baldintza:f (u)dx + [z f'(u) + ¢'(u)] du = u dz. Hauxe dugu, beraz:

y=xf(u)+g(u), (2.117)
[f(u) —u]do + [zf'(u) + ¢'(u)] du = 0. (2.118)

Bigarren ekuazioa-rekiko lineala da eta = 1/ [f(u) — u] faktorearekin biderkatuz, zera lor-
tzen da:

dr  f'(u) g'(u)

it = 0. 2.119

du+f(u)—ux+f(u)—u ( )
Badakigu nola ebatzi hau= ¢(u, C') soluzio orokorra lortzeko eta, (2.117) ekuazioan ordezka-
tuz, Lagrange-ren ekuazioaren soluzio orokorra era pdréoan idazteko:

= o(u,0), (2.120)
= o(u,O)f(u) + g(u). (2.121)

Soluzio singularrik dagoenetz erabakitzekdy = [f(u) — u| = 0 ekuazioa aztertu behar da.
Izan ere,

u= f(u), (2.122)

ekuazioaren soluzio (konstante) bakoitzak Lagrange-keazoa betetzen duen= xf(u) +
g(u) zuzen bat ematen du. Azpimarratu behar da azken ekuaziagaddden balio baterako (edo
batzuetarako) bete daitekeela, baina griztietarako, azken hau Clairaut-en ekuazioaren kasuan
bakarrik gertatzen da eta.

Praktikan, goian ikusitako prozedura osoa erabili belaarmahikoa da gogoratzea =
eginik hasierako ekuazioaren deribatuak —(2.118) eka#zioain zuzen—-ren menpeko fak-
tore integratzaile bat onartzen duela.

2.30 ARIKETA Aurkitu y = 2zy’ — y’® ekuazioaren soluzio orokorra. Ba al dago soluzio singula-
rrik?

2.31 ARIKETA Idatzi (2.118) ekuazioaren faktore integratzailea.

6 Joseph-Louis Lagrange(1736-01-25, Turin, Sardinia-Piemonte; 1813-04-10, faAnalisi,
zenbaki-teoria, mekanika zerutiar eta mekanika anaétikouruzko azterketengatik nabarmendu zen
eta azken teoria honen sortzaile nagusitzat dugu. Newi@aitik mekanikari buruz egindako guztia
bildu zuen bere maisulana 1788k&canique analytiquiburua da. Bere izeneko higidura-ekuazioak
eta biderkatzaileak gogoratzen dira eta berari zor dizkiaaprdenatu orokortuak eta energia poten-
tzialaren kontzeptua.
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2.15.6 Deribazio-metodoa

Ekuazio diferentzial bat askatzeko metodorik arinena ek@ederibatzea izan daiteke, kasu
batzuetan lortzen den ekuazio berria errazagoa da etanaJaiuazio berriak soluzio gehia-
go izango ditu eta haien artean jatorrizko ekuazioa erddmtalutenak aukeratu beharko dira.
Adibide moduan, Kepler-en problemako (2.92) ekuazioatakkedugu, berriro ere. Jatorrizkoa
deribatzean hauxe lortzen da:

2’ <u" fu— f) —0. (2.123)
p
Parentesi artekoa nulua izateko baldintza Binet-en ekaala:
W tu=C. (2.124)
p

Kanpo-indar konstante bat pairatzen duen osziladore ha@koarena denez, erraz ebazten da
kasu honetan eta, hurrengo gaian ikusiko dugunez, soluziteds daude ondoko soluzio oroko-
rrean: -

u= p + Ccos (¢ — o) - (2.125)

Hemen hautazko bi konstante daudegta g, baina, jatorrizko ekuazioa lehen ordenakoa de-
nez, bakarra behar dugu. 1zan ere, lorturiko soluzio-fian(d.92) ekuazioan ordezkatzen bada,
C' = e/p aukeratu behar dela ikusten da zuzenean: (2.95) orbitakdberratzen ditugu, beraz.
(2.123) ekuazioan nulua denadela suposatzen bada—= C soluzioa (2.92) ekuazioan saiatuz
absideak deskribatzen dituzten soluzio singularrak éorthira.

2.32 ARIKETA Ebatzi(y')? + 2y = 1.
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2.16 Problemak

2.1 Aurki ezazu ondoko kurba-familien ekuazio diferentzialéd jatorritik pasatzen diren zu-
zenak, (b)y = C'sin 2z.

2.2 Aurkitu hurrengo ekuazioaren soluzio orokorra:

(1+y?) dz + (1 +2?) dy
(1 — zy)*

Eztabaidatw(0) = 0, y(0) = 1 etay(1) = 1 hastapen-baldintzei dagozkien soluzioen definizio-
tarteak.

=0.

2.3 Askatu(ye™ + 2x) dx + (ze™ — 2y) dy =0, y(0) = 2.
2.4 Paradoxa bat?Azter dezagun ondoko ekuazi¢a y) # (0,0) puntuetan:

rdy —ydr

0.
x? 492

(a) Froga ezazu deribatu gurutzatuak berdinak direla.

(b) Egiaztatu ekuaziod (arctany/x) = 0 eran idatz daitekeela, edota, koordenatu polarretan,
dy = 0 moduan.

(c) Kalkulatu ekuazio diferentzialari dagokion eremualemo-integrala jatorrian zentraturiko
zirkunferentzian zehar.

(d) Horrela lortutako emaitza harrigarria suertatu bebditkaizuke. Azaldu gertatzen dena.

2.5 Aurkitu arku-luzera eta jatorritik osatutako angelua el&a proportzionalak izateko propie-
tatea betetzen duten kurba guztiak. Erabili koordenatarpak.

2.6 Askatu(1l —z%)y' =1 —42, y(1) = 1.

2.7 Zein daP(x,y)dx + Q(z,y) dy = 0 ekuazioak bete behar duen baldintza beharrezko eta
nahikoa, aurkitu behar duzurizy) egiturako faktore integratzailea onar dezan.

203y —

2.8 Ebatziy' = :
Y=z 2zy3

2.9 Froga ezazWP(z,y) dz + Q(z,y) dy = 0 ekuazioak, zehatza izateaz gain, konstantea ez den
u(x,y) faktore integratzailea onartzen badu, ekuazioaren sotuokorray(z,y) = C dela.

2.10 Askatu2zy dx + (1 — 2> — y?) dy = 0.
2.11 Ebatziy’ — 22y = 2°.

2.12 Aurkitu y(10) balioa,y’ — 2xy = 1 etay(0) = 1 betetzen badira.
Iradokizuna Erabili 279. orrian aurki daitezkeen errore-funtzioadefinizioa eta propietateak.

2.13 Aurkitu hurrengo ekuazioaren soluzio orokorgddz + (zy — y*) dy = 0.
Iradokizuna Erabili 282. orrian aurki daitezkeen esponentzial-indgyen definizioa eta propie-
tateak.
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2.14 RL zirkuitua. Zirkuitu baten erresistentzid da eta autoindukzioa, etaV/(t) potentzial-
diferentzia jasaten du. Kalkulatly = I(¢y) hasierako balioari dagokiof(t) intentsitatea. Zer
gertatzen d& = V} sin wt bada?

2.15 Ekuazio homogeneaaFroga ezazWP(x,y) dx + Q(z,y) dy = 0 ekuazio homogeneoak
(zP + yQ)~! biderkatzailea onartzen duela, funtzio hori finitua badginzzango da faktore-
integratzailea: P 4+ y(@ = 0 denean?

2.16 Ekuazio isobarikoa Ekuazio homogeneogk;, y) — (ax, ay) transformazioekiko eskala-
aldaezintasuna erakusten dute. Orokorpen gisa, ekuamarigoak(z,y) — (az,a’y) alda-
ketekiko aldaezinak diray balio egoki baterako. Bestela esan@dy, y) dx + Q(x,y)dy = 0
isobarikoa da ondokoa betetzen bada:

P(ax,a*y) = a" P(z,y), Qlax,a’y) =a" " Q(z,y), Va. (2.126)
Eztabaidatu honelako ekuazioak ebazteko metodoa.
2.17 Ebatzi(y? — 1) dz + (32 — 2zy) dy = 0.

2.18 Ibilbide ortogonalak. ¢(z,y, C) = 0 kurba-familia uniparametrikoaren kurbak puntu guz-
tietan angelu zuzenean ebakitzen dituzten kurbak hasiéaakiliaren ibilbide ortogonalak dira
definizioz. Familiaren ekuazio diferentziatdx, y,y’) = 0 bada, zein izango da ibilbide ortogo-
nalen familiarena?

2.19 Aurkitu 4> = C'z parabolen ibilbide ortogonalak.
2.20 Askatu(6x + 4y + 3) dz + (3z + 2y + 2) dy = 0.

2.21 Masa aldakorra M egitura-masa duen suziri batek masako erregaia dauka hasieran.
Lurraren gainazaletik bertikalki jaurtikitzen da eta sedo bakoitzeart: masako gasa igortzen
du v abiadurarekin. Pisua izan ezik beste indar guztiak arbeimabadira eta grabitatearen aze-
lerazioa konstantea bada ibilbide osoan zehar, zeintargz dira abiadura eta altuera erregaia
bukatzen denean?

2.22 Masa erlatibista Erlatibitate bereziam abiaduraz higitzen ari den partikula baten masa
m=mg(1— 112/02)_1/2 da, pausaguneko masg bada. (Ohi bezala, argiak hutsean duen abia-
durac da.)

(a) Pausagunetik hasita partikula hutsean eta grabitatetekonstante baten eraginez higitzen
bada, zein izango da bere abiadueddiunean eta denbora-tarte luze bat pasatu ondoren?

(b) Am = m—m, partikularen masaren aldaketa da&té magnituded’ = d(mv)/dt indarrak
egindako lana. Frogatu zuzenea’ = Am c? dela.

(c) Egiaztapen moduan, erabili abiapuntutzat azken emb#n eta indarraren definizioa, parti-
kularen masa abiadurarekin nola aldatzen den ondoriekiatz

, (r—y+3 2
v = r—y+1)

2.24 Froga ezazu ekuazio homogeneo oro banangarria dela ke@tudeolarretan.

2.23 Ebatz ezazu
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2.25 Ebatziy’ + e *y? — y — e = 0.
2.26 Aurkitu ondoko ekuazioaren soluzio orokortg!)® — 22y’ + y = 0.

2.27x = xy zuzenaky + p(z)y = q(x) ekuazio diferentzialaren lerro integralak ebakitzen
ditu. Froga ezazu ebakidura-puntuetako ukitzaileak sdkakorrak direla (hau da, puntu komun

batetik pasatzen direla denak). Ondorioztgty y/x = —z~3 kasuan elkartopatze-puntuen leku

geometrikoa zuzena dela.

2.28 Aurkitu eta marraztyz — C)*(1 — y) = (1 + y)y? estrofoideeninguratzaileak eta puntu
anizkoitzak.

2.29 Inguratzaileez eta puntu anizkoitzez gain, (2.87)—(2e¢k8)pzioelgoierpinak eduki ditza-
kete. Adibide moduan, aurkitu eta marragiu(y')*> = 4 ekuazio diferentzialaren soluzio oro-
korra. Aztertu (2.87)—(2.88) ekuazioen soluzioa kasu tamnéEkuazio diferentzialen soluzioa al
da?

2.30 Unibertsoaren «erradioa»Eredu kosmologiko estandarrean Robertson eta Walkenien u
bertsoarem? eskala-faktorea Friedmann-en ekuazioaren arabera etofitzen da:

. 1
R*=— —k 2.127
R ) ( )
k = —1,0,1 izanik. Eztabaidatu ekuazio honen soluzioak eta, berezdiz gertatzen den «ez-

tanda handia» eta noiz doan unibertsoa amaierako kolaypgora

2.31 Infinituko baldintzak . Batzuetan, soluzioa zehazteko hastapen-baldintza eeterean,
infinituan ezartzen zaio baldintza egokia. Adibide modw@amki ezazur — oo limitean borna-
turik dagoen ondoko ekuazioaren soluzio bakarra:

Yy — 1y =sinz.

2.32 Aurkitu (y’)2 + y? = 1 ekuazioaren soluzio guztiak.

2.33 Adierazi koadraturen bidez ondoko egiturako ekuazioenzsolorokorra:
y f(zy) dz + x g(zy) dy = 0.

2.34 Eztabaidatu ondoko egiturako ekuazioen ebazpen-metodoa:

j—i@) 4 A()f(y) = B(a).

Erabili erantzunay?y’ — zy*® = 2 askatzeko.
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2.35 Abraham’ eta Lorentz-erf ekuazioa Igorritako erradiazioaren balaztatzea kontuan har-
tzen badal’ eremu elektriko konstante eta uniformean higitzengkargaren higidura-ekuazioa

L9 .
ch:qE—i-ng@

da hurbilketa ez-erlatibistan. Froga ezazu ekuazio hookizie asko ez direla onargarriak fisi-
karen ikuspuntutik, euren azelerazioa mugarik gabe hamdiba eta. Egiaztatu soluzio fisikoak
aukeratzeko nahikoa defa— 0 limiteanma = 0 berreskuratzeko baldintza osagarria ezartzea.
Zeintzuk dira soluzio fisikoak?

2.36 Froga ezazu
&= f(x)

erako ekuazio baten soluzioek ez dutela inolako oszilkzegiten. Zergatik ez da = /1 — x2
ekuazioaren: = sin (t — t,) soluzioa aurreko baieztapenaren kontradibidea?
Iradokizuna Kontsideratu oszilazio baten grafikoa.

2.37 Aurkitu ondoko ekuazioaren soluzioa guztiak:

vy = —y+/Jry + 1.

2.38 Ebatzi ondoko problema eta eztabaidatu soluzioen defitéztea:

1

s o = In t().
2.39 Ebatzi ondoko ekuazioa;-ren balio erreal guztietarako:

v’ — () = a.

7 Max Abraham (1875-03-26, Danzig, Alemania —gaur egunean Gdansk, Relen1922-11-
16, Munich, Alemania). Planck-en ikasle hau elektrodirariiburuz aritu zen bereziki eta eraiki
zuen elektroiaren teoria ospe handikoa izan zen Lorerdk-erdezkatu arte. Lorentz-en teoriarekin
elkargarria den Einstein-en erlatibitatearen kontratagesn beti.

8 Hendrik Antoon Lorentz (1853-07-18, Arnhem, Herbehereak; 1928-02-04, Haarleznhéhe-
reak). Maxwell-en teoria hobetu zuen. Elektroiaren exigtia finkaturik egon baino lehenago argia
atomoen oszilazioek sorturikoa zela proposatu zuen.dksiklobel saria 1902an eskuratu zuen. Elek-
troiaren teoria Einstein-en erlatibitate bereziarenmaitaria zen, alderdi batzuetan behintzat, eta bere
izeneko transformazioek aparteko garrantzia dute eitiat#an.




3. GAIA

Goi-ordenako ekuazioak

| consider that | understand an equation
when | can predict the properties of its solutions,
without actually solving it.

Paul Adrien Maurice Dirac

Gai honetan edozein ordenatako ekuazio diferentzialaktakb ditugu. Ordena bat baino
handiagoa denean ekuazioa ebazten saiatzeko erabilkdstemetodo orokor urriak ikusi ondo-
ren, ekuazio linealetara mugatuko gara. Kasu berezi —etargaitsu— honetan existentzia eta
bakartasunaren teoremaren eta algebra linealaren natwdste bati esker, soluzio-espazioaren
teoria osoa ezartzeko gai izango gara. Ez daukagu, beshizisak aurkitzeko metodo sistema-
tikorik. Ekuazioak linealak izateaz gain koefiziente kamséetakoak badira, badaude ebazpen-
metodo sistematikoak, gaiaren amaieran aztertuko dilgufoefiziente konstanteetako ekua-
zioak (eta sistemak) ebazteko beste metodo bat, Lapladearesformazioa alegia, erabiltzen da
5. gaian. Bigarren ordenako ekuazio lineal homogeneoakiandisikan agertzen den kasurik
garrantzizkoena— 6. gaian aztertuko ditugu berriro.

3.1 Esangura geometrikoa

Ekuazio diferentzial orokorraren esangura geometrikbaneordenako kasuan ikusi genue-

naren orokorpen zuzena da. Kurba lauen familia baten ebaazi;, C-, . .., C, parametro in-
dependenteak agertzen badira eta ekuazioa eta lehenalgibatuak erabiliz,
o(r,y,C,Cyy...,C,) = 0, (3.1)
dp Oy
— + — =0 3.2
o Ty Y : (3.2)
Po Py P Iy
2 / 12 _r ! — 0 3.3
8x2+ 8x8yy+8y2y +8yy ’ (33)
0"¢ 0p ()
=y =0 3.4
n parametroak ezabatzen baditugu, familiaren ekuazioatfifeiala lortzen dugu:
F (2,99 .y™) =0. (3.5)

39
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Familiaren (3.1) ekuazioa (3.5) ekuazio diferentzialaseluzio orokorra da eta bere kurba ba-
koitza kurba integral bat.

3.1 ARIKETA Zein da unitate-erradioko zirkunferentzien ekuazio difgziala?

3.2 Existentzia eta bakartasunaren teorema

Berriro ere, lehen ordenako kasuan egindako emaitzar&ogren zuzena da hau eta bertan
egindako iruzkinak ez ditugu orain errepikatuko. Ekuazferdntzial baten

y™ = f (x, vy, ... ,y(”_l)) (3.6)

forma normaleary funtzioa etadf /0y, f /0y’ ..., df/oy™~Y deribatuak jarraituak badira,
ekuazioa eta ondoke hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio bakarra:dago

y(zo) = o, (3.7)
y/(x0> = y67 (38)
y"Dwe) = w Y. (3.9)

3.3 Ekuazioen eta sistemen arteko baliokidetasuna

Ezezagun eta ekuazioen kopurua handituz, beti beherkeata@iazio baten ordena. Izan
ere, s =y, %2 = v, ...,y = y™ 1) menpeko aldagai berriak definitzen badituguwrdenako
(3.6) ekuazioa lehen ordenakcekuazioen hurrengo sistemaren baliokidea da:

Y= Yo (3.10)
Ys = Vs (3.11)
Yno1 = Yn, (3.12)
y;l = f(x7y17y27---7yn)- (313)

3.2 ARIKETA Idatzi osziladore harmoniko bortxatuaren ekuazioa siateaten moduan.

3.4 Ordena-beheratzea

Ebatzi nahi dugun ekuazioaren ordena bat baino altuagaadefamilia ezagun batekoa ez
bada, saia daitezkeen prozedura orokor gutxien artearobid#aa beheratzen saiatzea dago. Ho-
rrela, ebazten dakigun ordena baxuagoko —agian lehen @kden ekuazio batera heltzen ba-
gara, arazoa konponduta (edo konpontzeko bidean) egondkudaditzagun ordena-beheratzea
modu sistematikoan egin daitekeen kasu batzuk.
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3.4.1 Menpeko aldagai gabeko ekuazioak

Menpeko aldagaia agertzen ez bada,

F (x, T VA ,y(”)) =0, (3.14)
u = ' deribatua menpeko aldagai berritzat hartyfik= «/, . .. ,y™ = «(*~Y erabiltzea nahikoa
dan — 1 ordenako ekuazio bat lortzeko:

F (x, R T u(”_l)) = 0. (3.15)
Azken honen soluzio orokorea(z, u, Cy, . .., C,_1) = 0 badau = ' aldaketa desegin ondoren
lehen ordenako ekuazio diferentzialen familia bat duguz, v/, C1, . .., C,—1) = 0. Azken hau
ebazten badugu, hasierako ekuaziogsén, y, C, ..., C,_1,C,) = 0 soluzio orokorra lortuko

dugu. Gainera, (3.15) ekuazioaren soluzio singular bakd&ghen ordenako ekuazio diferentzial
bat izango da eta, ebazten badugu, soluzio singularretidgrai emango digu.
Adibidez,
y"? = 24022y (3.16)

ekuazioanu = y' eginez, lehen ordenaka? = 240z%u ekuazioa lortzen da. Honen soluzio
orokorrau = 15 (22 + C;)? da eta aldagai-aldaketa deseginéz= 15 (z2 + C;)° ekuazioak
lortzen dira. Integrazio erraz bat egin ondorgs; 32° + 10C, 2% + 15C%x + C, dugu. Gainera,
u = 3" = 0 soluzio singularra duguy, = C53 familia ematen diguna.

3.3 ARIKETA Partikula puntual bat zuzen bertikal batean zehar ari detgaijariakin batean gra-
bitatearen eragin pean. Marruskadura abiaduraren kargtyroportzionala bada, zein da abiadura
aldiune guztietan? Froga ezazu muga-abiadura bateenidsia.

Jakina,y aldagaiaz gainy/, ..., y™~Y deribatuak ere falta badira, = y™ ezezagunerako
ekuazioan — m ordenakoa da.

3.4.2 Ekuazio autonomoak

Aldagai independentea agertzen ez bada,

F (y, vy, y(”)) =0, (3.17)

ekuazioa autonomoa dela esaten da. Horrelako ekuazioakz — a translazioekiko aldaezi-
nak dira eta, berazy(z,y) = 0 funtzioa (3.17) ekuazioaren soluzioa baddy — z¢,y) = 0

ere soluzioa da, balio guztietarako. Ondorioz, hautazko konstante batgadadependentea-
ren jatorriari dagokio eta soluzio orokorgax — x,y, C1, Cs, ..., C,—1) = 0 moduan adieraz
daitekeC;, Cs, ...,C,_; etax, hautazko konstanteen bidez. Ekuazio autonomoen ordemsa beh
ratzeko,y aukeratzen da aldagai independente berriizat,y’ delakoa menpeko aldagai berria
delarik. Orduan,

T %u, (3.18)
dy
d*u du\?
"meo— 2 — 3.19

dn_l d n—1
y(n) — uu”*1 N <_u) U (3.20)
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ekuazioan ordezkatuz,— 1 ordenako ekuazio berri bat lortzen da,

- du d"u
F — ..., —— | =0. 3.21
<y7u7 dy? ) dyn_1> ( )
Ekuazio honen soluzio orokor®y, u, Cy, ..., C,_1) = 0 bada, bertam = y’ aldaketa desegin

ondoren lehen ordenako ekuazioen familia bat lortzen deeAhau integratuz hasierako ekua-
zioareny(z,y,C,...,C,_1,C,) = 0 soluzio orokorrera iristen da. Era berean, lehen ordenako
ekuazioaren soluzio singular bakoitzetik soluzio singela familia uniparametriko bat lortuko
da.

Sistema mekaniko kontserbakor unidimentsionala ondowtzeg dugun adibidea da. Parti-
kularen posizioa izanik indar osod’(x) = —V’(z) bada, higidura-ekuazioa ondokoa dugu:

mi = —V'(x). (3.22)

Aldagai independentea denbora kasu honetan) falta denez, ezezaguntzat abiadura hartu-
ko dugu etai = v = vv’ deribatuaren bitartez, honela idazten da ekuazioa:

muv’ = =V'(z). (3.23)

Ekuazio honen aldagaiak banandurik daudenez, integrazena egin daiteke energia mekani-
koaren kontserbazio-legea lortzeko:

1
§m1}2 +V(z) = E. (3.24)

Orain,v = 1 aldaketa deseginez gero deribatua askatuz, lehen ordenakaazio banangarri
lortzen dira:

i =+ | 2 [E - V(). (3.25)
m
Aldagaiak banandurik integral bat egiten bada, hauxedarta:
/ de = (t—ty). (3.26)
2B -V(z)]

3.4 ARIKETA Ebatziy” = (2y+1)y/.

3.4.3 Ekuazioz-rekiko ekidimentsionalak
Ekuazioa, translazioekiko barik,— ax eskala-aldaketa guztiekiko aldaezina bada,
F (ax,y,a’ly’,a’Qy’/, . .,a’"y(")) =0 <= F (x,y,y’, T ,y(”)) =0, (3.27)

x-rekiko ekidimentsionala dela esaten da. Autonomo bimartako, aldagai independentearen
r — t = In x aldaketa egingo dugu ondoko adierazpen hauen bidez:

r = ¢, (3.28)
1
y = =3, (3.29)
xr
1. .
y' = ;(y—y), (3.30)
1 [dmy _ dy
m) — _— |27 4. .. 1) = 12 31
Yy el e +(=1)""(n )dt (3.31)
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Izan ere,
F(z,y,y,y",...)=F {x Ly, gt (G -9, } =0 (3.32)
ekuazioa hurrengoaren baliokidea izango da:
F(y,9.9,..)=F1,y,9,9—19,...)=0. (3.33)

Azken hau autonomoa dendz,y) — (y,u = y) aldaketa erabil dezakegu lehen ordenako
ekuazio bat lortzeko.

3.5 ARIKETA Ebatzizy” = yy’ ekuazioa.

3.4.4 Ekuazioy-rekiko ekidimentsionalak
Ekuazioay — ay eskala-aldaketa guztiekiko aldaezina bada,
F (x, ay,ay’,ay”, ..., ay(”)) =0 <« F (x, v,y ,y(”)) =0, (3.34)

y-rekiko ekidimentsionala dela esaten da. Ordena beh&mtzéy zatidura aldaezinaz baliatuko
gara menpeko aldagaiargn— u = v’ /y aldaketa egiteko honako adierazpen hauen bidez:

y = yu, (3.35)
y' o=y (u' + uQ) , (3.36)
: (3.37)
ym o=y (u(”fl) +- u") . (3.38)
Horrela,

F(z,y,y,y",...)=F {x,y : 1,yu,y(u/+u2) . } =0 (3.39)

ekuazioa, ordena baxuagoko ondokoaren baliokidea izamgo d
F (x, u, ... ,u(”_l)) =F (x, Lu,u +u?, .. ) = 0. (3.40)

Ekuazio hau ebazten bada= y'/y aldaketa deseginez lehen ordenako ekuazio bat geratzen da.
Familia honetan praktikan maizenik aurkitzen diren eko@izhomogeneoaldira, hots, eze-
zagunarekiko (eta bere deribatuekiko) homogeneoa denidupdten bidez idazten direnak:

F (3:, ay,ay’, ... ,ay(”)) =a'F (a:, (TR T ,y(”)) : (3.41)

Hemen ere praktikan ia egile guztiek erabiltzen duten ohityarraitzen diogu, 0so nahasgarria
bada ere. Kasu honetan (eta ekuazio linealetan) ezezagikeahomogeneotasuna eskatzen da,
baina lehen ordenako ekuazio ez-linealen kasuatay aldagaiekiko homogeneotasuna eska-
tzen da (2.67) baldintzan. (Hori dela eta, kasu haitan y/x aldaketa erabili behar zen eta ez
hemengou = y'/y.) Agian hobe izango litzatekerekiko homogeneoadela esatea, luzeagoa
bada ere.

Geroago arreta handiz aztertuko dugun ekuazio lineal hemagen kasuan ere erabil daiteke
metodo hau, baina ordena txikiagoko ekuazioa ez-linealazleasierakoa bezain zaila izaten da,
oro har. Adibidez, bigarren ordenako ekuazio lineal homegaren kasuan, Riccati-ren ekuazioa
lortzen dela ikusiko dugu 3.27 probleman. Beraz, iraklrl@auan izan beharko lulgehienetan
ez dela ezer aurreratzen aldagai-aldaketa honekin ekuizéalen kasuanBestalde,;s > 0
deneany = 0 soluzioa (agian singularra) dela aipatu behar da.

3.6 ARIKETA Ebatziyy” = y'2.
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3.4.5 Ekuazio zehatzak

Ekuazioa deribatu zehatza bada,

F (a:, v,y ... ,y(")) = %G (a:, v,y ... ,y("*l)) =0, (3.42)

koadratura batek
G (x, TR ,y(”_l)) =C (3.43)

n — 1 ordenako ekuazioa ddehen integral bat ematen digu.

3.7 ARIKETA Askatuyy” + y"? = 0.

Ekuazioa zehatza ez bada ere, batzuetan forma zehatzevanedlaiteke, faktore integratzaile
edo transformazio egokiaren bidez.

3.8 ARIKETA Egiaztatuyy” — y'?> = 0 ekuazioay? funtzioarekin zatituz zehatz bihurtzen dela.
Eztabaidatu soluzio singularrik dagoen ala ez.

Gogoratu fisikan lehen integralak (askotagidura-konstanteak ere deitzen direnak) ema-
ten dituzten kontserbazio-legeen eta simetrien artekwdastua dagoela.

3.9 ARIKETA Biderkatu eremu kontserbakor unidimentsional batearizggiari den partikularen
(3.22) ekuazioa eta abiadura energia mekanikoaren kontserbazio-legea letegral gisa aurkitze-
ko.

3.5 Funtzioen menpekotasun lineala

Gai honetako gainerako ataletan ekuazio linealez arckoaara. Horrelako ekuazioen egi-
tura linealari esker, homogeneoaren soluzioen multzoazesoektoriala da, zuzen errealeko
I tarte batean definituriko funtzio erregularténfinitu dimentsioko espazioaren dimentsio fini-
tuko azpiespazio bat, hain zuzen ere. Horrelako espazaba&pitura bektoriala funtzioen ohiko
batuketa eta biderketa eragiketek induzitutakoa da, elamresutroa tarte osoan zehar nulua den
funtzioa delarik. Ondorioz,

{yp(z) :k=1,...,n; x € I} (3.44)
funtzio erregularrak linealki independenteak izango takdin eta soilik baldin
> Cuy(z) =0 (Vzel) (3.45)
k=1
konbinazio lineal nulu bakarra koefiziente nuluak ditueadadC; = --- = C,, = 0.

Adibidez, {1, z, 2%, ..., 2"} berreturen multzoa linealki independentea da edozeiatéart
Izan ere, koefiziente guztiak nuluak ez badirasCox+- - -+ C,, 2™ polinomioak bere erroetan
bakarrik da nulua, eta erroak gehienedirenez ezin bete dezakete tarte oso bat. Emaitza honen
ondorioz, nahi beste bektore independente daude eta,, bardzio erregularren espazioaren
dimentsioa infinitua da.

ikus 17. orriko oin-oharra.
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Ekuazio diferentzialak aztertzen ari garenez, propiedfgebraikoez gain funtzioen deriba-
tuez ere arduratuko gara. lzan ere, propietate geometrigtzediferentzialen arteko erlazio ba-
tzuk daudela ikusiko dugu. HasteKoy.(z) : k = 1,...,n; z € I} funtzio-multzoare'Wrons-
ki-ren? determinantea, edowronskiarra, ondoko funtzioa dela esango dugu:

Bow
Wil =) 0BT T Gag
() y @) - ye D (2)

{yr(z) : k=1,...,n; x € I} multzoa linealki menpekoa bada, koefiziente konstanteetak
(3.45) konbinazioa eta bere— 1 lehen deribatuak tarte osoan dira nuluak:

Chryi(x + Gz + -+ Cu(z =
1:1() 2:2() ; :() (3.47)
Ot @) + O @) + o+ G Y(@) = 0.

Ekuazio hauele puntu bakoitzean’, ezezagunak dituen sistema lineal homogeneoa da, menpe-
kotasun linealaren hipotesiaren ondorioz soluzio ezandiuena. Beraz, tarteko puntu guztietan
sistemaren determinantea, wronskiarra alegia, nuluga@da. Emaitza honek frogatzen duenez,
funtzio-multzo linealki menpeko baten wronskiarra nulaaarteko puntu guztietar©ndorioz,
wronskiarra identikoki nulua ez bada, funtzioak lineatldépendenteak dira.

3.10 ARIKETA {1,3:,3:2, . .,:c"} berreturak linealki independenteak direla beste modurbate
frogatzeko, egiaztatu euren wronskiarra ez dela nuluarzemealeko ezein puntutan.

Aurreko emaitzaren alderantzizkoa, ordea, ez da egiarldsisiko ditugun bestelako bal-
dintzak ezartzen ez badira behintzat. Wronskiarra nulaia b@.47) sistemak soluzio ez-nulua
du puntu bakoitzean; baina, oro har, ezin aukera daitekeisdberbera puntu guztietan.

3.11 ARIKETA Azter dezagun hurrengo funtzio-familia:

sﬁa(x) = exp (7ﬁ) , ba|d|n|x — (l| < 1, (348)
0, baldin|z —a| > 1.

Egiaztatu(—1, 3) tarteany; = (o etays = oo funtzioak linealki independenteak direla nahiz eta
euren wronskiarra identikoki nulua izan. Erregularrakied flntzio horiek?

Ondorioz, bestelako baldintzarik ezean, wronskiarraaidateak ez du funtzioen menpeko-
tasun lineala bermatzen, baina nulua ez bada funtzioaklknedependenteak dira nahitaez.
3.12 ARIKETA Erabili azken iruzkina tarte guztietan
{eF @ i=1,...,n} (3.49)

sistema linealki independentea dela frogatzeke: ( deneark; # k; betetzen da.)

o 2 Josef Hoéné de Wronsk{1778-08-23, Wolsztyn, Polonia; 1853-08-08, Neuilly, fiza). fun-
tzioen serie-garapenak aztertzean Lagrange-k lehenagedg lan baten kritika egitean sartu zituen
t bere izeneko determinanteak.
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3.6 probleman ikusiko dugunez,
{xpiekix pi=0,...,my; 0= 1,...,71} (3.50)

erako sistema oro linealki independentea da tarte guatidtarreko 3.10 eta 3.12 ariketan iku-
sitako emaitzen orokorpena da hau, eta koefiziente koest@kido ekuazio linealak aztertzean
garrantzi handikoa izango da.

3.6 Ekuazio diferentzial linealak
Azter dezagum ordenako ekuazio lineala:
ao(2)y™ + a1 (2)y" Y + - F i (@)Y + an(2)y = b(z). (3.51)

ag koefizientearekin zatituz alda daitekeen gauza bakarraidefitartea denez, aurrerantzean
ordena altueneko deribatuaren koefizientea unitatea dptessatuko dugu beti:

y™ 4+ ay (x)y(”_l) + -t an 1 ()Y + a,(z)y = b(x). (3.52)

2.7 atalean azterturiko lehen ordenako ekuazio linealkasnan bezalaxe, ekuazibamoge-
neoa(edo ezosoa da gai askea nulua denedan= 0. Hau egia ez bada, ekuazioaoa(edo
inhomogeneoada.

Esplizituki esaten ez badugu etg, ao, . .. ,a, etabfuntzioak! tarte batean jarraituak direla
suposatuko dugu beti. Jarraitasun-tarte horretan, b&ataleko existentzia eta bakartasunaren
teoremaren hipotesiak betetzen dira. Gainera, A.3 atdfegatuko dugunez, ekuazio linealen
kasuan hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio tzagjlbala dai tarte osoan zehar dago
definiturik Hortaz, hemendik aurrera soluzioakkoefizienteen jarraitasun-tarte osora hedatzen
direla emango dugu.

Notazioa erraztek® = d/dx deribazio-eragileaz baliatuko gara eta (3.52) ekuaziealin
bakoitzeko

L=D"+a(z)D" ' + -+ a,_1(2)D + an(z) (3.53)

eragile lineala definituko dugu, tartean definitutakg (x) funtzio bati ondokoa egokiarazteko
moduan:

(LA)(@) = f(2) + ar(2) f" D (@) + - + ana(2) f'(2) + an(2) f(2). (3.54)

L eragilearen bidez, (3.52) ekuazibga = b era laburrean idazten da eta dagokion homogeneoa
Ly = 0 da. Eragilearen linealtasuna, deribazio, batuketa etxlatiaren oinarrizko propietateen
ondorio zuzena da:

L(Cyfi + Cofy) = C1Lf1 + Colfe, € etaCy konstanteak direlarik (3.55)

3.7 Ekuazio lineal homogeneoak
Azter dezagum ordenako ekuazio lineal homogeneoa:

Ly = 0. (3.56)
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L eragilearen linealtasurgminezarmenaren printzipioarenbaliokidea da: bi soluzioren batura
soluzioa da etdy; : k£ = 1,...,r} funtzioak homogeneoaren soluzioak badra,koefiziente
konstanteetako edozein konbinazio ere soluzioa izango da:

k=1 k=1
Honek ekuazio lineal homogeneoaren soluzioek osaturiktzoaiespazio bektoriala dela froga-
tzen du. Soluzio-espazioaren dimentsioa zehazteko, 8l&aat wronskiarrari buruz ikusi dugun
emaitzaren kontrakoa frogatuko dugu hasteko. Horretafahtzioak ekuazio lineal homoge-
neoaren soluzioak direlako hipotesi gehigarria erabhidsko dugu.

3.7.1 Wronskiarra eta menpekotasun lineala

3.1 TEOREMA Kontsidera ditzagur tartean definiturika. ordenako ekuazio lineal homoge-
neoarem soluzio:Ly, = 0. Hurrengo hiru baieztapenak elkarren baliokideak dira:

1. y, funtzioak linealki menpekoak didatartean.
2. ;. funtzioen wronskiarra identikoki nulua datarte osoan.

3. yx funtzioen wronskiarra nulua da, € I puntu batean.

Funtzioak menpekoak direnean, wronskiarra tarteko punttigtan (eta, beraz, delakoan)
nulua dela 3.5 atalean frogatu genuen. Alderantzizkoaafe®dko existentzia eta bakartasunaren
teorema —orain funtzioak ekuazio bakar baten soluzioaalisuposatzen dugulako betetzen
dena— erabili beharko dugu. Wronskiarrg puntuan zero baday(z) = >, Cryxr(z) kon-
binazio lineala eraiki ondorert,;, koefizienteak zehazteko, konbinazioa eta bere 1 lehen
deribatuakr, puntuan nuluak izateko eskatzen dugu:

y(xo) = Cip(wo) +  Coyalmo) + -+ +  Cuyn(ze) = 0,
y’(:xo) = Clyi:(wo) + Czyé:(wo) + + Cn%'?(xo) =0 (3.58)
Yy V(wo) = Cuyi" w) + O™ w) + o+ Gl V(m) = 0.

Hipotesiz sistema lineal honen determinantea,puntuan wronskiarrak duen balioa, alegia—
nulua denez(, koefizienteetarako soluzio ez-nuluren bat existitzen aaaiEza honek, berez,
koefiziente ez-nulu horiekip(x) = >}_, Cryx(z) konbinazioaz, puntuan nulua dela froga-
tzen du, baina koefizienteak aldatu gabgarteko puntu guztietan nulua dela ikusteko, hauxe
erabiliko dugu:r, puntuan kalkulaturiko koefizienteetakdonbinazioak ekuazio homogeneoa
eta (3.58) adierazpenetakér,) = v'(zo) = y "V (zo) = 0 hastapen-baldintzak betetzen ditu;
baina baldintza berberak betetzen ditu soluzio nuluak.oBod, soluzioaren bakartasunak koefi-
ziente ez-nuluetakg(z) = >7_, Cryx(z) konbinazioa tarte osoan nulua dela diosku eta, beraz,
yi Soluzioak linealki menpekoak direla.

3.7.2 Ekuazio homogeneoaren soluzio-espazioa

Bigarren urratsap ordenako ekuazio homogeneoaren soluzio-espazioaremtiioan bai-
no txikiagoa ezin izan daitekeela frogatzea da. Izan erstezia eta bakartasunaren teoremari
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esker, ondoka zutabeek emandako hastapen-baldintzei dagozkssiuzio daude:

y1(9€o) =1, y2(9‘f0) =0, Z/n(l’o) =0,
yi(fo? =0, yé(ffo:) =1, Yn(20) = 0, (3.59)
g we) =0,y (we) =0, D () = 1.

Soluzio hauek linealki independenteak dirgpuntuan duten wronskiariabaita. Argi dago gau-
za bera frogatzeko hastapen-baldintzak era askotarasad&éezkeela, nahikoa baita dagokien
wronskiarra nulua ez izatea.

n ordenako ekuazio lineal homogeneoaresoluzio linealki independentek osaturiko mul-
tzoari oinarrizko soluzio-sistemaderitzo. Frogatu berri dugunez, horrelako soluzio-sistem
existitzeaz gain infinitu dira. Gainera, hirugarren umats, oinarrizko sistema bakoitza soluzio-
espazioaren oinarria dela frogatuko dugu eta, beraz,isedspazioaren dimentsieadenez ezin
egon daitekeela + 1 soluzio linealki independente dituen multzorik.

3.2 TEOREMA n ordenako ekuazio lineal homogeneoaresoluzio linealki independentg,
aukeratuz gero, beste edozein soluzio era bakarrean arldaeeke aipaturiko soluzio indepen-
denteen koefiziente konstanteetako konbinazio baten bidez

|zan erey soluzioa baday, € I puntuan

Chy1(zo) +  Coya(zo) + -+ Chyn() = y(xo),
C1y§:(xo) —+ Czyé:(xo) + -+ Cny;f(l’o) = Z/,(UIL’O)a (3.60)
Cigt" V(xo) + Coyd V(wo) + - + CuylD(zo) = y™ V(zo)

sistemalC), koefizienteetarako soluzio bakarra du, bere determingptsaluzio independenteen
wronskiar ez-nulua da eta. Puntu horretan kalkulatutgk&oefizienteaky";_, Cryx(z) konbi-
nazioal tarte osoan eraikitzeko erabil ditzakegu. Konbinazio ékry, direlakoek bezalaxe,
ekuazio homogeneoa beteko du, bgisoluzioakr, puntuan betetzen dituen hastapen-baldintza
berberak ere. Existentzia eta bakartasunaren teoremaiuzisak berdinak direla baieztatzen
du. Ondoriozy(z) = >}, Cryx(x) izango dugul tarte osoan. Adibidez,” + w?y = 0 0s-
ziladore harmonikoaren oinarrizko sistema pats wz, sinwzx} da, elementuak soluzioak iza-
teaz gain euren wronskiarta baita. Osziladore harmonikoaren soluzio orokorra, honaz

A coswzx + Bsinwzx da.

Esan dugunaren arabera, ekuazio lineal homogeneoarencsolokorran soluzio linealki
independenteren hautazko koefiziente konstanteetakaramib lineala da, eta ez dago beste-
lako soluziorik. Oinarrizko soluzio-sistemak era askataukera daitezkeenez, soluzio orokorra
itxuraz desberdinak diren infinitu modutara idatz daitdda@na forma guztiek dauzkate soluzio
berberak: ekuazio linealek ez dute soluzio singularrikrzmea. Adibidez, goian aipatu dugun
osziladore harmonikoaren kasuan, soluzio orokorrarehdmisrazpen baliokide ikusi genituen
1.3 probleman.

3.13 ARIKETA Egiaztatu{1,e*,e~*} multzoay” — y' = 0 ekuazioaren oinarrizko sistema dela.
Aurkitu oinarrizko beste sistema bat. Idatzi soluzio onwlidbi modu desberdinetara eta egiaztatu
bien arteko baliokidetasuna.
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3.7.3 Oinarrizko soluzio-sistema eta ekuazio lineal homamneoa

Oinarrizko soluzio-sistema bakoitzak, dagokion ekuarniedl homogeneoa bereizten du, de-
ribatu altueneko koefizientea ohi bezala unitatearen baraiikeratzen bada behintzat. Izan ere,
n funtzioek osaturiko multzol, etal, eragile linealen oinarrizko sistema bata;- L, eragilea-
ren oinarrizko sistema izango da, halabeharrez, bainanaaiagilearen ordena— 1 da gehienez
eta, ondoriozy soluzio independente onartzeko eragile nulua izan beltarkta, beraz,; = L.

Gainera,{y, ..., y,} oinarrizko soluzio-sistema batetik hasita erraz eraiktette dago-
kion ekuazio lineal homogeneoa. Oinarrizko sistema solorokorra ematen duenez, 3.1 ata-
leko prozeduraz balia gintezke dagokion ekuazioa erakdz baina kasu berezi honetan ba-
dago hobe egiterik. Beste edozejrsoluzio, sistemakg, soluzioen konbinazio lineala denez,
{y1,-..,yn,y} sistema linealki menpekoa da eta, ondorioz, bere wrorrskidentikoki nulua:
Wiy, ..., yn,y] = 0. Baina azken hau dg, soluzio independenteak onartzen dituen ekuazio
lineal homogeneoa; aldagaia ezezaguna delarik. Wronskiarra garatyitik deribatu altuene-
ko koefizientearekin zatituz, aipaturiko soluzio-sisteanartzen duen ekuazio lineal homogeneo
normalizatu bakarra lortzen dugu. (Erraz ikusten deneefikente hauV [y, ..., y,] da eta,
beraz, ez da nulua.) Adibidez,etaz~! linealki independenteak dira jatorria ez duen edozein
tartetan. Dagokien ekuazio lineal homogeneoa honako hau da

2 2 2
W [x,x’l,y} =1 -z ¢ |=-Z¢y"— Y +=5y=0 (3.61)
0 2% " v v
Ekuazioa forma normalean idaztek®, [z, 2] = —22~! wronskiarrarekin zatitu behar da.

3.14 ARIKETA Aurkitu {z, e”} oinarrizko soluzio-sistema onartzen duen ekuazio lineaidge-
neoa. Zein tartetan egon daiteke definiturik?

Jakina, alderantzizko problema —ekuazio lineal homogaeetanda, soluzio independen-
te (eta, beraz, guztiak) aurkitzea, hain zuzen— askoz degpa izaten da.

3.7.4 Liouville-ren formula

Orain aztertuko dugun formula erabilgarria Liouville, Abedo Ostrogradski-rérizenekin
lotzen dute egileek, eta ordenako ekuazio diferentzial batersoluziorenlit wronskiarra nola

aldatzen den puntu batetik bestera adierazten du:
ﬂ izan zuen eta funtzio eliptikoei buruzko lan garrantzitsegin zituen. Oso bizitza laburra izan arren,
zor zaizkion ideia eta emaitzen kopurua harrigarria da.

j 4 Mikhail Vasilevich Ostrogradski (1801-09-24, Pashennaya, Ukraina; 1862-01-01, Poltava

W(z) = W(zg)e doo @™ vy e, (3.62)

3 Niels Henrik Abel (1802-08-05, Finnoy, Norvegia; 1829-04-06, Froland, Ngjia). Ekuazio
integral baten lehenengo soluzioa aurkitu zuen 1823ahetango urtean bosgarren mailako ekuazio
orokorra ezin ebatz daitekeela algebraikoki frogatu zA@alisian zehaztasuna sartzean eragin handia

- Ukraina). Nahiz eta bere ekarpen nagusia hidrodinamikam &grmodinamika, potentzialaren teo-
! ria, integral bikoitz, elastizitate, algebra eta ekuazferéntzialei buruzko hainbat lan garrantzitsu
E' ' argitaratu zituen.
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Azpimarratu behar da hemen, beti bezala= 1 dela suposatu dugula. Bestalde, esponentzial
bat beti positiboa denezy puntu bakar batean nulua izatea eta ekuazioaren defimiz®dsoan
zero izatea guztiz baliokideak dira, 3.1 teoreman ere froganuen bezala. Emaitza honen fro-
gapendV wronskiarrak betetzen duen ekuazio diferentziala ebazlatza. Notazioa errazteko

n = 2 dela emango dugu, baina frogapenbalio guztietarako hedatzen da neke handirik gabe.
Determinante wronskiarraren errenkadak deribatzen uogalit

/

/ /
W/ ) = U1 Y2 — Y1 Yo 4 Y Y2 ’ 3.63
(@) ‘ Y1 Ys Y1 Ys yi vy (3.63)
lehen batugaia nulua da eta bigarrengamtay, ekuazioaren soluzioak direlg,(= —a y; —
a-yy,) erabiliz, hauxe dugu:

W'(z) = 4 Y2 . 3.64
(z) ‘ —aiyy — QoY1 —a Y5 — QoY ( )

Bigarren errenkadatri; bider lehena batuz lortzen dena,
W () = Y1 Y2 — g Y1 Y2 ’ 3.65
(@) ‘ —ary; —a1y R (3.69)

lehen ordenako ekuazio lineal homogeneodtda+ a; W = 0, eta, hortaz, banangarria: koadra-
turetara laburtzen denean (3.62) adierazpena lortzen da.

3.15 ARIKETA Egiaztatu zuzenean Liouville-ren formula 3.14 ariketdtasuancy = 0 denean.

3.7.5 Ekuazio homogeneoaren ebazpena

Ekuazio lineal homogeneoarep koefiziente guztiak konstanteak badira, 3.10 ataleko Euler
en metodoa erabil daiteke soluzio linealki independente eta, beraz, soluzio orakbiltatze-
ko, eta gauza bera esan daiteke 3.12 atalean ikusiko difDguohy eta Euler-en ekuazioei bu-
ruz. Bestelako kasuetan ebazpena zailagoa izaten da,ddaiaaio homogeneoa osorik ebazteko
behar direm soluzio independenteak bilatzean, zailena hasienakd soluzioak aurkitzea dela
esan behar da, azken soluzioa —lehen ordenako ekuazid hioeegeneo (banangarri) baten
soluzioa dena— koadratura baten bidez adieraz baitaittkean ere, edozein arrazoirengatik
y1 soluzio partikular ez-nulu bat{, = 0) ezagutzen baduga’Alembert-en® metodoaren
y = 11 Judx aldagai-aldaketaky — 1 ordenako lineal homogeneo batera laburtzen du ekuazioa.
Emaitza hau frogatzeko, saiatzen dugus: y; [u dx soluzioa eta bere — 1 lehen deribatuak
an, an_1, ..., a, €tal faktoreekin hurrenez hurren biderkatu ondoren, batzeituzad hauxe

5 Jean Le Rond d’Alembert (1717-11-17, Paris; 1783-10-29, Paris). 174Zkaité de dynamique
liburuan indarraren definizioa hobetu zuen, baita beregkemprintzipioa sartu ere. Ekuazio diferen-
tzialen —eta bereziki uhin-ekuazioaren— azterketenradiaiia izan zen. Hidrodinamikan lan egiteaz
gain, limitearen kontzeptua eta deribatuaren definizitertzean analisiaren oinarriak ezartzen lagun-
du zuen.
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dugu:
an, y = / udz
Ap—1 y = Y /U dr + wu
Qp—2 y' = /u dr  + 2yju+yu
(3.66)
1 { ym™ =y /u dr + ny" Du+ -+ yue }
Ly = Ly /u dr + yu™ Y 4+ au™? + . @, .
Ezkerreko gaian hasierako ekuazioa berreskuratzen dagsktiinekoan, «/, ...,u" dauz-

kan ekuazio lineal bat, zeren etg, funtzioa ekuazio homogeneoaren soluzioa denez, integral
bat daukaten gaien konbinazioa nulua bdita: = 0. Ondorioz, lorturiko soluzio independente
bakoitzarekin ekuazioaren ordena unitate batez beheekega.

3.16 ARIKETA Egiaztatua, 1 (z) + za,(x) = 0 baldintza betetzen bada, hau da, ekuazioa
y™ 4 al(:c)y("*l) +tano@)y —af(x)y + f@)y=0 (3.67)

egiturakoa bada; = x funtzioa soluzio partikularra dela. Erabili emaitza iesgarri hawy’ —zy’'+
y = 0 ekuazioa ebazteko. Nolako egitura izan behar du homogknesal soluzio partikularra onar
dezan? Etg = e** soluzioa izateko?

3.17 ARIKETA Ebatzi(2? + 1) y” — 2zy’ 4 2y = 0 ekuazioa.

Bigarren ordenako ekuazio lineal homogeneoa

Praktikan maizenik agertzen den bigarren ordenako ekiaziomgeneoaren kasuan, nahikoa
da soluzio bakar bat ezagutzea orokorra koadraturen brdeiteeko.

3.18 ARIKETA Eman dezagup, funtzioay” + P(z)y’ + Q(x)y = 0 bigarren ordenako ekuazio
lineal homogeneoarémsoluzioa dela. Erabil ezazu d’Alembert-en metodoa solarixorra honako
hau dela frogatzeko:
- [Pdx
y=Ciy + Cle/ y2 dr. (3.68)

1

3.19 ARIKETA Erabil ezazu Liouville-ren formuldy,y: [udz} funtzioekin, aurreko emaitza
era zuzenean egiaztatzeko.

3.20 ARIKETA Erabili 3.18 ariketa etg; = ¢** soluzioa ondoko emaitza hau frogatzeko:

y" —2ky’ + k*y =0 - y = C1ek® + Chzeh®. (3.69)

SHemen eta 6. gaian ordezko notazio hau erabiliko dgge a1 (z)y’ + az(x)y = 0 ekuazioa adierazteko.
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Bigarren ordenako ekuazio homogeneoaren soluziorik ézagwez bada, ondoren aztertzen
diren aldagai-aldaketak saia daitezke lehen soluzioézbita. Jakina, kasu gehienetan ekuazio
berria jatorrizkoa bezain zaila izango da, baina batzuebazten dakigun ekuazio bat lortuko
da horrela eta, ondorioz, problema koadraturetara lakoitia zuzenean. Has gaitezen aldagai
independentea aldatzen.

3.21 ARIKETA Eginy” + P(z)y’ +Q(z)y = 0 ekuazioan: — t = [+/Q dz aldagai independen-
tearen aldaketa eta frogat&?(Q + Q' = 0 baldintza betetzen denean soluzioak aurkitzen ahallgdetz
duela. Ebatzi hurrengo ekuazioa:

xy” — 1y + 423y = 0. (3.70)

Bestelako zein kasutan izan daiteke baliagarria aldddgakata hau?

Menpeko aldagaia ere alda daiteke.

3.22 ARIKETA Eginy” + P(z)y’ + Q(z)y = 0 ekuazioarLiouville-ren’ transformazioa, men-

peko aldagaigy — u = ye% [P formularen bidez aldatzen duena, eta frogatu ekuazioakando
forma normalera laburtzen duela:
v’ + f(z)u = 0. (3.71)

Ondorioztatu soluzioak aurkitzen ahalbidetzen duelaibaith f(z) = (4Q — P? — 2P") /4 koefi-
zientea konstantea bada. (Aipaturiko adierazpenagtac konstanteen bidez/ (ax + b)? moduan
idazten denean ere izaten da erabilgarria transformazipkssu honetan lortzen den Cauchy eta
Euler-en ekuazioa erraz ebazten baita, 3.12 atalean ikdsigunez.) Aurkitu

zy" + 2y + 2y =0 (3.72)
ekuazioaren soluzio orokorra.
Kasu berezi batzuetan 6.15 probleman aztertuko dugunaildédpketa ere baliagarria izan-
go da. Aldaketa hauek guzti hauek huts egiten badute, 6n gaieertuko ditugun metodoetara
edo metodo hurbilduetara jo beharko da. Hala ere, esan deharguztiak konstanteak badi-

ra, geroago ikusiko dugun Euler-en metodoakrdena guztietarako soluzioak bilatzeko bide
algebraiko sistematikoa ematen digula.

3.8 Ekuazio lineal osoak

Ekuazio lineala dela etaj; etay, funtzioakb, etab, gai inhomogeneoei dagozkien solu-
zioak badira, orduan koefiziente konstanteetakg + asy» konbinazioau,b; (z) + axbs(z) gai
inhomogeneoari dagokio:

Ly = b1, Lyz = by — L (a1y1 + asya) = ailys + aslys = a1by + agbs.  (3.73)

Ekuazio lineal osoen gainezarmenaren printzipio honeowoz, homogeneoaren soluzio bat eta
osoaren beste bat batuz, osoaren soluzio berri bat lorezen d

Ly1 =0, Ly,=0b = L(y1 +y2) = Lyy + Ly2 = b, (3.74)

7 Joseph Liouville (1809-03-24, Saint-Omer, Frantzia; 1882-07-08, PariktEomagnetismo,
astronomia eta mekanikari buruz lan egin zuen. Sistemaltoadar baten fase-espazioren bolume-
naren iraupenari buruz frogatu zuen teorema oinarrizk@g#zia du mekanika estatistikoan. Ekuazio
diferentzialak landu zituen (Sturm-ekin batera), baitatfio eliptikoak eta funtzio algebraikoen inte-
grazioaren teoria ere. Zenbaki transzendenteen exigdragatu zuen eta deribatu frakzionarioa zor
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eta, alderantziz, osoaren bi soluzioren arteko kenduraogemeoaren soluzioa da:
Lyr =Ly=b = L(y1 —y2) = Ly — Ly = 0. (3.75)

Beraz,ekuazio osoaren soluzio orokorra dagokion homogeneoartrzi® orokorra eta osoaren
edozein soluzio partikular batuz lortzen.ddortaz, ekuazio osoa bi urrats hauetan ebazten da:

1. Hasteko, homogeneoarensoluzio linealki independentey,., aurkitu behar dira, euren
bidez homogeneoaren;_, Cy, soluzio orokorra (batzuetdiintzio osagarria deitzen
dena) idazteko:

k=1

2. Ondoren, osoarey, soluzio partikularren bat aurkitu behar da:

Ly, = b. (3.77)
Osoaren soluzio orokorra= >-;'_, Cyyi. + v, izango da:

Ly=1>5 — Yy = Z Cryr + Yp. (3.78)
k=1

Adibidez, kontsidera dezagun ondoko ekuazio lineal osoa:
y' -y =1 (3.79)

3.13 ariketan ikusi genuenegz! — 3’ = 0 ekuazio homogeneoaren soluzio orokayra A +
Be* + C'e™™ da. Kasu honetan, osoaren soluzio partikular bat ikuskepeuarkitzen day = —z
funtzioa ekuazio osoaren soluzioa da. Ondorioz, honezgotwokorray = A+ Be*+Ce * —x
izango da.

3.23 ARIKETA Aurkitu ondokoaren soluzio orokorrg? + y = x.

Pausorik zailena homogeneoaren soluzio orokorra aukkitzaten da, hori egin ondoren
osoaren soluzio partikularraren kalkulatzeko jarraiaterdzen diren bi metodo sistematikoeta-
riko bat erabil baitezakegu.

3.8.1 Konstanteen aldakuntzaren metodoa

Homogeneoarel'}_, Ciy; Soluzio orokorra kalkulatu ondoren, osoaren soluzio kaldr
bat aurkitzeko (). koefiziente konstanteak zehaztu behar diggfx) funtzioekin ordezkatzen
dira,y, = X1 9x(x)yx(z) konbinazioa saiatzeko. Azkenfuntzio horien deribatuek ondoko
baldintzak bete ditzatela eskatzen da:

gy + gy A+ o+ gyn = 0,
g/ y/ + g/y/ + .. 4+ g;y; — 07
o 2 , . : (3.80)

n—1 n—1 n—
g+ gy e+ g = b
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Horrela, saiatzen dugun funtzioak eta bere deribatuekkmadazio hauek beteko dituzte:
i { Yo = D Okl }
kﬁl
{ v o= Yoy + | Ygwm=0 | }
kﬁl kﬁl
2 { veoo= el o+ | Y du= }}
k=1
: : : (3.81)
{r = Youl™ + [ Xau?=0] |
k=1

yoo= Saw” + | DoV =b |
k=1

Lyy, = Xi—igelye + b

Aurreko berdintzetan mako artean agertzen diren balio&@0fdaldintzak dira. Gainerg, fun-
tzioak homogeneoaren soluzioak dikg; = 0, eta, beraz, saiatu dugun soluzioak osoa betetzen
du: Ly, = b. Bestalde, (3.80) baldintzek sistema lineal bat osatzés elia azken honen deter-
minantea, homogeneoaren oinarrizko sistema baten wiamaldenez, ez da nulua eta, hortaz,
deribatuetarako soluzio bakarra dago:

9e(x) = fu(x). (3.82)
Soluzio hau integraturik,
() = / fulx) do + Cy, (3.83)

eta saiatu dugun konbinazioan ordezkatuz, osoaren onabdkzi@a lortzen da:

Yp = kzz (/fk(x) d$) Yk + kz: Clk- (3.84)

Ageri denez, azken soluzio hau, osoaren soluzio orokorra ddegrazio-konstanteei esker so-
luzio partikular guztiak aurkitu baititugu.
Adibide moduan, azter dezagun
Y —y = a®, (3.85)

nahiz eta horrelako ekuazioak (baina ez beheko 3.24 akiketiauazio orokorragoa, adibidez)
geroago ikusiko dugun Euler-en metodoaren bidez errazagzten diren. Homogeneoaren so-
luzio orokorra,y = C1e® + Cye™*, erraz egiaztatzen den bezala. BexdzetaC, konstanteen
ordezg(z) etah(x) funtzioak erabili behar dira:

-1 Yp = ge" 4+ he ™
0 y, = ge"—he™™ + [ get +h'e7 =0 }

B ) o ) (3.86)
1 Yy = g+ he® + [gex—hex:x }

Yo —Yp = 0 + z2.
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Mako arteko

get +he ™ = 0, (3.87)
get —he™ = gz? (3.88)
baldintzetatik
1 1
g = 51‘26_30, n = —§l‘2€m (3.89)

deribatuak lortzen dira, eta hemendik
g:—l(x2+2x+2)e_x+0 h:—l<x2—2x+2)em+0 (3.90)
2 1, 2 2. .
Beraz, ekuazioaren soluzio orokorra hauxe da:

y=Cre® + Coe™ — a* — 2. (3.91)

3.24 ARIKETA Aurkitu y” +y = 1/ cos x ekuazioren soluzio orokorra.

3.8.2 Cauchy-ren metodoa

Homogeneoa ebatzi ondoren osoaren soluzio partikularuskitzeko ordezko metodo hau
agian ez da aurrekoa bezain praktikoa, baina badu gartant#o handiagoa, baita interpretazio
fisiko gardena ere. Cauchy-femetodoan homogeneoaren soluzioaren ezagutzaz balisdzen d
s parametroaren menpeko homogeneoaren soluZigens) familia bat eraikitzeko,

LK(z,5) =0, K(z,8) = 3" Ch(s)yn (3.92)
k=1

x = s puntuan ondoka hastapen-baldintzak betetzen dituena hain zuzen:

(3.93)

3.25 ARIKETA Froga ezazu (3.93) baldintzak betetzen dituen soluzidlifabakarra dagoela.

8 Augustin Louis Cauchy (1789-08-21, Paris; 1857-05-23, Sceaux, Frantzia). 78Ruéutan
bildutako Cauchy-ren lan ikaragarriari esker, matemaiikanen izena hainbat emaitzetan agertzen
da, Cauchy-ren integralaren teorema, aldagai konplexakekly eta Riemann-en ekuazioak, deribatu
 partzialetako soluzioen existentziari buruzko Cauchyket@alevskaya-ren teorema eta Cauchy-ren
segidak barne.
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Soluzio-familia honekiny, = [ K(z,s)b(s) ds funtzioa eraikitzen da. Azken honek eta bere
deribatuek ondoko adierazpenak betetzen dituzte hastsddimtza berezien ondorioz:

a { R A:K(x,s)b(s)ds }
a1 { y, = /x:f('(x,s)b(s)ds + [ K@aoba) =0 ] }
s { g = z:K”(x,s)b(s)ds + [ Ko@) =0 | }
(3.94)
a { Y = m:K(”l)(x,s)b(s)ds + [ KD (,2) ba) =0 ] }
! { yn = x:K(”)(x,s)b(s)ds + [ K (a,a) ba) = | }
Ly, = / LK (z,s)b(s)ds  + b

K funtzioa homogeneoaren soluzioa denke& (= 0), eskuineko lehen batugaia nulua da:
Jo LK (z,5)b(s)ds = 0. Beraz, metodoaren bidez eraikitako funtzioa osoarenzemuda:
Ly, = b. 1zan erey(zy) = y'(x) = --- = y" Y (x) = 0 baldintza nuluak betetzen dituen
soluzio partikularra da preseski, (3.94) adierazpeneanr, eginez ikusten den bezala.

Azter dezagun berriro (3.85) ekuazioa. Homogeneoarerzigatuokorray = Ce® + Cye™™
denez, behar dugun soluzio-famili&(x, s) = Ci(s)e” + Cz(s)e”* motakoa izango da eta bete
behar dituen baldintzak ondokoak:

K(s,s) = Ci(s)e’ +Cy(s)e* =0, (3.95)
K'(s,s) = Cy(s)e® —Cy(s)e™® = 1. (3.96)

HemendikC(s) = e */2 etaCy(s) = —e®/2 lortzen dira eta, beraz{(z, s) = sinh(z — s).
Ondorioz, hauxe dugu hastapen-baldintza nuluak beteiaggndsoluzioa:

Yy = /m sinh(z — 5) s*ds = 2coshz — 2 — 2. (3.97)
0

Orain, gai inhomogeneoa? barik, » bada, dagokion soluzioa lortzeko nahikoa da integral bat
ebaztea:

y = /w sinh(z — s) sds = sinhz — z. (3.98)
0

3.26 ARIKETA Erabili Cauchy-ren metodoa+ w?z = f(t) osziladore harmoniko bortxatua koa-
draturetara laburtzeko.

K(x, s) familia osoa kalkulatzeko ahaleginaren truke abantailddotu da: edozein gai inho-
mogeneori (azken adibidean, edozein kanpo-indarri) dagaoluzio partikularra lortzeko koa-
dratura bakar bat egin behar da. Konstanteen aldakuntragtedoarh bakoitzeko sistema al-
gebraiko bat askatu behar gaderibatuak kalkulatzeko eta, geroago, azken haugnegralak
ebatzi behar dira.
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3.9 Oinarrizko soluzioa

Cauchy-ren metodoa fisikarako 0so interesgarria den ikuspoatetik ulertzeko, kalkulu
asko arintzen dituen «funtzio» batzuk aztertuko ditugehego.

3.9.1 Heaviside-ren unitate-maila funtzioa

Unitate-maila funtzioa edoHeaviside-rer? funtzioa deitzen dena honelaxe definitzen da:

0, baldinz < a,
Oz —a)= { 1. baldinz > a. (3.99)
(rx—a)
1 L __ —_—

|

|

a X

3.1 IRUDIA Heaviside-ren unitate-maila funtzioa.

Ageri denez, deribatua nulua da, funtzioa jarraitua ezadena puntuan izan ezik. Deribatu
arrunta baino interesgarriagoa da ondoren definituko ddguibatu orokortua. Har ditzaguh
etag funtzioak eta egin dezagun ondoko zatikako integrazioa:

| @@ de = f@g@)|"_~ [ @)y dr. (3.100)
Infinituanlim, ... | fg| = 0 betetzeko moduko portaera suposatzen badugu, lehen dasadau
eta lortzen dugun

/_O:o f(x)g (z)de = — /_O:O f(z)g(x) dx (3.101)

adierazpena egiazkoa izango datag funtzioek, gainera, erregulartasun-propietate matdmati
egokiak betetzen badituzte.

3.9.2 Deribatu orokortua

Bestalde, (3.101) ekuazioa edozeifuntziorenderibatu orokortuaren definiziotzat har de-
zakegug funtzioak adierazpena funtzio arrunten zentzuan betethekar diren baldintzak be-
tetzen ez baditu ere. Heaviside-ren funtzioa jarraitueesed, ez da ezein funtzioren jatorrizkoa
zuzen erreal osoan eta, beraz, ezin egin daiteke (3.10Rakatintegrazioa; baina (3.101) adie-
razpenaz balia gaitezke bere deribatu orokortua defirotzek

(e 9]

/OO F(@)0(x — a) de = —/ F(2)0(x — a) de = — /aoo flx)de = fa).  (3.102)

—00 —00

9 Oliver Heaviside (1850-05-18, Camden Town, Ingalaterra; 1925-02-03, Tayglngalaterra).
Elektrizitate eta elektromagnetismoari buruzko lan gamissuak egiteaz gain, kalkulu bektoriala sortu
zuen, Gibbs-ekin batera. Zirkuituen teorian agertzemdiaiazio diferentzialak modu algebraikoan
ebazteko asmatu zuen eragile-metodoak —o0so erabilgaamaarren— eztabaida handia sorrarazi
= zuen, metodoaren oinarri matematikoa finkatu zen arte.
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Aurreko adierazpeneko lehen gaian agertzentien— «) deribatua arrunta bada, ez dago defi-
niturik = a puntuan eta ezin erabil daiteke Riemani%ntegrala. Azken honen orokorpena
den Lebesgue-réhintegralaren zentzuan, deribatu arruntaren integralaandé integrakizuna
nulua baita ia puntu guztietan. Bestalde, aipaturiko irlegnulua izan beharreayi(a) balioa-
ren berdina dela diosku deribatu orokortuaren definizitlaksitakoaren arabera, Heaviside-ren
funtzioaren deribatu orokortua ez da deribatu arruntaezdiba, baizik etgf (x) funtzio batekin
integral-ikurraren azpian sartzen denear- « puntuanf funtzioak duen balioa ematen duen
objektu matematikoa:

/_ O:O F(2)0 (z — a) dz = f(a). (3.103)

Integral-ikurraren azpian funtzio bakoitzari zenbaki égbkiarazten dion horrelako objektu ma-
tematiko batifuntzio orokortua edobanaketadeitzen zaio eta Heaviside-ren deribatua haieta-
riko famatuena eta erabilgarriena da: Dirac-en delta.

3.9.3 Dirac-en delta

Unitate-bulkada «funtzioa» edoDirac-en'? delta Heaviside-ren funtzioaren deribatu oro-
kortua da:(z — a) = 0'(z — a). Beraz, funtzio batekin integral-ikurraren azpian jaatzé-ren
definizio-puntuan funtzioak duen balioa berreskuratzen da

/Oo f(x)d(z — a)dr = f(a). (3.104)
3.27 ARIKETA Froga itzazu ondoko propietateak:

[ f(a), baldina € (b,c),
/ f@)z —a)de = { 0, baldina & [b, d, (3.105)

g(x)d(x — a) = g(a)d(z — a). (3.106)

3.9.4 Limite orokortua

Dirac-en delta «fisikarien gustura» sartzeko erabil dugagik-metodoa Schwartz-ek sor-
tutako banaketen teoftazehatzaren antzekoa da (ikus [28]); baina badaude funtakodtuak
matematikoki aztertzeko beste bide batzuk.

10 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-09-17, Breselenz, Hannover —gaur egunean
Alemania—; 1866-07-20, Selasca, Italia). Cauchy eta Rigmven ekuazioak eta Riemann-en gai-
nazalak bere doktorego-tesian agertu ziren. Integralawatzeptua hobetu zuen, baita bere izeneko
funtzioaren zeroei buruzko konjektura famatua plazareguteaina ezagunagoa da gaur eguneko fisi-
ka teorikoaren oinarrizko tresna den geometria diferatdan egindako ekarpena.

11 Henri Léon Lebesgue(1875-06-28, Beauvais, Frantzia; 1941-07-26, Paris).rien teoria
sortzean, handik aurrera analisi funtzionalaren oinkorizesna izango zen bere izeneko integralarekin
Riemann-ena orokortu zuen. Horrez gain, topologia, Fotieanalisia eta potentzialaren teoria landu
zituen.

12 paul Adrien Maurice Dirac (1902-08-08, Bristol, Ingalaterra; 1984-10-20, Talladeses AEB).
Mekanika kuantikoa ezartzeko 1925eko artikuluan eta 1&30de principles of Quantum Mecha-
nicsliburuan egindako ekarpenei esker 1933ko Fisikako Nobé& sskuratu zuen Schrédinger-ekin
batera. Bestalde, elektrodinamika kuantikoaren «aiteetaalektroiaren ekuazioa aurkitzean antima-
teriaren existentzia aurresan zuen, hasierako integioetaiazo batzuk gorabehera.

13Teorla honetan aztertzen dira funtzio orokortuak eratsitzintegralean agertzen d¢rfuntzioak bete behar
dituen baldintza matematikoak. Hemen bakarrik aipatugditoi: erregulartasuna eta infinituan zerora joatea.
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Izan ere, funtzio orokortuak funtzio «onen» limite moduaa éefini daitezke (ikus [23]),
baina hemen fisikarien ikuspuntu erraztua erabiliko duguroeDirac-en delta zabalera behe-
rakorreko unitate-bulkaden limite idealtzat ulertzekarldezagun edozein funtzlwatugarri,
7. |9l dx < oo, eta eraiki ditzagum funtzioari eskuineranzka luzerako translazioa aplikatu
ondoren abszisa- eta ordenatu-eskala@tal/c kontrako faktoreen bidez aldatuz lortzen diren
funtzioak:

g-(z —a) = ég (l:a) (3.107)

Argi dago familia honetako funtzio guztiek integral beidutela:

/OO g-(z —a)dx = /OO g(x)dx. (3.108)

—00

Pultsuen adibiderik arruntengz) = —= e~ pultsu gausstarra da, eta kasu honetan 3.2 irudian
marraztutakay. (z — a) = —L= e~(@=9?/<* pultsuak lortzen dira. Pultsuen zabalera txikituz joan
VT

EN/ T

arren, integrala ez da aldatzen.

S

N

gs(x_a)

3.2 IRUDIA Gausstarren familia.

Orain kalkulatu nahi duguna edozejpn(xz — a) familiarenlimite orokortua da, integral-
ikurraren azpian honela definitzen dena:

[m f(x) {ll_}r% g-(z — a)} dr = £1_r>r(1) . f(x)ge(z — a) dx. (3.109)
Deribatu orokortuaren kasuan egin genuen bezalaxe, heradargzio arrunten kasuan batzue-
tan bakarrik betetzen den propietate bat —limite eta irlegen ordena aldatzeko posibilitatea,
alegia— erabili dugu funtzio orokortuen eragiketa bat defeko.

Ondoko propietate garrantzitsua beharko dugu geroago.

3.28 ARIKETA Egiaztatu limite orokortua eta deribatu orokortua elkkirré¢rukatzea zilegia dela,
hau da, limitearen deribatua deribatuaren limitea del& Blgda hau funtzio arrunten kasuan?

Defini dezagun hurrengo integral mugagabea:

G.(x —a) = /x g:(u — a) du. (3.110)

—0o0
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3.29 ARIKETA Erabili g. funtzioen definizioa eta aldagai-aldaketa nabaria furdzianten zen-
tzuan ondoko propietatea betetzen dela frogatzeko:

lim (o — a) = [/Z g(u) du} 0(z — a). (3.111)

Lebesgue-k frogatu zuen konbergentziari buruzko teoraatentarabera;.-en kasuan limite
orokortua berbera da; hau da-ekin ez bezalaz.-en kasuan (3.109) adierazpeneko bi gaiak
funtzio arrunten zentzuan ere dira berdinak.

3.9.5 Dirac-en deltarantz jotzen duten segidak

(3.111) adierazpenaren deribatu orokortua kalkulatuzehgo emaitza erabilgarria lortzen
dugu, (3.110) definizioari eta 3.28 eta 3.29 ariketetakoizmiasker.

3.3 TEOREMA Har dezagun edozein funtzio batugarfi_ |g| dx < oo. Orduan, funtzio oro-
kortuen zentzuan zera dugu:

lim lg (x—a) = [/OO g(u) du] o(x —a). (3.112)

e—=0 ¢ £ —50

Beste hitz batzuekinf(x) funtzioa edonolakoa izanik ere,

liml 0:Of(yz;)g (a:;a) dx = [/Oo g(u) du

e=0¢e J— —c0

f(a) (3.113)

frogatu dugu edo, nahiago bada;~ 0 egiteang.(z — a) pultsuen intentsitatea konstantea dela,
euren zabalera txikituz doala eta pultsuek integral-gemn azpian Dirac-en deltara (edo bere
multiplo batera) jotzen dutela.

Adibidez,c — 0 limitean lehenagoko pultsu gausstarren zabalera txiklb& intentsitatea
aldatu gabe eta limiteafix — a) lortzen da:

lim g\/_ 2 =4(x —a). (3.114)

Emaitza honek funtzio orokortuen lengoaia laburtura izan du funtzio arrunten ondoko limi-
tea:

liy / — f(a). (3.115)

Integrala ebatzi baino lehenago, limitea funtzio arrurgemtzuan kalkulatzen bada, emaitza nu-
lua lortzen da integrakizuna nulua baita limitean= « puntuan izan ezik. Limite orokortua,
berriz, lehenengoz integrala eginez kalkulatzen da eteelaolortzen den emaitza desberdina
erabiltzen dugu integral azpian agertzen den limitea zemtakortuan ulertzeko.

3.30 ARIKETA Erabili ate funtzioa,

~ {1, baldin|z| < 1/2,
) = { 0, baldin|z| >1/2, (3.116)

d(z — a) funtziora jotzen duen segida bat eraikitzeko.
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3.9.6 Oinarrizko soluzioa

Ly = b ekuazio lineal osoaren oinarrizko soluzioa, unitateguati dagokion ekuazio osoa
eta hastapen-baldintza nuluak betetzen dituen soluzicdefiaizioz:

LE(z,a) = d0(xz—a), (3.117)
E(z,a) = 0, baldinz < a. (3.118)

Unitate-pultsua Cauchy-ren metodoan ordezkaturik el®&3—(3.106) propietateak erabiliz, ze-
ra dugu,ry < a denean:

E(x,a) :/

o

T T

K(z,s)b(s)ds = / K(z,s)6(s —a)ds =0(x — a)K(z,a). (3.119)

zo

3.31 ARIKETA Egiaztatu zuzeneaf(z,a) = 0(x — a)K(z,a) funtzioak (3.117)—(3.118) bal-
dintzak betetzen dituela. Jarraituak al dira= a puntuanE(z,a) funtzioa eta bere. — 1 lehen
deribatuak

Alderantziz ere uler daiteke emaitza hau< z, tartean nulua den edozeffx) gai inho-
mogeneo, pultsuen gainezarmen lineal baten moduan idaékelgu, (3.105)-ren ondorioz zera
baituguxr > x, denean:

b(z) = / °° b(a)6(z — a) da. (3.120)

Gainezarmenaren printzipioaren arabera, hastapenbzd#libeti nuluak badira(z — a) gaiari
dagokion soluziod(x, a) denezp(a)d(x — a) da delakoari dagokiond(a) E(z, a) da izango da
eta, ondorioz, (3.120) adierazpenak emandéglk¢ orokorraren kasuan ondokoa:

y = /;o b(a)E(x,a)da = /

0 o

[e. 9] T

b(a)0(x — a)K(z,a) da = / b(a) K(x,a)da. (3.121)
o
Cauchy-ren metodoaren soluzio partikularra da azken reaepki, eta aipaturiko metodoa ikus-
puntu berritik agertzen zaigu orain: problema lineala d##g unitate-pultsuari dagokion oina-
rrizko problema ebatzi ondoren, beste edozein problenagiokion soluzioa lortzeko nahikoa da
gai inhomogeneoa intentsitate egokiko pultsuen gainezammodura garatu ondoren dagozkien
soluzioak batzea.
Adibide fisiko ezagunenak osziladore harmoniko bortxatua,

&4y 4wl = f(t), (3.122)

eta RLC zirkuitua,

eI Al 1. dv
[y L A 12
e TP tel T (3.123)

ditugu. f(¢) kanpo-indarra edo indar elektroeragilear8n/dt deribatua zabalera arbuiagarria
duten bulkaden segida modura uler daitezke, (3.120) emaittematikoak eta 3.3 irudiak fro-
gatzen dutenez. Nahikoa da, berf) = §(t—a) edodV/dt = 6(t—a) pultsuari dagokion oina-
rrizko problema ebaztea, beste edozein kanpo-eraginkil@ggpgainezarmenaren printzipioaren
bidez kalkulatzeko. Cauchy-ren metodoan bezalaxe, ledwgkzen den soluzioa baldintza nuluei
(hau da, kanpo-eragina hasi baino lehenago pausagunezamzesgiladoreari edo karga gabeko
zirkuituari) dagokiena da. Jakina, osoaren soluzio on@ar badaude, gainera, homogeneoaren
soluzio guztiak, kanpo-indarrik ez dagoenean ditugumesiatisolatuei dagozkienak hain zuzen.
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fla)

3.3 IRUDIA f(t) indarra bulkaden segida modura.

Lehen aztertu ditugun adibide fisikoetan, arin zein astidargetuz doazen portaera iragankorrei
dagozkie homogeneoaren soluzioak, baina beste kasu taigyarantzi handiko soluzioak izan
daitezke, hala nola Maxwell-en teoriaren erradiazio etekgnetikoa. Ekuazio osoak ebazteko
metodo hau era naturalean hedatzen da eremuen teorietdreaggiren deribatu partzialetako
ekuazio linealetara, eta testuinguru horre@een-en funtzioaren metodoa deritzo. Gainera,
Sturm eta Liouville-ren problema inhomogeneoak 9.6 ateéedertzean ere agertuko zaigu.

3.10 Koefiziente konstanteetako ekuazio homogeneoak

Ekuazio lineal homogeneoarep koefiziente guztiak konstanteak badira,
y™ +ay" D+ a1y any =0, (3.124)
L eragile diferentziala deribazio-polinomioa da:
L=P(D)=D"+a;D" '+ -4 a,_1D + a,. (3.125)

HemenD — =z ordezkapen formala eginez, deribazio-polinomioari dagogolinomio karak-
teristikoa lortzen da:

P(z)=2"4+a12" ' 4+ a1z +ap,. (3.126)
Algebraren oinarrizko teoremaren ondorioz, badakigunootiio hau

P(z) = ﬁ (z — k)™ (3.127)

i=1
moduan idatz daitekeela; balioam; anizkoiztasuneko erro erreal edo konplexua bada:
P(k;) = Pl(ki) e P(mifl)(ki) =0, P(”%’)(ki) £ 0. (3.128)

Jakina,>!_, m; = n dugu. Koefizienteak konstanteak direnBz= d/dx deribazio-eragilearen

(2

linealtasunari esker deribazio-polinomioak berak eretaea du faktorizazio berbera:
P(D) = H (D — k;)™. (3.129)
i=1
Polinomio karakteristikoaren kasuan bezalaxe, hemeraktereen ordena edonolakoa izan dai-
teke.
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3.32 ARIKETA Polinomio diferentzialak eta algebraikoen arteko isonsarfia frogatzeko, egiaz-
tatu zuzenean ondoko berdintzak:

(D—k)(D—k)=(D—K)D—k)=D%— (k+k)D+kk'. (3.130)

3.33 ARIKETA Froga ezazu polinomio karakteristiko eta diferentzialemetean dagoen ondoko
erlazioa:
P(D)e* = P(k)eke. (3.131)

Koefiziente konstanteetako ekuazio homogeneoak ebazidko-&1* metodoa, soluzio es-
ponentzialak saiatzean oinarritzen da. Polinomio difeziataren faktorizazioari eskef,(D)y =
0 problemaren ebazpert® — k)™y = 0 motako oinarrizko problemak ebaztera laburtzen da.
m = 1 kasuan soluzioa = C,¢e** dela 2.14 ariketan ikusi genuen, eta= 2 balioari dagokiona
y = C1e* + Cyxe*® 3.20 delakoan. Kasu orokorra ondokoa da.

3.34 ARIKETA 3.6 probleman ikusiko dugun emaitza erabiliz, froga eg&xu &)™y = 0 ekua-
zio lineal homogeneoaren soluzio orokoft@ + Cyz + - - - + Crz™ 1) € moduan idazten dela
C}, hautazko konstanteen bidez.

Ikusten dugunezD — k;)™: faktore bakoitzakn; soluzio linealki independente ematen di-
tu: ek, zeki®, . ami~Lleki® (Esan bezala, soluzio hauen independentzia lineala 8gman
frogatuko dugu.) Gainera,_;_, m; = n denez, metodoa soluzio guztiak lortzeko erabil daiteke.
Prozedura, beraz, erraza da: nahikoa da polinomio karstitearenk; erroak —erro karak-
teristikoak edoberretzaile karakteristikoak deitzen direnak— eta euren,; anizkoiztasunak
kalkulatzea. Polinomioaren mailaren arabera problemeba#gko hau erraza, zaila zein ezinez-
koa gerta daiteke, baina ebatziz gero homogeneoaren saitaiorra adierazten duen hautazko
koefizienteetako konbinazioa zuzenean idazten da:

Yy = Z (Cﬂ + Cipx + -+ Cimixmi_l) ek, (3.132)
=1
Batugai bakoitzajuasipolinomio bat da, hau da, polinomio baten eta esponentzial baten-bider
kadura.

Adibidez,
y/l/ + yl/ . y/ . y — O (3133)
honela idazten da:
(D+1)*(D—1)y = 0. (3.134)
Ondorioz, soluzio orokorra zuzenean idatz daiteke:
Yy = (01 + CQ?E) e ” + 0361. (3135)

14 Leonhard Euler (1707-04-15, Basilea, Suitza; 1783-09-18, San Peterslairgsia). Johann
Bernoulli-ren dizipulu hau inoiz bizi diren matematika@drgantzitsuen eta emankorrenetarikoa da,
baita testu honetan gehienetan aipatzen den egilea ei@a (€8 arte handituz joan zen itsutasunak
ez zion galarazi sei hamarkadatan matematika berriarizbLBLO00 orri idaztea.) 1736-37 bitarteko
Mechanicdiburuan lehenengoz azaldu zuen mekanika analisiarez jxdeu arte Newton-en metodo
geometrikoak erabiltzen zireli.= ma idatzi zuen lehenengoaizan zen. Jorratu zituen arloearan@uexek ditugu:
solido zurrunaren mekanika, elastizitatea, llargiarernige hiru gorputzen problema, akustika, optika, hidteaubta
musika. Berari zor dizkiogu faktore integratzaileak, araldbeheratzearen metodo batzuk, aldakuntzen kalkuluaren
lehen azterketa sistematikogkonstanted, funtzioa,f (x) notazioae letraren erabileralogaritmo naturalen oinarria
adierazteko; = v/—1 laburdura, zirkunferentzia eta diametroaren arteko edaenr izena, batukariak adierazteko
> ikurra eta abar.
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3.35 ARIKETA Erabili Euler-en metodoa osziladore harmonikoa ebazteko:

i+ wr=0. (3.136)

Ekuazioa erreala bada, mota berekoak dira polinomio kanskkoaren koefizienteak eta
erro konplexuak egotekotan konplexu konjokatuen bikotadez bakarrik ager daitezké; =
a + iw, kj = a — iw. Horrelako kasu bateap;(z) = Ci; + Ciax + - -+ + Cypp, 2™ ! Notazioa
erabiliz, dagozkien soluzioak (z)e"* + p;(x)e*® moduan edo ondoko era baliokidean idatz
daitezke:

e {[pi(x) + p;(z)] coswz + @ [pi(x) — pj(x)] sinwzx}. (3.137)

Ekuazioa erreala izanik soluzio errealak bakarrik nahithgd, p;(x) = p;(z) aukeratu behar
dugu eta sinu eta kosinuaren koefizienteak,

pi(x) +pj(x) = 2Repi(x) =Dy + Dippr +--- + Dimixmi_l, (3.138)

polinomio errealak dira. Hortaz, izaera erreala nabamgdrezen duen ondoko eran adierazten
dira konplexu konjokatuen bikoteari dagozkion soluzidektazko koefiziente errealen bidez:

e’ [ (Dit + Dipx + + -+ + Dy ™™ 1) coswz +
(En+ Bz + -+ + Eypa™™Y)  sinwz]. (3.140)

3.36 ARIKETA Idatzi aurreko 3.35 ariketan lortu dugun osziladore haiikuaren soluzioa forma
nabariki errealean.

Atal hau amaitu baino lehenago, koefiziente konstanteetkidazio homogeneoak ebazteko
—batez ere, hastapen-baldintzen problemen kasuan— % gajdace-ren transformazioaren
metodoa ere erabilgarria dela aipatu nahi dugu.

3.11 Koefiziente konstanteetako ekuazio osoak
Ekuazio lineal osoan;, koefizienteak konstanteak direnean,
y(”) + aly(”_l) + .+ a'n—ly, —+ any = b(:L‘)7 (3141)

P(D)y = b moduan idatz daiteke eta, jakin(D)y = 0 homogeneoaren soluzio orokorra-
ri gehitzeko kalkulatu behar den soluzio partikularra taig&ko, konstanteen aldakuntzaz zein
Cauchy-ren metodoaz balia gaitezke. Hala eta guztizeyai,inhomogeneoa quasipolinomioa,

b= (Ar+ Az + -+ AT t) M, (3.142)

edo quasipolinomioen batura bada, aipaturiko metodoagarizen diren integralak kalkulatzea
erraza, baina neketsua, izaten da, eta kasu berezi howwataiogartikularra aurkitzeko beste bi
metodo erabilgarriago daude.
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3.11.1 Koefiziente indeterminatuen metodoa

Saio-metodo honetanl; edozein konstanteetarako
(D= N [(Ar+ Agz + -+ Aa® 1) M| =0 (3.143)
betetzen dela erabiltzen da. Ebatzi nahi dugun ekuazioa
P(D)y = (A1 + Agw + -+ Aga?™") e (3.144)

bada, zera dugu:
(D—-XN)P(D)y = 0. (3.145)

(Emaitza honi eskegragile deuseztatzailearen metod@enaz ere ezagutzen da hau.) Hasiera-
ko ekuazio homogeneoaren soluzioak ez diten ¢ ordenako (3.145) ekuazio homogeneoaren
soluzioen artean egongo da derrigorrean aurkitu nahi deaisgartikularra. Baina bi homoge-
neoen soluzioak zuzenean idatz ditzakegunez, erraz ikdst@ola kalkulatu behar den soluzio
partikular hori.

1. Gai inhomogeneoan quasipolinomio bat baino gehiagoussakuazio osoen gainezar-
menaren printzipioaz balia gaitezke quasipolinomio biakoi dagokion soluzioaren zatia
ondoren aztertzen den metodoaren bidez kalkulatzeko. émaraiquasipolinomio guztiei
dagozkien zatiak batu beharko dira, noski.

2. ) berretzailea hasierako ekuazio homogeneoaren erro kaisiitoen artean ez badago,
(P(X\) # 0), soluzio partikularra\ erroari dagozkion quasipolinomioetatik bakarrik etor
daiteke. Hortaz, nahikoa da erro horri dagokion maila beglasipolinomio bat saiatzea,

P(D) (Bi+ Bax + -+ Ba" ') = (Aj + Az + -+ A2 1) ¥, (3.146)

horrelakoa baitdD — \)%y = 0 ekuazioaren edozein soluzio. Polinomio honi deribazio-
-eragilea aplikatu ondoren;ren berretura bakoitzaren koefizienteak berdindgjzons-
tanteak eta, beraz, soluzio partikularra aurkitzen dira.

Adibidez,
y" oy — oy —y = 18€* — 64xe " (3.147)

ekuazioaren homogeneoa (3.133) da, erro karakteristikoak+1 izanik. 18¢%® gaiaren
berretzaile karakteristikoa, = 2, ez dago homogeneoarenen artean eta 0 mailako polino-
mio batekin biderkaturik agertzen da. Koefiziente zehametpko egitura bereko quasi-
polinomio bat saiatu behar dg”’ + y” — v/ — y = 18¢2* ekuazioany = Ae** ordezkatuz
A = 2 lortzen da eta soluzio partikularraren zatig® izango da—64xe=3* quasipolino-
mioaren maila denezy = (A + Bx)e 3* saiatu beharko dg” +vy" —y' —y = —64ze™>3*
ekuazioan: emaitzal = 5 etaB = 4 da. Gainezarmenaren printzipioa eta (3.135) ho-
mogeneoaren soluzio orokorra gogoratuz, honela idaztgB.dd7) ekuazioaren soluzio
orokorra:

y = (C1 + Cox) e ™ + Cze” + 2 + (5 + da)e ™. (3.148)

3.37 ARIKETA Aurki ezazui + = = (6t — 4t?) e~ ekuazioaren soluzio orokorra.
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3. ) balioa hasierako homogeneoareranizkoiztasuneko erro karakteristikoa b&da-hau
da,P(\) = P'(\) = --- = Pm=U(X) = 0, P™()\) # 0) betetzen bada—, (3.145) ekua-
zio homogeneoa(D — \)™*? faktorea agertuko da eta eragile honi dagokion soluzio oro-
korraren egitura bera duen quasipolinomio bat saiatu kelda:

P(D) (31 + Box+ -+ Berqu-‘rq—l) e (A1 + Asx + - + Aqxq_l) e,

(3.149)
Baina ezkerreko polinomioaren lehengaiak P(D) eragilearer{D — \)™ faktoreak deu-
seztatzen ditu. OndorioZ3,, Bs, ..., B,, zehaztu gabe geratuko dira (homogeneoaren

soluzio orokorreko hautazko konstanteetan agertzen, é@t@nahikoa izango da
P(D) (Dy + Dot + -+ + Dga® ) a™e = (Ay + Agz + -+ + Aga? ™) X (3.150)

saiaturikz-ren berretura bakoitzeko koefizienteak berdintZea= B, ; konstanteak kal-
kulatzeko.

Adibidez,

y"'+y =y —y=—-24x(x + 1)e” " (3.151)
ekuazioan polinomioa bigarren mailakoa da eta mota befeke Bx + Cz?) e~ poli-
nomioaren eta:? faktorearen biderkadura saiatu beharkoXa; —1 erroa bi aldiz ager-
tzen baita homogeneoan. Izan ere, (3.151) ekuazidan Bx + Cx?) z%e~® ordezkatuz
A =6, B=4etaC = 1lortzen da, eta soluzio partikularté + 4z + z*) z?¢~* da.

3.38 ARIKETA Ebatziy” — 4’ — 2y = cosh2x + x.

Ekuazioa erreala izanik, gai inhomogeneoan sinu edo kao=inbat agertzen bada, aipaturi-
ko funtzio trigonometrikoak esponentzial konplexuen hideieraz daitezke, noski, baina bes-
te posibilitate zuzenago bat dago: sinua daukan mota bepeksipolinomio baten eta kosinua
duen beste baten batura saiatzea, hain zuzen. Aipatumkoidurigonometrikoetatik bat baka-
rrik agertzen bada ere, biak saiatu behar dira, zeteim wx (edoe® cos wx) gai bakoitzari sinua
eta kosinua dauzkaten-+ iw erro karakteristiko biak baitagozkio. Adibidez,

y" +y = 25ze” cosw (3.152)

ekuazioan gai inhomogeneaa= 1+ erroei dagokie aldi berean. Gainera, polinomioaren maila
1 denez, bi erroen anizkoiztasuna 2 da. Erroak ez dira @ayettamogeneoan; berai), +
Dyx)e® cosx + (B + Eyx)e®sin x funtzioa saiatu behar da. Jakind);, + D,z)e'*9* erako
guasipolinomioak ere saia daitezke dagozkien gai inhomeggren zatiekin. Edozein kasutan,
honelaxe idatz daiteke soluzioa:

y = Acosz + Bsinz + [(bx — 2) cosz + 2(bx — 7) sin x] €”. (3.153)
Azpimarratu behar da soluzio partikularrak sinu bat daakahiz eta gai inhomogeneoan horre-
lakorik ez egon.

y' +y==xcosx (3.154)

ekuazioam\ = =+ erro karakteristikoen anizkoiztasuna 2 da gai inhomogameta 1 homoge-
neoan. Ondorioz, saiatu behar den soluzi¢@); + Dyx) cosz + (E) + Eyx) sin x] da.

3.39 ARIKETA Aurkitu (3.154) ekuazioaren soluzio orokorra.

150sziladore baten kasuan hau gertatzen deegasonantziadagoela esaten da mekanikan, gai inhomogeneoko
kanpo-indarraren maiztasuna eta osziladorearena bé&rdirzaeta.
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3.11.2 Alderantzizko eragilearen metodoa

Metodo hauHeaviside-ren kalkulu sinbolikoaren oinarrian dago eta erabiltzen duen fun-
tsezko ideia hauxe da:

P(D)——— =1 (3.155)

propietateak deflnlturlk%— alderantzizko eragile bat badago+ Pl b funtzioak P(D)y = b
ekuazioa beteko du eta aurkltu nahi den soluzio partikalaango da
Adibidez, deribatuaren alderantzizko eragilea integnajagabea da:

1
5= /f dz. (3.156)

Kasu berezi honetan hautazko integrazio konstanteazagérargi frogatzen duenez, alderantziz-
ko eragilea ez da bakarra efdD) 55 = 1 propietatetik ez daP—P( ) = 1 ondorioztatzen.
(Bakartasunaren eza ekuazio osoaf< infinitu soluzio pdemledukltzearl dagokio, noski.) Hel-
burua ez da hemen alderantzizko eragile guztiak eratze&asdugu batekin soluzio partikular
bat aurkitzeko.

Alderantzizko eragilearen ondoko propietateak errazek di

3.40 ARIKETA Froga ezazu alderantzizko eragilea ere lineala dela, heheadae betetzen dela,

etab konstanteak badira: ) )

oy (@ +be) =a

3.41 ARIKETA Frogatu

- . (3.158)

Beraz, (3.129) adierazpenetik alderantzizko eragileansioko faktorizazioa ondorioztatzen
da:

1 " 1
— = —_. A1
o)~ Lo =y (3159
Behar dugun alderantzizko eragilearen adierazpen forataldyo,
1 T L O )
R = / €0 (3.160)

baina integrala kalkulatu beharrak deuseztatu egiten dadodnonek konstanteen aldakuntzare-
narekiko duen abantaila. Bestaldér) gai inhomogeneoa quasipolinomioen batura bada, meto-
do honen ideia erabiltzeko nahikoa k 7 -p(z)e*® adierazpenaren esanahia aurkitzea koefi-
ziente konstanteetakgx) polinomio baterako. Urratsez urrats ikusiko dugu nola kaitekeen
helburu hau.

1. (3.131) adierazpenaren kasu berezi giBa;- k')ek* = (k — k')e** betetzen da eta, beraz,

1 ko ek -
D — k/@ = m, bald|nl€ 7£ k’ (3161)
Ondorioz, .
1, e’ :
T = | P . .162
P(D)e PO’ baldin P(k) # 0 (3.162)
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y" —y' — 2y = e” ekuazioaren kasuaf(D) = D? — D — 2 etaP(1) = —2 # 0 denez,

1 T 1 T
me = —56 s (3163)

dugu eta soluzio orokori@, e** + Cye™ — /2.

. Indukzio osoaren bidez erraz egiaztatzen da

(D — k)" = e (3.164)
m:
betetzen dela eta, ondorioz,
#ekw - M (3.165)
(D—kym  — m! '
Hortaz,k balioaP(D) eragilearenn anizkoiztasuneko erroa bada,
P(D) = (D—-k)"Q(D),  Qk) #0, (3.166)
zera dugu:
1 . :L,mekz
T = 3.167
PO~ Q) (8167

Esate bateraka,” — ¢ — 2y = ¢** ekuazioan”(D) = (D — 2)(D + 1) eta, beraz,

1 1o, 1,
R 1
D-2)D+1)° 3" (3.168)

. Erraz frogatzen denezD — K')p(z)e** = (D + k — k')p(x) dugu eta deribazio-
polinomioen faktorizazioaren ondorioZ(D)p(x)ek* = ek* P(D + k)p(x). Hortaz,

Lp(x)e’“” = ekmﬁp(m’). (3.169)

. Aurkitu gabe dagoen gauza bakarra, alderantzizko egdgil =) polinomio bati egokia-
razten dion irudia da:

——p(x), baldinp(z) = apz? + a2 + -+ a, 17 + ay. (3.170)

Hasteko,% motako biderkagaiak banantzen dira, polinomieeantegral errazak egitera
laburtzen baitira.

Beste gai guztiekinl = P(D)Q(D) + R(D) eran deskonposatu behar da identitatea,
R(D) = a;D%**+a,D2 +. . . motako kondar batekin. Honen maildaino handiagoa de-
nez, polinomioari aplikatzeaR(D)p(x) = 0 lortuko dugu. Berazp(z) = P(D)Q(D)p(z)

eta

S P(@) = Q(D)p(x) (3.171)

beteko da@)(D) deribazio-polinomioaren bitartekgz) polinomioaren irudia erraz kalku-
latzen denez, falta zaigun gauza bakap@®) zatidura kalkulatzeko metodoa da. Baina,
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polinomio arrunten eta deribazio-polinomioen arteko isdimmoa dela eta, horretarako
nahikoa da polinomioen zatiketa sintetikoa berretureemacdyorakorrean egitea.

Ikus dezagun adibide bay? — i’ — 2y = x%e** — (1 + 2z)e®. Lehenengo gai inhomoge-
neoaren kasuan hauxe dugu:

1 2 2x 2z 1 2 2z 1 1 2
D2-D-2"° ~ “ D2y3D" ~° DD+3
1 (22 22 2 A
e[y S ) = [ ) e (3172
eD(S 9 "7 9 9+27)€ (3.172)
Emaitza hau frogatzeko,
1 1 1 1
1=(3+D (— ~°D —D2> -~ p? 3.173
(3+D) 3 9 + 27 27 ( )
erabili dugu, ondoko zatiketa egin ondoren:
1 3+D
1 1
- D Z
3 1 :;» 1 (3.174)
~D? i D)
9 3 9
— iD3 1 ED 4 LDQ
27 3 9 27
Beraz,
1, /1 1 1 2) , ¥ 2z 2
—(Z_Dp+- D e 3.175
D+3" <3 o° "o )Y T3 T Ty (3.175)
3.42 ARIKETA Egiaztatu
Azkenik, ekuazioaren soluzio partikularra honako hau da:
oz 2x)
T 3 177
Yp <9 9+27)e + (1+2)e (3.177)

3.12 Cauchy eta Euler-en ekuazioak
Cauchy eta Euler-en ekuazioaondoko egitura duena da:
(az 4+ b)"y"™ +ay(az +b)" Ly™ Y 4. fa, 1 (ax+ b)Yy + any = B(x), (3.178)

a, b etaq;, konstanteak direlarik. Ekuazio héur+b) gaiarekiko ekidimentsionala da eta+b =
¢! aldagai independentearen aldaketak koefiziente konstakteekuazio lineal batera laburtzen
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du, ondoko deribatuen balioei esker:

dy _ydy
= = — 3.179
da “ ar (3.179)
dzy 2 9t dQQ dy

— -2t (2 J 2 A
T2 a‘e R R (3.180)
dny _ n  —nt dny n—1 |dy
T = a'e (dt” +- 4+ (=1)" " (n 1).dt . (3.181)

Kontuan hartu behar da** faktoreak(az + b)* berreturekin sinplifikatzen direla.

Ondorioz, homogeneoa ebazteko aipaturiko aldagai-aldaabil daiteke; baina beste po-
sibilitate bat dago: Euler-en metodoaren aldaera nabealzilzea, alegia. Ekuazioaii’ espo-
nentzialen ordetaz + b)* berreturak saiatu behar dira erro karakteristikoak azeki eta, gero,
koefiziente konstanteetako kasurako emandako araualaapliehar dira ondoko ordezkapen
sistematikoekin:

tref —  InP(az + b)(azx + b)*, (3.182)
tPe® coswt — InP(ax + b)(ax + b)* cos [wIn(az + b)], (3.183)
tre* sinwt — InP(ax + b)(az + b)* sin [w In(az + b)]. (3.184)
Adibidez, -
2y + §xy' —y=0 (3.185)

ekuazioanr = ¢! eginez;j + %y —y = 0 ekuaziora heltzen da. Bestalde, ekuazioamuzenean
saiatuz,

5 1
k:(k:—l)+§k:—1:<k—§)(k:+2):0 (3.186)

lortzen da. Berazy!/? etaz~2 soluzioak dira eta, linealki independenteak direnez, solaro-
korray = Ay/z + B/z* da.

3.43 ARIKETA Ebatzi(2z + 1)?y” + (8z + 4)y’ + y = 9.
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3.13 Problemak

3.1 Aurkitu planoko zirkunferentzia guztiek betetzen dutenago diferentziala.

3.3 y// . xy/// + (y///)B —0.

3.4 Laburtu koadraturetara
y'+ fly) =0

ekuazioa. Agertzen den azken integrala ebatzi gabe eneléko ekuazioen soluzioei buruzko
informazio kualitatibo interesgarria lor daiteke fisikadibtuz. Zergatik?

3.5y, = z etay, = |z| funtzioak linealki independenteak al difa-1, 1) tartean? Kalkulatu
beraien wronskiarra eta azaldu emaitza.

3.6 Froga ezazu{xpie’“m pi=0,...,n;51=1,..., n} funtzioak linealki independenteak dire-
la edozein segmentutan.
Oharra: 7 # j deneank; # k; betetzen dela suposatzen da.

3.7 Aurki itzazu ondoko funtzio bikoteek betetzen dituztendsign ordenako ekuazio lineal
homogeneoak: (a), 22, (b)z + 1, 22 + 1, () z, €**.

38(x+ 1)y +ay —y=(z+1)>

3.9 Deribazio-metodoa Batzuetan, 2.15.6 ataleko metodoa erabilgarria da ger@ko ekua-
zioekin, nahiz eta ekuazioa lineala izan eta ordena haekieetieribatua askaturik agertu. Adibi-
de moduan, ebatzi 3.8 problemako ekuazioa metodo horrea.bid

3.10 Eztabaidaty/ + A(x)y = B(z) ekuazioaren oinarrizko problema.

3.11 Osziladore harmonikoaren bi puntutako Green-en funtia. Aurkitu eta sinplifikatu on-
doko mugalde-problemaren soluzioa:

G"(z,5) + w?G(z,8) = §(z — s), G(0,s) =G((,s) = 0.
Eztabaidatu emaitza< s < ¢ parametroen balio desberdinetarako.
3.12y" —y = xe”.
3.13y" +y = ze " cos .
3.14 (D3 + D) y =14 e* + cosz.
3.15(D + 1)’y = e " + 2%

3.16 2% — 2y +y =z In’ 2.
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3.17 Mahai leun batean 6 m-ko katea kokatzen da, ertzean 1 m-kozatzilik dagoela. Noiz
jausiko da azken maila?

>y

319 (a? —1)y" — 6y = 1.
Iradokizuna Homogeneoak soluzio polinomiko bat onartzen du.

3.20y" + 10y + 25y = 2" + xe %,

/

3.212y" =¢'In v
x

3.22 Egiaztatur—/? sin z funtzioa,
2. 1 / 2 —
%y +xy +(a; —1/4)y_0
Bessel-en ekuazioaren soluzioa dela. Aurkitu soluzio @mak
3.23 Laburtu koadraturetar@’ — x f(x)y’ + f(z)y = 0 ekuazioa.
3.24 (2 — 3)*y" — 6(2z — 3)y' + 12y = 0.
3.25 Osoaren hiru soluzio Eman dezagug, vy, etays funtzioak
"'+ a(@)y’ + az(x)y = b()
ekuazioaren soluzio partikularrak direla, ondoko balhriietetzen dutenak:
Y1 Y2 Y3
yi vh ys | #0.
1 1 1

Froga ezazu ekuazio diferentzialaren soluzio orokgreaC' (y; — y3) + Ca(y2 — y3) + y3 dela
eta ekuazioa berd [y, — vs, y2 — y3, ¥ — y3] = 0 moduan idatz daitekeela.

3.26 Froga ezazy, etay, funtzioakz € I puntu berean nuluak badira, ezin osa dezaketela
I tartean ondoko ekuazio linealaren oinarrizko soluzitesis bat:

v+ ai(z)y + as(x)y = 0.

3.27 Riccati-ren ekuazioa eta bigarren ordenako lineal hommgeneoaFroga ezazu = 3/'/y
aldaketaren bidez” + a;(z)y’ + a2(x)y = 0 ekuazioa Riccati-ren ekuazio batera laburtzen dela.
Aurkitu Riccati-ren edozein ekuazio bigarren ordenakcegku lineal homogeneo baten modura
idazteko erabil daitekeen transformazioa.
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3.28 Osziladore bortxatua Frogatu
i+ 2y& + wixr = fcos O, (v,wo > 0)

osziladorearen ekuazio homogeneoaren soluzio orokpordaera iragankorra deskribatzen
duena, hauxe dela:

e " (Acoswt + Bsinwt), baldiny < wy,

z =1 Ae (TNt { Be=(v=Nt baldiny > wy,
(A + Bt)e ot baldiny = wy,

nonw = /wi — 2% eta\ = (/72 —wi < v diren. Egiaztatu osziladorearen soluzio orokorra
idazteko behar dugun soluzio partikularpayrtaera iraunkorra deskribatzen duen ondoko so-
luzioa izan daitekeela:
(w2 — Q%) cos Ut + 29Q sin Ot

(wg — 02)% + 44202

f

V(-2 + 4202
wi—0* 7

270 2

r = f = Acos(Qt + «),

o = arctan

3.29 Osziladore indargetua Frogatu
i+ 2yi 4+ wir =0, (72—w(2)>0)

osziladorea gehienez behin pasatzen dela oreka-purietilgertatzen da indargetze kritikoaren
kasuan?

3.30 Kalkulatu ondoko moduan definitzen deainu funtzioaren deribatu orokortua;

1, baldinz >0,
sign(z) = 0, baldinx =0,
—1, baldinz < 0.

3.31 Kalkulatu hurrengo limite orokortua:

lim ng [n(z —a)].

3.32 Zein izango da’ (x — a) deribatuak integrazio-ikurraren azpian duen eragikefaitioa?
Zertarako erabil daiteke fisikan?

3338=(1- 7—2)1/2 definizioa erabiliz, kalkulatu erlatibitate berezi etalaoean erabilgarri
gertatzen den ondoko limitegedozein funtzio batugarri izanik:

lim vg (v(z = 5t))-

3.34 Kontsideratu

w(x) = % {arctan <§) + g} (3.187)

funtzioak eta kalkulaty’ (z). Marraztup,. () etayp.(x) funtzioak,e = 1,107, 10~ balioetara-
ko. Kalkulatup.(z) etap’(z) direlakoaks — 0 limitean. Emaitzaren iruzkina egin.
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3.4 IRUDIA Funtzio zatikako jarraitua.

3.35 Zein da 3.4 irudiko funtzioaren deribatu arruntaren et&omwaren arteko diferentzia?

3.36 Bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal zehatak. ao(z)y” + ai(x)y’ + az(x)y
bigarren ordenako adierazpen lineala zehatzaAdéy)y' + Ax(x)y lehen ordenako adierazpen
lineal egokiaren deribatua bada:

[Ar(2)y + As(z)y] = ao(z)y" + a1 (2)y’ + az(z)y.

Aurkitu bigarren ordenako adierazpenak bete behar duelmibzh beharrezko eta nahikoa zeha-
tza izateko. Zehatza ez bada, zein da) faktore integratzaileak bete behar duen baldintza
w(z) [ao(x)y” + a1(z)y’ + as(x)y] biderkadura zehatza izateko? Eztabaidatu

ao(x)y" + a1(x)y + as(x)y = b(x)

ekuazioaren ebazpen-metodoa ezkerreko gaia zehatzand&nakbili metodo hori ondoko ekua-
zioarekin:

y'+ay +y=0.

3.37 Diferentzia finituetako ekuazioak Koefiziente konstanteetako ekuazio diferentzial linea-
lak ebazteko Euler-en metodoa mota bereko diferentziafitiko ekuazioak ebaztera heda dai-
teke zuzenean. Adibide moduan, kontsidera ezazu

Ty = Tp—1 + Tp—2, n:2737---
1. Mota egokiaren soluzioak saiatuz, aurkitu ekuazio mosiduzio orokorra.

2. 7y = 0 etaxr, = 1 hastapen-baldintzei dagokie soluzio partikulditaonacci-ren'® segida
da. Aurki ezazu Fibonacci-ref, zenbakiaren adierazpena.

3. Kalkulatuurrezko zenbakia, ondoko moduan ere defini daitekeena:

gb = lim Fn+1/Fn.

n—oo

3.38 () etaC; hautazko konstanteak badira, zeingda C; +1n (Cyx) soluzioak onartzen dituen
ordena txikienekekuazio diferentziala? Azaldu emaitza.

16 | eonardo Pisano Fibonacci(1170, Pisa, Italia; 1250, Pisa). 1202 urtean argitaraénziber
abaciliburuak Europara ekarri zuen zenbakikuntza indo-arabiata 1220kd’ractica geometriae
delakoa, garai hartako geometriaren bilduma izateaz gairhait kontzeptu trigonometrikoren sartzea
izan zen.




3.13 Problemak 75

3.39 Ebatzi
" /
Ty = 2yy.

3.40 Froga ezazy, = 1 etay, = 1/x funtzioak
y' +2yy =0

Burgers-en ekuazioarersoluzio linealki independenteak direla. Zein da soluzakorra? (Kon-
tuz!)

3.41 Ebatzi ondoko ekuazio diferentziala:
xy’ 4+ 2y — xy = 0.
3.42 Aurkitu hurrengo ekuazioaren soluzioa orokorra:
(22 = 2z)y" + (5x — 1)y’ +y = 0.
3.43 Eman dezagup’ + A(x)y = 0 lehen ordenako ekuazio lineal homogeneoaren soluzio par-

tikular bat,y;,, ezagutzen dugula. Erabil ezazu konstanteen aldakuntasetodoay’ + A(x)y =
B(x) ekuazio osoaren soluzio orokorra koadratura baten bidezeo.
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4. GAIA

Ekuazio-sistemak

La multitude qui ne se réduit pas a I'unité est confusion. ..
Blaise Pascal

Aurreko bi gaien orokorpena da Haeata ekuazio diferentzial arrunten kasurik orokorrena
aztertzen du: ekuazio-sistemak. 3.3 atalean ikusi dugletzidatz daiteke ekuazio bat lehen
ordenako ekuazioen bidez eta, beraz, ez dago inolako rterikiaztertuko diren sistemen or-
dena beti lehena dela suposatzean. Berriro ere arretazhan@irtuko den kasu linealean, oso
erabilgarria den matrize-notazio batez baliatuko gara.

4.1 Definizioa eta propietate orokorrak

Hiru dimentsioko espazioap (z, y, z) = 0 etagps(x, y, z) = 0 gainazalen ebakidurak kurba
bat definitzen du. Eremu batean definituriko

@1($,y,2701702) - 07 (41)
@2(x7y72701702) = 0 (42)

bi parametroko kurba-familia espazioko kurba-kongruenizango da baldin eta eremu ho-
rretako(z, y, z) puntu bakoitzeko familiaren kurba bat eta soilik bat psmatzada. Definizio-
propietate honen ondoriogz, y, z) puntutik igarotzen den kurbari dagozkion parametroen ba-
lioak familiaren ekuazioetatik aska daitezke, kongrunén ekuazioak honela idazteko mo-
duan:

Ui(x,y,2) = Ch, (4.3)
Uo(x,y,z) = Co. (4.4)

Hemen, independentetzat aukeratzen dugun aldagaiarekiekiko adibidez) deribatzean kon-
gruentziaren ekuazio diferentzialak lortzen ditugu:

Opr O, O,
o + 8yy+ 322 = 0, (4.5)

Oy Othg ,  Otpy
8x+8yy+ 92

!Egia esan, 4.2.1 atalean esandakoaren arabera, funtsgsiarBikusitakoaren errepikapena da hau; baina ikus-
puntu berritik eta notazio berriaren bidez aztertzea emaakzango da azkenean.

0. (4.6)

77
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Deribatuak askatuz sistemarienma normala dugu,

y, = fl(l‘7y7z)7 (47)
Z/ = fg(fL‘,y,Z), (48)

eta diferentzialak bakartdarma kanonikoa,
dx _ dy _ dz (4.9)

gl(l',y,Z) g2<xayaz) gg(l’,y,Z)'
4.1 ARIKETA Aurkitu

2?4?22 = A% (4.10)
r+y+z=DB (4.11)

zirkunferentzien ekuazio diferentzialak, bai forma noleaa eta bai kanonikoan ere.

Sistemen kasuan notazioa apur bat aldatuko dugu eta eesabéddatuenaren arabera aldagai
independenteaizango da eta menpekoak. Horrexegatiky: + 1 dimentsioko espazioaren ka-

suan koordenatuak, =1, z», . . ., z,,) izango dira eta kongruentzia bakoitz@arametro dauzkan
n ekuazioren familia bat izango da, ondoko moduan idatz kieétea:
wl(t,l'l,,l'n)zcz 221,,7’L (412)

Kongruentziaren ekuazio diferentzialak azken hauek dariblortzen dira:

M L0
8t + . al'jxj N 0’

J=1

1=1,...,n. (4.13)

Deribatuak askaturik era normalean idazten da sistema;
.I'Z:fl(t,l'l,,l'n), Z:]_,,TL (414)

(Ohi bezala, «denborarekiko» deribatua puntu baten bidezazten dugui = dx/dt.) Dife-
rentzialak bakarturik forma kanonikoa dugu:
dt _dvy_dvy _dw @15
9o g1 g2 gn
Kongruentziaren kurba bakoitza ekuazio diferentzialstesna horien kurba integral bat da eta
kurba integralen ekuazio finituen multzoak sistema difeaiafen soluzio orokor bat osatzen du.
3.3 atalean ikusi genuenez, ezezagun gehiago eta dagatuenioak sarturik beti behera
daiteke ekuazio diferentzial baten ordena leheneraina.eidegatik gain honetan orokortasunik
galdu gabe lehen ordenako sistemak aztertzea nahikoaoizidhorrelakoek edozein ordena-
tako ekuazioen sistemak barnean dauzkate eta. Sistemarenalean idazteko deribatuak aska
daitezkeela ere suposatuko dugu aurrerantzean eta, kdereean, forma kanoniko baliokidean
idatziko dugu sistema.
Berriro ere hemen frogatuko ez dugexistentzia eta bakartasunaren teoremdetetzen da.
Era normalean idatz daitekeen

jl'i:fi(t,l'l,...,l'n>, ’izl,"',n (416)

sistemakaf; etadf;/0x; funtzioak jarraituak badira, sistema bera eta ondoko erakastapen-
baldintza betetzen dituen soluzio bakarra dago:

l‘l(to) = 50, 1= 1,,7’L (417)



4.1 Definizioa eta propietate orokorrak 79

4.1.1 Sistema dinamiko autonomoak

Mekanikaren eraginez, aztertzen ari garen lehen orderiatens batisistema dinamikoa
deitzen zaio maiz, eta aldagai independentea espliziagé«tzen ez deneautonomoadela
esaten da:

I'Z:fZ(ZL'l,,ZL‘n), z:l,,n (418)

Jakina, edozein sistema autonomo bihurtzeko nahikealdiagaia ezezagun berritzat hartzea eta
sistemaridt/dr = 1 ekuazio nabaria gehitzearen ia berdina dem hori aldagai independente
berria izanik. Baina askotan hau ez da komenigarria kordigarespazioari dimentsio berri bat
gehitzen diolako.

Ekuazio autonomo bakarraren kasuan 3.4.2 atalean ikusiegelmezalaxe, sistema autono-
moat aldagai independentearen translazioekiko aldaezinaagamdorioz, integrazio-konstante
bat nabaria da. — ¢, moduan agertzen da aldagai independentearekin batera.

4.2 ARIKETA Egiaztatu azken baieztapena; hauda= g¢;(¢) funtzioak (4.18) sistemaren solu-
zioak badirax; = g; (t — o) transladatuak ere soluzioak direjabalio guztietarako.

e
=
L /:://

4.1 IRUDIA Sistema autonomo baten kongruentzia eta berekxima fase-espazioan.

Sistema autonomoen testuinguru honetan,. . . , z,,) menpeko aldagaiemdimentsioko es-
pazioafase-espazibizenaz ezagutzen da eta, ondorioz, sistema dinamika@reny; (t) soluzio
bakoitzakfase-ibilbide bat definitzen duz; = ¢;(t) ekuazio parametrikoek definituriko kurba,
(t,z1,...,x,) espazioan dagokion kurba integralak fase-espazioan doékpioa hain zuzen.
(4.18) ekuazioen artean bat aukeratuz gero, beste guarakdkin zatitzen baditugudesagertu
egiten da eta geratzen diren

dl‘i o fl (xla"'al‘n)
dte  fol(T1,...,20)
n — 1 ekuazio diferentzialak, fase-ibilbideenak dira. Emaitwamek frogatzen du (existentzia

eta bakartasunaren teoremaren baldintzak betetzen ptadieaibilbideek ¢ + 1 espazioko kon-
gruentzia baten proiekzioak izateaz gain) fase-espaamaansatzen dutela kongruentzia bat.

i=1,....,.a—1La+1,....n (4.19)

2|zen hau erabiltzean buruan dugun irudia mekanika hantiéimeko lehen ordenako ekuazio kanonikoak dira
eta ez bigarren ordenako Lagrange-ren mekanikakoak xaoréz, testu matematiko askotan fase-espazioko dimen-
tsioaaskatasun-graduen kopuruadela esan ohi da; mekanikan askatasun-graduen kopuruatdimborren erdia
da.
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Sistema dinamikoa forma kanonikoan idatziz,

de‘l dl‘g dl‘n
dt = = =...= , 4.20
filzy, ..o mn)  fo(xy, ... xy) a1, . ) ( )

etadt-ren lehen berdintza nabaria ahaztuz, fase-ibilbidgiakfs, ..., f,) abiadura-eremuaren
korronte-lerroak direla ikusten dugu. Ondorioz, irudirodinamikoaz baliatuz, fase-espazioko
eboluzioa deskribatzen duen aplikazigarioa deritzo. Hastapen-baldintza bakoitzari «denbo-
raren» edozein aldiunetan dagokion fase-espazioko puntu adierazganaen du jarioak.

4.2 IRUDIA (4.21) sistemaren soluzio bat eta bere proiekiase-espazioan.

Adibidez,
T = —y, y=x (4.21)

sistemaren soluzioak
x=Rcos(t —ty), y= Rsin(t—tg) (4.22)

dira eta, 4.2 irudian azaltzen deneézardatzean zentraturik@ erradioko eta&2r urratseko he-
lizeak dira. Gainera, fase-ibilbideen ekuazio paramedikdira. HelizeaKx, y) fase-espazioan
proiektatzean jatorrian zentraturiko zirkunferentziakzen diraz, integrazio-konstantearen ba-
lioa aldatzean helizearen norabidean transladatzen da, baina fase-espaziesnpdaiekzioa

ez da aldatzen, puntu bakoitzari dagokidralioa aldatzen bada ere. Azpimarratu behar da fase-
espazioko ibilbideak lortzeko nahikoa delazabatzea soluzioan¥+ y*> = R?) zein ekuazio
diferentzialetandy /dz = —x/vy).

4.2 Ebazpen-metodoak

Ekuazio bakarraren kasuan gertatu zen bezalaxe, sisteg@diarako teoria zehatza dugu,
koefizienteak konstanteak direnean ebazpen-metodo siskea barruan dagoela. Kasu oroko-
rragoetan —kasu ez-linealetan, hain zuzen— dena izaterslde @re zailagoa eta hemen bi
ebazpen-metodo besterik ez ditugu aipatuko: ekuazio lxtara laburtzea eta lehen integralen
bilatzea.
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4.2.1 Ekuazio batera laburtzea

3.3 atalean ikusi genuenez, ezezagunak eta ekuazioakigebdozein ekuazioren ordena
lehenera labur daiteke. Alderantzizkoa ere egia da. DEnhata ordezkapenaren bidez posible
da, printzipioz, lehen ordenakoekuaziok osaturiko sistema, menpeko aldagai batetakale-
nako ekuazio bakarraren bidez ordezkatzea. Azken hauegbbatla, aldagai guztietarako solu-
zioak kalkula daitezke ordezkapen hutsaren bitheste ezein ekuazio diferentzial ebatzi gabe
Gainera, sistema lineala badaprdenako ekuazioa lineala izango da prozedura erraz Hat-era
tzen denean. Ez dugu hemen teoria orokorra ikusiko —jakimaitiuen irakurleak Elsgoltz-en [3]
liburura jo dezake—, baina adibide pare bat egingo ditugu.

Biz © = y, y = x sistema. Lehen ekuazioa deribaturik= 7, eta bigarrena hemen ordez-
katuz,© = z lortzen da. Azken honen soluzioa erraz aurkitzen da Eulenetodoaren bidez:
r = Ae' + Be™t. Orain,y aurkitzeko ez daj = x ebatzi behar«-ren soluzio orokorra ber-
tan ordezkatu ondoren), zeren horrela hirugarren integskaanstante bat agertuko bailitzateke.
Horren ordez, lehen ekuaziga= i moduan erabili behar da; bertarren soluzioa ordezkatuz
y = Ae! — Be™ ! lortzen da.

4.3 ARIKETA Ebatzii = 3z — 2y, y = 2x — y sistema.

Ekuazio ez-linealekin ere saia daiteke metodo hau, noski.

4.4 ARIKETA Ebatzii = y, y = xy sistema.

4.2.2 Lehen integralak

o (t,x4,...,x,) funtzioa sistemarelehen integraladela esaten da baldin eta jarioan zehar
—sistemaren «eboluzioan» zehar, alegia— konstantea badaa,:; aldagaien ordez dagokien
edozein soluzio sartzeanfuntzioa konstante bihurtzen bada. Beraz,

O (t,xq,...,x,)=C (4.23)

moduko ekuazio bat dugu, soluzio bakoitzean zehar betemea(C' balioa soluzio batetik bes-
tera aldatu egiten da, baina ez soluzio bakoitzean zedldatzeanC bakoitzeko ekuazio horrek
(t,z1,...,x,) espazioko hipergainazal bat adierazten du, kurba intgral- 1 parametroko
familia bat daukana, hain zuzen ere. Kurba integral bateruploat aipaturiko hipergainazalean
badago, kurba osoa dago hipergainazal barruan.

Praktikan funtzio bat lehen integrala denetz egiaztatezkda beharrezkoa sistemaren solu-
zioak aurkitzea, nahikoa baita jarioan zehar kalkulamwtddribatua nulua denetz egiaztatzea:

> 9d L 0d
PR D v

=1

fi=0. (4.24)

Adibidez,# = y, y = x sistemaren kasuah = e~'(z + y) lehen integrala da, bere deribatua
nuluabaita® = —e *(x +y) +e (i 4+ 9y) = —e(z+y)+et(y+x)=0.

4.5 ARIKETA Egiaztatue !(z + y) delakoaz gaing!(z — y) etax?® — y? funtzioak erei = v,
1 = x sistemaren lehen integralak direla.
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Hautazko konstante bat sartzearen truke, menpeko aldak@aibat askatzeko erabil deza-
kegu (4.23) lehen integral bakoitza; = V (¢, xy, ..., x;—1, Ti1, - .., T, C'). Horrela aipaturiko
aldagaia desagertu egingo da problematik. Aurreko adibéekasuar; = (x + y) = A integra-
letik y = Ae~t — x erabil dezakegy ezabatzeko eta problema ekuazio bakar batera laburtzeko:
& = Ae”' — x. Sistemaren

@i(t,xl,...,xn):@, izl,...,n (425)
n lehen integral funtzionalki independentek,

9 (®y,..., )

0(x1,..., 1) 70, (4.26)

soluzio orokor bat (hau da, kurba integralen kongruentat® ématen dute, zeren printzipioz
ezezagunak aska baitaitezke (lokalk@dldagai independentearen &tahautazko konstanteen
funtzioan.

4.6 ARIKETA Egiaztatu 4.5 ariketake *(z + y) etae’(z — y) integralak independenteak direla
eta sistema ebazteko erabil daitezkeela. Frogatu auriékegralen menpekoa det& — 32 delakoa.

Sistema dinamiko autonomoen kasuaren menpekoak ez direnm— 1 lehen integral inde-
pendentek fase-ibilbideen ekuazioa ematen dute; «aldibakoitzean sistema ibilbideko zein
puntutan dagoen jakiteko beste lehen integral bat behata@zken honen adierazpeneass-
plizituki agertzen daj; = 0 sistema ez bada behintzat. 4.5 ariketako adibid€an 3> = C
integralak fase-ibilbideak hiperbolak direla diosku,rzabeste integraletako bat behar da hiper-
bola bakoitzean sistema nola higitzen den jakiteko.

Lehen integralak bilatzeari buruz berriro gogoratuko diigjlian simetriak eta kontserbazio-
legeak loturik daudela eta azken hauek lehen integralakesnthtuztela. Bestalde, ekuazioen
simetria matematikoez baliatuz, batzuetan, ekuazioesfivamazioen bidez aurki daitezke lehen
integralak, ondoren adibide erraz batzuetan ikusiko dimgzala.

Argi dago
T = y-—z, (4.27)
y = z-—u, (4.28)
z x—y (4.29)

sistemak simetria handia erakusten duela. Hasteko, hirazekak batuz gero eskuineko gaiak
desagertzen dirdx + y + z) = 0, eta gauza bera gertatzenday, etaz-rekin hurrenez hurren
biderkatuz gero batzen baditugti: + yy + 22 = 0. Horrelaz +y + 2z = Aetaz® +y*> + 2> = B
lehen integralak lortzen ditugu. Aldagai independentearenpekoak ez direnez, fase-ibilbideen
ekuazioak dira hauek.

4.7 ARIKETA Ezabatu aldagaia (4.27)—(4.29) ekuazioetan, fase-ibilbideemeiodiferentzialak
kalkulatzeko. Konparatu hemengo emaitza 4.1 ariketakaare

4.8 ARIKETA Aurkitu 4.4 ariketako fase-ibilbideen ekuazioa.
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Batzuetan, lehen integralak sortzen dituzten konbin&zanakitzeko egokiena forma kano-
nikoa izaten da, aldagai guztiak era simetrikoagoan etakudtuelako edo. Adibidez,

. 2tx ) 2ty
x:tQ—xQ—yQ’ y:tQ_:LQ_yQ (4.30)
sistema honela idazten da forma kanonikoan:

dt d:p_d_y

e i 4.31
2 —a?2—y2 2x 2ty ( )
Azken berdintza sinplifikaturik,
d d
R (4.32)
r Yy

lortzen dugu. Hemen desagertu da eta etay aldagaiak banandurik agertzen dira; koadratura
batek, berazy = Ax lehen integrala ematen digu eta fase-ibilbideak jat@&rrgarotzen diren
zuzenak direla diosku. Bestalde, frakzio bakoitzeko zkitbagilea eta izendatzaileiga x etay
balioekin hurrenez hurren biderkatuz, honako hau lortzen d

tdt +xdr+ydy dx

= —. 4.33
t(t?2 + 2% +y?) 2tx (4.33)

Bi izendatzaileetan agertzen desinplifikaturik, ekuazio honen bi gaiak diferentzial zetet
direla ikusten da. Integrazio zuzen baten bitfez 2> + y> = Bz lehen integrala lortzen dugu,
aurrekoarekin batera soluzio orokorra ematen duena.

4.9 ARIKETA Askatu ondoko sistema:

. Y . T
r=— Y = . 4.34
r+y Y Tty ( )

4.3 Lehen ordenako sistema linealak

Gai honetako hurrengo ataletan
J=1

sistema lineala aztertuko dugu etg etab; funtzioak / tarte jakin batean jarraituak direlako
hipotesia egingo dugu. Tarte horretan, beraz, existeataibakartasunaren teorema betetzen da.
Gainera, sistema lineala denegz; etab, funtzioak/ tartean jarraituak badira, tarte horretako
puntu batean emandako hastapen-baldintzak betetzem dithezio bakarra existitzen da eta
tarte osoan dago definiturikOndorioz,a,; etab; funtzioen jarraitasun-tarte osoan definituriko
soluzioak kontsideratuko ditugu.

Notazioa arintzeko ezezagun guztiak zutabe-bektore haithuko ditugu,

X
X2

: (4.36)
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etaa;; funtzioak matrize karratu batean, lehen (bigarren) adpigak errenkada (zutabea) adie-
razten duelarik:

@11 a2 -+ Aip
Q21 Q22 -+ QA2p

A= T . (4.37)
Ap1 Gp2 - Gpp

Era berean); gai askeekin beste bektore bat osatuko dugu:

b

by
b=| _ |. (4.38)

bn
Matrize hauek aldagai independentearen menpekoak direeezien deribatuak ere kalkula dai-
tezke. Adibidez,
Ty
Tg
X = A (4.39)
Ty,
Matrize-notazioan ondoko era errazean idazten da sistema:
x=A-x+b, (4.40)
edo,Lx = x — A - x eragile lineala erabiliz,
Lx = b. (4.41)

Eragilearen linealtasuna oztoporik gabe egiaztatzeh {d& + by) = alx + bLy, baldin etaa
etab konstanteak badira.

4.10 ARIKETA Idatzi matrize-notazioaren bidez ondoko sistema:

T =y, Y= —x. (4.42)

b gaia identikoki nulua ez badaistema osoala eta dagokiosistema homogeneod gai
inhomogeneoa kenduz lortzen dx = 0 edox = A - x. (Hemen delakoa bektore nulua da.)

Hurrengo ataletan garatuko dugun teoria, aurreko gaianzéikuinealaren kasuan aztertu
genuenaren hedapen naturala da. Izanemdenako edozein ekuazio lineal lehen ordenako
n ekuazioren bidez (eta alderantziz) idatz daitekeenemmndkusiko duguna aipaturiko teoria
bera da, baina matrize-notazio arinaren bidez adierazia.

4.4 Sistema lineal homogeneoak

Hastekolx = 0 (edox = A - x) sistema homogeneoa aztertuko dugu. Eragilearen linealta
sunak gainezarmenaren printzipioa bermatzen du: sistemadeneoaren soluzioen koefiziente
konstanteetako edozein konbinazio, sistemaren soluapa d
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Ondorioz, sistema lineal homogeneoaren soluzioen muégpazio bektoriala dd, tartean de-
finituriko x(¢) funtzio bektorial erregularren espazioaren azpiespaatchhin zuzen. Espazio
horretakox; bektoreenndependentzia linealaohi bezala definitzen da: tarte osoan nulua den
konbinazio lineal bakarra koefiziente nuluak dauzkang®a.. . ., x,,} bektore-sistema linealki
menpekoa bada,

Y Cixj=0 <= > 2;C;=0, Vtel (4.44)
j=1 i=1
sistema lineal homogeneoak soluzio ez-nulua onartzenHiemeén,x; zutabe-bektorearen

errenkada;; notazioaren bidez adierazi dugu.) Hortaz, sistemaremrdétantea, definizioz bek-
toreen multzoarewronskiarra dena,

11 T12 T
Xo1 To2 -+ Top

WXy, Xo .o X = X1 X0 .. X0 | = | o o, (4.45)
Tpl Tp2 - Tnn

nulua dal tarteko puntu guztietan.
Oro har, emaitza honen alderantzizkoa ez da egia, bainareektsistema lineal homogeneo
jakin baten soluzioak badirdx; = 0) eta wronskiarra puntu batean nulua bad&{,) = 0),

S0 () =0 = 3wy ()Cy =0 (4.46)

j=1

sistema lineal homogeneoak daukarkoefizienteetarako soluzio ez-nulua erabil dezakegu
balio guztietarakoex = 3°"_; C; x; bektorea eraikitzeko. Gainezarmenaren printzipioaretoen
rioz bektore hori sistema diferentzial homogeneoarenzsmiuda eta(’; koefizienteak auke-
ratzeko metodoari esker, hastapen-baldintza nuluakzeetetitut = ¢, puntuanx bektoreak
sistema diferentziala eta hastapen-baldintza berberg@tziea dituen bektore nulua izan behar
duela ziurtatzen du existentzia eta bakartasunaren teérem

Beraz, bektoreak linealki menpekoak dira eta wronskianmgko puntu guztietan nulua da. Fro-
gatu dugunezp ordenako sistemarem soluzioren kasuan, menpekotasun lineala, wronskiarra
puntu batean nulua izatea eta identikoki nulua izateagjbatiokideak diran ordenako ekuazio
lineal homogeneoaren kasuan gertatzen den bezalaxe.

4.4.1 Soluzio-espazioa

Soluzio-espazioaren dimentsiodaino txikiagoa ez dela existentzia eta bakartasunaren teo
rema erabiliz ikusten da, berari esker ondoko hastapetirtati dagozkiem soluzio linealki
independente existitzen baitira:

1 0 0

0 0
X1 (to) = . s Xg(to) = . s Tty Xn(to) = . . (448)
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Jakina, gauza bera esan daiteke beste edozein aukeraittastapen-baldintzen determinantea
—hau da,ty puntuan wronskiarrak duen balioa— nulua ez bada. Beyamgrrizko soluzio-
sistemakdeitzen direm soluzio linealki independentez osaturiko multzoak etasti dira. Gai-
nera,{xy, ..., X,} oinarrizko sistema bakoitza soluzio-espazioaren oiaakela (eta, hortaz, es-
pazio horren dimentsioa dela) frogatzeko, nahikoa da ikustea homogeneoaren edsakizio

(Lx = 0) oinarrizko sistemako soluzio€ry koefiziente konstanteetako konbinazio baten berdina
dela. Dagozkiort; balioak kalkulatzeko,

X(to) = zn: Cj Xj(fo) <~ .Z’Z(to) = zn: .Z’Z'j(to) Cj (449)

sistemakt, puntuan duen soluzio bakarra (determinantea nulua ez dsstitzzen dena) kalku-
latu behar dat, puntuan aukeratutako hastapen-baldintzei dagokienisalen bakartasunaren
ondorioz,

X(t) = Z Oj Xj(t), Vtel (450)
j=1
betetzen d&, puntuan aukeratutako koefizienteak erabiltzen badiraBsistema homogeneoa-

ren soluzio orokorra —soluzio guztiak dauzkana— oinagigistema bateko bektoreen hautazko
koefiziente konstanteetako konbinazio linealaxda: 3", C; x;.

< co§t ), <sint) (4.51)
—sint cost

bektoreek (4.42) sistemaren oinarrizko multzoa osatzéglaleta idatzi sistemaren soluzio orokorra.

4.11 ARIKETA Egiaztatu

4.4.2 Oinarrizko matrizeak

Zutabetzat oinarrizko sistema baterbektoreak aukeratuginarrizko matrize bat lortzen
da:

T1i1 T2 o Tin
F(t) = (x1X2 ... X,) = xfl x:” N xz” . (4.52)
Tat T v T
Oinarrizko matrizea ez da singularra,
det F(t) = W [xy,...,x,] (t) #0, (4.53)

eta sistema lineal homogeneoaren matrize-soluzioa da,
LF=0 < F=A.F, (4.54)

hemenO ikurrak n x n matrize nulua adierazten duelarik. Izan €fg, = z,; elementug solu-
zioaren; errenkada denez, hauxe dugu:

k=1

Baina adierazpen haw; = A - x; matrize-adierazpenaren éfa= A - F delakoaren gara-
pena denez, bi adierazpenok baliokideak dira. Ageri desiderantzizko emaitza ere betetzen
da: sistema homogeneoaren edozein matrize-soluzio gatamoinarrizko matrizea da eta bere
zutabeak oinarrizko sistema baten bektoreak.
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4.12 ARIKETA Aurkitu (4.42) sistemaren oinarrizko matrize bat.

Soluzio orokorra oinarrizko sistema batear= 3-7_, C; x; moduan garatzen da eta honen
errenkadak

j=1 =1
direnez, soluzioa bera oinarrizEbmatrizea eta
4
Cs
c=| 1. (4.57)
C,
hautazko zutabe-bektore konstantea biderkatuz adieitekea
x(t) =F(t) - c. (4.58)

4.13 ARIKETA Aurkitu (4.42) sistemaren soluzio orokorra oinarrizko rira baten bidez.

Oinarrizko matrizea ez da bakarra, oinarrizko soluzitesiekin eta, testuinguru orokorra-
go batean, espazio bektorialen oinarriekin gertatzen dézalaxe. Baina, hastapen-baldintzak
beti t, puntu jakin batean eman nahi baditugu, badago soluziokp&tibakoitza zehazten du-
ten C}, konstanteetarako aipaturiko hastapen-baldintzak ¢zahilahalbidetzen duen oinarrizko
matrize bakar bat. I1zan ere, (4.58) adierazpenefils) = F(¢y) - c lortzen da etaF alde-
ranzkarria denezg = F(to)~' - x(ty). Azken hau (4.58) adierazpenean ordezkatwiik =
F(t) - F(ty)~! - x(to) dugu. Orain,

K(t,to) = F(t) - F(ty) ™" (4.59)

definitzen badugu, honela adierazten dira soluzioak hasthpldintzen menpean:
x(t) = K(t,tg) - x(to). (4.60)

Argi dagoK matrizea oinarrizkoa dela,
CK(1,10) = A K1), (4.61)
det F(t)
K = ——"= 4.62
det (t, to) det F(to) # O, ( 6 )
eta ondoko hastapen-baldintzak betetzen dituela:

K(to, to) =1, (4.63)

1 delakoa identitate matrizea izanik. Bakartasunak aldeizkoa ere egiazkoa dela baieztatzen
du: (4.61) sistemaren matrize-soluzioa t, puntuan identitatera laburtzen bada, soluzio oroko-
rra (4.60) adierazpenaren bidez ematen duen oinarrizkozeatda. Definizioz, (4.60) baldintza
—edo (4.61) eta (4.63) direlakoak— betetzen duena sistmoanarrizko matrize kanonikoa

da.

4.14 ARIKETA Zergatik ez da beharrezkoa (4.62) baldintza eskatzea?

4.15 ARIKETA Kalkulatu (4.42) sistemareK (¢, ty) oinarrizko matrize kanonikoa.
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4.5 Sistema lineal osoak

Ekuazio lineal osoarekin gertatzen zen bezalaxe, homogeee soluzio bat eta osoaren bes-
te bat batuz, osoaren soluzio berri bat lortzen da:

LX1 = 0, LX2 =b — L (Xl -+ XQ) = LX1 -+ I_XQ = b. (464)
Eta, alderantziz, osoaren bi soluzioren arteko kenduraolgemeoaren soluzioa da:
LX1 = LX2 =b — L (X1 — Xg) = LX1 — LX2 = 0. (465)

Ondorioz,L.x = b sistema osoaren soluzio orokorra, dagokion sistema hameogeen soluzio
orokorra,

Lx=0 <~ X = Z Cj Xj, (466)
j=1
eta osoaren edozein soluzio partikular,
Lx, = b, (4.67)
batuz lortzen da:
Lx=Db — X = Zijj+xp. (4.68)
j=1

Konstanteen aldakuntzaren metodoaera zuzenean hedatzen da sistemetara: (4.58) egitu-
rako soluzioa saiatzen da, baina hautazko bektore koestamt ordez zehaztu behar deren
menpekaz(t) bektore bat jarriz. Izan er&, = A - x + b ekuazio osoar = F(t) - g(t) bektorea
saiatzen bada, Leibniz-&araua erabiliz hauxe dugu:

F-g+F.g=A-F-g+b. (4.69)
Hemen,F matrizeak homogeneoa betetzen duda=£ A - F) kontuan harturikf - ¢ = b

lortzen daF alderanzkarria denez, azken emaitzgtik F~! - b askatzen da eta honen integrala
x = F(t) - g(t) adierazpenean ordezkatuz,

x(t) = F(t) - ¢ + F(t) - / F(t)L-b(t) dt (4.70)

dugu, integrala egitean agertzen dehautazko bektore konstantearen bitartez. Azken emaitza
sistema osoaren soluzio orokorra da eta argi erakustenrdwelggura: homogeneoaren soluzio
orokorraren eta osoaren soluzio partikular baten batura da

4.16 ARIKETA Ebatziz =y, 9= -z + % sistema.
COS

3 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-07-01, Leipzig, Saxonia; 1716-11-14, Hannoverygau
egun Alemania). Christiaan Huygens-en dizipulu honek gamumean kalkulu diferentzial eta inte-
gralean erabiltzen den notazioa asmatu zuen. Newtdiugioen metodoa lehenago (1671 urtean)
idatzi bazuen ere, ez zen argitaratu 1736 arte. Atzerapaerhendorioz, kalkulu infinitesimalaren bi
sortzaile handien artean eztabaida luzea eta garratzezsort
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(4.70) adierazpenean agertzen den integral mugagabeaengoiko muga aldakorreko in-
tegral mugatu baliokidea idatziz,

t

x(t) = F(t) - c + F(t) - / F(s)~! - b(s) ds (4.71)
to

lortzen da. Hememn = t, egin ondoreng bektore konstantea aska daiteke hastapen-baldintzen

menpeanc = F(ty) ™! - x(ty). OrainK(t,ty) = F(t) - F(t,) ! definizioa gogoratuz, honako hau

lortzen da: .

x(t) = K(t, to) - x(to) + t K(t, s) - b(s)ds. (4.72)

Adierazpen honetako eskuineko lehen gaia homogeneoahezicsorokorra da, eta bigarrena
to puntuan hastapen-baldintza nuluak betetzen dituen sopariikularra eta, beraf;auchy-
ren metodoak sistemen kasuan emandako soluzio partikularra. Azpimabehar dakK(, s)
soluzio-familiak betetzen dituen (4.61) eta (4.63) balrhk, ekuazio bakarraren kasuinz, s)
funtzioak betetzen zituen (3.93) baldintzen ordezkoadlalir

4.17 ARIKETA Erabili Cauchy-ren metodob = (¢t — a)1 bektorearen kasuar, eragilearen
oinarrizko soluzioa, hau da,

LE(t,a) = 6(t — a)1, E(t,a) =0 (¢ < adenean) (4.73)

problemaren soluzioaE(t,a) = 6(t — a)K(t, a) dela frogatzeko. Egiaztatu emaitza ordezkapen
zuzenaren bidez.

4.6 Koefiziente konstanteetako sistema linealak

Sistemaren matrizea konstantea balla 0), sistema linealaren ebazpenari ekiteko metodo
sistematikoak daude. Hasteko, ikuspuntu teorikotik etgpkitagailuz eginiko algebrarako siste-
mak egiteko 0so interesgarria den metodo bat ikusiko dughuzreta praktikan kalkuluak eskuz
egiteko gutxitan erabiltzen den. lkusi dugunez, bai pnolaldhomogeneo eta bai osoa ere ia-ia
ebatzita daud® oinarrizko matrize bat,

F(t)=A-F(t), detF(t)#D0, (4.74)
edota ondoko baldintzek definiturik€ oinarrizko matrize kanonikoa kalkulatzen bada:

%K(tto) =A-K(t), Klto,to)=1. (4.75)

Problema honetan matrizeak daudela tartean ahaztukolagedon = 1 kasua bakarrik azter-
tuko bagenu—, soluzioa zuzenean idatziko genuke:

F(t) = e®, (4.76)

edota
K(t,ty) = eAlt=t), (4.77)

Ondoren ikusiko dugunez, erantzumadonolakoa izanda ere erabil daiteke.
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4.6.1 Matrize baten esponentziala

Zenbakien kasuan bezalaxe, matrize karratu baten espaadardefinitzeko

A\"
e = lim <1 + —) (4.78)
n—oo n
limitea® edo
> 1
A RN
- l;::o A (4.79)

seriea erabil daiteke. Ohi bezal&d’ = 1 etaA* = A - AF1 = A*1. A definizioak erabili
ditugu hemen.

4.18 ARIKETA Frogatu ondoko propietateak:

e = 1, (4.80)
eh.eB = ¢ATB paldn A-B=B-A. (4.81)

Propietate hauen ondorio zuzen moduan, edozein matrizsgonentziala alderanzkarria
dela dugu,

det e # 0, (4.82)

eta bere alderantzizkoa hauxe dela: )
(eA)i =e A (4.83)

Oro har, bi matrize ez dira elkarrekin trukatzen eta, oramgauza bera gertatzen da beraien
esponentzialekin, 4.12, 4.13 eta 4.14 problemetan ikukigoinez. Hala ere, edozein matrize tru-
katzen da berarekin, identitatearekin eta, alderanzkhada, bere alderantzizko matrizearekin.
Gainera, bere berreturekin eta esponentzialarekin ekatiren da; eta matrize batekin trukatzen
bada, beronen berreturekin eta esponentzialarekin e@ttiko da.

Gehien interesatzen zaigun esponentziala;— A (¢ — ;) ordezkapenaren bidez lortzen
dena da:
>, (t— to

Alt=to) Z (4.84)
k=0
4.19 ARIKETA Definizioa erabiliz, frogatu ondokoa:
L oAtto) _ AL Alt0) — pAUt0) (4.85)

dt

(4.80), (4.82) eta (4.85) propietateek frogatzen dute gahituen (4.74) eta (4.75) oinarrizko
matrizeakF (t) = et etaK(t, ty) = eA~) direla, hurrenez hurren.

4Matrize-segiden limitea definitzeko normarekiko konbetgi erabil daitekeA = lim, ., A, baldin eta
lim, . [(A — A,,) - x| = 0 betetzen bada edozeinbektoretarako. Honen azterketa zehatzagoa [20] erreferen
tzian, adibidez, aurki daiteke.
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4.20 ARIKETA Biz

1 = x + w2+ bi(t), (4.86)
To = m — 2+ bat) (4.87)
sistema eta dagokion matrizea:
a=(7 ) (4.89)
FrogatuA? = 21 dela. KalkulatuA?* etaA2?**+1 eta ondorioztatu hauxe betetzen dela:
et = cosh (\/575) 1+ % sinh (\/iﬁ) A. (4.89)

Idatzi (4.86)—(4.87) sistemaren soluzioa.

Matrize bat diagonaltzen bada, bere esponentziala ertkal&alaiteke, ageri denez, hauxe
betetzen baita:

A 0 - 0 M0 e 0
0 X -+ 0 0 e ... 0

exp| . . . = . . . .| (4.90)
0 0 - A 0 0 - e

Kasu orokorrean, badago Cayfegta Hamilton-en teoreman oinarritutako prozedura sistema
tikoa® (baina nahiko neketsua; hobe da, beraz, kalkulu algebadikosistema bat erabiltzea:
ikus B.5.2 atala). Ez dugu hemen aztertuko metodo horinz@reaian ikusiko dugun ordezko
metodoak, erabilgarriagoa izateaz gain, 8. gaian aztedulgun egonkortasun lineala ulertzen
lagunduko baitigu.

4.6.2 Sistema homogeneoaren ebazpena

Koefiziente konstanteetako sistemak 5. gaian ikusiko dugymace-ren metodoaren bidez
ebatz daitezke, batez ere hastapen-baldintzen problenigatalde, deribazio eta ordezkapenen
bidez, beti labur daiteke sistema koefiziente konstarikeetiuazio lineal bakar batera, azken
honi 3. gaiko metodoak aplikatzeko. Baina ez da beharreka@goEuler-en metodoaerraz
hedatzen baita sistemen kasura.

Izan ere;y = Cek* soluzio eskalarra saiatu beharreans= e*'c soluzio bektoriala erabili
beharko da¢ delakoa zehaztu behar den bektore konstantea izarikA - x ekuazio homoge-
neoanx = c*‘c ordezkatuzket'c = e* A - c lortzen dugu eta, nulua inoiz ez den esponentziala
sinplifikatuz,

A -c=kc. (4.91)

Argi dago baldintza hau sistemardmmatrizearen balio propioen problema dela preseski. Hortaz
metodo honetan hasteko,
det (A — k1) =0 (4.92)

5 Arthur Cayley (1821-08-16, Richmond, Ingalaterra; 1895-01-26, Cangarjdngalaterra).
Ekarpen handienak taldeen teoria, matrize-algebra etmefeia ez-euklidearrari buruz egin zituen.
900 lan baino gehiago argitaratu zituen, haietariko 25Qiiagabokatu gisa aritu zen 14 urteetan,
Cambridge-ko katedra onartu zuen arte. Azkenean, berag, Zsdetasunari ekin zion bere diru-
sartzeak asko gutxitu ziren arren.
8lkus, adibidez, [2], 471-473 orr.
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ekuazio karakteristikoa ebatzi behar da balio propiodlerretzaile karakteristikoak edoerro
karakteristikoak ere deitzen direnak— aurkitzeko. Balio propio bakoitzagozkion bektore
propioak kalkulatzeko,

(A—k1)-c=0 (4.93)

sistema algebraiko lineala ebatzi behar da. Bektore primpiependente bakoitzak sistema li-
nealaren soluzio bat ematen digu eta koefiziente konstakteedozein konbinazio lineal ere
soluzioa izango da.

Adibidez, = = + 2y, y = 4z + 3y sistemaren matrizea

1 2
A= ( L3 ) (4.94)
denez,

det (A—k1)=| " .7,

izango da ekuazio karakteristikoa. Balio propidak- —1, 5 dira, beraz, eta dagozkien bi solu-
zioak linealki independenteak izango dira (esponentaabdrdinak dauzkatelako).

‘1_’“ 2 ‘:(k+1)(k—5):0 (4.95)

4.21 ARIKETA Egiaztatuk = —1 etak = 5 balioen bektore propioak

ae () () a0

(eta hauen proportzionalak diren guztiak, noski) direladnez hurren.

Soluzio orokorra, hortax = Ax; e ‘+ Bx-,e” da, A etaB konstanteak hautazkoak direlarik.
Osagaiak hauexek ditugu:

r = Ae '+ Be™, (4.97)
= —Ae ' +2Be™. (4.98)

Azken adibidean bezala, sistemakbektore propio independente badauzka —eta horrela
gertatuko da, esaterake palio propio desberdin badaude, edo zenbaiten anizkoizéat baino
handiagoa izanik ere matrizea simetrikoa, hermiteartagonala edo unitarioa bada— bekto-
reen eta dagozkien esponentzialen arteko biderkadurekrizko soluzio-sistema osatzen dute.
Hortaz, soluzio orokorra konbinazio lineal baten bidezadtaiteke hautazke koefiziente kons-
tante erabiliz.

4.22 ARIKETA Ebatzi

T = —2zx+4+y-+z, (4.99)
= z—2y+z, (4.100)
Z = z+y-—2z (4.101)

Bektore propioek sorturiko espazioaren dimentSioabaino txikiagoa badag*'c motako
soluzioak ez dira nahiko eta, ekuazio linealarekin gertatu bezalaxetPc ' c egiturako gaiak

"Matrizeen diagonaltzeari buruzko ezagutza gogora ekartgemendatzen diogu irakurleari. Sistema diferen-
tzialen ebazpenaren eta matrizeen diagonaltzearen atielzioen azterketa osoa ikusteko [20] eta [25] liburwetar
jo daiteke.
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ere erabili behar dira. Hemen kasu guztietan soluzio orakematen duen errezeta aurkeztera
mugatuko gara (frogapena [20] eta [25] erreferentzietaki alaiteke).m anizkoiztasunekd
berretzaile karakteristiko bakoitzeko, ordezkatu sistem

x = (c1+Cat + -+ cpt™ ) (4.102)

adierazpena eta, berretura bereko koefizienteak berdikdikzlatuc, bektore konstanteak. Pro-
zedura honek beti ematen ditusoluzio independente (edo, nahiago bada, hautazkonstante
dauzkan soluzio bat). Beste balio propioekin prozeduragnapikatuz beti aurki daitezke oina-
rrizko sistema baten bektore linealki independente. Kalkulua erraza da, baeletsua gerta
daiteke. Gaur egunean zeregin hau burutzeko (egia esdizi&nte konstanteetako edozein sis-
tema lineal zuzenean ebazteko), kalkulu sinbolikoa egipgkgramarik ez erabiltzea alferrikako
lana egitea da. Soluzioek izan ditzaketen forma desbécdordea, ondo menperatu behar dira
8. gaian aztertuko dugun egonkortasun lineala ulertzeko.

Adibidez,
= x—y, (4.103)
=y (4.104)
sistemaren matrizeak = 1 balio propio bikoitzari dagokior(é) bektore propio bakarra du.
Beraz,
z\ [ A+DBt) ,
() (4 (4105
erako soluzioa saiatu behar da,
<C+D+Dt>€_<0 1 ) <C+Dt>e_< C + Dt ¢ (4.106)

lortzeko. Errenkada bietan berretura bakoitzaren koefigak berdinduz{ = —B etaD = 0
lortzen da; soluzioa, beraz, hauxe da:

( z ) _ ( AfBBt ) 3 (4.107)

(Adibide erraz honetan, bigarren ekuazioaezezaguna agertzen ez denez, aldagaiak bananduz
zuzenean lortzen dg eta hau beste ekuazioan ordezkatuz, lehen ordenako ekineal erraz
bat ebatzi behar da.)

4.23 ARIKETA Aurkitu ondoko sistemaren soluzio orokorra:

r = x—y, (4.108)
= x+3y. (4.109)

Sistema erreala izanik erro konplexu bat agertzen denehszis nabariki errealak lor dai-
tezkek = o + iw bikote konplexu konjokatuari dagozkion soluzio zatialdbi, hau da,

x = e [(cl +cot + -+ cmtm_l) cos wt + (d1 +dot +---+ dmtm_l) sinwt} (4.110)
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(c; etad; bektore konstanteekin) saiatuz. Berreturen koefizienbesillinduz,m anizkoiztasu-
neko bikote konplexu konjokatu bakoitzeko, hauta2ke konstanteak geratuko dira amaieran.
Esate baterako,

— z—y, (4.111)
= T4y (4.112)

sistemaren matrizeak= 1 + i balio propioak dauzka eta

(2)=e]( )t (5 )nd

soluzioa saiatzen bada, erraz ikusten

( y ) = K 5 )COSH ( v )Smt] (4.114)

4.24 ARIKETA Askatu honako sistema hau:

dela soluzio orokorra.

T = x—Dby, (4.115)
= 2x—y. (4.116)

4.6.3 Sistema osoaren ebazpena

Gai inhomogeneoan
(a1 + agt + - + 2t ") (4.117)

egiturako quasipolinomioak agertzen badira-bektore konstanteak ezagunak izanikkeefi-
ziente indeterminatuen metodoammota bereko

x = (c1+cat + -+ttt (4.118)

gaiak saiatzen dira; bektore konstanteak aurkitzeko. Baihdalioa ekuazio homogeneoaren
m > 1 anizkoiztasuneko erro karakteristikoa bada,

x = (c1+ Cat + -+ gt ) (4.119)

saiatu behar da etkuazio linealaren kasuan ez bezala, orain ez da beti pesibasierakon
gaiak ez sartzeaBikote konplexu konjokatu baten kasuan= o + iw),

x = ™ [(cl +cCot+---+ cq+mtq+m_1) cos wt + (d1 +dot + -+ dq+mtq+m_1) sin wt}
(4.120)
soluzio nabariki erreala saia daitekeerro bikotearen anizkoiztasuna gai inhomogenepan)
bada eta ekuazio homogeneoan> 0. Adibidez,

T = x—y— 2t — 9%, (4.121)
= y+2" -3 (4.122)
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sistemaren kasuah,= 1 erroa bi aldiz (hau da, lehen mailako quasipolinomio bgtegertzen
da gai inhomogeneoan eta, (4.103)—(4.104) sistema aza@rikusi genuenez; = 2 anizkoiz-
tasuna du sistema homogeneoaren matrize linealean; meangaailako bektore-quasipolinomio
bat saiatu behar da, beraz:

r\ ([ A+Bt+Ct*+Dt*\ ,
<y>_<E+Ft+Gt2+Ht3>e' (4.123)
k = —2 balioa sistema homogeneoaren erro karakteristikoa ezdbaee kasuan bigarren mai-

lako quasipolinomio bat saiatu behar da, maila horretalkota lgai inhomogeneoan dagokion

zatia:
A+ Bt + Ct?

x —2t
(2)-(4rmrcn)en 12

4.25 ARIKETA Saiatu banan-banan aipaturiko bi quasipolinomioak etazémfu sistemaren solu-
zio orokorra ondokoa dela:

_ 942 2
<‘;><Af§t+2?t )et+<1+2tl+3t >62t. (4.125)

4.26 ARIKETA Ebatzi

& = x—y+ecost, (4.126)
= x+y+elsint. (4.127)

Bestalde, gai inhomogeneoan quasipolinomioak ez diremkgagertuz gero, dagozkien so-
luzio partikularraren zatiak lortzeko konstanteen alddkaren (edo Cauchy-ren) metodo oroko-
rrera jo beharko da.
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4.7 Problemak

41 =y, Y=

425 -2y +2=0, §—20+y=e"

4.3 Kalkula itzazu ondoko sistemaren lehen integral indepetedei eta berauek erabili ondoren
geratzen den lehen ordenako ekuazioa:

at = (b—c)yz, by=(c—a)zz, cz=(a—>b)zy.

(a, b etac konstanteak dira.) Zein da sistema honen esanahia mek&ndexr adierazten dute
lorturiko lehen integralek?

4.4 dx _ dy _ dz

wly—2) ylz—2) z2@-—y)

2
4.5 Linealki independenteak al diré ]15 ) eta( ig ) bektoreak? Kalkula beraien wronskiarra

eta azaldu emaitza.

4.6 Liouville-ren formula. Matrize baten aztarna bere diagonaleko elementuen badélaiago-

goratuz {r A = ) ay), froga ezazuk = A -x sistema lineal homogeneoaren oinarrizko sistema
k=1
t
baten wronskiarrakdy/ (t) = W (to) exp/ tr A dt erlazioa betetzen duela.
t

. 0
[radokizuna Hasteko azter ezazu= 2 kasua.

4.7 Sistemak eta ekuazioakAzter ezazu bigarren ordenako ekuazio lineal bati dagolkaben
ordenako sistema. Aurkitu ekuazioaren eta sistemarenr@ka sistemen arteko erlazioa eta
konparatu dagozkien wronskiarrak.

2
4.8 Aurkitu ondoko oinarrizko matrizea onartzen duen sisteimaala:( é to ) )

4.9 Froga ezazWA edozein matrizeren kasudnt e = "4 betetzen dela.
Iradokizuna Erabili det eA* Liouville-ren formulan eta egin = 1.

4.10 Jatorriaren egonkortasun asintotikoa Eman dezagus = A - x sistema lineal homoge-
neoarem x n matrizeak (konstantea izateaz gainpalio propio erreal desberdin dituela. Zer
baldintza bete behar dute aipaturiko balio propioek siatenx(¢) soluzio guztiel§11>m z;i(t) =0

bete dezaten? Zer gertatzen da balio propio guztiak ezdbedialak? Eta denak ez badira elka-
rren desberdinak?

4.11 Sailkatu,a etab konstanteen arabera, ondoko sistema lineal homogendaarrspazioko

()=(0 ) (2).
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4.12 Bira ondoko matrizeak:

1 1 1 -1
A_<OO> eta B—<O 0).
Kalkulatue®, eB, eA - ¢B, ¢B . e etae® B, Azaldu emaitzak.

4.13 Baker, Campbell eta Hausdorff-en formula GaratuF(t) = eA! . B - e~A! biderkadura
t = 0 puntuaren inguruko Taylor-en serie baten bidez ondokagaiezko:

A B = (B (AB] £ 5IAAB] + o+ (A A ABL ]+ ) e

Ohi bezalaA etaB matrizeertrukatzailea [A,B] = A -B — B - A da.

4.14 Glauber-en formula Eman dezaguA eta B matrizeak eurenA, B] trukatzailearekin
trukatzen direla. AurkituF(t) = eA! - B! biderkadurak betetzen duen ekuazio diferentziala
honako adierazpen hau frogatzeko:

A . B _ A+B e%[A,B]_
C|:|1 F
|| V(t)
— 1 ———
R=1/30Q
L=1/2H

4.3 IRUDIA RLC zirkuitua.

4.15 RLC zirkuitua . Aurkitu 4.3 irudiko zirkuitua deskribatzen duen ekuazieentziala. Era-

bili ezezaguntzat autoindukzioan zehar doan intentsitata kondentsadorearen plaken arteko
potentzial-erorketa. Kalkulatu oinarrizko matrizea etsthpen-baldintza nuluei dagokien solu-
zioaV potentziala ondokoa denean:

1, baldin0 <t <1,
V@—{Q baldint > 1.

416t =x+y+=z2 y=—-2y+t, 2z=2z+sint.
4172z +6x+3y —142=0, y—4r—3y+82=0, 2z42xr+y— 5z =sint.

4.18 E 1| B moduko eremu elektromagnetiko uniforme konstante batigizén ari da elektroi
bat. Froga ezazu beraren ibilbide ez-erlatibista zikldidiedela, pausagunetik abiatu bada.
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1 -3 9
419x=| 0 -5 18 | -x.
0 -3 10

4.20 Desintegrazio erradioaktiboa HasieranA isotopoa purua da, baind — B — C desin-
tegrazio bikoitza pairatzen dua; ekoizpena egonkorra delarik. Erdi-bizitzak erabiliz,Kcddtu
A, B etaC isotopoen kontzentrazio erlatiboak edozein aldiunetan.

4.21 Aztertu partikula puntual baten erorketa, higitzen ari oigyurunean marruskadura abiadu-
raren proportzionala denean.

1 -1 4
422x=113 2 -1 |- -x
2 1 -1

423z +3x+4y=0, y—+2x+5y=0.
424 = —bx -2y, y=2x-—"Ty.
425z —y+2=0, y—zrz—y=t, zZz—xz—z=t.

4.26 Nola kalkula daiteke oinarrizko matrize jakin bat onartdeien sistema lineal homogeneoa?
Erabili erantzuna ondoko soluzio orokorra daukan sisteunliatzeko:

v = A+ Ce*,
3
y = §A63t + Be ' — Ce™*,

z = gAe& — Be ' — Ce™?,

4.27 Ebatzi hurrengo sistema:

T = zsint—y,
= X — zCOost,
z = ycost— xsint.

Emaitzaren interpretazio geometriko erraza aurki deagkez

Iradokizuna Idatzi soluzioa matrizeen bidez eta- 0 aldiuneari dagozkion hastapen-baldintzen
menpean.

4.28 Kalkulatu ondoko sistemaren soluzio orokorra:

A 4IL‘y —Z

y x2_17
Ly _oTz—y
-1

4.29 Cauchy eta Euler-en sistemakAzaldu nola ebatz daitekeen ondoko eran idazten den ekua-
zio diferentzialen sistema,

tx=A-x, (A =0).

Erabili horretarako izen bereko ekuazioaren kasuan ikersugn metodoaren antzeko zerbait eta
aplikatu hurrengo sistemaren soluzio orokorra kalkuleize

tr = 3x— 2y,
ty = 2z —2y.
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4.30 Ebatzi ondoko sistema:

SR

4.31 Askatu

U = 4v+ 64te*,
D

= U

sistema eta erabili soluzioa ondokoa ia kalkulurik gabe&ba:

& = 2?4 64te*,
. xr
y = —.

(0
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5. GAIA

Laplace-ren transformazioa

Change is not made without incovenience,
even from worse to better.
Samuel Johnson

Koefiziente konstanteetako ekuazio eta sistema difedritzealen eta problema algebraiko
batzuen ebazpenen arteko erlazio estua 3. eta 4. gaietsireédeu Hemen berriro aztertuko da
f(t) funtzio bakoitzari

F(s) = /abk(s,t)f(t) dt (5.1)

transformatua egokiarazten dioten transformazio intéigesal egokiak erabiliz. Hauek problema
algebraiko lineal baliokide batera laburtzen dute jardwiproblema diferentzial lineala. Hurren-
go taulan biltzen diren etab mugen eta gunearenaukerak erabilgarrienak dira

Transformatua Zuzena Alderantzizkoa
Laplacé F(s) = /0 ety dt | f(t) = % ]foo e F(s) ds
Fourier o = [~ fwear | fw) =5 [ f@)er s
Mellin F(s) = /0°° F)evdt | fit) = %/_w F(s)t~* ds
Hankel F(k) = /O TR Tukt) tdt | f(E) = /0 T F(k) Ju(kt) k dk
Hilbert o) =+ Ty = L[ AWy
—o0 Yy mJ—oco Y x

Fisikan gehien erabiltzen direnak Fourier-en transforoeaeta Laplace-rena dira, B erans-
kinean aipatuko ditugun metodo sinbolikoetan maiz Medimiransformazioa erabiltzen den

lIntegral batzuetan D.2 atalean definituriko Cauchy-reiobalgusia erabili behar da.
20s0 antzekoa da Carson eta Heaviside-ren transformafzioa:— s/ e *' f(t) dt. Alderantzizko trans-

0
formazioan integrazio-bideB(s)-ren singulartasun guztien eskuinean dagoen eddzeiry zuzen bertikal izan
daiteke.

101
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arren. Fourier-en transformazioa zenbait problematadulembadugu ere, gai honetako aztergaia
Laplace-rena da. Azken hau egokiago da hastapen-baldiptoblemak aztertzean (eta, beraz,
portaera iragankorra garrantzizkoa denean) baita gamiolgeneoa («kanpo-indarra») zatikako
jarraitua baino ez denean ere. Metodo sinbolikoen garaperandorioz, ekuazioen soluzioak
aurkitzerakoan honelako transformazioen erabilera gubada ere, ikuspuntu teorikotik duten
garrantzia ez da aldatu: zirkuituen teorian, mekanika kikean eta beste arlo askotan, erosoagoa
da batzuetan transformatuen espazioan lan egitea.

Laplace eta Fourier-en transformatuen taulak, funtseaiqoietateak ere biltzen dituztenak, E
eta F eranskinetan aurki daitezke, hurrenez hurren, altmeagoak 319. orriko erreferentzia-
lanetan.

5.1 Definizioa

Laplace-red transformazioakf funtzioari ondoko integral inpropioaren bidez definitarik
F = [f] irudia egokiarazten dio:

F(s) = / e~ f(¢) dt. (5.2)
0
5.1 ARIKETA Egiaztatu ondoko emaitza:
o) = % baldins > 0. (5.3)

Kontuan har dezaguh funtzioakt < 0 puntuetan dituen balioak ez direla agertzen transfor-
mazioaren definizioan. Beraf funtzioa jatorriaren ezkerrean nulua dela suposatuko doeii
f(t) =0(t)f(t). Ondorioz, goiko emaitza Heaviside-ren funtzioaren ti@msatua da:

£ = o] = 2, baldins > 0. (5.4)

Bestalde, integral inpropioaren existentzia bermatzgkontzioen multzoa nolabait murriztu
behar da. Ikus ditzagun baldintza nahiko batzuk.

5.1.1 F(«) espazioa

« ordena esponentzial finituko funtzio zatikako jarraituspazioari («) izena emango dio-
gu. Esan bezala < 0 tartean nulua deyfi funtzioa zatikako jarraitua bada, luzera finitukoa|
tarte bakoitzean jarraitua da, agian eten finituko puntuahzm finitu batean izan ezik. Lehen
hipotesi honen ondoriof; e~ f(t) dt integralaa finitu guztietarako existitzen da. Integral in-
propioaa — oo limitean konbergentea dela bermatzekduntzioa hazkunde esponentzialekoa
izateko eskatzen dugu, hau da, ondoko baldintza betetzellakona balio bat (ordena esponen-
tziala deitzen dena) etg etaM konstante positiboak egon daitezela:

|f(t)] < Me*, Vit >t (5.5)

A 3 Pierre-Simon Laplace(1749-03-28, Beaumont-en-Auge, Frantzia; 1827-03-06sPd 796ko
by Exposition du systeme du monidairuan bere nebulosa-hipotesia argitaratu zuen. Beisulaaa,

Ii L Traité de Mécanique Célestiearagarria, 5 liburukitan argitaratu zen 1799-1825 kdt@n eta bertan

biltzen da grabitazioari buruz aurreko belaunaldiek etalbere egindako lana, potentzialaren teo-

ria barne dagoela. Probabilitateen kalkuluaren oinaeizdri zituen 1812kd héorie Analytique des
Probabilitésliburuan. Beste ekarpenen artean, Frantses Iraultzansisinetriko hamartarra sortzeari lagundu ziola
aipatu behar da.
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5.2 ARIKETA Egiaztatul, sin at, cos at etae’® funtzioakF(0) espazioan daudela.

5.3 ARIKETA Erabilie¢ funtzioaren Taylor-en garapetiaberreturaren ordena esponentziala aur-
kitzekon > 0 denean.

5.4 ARIKETA Frogaezazy € F(a), g € F(8) = fg € F(a+ B).

5.1.2 Existentzia eta propietate asintotikoak

| € F(a) betetzen badg; funtzioa zatikako jarraitua da eta, beraz, bornaturik dage]| tar-
tean: adibidez,f (t)| < L, Vt € [0, ty]. Emaitza hau, (5.5) delakoarekin batera, kontuan harturik
Laplace-ren transformazioa definitzen duen integrala ladm&natzen da > ¢, guztietarako:

[resma] = [Feorus o

to a
< L / e tdt+ M [ et gy (5.6)
0 to
_ L]_ — e—sto N Mef(sfa)to _ ef(sfa)a’
S S —«

eta hemem — oo limitea eginezf € F(«) hipotesitik hauxe ondorioztatzen dugu:

e [(s) transformatua definiturik dago> « zuzenerdian (edBe s > « denean).

e sF(s) funtzioa bornatua da — oc limitean eta, beradjm,_,., F'(s) = 0.

Adibidez,1 € F(0) betetzen denez;[1] transformatua > 0 tartean dago definiturik, 5.1 ari-
ketan zuzenean ikusi dugun bezalaxe. Gainera, betdretmansformatuak zerora jotzen du infi-
nituan, etas-rekin biderkatuta bornatua da.

5.5 ARIKETA Frogatu

Lle™] = ! , baldins > a. (5.7)

s—a

Aurrerantzean, kontrakoa esplizituki esaten ez bgds), funtzioanF(a) espazio egokian
dagoela suposatuko dugu inplizituki.

5.2 Propietateak

5.2.1 Linealtasuna

Integralaren linealtasunetik Laplace-ren transfornrao@ ondorioztatzen da zuzenean:

Llaf ) +bg(t)] = a LIF()] +bLIg(D)], (5.8)

a etab konstante guztietarako. Funtsezko propietate honi ggka@ylema diferentziala algebraiko
bihurtzean ez da linealtasuna galduko.

5.6 ARIKETA Erabili linealtasuna eta esponentzialaren transformatua

a
)
s2 — g2

L[coshat] = L[sinhat] = baldins > |a| (5.9)

)
52_a2

frogatzekojnolako integralik egin gabe
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5.2.2 Desplazamenduaren teorema

Laplace-ren transformazioaren (5.2) definizioa erabiliz, « deneant'(s) = £[f(t)] bada,

Ll f(1)] = / T emstett £ (1) dt = / Tt (N dt = F(s—a), (s—a>a) (5.10)

0 0
eta, hortaz, zera frogatu dugu:
Llef(t)] = F(s—a), baldins > a+a. (5.11)

Bestela esandd(t) funtzioaren eta® esponentzialaren biderkaduraren transformatua, fumtzio
ren transformatuaren transladatua da. Adibidez, 5.1 pnodh frogatuko ditugun

S

L[cosat] = e L[sinat] = et baldins > 0 (5.12)
emaitzez baliaturik, ondokoak zuzenean lortzen dira:
Lle™ cosbt] = S Lle™ sinbt] = b baldins > a. (5.13)
(s —a)?+b? (s —a)?+b?

5.7 ARIKETA Erabili propietate hau eta (5.3) emaitza (5.7) delakoaynatiék egin gabe berresku-
ratzeko.

Teorema honen alderantzizkoa ezartzeko, funtzioal) zuzenerdian nuluak direlako hipo-
tesia ekarri behar dugu burura gtéuntzioaren transladatua< « puntuetan nulua dela suposatu
behar dugu.

5.8 ARIKETA Erabili aldagai-aldaketa bat hauxe frogatzekos o zuzenerdiarF'(s) = £[f(¢)]
badugu eta > 0 bada, orduan

L0t —a)f(t —a)]=e"*F(s), baldins> a. (5.14)

5.9 ARIKETA Egiaztatu, integralik egin gabe,> 0 denean honako hau betetzen dela:

—as

£t —a)] = < —.  baldins > 0. (5.15)

Zer gertatzen da < 0 bada?

5.2.3 Eskala-aldaketa

5.10 ARIKETA Eman dezagun > 0 dela etas > « deneanF'(s) = £[f(¢)] dugula. Froga ezazu

Clf(at) = 1 F (2) . baldins > aa (5.16)

a

betetzen dela.
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5.2.4 Deribatuak eta berretura-biderkatzaileak

Eman dezagurf, f/,..., f™ € F(a) etaF(s) = £[f(t)] delas > a guztietarako. Kalkula
dezagun deribatuaren transformatua zatikako integraidaidez |0, oo) tarteanf jarraitua dela
suposatuz:

/0 Tt ptyde = e @)+ s / Tt dt. (5.17)

0 0

f funtzioaren ordena esponentzialaenez)im; .., e *' f(t) = 0 beteko da > « guztietarako.
Ondorioz, (5.17) emaitza eta indukzio osoa erabiliz, ggubn transformatuak > « zuzener-
dian ondokoak direla ikusten dugu:

LU0 = sF(s) - £(0) (5.1
L) = SF(s) = (0) - [1(0) (5.19
LUOW) = $F(s) = " (0) = 7 2(0) = o = sf072(0) - 0(0). (5.20)

Jakina,t < 0 deneanf(t) = 0 dela suposatu dugunefg{¥)(0) balioa jarraitasunaren ondorioz
existitu behar den eskuin-limitea dela ulertu behar daekoradierazpen guztietan. Gainera,
(5.19) adierazpeneafetaf’ izan behar dira jarraituak, eta (5.20) horrefary’,..., f* 1.

5.11 ARIKETA Erabili (5.18) propietatea® funtzioaren transformatua zuzenean lortzeko.

Emaitza hauen garrantzia honetan datza: deribatuak karbialgebraikoekin ordezkatzen
dituztenez, problema diferentzial batzuk algebraiko Hirko dira Laplace-ren transformazioa
erabiliz gero, 5.6 atalean ikusiko dugunez. Emaitza haldsrantzizkoa are errazagoa da.

5.12 ARIKETA Erabiliindukzio osoa hauxe frogatzekb(s) = £[f(t)] (s > «) bada,

Litft)] = —F'(s), baldins >« (5.21)
ct"f)] = (=1)"F™(s), baldins > a. (5.22)

5.13 ARIKETA Frogatu, integralik ebatzi gabe,

n n! .
ﬁ[t ] = W, baldins > 0, (523)
|
ﬁ[tneat] — (S_TLW, ba|d|ns > a. (524)

5.3 Alderantzizko transformazioa

Oro har,F'(s) funtzio jakin bat Laplace-ren transformatutzat onartzeend (¢) funtzioa aur-
kitzeko alderantzizko problema zailagoa izaten da. Hastgé&rta daiteke soluziorik ez egotea.
Adibidez,1 funtzioak ez du zerora jotzen— oo limitean eta, beraz, ezin izan daitekey) es-
pazioko funtzio baten transformatua. 1zan ere, ez da inndiaktzioren transformatua, 5.5 atalean
ikusiko dugune(t) funtzio orokortuaren transformatua baizik.
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Gainera, alderantzizko transformatua existitzen badeadzathbeharrez bakarra, baina fro-
gatuko ez dugur.erch-en* teoremaren arabera, bi funtzioen transformatu zuzenak berdinak
badira [f] = £[g]), orduan

Aﬂﬂw—g@yuzq Vo > 0, (5.25)

eta honen deribatuak adierazten duerfetag berdinak izan behar dira eten puntuetan izan ezik.
Beraz, f etag funtzioak jarraituak badira eta Laplace-ren transformazizen berbera badute,
berdinak dirat > 0 puntu guztietan. Beraz, alderantzizko transformatu ifaiaexistitzen bada,
bakarra da, eta hemen interesatzen zaizkigun alderaotézé&kuazioen soluzioak eta, beraz,
jarraituak dira.

Alderantzizkof (t) = £7'[F(s)] transformatua kalkulatzeko formula bat dago,

=L L7 etp(s)a 5.26
1) =5 e Fls)ds, (5.26)
(integrazio-zuzen bertikal&'-ren singulartasunen eskuinean aukeratu behar da hensng b
Laplace-ren transformatuak (zuzenak eta alderantzidkerabilgarriak badira, integralik ebatzi
gabe kalkuluak egitea ahalbidetzen dutelako da. 1zan exmiiskineko moduko taulak, alderan-

tzizko transformatuaren linealtasuna —zuzenaren pratgi¢terberaren ondorio erraza dena—,
L7 aF(s) +bG(s)] = a L7 [F(s)] + b LT[G(s)], (5.27)

eta oinarrizko eragiketa algebraikoak erabiliz, praktilgraz aurkitzen da adierazpen askoren
alderantzizko transformatu jarraitua.

Gai honetan azterturiko problema motan (koefiziente konsétako ekuazio linealak) fun-
tzio arrazionalen alderantzizko transformazioak kalkcukeehar direnez, frakzio sinpleetako des-
konposizioa oso erabilgarria izaten da. Adibidezs) = 1/s(s + 1)? transformatuaren kasuan

nahikoa da
1 1 1 1

s(s+1)2 s s+l (s +1)%’
(5.3), (5.7), (5.24) eta (5.27) emaitzak erabiltzea aldizrako transformatu jarraitua honako hau
dela ondorioztatzeko:

(5.28)

1
s(s+1)2

Frakzio sinpleetako deskonposizioa egitek®aviside-ren garapen-formularenzati den
hurrengo emaitza erabilgarria izaten da.

ol

] - (110t (5.29)

5.14 ARIKETA Emandezaguf(s) polinomioaren mail&)(s)-rena baino txikiagoa dela eta azken
polinomioak erro bakuna dueda= a puntuan(a) = 0, Q’(a) # 0. Froga ezaz®(s)/Q(s) funtzio
arrazionalaren frakzio sinpleetako deskonposizioarroari dagokiord koefizientea,

P A
QEz;S_a+...7 (5.30)
honako kondar hau dela:
A= lim (s —a)P(s) (5.31)
s—a Q(s)

Zer esan daiteke erroa bikoitza bada?

4 Mathias Lerch (1860-02-20, Milinov, Bohemia, gaur egun Txekiar Errepkdn; 1922-08-03,
—_— Susice, Txekoslovakia). Geometria eta zenbakizko metduloez ere lan egin arren, analisian eta
E 4" zenbakien teorian egindako ekarpenak gehiago dira. Betanaren zati bat garrantzi handikoa da

eragileen teoria modernoan.



5.4 Konboluzioa 107

5.15 ARIKETA Aurkitu hurrengo funtzioen alderantzizko transformatuak

S 2s

Fi)= 55— Fo=z,7

5.32
§3—s2—s5+1’ (5-32)

Koefiziente guztiak errealak direnean soluzio nabarikeaak nahiago badira, izendatzai-
lean agertzen diren diskriminatzaile negatiboko gai katkivak —erro konplexuei dagozkienak,
alegia— faktorizatu beharrean, karratuak osatuz idatzabdira,

2
b\ B .
as® +bs+c=a (3 + 2—) + ( . —) ] . baldin* — 4ac < 0, (5.33)

a a 4a?

gero (5.13) emaitza eta bere deribatuei dagozkienak &rekd. Adibidez,

1 1
s24+25+2  (s+1)2+1

L [e_t sin t} ) (5.34)

5.16 ARIKETA Aurkitu hurrengo funtzioaren alderantzizko transfornaatu

2s —4

F(s) = PERPEY (5.35)
5.4 Konboluzioa
Oro har,f(t) etag(t) funtzioenh = f * g konboluzio-biderkadura,
ht) = [ flug(t—u)du= [~ f(t = u)g(u) du (5.36)

integralak definituriko funtzioa da. Baina gai honetan himdk jatorriaren ezkerrean nuluak di-
rela suposatzen denez, lehen integralean 0 deneanf(u) = 0 dugu etau > ¢ balioetarako
g(t —u) = 0; eta antzeko gauza bat gertatzen da bigarren integralemaz Bgai honetan era-
biliko dugun konboluzioaren definizioa —batzuetaaplace-ren konboluzioadeitzen dena—
hauxe da:

(F)0)= [ St —u)du= [ Jt—wglw) du. (5.37)
Konboluzio-biderketaren ondoko propietateak nabarigd: di

fx(gxh) = (fxg)*h, (5.38)

fx(g+h) = (f*g)+[*h, (5.39)

f*xg = gxf, (5.40)

f%0 = 0. (5.41)

Baina propietaterik garrantzitsuena hauxe da: Laplaceremsformatuak biderkadura arruntera
laburtzen du konboluzio-biderkadura. 1zan ere, eralzkdjtin Laplace-ren transformazioaren eta
konboluzioaren definizioak:

L[f*g]= /OOO e st [/Ot flu)g(t —u) du] dt = //31 e f(u)g(t — u) dudt. (5.42)
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Integral bikoitzaren integrazio-eremua planakp bigarren oktantea da, baina, unitate-jacobia-
rreko® (u,v) = (u,t — u) aldagai-aldaketa eginez gero, integrazio-ererRuéehen koadrantea
da, 5.1 irudian erakusten den bezala. Horrela,

Llf*xg] = //R2 et f(u)g(v) du dv = /Oo e f(u) du /OOO e *g(v) dv, (5.43)

0

dugu, hau da,
L[f gl = LIf] Llg] = F(s)G(s). (5.44)

ZRl N S

5.1 IRUDIA Integrazio-eremuak

t

u

Adibide moduan, alderantzizko transformatua kalkuladzetabiliko dugu propietate hau:

1 1 t
=t [—} *51[ 2+1] :1*sint:/ sinudu =1—cost. (5.45)
s s 0

Emaitza honek argi erakusten duenleanboluzio-unitatea ez db, eta zein den aurkitzeko
funtzio orokortuak berriro aztertu beharko ditugu.

5.5 Funtzio orokortuen transformazioa

a > 0 denearf(—a) = 0 dela, (5.15) emaitza, (5.18) propietatea eta Heavisiddtnatzioa-
ren deribatua det(t — a) = ¢'(t — a) erabiliz, Dirac-en deltaren transformatua lortzen dugu:

L[6(t —a)] =e*, baldina,s > 0. (5.46)

5.17 ARIKETA Egiaztatu emaitza bera lortzen dela deltaren definiziodelcapren transformatua-
renean zuzenean erabiliz.

Emaitza hau frogatzeko aukeratu dugun bide bikoitzarirefiketzio arrunten kasuan ikusita-
ko propietateak funtzio orokortuekin ere erabil daitetkegiaztatu dugu. Gauza bera gertatzen
da konboluzioarekin.

5 Karl Gustav Jacob Jacobi(1804-12-10, Potsdam, Prusia; 1851-02-18, Berlin). Farelipti-
koen teoriaren sortzailea da. Deribatu partzialetako skudiferentzialei buruz egindako lanak me-
kanikan erabili zituen. Azken arlo honetan funtsezkoalk diacobi-ren integrala eta Hamilton eta
Jacobi-ren teoria. Bere izeneko determinantea —Cauchkiidnlago erabili bazuen ere— 1841 &l®
determinantibus functionalibdburuan aztertu zuen, funtzioen menpekotasunaren etdi@caren
arteko erlazioa ezartzean.
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5.18 ARIKETA Erabili konboluzioaren definizioa honako hau frogatzeko:
5t —a)x f(t) =00t —a)f(t —a). (5.47)
Egiaztatu emaitza hau (5.14), (5.44) eta (5.46) propiekittdbateragarria dela.
a — 0 limiteand(t) funtzioari dagozkion propietateak lortzen ditugu:
£[o(t)] = 1, baldins >0, (5.48)
o)« f(t) = f(b). (5.49)

Ondorioz, konboluzio-unitate®(t) da, eta biderketa arruntarena bere transformatual den-
tzioa.

5.19 ARIKETA Zergatik erabili dugu — 0 limitea?

5.6 Koefiziente konstanteetako ekuazio linealak

Deribatua biderkadura bihurrarazteko Laplace-ren tansituaren funtsezko propietateari
esker, koefiziente konstanteetako ekuazio edo sistema hastapen-baldintzen problema bat
ebatzi nahi denean, hurrengo metodoa da askotan eralalugrr

1. Kalkulatu problema diferentzialaren Laplace-ren tfamsatua, (5.18)—(5.20) propietateak
eta hastapen-baldintzak erabiliz.

2. Askatu horrela lortu den problema algebraikoa.

3. Aurkitu emaitzaren alderantzizko transformatua.

Metodo hau eskuz erabiltzean praktikoa izateko, agertren transformatu zuzenak eta alde-
rantzizkoak tauletan agertu behar dira edo gutxienez haatesheak erabiliz transformazio errazen
bidez lortzeko modukoak. Zorionez, koefizienteak kons@kbadira, baldintza hau bete egiten
da. Hastapen-baldintzak= 0 puntuan ematen direla suposatzen da, noski; baina hauzpe e
litz, translazio erraz bat erabil liteke hastapen-baldikfatorrian emateko. Ikus ditzagun zenbait
adibide.

5.6.1 Zeinahi ordenatako ekuazio bakarra
Adibidez, X (s) = £[z(t)] bada,
i —2r=¢e" 2(0)=3 (5.50)
problema
- ! - (5.51)

problema algebraikora laburtzean da linealtasuna et8)(prbpietatearen ondorioz. Ezezaguna-
ren transformatua askaturik (alderantzizkoaren kalktdwdak begiratze hutsa izateko) frakzio
sinpleetara laburtuz,

sX —3-2X =

3s — 14 8 1 1 1
X — =2 - 5.52
(s —2)(s—b) 33—2+33—5 (5-52)
lortzen dugu eta emaitza honen alderantzizko transforaraiblemaren soluzioa da:
8 1
e (5.53)

3 3
5.20 ARIKETA Ebatzii + z = e 2! sint, (0) = 4(0) = 0 problema.
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5.6.2 Ekuazio-sistemak

Metodo haun ordenako ekuazio batekin zein lehen ordenakekuazioren sistema batekin
erabil daiteke.

5.21 ARIKETA Ebatzi

&—6x+3y = 8eé, (5.54)
y—2r—1y = 4de (5.55)

sistemag(0) = —1 etay(0) = 0 hastapen-baldintzekin.

5.6.3 Osziladoreak

Adibide honetan, (3.122) osziladore mekanikoaren et2@.RLC zirkuituaren orokorpena
den koefiziente konstanteetako osziladore lineal orolemtartuko dugu:

a® + bt + cx = f(1). (5.56)

Hastapen-baldintzak(0) = x, eta#(0) = &, badira, problemaren transformatua kalkulatu
ondoren, ezezagunaren transformatua askatzen dugu:

F(s)+ (as + b)xo + ady

X = 5.57
(5) as?+bs+c ( )
Bestalde, .
H = .
(5) as?+bs+c (5.58)

delakoasistemaren funtzioaedotransferentzia-funtzioa deitzen da eta osziladorearen menpe-
ko hutsa da (hau da, ez da kanpo-eraginaren menpekoa)af@saaren soluzioa, beraz, honela
idazten da:

(as + b)xg + aig

X(s)=H(s)F(s)+ 0 bs 1 o (5.59)
Azken adierazpenaren alderantzizko transformatua eta
h(t) = £7H[H(s)], (5.60)
_ 1 as+b
xl(t) = L [GSQ + bs + C‘| ) (561)
= -1 701
n(l) = £ [asQ + bs + c] (5.62)
definizioak erabiliz, soluzioa hauxe da:
t
() = /0 h(t — ) f(u) du + [mo21(t) + G0 T2(L)] (5.63)

Makoen arteko bi gaiek homogeneoaren soluzio orokorraaten dute, hautazko konstanteak
hastapen-baldintzen berdinak egin ondoren. Problemaaskmai hauek —kanpo-eraginik ez
dagoenean soluzio osoa ematen dutenak— txikituz doazespuntu praktikotik, portaera ira-
gankorra pasatu ondoren arbuiagarriak dira. Bestaldenlghia Cauchy-ren metodoak emanda-
ko soluzio partikularra da;, = o = 0 hastapen-baldintza nuluei dagokiena, hain zuzen. Izan
ere,h(t — u) funtzioa 3.8.2 atalea (¢, u) deitu dugun homogeneoaren soluzio-familia da.

5.22 ARIKETA Egiaztatuf(t) = 6(t — a) balioa (5.63) adierazpenean ordezkaturii, a) =
6(t — a)h(t — a) oinarrizko soluzioa berreskuratzen dela.
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5.6.4 Funtzio zatikako jarraituak

Zatika definituriko funtzioekin Heaviside-ren funtzioaabil daiteke tauletan agertzen diren
transformatuak zuzenean erabili ahal izateko. Adibidez,

5.23 ARIKETA Biz

2(0) = #(0) = 0. (5.64)

Fw— 1, baldin0 <t < m,
1 0, baldint >,

Frogatu gai inhomogenedét) — 6(¢t — 7) dela eta ebatzi problema. Jarraituak al dira soluzioa eta
bere deribatua?

Azken ariketan bezalaxe, batzuetéft) kanpo-indarra ez da jarraitua interesatzen zaigun
0 < t < T tartean, zatikako jarraitua baizik. Eman dezaggre 0 etat, = T definizioak
egiten ditugula eta eten-puntuak. . . ¢, _; direla. Gainera, ezker- eta eskuin-limiteak ohi bezala
definitzen ditugu:
f(t£0) Elii%f(tj:e). (5.65)

Orduan, f jarraitua da(t;_1,t;) tarte bakoitzeani(= 1,...,n) etaf (ty +0), f(t; £0), ...,
f(t,—1 £0) etaf (t, — 0) limiteak finituak dira. Eten-puntuak gorabehera, hastapddintzak
betetzen dituen soluzio bakarra dage ¢ < T tartean, ondoko propietateak betetzen dituena:

e 1(t) etai(t) jarraituak dirad < t < T tarte osoan.
e iI(t) jarraitua da;_; < t < t; azpitarte bakoitzean.
e (5.56) ekuazioa betetzen da; < t < t; azpitarte bakoitzean.

Izan ere, existentzia eta bakartasunaren teoremari esgeturiko propietateak, < t < t;
tartean betetzen dituen soluzio bakarra dago. Gaineta,— 0) eta: (¢, — 0) finituak dira eta,
x etaz funtzioakt = t; puntuan jarraituak izateko, nahikoa da hurrengo azpéartendoko
hastapen-baldintzak aukeratzea:

st +0) =2t —0), @t +0)=a(t —0). (5.66)

Beraz, soluzioa era bakarrean luzatzemda ¢ < t, tartera, eta handik, aurreko prozedura behin
eta berriro erabiliz, tarte osora. Emaitza hau zuzeneaathed da gai inhomogeneo zatikako
jarraitua duten sistema eta ekuazio orokorragoetara.
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5.7 Problemak

5.1 Frogatu,integralik egin gabes > 0 denean honako hau betetzen dela:

a S

ﬁ[sin at] = m, ,E[COS at] = m

5.2 Kalkulatu £[sin? at], inolako integralik ebatzi gabe
5.3 Aurkitu ondoko funtzioaren Laplace-ren transformatua:

£t) = sint, 0<t<2m,
| sint+cost, t>2m.

—2s

1— : .
5.4 Kalkulatu F'(s) = funtzioaren alderantzizko transformatua.

52

1

5.5 Aurkitu ondokoaren alderantzizko transformatéds) = —— .
s2—4s+5

5.6 DemagunF'(s) = £[f(t)] dela. Froga ezazu

c [@1 - /:o F(u)du

t

ft)

betetzen dela baldin e}hIOI}i- — existitzen bada. Zergatik eskatzen dugu azken baldintza?
%

5.7 Froga ezazu'(s) = £[f(t)] denean hauxe dugula:
c {/atf(u)du} _ % [F(s) —/Oaf(u)du].

5.8 D.5 atalean azterturiko Euler-en gamma funtzioaren débaieta propietateak erabiliz, kal-
kulatu £ [t*] etag [t’¢™], b > —1 balioetarako. Bereziki, zeintzuk dira |+'/*| eta [t'/?|?
Zer gertatzen dabalioa osoa eta ez-negatiboa denean? Aztertu nolakoaftienbalioas — oo
limitean—1 < b < 0 denean. Iruzkina egin emaitzari.

5.9 D.4 atalean aztertutako errore-funtzioaren propietabsdatuz, kalkulatug [erf (a\/i)}.
Zer gertatzen da < 0 denean?

5.10 KalkulatuSi(t), Ci(t) eta— Ei(—t) funtzioen Laplace-ren transformatuak. D.7 atalean ikus-
ten denez, honela definitzen dira aipaturiko funtzibak0 denean:

L
Si(t) = / Y
0

Uu
Ci(t) = — / Cozudu,
t
_Ei(—t) = /too%du.

Iradokizuna Egin aldagai-aldaketa egokiak azken bi integralen behakga berriak konstanteak
izateko.
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. 1 : ,
5.11 Aurkitu F'(s) = ESVHEEY funtzioaren alderantzizko transformatua.
S S

5.12 Volterra-ren® ekuazio integrala Azaldu nola ebazten diren ondoko egiturako ekuazio in-
tegralak Laplace-ren transformazioaren bidez:

x(t) = g(t) + /Ot k(t —u) x(u) du.

t
5.13 Ebatziz(t) = cost +/ e g(u) du.
0

5.14 Askatu ondoko problema:
¥4 2% 42z =90t —7), z(0) = %(0) = 0.
5.15 Biz T periodokof (t) funtzio periodikoa;f (t + T7') = f(t), baldint > 0. Frogatu

LIf)] = ﬁ /0 s f(t)dt.

5.16 Froga ezazu
x(t) + /Ot (t —u) z(u) du = sin 2t
\olterra-ren ekuazio integrala eta
§(t) +y(t) =sin2t,  y(0) =y(0) =0
hastapen-baldintzen problema baliokideak dirg{&) = x(¢) bada. Ebatzi bi problemak.
5.17 Definizioz, J,(x) Bessel-en funtzioaero ordenak@essel-en ekuazioa
zy" +y +a2y=0,

etaJy(0) = 1, J;(0) = 0 hastapen-baldintzak betetzen dituen funtzioa da.

(a) Kalkulatu.Jy-ren Laplace-ren transformatua.

(b) Emaitza honen/s-rekiko serie-garapena gaiez gai integratuz, kalkulgtten garapena.

Iradokizuna Erabili (D.54) serie binomikoa eta sinplifikatu emaitza@D) azpifaktorialaren bi-
dez.

5.18 Tautokronoa Partikula puntual bat marruskadurarik gabe higitzen dd&uau batean
zehar grabitazioaren eraginpean. Minimoraino heltzek@abden denbora, pausagunetik abiatu
den puntuaren menpekoa ez bada, aipaturiko kurbari taartolrderitzo. Eman dezagun kurba
honenz(y) ekuazioa lortzeka ardatza norabide bertikalean eta gorantz aukeratzenaugaita

s dela minimotik neurtutako abszisa lerromakurra ere.

6 Vito Volterra (1860-05-23, Ancona, Estatu Pontifikalak; 1940-10-11¢&a). Hiru gorputzen
probleman aurrerapen batzuk egin zituen 13 urte zituel&n Eilindrikoak aztertzean deribatu par-
tzialetako ekuazioak ikertu zituen, baina bere lan gazitautenak ekuazio integralei buruzkoak dira.
Ekologia matematikoan ere aritu zen, harrapari eta hakiaggen eredua eta ekuazio logistikoa azter-
tu zituelarik.




114 5 Laplace-ren transformazioa

(a) Integratu energia mekanikoaren kontserbazio-legaamoraino heltzeko behar den denbora
aurkitzeko.

(b) Erabili Laplace-ren transformazi@a/dy deribaturako aurkitu duzun ekuazio integrala as-
katzeko.

(c) Aurkitu eta integratdx /dy, tautokronoaren ekuazioa lortzeko.

—at __ ,—bt
5.19 Kalkulatu £ [%] )

t
5.20 Ebatzi ondoko problema: + 2z + / x(u) du = sint, z(0) = 1.
0

521i+x=0(t—7)—0(t —2m), z(0) = %(0) = 0.
5.22 Askatu ondoko sistema:

Fog=t+1,
G4+ —3c+y=2t—1,
2(0) =0, y(0)=—11/9, &(0)=0.

d*x d’x dx d*x d3x
523 — +2— =0 0)=0 —(0)=1, —(0)=2, —(0)=-3.
T2l a0 s=0 Teo1 Tro)=2 T
5.24ti + (3t — 1)z — (4t +9)z =0, z(0) = 0.

525i +x = e 'cost, z(m) = @(m) = 0.

5.26 Froga ezazu uhin sinusoidal arteztua

|sint| =sint +2»_ 6(t — kr)sin(t — k)
k=1

1 TS .
dela eta, beraz, beraren Laplace-ren transformaz%uﬁ coth o funtzioa.
S

5.27 Dirac-en delta Kalkulatu ondoko integrala Laplace-ren transformazaodridez:

/ Smaxda::z, Ya > 0.
0 T 2

Erabili emaitza hau eta < 0 kasuari dagokiona unitatearen Fourier-en transformatarm eta
alderantzizkoa, konstante bat gorabehera, Dirac-en die#ka frogatzeko:

1 o .
o L =0()

Iradokizuna Banandu parte erreala eta irudikaria, gogoratu 3.30 prmodleta erabili D.25 emai-
tza.
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5.28 Fourier-en alderanzketa-formulaErabili 5.27 problemaren emaitza

— [ fwerap= f(2)

27 J-oo

frogatzeko,f(x) funtzioaren Fourier-en transformatua

fo)= [ e da

izanik. Honek Fourier-en alderantzizko transformatuaakornau dela frogatzen du:

1
o

f@) =5 [ fwerdp.

—0o0

5.29 Parseval-en teoremaEman dezagurf(x) etag(x) funtzioen Fourier-en transformatuak

~

f(p) eta etay(p) direla. Erabili 5.27 problema ondoko berdintza frogatzeko

/_OO f(p) g(p)dp = 271'/ 7@ g(2) da.

—0o0

5.30 Erabili Parseval-en teorema ondoko integrala kalkulaizek

)
oo gIin“t
/ dt.

—oo 12

5.31 Ekuazio diferentzial atzeratuak Biz —1 < ¢ < 0 tarteanz(t) = 1 hastapen-baldintza
betetzen duen ondoko ekuazio atzeratuaren soluzioa:

i(t) + z(t —1) = 0.

Kalkulatu beraren Laplace-ren transformatua eta garatiteas e~ *-ren berreturen seriean.
Aurkitu alderantzizko transformatua soluzioa kalkul&tzeBa al dago bestelako metodorik so-
luzio bera aurkitzeko? Eztabaidatu soluzioaren derilydgauna.

5.32 Seguraski, zubi baten gainean formazio militarrean ieiitari den talde batek zubia erora-
raz dezakeela entzun duzu noizbait. Azaldu hau ondoko @madolen ebazpenaz baliatuz:

i+x:i5(t—2kﬁ), z(0) = %(0) = 0.

Zergatik ez da beti gertatzen aipaturiko zorigaitza?

5.33 f(t) = Int funtzioaren Laplace-ren transformatua hauxe da:

1
Fls) = — n5+7.

S

Zergatik ez da&F'(s) bornatuas — oo limitean?

5.34 Eman itzazu Laplace-ren transformaturik onartzen ez dutezioen bi adibide desberdin.
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5.35 Duhamel-en formula Demagun
ay” + by + cy = f(z),

koefiziente konstanteetako ekuazio@funtzioa zatikako jarraitua eta ordena esponentzialekoa
dela. Froga ezazy(0) = y'(0) = 0 hastapen-baldintza nuluak betetzen dituen soluzioa

moduan idatz daitekeela baldin etéuntzioa
az’ +bz +cz=1 eta  2(0)=2(0)=0
problemaren soluzioa bada. Aplikatu formula hau
y' +wiy = f(x)
osziladore bortxatura eta konparatu emaitza Cauchy-réodoaren bidez lortzen denarekin.

5.36 Zenbat denboraz aplikatu behar da kanpo-indar konstathtedseran pausagunean dagoen
osziladore harmoniko baten gainean, indarra desagertszdadoreak betiko pausagunean iraun
dezan?

5.37 Aurkitu ondoko ekuazioaren soluzioak:
t t
| vt du= [ y(y(t v du.
Ekuazio lineala al da?

5.38 Aurkitu ondoko hastapen-baldintzen problemaren soluzioa

. t, 0<t<m, oy
x—i—x—{o’ s z(0) = 2(0) = 0.
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Ekuazio linealen serieen bidezko ebazpena

Though this be madness, yet there is method in 't.
William Shakespeare

Fisikaren problema asko aztertzean bigarren ordenakaekii@eal bat ebatzi behar da (edo
beraren soluzioen propietateak ikertu behar dira). 3.ngéiasi genuenez, zailtasunik handie-
na homogeneoaren soluzio partikular bat bilatzean data.egin ondoren koadraturen bidez
idatz baitaitezke homogeneoaren eta osoaren soluzio wakkoBertan ikusi genituen zenbait
aldagai-aldaketa saia ditzakegu, baina gutxitan emangostluzioa. Bestalde, askotan ezin da
soluzioa adierazi oinarrizko funtzioen bidez. I1zan ergabien ordenako ekuazio diferentzial
lineal homogeneoek funtzio bereziak definitzen dituzteitsar. Bigarren ordenako ekuazio ho-
mogeneoen soluzioak berretura-serieen bidez aurkitzektoduoa aztertuko dugu gai honetan.
Seriearen batura funtzio berezia izango da askotan.

6.1 Berretura-serieen berrikusketa

Erosotasunagatik berretura-serieen propietate ezagdniltzdn ditugu hemen, inolako froga-
penik gabe. Bi2_>° ; a,, (x — x0)" berretura-seriea.

Qn

p(zo) = lim (6.1)

n—oo

Qp+1

limitea existitzen bada edeoco bada, seriearekonbergentzia-erradioada etajxz — 2| < p
zirkuluan seriea absolutu eta uniformeki konbergenteaaare- xy| > p denean dibergentea.
Beraz,p = 0 denean seriea gehieneg puntuan da konbergentea. Bestalge= +oo bada,
nonahi konbergentea da.

6.1 ARIKETA Eman al dezakezu konbergentzia-erradioa kalkulatzekela&s adierazpenik?

Bira bi serie:f(z) = >0° s a, (x — 20)" etag(x) = >20°, b, (z — 0)". Eman dezagun biak
konbergenteak direla — xy| < p denean (adibidez,beraien konbergentzia-erradioen minimoa
delako). Orduanz — x| < p puntuetan:

117
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Serie hauen,, etab,, koefizienteen konbinazio linealekin eraikitako edozeimese dago-
kion baturen konbinaziora jotzen du:

af(z)+ Bg(x i (aa, + Bby,) (x — x0)", (o etas konstanteak) (6.2)

Bereziki, serieen batura eta kendura gaiez gai egin d&tezk

. Serieen biderkadura formalak baturen biderkaduraranodu:

o0

nffobn (x—xo)n] _y

n=0

Zn: akbn—k] (x —x0)". (6.3)

k=0

_ Lio an (@ — xo)"]

Era bereanf(x)/g(x) zatiduraren seriea kalkula daitekez,) # 0 bada, baina koefizien-
teen adierazpena ez da hain erraza eta lortzen den seteatggrgentzia-erradigabaino
txikiagoa izan daiteke.

Seriea mugagabeki deribagarrialda- xy| < p zirkuluan eta deribatuak gaiez gai kalkula
daitezke:

= i na, (x —x0)" " (6.4)

Gainera, seriearen beraren koefizienteak

an = ) () (6.5)

dira eta, hortaz, seriea bere Taylor-en garapena da:

D)= 3 21 (a0) (2 20)" 6)
n=0 """

4. Bi serie berdinak diraf(x) = g(x), baldin eta soilik baldin berretura berdinen koefizien-

teak berdinak badiraz,, = b,,.

Bestaldep > 0 bada,f(z) funtzioa analitikoa da: = z, puntuaren inguruan eta, berrikusi
ditugun propietateen ondoriof etag analitikoak badira:y-ren inguruan, horrelakoak diraf +
By, fg etaf/qg ere (azken kasuan,(xy) # 0 bete behar da, noski). Ageri denez, polinomioak
analitikoak dira edozein punturen inguruan, eta gauzadestatzen dain x, cos x, exp x, sinh
etacosh z funtzioekin. (1 + x)” etaln(1l + x) funtzioen Taylor-en garapenen konbergentzia-
erradioak, berriz, finituak dirai(0) = 1. (Aipaturiko oinarrizko funtzio guztien berretura-see
idazteko eta ikustean arin ezagutzeko gai izan beharkardakerleak.)

6.2 ARIKETA Aurkitu hurrengo berretura-serieen konbergentzia-éoeagta batura:

2 3 gt

x  x? 23
fa(x) = 1+2x+ 32° +4x‘+ (6.9)
3 5 3
= 1 — x4+ ... A
fa(x) + z? +4m +2m +16x +16 + (6.10)
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6.2 Serieen bidezko soluzioak

Hemendik aurrera,
'+ P(x)y + Q(x)y =0 (6.11)

ekuazioaren soluzioak bilatzeko berretura-serie arkynta
y=> cnlxr—mx)", (6.12)
n=0

edo Frobenius-ert serieak erabiliko ditugu. Definizioz;z, puntuaren inguruko Frobenius-en
seriea berretura-serie hat — z,)" berreturarekin biderkatzean lortzen da:

y = (x —x0) > en(@—m9)", o #0. (6.13)
n=0

Hemen\ berretzailea —indizea deitzen dena— edonolakoa izan daiteke: positiboa, negmtib
edo nulua; osoa edo &zerreala, irudikaria edo konplexua. Esan behar(:da z,)" modu-
ko faktoreak sartu beharra Cauchy eta Euler-en ekuaziogktzzan agertu zela. Adibidez,
(3.185) ekuazioaren soluzioek/? etaz 2 direlakoek,x = 0 puntuaren inguruan ez dute Taylor-
en garapenik, baina badira Frobenius-en serieak (finikedy erraz honetan). Erabili behar den
serie mota jakiteka, puntuaren izaera aztertu behar da.

6.2.1 Puntu arruntak eta singularrak

Soluzioaxr = =z, puntuaren inguruan lortu nahi bada, puntuaarrunta dela esango dugu
baldin eta (" deribatuaren koefizientea unitatearen berdina egin ond@ell) adierazpenean
bezala)P(z) eta@Q(z) funtzioakz,-ren inguruan analitikoak badira. Bestelg,puntu singula-
rra da. Puntua singularra izanik,

p(z) = (z —20) P(x),  q(2) = (z —20)" Q(x) (6.14)

funtzioakzy-ren inguruan analitikoak badira (hau da, berfaeta() funtzioek gehienez lehen
eta bigarren ordenako poloa badaukate hurrenez hurren)gmingular erregularra dela esaten
da. Hau ere egia ez bad&;k edota)-k ordena altuagoko poloa daukatelako, purdumgular
irregularra da.

6.3 ARIKETA Sailkatu ondoko ekuazioaren puntu singularrak:
x? (2 — 1)2 y' —2zx(x+ 1)y —y=0. (6.15)

Notazioa arintzeko, soluziaa, = 0 puntuaren inguruan kalkulatu nahi dugula suposatuko
dugu beti, zeren hori beti lor baitaiteke translazio nabyan bidez (edo, infinituko puntuaren
inguruan garatu nahi badugu~ 1/t aldagai independentearen aldaketa eginez).

! Ferdinand Georg Frobenius(1849-10-26, Berlin, Prusia; 1917-08-03, Berlin). Weikrss-en

e~ % »  dizipulu honek funtzio eliptikoak eta ekuazio diferentalalandu zituen, baina bere ekarpen garran-
- tzizkoenak taldeen teorian egindakoak dira, geroago nikk&nantikoan funtsezkoa izango zen talde
: finituen adierazpideen teoria barne.

2Soluzio errealak nahi baditugu etasoa ez baddyx — a:())/\ faktorearen ordefr — asolA erabili beharko da.
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6.3 Puntu arruntak

Kasu honetan (6.11) ekuazioarreta() koefizienteak analitikoak dira jatorriaren inguruan
eta, beraz,

= i P, Qz) = i Qnz" (6.16)
n=0 n=0

garapenak konbergenteak djra < p deneanp > 0 balio egoki baterako. Kontsidera ditzagun
(6.12) seriea eta bere deribatuak,

y = Y cua”, (6.17)
n=0
y = Z ne,r" " Z n+ 1)c, 2", (6.18)
= n=0
y' = D n(n—1)c,a" Z n+2)(n+ 1)c, 02" (6.19)
n=2 =

Hemen, serieak berrirea = 0 balioan has daitezen — n + 1 etan — n + 2 indize-
desplazamenduak egin dira. Serie horiek (6.11) ekuaziaatzen baditugu, hurrengoa lortzen
da, (6.16) garapenak eta (6.3) propietatea kontuan hartuz:

Qy = f; [g Qs
[i P kcm] o

k=0

I

Py =

M8HM8

"

y' = n+2 )(n 4 1)cpaoz”,

v + Py +Qy = i {(n +2)(n+ 1)cpeo + z”: [(k+1)P,_pcpi1 + anck]} "

n=0 k=0
(6.20)
Beraz, (6.17) seriea ekuazioaren soluzioa izateko, onbaktintza bete beharda,= 0,1, 2, ...
balioetarako:

(n+2)(n+ 1)cp2 + Zn: [(k + 1) PokCri1 + Qu-rcy] = 0. (6.21)
k=0

Ondorioz ¢, etac;, konstanteak nahi bezala aukeratu ondoren, beste guztakkznan kalkula
daitezke azken adierazpena erabiliz. Izan ege¢y, co, ..., c,1 €zagunak badira, hurrengo
koefizientea hauxe da:

1 n

T 2+ 1) 2 (K D ki Qe (6.22)
=0

Cnt2 = —

Azpimarratu behar da eskuin gaian koefiziente ezagunalolezirdirela agertzen. Hemen fro-
gatuko ez badugu ere (ikus [4], adibidez) horrela kalkullatuberretura-seriea konbergentea
da|z| < p puntuetan eta;, etac; hautazko konstanteak dauzkanez, (6.11) ekuazioren soluzi
orokorra da.
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Laburbilduz, jatorria puntu arrunta bada, soluzioa (6Efyetura-serie arruntaren bidez adie-
raz daitekeg, etac, koefizienteak hautazkoak izanik. Beste koefiziente guz6a¥?) errepika-
penak ematen ditu. Seriea konbergentearfla p puntuetan.

Adibiderik errazenay” + y = 0 osziladore harmonikoarena da. (Beraren puntu guztiak
arruntak dira.) Aurkitu berria dugun errepikapena erakih@zake, baina nahikoa da soluzioa
(6.17) Taylor-en serie arrunta dela gogora ekartzea. &zmiearen ekuazioan (6.17) seriea eta
(6.19) deribatua ordezkatuz; gaiaren koefizientea hauxe dela ikusten dugu:

m+2)(n+1Deppa+c¢, =0, n=0,1,... (6.23)

Ondorioz ¢, etac; nahi dugun moduan aukeratu ondoren, beste koefizienteagueuexek dira:

C
= — “ =0,1,... 6.24
Cn4-2 (TL‘}‘Q)(TL"‘l)’ n 07 ) ( )

Errepikapen honetan, ., etac, agertzen badira ekg, ; falta denez, gai bikoitiaky + 2 = 2k,
eta bakoitiakp, + 2 = 2k + 1, era naturalean banantzen dira eta dagozkien errepikiaperse
desegiten:

= k2 Cok—4 N Gl AR
(2k)(2k —1)  (2k)(2k —1)(2k — 2)(2k — 3) (2k)!
Cok—1 Cok—3 (—1)k¢
_ — =...=—~—"+* —  (6.26
ok 2k + 1)(2k) _ (2k + 1)(2k)(2k — 1)(2k — 2) o1y 629
Balio hauek saiatu den soluzioan ordezkaturik
Y = o i ﬂx% + ¢ i <_71)k'3:2k+1 = cpcosx +cisin (6.27)
= (2k)! = (2k + 1)!
lortzen da, serieak kosinuarena eta sinuarena baitira.
6.4 ARIKETA Erabili serieen metodoa
(2 = 1)y +4ay +2y =0 (6.28)

ekuazioaren soluzioa aurkitzeko eta egiaztatu emaitza &iRetako Liouville-ren transformazioa
erabiliz.

6.3.1 Hermite-ren ekuazioa

Osziladore harmonikoaren

— Yz = By (6.29)

I
iPo=Z a =42 (6.30)
Zo mw
E 1 1
€ = E’ EO = émUJQng = éhw (631)

dimentsio gabeko aldagaiak erabilgarriak izaten dira.



122 6 Ekuazio linealen serieen bidezko ebazpena

6.5 ARIKETA Frogatu aipaturiko aldagaietan osziladorearen ekuazioa

d*y

T + (e — x2) P =0 (6.32)

moduan idazten dela, notazioa erraztekgaineko tileta ezabatu ondoren. Saiatu berretura-setie ba
1-rentzat eta frogatu koefizienteek ondoko errepikaperafiettar dutela:

(n+2)(n+1)cpya +ec, = 0, n=20,1, (6.33)
(n+2)(n+ 1)cpnta + €cn — s 0, n=23,... (6.34)

Orain arte aurkitu ditugun errepikapenak ez bezala, azkeiapuntutakoa dag,, > koe-
fizientearen adierazpenean aurreko bi (eta ez bat bakagitzen baitira. Horrelako errepi-
kapenak bi puntutakoak baino zailagoak izaten dira, 6.b®lpmako adibidea erraz ebazten
den arren. Praktikan hiru puntutako errepikapenak agedia, batzuetan, kasu honetan bezala
t = 1/xz = 0 infinituko puntua singular irregularra denean, eta infikuotyportaera faktorizatuz
gerta daiteke errepikapen berria bi puntutakoa izatea.dea, adibide honetdm|-ren balio han-
dietarako soluzioen portaera asintotikpa- ¢*°/2 erakoa da, zeren hauxe ekuazioan ordezkatuz

(:702 +1+e— xg) e’/ (6.35)

lortzen baita eta gai handienek?¢==*/2-ren proportzionalek, alegia) elkar deuseztatzen baitute
Honek zera iradokitzen digu: soluzio gehienak- ¢**/2 erakoak izango dira (eta, beraz, onarte-
zinak, uhin-funtzioak zerorantz joan behar baitu infinitydaina gerta daiteke zenbait kasutan
¥ ~ e **/2 moduko soluzioak egotea. Azken aukera hau arretaz ateripér) ~ e=*"/2y(x)
aldaketa nabaria erabilgarria da.

6.6 ARIKETA Frogatu\ = ¢ — 1 definituriky = e*ﬁ/?y aldagai-aldaketa egiten bada, osziladore
harmoniko kuantikoaren ekuazioa Hermiterekuaziora laburtzen dela:

Yy —2xy + Ay =0. (6.36)

Ekuazioan)’ etay-ren koefizienteak polinomioak direnez, puntu guztiak,(e&eziki, jato-
rria) arruntak dira. (6.17) berretura-seriea eta berédarak, (6.18)—(6.19), ordezkaturik-ren
koefizienteak berdintzean,

(n+2)(n+ 1)cpa — 2nc, + Ae, =0, (n=0,1,...) (6.37)
lortzen da. Espero bezala,etac, baldintzarik gabe aukera daitezke eta beste koefizienteagjuz

2n — A
n+2)(n+1

)cn (6.38)

8 Charles Hermite (1822-12-24, Dieuze, Frantzia; 1901-01-14, Patigenbakia transzendentea
delako lehen frogapena eman zuen. Funtzio eliptikoei etgdroen mailako ekuazioari buruz ere egin
zuen lan. Beraren izena ekuazio diferentzial batean, @ulia batzuetan, interpolazio-metodo batean
eta matrize mota batean aurki daiteke. Hermite-ren polioaketa matrize hermitearrak funtsezkoak
gertatuko ziren geroago mekanika kuantikoan.
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errepikapenak emandakoak dira. Berriro ere, berreturaitiak eta bikoitiak banandu egiten dira
eta soluzio orokorra

S MNRLEC LSS
L RS T 6! S
+ oo [x—k Z;Ax% Ch A>5<!6 —N s, 22N ;!A)(lo - A)gc7+---] (6.39)

da. Emaitza era laburragoan idazteko D.5 ataleko Eulememta funtzioaz balia gaitezke eta,
azkenik, soluzioa 6.22 probleman eta D.10 atalean azilestfummer-en funtzioen bidez idaz-
ten da:

Al 2— A
y=coM <_Z’ 5,3:2) + ciaM (— §,x2) ) (6.40)

Soluzioaren portaera asintotikoa aztertzekd,balio handietarako gairik garrantzizkoenak
n-ren balio handiei dagozkienak direla hartu behar da kentiiaina kasu horretan (6.38) erre-
pikapena

2 2
Cn ~ CTH
n+2 n+1

(n — o0) (6.41)

Cny2 =

da, koefiziente bikoitien kasurako soluziefa funtzioari dagokion:s, = Coe—1)/k = co/k! da.

6.7 ARIKETA Egiaztatu antzeko gauza bat gertatzen dela koefizientetlekkon — oo limitean.

Beraz, espero bezala, soluzio gehienen portaera asivaotik= ¢ *"/2y ~ ¢**/2 da, eta
¥ = e~""/2y uhin-funtzioa infinituan dibergentea ez izateko —karratuarrikoa izateko, hain
zuzen—-n-ren balio guztiak ezin ager daitezke garapenean. Honekreda du soluzio fisikoak
polinomioei dagozkienak direla, eta horrelakoak lortzekoie bat amaitu behar da bestearen
koefizientead, edoc;) nulua delarik. Hau ondoko kasuetan soilik gertatzen da:

e \=0, ¢1=0, y=cy,

.>\221 60201 Yy =ax,

e \=4, ¢,=0, y=cy(l—22?),
2 5
e A=06, co=0, y:cl(a:—gx),

eta abar.

Osziladorearen energiaren kuantizazioaren arrazoi nailera, soluzio onargarriak parame-
troaren balio diskretu batzuetarako soilik existitzea s eski.

6.8 ARIKETA Energiaren zeirk baliori dagokio Hermite-ren ekuazioaren soluzio polinkoba-
koitza?
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Soluzio polinomikoen koefizienteak egokiro aukeratdermite-ren polinomioak lortzen
dira. Aipaturiko polinomioak,

H,(x) = <2x — %) H, 1(z), Hy(zx)=1 (6.42)

errepikapen-erlazioak edota D.12.2 ataleko Rodriguédeemulak ere ematen dituzte. Polino-
mio hauen beste propietate interesgarriak Abramowitz teigu®-en [36] tauletan aurki daitezke,
adibidez.

6.4 Bessel-en ekuazioa

Simetria zilindrikoa duten problema fisiko askotan denbgéartzialetako ekuazioetan alda-
gaiak banandu ondoren, Besset-ekuazioa agertzen da:

22" + zy + ( 1/2) y=0. (6.43)

Eman dezagun (6.17) berretura-seriea saiatzen dugula:

2y = i Cr_ox",
n=2
T i —VQCn) ",
n=0
xy = i ne,x",
n=1
2y = 3 n(n —1)c,z", (6.44)
n=2
o2 fay + (22 -1y = — i+ (1 — 1/2) o+
ni; [(n2 — 1/2) Cn + cn_g] z"

Ekuazioa betetzeke” berretura guztien koefizienteek nuluak izan behar dute:

—vcg = 0, (6.45)
(1-1*)e = 0, (6.46)
(n2 — 1/2) chtCno = 0, n=23, ... (6.47)

40Olinde Rodrigues(1794-1851) Frantses bankari honen ardura gizartearetakata zientifikoa zen, matema-
tika baino areago. Matematikan egin zuen ekarpen bakagardre-ren polinomioetarako Rodrigues-en formula
da bama izen berberarekin ezagutzen dira antzeko enzekza
o 5 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-07-22, Minden, Westfalia; 1846-03-17, Konigsh&mysia,
~ gaur eguneko Errusiako Kaliningrad). Mekanika zerutiadaruzko ekarpen teorikoei eta astrono-
mian egindako behaketa-lanei esker nabarmendu zen. Ikarbfaten distantzia zehaztu zuen lehena
izan zen eta Sirius izarrak lagun iluna duela frogatu zuém gfbrputzen perturbazio-azterketan sartu
zZituen bere izeneko funtzioak, lehenago Jacob eta DanigloBé#i-k, Euler-ek eta Lagrange-k kasu
bere2|etan erabili izan zituztenak.
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Emaitza honen azterketa erraza da. Hasteke 0 kasuart, hautazkoa da, baina = 0 aukeratu
behar da eta soluzio bakar bat lortzen dugs. +1 deneang, = 0 egin behar da etg hautazkoa

da. Halabery = £k = +£2,+3,... bada,cy = ¢; = --- = ¢,_1 = 0 aukeratu behar da eta
hautazkoa izango da. Beraz,0soa denean soluzio bat (eta ez bi) lortzen da berretuieaser
saiatuz. Bainay osoa ez bada, = ¢; = ¢; = --- = 0 soluzio nulua baino ez dugu lortzen.

Ondorioz, berretura-serieak saiatuz gero, gehienetangzidolako soluziorik lortuko.

Berretura-seriearen metodoak huts egiteko arrazoiarigtpuntu arrunta ez izatean datza.
Jatorria puntu singular erregularra denez, Frobeniuegea Bat eta bere deribatuak saiatu behar
dira:

[e.9]

y = Y (6.48)
n=0
y = i A+ n)e (6.49)
T i A+ n)A+n— 1Dz 2, (6.50)
n=0
Serie hauek erabiliz, hauxe dugu:
Py = i cn_gx/\+
vty = i (—1/20”) ™M
n=0
xy = i (A + n)epz™ ™,
n=0
2y’ = i A+ n)(A+n — e, (6-51)
n=0
2?2y +ay + (2 -1y = (/\2 — 1/2) cor + [()\ +1)% - } i’
S [0 — ] et s} .
n=2
Ondorioz, soluzioan?*, 2! etaz**" gaien koefizienteak hauexek dira, hurrenez hurren:
(A=) = 0, (6.52)
(A+1)? =1 = 0, (6.53)
[(A +n)?— yﬂ ChtCno = 0, n=23,... (6.54)

Lehen baldintza)\? = 12, indize-ekuazioada etaindizeak ematen dizkigu\ = +v. Hor-
taz, Frobenius-en seriea Bessel-en ekuazioaren soluateko,\ balioa indizeetako bat izan
behar da. Indize-ekuazioa (6.53) baldintzan ordezkaetakbinomioaren karratua garatu ondo-
ren (2\ + 1)c; = 0 lortzen dugu eta, ondorioz; = 0 dela. Esan behar da = —\ = 1/2
kasu bereziam,; koefizientea hautazkoa dela, baina ezerk ez digu debekattennulua au-
keratzea. Gainera, kasu erraz hau oinarrizko funtzioeezbatbatzi genuen 3.22 probleman eta
6.5 delakoan aztertuko dugu berriro. Azkenik, hirugarraldintza hauxe da:

Cn—2 Cn—2
L= — = — . 6.55
¢ (A+n)2—v? n(2A 4+ n) (6-59)
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Orain,c; = 0 denez, koefiziente bakoiti guztiak nuluak dirg;,; = 0. Bestalde, koefiziente
bikoitiek (D.53) emaitzaren bidez erraz desegiten demé@apena betetzen dute:

. Co(k-1) Co(k—2) .

AT TRk 2EE—DO+ RN+ k—1)

_ (=D _

oAb E(k—1) 1A+ RN+ E 1) (A1)
(—DFco (DT +1)¢

(6.56)

22 V(N + 1), 22K TN+ k+1)
Balio hauek2”* faktorearekin biderkatu eta zatitu ondoren, (6.48) adigeaean sartzen baditugu,

- 00 (_1)k; T A2k
y=2T(A+ ey kz:% T+ k+ 1) (5) (6.57)

soluzioa lortzen da, batukaritik kanpo agertzen den kaeftea kenduta) ordenako lehen mo-
tako Bessel-en funtzioadefinitzen duena:

= A+E+1)

6.1 IRUDIA Ordena osokd,, funtzio batzuk.

Horrela ikusten dugu Bessel-en ekuaziogks) etaJ_, (x) soluzioak onartzen dituela.or-
denakdbigarren motako Bessel-en funtzioa—Newmann-en edo Weber-en funtzioa ere deitzen
da eta batzuetaty, ikurraz idazten da— koefiziente konstanteetako ondoko ikaazio lineala
da:

Y () = Cos(mr)J.V(x) — J_,,(x). (6.59)
sin(vm)
Argi dago hau ere ekuazioaren soluzioa dela. Gainera, €s8)&an adibidez ikus daitekeendz,
etaJ_, funtzioen wronskiarra hauxe da:

2sin(vm)

W T, J,)] = — (6.60)

T
Hortaz, bi kasu ditugur osoa ez badalj, eta.J_, linealki independenteak dira eta soluzio oro-
korray = A J, + B J_, moduan idatz daiteke; baina= 0, 1, . . . denean, wronskiarra nulua da
eta lehen motako bi funtzioak linealki menpekoak. Izan ere; 0 denean\ = 0 indize baka-
rra dugu eta (6.58) serieak soluzio bakar bat ematen digne@a (6.57) adierazpenetik (6.58)
delakora joatean kendu déi{\ + 1) konstantea infinitua da = —n = —1,—2... kasuan,
v=n=1,2,...denean, eta geratzen dén, funtzioa.J,, delakoaren berdina edo kontrakoa da.
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6.9 ARIKETA Frogaezazu = —1,—2,...denean ere erabil daitekeela (6.58) adierazpena,
J_n(z) = (=1)"Jp(x) = cos(nm)J, (x) (6.61)

erlazioa betetzen dela eta, beraz, (6.58) formulak defikdu/_,, funtzioa Bessel-en ekuazioaren
soluzioa dela/,,-ren linealki menpekoa bada ere.

Kasu honetan Frobenius-en serieek ez dizkigute bi solumalki independente ematen. Ge-
roago ikusiko dugunez, gauza bera gertatzen da indize t@allagoen bakoitzean (Bessel-en
ekuazioaren kasuam, = 0 denean) eta gerta daiteke bi indizeen kendura osoa deneieith
gertatzen dar osoa denean, baina ez erdiosoa bada, nahiz eta otdukendura osoa izan).
Hurrengo ataletan ikusiko dugu nola azter daitezkeen lakwekasuak, baina Bessel-en ekua-
zioarekin hobe da hurrengo emaitzaz baliatzea.

6.10 ARIKETA Egiaztatu hauxe betetzen dela:

WY, = w—z (6.62)

Beraz,J, etaY,, linealki independenteak dira beti, baitaasoa denean ere, azken kasu hone-
tan honela definitzen baitg,:

Ya(z) = lim cos(vm)J,(x) — J_V(x).

v—=n sin(vm)

(6.63)

Ondorioz, Bessel-en ekuazioaren soluzjoa C' J, + DY, moduan idatz daiteke beti,edono-
lakoa izanik ere.

6.2 IRUDIA Ordena osokd’, funtzio batzuk.

Tauletan aurki daitezkeen Bessel-en funtzioen propigisiteren artean errepikapen-erlazio
batzuk 6.4 probleman frogatuko dira. Hemen bakarrik azpiaako dugu ezen, definiziotik zein
6.1 iruditik ikus daitekeenezl,(0) = 1 etaJ;(0) = J5(0) = --- = 0 diren arren, jatorriary,,
guztiak dibergenteak direla (ikus 6.2 irudia). Hurrengaledin ikusiko dugunez, indizeen arteko
kendura osoa denean indize txikiari dagokion soluzioarakkotan gertatzen da hau.

6.11 ARIKETA Erabili atal honetako emaitzak eta D.12 arikéf@ ordenako Bessel-en ekuazioa-
ren kasuan, oinarrizko funtzioen bidez 3.22 problemanitwuren soluzioa berreskuratzeko.
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6.5 Frobenius-en metodoa

Jatorrira eraman dugun puntu arrunt edo singular erredpaltirdagokion emaitza orokorra
frogatzen dugu atal honetan. Kalkulua erosoago izaten dd )@kuazioar>-rekin biderkatu
ondoren (6.14) notazioa erabiltzen badugu:

2.1

z°y" + xp(x)y’ + q(x)y = 0. (6.64)

Gainera, jatorria puntu arrunta edo singular erregulaeta duposatuko dugu, hau geetaq
koefizienteen

pa) = sP(E) =Y o’ (6.65)
n=0

q(x) = :cQQ(x)zqunx”, (6.66)
n=0

garapenak konbergenteak dirgéld < p deneanp > 0 balio egoki baterako.

6.12 ARIKETA Egiaztatu jatorria puntu arrunta izateko baldintza bedrkw eta nahikoa, =
Ggo=q =20 dela.

Enuntziatu berriak ditugun hipotesiekin, (6.64) ekuazioa
y=3 e, (co #0) (6.67)
n=0

Frobenius-en seriea saiatzean datza Frobenius-en me®eld@a, gutxienez) < |z| < p ba-
lioetarako izango da konbergentea. Azpimarratu behar dazsaren linealtasun eta homoge-
neotasunari eskey koefizientea hautazkoa dela, soluzioa existitzen badantzzthi

Frobenius-en (6.67) seriea gaiez gai bi aldiz deribatu mrdizhen eta bigarren deribatuak
etaz? faktoreekin hurrenez hurren biderkatzen baditugu,

xy = Z (A +n)ea™ ™, (6.68)
2y = Z A +n)A+n—1)cz? (6.69)

lortzen dugu, eta (6.3), (6.65) eta (6.66) erabiliz,

q(x)y = i lz”: anck‘| ™, (6.70)
n=0 Lk=0

ap(x)y’ = i [z”: Pr—k(A+ k)ck] AR (6.71)
n=0 Lk=0

Bi adierazpen hauek eta (6.69) delakoa (6.64) ekuazioazkaturik berretura bakoitzeko koe-
fizienteak berdinduz,

A+n)A+n—1)c, + Zn: [Pk (A + k) + gni]cx =0 (6.72)
k=0
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lortzen dan = 0, 1, . . . balioetarako. Ekuazioarendize-funtzioa
Z(u) = u(u — 1) + pou + qo (6.73)

bada, lorturiko emaitza ondoko era laburragoan idazten da:

n—1

I +n)en + D [PnkN 4 k) + gus] cx = 0. (6.74)

k=0

(Azpimarratu behar da orain batukakia= n — 1 balioan amaitzen dela.)

Berretura txikienaren koefizientea azken adierazpenear eginez lortzen daZ(\)c, = 0.
Beraz,c, # 0 denez —, = 0 aukeratzedéc,, \) — (co, A\+1) berdefinizioaren baliokidea izango
litzateke—, (6.67) seriea (6.64) ekuazioaren soluziotekas

IZOA) =AA—=1)+poA+qo =0 (6.75)

indize-ekuazioabete behar da. Ekuazio koadratiko honen bi soluzidaleta\,, ekuazio dife-
rentzialarenndizeak dira eta, geroago eztabaidatuko ditugun salbuespenakejweea, soluzio
orokorra idazteko behar diren bi soluzio linealki indepemieei dagozkie. Prozedura, hortaz, ar-
gi dago: indize bakoitzeka, hautazkoa da;; koefizientea kalkulatzeko nahikoa da bere balioa
askatzea (6.74) adierazpeneags: 1 egitean lortzen den ekuaziotik,

1
c = —m (P1A+ q1) co, (6.76)
eta beste koefiziente guztiak ondoz ondo aurki daitezke é&ze,cy, ¢4, ..., ¢,_1 €zagunak
direnean, hurrengoa
1 n—1
n = T n—k(A+k n— 6.77

da eta adierazpen honen eskuineko gaian lehenago kalkkiekoefizienteak baino ez dira ager-
tzen. Printzipioz, metodo honetan ager litekeen oztopatrak6.77) adierazpeneko izendatzai-
lean = N > 0 balio batean zero bihurtzea da, eta hau bakarrik gertakaaite NV beste indizea
bada,Z(\A + N) = 0, hau da, bi indizeetV = \; — X\, kendura osoa bada. Bestalde, bi indizeak
berdinak badira —hau da, indize bikoitz bakarra badugu-ezguiurak soluzio bakarra emango
du. Kasu hauek geroago aztertuko ditugu: indize handial pedte errealik handienekoak, edo
indize bakarrak) soluzio bat beti ematen badu ere, bigaw&rzioan (6.67) moduko serie baten
bidez ezin adieraz daitekeen gai logaritmiko bat agertsbam askotan ikusiko dugu.

6.1 TEOREMA (Frobenius) Eman dezagun
2.1

22y + xp(x)y + q(x)y =0 (6.78)

ekuazioaren: = 0 puntua arrunta edo singular erregularra dela. Beraztaq funtzioen
p(x) = paa”, qz) =) gua” (6.79)
n=0 n=0

garapenak konbergenteak difa] < p deneanp > 0 balio baterako.

IA) =AA—=1)+por+q =0 (6.80)
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indize-ekuazioaren bi erroak; eta \, dira. AzpiindizeakV = \; — )\, definizioarekinV > 0
(edoRe N > 0) betetzeko moduan aukeratu dira. Bestalde,

ap(N) = 1, (6.81)
1 n—1

an(\) = IO kz::O [Pk AN+ E) + gnk] ar(N), (n=1,2,...) (6.82)

funtzioak ondoz ondo definitzen ditugu. Orduan, (6.78) &ka& bi soluzio linealki independente
dauzka) < |z| < p puntuetany, etay,. Lehenengoa beti izan daiteke honako hau:

[e.9]

y1 =Y an(A)zM " (6.83)

n=0
Bigarrena, berriz, honela lortzen da:

1. N#0,1,2,...denean,

[e.e]

Yo = Z an()\g)x)‘2+”. (6.84)
n=0
2. N =0 bada,
Yo =y1lnx + Z bt (6.85)
n=1
koefiziente hauekin:
, d
by = a,,(M\1) = ﬁaﬂ(A) , n=12... (6.86)
A=A
3. N=1,2,...denean,
Yo = AyrInz + Yzt (6.87)
n=0
konstante hauekin:
A = lim (A= As)an(A)], (6.88)
co = 1, (6.89)
d
G = oy [(A = A2) an(A)] ) n=1,2,... (6.90)
A=)\2

6.5.1 Teoremaren frogapena

Soluzioak aipaturiko egiturakoak direlako frogapenaedgit

y(x, \) = i cn(N) 2™ (6.91)

n=0

erako soluzioa saiatzean da ekuazioan:

Ly = 2% + ap(z)y’ + q(x)y = 0. (6.92)
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Izan ere, (6.68)—(6.74) adierazpenetan egindako kallerepikatuz, ezkerreko gaia

Ly(z,\) = i {I()\ +n)ea(N) + nz—: [Pr—k(A+ k) + gn—i] Ck()\)} M (6.93)

n=0 k=0
dela lortzen da. Orain,

n—1

I+ n)ea(N) + D [pakA + k) + goi] c(X) =0, n=12... (6.94)
k=0

betetzeko eskatzen badugu, (6.93) baldintza hurrengouatzzn da:
Ly(z,\) = Z(N\)co(N)z?. (6.95)

Ekuazio honen eskuineko gaia nulua da indizeefdn,; ) = Z (\2) = 0, eta, beraz, (6.91) adie-
razpeneam,(\) = 1 balio berezia aukeratuz geko= \; eta\ = \, eginez (6.83) eta (6.84) so-
luzioak lortzen ditugu hurrenez hurren, kasu horietard@ldintza (6.82) adierazpenera labur-
tzen baita.
Indizea bikoitza bada,
I\ =N —\), (6.96)

(6.83) eta (6.84) soluzioak berdinak dira, baina bigar@nzoa orain ikusiko dugun moduan
lor daiteke. Hasteka;(\) = 1 aukeratu ondoren (6.95) baldintxarekiko deribatzen dugu eta
(6.96) adierazpena etaeragilearen linealtasuna erabiliz hauxe lortzen da:

3y
8)\

Baina adierazpen hau= )\; denean nulua denez, bigarren soluzioa (6.91) adierazpena,
puntuan deribatuz lortzen da:

(2, =2A = )2+ (A= \)’ 2 Inz. (6.97)

gi (z, M) = Z LS (AN T I (6.98)
n=0

Emaitza hau (6.85) soluzioa da preseski.

A = XA+ NetaN = 1,2... badira,n = N denean (6.94) adierazpeneaf()\)-ren
koefizientedl (A + N) = A+ N — A1) A+ N = X) = (A=) (A + N — \y) da, etal = )\,
baliorako nulua denez ezin dugu zuzenean soluzioa (6.8dyaridatzi. Baina

co(A) = A — Ay (6.99)

aukera egiten badugu, (6.94) baldintzaren ondotid2,),. . .,cy_1 () koefizienteek ere edukiko
dute(\ — \,) faktorea. Ondoriozp = N denean (6.94) baldintzaren batugai guztietan agertuko
da aipaturiko faktorea eta= )\, egitean baldintza bete egingo da. Bestalde, (6.95) ekaazio

Ly(z,A) = (A — A1) (A — X)* 2 (6.100)

izango da eta, ageri denez, nuluaXda ), baliorako. Ondorioz, soluzio bat

o0

(2, 22) = Y cn(A)z™" = D7 ,(M)2M T = enpn(Ao)2 M = Ay, (6.101)
n=0

n=N n=0
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da (6.83) eta (6.88) adierazpenetan definituriko baliaglinrreko adierazpeneko lehen batuka-
rian hasierakaV batugaiak nuluak ziren zegozkien koefiziente guztisk— \.) faktorea zeu-
katelako. Hurrengo gaiay ()22t = Az*tN = Az zen.) Bigarren soluzioa aurkitzeko,
(6.100) adierazpenarekiko deribatuko dugu, lehen egin dugunaren antzera:

Lgi (N =X =X 20 =M A= )2 + A=) (A= X)* 2 Inz.  (6.102)
Hauxe\ = )\, baliorako nulua denez,
ay - / A2+n - A2+n
a)\(x Ao) =D (A)z2 T+ 3 e, (M) Inw (6.103)
n=0 n=0

ekuazioaren soluzioaizango da, baina (6.87) adierazpehaud (6.101) emaitza eta (6.99) auke-
ra kontuan harturik erraz ikusten denez. (Konbergenta@aaarn) < |z| < p puntuak daudelako
frogapena [22] liburuan aurki daiteke.)

6.5.2 Oharrak

e Soluzioaren hasierako gai batzuk bakarrik kalkulatu nadiitogu, mota egokiko seriea
zuzenean saiaturik koefizienteak kalkulatzea izan danaMedorik errazena.

e Lehen soluzioari dagokion seriea batzea lortu bada, lgaraurkitzeko (3.68) ordena-
beheratzea izan daiteke metodorik erabilgarriena.

¢ Gai logaritmikoak batzuetan agertzea ez da harritzekd@, &aleko Cauchy eta Euler-en
ekuazio errazetan ere agertzen ziren eta.

¢ Indize bakarra dagoeneaky (= \,) bigarren soluzioak gai logaritmikoa dauka ezinbestez.

e IndizeenN = \; — )\, kendura 0so ez-nulua badag;(\,) koefizienterako (6.94) ekuazioa

0-en (M) + 3 [ w3+ k) + ax ] ek (M) = 0, (6.104)
k=0

da eta, beraz, bi kasu desberdin ditugu:

— Ekuazioaren egituraren ondorioz,

gertatzen bada:N()\Q) hautazkoa da eta, hortad, = 0 dugu eta)\, indize txikia-

ri dagokion soluzioak ez dauka gai logaritmikorik. Gaineaaken soluzio honetan
co(Ag) etacy(Ay) hautazko konstanteak daudenez, soluzio orokorra izangeteda
bertan egongo dira soluzio guztiak. Izan ergindize handiari dagokiona(As) = 0
etacy(A2) = 1 eginez berreskuratzen da. Kasu hau, puntu arrunt guziigktatzen
da, baita ordena erdiosoko Bessel-en ekuazioetan etaepmetdn ikusiko ditugun
zenbait adibidetan ere.

— (6.105) betetzen ez bada, (6.104) baldintzak ez;dW,) koefizienterako soluziorik
eta)\, indizeari dagokion soluzioan gai logaritmikoa agertuko 4ig# 0.

Ondoren, adibide batzuetan aplikatuko dugu teorema hau.
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6.5.3 Indize bikoitza
Azter dezagun ondoko ekuazioa:
zy" + (1 +2)y +y=0. (6.106)
Hemeny = " a,z**" ordezkatu ondoren koefizienteak berdinduz, hauxe lortaen d

N gy =0, (6.107)
A+n)? a, +(A+n)a,_1=0. (6.108)

Lehen ekuazioak = 0 indizea bikoitza dela diosku eta bigarrenak

Qp—1 A n
k=1

errepikapena ematen digu. Ohi bezalg\) = 1 hartuko dugu. Azken ekuazioan= 0 eginez,

an(0) = <_n1!>n (6.110)

lortzen da eta, beraz, soluzio bat ondokoa dugu:

> —1
Z "t =e". (6.111)

Bigarren soluzioa (6.85)—(6.86) adierazpenen bitartdakatzeko deribatu logaritmikoa erabi-
liko dugu:

d (=D d &
p— ! —_ - — RS
b, =a,(0) = an(O)dx In|a, ()| . = o Z_: n(A+ k)
= = A=0
= =— Q,. 6.112
z:: )\ + k|, n! ( )

(Q,=14+1/2+1/3+---+1/n zenbaki harmonikoak 283. orrian definitzen dira.) Ekuazna
soluzio orokorra, beraz, honako hau da:

© (1"
y=Cie "+ Cy e “Ine — > ( n') an”] . (6.113)
n=1 '

6.13 ARIKETA Egiaztatuy» soluzioa ondoko adierazpena zuzenean saiatuz lor daitekee

y2=e "Inz+ Y bua". (6.114)
n=1
6.14 ARIKETA Froga ezazy; eta (3.68) adierazpena erabilirik soluzio orokorra hateda:d
y =[A+ BEi(x)]e™". (6.115)
Erabili (6.111), (D.64) eta (D.66) soluzio berbera delaetitzeko.

6.15 ARIKETA Ebatzi
?(1+z)y’ + (2* —2)y +y=0. (6.116)
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6.5.4 Gailogaritmikoa

Adibide honetan,
(x + xQ) y' —xy +y=0 (6.117)

ekuazioany = " a,z* ™" ordezkatzen badugu, hauxe lortzen da:

AA=1) ay =0, (6.118)
A+n)A+n—-1) a +[(A+n—-1)A+n—-3)+1a,_1 =0. (6.119)

Lehen ekuazioak = 0, 1 indizeak ematen dizkigu eta bigarrenak errepikapena:

L (A +n—2)2 "
a,(N\) = Ot moTn D n_1(A). (6.120)

6.16 ARIKETA Egiaztatu ondokoa dela errepikapenaren soluzioa:

()" =12

wN = R0 s

n=12,... (6.121)

Indizeen arteko kendurd’ = 1 osoa bada ere, indize handiak beti ematen digu soluzio
bat. Kasu berezi honetaxy = 1 denez, soluziog; = = da, zerem, = 1 aukeratu ondoren
(6.121) adierazpenear) (1) = 0 direla ikusten baitugu. Argi dagoenez, kasu erraz honetian s
zio hau ikuskapenez ere aurki liteke (3.67) motako ekuabioeiz 51. orrian esandakoaz balia-
tuz. Kasu honetan soluzio orokorra bilatzeko metodoriazna; = = [u dx ordena-beheratzea
izango litzateke, baina Frobenius-en teoremaren eralalgertu nahi dugu. Kasu honetsin= 1
eta), = 0 direnez, hauxe dugu:

L A=)
A= /1\1_% Aag(N) = —}\12% )\m =—1 (6.122)
Bestalde,
d d (—1)”)\2()\ — 1)2
= —Aay, (A —— 6.123
C i Qa ( ))\:0 d)\()\+n)()\+n—1)2 o ( )

koefizientea nulua da > 2 guztietarako)\ = 0 zenbakitzailearen erro bikoitza baita.= 1
denean, berriz)\? gaia izendatzailean ere agertzen da eta, beraz, honak®hataan zaigu:

d (N—1)?
I ACES)

dX (A +1)

= 3. (6.124)

A=0

Ondorioz, ekuazioaren soluzio orokoga= Cix + Co(—zInx + 1 + 3z) edo, hautazko kons-
tanteak berdefinitu ondoren= Az + B(1 — zInx) da.

6.17 ARIKETA Ebatzi
(' +y)—y=0. (6.125)



6.5 Frobenius-en metodoa 135

6.5.5 Gai logaritmikorik gabeko adibidea

Lehen esan bezala, indizeen arteko diferentzia osoa atalea-denean, Frobenius-en se-
riearen bidezko soluzio bakar bat egon daiteke, bigarrerzimak gai logaritmiko bat duelako.
Horrelako kasu bat aurreko adibidean aztertu dugu. Halgwtz ere, gai logaritmikorik ez
egotea ere gerta daiteke kasu batzuetan, eta orduan Ruskenbi serie linealki independen-
te daude. Hori gertatzen zen, hain zuzen, ordena erdiosekseBen ekuazioekin. Areago, bi
berretura-serie arrunt linealki independente egon degteenbait kasutan, hala nola puntu arrun-
ten inguruan. Azken kasu honetan (6.11) ekuaziodresta () koefizienteak analitikoak dira
jatorriaren inguruan eta, berag, = qo = ¢1 = 0, ppi1 = P, ¢uie = @, €taindize-ekuazioa

I\ =AA-1)=0 (6.126)

denez, indizeak = 0,1 dira beti. Kasu honetan indizee¥i = 1 kendura osoa bada ere, indi-
ze txikia erabiltzeak, arazorik sortu beharrean, soluziztigk ematen ditu zuzenean. 1zan ere,
(6.74) errepikapeneah = ¢; = 0 egin ondorem = 0,1 hartzen baditugu —hau da, indize-
ekuazioa eta arazoa sor lezakeen- N = 1 gaiari dagokiona kalkulatzen baditugu— honako
baldintza hauek lortzen ditugu:

Z(0)co, = 0, (6.127)
I(1)ey, = 0. (6.128)

Ageri denez,Z(0) = Z(1) = 0 berdintzen ondorioz bai, eta baic,; ere nahi dugun moduan
aukera daitezka = 0 indize txikiari dagokion seriean. Beraz, hautazko bi kanst daudenez,
soluzio guztiak lortzen dira horrela. 1zan eke= 1 indize handiari dagokion soluzieg = 0 eta
¢1 # 0 aukerekin berreskuratzen da.

Ikus dezagun bestelako adibide bat.

22y —xy — (xz + Z) y=0 (6.129)

ekuazioan jatorria singular erregularra da gta- 3" a,2" saiatuz, ondoko indize-ekuazioa

lortzen da:

T\ = A2 — 20— 5/4 = </\—g> (A+%>. (6.130)

Indizeak, beraz) = 5/2, —1/2 dira eta beraien arteko kendut&a = 3. Gainera, koefizienteen
errepikapena binaka doa:

IA+1) a =0, (6.131)
IZA+n) a, —ano=0. (6.132)

Kasu bietarZ (A + 1) # 0 denezga; = 0 dugu.
Beti bezala)\ = 5/2 indize handiak soluzio bat ematen du. Indize bakoitiak akiizango
diraa; = 0 emaitzaren ondorioz, eta bikoitiak ondokoak:

5 ag(k—1) ag(k—1)
5 _ _ _ 6.133
12k (2) I(5/2 + 2k)  2k(2k + 3) (6.133)
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6.18 ARIKETA Desegin errepikapena eta osatu faktorialak

5\  3(2k+2)
azg; (5) = m (6.134)

dela eta, beraz, lehen soluzioa hauxe dugula frogatzeko:

oo

Z 3(2k + 2)a%k+5/2

D O] (6.135)
Adibide honetan\, = —1/2 denez, gai logaritmikoaren koefizientea
L 1 L N a(N) ar(A)
A=, lIm, (A * 2) as(V) = lim | <A * 2) T3 am,serp 0 (6139

da, zereru; (\) = 0 izanik izendatzailea ez baita nulua. Puntu arruntekinagieizen bezalaxe,
berriro ikusten dugu indizeen kendura oso positiboa baglgairlogaritmikoa ez agertzea gerta
daitekeela. Kasu berezi honetan emaitza honen arrazastela (6.132) ekuazioa = N = 3
baliorako aztertu behar da, horixe baitadefinitzeko erabili behar den baldintza:

BainaA = —1/2 denean baldintza hau edozeip baliorekin betetzen d&,(5/2) etaa; nu-

luak baitira. A koefizientea nulua den guztietan bezalaxe, kasu honetaimdire txikiarekin
—oztoporik ez izateaz gain— soluzio osoa lortzen dugu,rbégehautazko konstante bat ager-
tzen zaigu eta. Gai bakoitiak faktore komuna onartzen dituzte eta & 0 denez)>~1/2 = 25/
berreturarekin hasten dira; hau ga,soluzioa osatzen dute (beste kasu askotan, indize handiari
dagokion soluzioa bestearekin konbinazio lineal batedrastarik ager daiteke). Gai bikoitiek
beste soluzio linealki independente bat ematen digute:

1 a(k—1) ao(k—1)
A _ , 1
“2’“( 2) Tk —1/2)  2k(2k — 3) (6.138)

6.19 ARIKETA Frogatu azken soluzioa honako hau dela:

ey &

k=0

) 2k—1/2
(6.139)

6.5.6 Serieen batuketa

Soluzioa ematen duen seriea lortu ondoren, beraren baikal&tzen saiatu beharko genu-
ke beti. Taula onak edota kalkulu sinbolikorako prograiknékus B.5.5 atala) ez badugu, kasu
berezietan izan ezik ez da lan erraza, baina ez dago inoialakiarik seriearen egitura ez azter-
tzeko: agian, ezaguna zaigu edo transformazio erraz biait deateke serie ezagunetako batera
laburtzeko. Ondoren ematen ditugun arauek seriearenabatnandezaketeékoefiziente oroko-
rrean indizearen konbinazio algebraikoak eta faktoriéd@lo gamma funtzioak) baino ez badira
agertzen:

e Koefiziente orokorraren izendatzailean faktorialik gabel¥inazio algebraiko hutsak ager-
tzen badira, funtzio logaritmikoen serieak (alderantaifntzio hiperbolikoei dagozkie-
nak barne.) lagungarriak izan litezke.
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e Koefiziente orokorraren izendatzailean faktorial bak#&adago, egitura bereko serie ba-
tera (edo batzuetara) laburtuz esponentziala eta berarambak (sinua, kosinua, sinu
hiperbolikoa eta kosinu hiperbolikoa) ager daitezke. @&in(D.39) errore-funtzioa eta
(D.64) esponentzial-integrala ere lagungarriak izarzkiee

e Izendatzailean bi faktorial —edo faktorial bat eta gammi-bagertzen badira hautagai
nabaria (6.58) Bessel-en funtzioak dira (edo, orokorregtieen (D.91) Kummer-en fun-
tzio hipergeometriko baterakorrak: ikus 6.22 problemaeid) atala).

¢ Izendatzailean bi faktorial —edo faktorial bat eta gamnta-bagertzeaz gain zenbakitzai-
lean beste gamma bat badago, (D.55) serie binomiko&adss-efi funtzio hipergeome-
trikoa saia daitezke. Azken funtzioa honela definitzen da, senerbikoaren orokorpen
moduan:

ala+1l)---(a+n-1)BB+1) - (B+n—1)a"

Fleofima) = 142, Y+ (=) n!

T &t n(E L
 T(a)D(B) nz:% L(vy+n) n!’ (6.140)

Gainera, D.11 atalean esaten denez, beste funtzio askeratira hemendik kasu berezie-
tan.

Azken adibidean, (6.135) eta (6.139) adierazpenetan rsptanentzialeko serieei antzematen
diegu:

(2K + 2)a?+5?

2 (2k + 3)!

[ oo (Zk' 4 3)1.216-‘,-3 B 0o $2k+3
(2k + 3)! = (2k +3)!

k=0 Lk=0
r oo ZL‘2k+2 [e) [L‘2k+3 ‘|
= x‘ J—
kg(%jtz)! %(2k+3)!

- 5l- 5l

- Y gy

v | = 0Cn)! = C2n+1)!
x cosh x — sinh x

- : 6.141
NG (6.141)

00 2n 00 :L,2n+1 1

6.20 ARIKETA Frogatu ondoko berdintza:

i (2k — 1)z**~1/2  gsinhz — cosha (6.142)
Pt (2k)! B Vi ' '

6.21 ARIKETA Ebatzizy” — 3 + 423y = 0 ekuazioa.

6 Johann Carl Friedrich Gauss(1777-04-30, Brunswick, gaur egun Alemania; 1855-02-28; G
tingen, Hannover). Tesian algebraren oinarrizko teoreméghen frogapen osoa eman zuen. Ezagu-
nenak geometria diferentzialean egindako ekarpenakdadd, behaketa astronomikoak egin zituen
0s0 zaharra izan arte eta, ekarpen praktikoak gorabebarasko idatzi zituen mekanika zerutiarrari,
s magnetismoari, ekuazio diferentzialei, hurbilketeni@oeta probabilitateei buruz. Ezagutza zientifi-
ko eta teknikoaren arlo askotan eragin ikaragarria izan.zue

e
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6.6 Problemak

6.1 Legendre-rerf ekuazioa Laplace-ren ekuazioa koordenatu zilindrikoetan ebazoeaoko
ekuazioa agertzen da:
(1 — 91;2) y' =22y +v(v+ 1)y =0.

(@) Aurkituz = 0 puntuaren inguruko serieen bidezko soluzigaki, 1) tartean.
(b) Soluzio horien artean, zeintzuk dira polinomikoak?

(c) Aurkitu Legendre-ren polinomiobatzuk, hau day(1) = 1 baldintza betetzen duten soluzio
polinomiko batzuk.

6.2 Chebyshev-ehekuazioa Aurkitu (-1, 1) tartean
(1 - 1,2) y// —:py’+u2y -0

ekuazioak dituen soluzioak. Zehaztu zeintzuk diren patilnak eta berezikj(1) = 1 baldintza
betetzen dutenalChebyshev-empolinomioak, alegia).

6.3 Kalkulatu seigarren ordenaraino ondoko problemaren gmduz
' +y +2y=0, y)=2 y(1)=4
6.4 Bessel-en funtzioakFroga itzazu Bessel-en funtzioen ondoko propietateak:

(@) % [z ], (kx)] = ka J,_1(kz).
(b) % [x_”Jy(k:x)} = —kx " T4 (kx).
© % Lo (k)] = Ky (k) = 2, (k).

(d) % [Julka)] = ks (k) + 2.7, (k).

(©) - [ (k)] = § [oor (k) — Jys (k)]

) J,(kx) = ];—j [Jo—1(kx) + Jyi1(kx)].

Bigarren motakd’, funtzioek antzeko propietateak betetzen al dituzte?

7 Adrien-Marie Legendre (1752-09-18, Paris; 1833-01-10, Paris). Biraketa-simetuten gor-
putz batzuek sorturiko grabitazio-eremua aztertzeamw gétien bere izeneko polinomioak. Funtzio
eta integral eliptikoen azterketa da, segur aski, berepekélk handiena. Bestalde,zenbakia irrazio-
nala delako frogapen sinplifikatua eman zuen.

8 pafnuty Lvovich Chebyshev(1821-05-16, Okatovo, Errusia; 1894-12-08, San Petegdhzien-
bakien teoriari egindako ekarpenari esker gogoratzen 8aglk bat. Baina beste gai asko ere landu
zituen: mekanika, probabilitateen teoria, integrazieeadtar.
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6.5 1/2 ordenako Bessel-en ekuazioaiurkitu Bessel-en ekuazioajir) = z~'/?u(z) aldagai-
aldaketa egitean lortzen dena. Erabili emaitzaordenako Bessel-en ekuazioaren soluzioa idaz-
teko.
6.6 2%y +x(z + 1)y —y = 0.
6.7 x(x —1)y" + 2z — 1)y — 2y = 0.
6.8 (3:3 — xz) y" + (2:1:2 — 33:) y —y=0.
6.9 2y —y=0.
6.10 2*y" + xy + 2y = 0.
6.11 22%" + 2(2x + 1)y —y = 0.
6.12y" + éy’ - %y =0.
X X
6.13 zy" + (1 — 22)y' + (z — 1)y = 0.
6.14 Laguerre-rer? ekuazioa Aurkitu ondoko ekuazioak > 0 zuzenerdian dituen soluzioak
vy’ + (a+1—x)y +vy =0, (a>0).
Eztabaidatu soluzio polinomikoak, Laguerre-ren polinmariokortuen proportzionalak direnak.
6.15 Bessel-en ekuaziod&roga ezazu
22y + (2c 4+ 1) xy + {a262x2b + (02 — 1/262)} y=0

ekuazioa, Bessel-en ekuazio batera laburtzentdelaz® etau = 2y adierazpenek definituriko
(z,y) — (t,u) aldagai-aldaketaren bitartez.

6.16 Erabili serieen bidezko metodoa ondoko ekuazioa ebazteko:
(x —1)y" —axy +y=0.
6.17 Aurkitu hurrengo ekuazioaren soluzioen lehen gaiak:
y" + (cosx)y = 0.

6.18 (x3 - :p) y" + (9x2 - 3) y" + 18zy' + 6y = 0.

y 9 Edmond Nicolas Laguerre(1834-04-09, Bar-le-Duc, Frantzia; 1886-08-14, Bar-igcp Be-
= re izeneko polinomio eta ekuazioari esker gogoratzen dwgeziki, baina analisi, geometria eta

' g hurbiltze-metodoen beste arlotan ere egin zuen lan.
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6.19 Batzuetan, ekuazio osoaren soluzio partikular bat awkdzre erabil daitezke berretura-
serieak eta Frobenius-enak. Adibide moduan, kontsideragim

2y — 2z + Dy + (z+ 1y = 2%

Ebatzi ekuazio homogeneoa eta erabili serie egoki bat esguartikular bat aurkitzeko. Konpa-
ratu emaitza konstanteen aldakuntzaren metodoaz lorezearekin.

6.20 Gauss-en ekuazio hipergeometrikoaAurkitu
r(l—2)y"+[y— (L+a+pB)aly —afy=0

ekuazioaren soluzioak = 0 inguruan,y # 1,0, —1,—2,... denean. Soluzioa idazteko, erabili
Gauss-enF'(«, 5;v; ) funtzio hipergeometrikoa, F(«, 3;v;0) = 1 hastapen-baldintza bete-
tzen duen soluzioa, alegia.

Iradokizuna Erabili y = 2!~ > aldaketa bigarren soluzioa lortzeko.

6.21 FrogatuF (o, 5;v; x) = F(5, «; v; x) eta aurkituF (1, 3; 5; x) etaF' («, B; §; ).
6.22 Ekuazio hipergeometriko baterakorra Aurkitu
zy" + (B —2)y —ay=0

ekuazioaren indize nuluari dagozkion soluzioen art¢ag, 1,0, —1,—2,... deneary(0) = 1
baldintza betetzen duena. Aipaturiko soluzidamtzio hipergeometriko baterakorra edota
Kummer-en?? funtzioa deitzen zaio etd/ (o, 8, x) edo, F («; 3; x) moduan adierazten da. Ez-
tabaidatu Kummer-en funtzioa polinomio bihurtzen dene&isuak, baita oinarrizko funtzioak
berreskuratzen direneko kasu batzuk ere. Kalkulatu legasoluzio linealki independentga=
2! z aldagai-aldaketaren bidez. Azaldu ekuazio honen eta Gausipergeometrikoaren ar-
teko erlazioa eta nola erabil daitekeen hau aurreko puakoeimaitzak era zuzenean berresku-
ratzeko. [radokizuna Erabili t = pz aldaketa Gauss-en ekuazioan.) Zergatik murriztu dira
parametroaren balioak?

6.23 Aurkitu ondoko ekuazioaren soluzio orokorra:

zy" +xy +y=0.
6.24 Aurkitu hurrengoaren soluzio guztiak:

xy" —y' +y=0.
6.25 Adierazi ondoko ekuazioaren soluzioak oinarrizko furénididez:

z(x—1)y" 4+ 3y — 2y =0.
6.26 Aurkitu ondoko ekuazioaren soluzioa orokorra:
(2% — 2)y" + (1 — 223y + (4o — 2)y = 0.

6.27 Ebatzi hurrengo ekuazioa diferentziala:

22y + dxy’ + (2 — xz) y = 0.

10 Ernst Eduard Kummer (1810-01-29, Sorau, Prusia; 1893-05-14, Berlin). Feremagzken
teoremari buruz lan egiten zuela idealaren kontzeptuatasm@&n. Gauss-en lana hedatu zuten serie
hipergeometrikoei buruz egindako ikerketak eta bere izeigainazala gogoratzen dira.




7. GAIA
Metodo hurbilduak

Although this may seem a paradox,
all exact science is dominated by the idea of approximation.
Bertrand Russell

Egia esan, ez dakigu nola aurkitu integral gehienen sokehatza eta ekuazio finituak hur-
bilketarik gabe ebazteko metodo gutxi ezagutzen dituggdoiu, adibidez, funtzio transzen-
denteak dauzkaten ekuazioen zailtasuna, edo ekuazimpokoena, maila lau baino handiagoa
denean). Beraz, ez litzateke harrigarria izan beharkozd&whferentzial gehienak era esplizitu
zehatzean ebazteko gai ez izatea. Praktikan hurbilkebatena jo behar da gehienetan. Batzue-
tan soluzio zehatza ezaguna izanik ere, erabilgaitzadadtezain korapilatsua izan daiteke, batez
ere gure helburua praktikoa bada eta kalkulatu nahi dugasaikteresgarri batzuetan aldagaien
balioak (edo balio hurbilduak) badira. (Hobeto ezagutzeguah testuinguru batean, Cardano
eta Ferrari-rehmetodoak hirugarren eta laugarren mailako ekuazio algei®tarako emandako
soluzioak askotan erabiltezinak direla gogora daiteke.)

Aitortu behar da hemen gai bakar bat gutxiegi dela fisikasretako praktikan metodo hur-
bilduek duten garrantziari merezi duena emateko. Haldiberuetan agertu ohi diren metodo
grafiko batzuk (isoklinak eta abar) ez dira aztertuak izargyen eta (8. gaian testuinguru mu-
rriztu batean ikusiko dugunez) propietate kualitatibozaiedzeko euren erabilgarritasuna man-
tentzen badute ere, ebazpen-metodo hurbilduak direnilkalgeadr eguneko zenbakizko metodo
eraginkorrekin ordezkatuak izan baitira. Hasteko, hisgbéd analitikorako oinarrizko zenbait me-
todo klasiko azalduko ditugu. Perturbazio-teoriak fisidaen garrantzia apartekoa bada ere, he-
men honetaz oso gutxi ikusiko dugu: irakurlearen jakinarsorraraziko ahal du! Gaur egunean
duten garrantziari esker zenbakizko metodoek berezkgéasnerezi dute, baina behintzat al-
derdi oinarrizkoenak aztertuko ditugu, gure eskumeneadetaerrutina eraginkorren «magia»
nolabait azaltzeko (ikus 317. orriko bibliografia).

! Girolamo Cardano (1501-09-24, Pavia, Milaneko Dukerria; 1576-09-21, Eradnt.atinezko
eta ingelesezko Cardan izenaz ere ezagutzen da sendagitattmatikari hau. Scipione del Ferro-k
eta Tartaglia-k alde batetik eta Ferrari-k bestetik aurkib ekuazio kubiko eta koartikoen errokarien
bidezko ebazpenak 1545ekos Magnamaisulanean argitaratu zituen lehenengoz.

2LLudovico Ferrari (1522-02-02, Bolonia, Estatu Pontifikalak; 1565-10-05|dB&). Hamazortzi urte zitue-

la Cardano-k bere postua utzi zion. Ekuazio koartikoarenkerien bidezko ebazpen-metodoa aurkitu zuen,
Tartaglia-k Cardano-ri isilpean jakinarazitako kubikdseteko metodoaz baliatuz. Ondorioz, koartikoaren ebaz-
pena ez zen argitaratua izan Cardano-k kubikoaren ebaFgeraren lehenagoko paperen artean aurkitu arte.

141
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Gai honetako oinarrizko maila kontuan harturik, eta n@tazta adierazpenak beharrik gabe
ez zailtzeko, askotan lehen (edo bigarren) ordenako ekud#zrentzial bakarraren kasuan baino
ez dugu aztertuko. Hala eta guztiz ere, esango dugunaréengedso erraz hedatzen da ordena
handiagoko ekuazioetara eta sistemetara: maiz nahikagedagunaren deribatuak edo menpeko
aldagaiak zenbatzen dituen indizea sartzea.

7.1 Magnitude-ordenaren ikurra

Definizioz, f(z) funtzioaz — x, limitean g(z)-ren magnitude-ordenakoa delaesango
dugu etaf (z) = O (g(x)) idatziko dugu, baldin etg(x)/g(x) zatidura bornatua bada— x
limitean (adibidezlim, ., f(z)/g(x) balioa existitzeaz gain finitua delako).

«O» letraLandau-ren ikurra edoBachmann eta Landau-ren ikurra deitzen da eta askotan
erabiltzen da kalkulu hurbilduetan laburdura modura. Can 4y balioa (gehienetafh edo o)
testuingurutik ondorioztatzen bada;~ z, limitea ez da esplizituki aipatzen.

7.1 ARIKETA Froga ezazganhz = O(z), tanhx = z + O(2®) etatanhz = O(e®) betetzen
direla zehaztu behar duzup egokirako. Egia al déanh z = O(2%)? Etatanh z = O(2z)?

7.2 ARIKETA Frogatu ondoko erlazioak:

O(f)+0(g) = O(fI +1gD (7.1)
O(f)0(g) = O(f9), (7.2)
o) = O (7.3)

7.3 ARIKETA Egiaztatue — 0 limitean (a)2/v/3 + =<, (b) 1 +sin(et/8), (c) 1 + tan(et/8), eta
(d) exp(et/8) funtzioak baliokideak direl®(e?) ordenako gaiak arbuiatzen badira. Zer gertatzen da
t — oo kasuan?

7.2 Berretura-serieak

1.4 atalean esandakoa kontuan harturik, metodo hurbildarie

Yy = Z Cn (. — x0)" (7.4)
n=0
berretura-seriea ondoko hastapen-baldintzen problematzea da:
y = flz,y) (7.5)
y(ro) = Yo (7.6)

Azpimarratu behar da hemen nahi duguna ez dela 6. gaiarkegjmiertan ekuaziineal ba-
ten soluzioguztiakaurkitu nahi bagenituen ere, hemen ekudineal edo ez-lineabaten soluzio
partikular bat kalkulatu nahi baita. Gainera, aipaturiko gaiko sérigatzuetan batu zitezkeen
edo funtzio bereziak definitzen zituzten, baina orain seele hasierako gai batzuk kalkulatzea
izango da gehienetan egin daitekeen gauza bakarra. Seztearenluzioaren hurbilketa egokia
izango ddz — x| «behar bezain txikia denean», baina askotan enuntziatefiawehatz dai-
teke gehiago, praktikan egiten diren hurbilketen kaldatso gutxitan froga daiteke eta. Ezer
frogatzen ez badu ere, praktikan askotan irispide haulerabida: kalkulatu hurrengo hurbilketa
(seriearen hurrengo gaia, adibidez) eta egiaztatu irg@s zaigun eremuan aurresanen aldaketa
ez dela onartzeko prest gauden errore-maila baino haraliago
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7.2.1 Taylor-en seriearen metodoa

Soluzioaren Taylor-erseriear = x, puntuaren inguruan eraikitzeko,

o0 1 n
Y= Z ﬁy(n) (z0) (x — m0)", (7.7)
n=0 """
koefizienteak, hau da;, puntuko deribatuak, ekuazioa eta bere deribatuak eradméizsiste-
matikoan kalkula daitezke. 1zan ere, ekuazioak lehen derédbzuzenean ematen digu eta beste

guztiak deribazioaren bidez:

y = [flzy), (7.8)
V' = GHew) + G ), 79

Beraz, hastapen-baldintza ordezkatuz, seriea eraikitzekar ditugun koefizienteak lortzen dira
ondoz ondo:

y (o) = o, (7.10)
Y (o) = f(20,0), (7.11)
Y (x0) = % (w0, 0) + % (20, %0) f (%0, v0) , (7.12)

Adibide moduan, John Bernoulli-k 1694an eta Riccati-k Jat2ghauxe dugu preseski jato-
rrizko «Riccati-ren ekuazioa») aztertu zuten

y = a® +y? (7.13)
ekuazioa ebatziko dugu.

7.4 ARIKETA Egiaztatu Riccati-ren ekuazioaren soluzio orok hurrenpzmak betetzen dituela:

y' = 2 (x + yy/) , (7.14)
y" o= 2(1+y? +yy"). (7.15)
y@ = 20y + "), (7.16)

Aurkitu y(0) = 1 baldintzari dagokion soluzioa.

7.5 ARIKETA Froga ezazu James Bernoulli-k 1703an aztertu zii@h= 0 baliorako Riccati-ren
ekuazioaren soluzioa ondokoa dela:

_ 1 3 1 7 2 11 13 15 46 19
b= 37 T 637 o079 T o1s205” T 12442815
15178 o, 01y
66108676095 28332289755
190571 " 5858822

35 4. 7.17
215183740680225" 106515951641166375 * ( )

3 Brook Taylor (1685-08-18, Edmonton, Ingalaterra; 1731-12-29, Londremlaterra). Diferen-
tzia finituetako kalkulua asmatu zuen, baita zatikako ir#eigpa eta bere izeneko formula ere. Gainera,
hurbilketen teoria, mekanika eta magnetismoari buruz egén lan. Perspektibaren oinarriak ezarri
zituen.
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7.2.2 Koefiziente indeterminatuen metodoa

Sarri askotan —-ren deribatuak erraz kalkulatzen ez badira, batik bat-te sapztua zu-
Zzenean saiatzea erabilgarriagoa izaten da. Koefizientdkildltzeko, aldagai independentearen
berretura bakoitzeko gaiak bildu behar dira. Adibidez cRicren ekuazioarekip(0) = 1 bal-
dintza bete behar bada, badakigu setiga: 1 gaitik hasten dela eta ondoko modukoa dela:

y =14 c1az + coa® + c32® + cyx* + O (). (7.18)
Honen deribatua eta karratua,

Yy = c1+ 21 + 3esr? + deya® + O(at), (7.19)
Yy’ = 1421+ (cf + 202) 2% 4 (2¢3 + 2¢1¢0) 2% + O(2?), (7.20)

ekuazioan ordezkatzen badira, honako ekuazio hauek thodize ondoz ondo:

1 =1 = =1,
T : 202 = 201 — Cy = 1,
72 33=1+c+2ce = c3=4/3, (7.21)
(Jakina, 7.4 ariketako emaitzak berreskuratzen ditugu.)
7.6 ARIKETA Aurkitu ondoko problemaren soluzio hurbildud:= = + 33, y(0) = 1.
7.3 Hurrenez hurreneko hurbilketen Picard-en metodoa
Picard-efi metodoan,
y = flz,y), (7.22)
y (o) = Yo (7.23)

hastapen-baldintzen problema ebazteko, hurrenez hliorénebilketak egiten dira zero ordena-
ko hurbilketa batetik hasita:

y(z) = ¥(x). (7.24)

Hemen (ia) edozeim () funtzio erabil daiteke, baina ohiko aukera nabaftqz) = vy, izaten
da. Orain, modu errepikakorrean kalkulatzen ¢&: hurbilketa lortu ondoren ekuazio diferen-
tzialaren eskuineko gaian ordezkatzen da hurrengoa ledl@o. Horrela lortzen den ekuazioa
aldagai bananduetakoa da,

y = flzy"@)], (7.25)
y(zo) = o, (7.26)

4 Charles Emile Picard (1856-07-24, Paris; 1941-12-11, Paris). Ekuazio diferiaién soluzioa-
ren existentzia eta bakartasuna frogatzen duen metoda lgaing singulartasun esentzialen inguruko
funtzio analitikoen balioei buruzko Picard-en teoremadiagogoratzen da. Halaber, analisian, geo-
metrian, elastizitatean, termodinamikan eta elekttieéia lan garrantzitsuak argitaratu zituen.
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eta koadraturaren bidez ebazten da zuzenean:
g ) = yo+ [ f fuy"(w)] du. (7.27)
o

Existentzia eta bakartasunaren teorema A.1 atalean fegatkusiko dugunez, baldintza ego-
kiak betetzen badira, hastapen-baldintzen problemgrensoluziora jotzen dy!" (x) segidak.
Izan ere;n — oo limitean aurkitzen den ondoko ekuazio integro-difereaitzien baliokidea da
aipaturiko problema:

v(@) =0+ | Fluy(w) du (7.28)

7.7 ARIKETA Froga ezazu hastapen-baldintzen (7.22)—(7.23) problém@ £8) ekuazio integro-
diferentziala baliokideak direla.

Adibide moduan, Riccati-reyf = 22 + 32 ekuazioa etg(0) = 1 baldintza ebaztekg’ = 1
aukeratuz gero, lehen hurbilketa hauxe da:

x 1
yW(z) =1 +/0 (u?+1) du=1+a+2" (7.29)
7.8 ARIKETA Egiaztatu hurrengo hurbilketak ondokoak direla:
2 . 1 2 1
2] _ 2, 43,1 a4, 4 5 1 7
y(x) l1+z+2 +3a: +63: +15:c +63x, (7.30)
yBliz) = 1+z+2%+ éx?’ + §a:4 + §x5 + Q:J:G

37 T8 TR T o0

AT .4l 4 209 4 4

5157 T 630" T 11310° T 5257
184 11 1 12 4 13 1 15

. 7.31

toi057 T o268 T 122857 505357 (7.31)

+

Nahiz eta 0so kasu erraza —polinomio hutsak— izan, huraikkezkar korapilatzen dira
azken adibidean. Gauza bera gertatzen da kasu orokoraagetat gainera, gehienetan agertzen
diren integralak ezin ebatzizkoak dira. Horren ondoriagxgan erabil daiteke metodo hau prak-
tikan hurbilketak lortzeko, baina azpimarratu behar daitsr garrantzia teorikoa (A.1 atalean
ikusiko dugunez, existentzia eta bakartasunaren teosniargapen estandarra ematen du, bes-
teak beste). Bestalde, oso erabilgarria gertatzen da kizkbanetodo batzuetan, integralak erraz
ebazteko zenbakizko algoritmo erabilgarriak baitaude.

7.4 Perturbazio-metodoak

Fisikan problema askotan parametro txiki bat daggyturbazio bat, alegia. Horrelako kasu
batean, garapen-aldagai naturala ez da aldagai indepgeaderposizioa eda denbora, adibi-
dez), aipaturiko parametro txikia baizik. Zero ordenakaobiiketa —parametroari balio nulua
(edo beste balio berezi bat) emanez lortzen dena—, solond@ezagutzen den kasu berezi ba-
ti dagokio maiz, eta horrexegatik hurrenez hurreneko neebaden abiapuntu egokia izaten da.
Perturbazio-teoria fisikari trebatuaren oinarrizko tet¢ankoa da baina, berriro ere, hemen sarre-
ra bat aurkeztera mugatuko gara, irakurlearen jakin-nonaeko asmoz. Beraz, funtsezko ideia
batzuk baino ez ditugu ikusikRpadibide erraz batean hasteko, eta gero beste kasu iraeiagg
batean.

5Gehiago ikasi nahi duen irakurleak sarrera irakurgarridtengatz-en [29] testuan aurki dezake eta azterketa
sistematikoa Holmes-en [21] liburuan.
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7.4.1 Perturbazio erregularrak

Eman dezagun ondoko osziladore ez-linealaren soluziogi&dak aurkitu nahi ditugula,
e txikia denean:
I+ 2z =sint + ez’ (7.32)

Hastekog = 0 denean oinarrizko osziladore lineala (harmonikoa) b&tnetzen dugu.

7.9 ARIKETA Froga ezazi + 2z = sint ekuazioaren soluzio periodiko bakatra= sin ¢ dela.
Kasu ez-lineala zailagoa da, noski, eta
r = sint + ex; + O(e?) (7.33)

erako soluzio hurbildua bilatuko dugu, ekuazioparametroaren lehen ordenaraino betetzeko
moduan.

7.10 ARIKETA Egiaztatu (7.33) hurbilketa (7.32) ekuazioan ordezkatrn fpauxe lortzen dela:

1-— 2t
e &1 + 22 = % +O(). (7.34)

Askatux, ezezagunerako ekuazioa eta aurkitu soluzio periodikdedien ordenako hurbilketa.

7.11 ARIKETA Kalkulatu hurrengo ordena perturbazio-garapenean.

7.4.2 Van der Pol-en osziladorea

Gaur egunean zaharkituta gelditu den balbula elektronétadeskribatzeko erabiltzen den
ondoko ekuazioa ohorezko postuan dago ekuazio diferéptzignealen historian:

ite(a—1)i+a=0. (7.35)

¢ parametroa positiboa badagso txikia denean?: gaia arbuiagarria da eta osziladore antiindar-
getua dugu-ex gaiaren eraginez: energia galdu beharrean irabazi egteBedaz, oszilazioaren
anplitudea handituz joango da; baina unitatearen pare&naash,z?: gai iraungikorra ezin da
arbuiatu eta energia galarazten du. Ez da harritzekoagaherparametroaren eremu zabal ba-
tean halako oreka dinamikoa ezartzea, anplitudea (aldakmanik ere) batez beste konstantea
delarik. Baina nola egiazta dezakegu intuizio hau? Ikusagea perturbazio-teoriak dioskuna.
Hasteko: = 0 kasuani + x = 0 osziladore harmonikoa dugu eta soluzioa A cos(t + ¢) eran
idatz daiteke.

Hurrengo hurbilketaren egitura honelakoa izango da:

z(t) = Acos(t + @) + ex1(t) + O(€?). (7.36)

7.12 ARIKETA Egiaztatu hurbilketa hau van der Pol-en ekuazioan ordazkge¢ro,e-en lehen
ordena hauxe dela:

A3 A3
€|d1+x = T sin3(t + @) + (T - A> sin(t + ga)} . (7.37)
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7.1 IRUDIA Mendetako gaiak dauzkan hurbilketa.

Berriro ere osziladore harmonikoa dugu, baina orain ganmbgeneo batekin, hau da, kanpo-
indar batekin. Hau ez da oso zaila eta dagokion soluzioa euekitzen da (ikus B.3.3 atala);
baina ez da kalkulatu behar azken gai inhomogengba; A3/4)sin(t + ¢), ekuazio homoge-
neoaren (osziladore askearén) +: berretzaile karakteristikoei (mekanikaren hizkertaz: 1
maiztasun askeari) dagokiela ikusteEaresonantzia dago, beraz, eta, 3. gaian ikusi genue-
nez, honen ondorioz dagokion soluzigda cos(t + ¢) + Bsin(t + ¢)] modukoa izango da
eta 5 konstante egokiekin. Hor gai trigonometrikoak bornatwtdude, baina ez da gauza be-
ra gertatzent gaiarekin, azken hau astiro baina muga gabe handituz b&ltwaelako oztopoa
lehenengoz mekanika zerutiarrean agertu zemendetako gaiadela esaten da eta, hemen be-
zala, perturbazio-metodo bakunak erabiltzean errazetzagediren problemetarikoa dugu. Izan
ere,er; gaia zero ordenako gaiari egindako zuzenketa txikia delpettaurbazio-garapenaren
oinarrizko hipotesia; baina zero ordenakoa bornatua daiptduriko hipotesia zuzena izango
dact txikia den bitartean bakarrik (hau da, nahiko handia tlen/e denbora-tartean). Geroa-
go, hipotesia betetzen ez denez, hurbilketa ez da egokigaz&lau era grafikoan egiaztatzeko,
7.1 irudiane = 0.1 balioari dagokion zenbakizko soluzioa lerro jarraituamrnaztu da, mende-
tako gaiak dauzkan hurbilketaren aurresana lerro disknetulierazten delarik. Hasieran bi so-
luzioak ia berdinak diren arren, zenbakizko soluzioaklaegm periodikoak egitera jotzen duen
bitartean, hurbilketaren anplitudea mugarik gabe haedita.

7.3 adibidean ikusi genuenez, kasu bakoitzean hurbilkatéddino gehiago egon daitekeela
gogoratu behar da horrelako arazoak konpontzeko. Lehaemagordenan+x = 0 ekuazioaren
A cos(t + ¢) soluzio zehatza erabili dugu, baina ezerk ez du debekatZen= A cos(t + ¢) +
ef(t) moduko soluzioa aukeratzea zeren, zero ordenan aurrekbardina denez, zero ordena-
ko ekuazioaren soluzioa izango baitardenako gaiak arbuiatu ondoren. Zero ordenako infinitu
soluzioren artean, hurrengo hurbilketako gai erresoa&nesagerrarazteko propietatea duena
aukeratzea komeni da, horrela mendetako gaiak saihesitzketd. Gure kasuan gai erresonan-
teaket balioaren proportzionalak direnez, badirudi zero ordergeiak aldatzeasren menpeko
gaiak baino hobead biderkaduraren menpekoak izango liratekeela. Izan ergkoaizango da
A anplitudea et@ fasea konstanteak izan beharreanen funtzioak direla suposatzea:

Alet) = A(0) + et A'(0) + O(€?), o(et) = p(0) + ety' (0) + O(€). (7.38)

Hau egiten denead eta direlakoaket denbora geldoarenmenpekoak direla esaten da, eta
horrexegatik metodo hotii denborako metodoaedoeskala anitzeko metodoaleritzo. Den-
bora bat osziladore askearen periodoarekin loturik dagdyesteak mendetako gaien handitzea
neurtzen du.
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7.13 ARIKETA Egiaztatu

z(t) = Al(et)cos[t+ p(et)] + exy(t) + O(€?)
= [A(0) + etA'(0)] cos [t + p(0) + ety’ (0)] + ez (t) + O(€?) (7.39)

hurbilketa van der Pol-en ekuazioan ordezkatuz geekjko lehen ordenako koefizientea hauxe dela:

¥4z = A(?S sin3[t+¢(0)] + |24°(0) + %0)5 — A(0) | sin [t + ¢(0)]
+ 24(0)¢'(0) cos [t + »(0)] . (7.40)

Azken gai erresonantea kentzeko nahikoa @) = ¢, + O(e?) aukeratzea, eta lehenengoa
saihesteko beraren koefizientea nulua izan behar da:

A(0)?

2A(0) + — A(0) = 0. (7.41)
Baina ez dugu pentsatu behar hementlit0) askatu ondoren (7.39) adierazpeneko azken gaian
ordezkatzea nahikoa denik, hori egiten badugu saiatzemndsigyuzioak berak baitauka mende-
tako gai bat: lehenengoa, hain zuzen. Behar duguna

z(t) = A(et) cos(t + o) + ex1(t) + O(€) (7.42)

moduko adierazpen bat da, (7.41) betetzeazggegkin handitzen ez deA(et) anplitudea duena.
Kasu honetan hauxe lortzeko, (7.41) baldintza- 0 balioan eta beste puntu guztietan ere bete-
tzeko eskatzea nahikoa da. Beraz, anplitudeak ondoko iekdiéerentziala bete dezala eskatzen
dugu:

Alet)?

2A"(et) + — A(et) = 0. (7.43)

7.14 ARIKETA Egiaztatu (7.43) ekuazioaren soluzioa

Alet) = 2 (7.44)

4 —e
\/14’(14701)6 t

dela,Ag = A(0) definizioarekin. Ondorioztatu van der Pol-en ekuazioactmzsoa

2 )
cos(t + o) — 3%148 sin 3(t + o) + O(€?) (7.45)
\/1 + (1) e
moduan idatz daitekeela edo, hurbilketa-maila bereamlmdran:
2

e (=)

Egiaztatu, hastapen-baldintzak direnak direla, soluridifdu guztiak (bat izan ezik: zein?) orbi-
ta periodiko bakartu baterantz doazela. Aipaturiko orhitegga-zikloa deitzen da, 8. gaian ikusiko
dugun bezala.

x(t) =

x(t) = {cos(t + ¢0) — 3%143 sin 3(t + @0)} + O(%). (7.46)

7.2 irudian ikusten denez, = 0.1 denean hurbilketak oso ondo deskribatzen du van der
Pol-en ekuazioaren portaera eta honen muga-zikloa hethil&narekin kalkulatzea ahalbide-
tzen du. Irudiko bereizmen finituarekin zenbakizko integrak eta (7.46) hurbilketak eman-
dako grafikoak ia bereiztezinak dira. Halaber, (7.46) soluzt denbora lasterra soluzioaren
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7.2 IRUDIA Mendetako gairik gabeko hurbilketa.

zati periodikoan agertzen da, etadenbora geldoa astiro aldatzen den anplitudean —eta,,beraz
muga-ziklorako hurbiltzeari lotuta dago—.

Ez da pentsatu behar oszilazioaren anplitudea denboraageldl menpeko funtzioa egitea-
rekin beti nahikoa izaten denik. Oro har, hipotesi berbgjia behar da beste integrazio-kons-
tantearekin, hasierako fasearekin hain zuzen. Gainera, batzuetan denbora gefhifggebehar
dira: €’t edo(eIne) ¢, adibidez.

Gai iraungikorrik gabeko osziladoreen kasuetan (7.9 tarkaztertzen dugu bat) aldez au-
rretik dakigu soluzioa periodikoa izango dela eta, ondgnoaiztasuna —eta, beraz, periodoa—
e-en menpekoa delako hipotesia nahikoa izango da. Hortaigkonegiturako zerbait saiatuko
dugu:

x = Acos [w(e)t + ] + ez (t) + O(€%), (7.47)

w(e) = 1+ ew; + --- delarik. Anplitudea konstantea izanik hasierako faseddengeldoaren
menpekoa delako hipotesiaren baliokidea da hau:

x = Acos [t + ¢(et)] + ex1 (t) + O(€?), (7.48)

o(et) = p+etwy +- - - definizioarekin. Hipotesi sinplifikatu hau egitedaincaré eta Lindstedt-
en metodoa erabiltzen ari gara kasu berezi batean.

7.4.3 WKB metodoa

Kasu gehienetan metodo hurbilduetara jo behar @g potentzialean higitzen den masako
partikularen Schrodinger-en ekuazioa ebazteko:

————— 4+ V(x)¢ = E. (7.49)
m ax

Hubilketa erdiklasikoath txikia dela suposatzen da eta Wentzel, Kramers eta Briilen meto-
doa erabil daiteke. Izatez parametro txikia duen

ey + fla)y = (7.50)

moduko edozein ekuaziorekin erabil daiteke aipaturikooaied. Soluzioaren propietateak no-

labait ulertzekoa = /—f(z) konstantea deneko kasu bereziaz balia gaitezke, zere@arordu
soluzioa esponentzial (erreal edo konplexu) biren korgnlieneala baita:

y = Ae™/ 4 Be /5, (7.51)
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Ageri denez, soluzio guztiak, nuluaizan ezik, dibergenthem s — 0 limitean. Hau gertatzen da
7.50 ekuazioa singularra izanik, aipaturiko limitean etaaren ordena zerora laburtzen delako.
(Beste ekuazio singular bat ikusi genuen 2.35 problemanalyean, teoria klasiko batean, limi-
te egokian erregularra zen soluzioa interesatzen zitmaigaina mekanika kuantikoan — 0
limitea singularra da.) Lehenago erabili dugun kasu bkeegoluzioaren egituran oinarriturik,
badirudi komenigarria izan daitekeela menpeko aldagadmkm erako transformazio esponen-
tzial baten bidez aldatzea:

“(‘T)} — exp [—“0 rent -] (7.52)

= |2
€ €

WKB hurbilketanu(z) funtzioaren garapeneko gai guztiak arbuiatzen dira, ekedizulatzen
direnu, etau, izan ezik:

y ~ estwotu (7.53)
1
Yy~ {gug + u/l] v, (7.54)
1 1
Yy~ {gu’f + 2 (upy + 2upuy) +uf +u?| y. (7.55)

7.15 ARIKETA Frogaezazu (7.52) funtzioa (7.50) ekuazioaren soluzetako ondoko baldintzak
bete behar direla:

o) = A+ / JFdt, w() =B im [F(2)]. (7.56)

Ondorioz, honelaxe idazten da soluzio hurbildua hautazkambstante (erreal edo konplexu)
erabiliz:

y = [f(a)] M {C’+ exp E /xj \/T(t)dt] + C_exp {—é /xj \/T(t)dt]}. (7.57)

Ez dugu hemen zehazki aztertuko WKB hurbilketaren baliotasen problema zaila, baina age-
rian da hurbilketa hau ezin erabil daitekeéla) = 0 baldintza betetzen den puntuen inguruan.
Zoritxarrez, horrelako puntuak garrantzi handikoak izaitetke. Potentzial batean higitzen den
partikularen kasuanfy = V'(z) baldintzak definiturikaatzerapen-puntuak dira horiek. Dago-
kion problema Klasikoanf(z) = 2m [E — V(x)] > 0 baldintza bete behar denez, puntu horiek
higidura mugatzen dute. Baina (7.49) problema kuantikdan-tuntzioaren portaera desberdi-
nen arteko mugak dira soiliki(x) > 0 bada soluzioa oszilakorra da et&r) < 0 denean es-
ponentziala, soluzioa potentzial-langan sartzean maedbditoa. Bi eremu horietako soluzioak
elkartzeko problema garrantzitsua askatu behar da, beteahpri egiteko, mekanika kuantikoari
buruzko testuetan eta [26] liburuan azaltzen dicgara-formulak erabil daitezke.

7.16 ARIKETA Askatu WKB metodoaren bitartezy” 4+ 2y = 0 ekuazioa.

7.5 Zenbakizko metodoak

Egungo egunean zenbakizko metodoak dira ekuazio difeadgkzzbazteko gehienetan era-
biltzen direnak, dudarik gabe. I1zan ere, oso hedatuak dithakizko integrazioa egiteko errutina
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eraginkorrak, bai zenbakizko liburutegietan, bai kalkelatematikorako sistema osatuetan, eta
bai zenbakizko simulaziorako programa berezituetan &res (819. orriko bibliografia). Ekua-
zio diferentzialak integratzeko errutinak nola idatz éaliteen nolabait ulertzeko asmoz, oina-
rrizko metodoak azaletik aztertuko ditugu. Hala ere, ezudygy honetan azterturiko metodoak
erabiltzeko gomendatzen, hobeto ulertzeko saio moduamada behintzatBenetako lana egi-
teko, errutina aurreratuak edo 319. orrian aipaturiko pragnak edo sistemak (edo antzekoren
bat) erabili beharko liratekePertsona batzuen (eta ikertzaile serio batzuen) Rundéuta-ren
metodoa zuzenean programatzeko ahaleginak barregaimgglethgiketa matematiko segida lu-
ze bat egiteko, kalkulagailua erabili beharrean, abakeftzakitzen hasiko litzatekeen pertsona
bat ikustea bezain penagarriak. Zenbakizko metodo orekburuz gehiago ikasteko, Stoer eta
Bulirsch-en [35] testu klasikoa gomendatzen dugu, etazakdiferentzialen ebazpenari buruz,
Hairer, Norsett eta Wanner-en [33] liburua. FORTRAN etaitmiez erabiltzeko prest dauden
zenbakizko metodoak azken erreferentzian aurki daitdykeg [34] eta [32] direlakoetan ere.

y = flz,y), y(xo)=wo (7.58)

hastapen-baldintzen problema bat ebazteko, zenbakiztaroek diskretizazioa erabiltzen dute:
puntu guztietany(z) soluzioaren hurbilketa bat lortzen saiatu beharrearfn = 1,2, ...) puntu
batzuk aukeratzen dira eta dagozkien soluziogter- y (x,,) balioen hurbilketak kalkulatzen
dira. Soluzioa tarteko puntuetan ezagutu behar bada, ¢fmetorreratu batzuek automatikoki
ematen duten) interpolazioa erabiltzen da. Metodoak sgratirrats erabiltzen dira: hastapen-
baldintzak emandaka,, y,) abiapuntutik hurrengo puntug;, i1 ), kalkulatzen da, eta, oro har,
(zn, yn) puntua lortu ondorefz,, 1, y,.1) delakoa. Bakoitzean aurreratzen den distantziz,
T,411 — T,, Metodoaremntegrazio-urratsa deritzo eta oinarrizko metodoetan konstantea izaten
da, baina metodo aurreratuetan era automatikoan aldatzematli den errore-maila kalkulu-
esfortzu txikienarekin lortzeko.

Azpimarratu behar dé(z,y) = F'(x) denean zenbakizko koadraturaren problema dugula:

T

v =F(x), ylx)=y <<= yx)= /x F(u) du. (7.59)

0

Honelako problemak, beraz, gai honetan azterturiko metoOalez ere ebatz daitezke. Badaude,
noski, horrelako kasu murriztuagoetan erabiltzeko mehmteziak, baina ez dira hemen aipatu-
ko.

7.5.1 Euler-en metodoa

Poligonoaren metodoeere deitzen den hau metodorik bakunena da eta

P (@) = o, = P O(R) (7.60)

deribatuaren lehen hurbilketaz baliatzen da hauxe lootzek

Metodo honetanz,, y,,) puntutik igarotzen den soluzioarekiko tangentearekireoketzen
daz, etax,; puntuen arteko soluzioa, 7.3 irudian erakusten den bezala.
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y?’L+1 **************** 71/
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In, Tn+1

7.3 IRUDIA Euler-en metodoa.

Halaber, metodo hau ordena linealean moztutako Tayloege-garapenaren erabilera dela
pentsa dezakegu. Hurbilketan egindako errordaurbilketa-errorea, mozte-errorea edodis-
kretizazio-errorea deitzen dena—#-rekiko bigarren ordenakoa da, garapenean lehen ordenako
gaiak baino ez baitira gordetzen. Metodehen ordenakoadela esaten da. Bestalde, orain arte
aztertu dugun errorea urrats bakar batean egiten derexrdae lokala, beraz. Urratsez urrats
errorea metatzen denez eda: distantzia jakin bat egiteko egin behar diren urratsen kagu
1/h-rekin handitzen denegrrore globala 2? x 1/h = h ordenakoa izango da. Urrats txikia-
go bat aukeratzean mozte-errorea txikitu egiten da, baimatu gehiago aurkitu behar direnez,
kalkulu-esfortzu handiagoa behar da. Gainera, urratsaizam daiteke nahi bezain txikia, zeren
eta, (erabilitako metodo eta sistemaren menpeko) balibdiab txikiagoa bada, ordenagailuek
erabilitako digituen kopuru finituak sortzen dituzteinibiltze-erroreak handitu egiten baitira.
(Aipaturiko erroreak dira, besteak beste, zenbakizkddaroari eta kenketari dagozkien zailta-
sunen zergatiak.)

In, Tn+1

7.4 IRUDIA Euler-en metodoa zenbakizko koadraturan.

Zenbakizko koadraturaren kasuan, metodo hong¢tany) = F(z) funtzioak definituriko
kurbaren azpiko azalera 7.4 irudian erakusten den laukmarenarekin ordezkatzen da:

/x"“ F(2) dt = Yoyt — yn ~ B F (2,) . (7.62)
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7.5.2 Heun-en metodoa

Euler-en metodoa hobetzeko —eta, horr&aler-en metodo hobetuaere deitzen den hau
lortzeko—, Euler-en motako urrats bat erabiltzen da,

balio laguntzailea kalkulatu ondoren, bertatik igarotden soluzioarekiko tangentea aurkitzeko.
Gero,(z,, yn) eta(r,41, v, ) puntuetako tangenteen batez besteko maldafekiny,,) puntutik
pasatzen den segmentuaren bidez hurbiltzen da soluzio@dian ikusten den bezala:

f(xnvyn> +f Tn 7y;;
Ynt1l = Yn + h ( i +1) . (764)

7.5 IRUDIA Heun-en metodoa.
Laburbilduz:

h

7.17 ARIKETA Erabili Taylor-en garapena Heun-en metodoaren mozteeahd-ren proportzio-
nala dela eta, beraz, bigarren ordenako metodoa dugulztagieko.

F(x)

In In+1
7.6 IRUDIA Trapezioen metodoa.

Zenbakizko koadraturaren kasuan, 7.6 irudilepezioen metodoaberreskuratzen da:

[ F@) e = s — v~ P ) + F ()] (7.6
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7.5.3 Erdiko puntuaren metodoa

Metodo hau aurrekoaren aldaera dugukt&er-en metodo aldatuaedopoligonoaren me-
todo hobetuaere deitzen da. Urrats osoa egin ondoren bi muturretakoendldtez bestekoa
erabili beharrean,

. h

urrats erdia eginik bertako tangentearen malda erabittaesoluziog z,,, y,,) puntutik pasatzen
den segmentuarekin hurbiltzeko:

Ynt1 =Yn +hf ($n+17 ?JZH/Q) ) (7.68)
hau da,
h h
Ynt1 = Yn + I f <9Cn + 57% + gf ($n>yn)> + O(h3)~ (7.69)
Yy
Yn+1fp-----------— <5

Un  fe

|
|
|
|
|
|

In, In+1
7.7 IRUDIA Erdiko puntuaren metodoa.

Zenbakizko koadraturaren kasuan, 7.8 irudian ikusten deiodoa lortzen da:

Tni1 h
/ F(&) do = gt = o = hF (2,43 . (7.70)
Tn
F(x)

T /

l// // 1// //1

/s z1 7 A

1 7 7o !

(// /1/ // )

l(/ // i// //i

1// //1 // 1 x

v | |

In Tn+1

7.8 IRUDIA Erdiko puntuaren metodoa zenbakizko koadratura
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7.6 Runge eta Kutta-ren metodoak

Ordena guztietako metodoen familia handi honetan leheikaigitako bigarren ordenakoak
daude, beste askoren artean. Metodo hauen ideia orokausee lt: muturretako eta tarteko
puntu batzuetan maldak kalkulatu ondoren, Euler-en ulrategiten da batez besteko malda
egoki batekin. Adibidez, bigarren ordenako familia orakan bi malda kalkulatzen dira,

kl - f(xnayn)7 (771)

h h
k2 = f <xn + y Yn + kl) 5 (772)
2a 2a

eta honela egiten da urrats bakoitza:

Ynt1 = Yn + h[(1 — a)ky + aks] + O(R). (7.73)
7.18 ARIKETA Egiaztatu azken metodo hauek bigarren ordenakoak direla.

Familia honetaru = 1/2 denean Heun-en metodoa berreskuratzerm:da, 1 balioarekin
erdiko puntuarena, eta = 2/3 kasua arbuiatu direh® ordenako gaien koefizienterako borne
minimoari dagokio.

Rungé eta Kutta-reh metodo klasikoa laugarren ordenakoa da.

ki = f(zn,yn), (7.74)
h h
h h
ks = f (iﬁn + §7yn + §7€2> ) (7.76)
ks = f(xn+h,y, + hks) (7.77)

maldak kalkulatu ondoren ondoko hurbilketa erabiltzenikias(B.5.6 atala):
h
Yn+1 = Yn + 6 (k1 + 2ko + 2k3 + ky) + O(R®). (7.78)

Koadraturaren kasuaBjmpson-en parabolen formul& klasikoa berreskuratzen da:

Tn+1 1h h/
/z i F(z)dr = ypi1 — yn = 33 [F (xn) +4F (xn + 5) + F (z, + h)] : (7.79)

6 Carle David Tolmé Runge (1856-08-30, Bremen, Alemania; 1927-01-03, Gottingemnid-
nia). Hurbilketen teorian, geometria diferentzialearyagio diofantikoetan eta matematikaren beste
arlo batzuetan egindako ekarpenez gain, espektroskagiagsiperimental ugari egin zuen, batez ere
Zeeman efektuari buruz.

"Martin Wilhelm Kutta (1867-11-03, Pitschen, Silesia, gaur egunean PoloniakayBa; 1944-12-25, Fiirs-
tenfeldbruck, Alemania). Runge-k aditzera eman zuen a&uhferentzialak ebazteko metodo honez gain, ekarpen
interesgarriak egin zituen aerodinamikan.

. 8 Thomas Simpson(1710-08-20, Market Bosworth, Ingalaterra; 1761-05-04rkét Bosworth).
Moivre-ren lanetan oinarriturik probabilitateen teotielitu zuen eta 1740arhe Nature and Laws of
Chancdiburua argitaratu. Hala ere, ezagunagoak dira zenbalkit&mpolazioa eta koadratura egiteko
bere formulak. 1750eafhe Doctrine and Application of Fluxiomelakoa argitaratu zuen.
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Metodo hau oso egonkorra eta fidagarria da, baita oso geldo&e da arraroa ikerkuntza-
lanetan ere aipatua izatea, baina gaur egunean ez dagdikrmaiabiltzeko inolako aitzakiarik,
askoz ere metodo hobeak baitaude. Adibidez, Runge eta-rartttamilia berean bosgarren eta
zortzigarren ordenako Dormand eta Prince-ren metodo ikafisak ditugu: urratsaren kontrol
automatikoa edukitzeaz gain, irteera jarraitua ematee, detren esfortzu gehigarri txikiaren bi-
dez urrats bakoitzeko muturren artean soluzioa interpafaduen polinomio baten koefizienteak
ematen baitituzte. (Azterketa ona eta erabiltzeko prestiela algoritmoak [33] liburuan aurki
daitezke.)

7.7 Urrats anitzeko metodoak

Orain arte aztertu ditugun metodo guztiak urrats bakasakekoan dira: urrats bakoitza beste
guztien independentea izan da eta dagozkion kalkuluaglegiirrats bereko informazioa soilik
erabili dugu. Honek esan nahi du aipaturiko metodoetan kEzstduzioari buruz aurreko urra-
tsetan lortu den informazioa erabiltzen; baina, jarrakasiko dugunez, informazio horri esker
kalkulu-esfortzua aurrera daiteke.

Eman dezagun urrats guztiak luzera berekoak ditgla,(= z,, £ h) eta,y,, = f (zn, Yn)
notazio laburra erabiliz, saia gaitezep puntuaren inguruan bigarren ordenako ondoko erako
hurbilketa aurkitzen:

y(x) =yp+a(x —x,) +b(x —2,)° +O [(x — xn)g} : (7.80)

Errorearen magnitudea esplizituki idazten ez badugu, kmbaldintzak ezarri behar dira:

— (7.81)
Yo, = a—2bh, (7.82)
Yns1 = Yo+ ah + bh2. (7.83)

Lehen ekuazioa-3h/2-rekin eta bigarrena/2-rekin biderkatu ondoren lorturiko emaitzak eta
hirugarren ekuazioa batuz hauxe dugu:

h
Uni1 = Yo+ 5 (3v, = vj1) + O(R?). (7.84)
7.19 ARIKETA Froga ezazu hauxe ere betetzen dela:

h .
Yn4+1 = Yn + 5 (y:L + y;LJ,-l) + O(hd) (785)

Bigarren ordenako urrats anitzeko metodo bat eraiki daigzkaitza hauekin. Izan ere, meto-
do aurresale-zuzentzaileeradibide moduan erabiliko dugu. Mota honetako metodoetaelao
kalkulatzen da urrats bakoitza:

1. Urrats aurresalean hurrengo puntuaren lehen hurbilk&t&alkulatzen da estrapolazio
polinomikoen bidez:

x h / /

2. Hurrengo puntuko deribatua kalkulatzen da:

Ui = f (1, v - (7.87)
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3. Bigarren hurbilketa bat kalkulatzeko zuzentzaile pminiko bat erabiltzen da:

h *
Yoer = Yn + 5 (Un +0041) (7.88)

4. Hurrengo puntuko deribatua kalkulatzen da:

Y1 = f (Tni1 Ynsa) - (7.89)

Metodo sofistikatuagoetan, zuzentzaile desberdinak aeghbil daitezke, edo zuzentzaile ba-
karra behin eta berriro. Aurresaleak eta zuzentzaileakateien polinomioak badira, ikusi berria
dugun adibidean bezalagdams-en metodod dela esaten da eta dagokion aurresaldams eta
Bashforth-en metodoa eta zuzentzaileAdams eta Moulton-en metodoa

Adams, Bashforth eta Moulton-en metodo klasikoa laugasrdanakoa da eta hurrengo adie-
razpenez baliatzen da:

. h

Y = Yn ot g (550, — 59y, 1 + 3Tyl — 9y ). (7.90)
h *

Yoot = Yt o (T 190, = By Yl ) (7.91)

Mota honetako metodoen abantailen artean, oro har, ordemkd Runge eta Kutta-renak
baino kalkulu gutxiago behar dutela aipatuko dugu. Adibjdaugarren ordenako Runge eta
Kutta-ren metodoan urrats bakoitzean lau deribatu kalketadiren arren, dagokion Adams-
enean bi besterik ez dira behar. Horrexegatik, metodo hatie&goak izaten dira. Beste aban-
taila bat hauxe daj,, . ; balio berriaren hurbilketa bat baino gehiago ematen dateeggten den
errorea baliozta daiteke neke handirik gabe aipaturikbitkaten diferentzia erabiliz. Metodo
hauen bi desabantaila nagusiak elkarren loturik daude:

e Metodoa ezin abia daiteke berez, hastapen-baldintzekaakannformazioa ez baita nahi-
koa.

e Erroreen kontrolaren ondorioz urratsaren luzera aldaleeean, hurrengo urratsean behar
den informazioa ez da, oro har, ezaguna.

Oztopo hauek gaindi daitezke (hasteko urrats txikiko RugtgeKutta-ren metodo bat erabiliz,
urratsa birekin zatituz (edo biderkatuz) eta interpolazcabiliz. . .), baina metodo hauen pro-
gramazioa Runge eta Kutta-renena baino korapilotsuagtenetyute. Bestalde, arinagoak izaten
dira, baina ez Runge eta Kutta-renak bezain egonkorrak ey mota honetako oso metodo era-
bilgarri eta sofistikatuak idatzi dira, baina badirudi d@iapurka haien ordez ondoan aztertzen
ditugun estrapolazio-metodoak gero eta gehiago erabittzela.

9 John Couch Adams(1819-06-05, Laneast, Ingalaterra; 1892-01-21, Cambrititgalaterra).
llargiaren higidura arretaz aztertu zuen eta Laplace-eskripzioa hobetu. Baina bere izena ezagu-
nagoa da Uranoren higiduraren irregulartasunak aztertdeatunoren aurkitzaileetariko bat izan ze-
lako. Cambridge-ko behatokiak ez zuen kontuan hartu Nep&imposizioari buruz 1845eko irailean
eman zuen informazioa, eta geroago Urbain Le Verrier-ek egen iragarpena lehenago argitaratu
zen eta Galle-k erabili zuen 1846ko irailaren 23an Berline&hatokian planeta berria aurkitzeko.
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7.8 Estrapolazio-metodoak

Metodo hauek oso arinak eta doiak izaten dira (zentzu bateama infinitukoak dira), baina
0s0 soluzio erregularrak behar dituzte eta, hortaz, RutegE@ta-renak baino gehiagotan huts
egiten dute. Denetan ezaguner@atagg-en metodoa(erdiko puntuaren metodo aldatuaere
deitzen dena) erabiltzen du. Bertargtaxr + H puntuen artekd! distantzia (txikia zein handia)
egiteko, hurrengo bitarteko balioak kalkulatzen dira H/n luzerakon urratsetan:

Yo = ylz), (7.92)
Y1 = Yo+ hf (l‘, 3/0) ) (793)
Ye+1 = Yk—1+ 2hf (l’ + kh) yk) ) (k: =1,...,n— 1) (795)

Gero,y(x + H) balio berrirako hurbilketa hauxe da:

y(a:—l—H,n):%[yn—l-yn1+hf(x+H,yn)]. (7.96)

Metodoa, berez, ordena txikikoa da, baina, Gragg-ek frogaénez, mozte-errorearen adieraz-
penean bakarrik agertzen dira urratsaren luzeraren baareikoitiak:

y(x+ H) —y(z+ Hn) = cxh*. (7.97)
k=1

Gainera, errorearen berretura bakoitiak agertzen ezeahren-ren beste balio batzuekin hur-
bilketaren kalitatea erraz hobe daiteke. Nahikoa da hemakb, testuinguru eta egileen arabera
limiterako hurbilketa atzeratua, Richardson-en'® estrapolaziog estrapolazio arrazionala
edoNeville-ren estrapolazioadeitzen den ideia emankorraz baliatzea.

7.20 ARIKETA Froga ezazu errorefa gaiarekin hasten deldy(z + H,n) — 2y(z + H,n/2)
hurbilketa erabiltzen bada.

Emaitza hau neke gabe hedatzen da hurbilketaren erroreaerin txikia izan arte. Prak-
tikan,n = 2,4,6,8,12, 16,24, ... (Bulirsch eta Stoer-en metodo ezagunean, adibidezhedo
2,4,6,8, ... aukeratzen dira. Mota honetako metodoen programaziop B3] eta [34] tes-
tuak gomendatzen dizkiogu irakurleari. (Azken bi libuareerabiltzeko prest dauden algorit-
moak ematen dira.) Richardson-en estrapolazioa oso gaahd izaten da zenbakizko deriba-
zioan eta zenbakizko koadratura egiteko Romberg-en matodo

10 | ewis Fry Richardson (1881-10-11, Newcastle upon Tyne, Ingalaterra; 1953-@33mun,
Eskozia). Fisikari, kimikari eta meteorologo honen langean kalkuluari eta difusioaren teoriari bu-
ruz egindako ekarpenak daude. Gerraren zergatien azaeaketteknika matematikoak erabili zituen.
Baina ezagunagoa da eguraldiaren iragarpenerako makermatiiferentzia finituetako metodoa, hain
zuzen— lehenengoz erabili zuelako, 1922Keather Prediction by Numerical Procdgsuruan.
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7.9 Metodo inplizituak

Azter ditzagun

i = —501x + 499y, (7.98)
— 499z — 501y (7.99)

sistema eta bere soluzio orokorra:

= Ae % 4 Be 1000 (7.100)
= Ae % — Be 1000, (7.101)

Begi-bistan dago soluzioak = y = 0 puntura jotzen duela— oo limitean, eta egiaztatu nahi
dugu portaera asintotiko hau, sistema Euler-en metoddmedea aztertzean ere agertzen denetz.

7.21 ARIKETA Froga ezazu Euler-en metodoan lorturiko hurbilketak hakebrela:

zn = A(1—2h)"+ B(1—1000h)", (7.102)
yn = A(1—2h)" — B(1 — 1000h)". (7.103)

Ondorioz, zenbakizko metodoak soluzio guztiak jatorrmazkla lortuko du baldin eta soilik
baldin |1 — 2h| < 1 eta]l — 1000h| < 1 baldintzak betetzen badira. Hortaz,'** gaiak
soluzioan duen ekarpena arras txikia den arren, bertatzagauntsak integrazio-urratsari muga
estua ezartzen did (< 0.002). Azken baldintza hau betetzen ez bada, bestela arbuiagzan
beharko litzatekeen gai horrek zenbakizko soluzioa mextipko du eta azken hau zerora barik
infinitura joango da. Horrelako portaerak (eta lehenagataidiren metodorik sofistikatuenekin
ere ezin ebatzizkoak diren ekuazorrunetan agertzen direnak ereyetodo inplizituen bidez
saihets daitezke. Hemen metodo inplizitu errazena ikugdikgu soilik, baina praktikan erabil
daitezkeenak [33], [34] eta [32] liburuetan agertzen dira.

Euler-en metodo inplizituan, tarte bakoitzean hasierako muturreko malda erabili bebay
eskuin muturrekoaz baliatzen gara:

Ynt1 = Yn + Bf (T, yns1) + O(R?). (7.104)

Ekuazio honetatily,, . ; balioa askatu behar da. Badaude kasu orokorrean haux&aegérba-
kizko iterazio-metodoak, baina oraintxe ez dugu haien trdha
7.22 ARIKETA Froga ezazu Euler-en metodo inplizituak emandako huraikkendokoak direla:
z, = A(l+2h)""+ B(1+ 1000h)~", (7.105)
Yyn = A(1+2h)"" — B(1+ 1000h)". (7.106)

Ikusten denez, > 0 guztietarako soluzioa zerora joango dela iragartzen docdoanplizituak.

Amaitu baino lehenago, zenbakizko kalkulua, beste haidizgilina bezala, zientzia eta ar-
tea dela esan nahi dugu. Esperientzia handia behar da ongzera&zeko, tranpa eta iruzurrez
beterik dago eta.

7.23 ARIKETA Zure ustez, zer gertatuko litzateye= ¢~1%%* soluzioa duen
y" =10000y, y(0)=1, ¢ (0)=—100 (7.107)

problema zenbakizko metodo baten bidez askatzean?
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7.10 Problemak

7.1 Erabili 'Hopital-en'! araua hauxe frogatzeke:® funtzioaz-ren edozein berretura negatibo
baino arinago txikiagotzen da, hau danahi bezain handia izanik ere;* = O(x~") dugu
x — oo limitean.

7.2 Froga ezazu — 0 (r — oo) limitean logaritmoa:-ren edozein berretura negatibo (positibo)
baino astiroago jotzen duela infinitura, hau daahi bezain txikia izanik ertnz = O(z™¢)
(Inz = O(z*)) dugula.

7.3 Aurkitu a-ren zein baliotarako betetzen dén= O(z*) (x — 0) hurrengo kasuotan:
@f=>0-e")"2(b)f=In(l —x),eta(c)f =xnux.

7.4 Riccati-ren ekuazioa 3.27 probleman ikusi genueneg,= 2? + y? Riccati-ren ekuazioa
u"+x?u = 0 ekuazio lineal homogeneoaren baliokideayda, —u’/u izanik. Kalkulatuy(0) = 1
baldintzari dagokion azken ekuazioaren soluzio hurbildtzaegiaztatu 7.4 ariketaren emaitza
berreskuratzen dela.

7.5 Aurkitu
y =sinz + 12, y(0)=0

problemaren soluzio hurbildua berretura-serie baterziatie Picard-en metodoaz baliatuz. Kon-
paratu emaitzak.

7.6 Erabili Picard-en metodoa
y=1+2"—y"  y0)=0

problemaren bi hurbilketa-segidak lortzeko: lehenengtia= 0 funtziotik hasita eta bigarrena
y%(z) = —x erabiliz. Konparatu bi kasuetan lorturiko hurbilketak.

7.7 1671koMethodus Fluxionum et Serierum Infinitarudazlanean, Newton-ek
Yy =1-3z+y+2°+uay, y(0) =0

problemaren soluzioa

1 1 1 1
y=a -2+ 2% — Satf —a® — b ...

3 6 30 45
dela frogatu zuen. Lortu emaitza hau bi metodo desberdimtz b
7.8 Osziladore indargetua Ebatzi
F4+2et+2=0, 2(0)=0, z(0)= A

problema (a) soluzio analitikoa aurkituz, (b) perturbaaigegularraren bidez, eta (c) bi denbora-
ko metodoaren bidez. Konparatu eta azaldu emaitzak.

11 Guillaume Francois Antoine Marquis de I'HOpital (1661, Paris; 1704-02-02, Paris). Johann
Bernoulli, Jacob Bernoulli eta Leibniz-en dizipulu honetikuluari buruzko lehen testua idatzi zuen
1692 urteanAnalyse des infiniment petits pour I'intelligence des lgoeurbesBertan aurki daite-
ke I'Hbpital-en arau ospetsua. Brakistokronoaren probl@inatzi zuen, Newton, Leibniz eta Jacob
Bernoulli-k gauza bera egin zutenean.
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7.9 Osziladore quasiharmonikoaBiz ¢ parametro txikia daukan
&+ w? (x+e:c3) =0

ekuazioaw konstantea osziladorearen maiztasun naturala —hau daylpeerio-gairik ez da-

goenean duena— da. Erabili parametro txikiaren metoddalgara ebazten saiatzeko. Agertzen
al da mendetako gairik? Ordezkatu lehen ordenako pertiodsahizioa energia mekanikoaren
adierazpenean eta aztertu azken honen portaera. ErabitieP® eta Lindstedt-en metodoa solu-
zio hurbildua aurkitzeko. Bestelako zer metodo erabikétperiodorako hurbilketa kalkulatzeko?

7.10 Ebatzic?y” = (1 + z%)° y WKB metodoaren bidez.

7.11 Merkurioren perihelioaren prezesioa Kepler-eA? problema erlatibitate orokorrean azter-
tzen denean, orbitaren ekuazioa honela idatz daiteke &onatd polarretan:

d*u 1 9

d—<,02 +u= ]; +epu”,
u = 1/r izanik. e = 0 denean (2.124) ekuazioa berreskuratzen dugu. Bestaldkiagen
inguruko Merkurioren orbita ekuazio honek= 3MG/pc* ~ 8 x 10~® balioarekin emanda-
koa da. Erabili lehen ordenako perturbazio-teoria orbétkidatzeko, mendetako gairik gabe.
Ondoz ondoko perihelio biren arteko angelua —hawdeen ondoz ondoko maximo biren ar-
teko angelua— kalkulatu eta egiaztatu ez detabalioaren berdina: perihelioa prezesatzen ari
da, beraz. Merkuriok mende batean Eguzkiaren inguruko #a5iten dituela erabiliz, froga-
tu erlatibitate orokorraren arabera Merkurioren perdegien prezesioa denbora-tarte berdinean
43.03" baliokoa dela. (Emaitza hats.11 £+ 0.45” mendeko balio neurtuarekin bat dator.)

7.12 Ebatzi
F4ei*+x=0

perturbazioen bidez eta erabili emaitza oreka-puntuagenlertasuna eztabaidatzekobalio
txiki positibo eta negatiboetarako.
Zenbakizko problemak®?

7.13 Marraztu soluzioeriz, y) espazioa, 2.6 problemako — x?)y' = 1 — y* ekuazioaren ka-
suan.

7.14 Aztertu 7.7 problemako Newton-en ekuaziga= 1 — 3z + y + 2? + zy. Nola aukeratu
behar day(0) = y, balioax — oo limitean soluzioat-co-ra joateko?

12° Johannes Kepler(1571-12-27, Weil der Stadt, Erromatar Inperio Saindu®0t61-15, Re-
gensburg, gaur egunean Alemania). Bere maisu Maestlinaghtsi zion Koperniko-ren astronomia
heliozentrikoa, poliedro erregularren bidez azaltzeatsaien. Tycho Brahe-ren laguntzailea izan zen
.3 astronomo horren bizitzaren azken urtean eta beraren égdzabaliatu zen Eguzkiaren inguruko pla-
" #% neten higidura deskribatzen duten bere lege famatuakzekartLogaritmoak eta optika landu zituen.
Azken jakintza-arlo honetan ikusmena begiak argi-izpiakzearen ondorioa dela frogatu zuen, baita teleskopioa
hobetu ere. Gaur egunean bere izenaz ezagutzen dugun 1S{pobari buruz idatzi zuen.

3Gai honetan aztertutako zenbakizko metodoren bat eradfilabda gainerako problemak ebazteko. Agertzen
diren bigarren ordenako ekuazioak autonomoak dira etazh8r4.2 ataleko metodoaz balia daiteke lehen ordena-
ko ekuazio baliokidea lortzeko. Halaber, bi ekuazioz aslabusistemak autonomoak izango dira eta 4.1.1 atalean
ikusitako fase-ibilbideen ekuazioa baino ez da ebatzi tk@h&lurrengo problema gehienen zenbakizko soluzioak
8. gaian erabiliko dira: bertan ikus daitezke dagozkiediak.
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7.154& = t — 2% ekuazioaren soluzioak ~ /¢ bihurtzen dirat gehitzean. Zer gertatzen da
integratze-metodo desberdinak erabiltzen bagixat < 10000 tartean?

7.16 Zer gertatzen da zenbakizko metodo desberdinak erabilizenean (7.98)—(7.99) sistema
ebazteko?

7.17 Erabili zenbakizko metodo desberdinak 7.23 ariketako lprobren soluzio zehatzaren hur-
bilketa on bat lortzen saiatzeko.

7.18 Marraztu

T = —x—Yy—exy,
= (L+r+dz+(1+ny+e(y’—2?)

sistemaren fase-espazioa- 0 etae = 1 kasuetan ondoko parametroen balioetarako:

d 1[-1[ 3[1] 1
r| —5/2| —1|—-1|0] —2

7.19 Marraztu ondoko sistemarén, y) fase-espazioa; = 2, 3 denean:

r = -y,
N n

r—y .
7.20 Zein da ondoko sistemaren fase-espazieal, 1 kasuetan:

r = —T— €y,
= —y+e(y2—x2)?

7.21 Marraztui = 2?(x — 1)(x — 2) — i ekuazioareriz, ) fase-espazioay = 0 etay = 0.1
kasuetan.

7.22 Marrazu ondoko sistemaren fase-espazioa:

T = -2y,

[ T



3. GAIA

Egonkortasunaren teoria

Prediction is very difficult,
especially of the future.
Niels Bohr

Ekuazio ez-linealakebazteko zailtasunaren ondorioz, askotan 7. gaiko metodultueta-
ra jo behar da. Badago beste aukera bat, sistemaren saluaioemazio kualitatiboa nahikoa
denean. Adibidez, askotan askitda> +oco limitean sistemaren eboluzioa ezagutzea, batez ere
iragankor labur baten ondoren portaera egonkorra 0so aarzen dela badakigu. 1880 ingu-
ruan, Henri Poincaré?sistema dinamikoen fase-espazioak sailkatzeko egitasaaidu zuen,
baina dimentsioa bat edo bi denean bakarrik burutu zuergrdsio handiagoetako portaera dina-
mikoen aniztasun harrigarriaren lehen alderdiak ikusierit Gaur egudinamika kualitatiboa
deitzen denaren «aita» Poincaré izan zen, dudarik gabazke¢s hogei urteotan lortu duen ga-
rapenak berak frogatzen ditu arloaren garrantzia etaazaifia.

Gai honetan teoria kualitatiboaren kontzeptu oinarrinladarikoa aztertuko dugu: soluzio be-
rezien hastapen-baldintzen aldaketa txikiekiko egomlsoma. Bereziki, mekanikatik irakurleak
ondo ezagutzen dituen oreka-puntuak aztertuko Hmas deterministarako sarrera laburra ere
egingo dugu. Arlo honetan sakondu nahi duen irakurleak 8triko bibliografian aurki ditzake
erreferentzia onak.

!Baten batek esan zuenez, ekuazio «ez-linealak» aipatiefarteak ez diren animaliak» esatea bezain zehaztu-
gabea da. Animalia gehienak ez dira elefanteak eta, hakthezioa lineala izatea salbuespena da. Aitortu behar da,
hala ere, fisikan oso salbuespen garrantzitsua dela, @ikaakuazio asko, baina ez denak, linealak baitira. Gainer
askotan —ia beste ezer egin baino lehenago— hurbilketaldkesrabiltzen ditugu fisikariok.

) 2 Jules Henri Poincaré (1854-04-29, Nancy, Frantzia; 1912-07-17, Paris). Matémeen arlo
‘3 guztietan lan egin zuen: geometria eta topologia algebaaikaldagai konplexuan, zenbakien teorian
u eta ekuazio diferentzialetan, adibidez. Fisikan eleitéiiea, telegrafia, optika, kapilaritatea, elastizi-

& tatea, potentzialaren teoria eta termodinamika landeritiinstein-en erlatibitate bereziaren zenbait

emaitza aurreratu zituen. Mekanika zerutiarrean beraibén gorputzen problemarekin eta planeten
orbitarekin dago loturik: bertan aztertu zuen lehenenggiema determinista baten higidura kaotikoaren posabilit
tea, lan honen garrantzi osoa denbora hartan nabaria izamerz(1960-1980 hamarkadetan bakarrik berpiztu zen
arlo hau eta asmatu zuten «kaos determinista» izena).

163
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8.1 Egonkortasunaren kontzeptua

Bira 79. orrian definituriko sistema dinamikoetako bat,
x = f(t,x), (8.1)

eta bere soluzio bak*(¢):

x*(t) = f(t,x*(t)). (8.2)
Sistema dinamiko bati buruz ezagutu nahi genezakeen iafnmkualitatiboaren artean, soluzio
berezien etanultzo aldaezinenexistentzia eta kokapena daude. Multzo bat aldaezina darber
hasten diren soluzioak betiko (eta betidanik) barruan bdelaBeraz, soluzio batek puntu bat
badauka multzo aldaezin batean, soluzio osoa egongo dacanltAdibiderik errazenareka-
puntua (puntu egonkorra, finkoa, kritikoa , edopausaguneko puntuaere deitzen dena) dugu.
Horrelako batk = x* moduko soluzio konstantea da, berez soluzio osoa dena:

o of .
f(t,x*) =0, <etaa(t,x ) = 0) . (8.3)

Bereziki (baina ez soilik) puntu finkoakartuak aztertuko ditugu: horrelako puntu baten inguru-
ne batean ez dago bestelako puntu finkorik. Aztertuko drtlgpste multzo aldaezinen adibideen
artean soluzio periodikoak —bereziki bakartuak, haurdaga-zikloak— egongo dira, baita
infinitu orbita periodiko ezegonkor dauzkaterakarle kaotikoak ere.

8.1 ARIKETA Aurkitu hurrengo sistema dinamikoen oreka-puntuaki(a) az, eta (b)i = ax —

x5,

Edozein problema fisikoren hastapen-baldintzak zehazganeak egiten dira beti eta era
hurbilean bakarrik ezagutzen dira. Beraz, soluzio beratiidagozkion baldintzak apur bat al-
datzean zer gertatzen den jakitea garrantzi handikoa daziS8derri guztiak aurrekoaren hurbil
badaude betiko, hasierakoa egonkorra dela esaten dar&aolezio berriek hasierakora jotzen
badute, azken hau asintotikoki egonkorra da. Bestaldesratden dugun soluzio bereziaren in-
gurunea nahi bezain txikia bada ere, soluzio aldaturerklfatdo guztiek) handik ihes egiten
badu, hasierakoa ezegonkorra da eta, agian baldintzaidtarezzan ezik, ezin gerta daiteke
praktikan. Penduluaren adibidean bi oreka-puntu daudgzipdertikalak. Beheko puntuan da-
goenean hastapen-baldintzak apur bat aldatzen ditueanlp&zto txikiak ez du sistema 0so urrun
bidaltzen: pendulua oreka-puntuaren inguruko oszil&zeggten hasiko da eta energia potentzia-
laren minimoari dagokion puntu hau egonkorra da. Gainerauskadura badago, energia meka-
nikoa eta oszilazioen anplitudea txikituz doaz eta oraimtaskoki egonkorra den oreka-puntura
hurbilduko da pendulua. Goiko posizioa, berriz, energigepizialaren maximoari dagokio eta
edozein perturbaziok —nahi bezain txikia izanik ere— oré&aseztatzen du eta pendulua han-
dik urruntzen da: oreka-puntua ezegonkorra da.

Liapunov-er definizio zehatzaren arabera;(¢) soluzioaegonkorra da baldin etax > 0
guztientzat honako hau betetzeko moddkg > 0 bat existitzen baddx (t,) — x* (fo)| < 0(¢)
hastapen-baldintza betetzen dituen beste edoZejrsoluziok|x () — x* (t)| < € ere beteko du
t > t, guztietarako. Alderantziz, > 0 nahi bezain txikia izanik eréx (ty) — x* (ty)| < 0 eta
(t > to baterako)x () — x* (t)| > € betetzen dituzten > 0 bat etax(¢) soluzio bat existitzen
badira,x*(t) delakoaezegonkorradela esaten da.

3 Aleksandr Mikhailovich Liapunov (1857-06-16, Yaroslavl, Errusia; 1918-11-03, Odesa).
Ekuazio diferentzialak, potentzialaren teoria, prolitdigak eta hurbilketak landu zituen. Orekaren
egonkortasuna aztertzeko metodo eta emaitza berriak #itttan, bere izeneko funtzioak barruan
daudela. Sistema mekanikoetan, hidrodinamikan eta ekd#eirentzialetan ikertu zuen oreka.
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8.1 IRUDIA Oreka-puntu (a) egonkorra, (b) asintotikoki egorra, (c) ezegonkorra.

Bestaldex*(¢) soluzioaasintotikoki egonkorra dela esaten da baldin eta, egonkorra izateaz
gain,d’ > 0 balio bat badagdx (ty) — x* (ty)| < ¢’ hastapen-baldintza guztiei dagozkien so-
luzioek lim;_,, |x (t) —x* (t)| = 0 betetzeko modukoa. Gainers(¢) erakarlea dela esaten
da, bere inguruneko soluzioak erakarri egiten ditu etak@®pintua asintotikoki egonkorra bada
eta soluzio guztiek (eta ez bakarrik ingurune batekegk))-ra jotzen badutegskala handiko
egonkortasunadugu.

Adibidez, © = ax ekuazioaren soluzio orokorta = zy,e* denez,a < 0 denean soluzio
guztiek jotzen dute: = 0 puntura: jatorria, beraz, egonkorra, asintotikoki egorketa eskala
handian egonkorra da. > 0 dugunean soluzio guztialk, = 0 izan ezik noski, infiniturantz
doaz eta jatorria ezegonkorra da= 0 kasuan puntu guztiak oreka-puntu egonkorrak dira, baina
ez asintotikoki egonkorrak. Adibide honetan bezala pateori®at aldatzean oreka-puntuen (edo
bestelako multzo aldaezinen) izaera edota kopurua ahllazeeanadarkatze bat gertatu dela
esaten da. Azken adibideadarkatze-parametroaa izan da etaadarkatze-diagrama8.2 iru-

x

1o
P

8.2 IRUDIA Adarkatze-diagrama = ax ekuazioaren kasuan.

dian erakusten da. Horrelakoetan, oreka-puntuaren pagiadibide honetan jatorria) adarkatze-
parametroaren funtzioan marrazten da, egonkortasungdiezertasuna) adierazteko lerro jarrai-
tua (etena) erabiltzen delarik. Aipaturiko irudiaibektore-eremuaren magnitudea eta noranzkoa
(jatorrirantz edo infiniturantz) ere marraztu dira. Azkemataz balia gaitezke jatorriaren egon-
kortasuna modu grafikoan azaltzeko: oreka-puntutik hdeaiden soluzioen noranzkoa eremuak
adierazitakoa izango denez, erraz ikusten da perturlbyakiek handituz ala txikituz joateko joe-

ra duten eta, ondorioz, oreka egonkorra ala ezegonkorrakaeriuan hartu aipaturiko noranz-
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koaren alderanzketak oreka-puntuetan (adibide honetardbtzetan) gertatzen direla preseski,
deribatuaren zeinua aldatzeko zerotik, hau da, puntké@rtatetik pasatu behar baita.

8.2 ARIKETA Erabili, hasteko, metodo grafikoa eta, geroago, soluzikara ondoko ekuazioaren

oreka-puntuen adarkatze-diagrama lortzeko:

& = ax — a°. (8.4)

8.2 Sistema dinamiko autonomo bidimentsionalak
Gai honetako atal askotan sistema autonomo bidimentsibaatertzera mugatuko gara:

T = P(x,y), (8.5)
= Qz,y). (8.6)

Horrelako kasuetan, 4.1.1 atalean esan bezala, sistearaiftivaren soluzio orokorrak kongruen-
tzia bat definitzen di¢, =, y) espazioan; baina, sistema autonomoa denez, haren poadieste
kongruentzia bat dér, y) fase-espazioan. Soluzio bater(t), y(t)) proiekzioak fase-espazioan
kurba parametriko bat definitzen dase-ibilbideaedo, batzuetariase-orbita deitzen dena.

8.3 IRUDIA Sistema autonomoaren soluzio orokorra eta tég®zioan duen proiekzioa.

Fase-ibilbideeny(x) ekuazioa kalkulatzeko (agian, beren egitura geometrikastéko), aski
da(x(t),y(t)) ekuazioetatik ezabatzea. Gaineraparametroa familiaren (8.5)—(8.6) ekuazio
diferentzialetatik ere ezaba daiteke berauek elkarrediituz:

dy  Q(z,y)
dv — P(x,y)

(8.7)

Ekuazio honi dagokion existentzia eta bakartasunareenaanen ondorioz, (erregulartasun-bal-
dintza egokiak betetzen diren eremuan) fase-ibilbideettuge elkar ebakitzen eta, hortaz, sis-
temaren soluzio orokorrak fase-espazioan duen proielk®&ongruentzia da. Fase-ibilbideen
(8.7) ekuazioa forma kanonikoan idatziz,

dr _ dy

=0 (8.8)
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fase-ibilbideak, eurekiko tangentea dér + () j abiadura-eremuaren korronte-lerroak direla
ikusten dugu. Irudi hidrodinamiko honen ondorioz, sisteenaboluzioa fase-espazioan ematen
duen aplikaziogarioa dela esaten da.

Fase-ibilbidea soluzio batean zehar aldatzen ez denezilftisideen ekuazioa sistema dina-
mikoaren higidura-konstantea daldagai independentearen menpekoa ez dena. Eta alderantzi
4.2.2 atalean esan zen arabera, aldagai independeteangekoa ez den lehen integral batek
fase-ibilbideen ekuazioa ematen digu= 2 ekuazio dituen sistema dinamiko autonomoen ka-
suan. Beraz, hemen aztertzen ditugun sistemen fasedidkikalkulatzea gabeko higidura-
konstante bat aurkitzearen baliokidea da.

8.4 IRUDIA (8.9) sistemaren soluzio bat eta fase-espazilngem proiekzioa.

80. orrian ikusi genuenez,

sistema dinamikoaren soluzio orokorra (eta, lineala deswazio guztien multzoa) hauxe da:
x=Rcos(t—1ty), y=Rsin(t—1). (8.10)

Kongruentzia honetako kurbakardatzean zentraturik@ erradioko et&2w urratseko helizeak
dira eta haien arteko bat 8.4 irudian erakusten da. Ekuatomamo guztiekin bezala, translazio-
simetria dago eta integrazio-konstante bat ¢, binomioan agertzen dena) aldagai independen-
tearen jatorria adierazteko moduan aukera daitgleonstantea aldatzean, helizeaorabidean
transladatzen da, baina fase-espazioko proiekzioa ezldezah eta beti da (8.10) soluzio oroko-
rreant ezabatuz, edota

y__z (8.11)

dx Y
ibilbideen ekuazioa ebatziz, lortzen déherradioko zirkunferentzia. Edozein modutan fase-
espazioan lortzen den kongruentztat y? = R? higidura-konstanteak deskribatutako zirkunfe-
rentzien multzoa da. (8.9) sistematik zuzenean ere loekkalehen integral hori, aski baita lehen
ekuazioar-rekin biderkatzea, bigarrenarekin, eta emaitzak batzea.

Buruan beti izango dugun adibidea sistema mekaniko unmlisi@nalarena da. Newton-en

bigarren legearen arabera, posizioaren eta abiadurarepekea den indar bati dagokion higi-
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dura ekuaziog
i = flz, i), (8.12)

honela idatziko dugu:
=y, y=fl(z,9) (8.13)

(Abiaduray = & moduan idatzi dugu, beraz.) Adibidez;- v + w?xr = 0 osziladore harmoniko
indargetua: = vy, 7 = —w?x — ~yy moduan idatziko dugu.

8.3 ARIKETA Kontsideratu osziladore harmonikoa (= 0). Aurkitu fase-ibilbideen ekuazioa.
Zein da lehen integral horren esangura fisikoa? Marrazeidéapazioa.

Sistema hamiltondarra bada eta HamiltoA4emtzioa H (x, y) moduan idazten badugu, mo-
mentu kanonikog delarik, higidura-ekuazioak hauexek dira:

0H OH
i y R 8.14
Indar-eremu unidimentsionalaren kasua 0so berezia, lgaimantzi handikoa, da:
&= F(x). (8.15)
Horrelakoetan indarra energia potentzial batetik lordan
d
. V(z) = —/F(a:) dz, (8.16)
dx
eta sistema dinamikoa ondoko eran idatziko dugu:
T =y, y=—-V'(x). (8.17)

Sistema honen hamiltondarfd = 1y*> + V(z) energia mekanikoa da. Gai honetan sistema
dinamikoen teoriaren ohiturari jarraituz, sistema dirkamkontserbakorra, fase-espazioaren aza-
lera (edo bolumena, hiperbolumena...) kontserbatzenaduderitzogu. Ondorioz, mekanikan
kontserbakorrak deitzen direnak —(8.17) modukoak, adibid hemersistemamekaniko kon-
tserbakorrak deituko dira. Hauek hemen erabiliko dugun (eta hurrengleataaztertzen den)
zentzuan ere dira kontserbakorrak, noski.

8.4 ARIKETA Idatz ezazu pendulu matematikoaren ekuazioa,
b+ %sin@ =0, (8.18)

sistema dinamikoen notazioaz. Zein da hamiltondarra?

8.5 ARIKETA (8.9) sistema hamiltondarra al da? Nolako sistema fisikabhdezake?

“Notazioa errazteko gai honetan masa-unitatea= 1 izateko moduan aukeratzen dugu aztertutako sistema
mekaniko guztietan. (Edo, nahiago bada, masa-unitateleria eta energia erabiltzen ditugu.)

5 William Rowan Hamilton (1805-08-04, Dublin, Irlanda; 1865-09-02, Dublin). Opiik eta
astronomian egin zituen ekarpenez gain, fisikan bere izesl@nikaren hiru formulaziorekin dago
loturik: Hamilton-en printzipioa, ekuazio kanonikoak étamilton eta Jacobi-ren teoria ekarpen ahaz-
tezinak dira. Matematikan lehen algebra ez-trukakorr&iauzuela gogoratzen da: zenbaki errealen
orokorpen moduan konplexuak lortzen diren bezalaxe, aakeek orokortzean koaternoiak agertzen

zaizkigu.
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8.3 Sistema dinamiko kontserbakorrak

Fase-espazioaren azaleraren eboluzioa aztertzgkberemu bat jarioan zehar nola aldatzen
den ikertuko dugu (ikus 8.5 irudia)z, y) puntuat’ «aldiuneanxz’, y') = (¢(t'), 1 (t')) puntuan
egongo da, baldin eta(t’) etai(t’) funtzioek sistemaren soluzio bat osatzen badute,

o(t') = P (o(t"), (1)), (') = Q(a(t), v(t"), (8.19)
eta ondoko hastapen-baldintzak betetzen badituzte:
o(t) ==z, ¢@)=y. (8.20)
Y D(t")
Y T ____
Y |
X

/

X X

8.5 IRUDIA Fase-espazioko eremu baten eboluzioa.

t" aldiuneanD(t) eremuko puntuakD(t') delakoan egongo dira, eta azken honen azalera

Integrala(z,y) koordenatu konstanteen bidez adierazteko, aldagai-etialagokia egin dugu;
horrela,t’-ren menpekotasuna integrazio-eremutik integrakizuiggnetzen da eta bertan erra-
zago deribatzen da azaleraren aldaketa kalkulatzeko:

ds  dS(t)
— = = D dz d 8.22
dt dt/ vt /D(t) ('r? y) T y? ( )

non integrakizuna jacobiarraren deribatua den,

d 0(o(t'), (')
D(x,y) = — ——F—— 8.23
Hau erraz kalkulatzen da (8.19) eta (8.20) erabiliz:
d % % op oF ! 0 oP 0Q
D(z,y) @ | 0w ou x Yy |+ 2Q 0Q o + 3y (8.24)
a0 Al 0 1 or Oy

or 0Oy
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Ageri denezD(z,y) integrakizunaP i + () j bektore-eremuaren dibergentzia da.
(8.5)—(8.6) sistema dinamikdentserbakorra dela esango dugu fase-espazioa kontserba-

tzen badu, hau da, dibergentzia nulua bada:

as _
dt

oP  0Q
ozr

0 — —+—7=0.
Oy

(8.25)

Liouville-ren teoremaren arabera, sistema hamilton#dtomtserbakorrak dira (dimentsio guz-
tietan, hemen planoa bakarrik aztertzen badugu ere). leaif@&14) Hamilton-en ekuazio kano-

nikoen ondorioz, zera dugu:

oP 90 _ 00
oxr Oy Oz Oy

88}]_0
oy O0r

(8.26)

Mekanikako sistema kontserbakorrak hamiltondarrak izdiea eta, beraz, fase-espazioaren aza-

lera kontserbatzen dute.

Dibergentzia negatiboa bada, fase-espazioaren azaleratommki txikitzen da eta sistema

iraungikorra da.

8.6 ARIKETA Kalkulatui+~i+wiz = 0 osziladore harmoniko indargetuari dagokion eremuaren

dibergentzia. Kontserbakorra al da?

8.4 Sistema quasilinealak

Aurrerantzean (8.5)—(8.6) sistema dinamikoak orekapbakartu bat daukala suposatuko
dugu. Orokortasunik galdu gabe, translazio bat egin dega&gaturiko puntua jatorrian koka-

tzeko:
P(0,0) = Q(0,0) = 0.

Puntu finkoaren inguruan Taylor-en garapena egiteko,

or
aipy G2 d(P,Q) Ox
A = = 0.0) =
( as Ao ) Iz, y) (0.0) oQ
or

notazioa erabiltzen badugu, honela idazten da sistemendina:

T = anz+apy+ F(z,y),
= anx + ayny + G(x,y),

(8.27)
opP
dy
00 (8.28)
¥ ) (ea)=00)
(8.29)
(8.30)

F etaG funtzioek bat baino ordena handiagoko gaiak biltzen ditadierazpen horietan. Sistema
dinamikoa quasilineala dela esango dugu baldin eta (8239) moduan idaztean; koefizien-
teak konstanteak badira efaetaG funtzioek gai linealek baino arinago jotzen badute zerora:

F
lim (z,y)

29— lim
Va0 VIR 4y

Glr,y) _
z24y2—0 V %+ y2

(8.31)
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Definizioz, gai ez-linealak arbuiatzean lortzen den koefite konstanteetako sistema linealari
hurbilketa lineala, lehen hurbilketa edosistema linealduaderitzo:

T = anT+ apy, (8.32)

Yy = anT+ any. (8.33)

SistemaremA matrizea erabiliz, hurbilketa lineata= A - x moduan idazten da 4. gaiko nota-
zioaz.

8.7 ARIKETA Aurkiitzazu 8.4 ariketako pendulu matematikoaren hudddldinealak bere oreka-
puntuen inguruan.

Jatorria sistema linealaren puntu finko bakartua dela emaogu eta, beraz, sistemaren
matrizea erregularra dela,
det A = 1122 — Q12421 # 0. (834)
Orobat, jatorria hurbilketa linealaren oreka-puntu bekada (sistema quasilinealak gehiago izan
ditzake, noski).{et A = 0 duten sistema linealen kasua 8.3 probleman aztertuko Jdugu.

8.8 ARIKETA Sistemaren diskriminatzailed = tr? A — 4det A dela kontuan harturik, frogatu
hurbilketa linealaren (eta, definizioz, sistema quasdliaren) erro karakteristikoak

1
Fpo = = (trA + \/Z) (8.35)
’ 2
direla, eta bektore propioak aurkitzeko ondoko sistermrealihomogeneoak ebatzi behar direla:
(a11 — ki) x+ay = O, (8.36)
ane + (a2 —ki)y = 0. (8.37)

EgiaztatuPi + @ j bektore-eremuaren dibergentzia jatorrian (eta hurldlkieealarenarena puntu
guztietankr A dela preseski.

8.9 ARIKETA Kalkulatu erro karakteristikoak 8.4 ariketako pendulu enaatikoaren kasuan.

8.5 Egonkortasun lineala

Liapunov-en lehen metodoa—egonkortasun linealaren metodoaere deitzen dena— era-
biltzean, sistema ez-linealaren hurbilketa linealaresn&grtasuna aztertzen da, horrela lortzen
diren emaitza kualitatiboak egiazkoak baitira sistemasiju@alaren kasuarsalbuespenen bat
gorabehera Oreka-puntutik oso hurbil dauden puntuetan gai ez-lgrea&ragina, oro har, ar-
buiagarria delako gertatzen da hau. Jarraian kasuz kastuka ditugu hurbilketa linealaren
egonkortasuna eta sistema ez-linealarena.

Adibide askotan

= —x—y—exy, (8.38)
= (1+T+d)x+(1+r)y+e<y2—x2) (8.39)

sistema eta = 0 eginez lortzen den bere hurbilketa lineala kontsideratiitugu.

8.10 ARIKETA Froga ezazu (8.38)—(8.39) sistemaren kasd&tmA = d, tr A = r dugula eta
k = (r £+/r? — 4d) /2 balio karakteristiko bakoitzari dagokion bektore propi@aixe dela:

x = < k;_—i-ll > (8.40)
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8.5.1 Erro karakteristiko erreal desberdinak

A > 0 denean bi erroak errealak eta desberdinak dira> k.. Beraz,k; etak, balioei
dagozkien bektore propioak

[ T X, — T2
X1—<y1>, 2 <y2> (841)

badira, sistema linealaren soluzio orokorra

r = CizeMt + Coxqget?t, (8.42)
y = Ciyre™t + Chyoe! (8.43)

da eta, ondorioz, hauxe dugu:

y_ Guner+ G 8.49
r  Cixiekt + Cozqekzt’ '

Badaude hurbilketa linealaren bi soluzio bereziak, bekpwopioekiko paraleloak diren bi fase-
ibilbide zuzenei dagozkienak:

Cy =0, y_9n (8.45)
T il

Cy =0, y_ (8.46)
Xz )

Erro negatiboak

A > 0 izanikdet A > 0 denean, bi erroekr A-ren zeinua dute. Ondorioz; A < 0 bada,
ky < kp < 0 dugu, etad — oo limitean ekuazio linealaren (8.42)—(8.43) soluzio guzjetorri-
rantz doaz(z,y) — (0,0), eta oreka-puntua asintotikoki egonkorra da. Gainerazsmbuztiak
malda berberarekin iristen dira jatorrira, (8.44) adipearetik zera baitugu:

lim = = = (8.47)

Salbuespen bakarra (8.46) ibilbidea da, jakina. Beralhid@en forma geometrikoa jatorriaren
inguruan, 8.6 irudian kasu berezi batean ikusten dena d&kadpuntuaren inguruko ibilbideen
egitura geometrikoa hauxe denean (hau da, ia guztiak purkioréintz malda berberarekin doa-
zenean) oreka-puntusodoadela esaten da. Kasu honetan, jatorria nodo asintotikakilagra
da.

8.6 irudiko eskuinaldean kasu berezi batean ikusten deftzankasu orokorrean ere gerta-
tzen dela froga daiteke: hurbilketa linealetik sistemastjurgealera igarotzean ez dago aldaketa
kualitatiborik, oreka-puntutik behar bezain hurbil dauden puntuetata puntu finkoa hemen
ere nodo asintotikoki egonkorra da. Hau askotan gertatakddrbilketa linealaren ondorioak
—kasu gehienetan, behintzat— kualitatiboki berdinak distema ez-linealaren kasuan oreka-
puntutik oso hurbil, nahiz eta urrutiago gai ez-linealemganak ibilbideak deformatzen dituen.
Adibide honetan, gainera, hurbilketa linealean ez zegestelpuntu finko bat agertzen da siste-
ma quasilinealean. (Non?)
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8.6 IRUDIA (8.38)—(8.39) sistemaren fase-espaziba, 1, r = —5/2 eta (a)e = 0, (b)e =1
direnean.

Erro positiboak

A > 0,det A > 0izaniktrA > 0 denean0 < k; < k; dugu etat — oo limitean
hurbilketa linealaren (8.42)—(8.43) soluzio guztiak iitfira doaz eta jatorritik urruntzen dira.
Oreka-puntua, beraz, ezegonkorra da eta beraren egitonaeggekoa aztertzeko nahikoa da au-
rreko kasuan esan duguradta2 indizeak elkarrekin trukatu ondoren) iraganeko infiniteta
ez etorkizunekoan) erabiltzea. Izan ere, (8.44) adiersmpa ondorioz,

im £ = 2 padinc, £0, (8.48)
t——oo To
Y _ % paldinG, =0, (8.49)
X T

eta geometria 8.6 irudikoa izango da, baina ibilbideen mzdkea alderantzizkoa izango da eta
Cy, = 0 etaCy = 0 etiketak elkarrekin trukatu behar dira. Kasu ez-lineales:n puntu finkoa
nodo ezegonkorra dela froga daiteke, baita beraren ibwaht&tiboa aipaturiko irudiaren eskui-
naldean agertzen dena (aurkako ibiltze-noranzkoarekiia)ete.

8.7 IRUDIA (8.38)—(8.39) sistemaren fase-espaziba; 1,7 = 5/2 eta (a)e = 0, (b)e = 1
direnean.

Aurkako zeinuak dituzten erroak

A > 0 etadet A < 0 direnean, bi erroen zeinuak elkarren kontrakoak disa< 0 < kq,
etaC; = 0 soluzio partikularra jatorrirantz doaspazio egonkorradeitzen deny/x = yo/xo
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zuzenean zehar. Bestald®, = 0 balioari dagokion soluzioa zentrotik urruntzenefgpazio eze-
gonkorra deritzony /= = y; /x; lerro zuzenean zehar. Beste soluzio guztiak ez doaz jetotzi
etorkizuneko (iraganeko) infinituan espazio ezegonkari@gonkorrera) jotzen dute asintotikoki:

8.8 IRUDIA (8.38)—(8.39) sistemaren fase-espaziba; r = —1 eta (a)e = 0, (b)e = 1
balioekin.

lim 2 = % (8.50)
t—oo X1
lim £ = 2 (8.51)
t——oo 1 To

Soluzio guztiak ¢; = 0 balioari dagokiona izan ezik) jatorritik urruntzen direnereka-
puntua ezegonkorra da eta, salbuespenezko norabide edmtkdagoenezela-puntus® edo
mendated deitzen da. Adibide bat 8.8 irudian ikus daiteke. Bertafk@sten da, gainera, siste-
ma quasilinealaren jatorria ere mendate ezegonkorra #acrirantz doan (jatorritik datorren)
soluzioabarietate egonkorra (ezegonkorrg deitzen da eta ez da infinituraino doazen zuzena,
jatorrian espazio egonkor (ezegonkor) harekiko tangeaeia ere. Oro har, benetako higidura
fisikoa ez da inoiz barietate egonkorrak adierazitakoagaardozein perturbazioren ondorioz
handik aldenduko baita sistema, baina fase-espazioaopiepate kualitatiboak ulertzeko barie-
tate egonkorraren geometria funtsezkoa da.

8.5.2 Erro karakteristiko konplexuak

A < 0 denean erro karakteristikoek bikote konplexu konjokatwsatzen dutet = o + iw,

o= %tr A etaw = %\/—A izanik. Hurbilketa linealaren soluzioak hauexek dira:

r = e (C’lxlei”t + C’gnge*i”t) , (8.52)
y = e (Olylem + C2y2€_m) ; (8.53)
Cixz1 = Cyxy etaCiy; = Coys, betetzen direlarik. Ekuazio bietan esponentzial bat eipea

riodiko bat agertzen direnez (ikus 8.11 ariketa), espaiaiekoo = %trA balioaren zeinuaren
araberakoa izango da soluzioen egonkortasuna.

61zen hau zaldiz ibiltzeko zelarekin dago loturik: pentsala higitzen den horrelako batean bolatxo bat.
"Mendiarteko igarobideak zela baten itxurakoak izaten dira
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Parte erreal negatiboko erro konplexuak

A < 0 etatr A < 0 direneana < 0 dugu etae® beherakorra denez, sistema linealaren
(8.52)—(8.53) soluzio guztiek zentrora joko dute, baina@abide finko batean, zeren

y Chyy coswt + Coys sinwt (8.54)
x

Oy coswt + Coyzy sin wit
periodikoa denez malda aldakorra izango baita. Jatoraeazy asintotikoki egonkorra da eta

orbitak espiralak izango dira. Horrelako geometria duempifinkoafokua edopuntu espirala
dela esaten da. Adibide bat 8.9 irudian ikus daiteke.

(a) (b)

8.9 IRUDIA (8.38)—(8.39) sistemaren fase-espaziba; 3,7 = —l eta(@)e =0, (b)e =1
balioekin.

Berriro ere sistema quasilinealen portaera kualitatitevhdra da: agian infinituraino ez doan
helizea oreka-puntutik urruntzean deformatzen den gaorria foku asintotikoki egonkorra da.

Parte erreal positiboko erro konplexuak

A < 0 etatr A > 0 direneanp > 0 dugu eta (8.52)—(8.53) soluzioak jatorritik urrunduko
dira. Oreka-puntua, hortaz, ezegonkorra izango da. Smazortaera — —oo limitean aurreko
kasukoek — oo delakoan zutena izango denez, jatorria foku ezegonkorr@alaza bera gerta-
tzen da sistema quasilinealarekin eta soluzioen itxurétitiboa 8.9 irudiko eskuinaldekoarena
izango da, ibilbideen noranzkoa alderanztu ondoren, gakin

Erro irudikariak

A < 0 etatr A = a = 0 direnean, sistema linealaren soluzioak hauexek dira:

r = Cixycoswt + Coxgsinwt, (8.55)
Chy; coswt + Coys sin wt. (8.56)

8.11 ARIKETA Frogaezazu (8.55)—(8.56) ekuazioek fase-espaziokaigtarentraturiko elipseak
deskribatzen dituztela.

Soluzioak, beraz, periodikoak dira eta jatorria, egor&k@an arren, ez da asintotikoki egon-
korra: zentroa edozurrunbiloa deitzen da.



176 8 Egonkortasunaren teoria

8.10 IRUDIA (8.38)—(8.39) sistemaren fase-espaziba; 1,r = 0 eta(a)e = 0, (b)e = 1
balioekin.

Hala eta guztiz ere, kasu honetan sistema quasilinealaterkata zailagoa da zeren eta,
a = 0 kasuaa < 0 etaa > 0 direlakoen arteko muga denez, gai ez-linealak (txikiakika
ere) egonkortasuna aldatzeko gai izan baitaitezke. Izansestema ez-linealaren oreka-puntua
foku asintotikoki egonkorra, zentro egonkorra zein fokagemkorra izan daiteke kasu honetan:
egonkortasun linealaren azterketa ez da erabakitzagelbeste metodoren bat erabili behar da.
8.10 irudiaren kasuan, esaterako, gai ez-linealei eskdagountua zentroa izan beharrean, foku
ezegonkorra da. Beste adibide bat ikusteko, kasu berlagakion ondoko sistema aztertuko
dugu:

T = —y, (8.57)
= z—y" (8.58)
Hurbilketa lineala (8.9) sistema da eta beraren orbitakjetn zentraturiko (8.10) zirkunferen-

tziak dira. 8.38 probleman frogatuko dugunez- 2 denean sistema ez-linealaren jatorria zen-
troa da berriro, baina = 3 bada foku asintotikoki egonkorra bihurtzen da, 8.11 irndieakusten

den bezala.
(a) << (b)

8.11 IRUDIA (8.57)—(8.58) sistemaren fase-espazioan (&)2 eta (b)n = 3 balioekin.

Kasu honetako zailtasunaren zergatiko matematikoa, grektuaez-hiperbolikoa izatean
datza: parte erreal ez-nuluko balio propioei dagozkiendyekpropioek sorturiko espazioaren di-
mentsioa (nulua, kasu honetan) fase-espazioarena bakngba da. Hiperbolikoa izateko pro-
pietatea emaitza askoren frogapenean erabiltzen da;, lbetetzen ez bada, aipaturiko emaitzak
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ez dira beti egiazkoak. Bereziki, orain arte inplizitukaeili dugunGrobman eta Hartman-

en teoremarenaraberd, puntu finko hiperboliko baten egonkortasuna eta hurlalkigteala-
renak berdinak dira, puntu finkoaren inguruan sistemarezlaren eta hurbilketa linealaren
fase-espazioatopologikoki baliokideak baitira: bien artean homomorfismo bat (alderantziko
jarraitua duen aplikazio jarraitu bat) dago. Beste moderaaesanda: bata bestea deformatuz
(baina apurtu gabe) lortzen da. Bestalde, teoremaren im@dez da beti egia izango puntu ez-
hiperbolikoen inguruan: balio propioren baten parte éarealua bada, puntuaren mota geome-
trikoa desberdina izan daiteke eta, gainera, parte ercstilpoko balio propiorik ez badago,
egonkortasuna bera ere izan daiteke desberdina.

8.5.3 Erro karakteristiko erreal berdinak

A = 0 bada, erro karakteristiko erreal bikoitza dugy:= k, = %tr A. GaineraA = 0
baldintza etda;; — ax)? + 4a12a2; = 0 baliokideak direnez, bi kasu daude.

Q12 = 021 :0‘

Kasu honetam = a1, = as = %trA dugu eta bi ekuazioak elkarren independenteak dira:
T =ax, Y=ay. (8.59)

Soluzioak,
r=Cre™, y=Ce™, (8.60)

jatorrirantz doazen edo handik datozen zuzenerdiak dira:= C,/C;. Beraz,tr A = 2a < 0
denean soluzio guztiak jatorrirantz doaz, baina maldaetdgiekin, eta puntu finkoa, asintoti-
koki egonkorra izateaz gainpdo propioa edoizar-nodoada. Bestaldetr A = 2a > 0 denean
soluzio guztiak infiniturantz doaz eta, iraganeko infinityatorritik irten direnez, puntu finkoa
nodo propio ezegonkorra da. Adibidez, hurrengo sistenfassespazioa 8.12 irudikoa da:

= —x — exy, (8.61)
= —y+te (y2 — xQ) . (8.62)

8.12 IRUDIA (8.61)—(8.62) sistemaren fase-espazioa (a)) eta (b)e = 1 kasuetan.

8]kus, adibidez, Walter-en [31] testuliburua.
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Sistema quasilineala ere ezegonkorrauda > 0 denean eta asintotikoki egonkorraA < 0
bada, baina puntu finkoaren forma geometrikoa alda dai&k2.irudiko kasuan bezalaxe siste-
ma quasilinealaren oreka-puntua nodo propioa izan daitel{ea gai ez-linealen eraginez nodo
inpropioa —ia soluzio guztiak norabide berean sartzen (jeel@n) dira— edo fokua izan liteke.
Arrazoia, berriro, kasu hau beste bien arteko muga izatetradgai ez-linealen eragin txikia
puntu finkoaren forma aldatzeko gai da (puntua hiperboltke@ez, egonkortasuna bera ez da
aldatuko hurbilketa linealetik sistema quasilinealera).

|a1a| + [ag| # 0

Kasu honetan hurbilketa linealak bektore propio bakarraeth soluzioake** erako gaiak
dauzka.

8.12 ARIKETA Froga ezazu kasu honetan,bektore propioa bad® -x; = kx;, bigarren soluzio
linealki independente@x; + x2) e** erakoa dela eta soluzio orokorra ondokoa:

xr = [Cll‘l + Cq (xlt + xg)] ekt, (863)
= [Cuyr + Co (yit +y2)] . (8.64)

Zergatik ez da hau gertatzem, = a1 = 0 denean?

Ageri denez2k = tr A < 0 bada, soluzio guztiak jatorrirantz doaz bektorearen norabi-
dean;t — oo limiteany/z — vy, /2, baitugu. Soluzio guztiak jatorrian malda berberarekin sar
tzen direnez, puntu finkoaodo endekatuasintotikoki egonkorra da. Sistema quasilinealak ere
puntu finko asintotikoki egonkorra izango du, baina nodaa idaitekeen arren, gai ez-linealen
eraginez foku bihur liteke.

(a) (b)

8.13 IRUDIA (8.38)—(8.39) sistemaren fase-espaziba, 1,r = —2 eta (a)e = 0, (b)e = 1
balioekin.

2k = tr A > 0 denean, hurbilketa linealaren soluzio guztiak infinitucezl eta jatorria
ezegonkorra da.— —oo limiteany/x — y; /x; dugunez, puntu finkoa nodo ezegonkorra izango
da. Sistema quasilinealaren kasuan, oreka-puntua nodorgkaara edo foku ezegonkorra da.

8.5.4 Laburpena: Puntu finkoen sailkapena

Oreka-puntu bakartu bat duen sistema quasilineal laugr@mnkertasuna 8.14 irudian labur-
tzen dugu. Laburpen honetan ez dugu sartu ikusi berria ddgua 0 kasu berezia: sistema
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quasilinealarena batzuetan alboko kasuetara laburtn,aroglo propioa edo endekatua ere izan
daiteke.det A = 0 kasua ere kanpoan utzi dugu: hurbilketa lineala 8.3 proalgusiko dugu
eta kasu ez-lineala ez da hiperbolikoa. Beste kasu ezHupkoa (¢ = +iw), ordea, sartu egin
dugu, praktikan maizago agertzen da eta. Esaterako, $eaat&usiko dugunez, era honetakoak
dira sistema mekaniko kontserbakorren potentzialaremmoiei dagozkien oreka-puntuak.

Isurbideak detd Iturriak
A<O A<O
A=0
=« Rek;<0 Rek;>0
o
i ? ?

7 Qav
Nodo asint. egonk: odo ezegonkorrak
A>0 A>0
ko< 0<ky trd

Mendate ezegon%

8.14 IRUDIA Puntu finkoen sailkapena.

Egonkortasunari begira, 8.14 irudiko sailkapena hondarldaiteke:

e Erro karakteristikoen parte erreal guztiak negatiboakrbaguntu finkoa erakarlea da, hau

da, asintotikoki egonkorra.

¢ Nahikoa da parte erreal positiboko erro karakteristikodgattea puntu finkoa ezegonkorra

izateko.

e Parte errealik handiena nulua bada, hurbilketa linealarterketa ez da nahikoa sistema
quasilinealaren egonkortasuna ezagutzeko: bestelaanatioa behar da.

Laburpen hau dimentsio guztietan aplika daiteke, puntwénkiorma geometrikoen aniztasuna
dimentsioarekin handituz badoa ere. Jarraian ematen dergaiiza honen enuntziatu zehatzaren

frogapena, Walter-en [31] testuliburuan aurki daitekd)iaez.
8.1 TEOREMA (Liapunov) Eman dezagun

= fi(t,xy,.. . x,), i=1,...,n
sistemak oreka-puntu bakartu bat duela:

filt,xy,...,2;) =0, i=1,... n.

Puntu horren inguruko lehen hurbilketa geldikorra bada,

fi(t,fL'l,...,fL'n):Zaij(l'j—.I';)—FRZ‘(t,ZL‘l,...,ZL‘n), Z:]_,
j=1

(8.65)

(8.66)

n, (8.67)
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|RZ (twrlv 7'rn)|

lim L =0, r= JZ (2 - x;)z, (8.68)
j=1

r—0 r
orduan:

e (a;;) matrizearen balio propio guztien parte errealak negatikdzdira, oreka-puntua
asintotikoki egonkorra da; eta

e balio propioren baten parte erreala positiboa bada, orgkaatua ezegonkorra da.

Hurbilketa linealaren matrizea —funtzioak erregularrallioa(d f; /0x ;) matrize jacobiarrak
puntu finkoan duen balioa— konstantea dela suposatu dugplemarratu behar da. Bestalde,
parte erreal handieneko erro karakteristikoa irudikagaedn, metodo hau ez da erabakigarria
sistema ez-linealaren kasuan, eta hurrengo ataletatukatetitugun tekniketara jo beharko da.

8.6 Fase-ibilbideak

Kasu erraz batzuetan, (8.7) ekuazio diferentzialetik leadleula daiteke fase-ibilbideen ekua-
zioa (hau da, aldagai independentearen menpekoa ez denihdébgral bat). Hau gertatzen de-
nean, ibilbideen azterketaz balia gaitezke oreka-pur(edmbestelako multzo aldaezinen) egon-
kortasuna ikertzeko.

3a,/2

8.15 IRUDIA Descartes-en orria eta (8.69) sistemaren éag@zioa.

Adibidez,
i =2t — 22y°, g =223y — y* (8.69)
sistemaren jatorria ez da hiperbolikoa (zergatik?), bdiilaideen ekuazio diferentziala 2.8 pro-

bleman ebatzi genuen? + y® = 3axy. Fase-ibilbide bakoitz®escartes-ef orri  bat da eta
bere grafikoa, 8.15 irudiko ezkerraldean agertzen deray + a = 0 zuzena asintotatzat duela

9 René Descarte$1596-03-31, La Haye —gaur egunean Descartes deitzen dentzia; 1650-
02-11, Stockholm, Suedia). Galileo-ren atxilotzearemibkie Monde, ou Traité de la Lumiélidbu-
rua ez argitaratzera bultzatu zut@&iscours de la méthodamatuan ezagutza seguruak eskuratzeko
matematikaren erabilera defendatu zuerLet&éométrieeranskinean gaur egunean geometria carte-
: siarra deitzen duguna sortu zuen, erreferentzia-sistéshakengoz erabili zituelarik. Hala eta guztiz
ere, lan batzuetan aurkeztu zituen mekanikari buruzksi isisko okerrak ziren. Orriaz gain, obalo cartesiarrak,
zikloidea, espiral ekiangeluarra eta Newton-en hiruhartertu zituen.
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konprobatu ondoren ardatz koordenatuak jatorrian ukidzeiela ikusiz lortzen da (edota kurba-
ren ekuazio parametrikoen bidez:= 3au/(1 + u®), y = 3au?/(1 + u?®)). Fase-espazioa irudi
horretako eskuinean marraztu da.

Fase-ibilbideen ekuazioarekin ez dakigu zein den haidtzébhnoranzkoai-ren menpekota-
suna ezabatu baita. Hala ere, kasu gehienetan, jatoristkeon® puntu berezi errazetan aztertuz,
oztoporik gabe ikus daiteke zeintzuk diren noranzkoalerzeauek era jarraituan aldatuko baitira
sistema dinamikoa erregularra den eremuan. Esaterak@-prentuetan baizik ez dira alderanz-
tuko. Adibide honetan, hauxe dugu ardatz kartesiarrediagonaletan:

Leku geometrikoa & Y
=0 0 —y* <0
y=20 4 >0 0
y=ux —zt< 0| >0

y=—x 3¢ >0 | =321 <0

Nahikoa da taula hau kasu honetan noranzkoak irudikoaladkesteko, baita horren ondorioz
jatorria ezegonkorra (baina egonkortasun lineala agantzkusi genituen oreka-puntu ezegon-
korrak ez bezalakoa) dela ere.

8.13 ARIKETA Frogatu
i =17 y = a2 (8.70)

sistemaren jatorria oreka-puntu ez-hiperbolikoa delastartu beraren egonkortasuna fase-ibilbideen
ekuazio diferentziala ebatziz.

8.7 Sistema mekaniko unidimentsionalak

Eman dezagun partikula baten gainda:) = —V’/(z) indar kontserbakorrak eta abiadura-
ren proportzionala de® = —~& marruskadura-indarraky(> 0) eragiten dutela. Lehen esan
bezalan = 1 hartzen badugu,

i=-V'(x)— i (8.71)

higidura-ekuazioa sistema baten antzera idatz daiteke: abiadura erabiliz:

& = P(z,v) =, (8.72)
Q(z,v) = -V'(x) — yv. (8.73)

Sistema ez da lineala izango,= %k(x—xo)Q energia potentzial elastikoari dagozkion osziladore
harmonikoaren eta osziladore harmoniko indargetuaremetas izan ezik.
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8.14 ARIKETA Egiaztatu
1
E(z,v) = 5112 +V(z) (8.74)

energia mekanikoa higidura-konstantea dela 0 bada, eta monotono beherrakofra- 0 denean,
hauxe betetzen baita:

E = —y02. (8.75)

Aurkitu Pi+ @ j eremu bektorialaren dibergentzja= 0 (y > 0) denean, sistema kontserbakorra
(iraungikorra) dela ondorioztatzeko.

Oreka-puntuak definitzen dituzten= 0 etaV’ (z*) = 0 baldintzak, indar osoa nulua izanik
hasieran partikula pausagunean dagoenean betetzen fikkatsu da, partikula potentziala-
ren mutur-puntu lokal batean geldirik dagoenean. Azteadea Liapunov-en lehen metodoak
(x*,0) puntuaren egonkortasunari buruz esaten duena.

8.15 ARIKETA Egiaztatux = «* puntuanV (z*) = 0 betetzen bada, (8.71) ekuazioaren hurbil-
keta lineala ondokoa dela:

i=-V"(x*)(x —x*) — vi. (8.76)

Idatzi ekuazio hau bi dimentsioko sistema baten moduraggaiatu esplizituki bere matrizea (8.72)—
(8.73) sistema ez-linealaren matrize jacobiarrdkpuntuan duen balioa dela. Ondorioztatu oreka-
puntuaren erro karakteristikoak hauexek direla:

_ Y vy e (1)
ki = 2i\/ v (x)+(2) . (8.77)

Emaitza hau eta > 0 dela kontuan harturik, oreka-puntuaren egonkortasunalaaailka-
tzen dac* mutur-puntuaren motaren arabera:

Maximo lokala V" (z*) < 0 denean, erro karakteristikoen zeinuak aurkakoak diraz 0 <
k,. Maximoak, hortaz, mendate ezegonkorrak dira beti.

Minimo lokala V" (z*) > 0 denean, (8.76) ekuazioa osziladore harmoniko indargetaaia
eta erro karakteristikoak ondokoak:

e Marruskadura oso handia ez bada & 4V” (z*)), konplexuak eta parte erreal nega-
tibokoak: oreka-puntua foku asintotikoki egonkorra izauwig.

e Kasu gainindargetuan{ > 4V” (z*)) errealak eta negatiboak: oreka-puntua nodo
asintotikoki egonkorra da. (Indargetze kritikoaren kasud = 4V” (z*), foku edo
nodo asintotikoki egonkorra dugu.)

Inflexio-puntua edo goi-ordenako muturra V" (z*) = 0 denean, erro karakteristiko@keta
—~ dira, oreka-puntua ez da hiperbolikoa, eta hurbilketaaliswen metodoak ez digu ezer
esaten.

8.16 ARIKETA Egiaztatu 8.16 irudiko energia potentziala eta fase-éspamdoko sistemarenak
direla:

i =a%(x—1)(z—2) — vi. (8.78)
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8.16 IRUDIA (8.78) sistemaren energia potentziala, eta-fspaziog = 0.1 kasuan.

Maximoen kasuan lorturiko emaitzak marruskadurarik gabk@suan ere zuzenak dira: kontrako
zeinuko erro karakteristikoak dituztenez, maximo lokataéndate ezegonkorrak dira beti eta,
praktikan, beraien barietate egonkorra ez dago baldirdmaaetan gerta daitezkeen soluzioen
artean.

Bainay = 0 denean, minimoen kasuan (etguztietarako inflexio-puntuen eta goi-ordenako
muturren kasuetan) parte erreal handiena nulua da etalkeieblinealaren azterketa, sistema
berez lineala denean (osziladore harmonikoaren kasuamzizen) soilik erabil daiteke: oreka-
puntua zentro egonkorra, baina ez asintotikoki egonkataakasu berezi honetan. Kasu ez-
linealak ez dira hiperbolikoak eta bestelako informazieads dugu. Aipaturiko informazioa
energia mekanikoaren kontserbazio-legeak ematen digen 8.75) ondorioz —edo (8.72)—
(8.73) sistemari dagokion (8.7) ekuazida/dx = —V'(z)/v dela kontuan harturik—, zera bai-
tugu:

%'02 +V(z) =E. (8.79)
Denboraren menpekoa ez den lehen integral hau da fasedé®lb ekuazioa sistema mekani-
ko kontserbakorretan eta, 8.6 atalean testuinguru ore&oreipatu genuenez, ezagutza hone-
taz balia gaitezke egonkortasuna aztertzeko. Mutur-pbateanV’ (z*) = 0 dugunez, horren
inguruan Taylor-en garapen moztuaren bidez hurbil dezalegentzialalV (z) ~ V (z*) +
V" (@*) (x — z*)* + . ... Ibilbideen ekuazioa, beraz, honela idazten da:

vV (@) (z = 2") = 2[E =V (@)] + O |(x — 2")*] . (8.80)

Ekuazio hau maximoen kasudi/((z*) < 0) hiperbola batena da eta oreka-puntua mendatea de-
la egiaztatzen dugu. Minimoetarakid’((z*) > 0) elipse bat adierazten du eta, ondorioz, sistema
mekaniko kontserbakorren kasuan hurbilketa linealaretraak sistema ez-linealean ere mota
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berekoak direla espero duulzan ere, minimo koadratiko batetik 0so hurbil energiaepet
tziala parabola da eta dagokion sistema dinamikoa osz#dwrmonikoa: fase-espazioa, beraz,
G.5irudikoa da. Gauza bera ikusteko mekanikaren ohikzaitvaea erabil daiteke: minimoaren

0 T XTI T

8.17 IRUDIA Minimo baten inguruko energia-diagrama.

hurbil energia-diagrama 8.17 irudikoaren antzekoa daati#kplaz* oreka-puntuaren inguruan
atzerapen-puntuen artean (< x < z») ari da oszilatzen; batez beste ez da puntu finkora hurbil-
tzen ezta handik urruntzen ere: jatorria zentro egonk@ar®aina ez asintotikoki egonkorra.

NI

0

V]
—

v

S

8.18 IRUDIA (8.78) sistemaren energia potentziala eta-&sgmzioay = 0 baliorako.

OHurbilketa koadratikoan ibilbideak elipseak badira, @gluntuaren ingurune batean benetako ibilbideak
ere itxiak direlako frogapen zehatza [30] testuan aurkiettai, adibidez. Gainerd,agrange-ren teoremaedo
Lagrange-ren printzipioa deitzen den emaitza hau, 8.8 atalean frogatuko dugu eraneametestuinguru zaba-
lago batean. Badirudi honen lehen frogapen zehatza Détigra dela. Ikus [19] erreferentzia.
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Inflexio-puntu baten kasua#,” (z*) = 0, garapenaren hurrengo ordena kalkulatu behar da
hauxe lortzeko:

v? + %V’” (z*) (z — ")’ =2[E -V (z")] 4+ O [(IE — x*)ﬂ : (8.81)
Hau parabola erdikubikoaren ekuazioa da eta mota honetakogrigoierpina deritzo. Hone-
lako oreka-puntuak ezegonkorrak dira eta beraien formangatkoa 8.18 irudian erakusten da
(8.78) sistemaren kasuan. Irudi berean maximo baten etanmibaten inguruko fase-espazioa
ere ikusten da.

Kasu kontserbakor honetan orbitak energia konstantelaaé&az gain itxiak dira bornaturik
daudenean. 8.18 irudian kasu berezi interesgarri batakudd: maximoaren barietate ezegonkor
bat aldi berean barietate egonkorra da, hau da, mendateti&i den orbita bat bertan sartzen
da berriro. Horrelako orbitakkonexio homoklinikoa deritzo. (Kualitatiboki desberdinak diren
orbitak banantzen dituendzanantzaileaere deitzen zaio. Kasu honetan, orbita periodikoak eta
bornaturik ez daudenak banantzen ditu.) Marruskaduraetegm,y > 0, energia mekanikoa
etengabe txikitzen da eta minimoarenera (edo-ra) jotzen du: mendateak eta goierpinak mota
berekoak dira (ezegonkorrak), baina zentroak egonkorpdgatzen dira eta foku asintotikoki
egonkorrak (edo, areago, nodo asintotikoki egonkorraig) tHorrela, 8.18 iruditik 8.16 delakora
joaten da. Azken sistema dinamiko horri dagokion 8.19 andjatorrian dagoen goierpin eze-
gonkorraren barietate egonkorra (alegia oo limitean oreka-puntura sartzen den soluzioa) eta
ezegonkorrat(= —oo-an handik abiatu dena) ikusten ditugu, energia mekaniketoakorraren

grafikoarekin batera.
V(x)
B |
i
|
|
|

o?}% 2 T
k\/\

8.19 IRUDIA Goierpinaren barietate egonkorra eta ezegoako

>

Pendulu indargetuaren kasuan, hauxe da higidura-ekuazioa
mi?0 + ¢l + mglsin 6 = 0. (8.82)

8.17 ARIKETA Froga ezazu denbora-unitatetzat/g aukeratuz etg = (c/mg)+/1/g definizioa
erabiliz, penduluaren ekuazioa ondoko eran idazten delemtsio gabeko aldagaietan:

0+~ +sinf = 0. (8.83)
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Energia potentzial&' (#) = mgl(1 — cos#) da etad = 0 puntuan minimo bat dauka eta
maximo bat? = +x delakoan {7 < # < 7w aukeratuko dugu beti), 8.20 irudiko goiko aldean
ikusten den bezala.

(a) V(z) mgl(1-cos8)

I
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(c) v=0.3
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8.20 IRUDIA Penduluaren energia potentziala eta fasezéspa

Marruskadurarik gabey = 0, minimoa zentro egonkorra, baina ez asintotikoki egorgorr
da eta maximoa mendate ezegonkorra. Azken honen barigfabtdara, aldi berean barietate
ezegonkorra denez, konexio homoklinikoa da. Minimo kotklvaguztien kasuan bezalé,= 0
puntuaren inguruan osziladore harmonikoaren G.5 fasazespberreskuratzen dugu.

8.18 ARIKETA Zein da orbita homokliniko honen esangura fisikoa?

Marruskadura kontuan hartzen den¥ad = 6 = 0 jatorriaren egonkortasuna handitzen
da eta ia orbita guztiak erakartzen duen foku (edo nodo}a#ioki egonkorra bihurtzen da,
6 = +7 orain ere mendatea bada ere.

8.19 ARIKETA Zein orbita ez du erakartzeéh= 6 = 0 erakarleak? Ikuspuntu fisikotik, zeri dago-
kio?

Sistema dinamiko orokorragoetan ez daukagu energia meala@nemandako informazio era-
bilgarria, baina, Liapunov-ek berak frogatu zuenez, ofgkatuaren egonkortasuna zehazteko
behar den informazioa ematen duen funtzio orokorrago bzt Batzuetan. Funtzio hori egon-
kortasun linealak huts egiten duenean ere erabil daitekemtrgia mekanikoaren propietate
batzuk orokortzen ditu.

Hkus, gainera, 8.8.4 atala.
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8.20 ARIKETA Eman dezagun (8.72)—(8.73) sistemaren oreka-puntu hekatt:* = 0 jatorri-
ra eraman ondoren bertan aukeratzen dela energia potargnigatorria:V'(0) = 0. Frogatu fase-
espazioan definituriko

E(z,v) = %vQ +V(z) (8.84)
energia mekanikoa, definitu positiboa (negatiboa) delangaitalaren minimo (maximo) bakartu baten

ingurune batean,
E(0,0) =0, E(z,v) >0, baldin(z,v) # (0,0), (8.85)

eta beraren deribatua erdidefinitu negatiboa:

E
Cil—t(:c,v) <0. (8.86)

8.8 Liapunov-en funtzioak

Liapunov-enbigarren metodoa—edometodo zuzena—, oreka-puntuaren ingurune batean
definitua eta erregularra izateaz gain, propietate egdbektzen ditued/(z, y) funtzio batez
baliatzen da.

8.2 TEOREMA (Liapunov) Eman dezagun0,0) jatorria (8.5)—(8.6) sistema dinamikoaren
oreka-puntu bakartua dela eta jatorriaren ingurune batetgribatu jarraitukoU (z, y) funtzio
bat dagoela, bertan definitu positiboa dena:

U(0,0) =0, U(z,y) >0, baldin(z,y) # (0,0). (8.87)
Orduan,

1. Jarioan zehar kalkulatutako deribatua erdidefinitu ndgea bada,

aU U

oU

jatorria egonkorra da (gerta liteke gainera asintotikoljankorra izatea, bain& funtzio
honek ez du azken propietate hau bermatzen).

2. Deribatua nulua bada,

du

jatorria egonkorra da, baina ez asintotikoki egonkorra.
3. Deribatua definitu negatiboa bada,

%(O, 0) =0, %(m, y) <0, baldin(z,y) # (0,0), (8.90)

jatorria asintotikoki egonkorra da.

4. Deribatua definitu positiboa bada,

%(O, 0) =0, %(m, y) >0, baldin(z,y) # (0,0), (8.91)

jatorria ezegonkorra da.
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8.8.1 Oharrak

Aurreko baldintza multzoetako bat betetzen duen funtzio@punov-en funtzioa deritzo.
Azpimarratu behar d& funtzioa—U-rekin ordezkatuz eta «positibo» eta «negatibo» adjekti-
boak elkarrekin trukatuz emaitza baliokide bat lortzerad@ainera, jatorria oreka-puntua de-
nez,dU/dt(0,0) = 0 betetzen da beti; baing(0,0) = 0 baldintza ez da garrantzitsua: nahikoa
da puntu finkoar/-ren minimo bakartua egote&,(x,y) — U(0,0) transladatua Liapunov-en
funtzioa izateko. Beraz, aurreko teorema ondoko moduaaraen daiteke:

1. Oreka-puntuad/ funtzioak minimo edo maximo bakartu bat badu ét§/dt deribatuak
alderantzizko motako mutur bat, oreka egonkorra da.

2. U funtzioa lehen integrala bada eta oreka-puntuan maximerediono bakartu bat badu,
oreka egonkorra da, baina ez asintotikoki egonkorra.

3. Funtzioak eta deribatuak oreka-puntuan dituzten maituoakartuak eta kontrako mota-
koak badira (bata maximoa eta bestea minimoa), egonkoiassintotikoa da.

4. Funtzioak eta deribatuak oreka-puntuan maximo bakatualltenean, oreka-puntua eze-
gonkorra da. Gauza bera gertatzen da, biek minimo bakatrtubenean.

Askatasun-graduak bi baino gehiago diren kasuetara einathedatzen da teorema hau eta
hipotesi zabalagoak erabil daitezke, gero praktikan ha@zesgiaztatzen ez badira ere. (Ikus,
adibidez, Elsgoltz-en [3] liburua.)

8.21 IRUDIA Zenbait fase-ibilbide eta dagozkiénfuntzioaren balioen eboluzioa.

Teoremaren funtsezko ideia, energia-diagramekin egatak orokorpen zuzena da; baina,
oro har menpeko aldagai bat bestearen deribatua ez derste, dmentsio bat hartu beharko
da kontuan. Eman dezaguhn funtzioaren minimo baten ondoan hasten dela fase-ibilbate
8.21 irudian erakusten den bezala.funtzioa handitzen ez bada (bere deribatua positiboa ez
delako) soluzioa ez da minimotik urrunduko eta oreka egoakiaango da. Funtzioa higidura-
konstantea bada, batez beste soluzioa ez da aldendukdywbilduko ere: oreka egonkorra
izango da, baina ez asintotikoki egonkorra. Deribatua titegm badal/ etengabe txikituko da
eta soluzioak oreka-puntura joko du. Deribatua positikadabfuntzioa handituz joango da eta,
oreka-puntutik oso hurbil hasi arren, handik urrunduko da.
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8.8.2 Teoremaren frogapena

Teoremaren frogapen zehatZafuntzioaren eta bere deribatuaren jarraitasunean oipainri
da. Lehen kasuam,> 0 bakoitzeko ondokoa betetzeko moduko 0 bat dagoela frogatu behar
dugu: jatorrian zentraturiké erradiokoCs zirkuluko hastapen-baldintzei dagozkier(t), y(t))
soluzio guztiake erradiokoC, zirkunferentziaren barruan daude betikdjarraitua eta defini-
tu positiboa denez(’. zirkunferentzian zehar behe-borne bat dauka: M < U(z,y). Ja-
torrian nulua denez, beraren inguru@fp zirkulu bat aukera daiteke bere barndafr,y) =
|U(z,y) —U(0,0)] < M betetzeko moduan. Hastapen-baldintzazirkuluaren barruan auke-
ratzen bada, hasierako(z(ty), y(to)) balioa M baino txikiago izango da eta, soluzioan zehar
kalkulatutako deribatua negatiboa denézz da handitzen eta ezin irits daitekeraino eta are
gutxiagoC, zirkunferentzian dauzkan beste balioetaraino. Soluzibakaz, ez d. zeharka-
tuko. C, zirkunferentzia/-ren definizio-eremuan zegoela suposatu dugu inplizituki egia ez
bada, nahikoa da hipotesia betetzeko bezain txikia dee bésti dagokion erabiltzea.

Argi dago bigarren kasuan ere aurrenekoan ikusitakoazegtetela. Gainerd, < |(z,y)| <
0 eremutik abiatzen den soluzio bakoitzekdx(ty),y(ty)) = K baldintza betetzen da, solu-
zioaren menpekoa ddki > 0 konstante egoki batekin/ funtzioa jarraitua eta definitu positiboa
denezy > 0 erradio bat aukera daitekér, y)| < n zirkuluanU < K/2 izateko moduan. Ibil-
bidean zehat/ = K dugunez, soluzioak ez du, zirkunferentzia zeharkatuko; hortaz, ez du
jatorrirantz joko.

U definitu positiboa denez, hirugarren kasuko egonkortasimatikoa frogatzeko nahikoa
da ikusted/(t) = U(xz(t),y(t)) — 0 betetzen dela — oo limitean. Jatorritik kanpd’ behera-
korra da ¢U/dt < 0) eta(0,0) puntuan hartzen duen balio nulua behe-bornetzat daukazBer
limite ez-negatiboren baterantz dé&(t) > L = lim;_,., U(t) > 0. Eman dezagui > 0 dela.
U(0,0) = 0 denez,U(z,y) < L beteko dan > 0 erradio egokia duen jatorrian zentraturiko
zirkulu baten barruan. Lehen kasuan frogaturiko emaitzarelorioz,t > t, guztietarako solu-
zioan < |(z,y)| < e eraztunean egongo da, baifld/dt jarraitua eta definitu negatiboa denez,
goi-borne negatiboren bat izango du aipaturiko eraztun#anit < —K < 0. Beraz,

tdU
U(t) =U (ty) + o dt < U (tyg) — K(t —ty) — —o0, (8.92)
0
t — oo limitean. Bainal/ definitu positiboa denez, hau ezinezkoa da eta, ondafiez.

Laugarren kasuan zera frogatu behar dug: 0 jakin bat eta nahi bezain txikia dén> 0
bat aukeratuz, badagoelg-ren barruan hasité’. zeharkatzen duen soluzioren bétjarraitua
denez,M > U(x,y) borneren bat dagf(z,y)| < e zirkuluan. Bestalde, deribatua jarraitua
eta definitu positiboa dene@, < K < dU/dt borne positiboren bat dagt'2 < |(z,y)| < €
eraztunean. Beraz, soluziod2 < |(x,y)| < ¢ eraztunean hasten bada,era monotonoan
handituko da’. zeharkatu arte.

8.8.3 Adibideak

Azter dezagun hurrengo sistema dinamikoa:

T = =2y, (8.93)
y = 2 —y (8.94)

Jatorria oreka-puntu bakartua da; baina, hurbilketa lenealua denez, ez du inolako informa-
ziorik ematen. Liapunov-en funtzioak kalkulatzeko ez daggodo orokorrik, bain& definitua
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denetz egiaztatzen errazten duen ondoko egiturako fak=aia daitezKé, gehienetan saioak
huts egingo duen arren:
U= 2>+ ay®™. (8.95)

Kasu berezi honetan,
U = —4nz®"y + 2may*™* (:1:2 — y3) (8.96)

lortzen da.y-ren berretura bakoitiak dauzkaten bi gaiek ez dute zeifinitigik, baina ezaba
daitezken = m = 1 etaa = 2 aukeren bidez. Horreld] = 22 + 2y? definitu positiboa izanik,
U = —4y* deribatua erdidefinitu negatiboa dela ikusten dugu. Ondpjatorria oreka-puntu
egonkorra da. Deribatua definitua ez denez, Liapunov-etzituhonekin ezin erabaki dezake-
gu gainera asintotikoki egonkorra den ala ez. Horretarasidbako Liapunov-en funtzioren bat
beharko genuke, baina esan bezala Liapunov-en funtziokkzeko gai izatea salbuespena da
ohitura baino areago. I1zan ere, kasu berezi honetan 8.@kdarzenbakizko azterketak —lehen
erabili dugun Liapunov-en funtzioak ez bezala— jatorrimt@sikoki egonkorra dela frogatzen
du: ibilbide guztiak jatorrirantz doazardatzean zehar.

Yy

N

8.22 IRUDIA (8.94) sistemaren fase-espazioa.

Adibide honetan gertatzen dena erraz uler daiteke oikarazrazoibide kualitatibo batzuen
bidez. Hasierako baldintza ardatzean aukeratzen bada~= i = 0 izango dugu eta puntua
ardatz horretan zehar higituko da eta, gainera, jatotdaraeren, kasu horretanbalioaren eta
y = —y> deribatuaren zeinuak elkarren kontrakoak direngzixikituz joango baita. Ardatz
bertikaletik kanpo, sistema < 0 planoerdian hasten bada,> 0 izango da eta; handituz
joango da puntug > 0 planoerdira iritsi arte; eta ez da beheko planoerdira btuédo,y = 0
ardatzean; = z? > 0 baita. Puntuay > 0 planoerdian dagoenean,eta: balioek aurkako
zeinuak dituzte eta, beraz;| txikituz joango da: puntua ardatzerdi positiborantz joango da eta
handik oso hurbil dagoeneain~ —y3 < 0 denez, jatorrirantz joko du.

8.21 ARIKETA ErabiliU = 222 + 4?2 funtzioa ondoko sistemen jatorriaren egonkortasuna aiztab
datzeko:

&= —2° + x?, g = —2z%y — >, (8.97)
&= —y+ 223, y = 2x + 33°. (8.98)

Egiaztatu kasu hauetan ezin erabil daitekeela hurbilketalaren metodoa.

12, etay aldagaien funtzio koadratiko orokorragoak ere saia dedtetefinituak direnetz ikusteko 8.12 problema-
ren emaitza erabil daiteke eta. Agian, beste kasu batzyataliemaren fisikaz balia gintezke Liapunov-en funtzio
egokiaren egitura asmatzeko.
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8.8.4 Sistema mekaniko unidimentsional iraungikorrak

Azpimarratu behar day > 0 denean (8.71) sistema mekaniko iraungikorraren minimoen
egonkortasun asintotikoa frogatzeko, ez genuela Liap@mometodo zuzena erabili (Liapunov-
en funtziotzat erabili dugun energia mekanikoaren dendbaz da definitu negatiboa), hurbilketa
linealaren metodoa baizik. Eman dezadi(r) funtzioak minimo bakartua dueta= =* puntuan
eta

i=-V'(z)—g(x,)z (8.99)

sistema mekaniko orokorragoaiz, @) funtzioa ez dela negatiboa eta gehiefiezi) = (z*,0)
puntuan dela zeroa. Hori dela eta, energia mekanikoardediea erdidefinitu negatiboa izango
da:E = —g (x, %) #* < 0. Liapunov-en teoremaren ondorioz, aipaturiko puntua kgoa da;
baina oreka-puntuan izan ezik < 0 denez, energia mekanikoa monotono beherakorra izatea eta
soluzioa oreka-punturantz joatea —eta egonkortasun#otikoa izatea, beraz— espero dugu
fisikaren ikuspuntutik. Benetan horrela gertatzen deld¢1®[31] testuetan frogatzen da, adibi-
dez. Emaitza hau sistema mekanikoen energia mekanikolaneaiearen ondorioa da: bestelako
Liapunov-en funtzioekin, berriz, deribatu erdidefinitigagbo batetik ez da beti egonkortasun
asintotikoa ondorioztatzen.

8.22 ARIKETA Eztabaidatu
&4 y2?" T 4w =0, n=12,... (8.100)

osziladore ez-linealen egonkortasup&onstantea positiboa denean. Zer gertatzen ea) bada?

8.8.5 Sistema mekaniko unidimentsional kontserbakorrak

Bigarren motako Liapunov-en funtzio bat lehen integrala@da4.1.1 atalean ikusi genuenez,
fase-ibilbideen ekuazioa ematen du. Adibiderik garrasizna, baina ez bakarra, lehenago az-
tertu ditugun (8.15) sistema mekaniko kontserbakorre¢atatzen dar* puntuan energia poten-
tzialaren minimo bakartu bat badago, fase-espazjokd)) puntua energia mekanikoaren mini-
mo bakartu bati dagokio eta zentro egonkorra izango dagenerekanikoa higidura-konstantea
da eta.

Kasu berezi honetarako 8.7 atalean egindako azterketaejgkoa, zuzenean heda daiteke
kasu orokorrera. Notazioa erraztekbfuntzioaren maximoa edo minima@é, 0) puntuan dagoe-
la suposatuko dugu, baitéd(0,0) = 0 balioa aukeratu dugula ere. Oreka-puntuaren inguruko
Taylor-en garapena eginez, honela agertzen z&ige K balioari dagokion fase-ibilbidearen
ekuazioa:

0?U 02U 0?U

= 249 — 24 ... =K. 8.101
Ul y) = Gy (0,002 + 2520, 0)ay + 53 (0,005" + (8.101)

Hipotesiz,(0, 0) puntuan dagoen muturra minimoa edo maximoa da; beraz, orimiiéintza hau
betetzen da:
0*U 0*U

@(0’ 0) Oxdy
0*U 02U

(0,0)
> 0. (8.102)
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Baina, hauxe betetzen bada, oreka-puntutik oso hurbHitakledeen ekuazioaren oso hurbilketa
onaden 217 217 217

——(0,0)z% + 2 0,0 —(0,0)y* = K 8.103
ekuazio koadratikoa, elipse batena da. Beraz, oreka-pwetuiroa izatea espero dugu, eta horixe
da goiko teoremaren bigarren kasuak frogatzen duena.

8.9 Zentro ez-linealak

Praktikan gehienetan agertzen diren oreka-puntu ezbopkoak hurbilketa linealaren zen-
troei dagozkienak izaten dira. Erro karakteristikoak ikadak dira eta, 8.5.2 atalean ikusi ge-
nuen bezala, sistema ez-linealaren oreka-puntua foktio&ikioki egonkorra edo ezegonkorra
izan daiteke; eta batzuetan —hala nola 8.21 ariketarerakastLiapunov-en funtzio egokiaren
bidez froga daiteke horrelakoa dela. Baina atal honetaima@en-linealak aztertuko nahi ditugu:
nola froga daiteke hurbilketa linealean zentroa denarssi@soan ere horrelakoa dela?

Kasu bat aurreko atalean ikusi dugu: Liapunov-en teoremarglorioz, sistemaren lehen
integral batek minimo edo maximo bakartu bat badu orekdy@am azken hau zentroa da. Hori
gertatzen da sistema mekaniko kontserbakorren energiatg@laren minimoetan eta beste kasu
batzuetan, ondoko adibideak erakusten duen bezala.

8.23 ARIKETA Aurkitu
&= —y+ y=x—2zy (8.104)
sistemaren jatorriaren erro karakteristikoak eta ondtaio zentroa dela hurbilketa linealean. Frogatu
U=az?+1y% - 222 (8.105)

funtzioa lehen integrala dela eta minimo bat duela jatorfi¥olakoak izango dira jatorritik oso hurbil
dauden fase-ibilbideak?

Hurrengo ataletan askotan gertatzen diren bestelakoozerdinealak aztertuko ditugu.

8.9.1 Sistema dinamiko kontserbakorrak

Definizioz, sistema kontserbakorretan fase-espazioaa@era kontserbatu egiten da. Beraz,
horrelako sistemetan fokuak eta nodoak debekaturik ddnaeglakoen inguruan fase-espazioa-
ren azalera handituz baitoa ezegonkorrak direnean, ddiduixiasintotikoki egonkorrak badira.
Horrelako sistemen hurbilketa lineale@nA = 0P/0x(0,0) + 0Q/0y(0,0) = 0 denez, oreka-
puntua ondoko hiru motatakoa izan daiteke soilik, bai Hikelé linealean eta bai sistema osoan
ere:

1. det A > 0 bada, zentro egonkorra.
2. det A < 0 bada, mendate ezegonkorra.

3. det A = 0 denean, hurbilketa linealaren oreka-puntua ez da bakékius 8.3 problema)
eta bestelako metodoren bat erabili behar da sistema oso@alea aztertzeko.

8.24 ARIKETA Froga ezazu (8.104) sistema kontserbakorra dela. Egidats-espazioa 8.23 iru-
dikoa dela.
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8.23 IRUDIA (8.104) sistema dinamikoaren fase-espazioa.

8.9.2 Sistema dinamiko hamiltondarrak

Liouville-ren teoremaren arabera sistema hamiltondakmakserbakorrak direnez, horrela-
koen zentro linealak sistema osoaren zentroak dira beti.

8.25 ARIKETA Froga ezazu (8.104) sistema hamiltondarra dela.

8.9.3 Sistema dinamiko itzulgarriak

Azter dezagun ondoko sistema mekaniko unidimentsiop&lanstantea denean:
&4y + w?r =0, n=12... (8.106)

Osziladore ez-lineal honen jatorrian zentro lineal batudinyrbilketa lineala osziladore harmo-
nikoa baita.

8.26 ARIKETA Froga ezazu (8.106) ekuazioari dagokion

i=y,  §=-wz—qy" (8.107)

sistema dinamikoa ez dela kontserbakorra (eta, beraz,lazhdmiltondarra) eta ezin dela energia
mekanikoa erabili Liapunov-en funtziotzat.

Hiperbolikoa ez den oreka-puntu hau aztertzeko sistensameetria erabiliko dugu; izan ere,
(8.107) sistema denbora-alderanzketarekiko aldaezinaday) — (—t, z, —y) aldaketa egiten
badugu, sistema bera ez da aldatzen. Beraz, fase-ibilbkisthak «biki» bat du, aurrekoaren
ardatzaren inguruko islapena egin ondoren aurkako ibiitm@anzkoa aukeratuz lortzen dena,
alegia. Argi dago foku baten inguruan fase-espazioak eain dezakeela horrelako simetriarik;
beraz, fokuak debekaturik daude eta hurbilketa linealestraa badago, gauza bera gertatuko
da sistema osoan.

Testuinguru orokorrean, eman dezagun fase-espazioaritaldfin x' = R(x) transforma-
zioa bi aldiz aplikatuz hasierako puntua berreskuratzém @®(R(x)) = x. Sistema dinamikoa
(t,x) — (—t, R(x)) transformazioarekiko aldaezina badaylgarria dela esaten dugu eta hur-
bilketa linealean zentroak diren puntuak, mota berekoeksistema osorako. (Ikus [29] testuli-
burua.)
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8.24 IRUDIA (8.107) sistemaren fase-ibilbide bat eta bdia.

8.27 ARIKETA Froga ezazu (8.104) sistema itzulgarria dela. Zein da éapazioak erakusten
duen simetria?

Kasu berezi gisaj = F'(z) sistema mekaniko kontserbakorren energia potentziatamen
moak zentroei dagozkiela ikusten dugu berriro ere, hdteetdstemak, hamiltondarrak eta kon-
tserbakorrak izateaz gain, itzulgarriak baitira.

8.10 Muga-zikloak

Soluzio periodikoak, fase-espazioko orbita itxiei dagemkk hain zuzen, ez dira urriak. Esa-
terako, potentzial-putzu batean harrapatuta dagoerkpkrtlasikoa, minimoaren inguruko or-
bita periodiko batean higitzen da. Oreka-puntuaren inguaszilazioen kasuan, soluzio perio-
dikoen familia oso bat dugu, baina beste kasu batzuataga-ziklo bat —hau da, bere ingurune
batean beste inolako soluzio periodikorik ez daukan ogetéodiko bakartu bat— ager daiteke.
Adibide bat ikustearren ondoko sistema ez-lineala azertiugu:

T = Ax—y—x<x2+y2), (8.108)
yo= z+xy—y(a®+¢7). (8.109)

Sistema dinamiko hau adibide akademikoa denez, funtseasroaza da.

8.28 ARIKETA Egiaztatu (8.108)—(8.109) sistema honela idazten deledep@tu polarretan:

Fo= Ar—r, (8.110)
o = 1 (8.111)

Koordenatu hauetan, beraz, sistema bitan banantzen dbh@tezie angeluarra bistakoa da:
v =t — to. (8.110) ekuazioaren = 0 puntu finkoari dagokiorniz, y) = (0,0) oreka-puntuaren
egonkortasun aztertuko dugu hasteko.

8.29 ARIKETA Froga ezazu (8.108)—(8.109) sistemaren berretzaile taarstikoakk = A + ¢
direla, eta (8.110) ekuazioareha= \.
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8.25 IRUDIA (8.108)—(8.109) sistemaren fase-espazioa,—0.01 baliorako.

Bi bide hauetatik gauza bera lortzen da, nogkk 0 denean jatorria foku asintotikoki egon-
korra da —8.25 irudian ikusten den bezala— kta 0 balioetarako foku ezegonkorra. Hortaz,
A = 0 balioan oreka-puntuaren egonkortasuna aldatu da: adarkat —Hopf-en'® adarkatzea

deitzen dena— gertatu da.

8.30 ARIKETA Nolako oreka-puntua da (8.108)—(8.109) sistemaren jatare= 0 denean?

Baina aipaturiko adarkatzean zerbait gehiago gertat8dil @) ekuazio erradiala puntu finko
bat eduki beharrean bi dauzka ondoren:= 0 beti existitzen da, baina = /A oreka-puntua
A = 0 denean sortzen da preseski. Hau guztiau 8.26 irudian @eakda era grafikoan: puntu
asintotikoki egonkorra lerro jarraituaren bidez adierdaieta ezegonkorra lerro etenaz.=
0 puntuan, puntu asintotikoki egonkor berriaren sortzaarbltera gertatzen da = 0 puntu
finkoaren ezegonkortasunaren hasiera.

8.31 ARIKETA Aurkitu (8.110) ekuazioaren = /A puntu finkoaren berretzaile karakteristikoa
eta ondorioztatu asintotikoki egonkorra dela. Erabili&dlean ikusitako metodo grafikoa 8.26 irudi-
ko adarkatze-diagrama beste modu batera egiaztatzeko.

8.26 IRUDIA (8.110) ekuazioaren adarkatze-diagrama.

Orain, (8.110) ekuazioaren = /A puntu finkoa (8.108)—(8.109) sistemaren orbita itxia
(zirkularra: 2 + > = )) eta, beraz, periodikoa da. Gainera bakartua denez, v/ orbita
muga-ziklo bat dugu.

r = v/ puntua asintotikoki egonkorra da eta mota berekoa izangd day?> = A muga-
zikloa ere. 8.27 irudian ikus daiteke erakarle unidimemtal hau.

13 Heinz Hopf (1894-11-19, Breslau, Alemania, gaur egunean Poloniakociaw; 1971-06-03,
Zollikon, Suitza). Topologia algebraikoari buruz egin mdan batik bat. Bektore-eremuak aztertu

zituen eta kurbadura integralaren formula baten aurk@aaia. Puntu finkoaren Lefschetz-en teorema
orokortu, homotopia-klaseak aztertu eta bere izenekealda definitu zuen.
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8.27 IRUDIA (8.108)—(8.109) sistemaren fase-espazica,1/2 baliorako.

8.32 ARIKETA Aurkitu (8.110) ekuazioaren soluzio esplizitua eta fragatluzio guztiak (bat izan
ezik: zein?) muga-ziklorantz doazela» oo limitean.

8.16 probleman ikusiko dugunez, bere inguruko orbitak raldan dituen muga-ziklo eze-
gonkorrak eta erdiegonkorrak ere ager daitezke. Azkenkhbagutik oso hur dauden orbitak
erakartzen dituzte eta kanpoko ibilbide hurbilak aldamajzdo alderantziz.

Liapunov-en hurbilketa linealaren antzera, badago mikljaen egonkortasuna aztertzeko
teoria batFloquet-en teoriadeitzen dena, hain zuzen. Baina Floquet-en berretzailedikan
kalkulatzea askoz ere zailagoa izaten da. Egia esan, &igkibat 0so erraza da: zikloaren no-
rabide tangenteari dagokiona nulua da beti. Adibidez0@-1(8.109) sisteman aipaturiko berre-
tzaile nulua, eboluzioa zikloaren norabidean azaltzemdue: 1 ekuazioari dagokio eta bestea
erradioaren norabideari (ete2\ da, zergatik?).

Jarraian aipatzen dugun teorema ospetsuaren araberadehi&usitako portaerak dira, fun-
tsean, gerta daitezkeen guztiak bi dimentsioko sistentnaatoen kasuan: soluzioa puntu finko
baterantz (edo infiniturantz) doa, periodikoa da, edo solperiodiko batera jotzen du.

8.3 TEOREMA (Poincaré eta Bendixson)Eman dezagun planok® eremua trinkoa (hau da,
bornatua eta itxia) dela eta bertan (8.5)—(8.6) sistemaadirkoak ez duela inolako puntu finko-
rik. Ibilbide batt > ¢, aldiune guztietark eremuan badago, itxia (periodikoa) da edo ibilbide
itxi baterantz doa; edozein kasutéR,eremuan ibilbide itxi bat dago.

Emaitza honen frogapena Hirsch eta Smale-ren [20] libuauski daiteke, adibidez.
Atal hau amaitzekd,iénard-en ekuazio orokortua aztertuko dugu:

2+ f(z)d + g(x) = 0. (8.112)

Ekuazio hau osziladoreen eredu orokorra da eta, kasu lggseziosziladore harmonikoa eta van
der Pol-ena lortzen dira. Orain,

Flz) = /0 " fu)du, G(z) = /O " g(w) du (8.113)

definizioak eginikLevinson eta Smith-en teorema—Liénard-en teoremaere deitzen dena—
aipatuko dugu. (Frogapena Simmons-en [9] testuan aurlakgerzakurleak.) Eman dezagun on-
doko baldintzak betetzen direla:
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¢ [ bikoitia da eta deribatu jarraitua du.

e Badago hurrengo bi baldintzak betetzen dituen 0 konstante bat:
0 < z < adeneant'(z) < 0 da, eta
x > a guztietarakd”'(z) positiboa eta monotono gorakorra da, l&t@, ., F'(z) = oc.

e ¢ bakoitia day > 0 deneary(z) > 0 dugu, etgy/(z) jarraitua da.
e lim, ., G(z) = oo.

Orduan, Liénard-en (8.112) ekuazio orokortuak, jatomiguratzen duen soluzio periodiko ba-
karra dauka eta beste soluzio guztiak—= & = 0 puntu finkoa izan ezik, jakina— bertarantz
doazen espiralak dira.

8.28 IRUDIA Van der Pol-en osziladorearen muga-zikdea 2 baliorako.

Izan ere, aurreko adibidearen muga-zikloa bezain errazieebeste bat 7. gaian ikusi ge-
nuen, (7.35) van der Pol-en osziladorea aztertzean. Mik¢iafmura 8.28 irudian erakusten da
bertarantz doazen orbita batzuekin batera. Kasu honetsmlioa handiegia da 7.4.2 ataleko
perturbazio-azterketa zuzenean erabili ahal izatekei iBerri dugun teoremaz baliatu behar da
hemen.

8.33 ARIKETA Egiaztatu van der Pol-en (7.35) ekuazioak Levinson etalBaritteoremaren hi-
potesiak betetzen ditueta> 0 denean eta, beraz, muga-ziklo asintotikoki egonkor baedue

8.11 Dimentsio gehiago...

Bi dimentsioko fase-espazioak sailkatzeko Poincaré-gtagmoa, funtsean, Poincaré eta
Bendixson-en teoremarekin amaitu zen; baina, zer genataesistema dinamikoen dimentsioa
hiru edo handiagoa denean? Erraz asmatzen da bi periodgébdgo) dauzkan soluzioak (ba-
kartuak zein familia jarraitu batekoak, erakarleak zeiagemkorrak) ager daitezkeela; baina,
Poincaré-ren beraren lan aitzindariek eta, batez erendabgeita hamar urteko garapenek fro-
gatu dutenez, hiru dimentsiotatik gora dinamikaren akla@berastasuna askoz ere handiagoa
da eta kaos determinista deitutako fenomeno erakarg@elracaiteke.
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8.10 atalean Hopf-en adarkatze batek (8.108)—(8.10®rs&tn oreka-puntuaren egonkor-
tasuna deuseztatzen zuen, muga-ziklo asintotikoki egdmkiosortzen zen une berean; hau da,
erakarle puntual bat unidimentsionala eta periodikoa a=stebbatekin ordezkatzen zen. Hopf-
en bigarren adarkatze baten ondorioz, muga-zikloarenkegt@suna desager daiteke bi periodo
dauzkan erakarle bidimentsional bat agertzeko. 8.29%ouadibidean,
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8.29 IRUDIA (8.114)—(8.116) sistemaren proiekzioak etmParé-ren sekzioa.

i
y

z

x(a—b+z+d(1—22)) —cy, (8.114)
y(a—b+z+d(1—22))+cx, (8.115)
az — <x2 +y? + 22) (8.116)

sistemaren orbita baten zati bat ikusten dax= 2.01, b = 3, ¢ = 0.25 etad = 0.2 balioe-
tarako.y, = etaz ardatzen norabideetan lorturiko proiekzioak irudiko (&), eta (c) parteetan
ikusten dira, hurrenez hurren. Lehen oktantearen erditexrinorabideari dagokiona, ordea, (d)
delakoan erakusten da. Aipaturiko kasuetan, proiekzmidez hiru dimentsioko sistema dina-
mikoaren soluzioen adierazpen bidimentsionalak lortzem Gauza bera egiteko, badago beste
aukera batPoincaré-ren sekzioadeitzen dena. Azken metodo honetan soluzioaren eta gaina-
zal jakin baten arteko ebakidura-puntuak marrazten ditaliko (e) zatian, adibidez, soluzioa
y = 0 planoan dagoenean dagozki@n =) koordenatuek definituriko puntua marraztu da. Edo-
zein kasutan, 8.29 irudia arretaz aztertuz, portaerantagaaren ondoren, orbita bi dimentsioko
gainazal itxi batean kiribiltzen dela ikusten da. Erakdmb@en forma geometrikd@ru izenaz
ezagutzen da topologian, eta toruaren geta- 0 planoaren ebakidura bi zirkunferentzia dira
(zirkunferentzia topologikoak dira hauek, ohiko zirkurefietzia apurtu gabe deformatuz lor dai-
tezkeenak). Irudiko orbitatik hasierako portaera iragarg&kezabatu da, sistema erakarlearen 0so
hurbil egoteko behar bezain tarte luzea pasatu dela etpuktis praktikotik erakarle barruan
dagoela pentsatu ahal izateko asmoz. Hastapen-baldiakdatu ondoren, berriro portaera ira-
gankorra igaro arte itxaroten bada, lortzen den orbitapgkogu kualitatibotik baliokidea da: ez
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da berdina, baina gainazal berean antzeko moduan biebiliz. Erakarlea toruaren azala da,
eta ez orbita bakar bat, dimentsioa 0 edo 1 zenean gertatreazzbezala. Erakarlea bera ez
da soluzioa —soluzioak dimentsio bateko kurbak dira— haneka-puntuak eta muga-zikloak
bezalaxemultzo aldaezinada: multzoan puntu bat duen edozein soluzio, barruan egdago
betiko (eta betidanik).

Muga-ziklo baterantz jausten den orbita (ia) periodikogpddaera iragankorra indargabetu
denean. Antzeko gauza bat gertatzen da, 8.29 irudikoadlerarakarle baterantz doan orbita
batekin, baina orain bi periodo egongo dira tartean: t@mar sekzio nagusietariko bakoitzaren
inguruan bira bat egiteko behar den denbora-tarteak peibad definitzen du. Higidurhipe-
riodikoa dela esaten da. Bi periodoak elkarneurgarriak badira, habetaien zatidura zenbaki
arrazionala baddl{ /T, = p/q), orbita itxia eta periodikoa da1; = pT> periodoa onartzen
baitu. Kasu orokorrean, berriz, bi periodoak ez dira elgargarriak izango eta orbita, itxia izan
beharrean, era dentsoan estaliko du torua, hau da, edargutgtik nahi bezain hurbil pasatuko
da. Muga-zikloen kasuan bezalaxe, bi dimentsioko toru@zegrak eta erdiegonkorrak ere ager
daitezke.

Fase-espazioaren dimentsioa lau bada, hiru dimentsiokizanaldaezinak ager daitezke.
Esate baterako, hiru periodo dauzkan orbitak egon daitezkedimentsioko toruetan. Era be-
rean, dimentsioa handia (edo infinitua) bada, periodo ekithigidurak gerta daitezke. lIzan ere,
Landau-retf ereduan, jariakinen higidura azaltzen duten deribatwzjadetako ekuazioen fase-
espazioa dimentsio infinitukoa denez, elkarren segidakofdo adarkatzeek oszilazio-modu
berriak kitzikatzen dituzten heinean portaera lamindereirbulentura igarotzen da. Gaur egun
badakigu, ordea, hau guztiau ez dela beharrezkoa portaspilotsua agertzeko. . .

8.12 ...eta kaos determinista

Izan ere, nahikoa da sistema dinamiko autonomo ez-lirgaldimentsioa hiru izateleaos
determinista izenaz ezagutzen diren portaeretako batzuk agertzekdid&dik entzutetsuena
Lorenz-en sistema dugu:

t = o(y—x), (8.117)
) = rT—y— Tz, (8.118)
Z = zy—bz. (8.119)

Sistema honen orbita baten hiru proiekzio cartesiarrakéeta) = (60°, 30°) Euler-en angeluei
dagokien norabidean kalkulatutakoa 8.30 irudian biltzea,& = 10, b = 8/3 etar = 27
balioetarako.

Orbita ez da periodikoa eta, portaera iragankor labur babigndoren, multzo korapilo-
tsu batean dago. Multzo aldaezin hdwrenz-en erakarleaderitzo eta egitura fraktalekoa —
zehazkiago esateko, Cantortemultzoaren egiturakoa— denedgitxia dela esaten da. Gainera,

14 Lev Davidovich Landau (1908-01-22, Baku, Errusia; 1968-04-01, Mosku). Egin zlsema
eragin handikoa izan zen. Aipatu behar dira tenperaturakuefisikan, fisika atomiko eta nuklearrean
eta plasmen fisikan egindako ekarpen teorikoak. Helio diién superfluidotasunari buruzko bere
teoriari esker, 1962ko Fisikako Nobel saria eskuratu zuen.

15 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-03-03, San Petersburg, Errusia; 1918-01-06,
Halle, Alemania). Multzoen teoria sortu zuen eta infinikrakontzeptuaren oinarri sendoak ezarri
zituen zenbaki transfinituen teoriarekin. Lehenengozdtoguen zenbaki errealak ez direla zenbaki-
garriak, baita ia zenbaki guztiak transzendenteak direlaSerie trigonometrikoei buruz ere egin zuen
lan.




200 8 Egonkortasunaren teoria

8.30 IRUDIA Lorenz-en erakarleko orbita baten proiekzioak

kaotikoa da, hasieran oso hurbil dauden soluzioak era esponemtziateuntzen baitira bata bes-
tearekiko, 8.31 irudian ikus daitekeen bezala. Bertaaidagaiak) < ¢ < 25 tartean duen ebolu-
zioa erakusten ddyo, yo, z0) = (3,97,0) eta(zo, yo, 20) = (3.0001,97,0) hastapen-baldintzen
multzoei dagozkien orbitetan zehar. Hastapen-baldintgakhurbil daudenez, irudian hasieran
bi orbitak ez dira bereizten, baina beraien arteko disiardzo era azkarrean handitzen da eta
nahiko tarte labur bat igaro ondoren~¢ 14) zeharo desberdinak dira, biak oraindik (eta betiko)
erakarle berean egon arren.

U )
\w

8.31 IRUDIA Hasieran oso hurbil dauden bi soluzio.

8.12.1 Hastapen-baldintzen menpekotasun sentikorra

Soluzio hurbilen arteko distantziaren handitze espomaathartzen da kaos determinista-
ren definiziotzat, etdastapen-baldintzen menpekotasun sentikorradeitzen zaio. Hastapen-
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baldintzak zehaztean (edo zenbakizko kalkuluak egiteaim}aez egiten diren erroreen leherketa
da, preseski, sistema kaotikoen izaera matematikoakietmkren iragarpenari egiten dion oz-
topo praktikoa. Azpimarratu behar da aipaturiko sistemakig deterministak direla: existentzia
eta bakartasunaren teorema betetzen dute. Beraz, prateirkizuna doitasun 0soz aldez au-
rretik kalkula badaiteke ere, praktikan erroreak sailzstd dira eta, era esponentzialean han-
ditzean, aurresana hondatzen dute denbora-tarte (labuuee) bat igaro ondoren. Lorenz-ek
beraktximeleta efektu izen bitxia asmatu zuen fenomeno hau izendatzeko: egaraldiragar-
penik onenak —etorkizunean tresna tekniko onenen bidemegdiirenak barne— hondatzeko
gai omen da tximeleta batek hegoak astinduz sorturiko peatioa.

Esan behar da urruntzea esponentziala dela soluzioewo ditt&intzia 0so txikia den bitartean
bakarrik: portaera iragankorra igaro ondoren ibilbidet@gkzerakarlean daudenez, beraien arteko
distantzia ezin izan daiteke erakarlearen diametroa bendiagoa.

8.12.2 Liapunov-en berretzaileak

Lehenago aipatu ditugun hastapen-baldintzei dagokighifi8ia bestelako hastapen-baldin-
tzekin eginez gero, ikuspuntu kualitatibotik berdina destb irudi bat lortuko genuke (multzo
geometriko berean egongo da orbita berria), baina xehstlist-hala nola gingiletako batean
soluzioak bakoitzean ematen duen denbora-tartea— gudizeddinak izango lirateke. Erakar-
lea bera aldaezina da eta —ikuspuntu praktikotik, doitasatematiko osoz ez bada ere— orbita
bertan egongo da, portaera iragankorraren ondoren; aaflarzehazki jakitea aldiune bakoi-
tzean erakarleko zein puntutan dagoen. Orbita hurbilekadistantzia infinitesimala batez bes-
tean||x;(t) — x2(t)|| ~ ke moduan aldatzen bada,koefizientea.iapunov-en berretzailea
(egia esan, Liapunov-en berretzaile maximoa) da, defmi2igpositiboa denean sistema kaoti-
koa da. Liapunov-en berretzaileak kaosaren neurri kusifiitta ematen du, orbitaren hastapen-
baldintzen oroimena galtzeko behar den denbora karatiead /\ baita.

8.34 ARIKETA Aurkitu (8.83) penduluaren Liapunov-en berretzaileriktlienay = 0,0 < v < 2
etay > 2 balioetarako.

8.32 IRUDIA Rdssler-en erakarleko orbita baten proiekkioa
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8.12.3 Okinaren transformazioa

Rossler-en adibide akademikoa Lorentz-en sistema baikiaggpa izaten da kaosaren fun-
tsezko mekanismoetako bat ulertzeko. Aipaturiko sisteimadikoak (Lorentz-enak bezala) antz
erraza du:

T = —y-—z, (8.120)
§ = z+by, (8.121)
2 = b+ (z—a)z (8.122)

(Hemena = 4.5 etab = 0.2 hartuko ditugu beti.) 8.32 irudian orbita baten hiru praiekcarte-
siarrak etgd, ) = (59°, —41°) norabidean egindakoa biltzen dira. Berriro ere, hiru ditsieko
fase-espazioko azpimultzo batean dagoen orbita irregulez-periodikoa) da. 1zan ere, denbora-
tarte luze bateafr, y) planotik oso hurbil dagoela ikusten dugu, baina bertanrdikaren oso
hurbilketa ona lortuko dugu (8.120)—(8.121) ekuazioetan( egitean:

T = —y, (8.123)
gy = x+by. (8.124)
8.35 ARIKETA Froga ezazu (8.123)—(8.124) ekuazioen orbita, erradiakgoreko espirala dela.

= <O
B, Lo
> {}f’ ]

8.33 IRUDIA Okinaren transformazioa.

Emaitza honen arabera,= 0 planotik hurbil dagoenean sistema kanporantz doan espiral
batean higituko day ardatzerdi positiboaren inguruarbalioa (8.122) ekuazioah > 0 egiteko
bezain handia izan arte. Hau gertatzen dene&anditzen hasten da,ardatzerdi negatiboraino
heldu baino askoz lehenage= b+ (x —a)z deribatua negatibo bihurtzen den arte. Ordudri-
kituz doa eta orbita = 0 planoaren ingurura itzultzen da. Bak: 0 espiralean higitzen denean
eta baiz positiboa denean ere, soluzioen arteko distantzia eranespoalean handituko da, hau
da, hastapen-baldintzen menpekotasun sentikorra egaang®.38 irudian argi ikusten denez,
orbita bakoitza beste guztietatik urruntzen da. Gainerg, 0 banda batean dauden ibilbideak
Z > 0 denean zabalduz doan beste banda batean daude baina,ayeta,haux, y) planotik
hurbil dagoen lehenagoko bandaren gainean tolesten dzesriikoitz honetan «zabaltzeari»
esker orbitak esponentzialki urruntzen dira eta «tolestatn» bidez fase-espazioan ibilitako
eremua bornaturik egotea lortzen da. Hauxe dugu kaos deistanen funtsezko mekanismoe-
tariko bat, etaokinaren transformazioa® deritzo ogi-orea labean sartu baino lehenago egiten
dena gogoratuz: arrabolaz orea zabaltzen da osagaiak emaml( kaotikoan») nahasteko, eta
gero tolestu egiten da mahaitik ez irteteko.

pjrudienez, izen berriak aukeratzeko hizkuntza klasiusejo beharrean, izen bitxiak edo publizitatearen ikus-
puntutik erakargarriak omen direnak nahiago dituzte kants-gizarte honetako zientzialariek.
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8.34 IRUDIA Rdssler-en erakarlearen egitura fraktala.

8.12.4 Erakarle bitxiak

Erakarlea kaotikoa izateko behar den Liapunov-en beitetpasitiboa multzo aldaezina
zabaltzean sortzeaz gain, erakarlearen egitura geométilapilotsua ere sortzen du okinaren
transformazioak. Alde batetik, sistema iraungikorra defase-espazioko bolumena txikituz doa
etengabe; beraz, erakarlea multzo aldaezina denez, boloohgkoa izango da ezinbestez. Bes-
talde, behin eta berriro tolesten denez, infinitu geruzadaaultzoan. Infinitu geruzak bolumen
gabe dauzkan multzo bat nahiko bitxia izango da eta, izaneeagarle bitxia dela esaten da.
8.34 irudian erakusten den erakarlearen egitura georoetfikktala —edo, zehazkiago, Cantor-
en multzo bat'— dela esaten da.

8.35 IRUDIA Duffing-en erakarlearen estroboskopio-setkio

Fisikan interesgarria den adibide baten erakarle bitxiara#o dugu orain. Bira fisikan as-
kotan agertzen den bi putzuké(z) = —12? + ;2* potentziala eta bertan higitzen den partikula
klasikoa. Marruskadura eta kanpo-indar sinusoidala #sl@uffing-en ekuazioalortzen da:

P4yt —x+2° = fcoswt. (8.125)

lkus 8.27 problema.
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Hemen~ = 0.2, f = 0.3 etaw = 1 balioak hartuko ditugu (kanpo-indarra nulua den ka-
sua 8.18 probleman aztertzen da). Ekuazioa autonomoa ez,dase-espazioak hiru dimentsio
dauzka, baina hirugarren aldagatadénbora) periodikoa den kosinu funtzioan agertzen denez,
kanpo-indarrat mod 27 aldiune guztietan berbera izango da. Duffing-en erakateagitura
errazago ulertzeko Poincaré-ren estroboskopio-sekei@dliko ditugu:(t, z, ) espazioan ibil-
bide osoa marraztu beharredp,balio bat aukeratuko dugu etanod 27 = t, betetzen den
bakoitzean x, &) puntuaren posizioa marraztuko dugu. Hots, (zenbakizkodlesskopio batez
baliatzen gara fase-espazioan sistema adierazten duéumapem «argazki» balr «segundo-
tan» behin egiteko, beti negatibo berean. Kanpo-indartargeriodoa hamasei tarte berdinetan

0.9

8.36 IRUDIA Duffing-en erakarlearen estroboskopio-se&izimod 27 = 0 kasuan.

zatitu ondoren{ mod 27 = 0,7/8,7/4,...,157/8 balioei dagozkien estroboskopio-sekzioak
marraztu ditugu 8.35 irudian. Irudiko puntu guztiak orlibtgkarrekoak dira. Erakarlea kaotikoa
denez, beste orbita bat erabiliz gero, puntu bakoitzarsizijpa zeharo desberdina izango da,
baina puntu guztiak dauden objektu geometrikoa, erak&déa zuzen, berbera da eta, puntu
bakoitzari so ez bagaude, kasu guztietako irudia berbéasedeaten du. Estroboskopio-sekzioa
periodo batean zehar nola itxuraldatzen den arretaz zeteltadugu, erakarlea zabaltzen den

heinean tolestu ere egiten dela argi ikusten dugu: okinaaesformazioaren eraginaren adibide
ederra.

B35

—113 ~110
8.37 IRUDIA Duffing-en erakarlearen estroboskopio-seamo handipenak.

Erakarlea multzo aldaezina izanik periodo bakoitzeanrb#ébiesten denez, infinitu geru-
za izan beharko ditu, hau da, 0oso egitura geometriko karspia. Hau argiago ikusteko lehen
sekzioaren handipen bat egin da 8.36 irudian. Goian ikus¢enlaukizuzena 8.37 irudiko ez-
kerraldean handitu da eta argi dago 8.36 irudian banda leakiixurakoak zirenak, egia esan,
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hainbat bandaz osaturikoak direla. Eta handipen hau bdrainditzen badugu (aipaturiko irudi-
ko eskuinean ikusten den bezala), banda bakoitzean bahteggedaudela ikusten dugu. Hau
eskala guztietan gertatzen da, panpina errusiar batearantgitura bakoitzaren azpian, egitu-
ra gehiago. .. infinituraino. Eskala-aldaezintasuna {ddibkademiko errazetan zehatza eta kasu
errealistagoetan hurbila dena) Cantor-en multzoen esdyant, fraktalen ezaugarrietako bat izaten
da. Beraz, hastapen-baldintzen menpekotasun sentikeskaar kaotikoa izateaz gain, erakarlea
bitxia da.
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8.13 Problemak
8.1 Verhulst-en'® ekuazioa Aztertu
& = er — ox?
ekuazioaren oreka-puntuen egonkortasuet@o parametroen zeinu guztietarako.
8.2 Froga ezazu puntu ez-kritiko batetik abiatzen den
©=Pry), y=0C0(y)

sistema erregularraren soluzio bat ezin hel daitekeelaepantu bateraino aldagai independen-
tearen balio finitu batean.

8.3 Eztabaidatu
T = anr + any, Y= anT + any

sistema linealaren jatorriaren egonkortasunas, — ai2a2; = 0 denean.
8.4 Aztertu,e parametroaren zeinu guztietarako, ondoko sistemaremiggtn egonkortasuna:
T =ex +vy, y=—T+ey.
8.5 Eztabaidatu hurrengo sistemaren puntu kritiko guztiemkgadasuna:
O 2 O 2
rT=x—1 —ay, Yy =3y —xy—2y°.

8.6 Mendate ez-linealaFroga ezazu ondoko sistemak eta bere hurbilketa lineadgidate eze-
gonkor bat dutela jatorrian:
T =, y = —y -+’

Aurkitu hurbilketa linealaren kasuan oreka-puntuareraegpegonkorra eta ezegonkorra. Kon-
tsideratu orain sistema ez-lineala, frogats 0 zuzena ety = x? /3 parabola multzo aldaezinak
direla eta ondorioztatu jatorriaren barietate egonkotaaegegonkorra direla hurrenez hurren.
Marraztu bi sistemen fase-espazioak.

8.7 Aztertu ondoko sistema ez-linealen jatorriaren izaera:
@ =yt +y?), g=-—av+y®+yY),
() d=y-—a@®+y?), y=-z-y®+yd).

8.8 Ikertu ondoko sistemaren jatorriaren egonkortasuna:

T =2y — 2, Y =3x — 2z, z =bx —4y.

8pjerre Francois Verhulst (1804-10-28, Brusela; 1849-02-15, Brusela). Zenbakieridd buruz lan egiten hasi
arren, laster gizarte-estatistikaz arduratu zen, bertgrulpzioaren hazkunde-legea —geometrikoa zela uste zen
lehenago— aztertu zuelarik. Populazio biologikoen elioluzleskribatzen duen bere izeneko ekuazio ez-lineala
proposatu eta aztertu zuen.
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8.9 Aztertu ondokoaren soluzio nuluaren egonkortasuna:

i=—y—a° y=x—y>

8.10 Eman dezagun# j balioetaraka:;; = —a;;, etaa;; < 0 baldintzak betetzen direla. Froga
ezazuy !, 7 Liapunov-en funtzioaren bidez,

n
T = Z a;;T;
j=1
sistema linealaren soluzio nulua egonkorra dela.
8.11 o parametroaren zein baliotarako da egonkorra
T =aar—1y, Y=y — z, Z=az—1x
sistemaren puntu finkoa?

8.12 Forma definituak FrogatuU(z,y) = ax? + bxy + cy? funtzioa definitu positiboa dela
baldin eta soilik baldiru > 0 etab* — 4ac < 0. Zein da definitu negatiboa izateko baldintza
beharrezko eta nahikoa?

8.13 Aztertu (0, 0) puntuaren egonkortasuna ondoko sisteman:

1
T = —5953 + 2z, U=y

8.14 Erabili Liapunov-en funtzio egokia hauxe frogatzeko:

t=y—xf(x,y), y=—z—yf(z,y)

ekuazio-sistemaren jatorria asintotikoki egonkorra gen&orra) da baldin eta #0, 0) nulua
bada ere— jatorriaren ingurune bateéin, y) > 0 (f(x,y) < 0) bada. Zein izango da orbiten
geometria puntu kritikoaren inguruan?

8.15 Aztertu . . .
U1:§y2+(1—COSQI>, U2:§($+y>2+$2+§y2

Liapunov-en funtzioek

T =1, Yy=—y—sinz
sistemaren jatorriaren egonkortasunari buruz ematem dufigrmazioa. Nola azter liteke erraza-
go aipaturiko egonkortasuna?

8.16 Froga ezazu
- z . Y 2 2 2
l‘——y—f-;f(r), y—x+;f(7’), (T =7 +y)

sistemakf(r) funtzioaren erro bakoitzeko soluzio periodiko bat dueleinZda ibilbide itxien
noranzkoa? Nola aztertuko genuke beraien egonkortaswnrithsistemaren soluzio periodiko
guztiak eta beraien egonkortasuf@) = r(r — 2)?(r?> — 4r + 3) kasu berezian.
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8.17 Aurkitu

sistemaren puntu kritikoak eta ibilbideen ekuazioa. Matrdase-espazioa.

8.18 Biz & — = + 2® = 0 ekuazioa. Aurkitu ibilbideen ekuazioa eta marraztu fasgagioa. Zer
gertatzen da ezkerreko gaiati gai iraungikorra{ > 0) gehitzen bazaio?

8.19 Duffing-en ekuazioaKontsidera ezazit + v — = + z* = 0 ekuazioaren jatorria > 0
denean. Marraztu beraren barietate egonkorra eta egidmtatakarleen osinen arteko muga de-
la.

Oharra: Erakarle batera jotzen duten soluzioak pasatzen diretuptako leku geometrikoa, era-
karlearerosina—edo erakarpen-osina— da.

8.20 Aztertui = (cosz — 1) sin z ekuazioaren fase-espazioa.

8.21 Aurkitu & = 2?2 — \z + 9 ekuazioaren adarkatzeen= )\, balio kritikoa. Marraztu fase-
espazioa\ = 10 eta\ = )y kasuetan.

8.22 Marraztu ondoko sistemaren fase-espazioa:

i =a® -y, y:Qx(x2—y).

8.23 Marraztu ondoko sistema dinamikoaren fase-espazioa:

t=y—y, §=-r-y
8.24 Aurkitu
L X (22
T = y—i—\/m[l (z —l—y)},
- Y ) 2
y = :c—i-i\/m {1 (x —l—y)}

sistemaren muga-zikloa eta eztabaidatu bere egonkogasun
8.25 Frogatu ondoko ekuazioak muga-ziklo bat duela:
it (af—1)i+2 =0.
8.26 Aurkitu 8.24 problemako sistemaren Liapunov-en berrégzaaximoa.

8.27 Dimentsio fraktala. Egiazta ezazu, espazioko azpimultzo «arruntak» (purtflkkbiba edo
gainazal leun bat, poliedro baten barrua, ...) estaltzekadeko N(¢) ~ ke~ kubo behar
direlac — 0 limitean,d balioa azpimultzoaren dimentsioa (0, 1, 2, eta 3 aipatuadibideetan)
bada. Frogatu, multzoaren tamainaren menpekoa izan amamtsioaren independentea den
konstantea ezabatzeko, ondoko era baliokidean idatdaiteaipaturiko emaitza:

d— _1im 2N

e=0 Ine

(8.126)

Ondorioz, adierazpen hau erabil daitelkentsioarendefiniziotzat. AztertuCantor-en multzo
hirutarra , 8.38 irudian ikusten den modu errepikarian definitzen dena
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e segmentu batetik hasita, erdiko herena kentzen da;

e geratzen diren bi herenetan gauza bera egiten da, balaviteadiko herena ezabatzen de-
larik;

e geratzen diren segmentu guztietan prozedura bera ertepikda;
o ...

Limitean geratzen diren puntuen multzoa da Cantor-en mbitzitarra. (Cantor-ek berak defini-
turiko zentzu zehatzean, muga-multzoan hasierako segarebeste puntu daude, zeren batean
eta bestean dauden puntuen artean bana-banako korresfmadat eraiki baitaiteke.) Froga-
tu multzoaren luzera nulua dela eta kalkulatu bere dimeat€)ndorioztatu dimentsioa osoa ez
dela eta, beraz, multzdeaktala dela.

8.38 IRUDIA Cantor-en multzo hirutarraren eraikuntza.

8.28 Lotka eta Volterra-ren ekuazioak Gerratean Adriatikoko uretan marrazoak ugaltzea azal-
tzeko, Volterra-k harrapari eta harrapakinaren eredukdassortu zuen. Elkarrekintzan ari diren
populazioen dinamika deskribatzeko eredu hura, honelaaddaiteke unitate egokietarn> 0
parametroaren bidez:

r = z(l —y), (8.127)
= —ay(l —z). (8.128)
Sistemaren soluzioa ezin idatz daiteke oinarrizko fumtzibidez, baina ibilbideen ekuazioa erra-

za da. Aurkitu beraren adierazpena. Aztertu sistemarekagyantuen egonkortasuna eta egin
fase-espazioaren zirriborroa.

8.39 IRUDIA Burdin hari leunean sarturiko alea.
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8.29 8.39 irudiko burdin hari leun erdizirkularra abiadura angeluarraz ari da biratzen ardatz
bertikalaren inguruan. Eztabaidatu alearen oreka edatdn angeluen egonkortasuna, dimentsio
gabeko) = w?R/g parametroaren bitartez.

8.30 Diferentzia finituetako ekuazioak (berriz) 3.37 probleman diferentzia finituetako ekua-
zio linealak ebazteko Euler-en metodoa erabil daitekdelaiigenuen, baita ondoko adibidea
aztertu ere:

Ty = Tp_1+ Tp_2,

n indizea osoa delarik. Eztabaidatu sistema dinamiko digkrenen oreka-puntuen egonkorta-
suna.

8.31 Existentzia eta bakartasunaren teoremari esker, badékigu-1"'(x) egiturako ekuazioa-

ren fase-espazioko orbitek ez dutela elkar ebakitzen. €maiau kontuan harturik, nola uler
daitekeV potentzialaren maximo bati dagokion zeladura-puntu bdiegrama klasikoa? (lkus
8.40 irudia.) Iruzkina egin erantzunari.

8.40 IRUDIA Mendate baten inguruko fase-espazioa.

8.32 Potentzial zentrala Biz V' (r) potentzial zentralean higitzen denmasadun partikula pun-
tuala. Aztertu dagokion problema unidimentsional baliei eta aurkitu momentu angeluarraren
L balio bakoitzeko oreka-puntuak definitzen dituen baldn&ztabaidatu beraien egonkortasu-
na.V(r) = —k/r™ deneann-ren zein baliotarako izango dira egonkorrak? Egiaztakemz
emaitza ez delan, L etak balioen menpekoa. Zer azaltzen du problema baliokideanetup
baten egonkortasunak partikularen benetako higiduranzsu

8.33 Indar-eremu unidimentsionala Zergatik dira periodikoak indar-eremu unidimentsional
batean higitzen den partikularen orbita bornatu guzti8k@ta hiru dimentsiotan, berriz, indarra
zentrala bada, hofw = —k/r potentzial newtondarrekin efd = kr? potentzial harmoniko
isotropoarekin bakarrik gertatzen dela frogatzerBeurand-en'® teoremak.)

19 Joseph Louis Francois Bertrand(1822-03-11, Paris; 1900-04-05, Paris). Hemen aipatzen du
gun teoremaz gain, zenbakien teoria eta geometria difgadsti buruz egin zituen lanak gogoratzen
dira; baina ezagunagoa da probabilitateen teorian egindlkitrpenei esker. Batez ere, Bertrand-en
paradoxa aipatu behar da azken arlo honetan.
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8.34 Orbita zirkularrak erlatibitate orokorrean . 7.11 probleman ikusi denez, erlatibitate oro-
korrean Kepler-en problemaren orbitaren ekuazioa houela idaitekgr, ) koordenatu pola-

rretan:

d*u 1 )

d—goz +u= 2—? +epu”,
u = 1/r delarik.p semilatus recturdelakoa positiboa da eta, oro hagso txikia. Aurkitu ekua-
zio honen oreka-puntuak eta aztertu beraien egonkortaStogatu puntu finko bakoitza espazio
fisikoko orbita zirkular bati dagokiola. Egiaztatu= 0 balioari dagokion kasu ez-erlatibistaren

emaitza ezagunak eta hemengoak elkargarriak direla.

8.35 Erabili 8.34 problemaren azterketa, 7.11 delakoan audetu Merkurioren prezesioaren
periodoa modu arinean kalkulatzeko, eszentrikotasunkixitrbiten kasu berezian.

8.36 Zer gertatzen da 7.12 problemaren oreka-puntuaren egaskoarekin txikia ez denean?

8.37 Nola erabil daiteke

oF oF

baldintza betetzen dudhi(z, ) funtzio ez-konstante bat,

:t:P(:L‘7y)7 y:Q(x,y)

sistemaren —agian bakartuak edo hiperbolikoak ez direnatupiinkoen egonkortasuna azter-
tzeko? Erabili emaitza
T+ 2xx =0

sisteman, noi’(z, y) = 22 + y etay =  diren.
8.38 Kontsideratu (8.57)—(8.58) sistema dinamikoa:

T = -Y,

y = x—y"
Aurkitu sistemaren oreka-puntua eta froga ezazu egonkledean = 0,1,2,3,5,7, ... balioeta-
rako. Noiz da asintotikoki egonkorra?
I[radokizuna Aztertu banan-banam = 0,n = 1,n =2 etan = 3,5, 7, ... kasuak.

8.39 Zer gertatzen da 8.38 problemako sisteman 4, 6, 8, . .. denean?

8.40 Partikula bat marruskadurarik gabe higi daitékerradioko eraztun bertikal batean zehar,
azken honen punturik gorenetik malguki batez loturik dégyde Malgukiaren luzera propio&
da eta konstante berreskuratzaite&roga ezazu higidura-ekuazioa

mR*$ + mgRsin ¢ — kR? (2 cosg — 1> Sing =0
dela, koordenatu orokortutzat 8.41 irudikangelua aukeratzen badugu. Aurkitu orekaren adar-

katze-diagrama, dimentsio gabekoe= fn—’; > (0 parametroaz baliatuz.
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8.41 IRUDIA 8.40 problemako sistema mekanikoa.

8.41 Orbita zirkularrak Schwarzschild-en?° soluzioan Erlatibitate Orokorrean partikula pun-
tual baten grabitazio-eremua deskribatzeko erabiltzensiduzioan, fotoien orbitek betetzen
duten bigarren ordenako ekuazio diferentzialak ondokeriehtegrala onartzen du unitate geo-

metrikoetan G = ¢ = 1):
ar\* (-2 ]
d\ r)r2 b2’

nonr distantzia polarra der/ izarraren masa etexjotze-parametroa» (momentu angeluarraren
eta linealaren zatidura). Gainera, denboraren otdparametro «afina» erabili da. Aztertu orbita
zirkularren existentzia eta egonkortasuna. Frogatu tofikib < 3%/2M jotze-parametroarekin
datorren fotoia harrapatua izango deta= 2M erradioan dagoen «horizontea» zeharkatuko
baitu.

f(y)

8.42 IRUDIA 8.42 problemakg(y) funtzioaren grafikoa.

8.42 Kontsideratu
Yt
ar VY

20 Karl Schwarzschild (1873-10-09, Frankfurtam Main, Alemania; 1916-05-11s@am, Alema-
nia). 16 urterekin argitaratu zuen bere lehen lan zientfikoekanika zerutiarrari buruz. Astronomian
eta astrofisikan lan egin zuen, besteak beste izarren sgraosfertatzen diren erradiazio-prozesuak
aztertu zituelarik. Espektro atomikoen teoria kuantikoaaitzindarien artean dago, baina, agian, eza-
gunagoa da Einstein-en ekuazioen lehen soluzio zehatkiwezumelako. Gainera soluzio hori garran-
tzitsuenetakoa da, izar bakunen grabitazio-eremua diedgken baitu.
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ekuazio diferentziala, nofi(y) funtzioak 8.42 irudiko grafikoa duen. Aurkitu oreka-purkeda
eztabaidatu euren egonkortasuna. Marrgz@) = 1/2 etay(0) = 2 betetzen ditutzen soluzioen
grafikoak eta aurkitu kasu horietan lortzen diten,_, .., y balioak.
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9. GAIA

Sturm eta Liouville-ren
mugalde-problemak

All progress is precarious,

and the solution of one problem

brings us face to face with another problem.
Martin Luther King Jr.

Mugalde-problemak hastapen-baldintzenak baino zailagrzden dira eta kontu handiagoz
ibili behar da existentzia (eta bakartasuna) bermatzekdittzak ezartzerakoan. Gai honetan
aztertuko dugun horrelako problemen familia bakarra @ partzialetako zenbait ekuazioren
ebazpenarekin loturik dago.

Sarrera moduan, azter dezagun

0, baldin0 <z </,
Viz) = { oo, bestela (©.1)

potentzial-putzu infinituan dagoen partikula kuantikoare

R d*
“omad Y (9.2)

Schrédinger-en ekuazioa, ondoko mugalde-baldintzekierba
¥(0) = v(l) = 0. (9.3)
Honela idazten da problema hau= ¢ eta) = 2mFE/h?* definizioen bidez:
v+ y=0, y(0)=y()=0. (9.4)

Ekuazio hau ondo ezagutzen dugun osziladore harmonikik&aena denez, dagokion so-
luzio orokorra hauxe da:

y(z) = Acos VAz + BsinVz. (9.5)

Beraz, mugalde-baldintzak
A=0, BsinvVM=0 (9.6)

215
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dira. Soluzio bakarra nulua da,= n*w? n = 1,2, ..., etaw = /¢ betetzen diren kasuetan izan
ezik. Soluzio ez-nulua onartzen duten kasu hauetan,

y = C), sin nwx (9.7)

dugu,C,, konstantea hautazkoa delarik.

9.1 ARIKETA Zer gertatzen da = 0 edo) < 0 bada? Iruzkina egin erantzunari.

Gai honetan aztertuko ditugun problemetan, oro har, ekuhfarentzialak bigarren ordenako
lineal homogeneoak izango dira,

ao()y" + a1 ()Y’ + az(x)y = 0, (9.8)
eta mugalde-baldintzak linealak eta homogeneoak:
ary(a) + azy'(a) =0,  Biy(b) + fay'(b) = 0, (9.9)
a? + a2 # 0 etaB? + 32 +# 0 balioekin. Hala ere, kasu orokorragoei buruz ere zertt@sango
dugu.
9.1 Funtzioen biderketa eskalarra

(a,b) tartean definituriko funtzio erregularren espazioetaftues linealaz gain, funtzioen
arteko ondoko biderkadura eskalarra definitzen da:
b

(f.9), = | F@g@)pa)de = [ Flg(a) dn. (9.10)

a a

b

Hemen,p(z) > 0 pisuak definituriko

plw) = [ plw) du (9.11)

neurria monotono gorakorra da.

9.2 ARIKETA Egiaztatu (9.10) definizioak biderkadura eskalar hermiggadefinizio-baldintzak
betetzen dituela:

1. Definitu positiboa da:

£, =0, (9.12)
f,f)p = 0 < f=0. (9.13)

2. Hermitearra da:
(9. 1), ={f.9), (9.14)

3. Eskuin-lineala da, zerenetab konstanteak badira hauxe betetzen baita:
(h,af +bg), =a(h, f),+blh,g),. (9.15)

Ezker-lineala al da?
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Beste edozein biderketa eskalarrekin bezalgxsgktore bater f||, norma (hau da, funtzio
baten norma) honela defini daiteke:

172 =147.0), = [ 17(@)Pola)d (9.16)

Orobat, normak|f — ¢||, distantzia eta konbergentziagrmarekiko konbergentzia deitzen
dena) definitzen ditu:

fu £, baldin 1§~ 2= [ 1)~ ful) pla) de 0. (0.17)

(a, ) tartean definituriko norma finituko funtzio erregularraludikan espazio lineal 0so txi-
kiena L?(a, b; du) ikurraz izendatuko dugu: bertan Cauchy-ren segida guftiake > N(¢)
guztientzat]| f,, — f..|| < e baldintza betetzen dutenak) konbergenteak dira. (Riersarinte-
gralaren ordez Lebesgue-rena erabili behal.8{a, b; di) espazioan.) Pisua(xz) = 1 denean,
dp = dx dugu, eta notazioa laburtzeld (a,b) = L*(a, b;dz) eta{g, f) = (g, f), erabiliko
ditugu.

f etag funtzioak (p pisuarekiko)rtogonalak direla esaten da beraien biderkadura eskalarra
nulua badayf, g>p = 0. Era berean{¢, ¢, ...} bektore-sistemartonormala da, ¢; funtzio
bakoitzaren norma unitatea izateaz gain, funtzio bikokeitza ortogonala bada:

(s Sum), / (@) b () p() dz = Sy, (9.18)

Hemend,,,,, Kronecker-en! delta da:
5o = 1, baldinn =m
"1 0, baldinn #£ m.

9.3 ARIKETA Egiaztatul?(a,b) espazmko{ 5 sinnwz :n=1,2,. } bektore-sistema or-
tonormala delay = 27 /(b — a) aukera egiten badugu

(9.19)

Froga daitekeeneZ,?(a, b; du) espaziodilbert-en? espazioada, banangarria delako: ba-
daudemultzo ortonormal osoak, hau daf{¢:, ¢», . . .} oinarri ortonormal zenbakigarriak. Ondo-
rioz, f € L*(a, b; du) espazioko edozein bektofg koefiziente konstanteetako konbinazio lineal
infinitu konbergentearen moduan garatu daiteke multzoortoal batean:

F=>" fudn- (9.20)
n=1

! Leopold Kronecker (1823-12-07, Liegnitz, Prusia, gaur egun Poloniako Legn®91-12-29,
Berlin). Ekarpen handienak funtzio eliptiko, ekuazio &igeko eta zenbaki algebraikoei buruzkoak
dira. Cantor-en multzoen teoriaren aurkako mugimenduaweus izan zela gogoratzen da. Matemati-
kan zenbaki osoak eta urratsen kopuru finituak erabiltzerziin arrazoibideetara mugatu behar zen
bere iritziz:Jainkoak osoak sortu zituen, gainerako guztia gizakiakada

2 David Hilbert (1862-01-23, Konigsberg, Prusia, gaur egun Errusiakoniarad; 1943-02-14
Gottingen, Alemania). Geometria oinarri sendoetan ezaren 1899kdGrundlagen der Geometrie
maisulanean, eta handik hona matematikan erabili direldoetxiomatikoetan oso eragin handia
izan du. Fisikan garrantzi handikoak dira analisi funtzi@an egindako ekarpenak, Hilbert-en espa-

zioak barne. Einstein-ek baino lehentxeago argitaratienitgrabitazio-eremuaren ekuazioak, baina
ez zuen inoiz ere lehentasuna aldarrikatu eta duela guikétketek erlatibitate orokorraren sortzaileak berak ja-
kinarazi zizkiola frogatu bide dute. Hilbert-en 23 probkgmoraindik guztiz gainditu gabe dagoen erronka handia
izan dira XX. mendeko matematikarientz&rundlagen der Mathematittelakoaren 1934 eta 1939ko liburukietan
matematikaren tinkotasuna ezartzen saiatu zen, bainal-®kd®31n frogatu zuenez, helburua ezinezkoa zen.
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Honek esan nahi du zera betetzen d€las oo limitean:

2

:/ab

p

2

N
‘ F=> fatn p(z)dr — 0. (9.21)
n=1

fz) - Z;l fnon(x)

9.4 ARIKETA Froga ezazu (9.20) garapena bakarra dela eta koefizientelko adierazpenek
emandakoak direla:

b—
fo=onid), = [ B@ 1 @ple) da. (9.22)

9.2 Ekuazio adjuntua

Definizioz,
L = ao(x)D* + ay(2)D + ay(x) (9.23)

eragile linealarelh.agrange-ren adjuntu formala hauxe da:
Lt =@yD* + (2a, — @) D + @) — @, + . (9.24)

Hori dela eta, bigarren ordenakg = 0 ekuazio lineal homogeneo bakoitzafy = 0 ekuazio
adjuntua dagokio.

9.5 ARIKETA Egiaztatu ekuazio adjuntua honako hau dela:
Lty = [y~ [a@y] + ety =0 (9.25)
L eragilearerkonkomitante bilineala
P(z,y) =ao(zy —Z'y) + (a1 — ap) Zy (9.26)
moduan definitzen badugu, ondoko propietateak betetzan dir

Lagrange-ren identitatea
— d
Zly — Lizy = —P(Z,y) . (9.27)
dx

Green-en formula

z=b

b
ZLly — Lizy)de =P (Z,y) (9.28)
A )

zZ=a

9.6 ARIKETA Frogatu Lagrange-ren identitatea eta egiaztatu honerriorzlezena den Green-&n
formula honela ere idatz daitekeela

z=b

(z,Ly) — (L'z,y) = P (Z,y) (9.29)

zZ=a

9.7 ARIKETA FrogatuLft = L.

3George Green (1793, Sneinton, Ingalaterra; 1841-05-31, Sneinton). &den baino ez zituen argitaratu eta
haietariko gehienak —garrantzitsuena denkEssay on the Application of Mathematical Analysis to thecFies of
Electricity and Magnetisrbharne— 40 urterekin Cambridge-ra ikasle joan baino lehertakarpen garrantzizkoenak
potentzialaren teorian egin arren, elektrizitatea, fddramika, optika eta akustika ere landu zituen.
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L eragilea(formalki) autoadjuntua dela esaten da bere adjuntu formalaren berdina denean:
LT = L.

Eragile adjuntuaren (9.24) definizioaz baliatuz, erraasgiizen da ekuazioa erreala denean
(@; = a;) —hau da, eragilea erreala denean={ L)— ondoko hiru baldintzak elkarren balioki-
deak direla:

L = L, (9.30)
d = a, (9.31)
Ly = (aoy') + azy. (9.32)

9.8 ARIKETA Froga ezazu ekuazioa erreala eta autoadjuntua denearuggia:d
P (Ev y) = a()W [Ev y] ) (933)
z=b
<Zv Ly> - <LZ, y> = a()W [Ev y]

(9.34)

zZ=a

Jakina, ekuazio guztiak ez dira autoadjuntuak, baina leoidlatz daitezke beti zereh,= L

izanik ,
p(x) = exp [/: Wdu] (9.35)

definitzen badugu, erraz ikusten baita= (pL)" eragilea autoadjuntua dela eta, ondorioz,

(9.36)

z=
zZ=a

(2, pLy) — (pLz,y) = (2, Ly), — (Lz,y), = pacW [z, Y]

9.9 ARIKETA EgiaztatuL eragile lineal erreal oro autoadjuntu bihurtzen dela 0 funtzio ez-
negatiboarekin biderkatuz, baita (9.36) betetzen dela ere

Hemendik aurrera eragile erreal formalki autoadjuntuakrézera mugatuko gara eta ekua-
zioa forma autoadjuntuan idatziko dugu:

Ly = (apy’)’ + ayy = 0. (9.37)

9.10 ARIKETA Idatzi forma autoadjuntuan hurrengo ekuazioak:

Legendre : (1-2?)y" =22y +n(n+ 1)y =0, (9.38)
Laguerre : 2y’ + (1 —2)y + My =0, (9.39)
Hermite : Yy —2xy + My = 0. (9.40)

9.3 Sturm eta Liouville-ren problemak

Eman dezagufu, b) tartean
Ly = [P(2)y] + Q(z)y =0 (9.41)

ekuazio lineal autoadjuntua dugula eta berign) > 0 izateaz gainP(a) > 0 etaP(b) > 0
betetzen direla. Bestalde,funtzio bat dago(a, b) tarteanp(z) > 0 izateaz gainp(a) > 0 eta
p(b) > 0 balioak dituena. Eraiki dezagun

Ay Q) (9.42)

I
|
|
3
8
S~—
Q\
|
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adierazpenak emandako= —/l)L eragile lineala eta azter dezagun

(9.43)
balio propioen problema,

Ly = [P(2)y) + [Q(z) + Ap(x)]y = 0 (9.44)
edo

Ly = —Ap(2)y (9.45)

moduetan ere idatz daitekeena. Azpimarratu behat @aagilea ez bezalad,, delakoa ez dela
beti erreala eta formalki autoadjuntua.

9.11 ARIKETA Frogatu honako propietate hau:

z=b
. (9.46)

<27Ay>p - <AZ,y>p = 7P($)W [Ev y]

Sturnf eta Liouville-ren problema bateaf eragilea benetan autoadjuntua izateko mugalde-
baldintzak aurkitzen saiatzen da:

(z,Ay), = (Az,y),.

(9.47)
Izan ere, azken hau da, laster ikusiko dugun funtsezkonefeogatzeko behar den baldintza
matematikoa eta, (9.46)-en ondorioz, ondoko moduan ertadala

PO)W [2.] () = P()W [£,y] (a) = 0. (9.48)

Hauxe lortzeko bide bakoitzeko Sturm eta Liouville-renipemna bat definitzen da, hala nola
jarraian definitzen direnak.
Problema erregularra

Baldintza lineal homogeneoak ezartzen dira honelakoetan

W) =0 <= oyla)+ay(a) =0,

(of +0a3 #0), (9.49)
< Siy(b) + Bay'(b) =0,

(87483 #0).  (9.50)
Problema periodikoa
P(a) (b) baldintza betetzen denean, problema periodikoa aztezkdaibndokoa es-
katzen bada:

, 9.51
o) =) ©-5
Problema singularra

Hauen artean mota desberdinetakoak daude. Adibidez
r"-f-‘h“}

4 Jacques Charles Francois Sturn(1803-09-22, Ginebra, Suitza; 1855-12-18, Paris). Batez e
gai honetan azterturiko teoriari esker gogoratzen badugweometria diferentziala eta proiektiboa,

ekuazio diferentzialak, optika geometrikoa eta beroaneimpena ikertu zituen. Polinomioek tarte
\W batean dituzten erroen kopuruari buruzko emaitza interedgat frogatu zuen.
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e P(a) = 0 bada,lV(b) = 0 ezarri ondoren: — « limiteany etay’ bornatuak izateko
eska daiteke.

e P(b) = 0 bada,W(a) = 0 ezarri ondorerr — b limiteany etay’ bornatuak izateko
eska daiteke.

e P(a) = P(b) = 0 badira, nahikoa da muturretgretay’ bornatuak izatea.

(a,b) tartea bornatua ez denean ere problema singularra detanekat

9.12 ARIKETA Frogaezazu Sturm eta Liouville-ren problema ororen babipipak errealak direla
eta, eragilea erreala bada, bektore propio errealak adkitezkeela.

9.13 ARIKETA Froga ezazu Sturm eta Liouville-ren problema batean batipip desberdinei da-
gozkien funtzio propioaki(y,, = —\,,py,,) elkarren ortogonalak direla:

b
o)y = [ 900 (2)o() d = gl (9.52)

Problema erregularra bada, eragilea autoadjuntua da @étkoteorema froga daiteke analisi
funtzionalaren bidez (ikus [22] edo [31]).

9.1 TEOREMA Sturm eta Liouville-ren problema erregular batean infirti@alio propio daude,
n — oo limitean infinitura doan

AM <A <o <A, < v (9.53)
segidan ordenatu daitezkeenak. Balio propioak bakunak djj-ri dagokiony,, funtzio propioa,

erreala izateko moduan aukera daiteke étab) tarteann — 1 zero ditu preseski. Balio propio
desberdinei dagozkien funtzio propioak ortogonalak dira:

sty = [ 9@ (2)00) i = S (955)

Funtzio propio ortogonal normalizatuen multzaea, = v,/ ||y || ,, sistema ortonormal osoa da
eta f € L*(a,b;du) funtzio oro —mugalde-baldintzak betetzen ez baditu erermarekiko
konbergentea den seriean garatu daiteke:

f = i fn¢na fn = <¢n> f>p - /ab ¢n($)f(x)p(x) dx. (956)

Gainera, f eta f’ zatikako jarraituak badira, hauxe betetzen dac (a,b) puntu guztietan —
baina ez beti etab muturretan— ohiko konbergentziaren zentzuan:

flz+0)+ f(x—=0
2

L ) (9.57)

Azter dezagun berriro gaiaren hasieran aztertutako ashbid
v+ y =0, y(0)=y)=0. (9.58)

w = 7 /¢ definitzen badugu, balio propioak= n*w? dira.
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9.14 ARIKETA Froga ezazu dagokion multzo ortonormal osoa hauxe dela:

On = \/%sin nwe. (9.59)

Beraz,f etaf’ funtzioak|0, /] tartean jarraituak badira,

o0

2
f(@)=> cpsinnwz, ¢, = Z/ f(z) sin nwz dz (9.60)
n=1 0
Fourier-en® sinu-serieakonbergentea izango da < (a,b) puntu guztietan. Ikus daitekeenez,
x = 0, ¢ puntuetan serieali-ra jotzen du —hauexek dira mugalde-baldintzak!— etd @y eta
f(¢) balioetara, oro har. Bestalde, seriea periodikoa denenfma2/ da) |0, /] tartetik kanpo ere
konbergentea izango da, batufa/) tarteanf (x)-ren berdina de/ periodoko funtzio bakoitia
izanik.

9.15 ARIKETA Eman dezaguifi(x) = 1 dela. Froga itzazu ondoko erlazioak:

4

T (9.61)

Con = 0; Con+1 =

Zein izango da

sm 2n+1
— .62
z_;) 2n +1 (9.62)

seriearen batura lerro zuzen erreal osoan?
Problema singularrak askoz ere zailagoak izaten dira etaterokorra testu honen arlotik
at dago, baina zera aipa dezakegu: balio propioak ez dirdbaktinak eta espektroa —balio
propioen multzoa— diskretua edo jarraitua izan daitelkeago, espektroan zati batzuk jarraituak

izan arren, beste batzuk diskretuak izan daitezke.
Hemen, adibide moduan, ondoko probleffial ) tartean aztertzera mugatuko gara:

zy”" +y' + vy = 0. (9.63)

Jatorria puntu singularra denez, aztertuko dugun probidunatzioar — 0 limitean bornatua
izateko etay(1) = 0 baldintza betetzeko eskatuko da.

9.16 ARIKETA Egiaztatu aldagai independenteaten v/ Az aldaketa eginez, ekuazioa 0 ordena-
ko Bessel-en ekuaziora laburtzen dela.

Ekuazioaren soluzioa, beraz,= AJ, (\/Xx) + BY, (\/Xx) da. Y, funtzioak jatorrian di-

bergentzia logaritmiko bat duene, = 0 aukeratu behar da. Gainetgl) = AJ, (V) = 0
bete behar denez, balio propiodkfuntzioaren zero positiboen karratuak izango dira. D.8 iru
dian susmatzen denez, aipaturiko zeroak infinitu dira let&j berri dugunaren ondorioz, ondoko
baldintzak bete behar dituzte:

(Jo (o), Jo (ama)), = /01 xJy (anx) Jo () dz =0, (9.64)

n # m etaJy (a,) = 0izanik.

5 Jean Baptiste Joseph Fourie1768-03-21, Auxerre, Frantzia; 1830-05-16, Paris). Meitt-
ka huts eta aplikatuan egindako ekarpenez gain, beroapsanl@rtasunaren teoria matematikoa zor
diogu: berak aurkitutako barreiapen-ekuazioa ebazteldterEDaniel Bernoulli, Lagrange eta bestek
lehenago ezagutzen zituzten bere izeneko serie trigomimez baliatu zen.
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9.4 Fourier-en serieak
Osziladore harmonikoaren kasuan mugalde-baldintzagikdak erabiltzen badira,
" o T _ Z / _z — o/ z
rew=o () =u(E) v()-v(3). e
funtzio propio ortogonalak sinuak eta kosinuak dira.

9.17 ARIKETA Froga ezazu osziladore honen balio propioak(n = 0,+1,4+2,...,w = 27/T)
direla eta dagokion sistema ortonormala ondokoa:

1 2 2
{ﬁ}u {\/;smnwx.n— 1,2,...}U {\/;cosnwm.n— 1,2,...}. (9.66)

Beraz, edozeirf funtzioren

ap+ Y aycosnwz + Y by, sin nwz (9.67)

n=1 n=1

Fourier-ren seriea eraiki daiteke, hurrengo koefizientedez:

T/2

G — / (9.68)
T/2
T/2

a, = / x) cos nwx dx, (9.69)
T/2
T/2

b, = / x) sin nwz dz. (9.70)
T T/2

Fourier-ren serieak—17"/2,T/2) tarteanf-rantz jotzen du normarekiko. Gainerfeta f’ za-
tikako jarraituak badiray € (—7/2,7/2) puntu guztietar{ f(x + 0) + f(z — 0)) /2 balioaren
berdina da seriaren batura. Aipaturiko tartetik kanpel’/2,7'/2) delakoanf-ren berdina den
T periodoko funtziorantz joko du. Testu askotankoefizientea (9.69) formularen bidez kalku-
latzen da eta, beraz, seriea ondoko era baliokidean ideaten

% + Y ancosnwz + Y by, sin nwz. (9.71)

n=1 n=1

f(z)

X

—1T 0 T

9.1 IRUDIA f(z) = 0(zx)sin z funtzioa(—m, 7) tartean.

9.18 ARIKETA Kalkulatuf(x) sin x funtzioaren Fourier-en serida , 7) tartean.
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9.5 Sturm eta Liouville-ren problema inhomogeneoa

Azter dezagun orain problema inhomogeneo bat,

Ly = [P(@)y] + [Q(z) + Mp(x)]y = f(2), (9.72)

honela ere idazten dena:
Ly = —Ap(2)y + f. (9.73)

Mugalde-baldintzak hauexek izango dira:
ary(a) + azy'(a) =0,  Biy(b) + B2y’ (b) = 0. (9.74)
Dagokion problema homogeneoaren multzo ortonormal osaguézen badugu,
Lon = —Aapbn,  (Gns ), = O (9.75)

nahi dugun soluzio erregularrak ondoko garapena izango du:

o0

y(zr) = Z Cn®n (). (9.76)

n=1

Orain, adierazpen hau muturretan ere beteko da, bertanldedigaldintzaren ondorio zuzena
baita. Hortaz, zera beteko da:

i ) Catn(2). (9.77)

9.19 ARIKETA Egiaztatu azken baieztapena.

Eman dezaguri/p € L?(a, b; du) dela; beraz{¢,} oinarrian garatu daiteke,

x) i fabns o= (b, f / Pn(z (9.78)
n=1
eta,p > 0 denez,
n=1

Baina azken emaitza ondoko kasuotan bakarrik bete daiteke:

1. X balioa espektroan ez badado;- \, # 0 eta, berazg, = f,,/ (A — \,) da eta problema
inhomogeneoak soluzio bakarra du:

Z it 9.50)

2. X espektroan badagd,= \,, bi kasu gerta daitezke:

(@) f, = (¢, f) # 0 denean ez dago soluziorik.
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(b) fp = (¢, f) = 0 bada,

y=> ani% +Co, (9.81)

n#p
erako infinitu soluzio daudé, konstantea hautazkoa baita.

Korolario moduan, kasu berezi honi dagokimredholm-en hautabidearen teoremadugu:
edo problemainhomogeneoak soluzio bakarra du edo prolilemageneoak soluzio ez-nuluren
bat du ¢, kasu honetan). Beste testuinguru batzuetan ere betetzeardana hau: ekuazio alge-
braiko linealen sistemen kasuan ere aplikatzen dela gagbeharko luke irakurleak.

Azter dezagun ondoko adibidea:

v+ y=—x, y(0)=y) =0. (9.82)

Hemenw = /¢ definizioa eginez gero, balio propioak= n%w? (n = 1,2,...) dira eta bek-
tore propioakp,, = ,/2/¢sinnwx. Nahikoa da, beraz, Fourier-en sinu-seriearen koefizgnte
kalkulatzea.

9.20 ARIKETA Egiaztatu,f = —x denean hauxe dugula:

—1)" 263/2
(Pns ) = V207 (9.83)
nm
Ondorioztatu soluzioa ondokoa dela:
20 K (—1)" sin nwa
= — -— 9.84
- Z n (A — n2w?) (9-84)

n=1
9.21 ARIKETA Erabili ekuazioaren soluzio orokorra mugalde-baldintpesblema ebazteko eta
egiaztatu emaitza honako hau dala 0 denean:

B ¢sinVz oz
yi)\sin\/XK A

Emaitza hau eta lehenago aurkitutakoa berdinak al dirayZdatzen dax < 0 bada? Zein da
erantzuna bi metodoetan= 0 kasuan?

(9.85)

9.6 Green-en funtzioa

Lay = f(z), (9.86)
ary(a) + agy'(a) =0,  Bry(b) + Bay'(b) =0 (9.87)

problema inhomogeneoarédreen-en funtzioa (edo Green-en bi puntutako funtzioa) gai
inhomogeneoaren ordez Dirac-en delta erabiliz lortzerkdsnarer(z (z, s) soluzioa da:

LyGi(z, s) = d(z — s), (9.88)

a1Gy(a, 8) + asG\(a,s) =0, L1GA(b, s) + S2G)\(b, s) = 0. (9.89)

Problema homogeneoaren soluzio-oinarri ortogonal bdiileraGreen-en funtzioa (9.80)
eta (9.78) adierazpenek emandakoa izango da.

6 Erik Ivar Fredholm (1866-04-07, Stockholm, Suedia; 1927-08-17, Stockhold@tzi zituen
lanak gutxi izan ziren, baina kalitate eta zorroztasun Heradk. Hautabidearen teorema ospetsuaz
gain, ekuazio integralei eta espektro-teoriari buruz égko ekarpenak gogoratzen dira.
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9.22 ARIKETA Egiaztatuf(x) = §(x — s) denean koefizienteak, = ¢,,(s) direla.

Beraz,L, eragilearen espektroan ez dauddmalioetarako hauxe dugu:

Gi(z,s) = Z Q%)(\ )¢;( ) (9.90)

n=1

Adierazpen honetan ikusten deneztas aldagaiak era simetrikoan agertzen dira:
Gi(z,s) = Ga(s, ). (9.91)

Green-en funtzioa ezaguna bada, (9.86)—(9.87) problehmringeneoaren soluzioé(x)
guztietarakohauxe da:

= /b Gi(z,s)f(s)dx. (9.92)

Izan ere, (9.87) hastapen-baldintzak eraikuntzagatiétben dira eta, , eragilea lineala denez,
zera dugu:

Lyy(z / LG (2, 8)f(s) do = /ba(:p —8)f(s)dz = f(x). (9.93)

Argi dago, beraz, oso kontzeptu emankorra dela eta —3.8.2.@tataletako Cauchy-ren me-
todoa eta oinarrizko soluzioa bezalaxe— oso erabilgamitate-bulkadari dagokion problema
oinarrizkoena ebatzi ondoren beste guztiak sistematiztiertzeko.

Gaian zehar askotan erabili dugun adibidean,

y'+ Ay = f(z), y(0)=y()=0 (9.94)
dugu, eta Green-en funtzioa ondoko problemaren soluzioa da

Gh(x,8) + AGy(z,8) = d6(x —s), GA(0,8) = G\({,s) =0. (9.95)

9.23 ARIKETA Froga ezazu aipaturiko kasuan hauxe betetzen dela:

Z sin nwz sin nws
T

Gi( (9.96)

2,2
n-w
n=1

Problema homogeneoaren soluzio-multzo ortonormal osddtzeko gai garen kasuetan ere,
(9.90) serie infinituak ez du beti adierazpenik erabilggra ematen; baina, beste modu batera
idatz daiteke Green-en funtzioa.

9.2 TEOREMA Eman dezagun, problema homogeneoaren balio propioa ez\dsalio ba-
tentzat,y; (y2) funtzioak problema homogeneoa eta ezkerreko (eskuimaligplde-baldintza
betetzen duela, baina ez beste muturrekoa:

Layr = 0, a1y (a) + gy (a) = 0, Biya (b) + Bayi (b) # 0, (9.97)
Layz =0,  Biga(b) + Bayn(b) =0, anya(a) + agys(a) # 0. (9.98)

Orduan, honako propietate hauek ere betetzen dira:

1. y; etay, linealki independenteak dirdd (x) = Wy, ys] # 0.
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2. P(x)W(x) konstantea da.

3. Problemaren Green-en funtzioa hauxe da:

B@9(8) poding < o < s
Grws) = | PLIWle) o .

Y1(s)y2() -
(x)W(x)’ baldins <z <b.

4. Green-en funtzioa jarraitua da, baina deribatubkP(s) balioko jauzia egiten du = s
puntuetan:

Gr(s+0,5) =Gi(s —0,s), Gi(s+0,5)—G\(s—0,s)= : (9.100)

Izan ere,y, etay, linealki menpekoak balira, elkarren proportzionalak gaitirateke eta, on-
dorioz, bi mugalde-baldintzak beteko lituzkete eta hawtapien kontra doa (gainera,balio
propioa ez denez; = y, = 0 kausan gerta daiteke soil-soilik). Bestald¥ )1V (z) konstantea
dela ikusteko, nahikoa da bere deribatua kalkulatzeaz®alk betetzen duten ekuazio diferen-
tziala kontuan hartuz:

[PW] = [P (yiys—yiw2)] = P (y1vh — yiye) + P (y1vh — yiye)
=y (Py) =y (Py) = =y (Q+Xp) yo + 42 (Q + Ap) ys = 0. (9.101)

Argi dagoG, (z, s) funtzioa,

y1(2)y2(5)0(s — ) + yi(s)y2(2)b(z — 5) (9.102)

Gale,s) = Pla)W ()

moduan ere idazten dena, jarraitua defa s puntuetan:

Ga(s+0,5) =Gr(s—0,s) = % (9.103)

Deribatua kalkulatzen badugu,

Y1(2)ya(5)8(s — ) + y1(s)y(2)0(x — ) + [11(5)ya(2) — ya(2)y2(s)] (= — 5)

Oilrs) = POW ()
_ Yi(@)ya(s)0(s — =) + 11(s)ys(x)0(x — 5) N Y1 (s)ya(s) — yl(S)yz(S)(s(w _s)
P(z)W (z) P(s)W(s)
— Yi(@)y2(s)8(s — ) + yi(s)ys(x)f(z — 5)
= P (@) : (9.104)
hauxe lortzen da:
, ) ~ n(8)ya(s) —yi(s)ya(s) 1
G\(s+0,5) —G\(s—0,s) = Ps)W (5) =P (9.105)
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Bigarren deribatua erraz kalkulatzen da,

Gl(rs) = Y1 (2)ya(s)0(s — ) + y1(s)y3(2)0(x — 8) + [11(5)y5(2) — y1(2)y2(s)] (= — s)

P(z)W(z)
_ y(@)ya(s)0(s —2) +yi(s)ys(@)0(x — s) | yi(s)yals) — yi(5)92(3)5<x )
P(x)W (z) P(s)W(s)
_ y@)p(s)(s —2) +yi(s)yp (@) —s) 1 o
_ B ) + 0= 9) (9.106)

eta,y, etay, problema homogeneoaren soluzioak direhgz;(z) = 0, hauxe dugu azkenean:

LGr(z, s) = @] va()b(s _P”"E?Jmfé‘? Lae@O0@ =9) | 50 o) = 5 — s).

(9.107)
Gainera, argi dago (9.89) mugalde-baldintzak betetzezliadiproblemaren Green-en funtzioa
Gi(z, s) da, beraz.

(9.95) adibidean) = 0 kasuan argi dago soluziogk = x etay, = x — ¢ direla; beraz,

=0 paidino <« < s,
Ga(z,s) = ¢ (9.108)
S(x; 9 baidins <z < ¢.

Ageri denez, adierazpen hau (9.96) emaitxaa 0 eginez lortzen den baliokidea baino erabil-
garriagoa da.

9.24 ARIKETA Kalkulatu problema berberaren Green-en funt2ioa 0 eta\ < 0 kasuetan.
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9.7 Problemak

9.1 Parseval-efteorema Kontsideratua, b] tartean definiturikd ¢1, ¢, ...} sistema ortonor-
mal 0so bat,

Gur0m)y = [ Bn@Von()pla) di = 6,

eta

o= X hon fu=ond), /% z,

g = igmm gn = (Pn, 9) <bn
garapenak. Frogatu formalki ondoko erlazio hauek:
(f.9), = iﬁgn,
IFE= (5.0, = SIRP
9.2 Hurbilketa onena Biz {¢, . .., ¢, } multzo ortonormal finitua:

(G0:6m)y = [ Gu@Iom(@)p(a) do = Gun.

Definizioz,>* _, ¢, ¢, egiturako konbinazioa batez besteko koadratikoarekikmtzioaren hur-
bilketa ezin hobea dela esango dugu ondoko adierazpenenoaregiteka,, koefizienteak au-
keratzen badira:

ISE)IE = ((). (@), = [ 1S o) da,

S(c) = f =P _, c.pn delarik. Froga ezazu hurbilketa oneng,direlakoak Fourier-en koefi-
zienteak direnean preseski lortzen dela:

= f= 0= [ 60

Iradokizunaldatzi S(c) = f — S0_; futn + Shei fudn — Lot cathn €ta kalkulaty|S(c)|2.
9.3 Ebatzi balio propioen ondoko problema:

y'+ Ay =0, y(0)=0, y1)+y'(1)=0.
9.4 Ebatzi ondoko mugalde-problema bi metodo desberdinerzbide

y'+2y=—z, y(0)=0, y(1)+y(1)=0.

9.5 Aztertu ondoko Sturm eta Liouville-ren problemari dagarid-ourier-en kosinu-serieeta-
ko garapenak
y'+xy=0, y(0)=0, y'(()=0.
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fl=z)

0.5F---
| | |
| | |
| | i
| 1 —-0,5 0.5 1 z
| | |
| | |
---+4-0.5

9.2 IRUDIA Zerra funtzioa.

9.6 Aztertu funtzio bakoiti eta bikoitien Fourier-en serielarten propietateak.

9.7 Fourier-en serieen deribatuak Berretura-serieen kasuan ez bezala, Fourier-en sedeak f
tzio ez-jarraituekin erabil daitezke, baina deribatuagernea ez da beti lortzen gaiez gai deriba-
tuz. Adibidez, kalkulatu 9.2 irudian marraztu den

f=a-lo+

zerra funtzioaren eta bere deribatuaren Fourier-en serieak. Azken serieafoetzioarena gaiez
gai deribatuz lortzen dena al da? Integra daitezke gaieZayaier-en serieak?

9.8 Erabili 9.7 problemako Fourier-en seriea ondoko baturagztgtzeko:

n 2

0 = (—1) 0
s nz::l nz 12

n

— (=1)
nz::OQn—Fl

9.9 Gibbs-erf fenomenoa Marraztu 9.7 problemako Fourier-en serie moztuak, headmrren
1, 4, 16 eta 64 gai dituztenak. Iruzkina egin emaitzei.

9.10 Kalkulatucos ax funtzioaren Fourier-en serig€é, 7') tartean.
9.11 Weierstrass-ehfuntzioa. Erabili Fourier-en serie egokia
f(20) = \f(0) + cosb, (0<f<2m 1<A<2)

ekuazio funtzionalarerfi(f + 27) = f(¢) soluzio periodikoa aurkitzeko. Marraztu emaitza. Ja-
rraitua al da? Eta deribagarria?

"Marc-Antoine Parseval des Chéne$1755-04-27, Rosiéres-aux-Saline, Frantzia; 1836-08Rafis). Bost lan
besterlk ez zituen argitaratu, baina bigarrenak bere ketemrema dauka.

8 Josiah Willard Gibbs (1839-02-11, New Haven, AEB; 1903-04-28, New Haven). Tetimo
namikan egin zituen ekarpenak ahaztezinak dira eta mekastatistikoaren oinarri matematikoei
buruzkoak Maxwell-en teorian eta mekanika kuantikoenetatiliko ziren geroago. Analisi bekto-
riala landu zuen eta gaur egun mekanikan eta fisikaren bedsttam erabilitako notazio bektorialak
asko zor dio. Argiaren teoria elektromagnetiko eta mekamgéeutiarrari buruz ere egin zuen lan.

9 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-10-31, Bavaria; 1897-02-19, Alemania). Analisi
modernoaren «aita» da. Serie eta biderkadura infinituebhdegentzia ikertu zuen eta ezein puntutan
deribatua onartzen ez duten funtzio jarraituen lehen dd@eman zuen. Funtzio analitikoak, elip-
tikoak, abeldarrak eta periodikoak aztertu zituen, bdalkantzen kalkulua eta forma koadratikoak
ere.
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9.12 Fourier-en serie konplexuakFroga ezazu, (9.65) problemaren kasuan soluzio kongkexua
onartzen baditugu, dagokion multzo ortonormal bat ondalaa:

1 .
—e"™ in =0,£1,4£2,...
(7 }

Ondorioz,f(x) funtzio erreal edo konplexuaren Fourier-en seriea

Z cneinwa}7 <w = 2%)

n=—oo

moduan idatz daiteke koefizienteak honako hauek badira:

T/2
n 7’L’I’LKJJ€E d .
T / T/2 v

Zergatik agertzen da "%, eta eze"*, azken integralean? Zein da serie honen eta (9.67) de-
lakoaren arteko erlazioa? Nolako baldintzak bete behar{djt} Fourier-en espektroak f fun-
tzioa erreala izan dadin?

9.13 Frogatuf(z) = f(x + T) funtzio periodikoaren batez besteko balio hauxe dela:

[e o]

T/ ofdr= 3 el
9.14 Dirac-en orratza Froga ezazu
1 2 & 2
k_z}ooé x—kT) n_z;oo et — T T n_z;oo COS NW, ( = Tﬁ) )

9.15 Poisson-elf formula. Eman dezaguyi(z) funtzioaren Fourier-en transformatua hauxe de-
la:

Fip)= [~ s da.

Erabili 9.14 problemako Dirac-en orratza ondoko formutagatzeko:

i F(nw) =T i f(ET), ( 52%)

n=—oo k=—oc0

X

n=—oo n=—oo

9.16 Frogatu ondoko berdintza:

9.17 Egin berriro 9.7 problema funtzio orokortuak erabiliz.

10 Siméon Denis Poissoii1781-06-21, Pithiviers, Frantzia; 1840-04-25, Sceauanizia). Bere
ekarpen ugarien artean, fisikan ezagunenak hauexek dissdReen ekuazioa potentzialaren teorian
eta Poisson-en makoak mekanika hamiltondarrean. Astranomekanika eta elektromagnetismoa ere
landu zituen. Matematikan probabilitatei buruzko lanatisBon-en banaketa barne, gogoratzen dira,
baina, agian, garrantzitsuenak integral mugatu eta Feeniserieei buruz egindakoak dira.
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9.18 Aurkitu ondokoaren Green-en funtzioa:
y' = ky = f(z), y(0)=y(r)=0.
9.19 Kalkulatu hurrengo problemaren Green-en funtzioa:
y'+ Ay = f(x), y(0)=y(m)=0.

9.20 Aurkitu ondokoaren soluzio periodikoa (existitzen bada):

> sin kx
y// +2y = kz:l k4

9.21 Aurkitu hurrengo ekuazioaren soluzio periodikoa (exzstit bada):
y" + 4y = sin? x.

9.22 Eztabaidatu balio propioen ondoko problema:

A
xw+d+§yza y(1) =y (e") = 0.

9.23 Aurkitu [0, 7) tarteancos z funtzioaren berdina den periodoko funtzioaren Fourier-en
garapen trigonometrikoa. Zeintzuk dira dagozkion sina-+eisinu-garapenak?

9.24 Aztertu Legendre-ren ekuazioa,
[(1 - xQ) y'}/ + Ay =0,
ondoko mugalde-baldintzak betetzen direnean:
y(0) =0, vy etay bornatuak dirac — 1 limitean

Frogatu problema singular honen funtzio propioak Legemenepolinomioak direla eta aurki-
tu dagozkien balio propioak. Kalkulatu Green-en funtzepaadierazpen formala eta dagokion
problema inhomogeneoaren soluzioa.

9.25 Erabili Cauchy-ren metodoa ondokoaren soluzio orokorhautatzeko:

! x /
_l_ —
4 1+£Ey

y=1+ux.

Aurkitu dagokion Sturm eta Liouville-ren ekuazioa eta kir&@reen-en funtzioa hurrengo mu-
galde-baldintzetarako:

y(0)=0, y(1)+y'(1)=0.
Askatu mugalde-problema bi metodo desberdinen bidez.

9.26 Aurkitu ¢-ren balio minimoa ondoko mugalde-problemak soluzio eeruizan ditzan:

y'+2y' +5y=0, y(0)=0, y()=0.
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A ERANSKINA
Oinarrizko teoremak

Everything should be made as simple as possible,
but not simpler.
Albert Einstein

Ekuazio diferentzial arrunten teorian agertzen diren mirko teorema batzuen frogapenak
biltzen ditugu eranskin honetan. Ordezko enuntziatuakregmpenak 320. orriko bibliografian
aurki ditzake irakurleak, baita hemen aipatzen ez direteliesrema garrantzitsu batzuk ere.

A.1 Picard-enteorema

Hasteko existentzia eta bakartasunaren teorema klaséswaik errazenean frogatuko dugu.
Horrela, ekuazio-sistemen eta goi-ordenako ekuazioenekas agertzen diren zailtasun tekni-
koak saihestuko ditugu eta frogapenaren funtsezko ideibknmago agertuko zaizkigu.

A.1 TEOREMA (Existentzia eta bakartasuna) Eman dezagurif(z, y) funtzioa
R={(z,y) : [v—x| <A, [y -yl < B} (A.1)
laukizuzen itxian jarraitua dela. Ondorioz, bornaturikgiabertan:
|flz,y)| <M,  VY(z,y) €R. (A.2)
AipaturikoR laukizuzenean
|f(z,y) = fz,2)| < Kly—=2],  V(z,y),(z,2) ER (A-3)
Lipschitz-en baldintza lokala® betetzen bada,

Y = flr,y),  y(xo)=wo (A.4)

1 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-05-14, Konigsberg, Prusia, gaur egun Errusiako Ka-
liningrad; 1903-10-07, Bonn, Alemania). Ekuazio difemalen soluzioaren bakartasuna bermatzen
duen baldintza honi esker gogoratzen dugu, baina garekotekarpenak egin zituen mekanikan, al-
dakuntzen kalkuluan, forma diferentzial koadratikoenitey taldeen adierazpideetan, Bessel-en fun-
tzioei buruz, eta jariakin likatsuen teorian.

235
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hastapen-baldintzen problemakr) soluzio bakarra du
) B
I =l[xg—h,xo+ h], h = min <A, M) (A.5)

tartean eta bertan/(x) jarraitua da. Gainera,/ tartean problema berberaren soluzioa den beste
edozein funtzioy(z)-ren berdina izango dd osoan zehar. Soluziog-rekiko jarraitua da.

Geroxeago frogatu dugun teorema honen hipotesi eta omtoesanahia ulertzen lagunduko
digu hurrengo ariketak.

A.1 ARIKETA
1. Froga ezazu Lipschitz-en baldintzagikekiko jarraitasuna ondorioztatzen dela.

2. Erabilif(z,y) = \/y funtzioal0, 1] x [0, 1] karratuan, jarraitasun hutsetik ez dela Lipschitz-en
baldintza ondorioztatzen frogatzeko.

3. Aurki ezazu Lipschitz-en baldintza bete arrerekiko jarraitua ez den funtzioren bat.

4. Froga ezazy funtzioa etadf /0y deribatuaR laukizuzenean jarraituak badira, Lipschitz-en
baldintza betetzen dela.

5. Egiaztatyf funtzioaren jarraitasuna ez dela nahikoa soluzioarenrtesana bermatzeko (nahiz
beraren existentzia Peano-ren teoremaren ondorioa den).

6. Erabiliy’ = 32, y(0) = yo problema, soluzioarehtarteaR laukizuzenareml zabalera baino
laburragoa izan daitekeela frogatzeko.

Teoremaren frogapena, 7.3 atalean ikusi genuen hurrerreznieldo hurbilketen Picard-en
metodoaz baliatzen da eta hiru urratsetan egingo da.

A.1.1 Soluzioaren existentzia

Eman dezagun Picard-en iterazioa abiarazteko ondokoziazgmean dagoesi® (z) = yo
aukeratzen dugula:

R ={(zy) : |z —xo| <h [y—wol <B}CR. (A.6)

Indukzio osoaren bidez,™ hurbilketa guztiakR' laukizuzenean daudela frogatuko dugu, hau
da,|r — x| < h guztientzaliy[”](x) - yo‘ < B betetzen dela. Izan erg/" funtzioaR’ horretan
badago, bertan dagg* ! delakoa, (7.27) adierazpenaren ondorioz, hauxe betetdtaube [
guztietarako:

[n+1] (

‘y 37)_3/0‘ =

/x f {u,y[n}(u)} du‘ <Mz —xo| < Mh < B. (A.7)
Defini ditzagun

Sp(x) = ‘y[”}(x) —y= ()|, n=12..., (A.8)

eta balia gaitezen berriro indukzio osoaz ondokoa frogatze

$u(z) < MK E= Tl (A.9)

n!
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Propietate haw = 1 kasuan betetzen da,

Sl(ZL‘) S

/;f (u, o) du‘ <M |x — x|, (A.10)

0

eta,S,-rekin betetzen bada, hauxe dugu:

Sun(@) = | [ [f (g @) = £ (g w)] du) < K| [ [y"w) = ") dul
_ * v n71|u_'r0|n o n|‘/L‘_‘T0|nJrl
_ K /mOSn(u)du‘ <K /mOMK - du‘—MK ST
M (Kh)n—i-l
K (n+ 1 (A-11)
Baina MoE (KR M
- —_ Kh —
- nz:jl = (e 1) (A.12)

seriea, konbergentea izateaz gaii , [y["](x) — y["*”(x)] seriearen goi-bornea da. Beraz, az-
ken seriea absolutuki eta uniformeki konbergentea da.&ajrserie teleskopiko honen batura

partziala hauxe da:
N

" (z) =y ()| =y (@) — go. (A.13)

n=1
Ondorioz,
— 13 [N]
y(e) = lim y=(z) (A.14)

limitea existitzen da eta, konbergentzia uniformeari esfe27) segidak (7.28) limitera jotzen
du. Beraz, (A.14) adierazpenak definituriko funtzioa hastabaldintzen problemaren soluzioa
da. Gaineray(r) = 32, [y")(x) — y!"~Y)(x)| — yo seriearen konbergentzia absolutua eta uni-
formea denez, horrelakoa izango da deribatuarena,

Y@ = 3 [y @) -y @) = i @) = L f ey @], (ALS)

n—0o0 n—oo

eta, ondoriozy’ jarraitua da.
Aipatu behar da, hala ere, iterazioa edozgit{z) = v(z) funtzio integragarrirekin has dai-
tekeela zeren, horrelako funtzioak bornatuak direnexagairazoibidea errepika baitaitek#,

konstanteanax (M, sup |¢(z)|) balioarekin ordezkatuz > , [y[”] (z) — y[”—”(:p)} seriea uni-
formeki konbergentea dela ikusteko.

A.1.2 Soluzioaren bakartasuna

Eman dezagufk’ laukizuzenean bi soluzio daudelg:r) etaz(x). Bi soluzioak hastapen-
baldintza berberari dagozkionez,

(@) = [y(2) — () (A.16)
funtzioaky (xy) = 0 baldintza betetzen du eta bai ondokoa ere:

V() =2y —2)y —2) <2ly—z2||f(z,y) — fz,2)] <2K|y — 2> = 2K(z).  (A.17)
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Ondorioz,

V(x) — 2K4(x) <0 (A.18)
dugu eta inekuazio hawr2%* biderkatzaile positiboarekin biderkatuz,

d

e e p(a)] <0, (A.19)

Honek frogatzen du—2%%¢)(x) ez dela gorakorra eta,> z, guztientzat,
e 2Ty (2) < e (1) = 0. (A.20)

Emaitza hau eta negatiboa ez dela erabiliz, > =z, puntuetary(x) = 0 dela eta, beraz, bi
soluzioak berdinak direla frogatzen da. Aurreko arrazighi/’(z) + 2K (x) > 0 bornearekin
berriz eginez, erraz froga daiteke emaitza z, puntuetan ere betetzen dela.

A.1.3 Hastapen-baldintzen menpekotasun jarraitua

Hastapen-baldintzen menpekotasuna era esplizituareadigr (zo; yo) = yo €tay (zo; z0) =
zo hastapen-baldintza desberdinei dagozkien bi soluzicskaeratuko ditugu. Hauekin

() = [y (x390) — y (23 20))° (A.21)

funtzioa definitzen badugu, aurreko ataleko arrazoibidabildezakegu > z, puntuetan hauxe
gertatzen dela frogatzeko:
e K (w) < €70 (2). (A.22)

Erro karratua kalkulatuz,

ly (z390) — v (2320)] < X770 |y — 2o < €57 [yy — 2], (A.23)

erraz froga dezakegu jarraitasunay 0 bakoitzeko|y, — 29| < § = ee~ %" aukeratzen badugu,
hauxe betetzen baita:

ly (z;90) — v (z;20)] < e (A.24)

A.2 Soluzioen konparazioa
Hurrengo teorema 0so erabilgarria izaten da zenbait eakitzlitatibo frogatzeko.

A.2 TEOREMA Eman dezaguifi(z,y) etag(z, y) funtzio jarraituek Lipschitz-en baldintza eta
f(z,y) < g(x,y) desberdintza betetzen dituzt®daukizuzenean. Bira hastapen-baldintza ber-
berari dagozkiony(z) etaz(z) soluzioak,

y/ = f(x7y)7 Yy (l’o) = Yo, (A25)

/

2 =gz, z), 2 (xo) = Yo, (A.26)
etazr; > xy puntua (soluzio biak definiturik dauden tartean dagoenagluan,
1. y(z1) < z(x1), edo, bestela,

2. y(z) =2z (x), Voo <z < 2.
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Absurdura eramaneg,(x3) > z (x3) betetzeko moduke; > x, puntu bat dagoela suposatu-
ko dugu. Soluzioak jarraituak izanik puntuan berdinak direnez, badago ondoko bi baldintzak
betetzeko moduke, puntu batzy < x < x, deneary(x) < z(z), etaz, < < x3 puntuetan
y(z) > z(x). Orain,(z) = y(z) — z(z) definiturik, z, < = < z3 puntuetan zera dugu:

V'(x) = flo,y) =g, 2) < glo,y) — gz, 2) < gz, y) — g(x, 2)|
< Kly—zl = K(y—2) = Kip(x), (A.27)

non K delakoag-ri dagokion Lipschitz-en konstantea baita. Inekuazio&®-rekin biderkatuz
e K2y (z) funtzioar, < x < z3 tartean ezin handi daitekeela ikusten da, eta, beraz,

e Ny (23) < 7K (1) = 0, (A.28)

Baina honeky (z3) > z (x3) delako hipotesia ukatzen du. Ondorioz, definizio-tarte koeko
x > xo puntuetarny(z) < z(z) dugu.
Eman dezagun, orain,(z3) < z (z5) betetzen dela, puntu batean. Orduat,(z,) < 0 eta

V(r) < Kly— 2| = K(z —y) = —Kv(a). (A.29)

Azken haw " faktorearekin biderkatuz/**v(x) ez dela gorakorra ikusten da eta, beraz, =,

puntuetan
Kxyp(z) < ef™2q) (z4) < 0. (A.30)

e
Ondorioz,)(z) < 0 etay(xz) < z(z) betetzen dirac > z, puntuetan. Beraz, punturen batean
y (1) = z (z1) betetzen baday(z) = z(x) izango dugury, < x < z; guztietan.

A.3 Soluzioen existentzia globala

Lehenago aipatu dugun bezala, oro har, existentzia etatbakaaren hipotesiak betetzen
diren tartea baino laburragoa izan daiteke soluzioarenidefitartea: A.1 ataleko teoremak so-
luzioaren existentzibbkalabermatzen du eta tartearkiuzeraA baino askoz txikiagoa izan dai-
teke. Hurrengo teoremari esker, zenbait kasutan —ekuiagal lgarrantzitsuak barne daudela—
soluzioa tarte osoan zehar hedatzen dela froga daitekeaaiffrhau, ekuazio lineal bat goi-
bornetzat onartzen duten ekuazioetara ere hedatzen {létaufdian ikus daiteke.)

A.3 TEOREMA Eman dezagurf(z, y) funtzio jarraituak
|f(z,y) = flz,2)| < Kly — 2| (A.31)

Lipschitz-en baldintz# = { (z,y) : a <z <b, —o0 <y < oo } bandan betetzen duela. Or-
duan,(z, yo) € B bakoitzeko,

y' = f(z,y),  y(zo) =0 (A.32)
problemaks < z < b tarte osoan definituriko soluzio bakarra du.
Bereziki,
y' + A(z)y = B(x) (A.33)

ekuazio linealaren soluziod eta B funtzioak jarraituak diren tarte osoan dago definiturik.
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M = |yo| + sup ‘ym‘ bada, ia hitzez hitz erabil daiteke berriro A.1.1 atalek@zvibidea
hauxe frogatzeko:

K™ |x — xo|" K"(b—a)"
() )| < AT TE ) KOO (A.30
eta, beraz, Picard-en hurbilketen konbergentzia unifardea < = < b tarte osoan.
Bakartasuna frogatzeko, eman dezagun beste soluzie(batdagoela:
2(z) = yo +/ [ [u, z(u)] du. (A.35)
zo
Orduan,: jarraitua denez, badago > |z(z) — yo| borne bat tarte osoan eta, beraz,
2w) = 9@ < |15l 0] = ol dof
o
< K /x\z(u)—yo\ du‘ < CK |x — x|, (A.36)
o
o) =y @) < | [ ] 2] = £ [y )] du
zo
< K /m z(u) —ym(u)‘ du‘
o
z . 2
< COK? / I — o du‘ < CK2%, (A.37)
o
eta, kasu orokorrean,
_ n b . n
‘z(x) — y["}(x)‘ < C’K”% < C’K"%. (A.38)

Eskuineko gaia zerorantz doa azken ekuazioaren oo limitea kalkulatzean; beraz(z) =
lim,,_,o ¥ (x) = y(z) dela frogatu dugu.
Ekuazio linealaren kasuan, nahikoa da hauxe ikustesta B funtzioaka < = < b tartean
jarraituak badira,
[f(z,y) — f(z,2)] < |-Az)(y — 2)| < Ky — 2] (A.39)

betetzen d#& banda osoan.



B ERANSKINA

Metodo sinbolikoak

One machine may do the work of fifty ordinary men.
No machine can do the work of one extraordinary man.
Elbert Hubbard

Gure ustez, hauxe ez da lekurik egokiena kalkulu sinbofiksistemen erabilera ikasleari
irakasteko, zeren, beste leku batean [41] esan dugunez, hain erakilgaa arriskugarria den
tresna erabiltzen ikasteko, denbora luzea eta lan hantiar lokra. Ekuazio diferentzial arrun-
tak ebazteko ahalbideak oso gainetik aztertzera mugatakeyanskin honetan. Mathematica
programa aukeratu dugu hemen, baina antzeko zerbait éslam lieste edozein sistemari buruz.
Hau idaztean dugun argitaraldia honako hau da:

In[1]= {%Y¥ersion, SReleaseHumber}

Out[i]l= {4.0 for Microsoft Windows (July 21, 19993, 1}

Hemen aurkituko ditugun oztopo eta huts egite batzuk progran hurrengo argitaraldian desa-
ger litezke, baina antzeko batzuk agertuko dira euren ouilezarik ez. I1zan ere, gai hau lehe-
nengoz idatzi genuenean programaren aurreko argitaratdériabiltzen genuen, baina oraingo
argitaraldiaren arazoak erakusteko bilatu behar izartgemiordezko adibideak inolako nekerik
gabe aurkitu genituen.

B.1 Metodo zehatzak

Gaur egun kalkulu sinbolikorako sistemak oso erabilgkiea ekuazio diferentzialen ebaz-
pen zehatza egiteko, hainbat metodo klasikoz gain, eskuzeghil daitezkeen zenbait algoritmo
ezagutzen dituzte eta. Horrelakoetan agertzen direrktekiskulu astun bukaezinak ordenagai-
luak bakarrik egin ditzakadiot savantbaten antzera.

Mathematica sisteman ekuazio diferentzial bat edo ekudifgoentzialen sistema bat ebaz-
teko funtzioaDSol ve deitzen da eta mako artean eta komaz banandurik agertzem luhu
argumentu dauzka:

Testu honen gaia, Mathematica barik, ekuazio difereratiidirenez, irakurleak programa honen oinarrizko era-
bilera ezagutzen duela suposatuko dugu. Mathematicaseaakera zaharkitu bat, doakoa eta laburra izateko aban-
taila (bakarra) duena, [40] erreferentzian aurki daiteke.

241
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1. Ebatzi behar den ekuazioa edo ekuazio-sistema giltzeararEkuazio baten berdinta-
sun-ikurra== moduan idatzi behar da (esleipena adierazten dudnrretik bereizteko).
Aldagai independentearen menpekotasuna esplizitukiadibehar da (esaterakp| x|
etay’ [ Xx] moduan).

2. Menpeko aldagaia (edo menpeko aldagaiak giltzen artean)

3. Aldagai independentea.

Adibidez, 2.17 problemako ekuazioa honela ebazten da@nuak forma kanonikoa ulertzen ez
duenez, forma normalean idatzi behar dugu):

nfz):= DSolve[¥[x]" - 1+ (3 %" -2 xy[x]) ¥ '[x] == 0, ¥[x], x]

Out[2]= {{y[x]—;% [3x-\f4+9x2+4xc[1] ]};

{Y[x]—;% [3x+\.'ll-’-1+9:-c2+4xli[l] ]}}

Soluzioa bi ordezkapen-arauren bidez ematen da eta haltanktante&] 1] eran adierazten
da. Ageri denez, sistemak ez du beti idazten soluzioa miogegokienean.

B.1 ARIKETA Nola idatziko zenuke soluzio hau era laburrago eta «paidptean?

Ekuazio diferentzialekin batera hastapen-baldintzaladieraz daitezke:

nfz)= DSolve[{ y[x]° - 1+ (3% -2 x¥[x]1) ¥ '[x] == 0, ¥[1] == 1},
¥Ix1, x]

o= {{¥[=x] = 1}}

Baina honetan, eta beste gauza askotan, sarritan laguwetiaa ¢hu, 2.6 problemaren kasuan ere
ikus daitekeen bezala:

ni4)= DSolve[{ (1-x°) ¥ ' [x] == 1 - ¥[x]*, ¥[1] == 1}, ¥[x], x]
1

Power::infy : Infinite expression — encountersd.
u]
out[#]= {}
Hemen ez da 0so «azkarra» izan, soluzio orokorra kalkulddadaki ere:

nf)= DSolve[ (1-x°) ¥'[x] == 1-¥[x]*, ¥[x], x]

1+x-C[1] +®x C[1] }}

Dt [5]= {{Y[K] - l+x+C[1] -=xC[1]

Izan ere, azken adierazpen honetan «ikuskapena» (honedddasgaietan trebatzen den azken
gaitasun hau gizakiok bakarrik dugu) erabil daiteke hastdmldintza integrazio-konstantearen
balio guztietarako betetzen dela (baina ez, orgea, —1 soluzioa ematen dueqf 1] — oo
limitean) ikusteko.

Bestalde, ez daki ebazten testu hau ondo ikasi ondorenrieakuaskatzen jakingo dituen
ekuazio guztiak. Esaterako, ondoko Clairaut-en ekuaZieateko eskatzen bazaio, ez du ezer
egiten:
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nfl= DSolve[ y[x] == x ¥ ' [x] - ¥'[x]°, ¥[x], x]

ol DEolve [y[x] == x ¥ [x] - ¥ [x]°, v[x], ]

B.2 ARIKETA Saiatu 2.30 ariketako ekuazioa ebazten kalkulu sinbakmprograma baten bidez.

Bigarren ordenako ekuazio lineal homogeneoen soluziogitaeko erakusten duen trebe-
tasuna, aitzitik, harrigarria gerta daiteke. Adibide®, problemaren kasuan hauxe ematen du:

nFl= DSolve[xy' '[x] - ¥[x] == 0, ¥[x], x]

ol {{#lx] + +x BesselI[l, 2+/x | C[1] ++/x BesselK[1, 2+/x | C[2]]]

B.3 ARIKETA Egiaztatu soluzio hau eta han eskuz kalkulatu zena berdiinela.

Ekuazio-sistemak ebazteko ere gai da. Errazenak koefiziemistanteetako sistema linea-
lak dira, noski, baina programaren azken argitaraldietatudenFul | Si npl i f y funtzioaz
baliatu behar da gehienetan soluzioaren adierazpen gaaialk lortzeko. Adibidez, zera dugu

4.24 problemaren kasuan:

)= DSolwe[{x'[t] == -5x[t]-2¥[t],
¥'[t]l== x[t]-7T¥[t]1}; {x[t]. ¥[t1}. t] S/
FullSimplify

outfls {{x[t] =&~ ¥ (C[1] Cos[t] + (C[1] -2 C[2]) 5inltl),
¥[t] @™ " (C[2] Cos[t] + (C[1] - C[Z]) Sin[t])}}

B.4 ARIKETA Saiatu sistema hau ebazten aipaturiko sinplifikatze-faatzrabili gabe.

Orobat, badaki sistema ez-lineal (apur) batzuk ebazterabbeste askotan bezalaxe, laguntza
behar du soluzioa sinplifikatzeko.

B.5 ARIKETA Erabili Mathematica ondoko sistema ebazteko:
T = —xy, y=—y+az>— 2% (B.1)

Saiatu emaitza sinplifikatzen, soluzioa ondoko eran azkieka, = 0 puntuan emandako hastapen-
baldintzen bidez:

o » o s
oo ;o y=(—e"+yzge ). (B2)
VI+2@t—1+e a2 +2(1—et)yo ( 0Zg )

Emaitzak ikaragarriak izan daitezke. Esaterako, 2.26lpnoéko ekuazioa saiatzen badugu,
hurrengo orrietan erakusten den emaitza ulergaitza lodze baina, praktika apur batekin, bi
ekuazio kubikoren erroak direla ikusten da eta programialetaiteke soluzioa forma inplizituan
idazteko. Lehen esan dugun bezala, programa hauek osa geanilgarriak (gaur egun, behar-
-beharrezkoak) dira; baina horrelakoak erabiltzen etatemdituzten emaitzak ulertzen ikasi

behar da.
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Huge.nb 1

Inf[1]:= yy = DSolve [y' [x]2-2xy' [X] +y[x] ==0, y[x], X]

x2 @ 6CI1] (72 9C[1] x _ g gl2C[1] y4
Qut[1] {{Y[X]97+ ( ) 3/2,173
36 (8 el2Cl1] _ 20 15C[1] x3 _ g18C[1] x6 4 8 12C[1] (1 + e3CI1] x3) / )
% e OCILl (8 @l2CILl - 20 @IS CILl X3 _ ¢18CILI x6 , g ¢12C[1) (1 , ¢3CILI x3)3/2)1/3},
X2 <1+1 \/_> -6 C[1] (72 e9CI11 x _ g g12C[1] X4)
{Y[X]97* 32,13 *
72 (8 el2C[1] _ 20 e15C[1] x3 _ g18C[1] x6 , 8 gl2C[1] 1+ e3C[1] X3) / )
% (1-1+/3) eBCII (8 e12CMLl _ 0 el5CILI y3 _ gI8CILI X6, g o12CI1] (1 4 3CIL) x3)3/2)1/3},
x2 (1—]’1\/§> e 8CIT (72 @9CM x — 9 12CI11 x4)
{Y[X]97* 32,13 *
72 (8 el2C[1] _ 20 e15C[1] x3 _ g18C[1] x6 , 8 gl2C[1] 1+ e3C[1] X3) / )
% (1+1/3) e®CII (8 e12CML _ 20 el5CILI x3 _ g18CILI X6 , g o12CI11 (1 4 3CIL) x3)3/2)1/3},
2
{y [X] = XT + (e 8CH (272 &2CI11 x _ 9 ¢12CI1] x4y / (36 (8 el2Cll 4 20 e15CH1T x3

el8CIl] 46 . g \/624(:[1] _ 3 e27C[1] x3 4 3 30C[1] x6 _ 33C[1] x9 )I\ (1/ 3)) _ % e 6CI1]
1/3

}

(8 @12CI1] | 2 15CI1) 3 _ 18CI1] 6 | g /@24C[1] _ 3 27 C[1] x3 ; 3 @30CI1] x6 _ 33C[1] x9 )
x2
yIXI s Do - (113 etO (27265010 x -9 £12CMI x4) ) /
(72 <8 e12CI11 | 20 15CI11 «3 _ elsc[l] x8 &
8 1/e24C[1] _ 3 g27C[1] x3 , 3 @30C[1] x6 _ 33C[1] x9 ) A <1/3)) 4 § ( _1+/3 ) e 6CIL

(8 el2CI1] | 20 15CI1] x3 _ 18C[1] y6 . g \/6240[1] _ 3 @27C[1] x3 ; 3 @30C[1] x6 _ 33C[1] x9 )

) {y[x}eé_“ _1\/*> e 8CILl (_72 g9CIL1 x _g l2Ci1] x4))/

(72 <8 (912 Cl1] +20 elSC[l] X3 _ elSC[l] XG +

8 /@24 CI1] _ 3 g27C[1] x3 4 3 g30C[1] x6 _ g33C[1] x9)" (1/3)) + = <1+1 f) -6C[1

1/3

}

1/3

(8 e12CI1] | 20 g15CI1] x3 _ g18C[1] 6 . g \/624C[1] _ 3 @27C[1] x3 4 3 30C[1] x6 _ g33C[1] x9 )

}
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Huge.nb

In[2]:= yy = Simplify [PowerExpand [Simplify [yy]1]1]

) eClll x (~8 + 3CI1] x3)

X —
(8 - 20 €3CI11 x3 — 6 CI11 X6 + 8 (1 + e3CI1] x3)%/2)

1
OJt[Z]: {{Y[X}%Z 1,3 ~

3/2,1/3
e-2CI1] (8—20 e3CIL] x3 _ g8CIL] 6 . 8 (1 4 &3CI1] x3) / ) J}

(1 +1 \/§> e Cll x (-8 + e3CI11 x3)

(8 - 20 e3CI11 x3 — e8CILI x6 + 8 (1 + e3CI11 x3)%/?)

{y x] S +
8 1/3

1/3
(1-1+/3) e2CM1 (820 301 x3 _ 8CMI x6 1 8 (1 +&3C11 x3)%?) ]},

(1-1+3) eCltl x (-84 e3ClH x?)

(8 - 20 e3C111 x3 — 6CI11 X6 + 8 (1 + e3Ci1) x3)%/2)

2x% +

yix > 5

13 *

1/3
(1+1+/3) e2C11 (8203011 x3 - 8CILI x6 . 8 (143011 x3)%%) J},

) e3CI1] x (8 + &3CI1 x3)

X —
(e12Cr11 (8 +20 e3CI11 x3 - e6CIL1 x6 4+ 83 (-1 + e3CI11 x3)3/2))

1
yixi- o7 -

} 3/2,,1/3
e-6CIL] <612C[1] (8+20 e3CI1] x3 _ g6CI11 x6 . 8§ (_1 4 &3CI1] x3) / )) ]}

<1+ i \/?) e3Cl] x (8 + e3CI1I x3)

(elzc[l] (8 +20 @3C[1] x3 — e6C[1) x6 + 81 (-1 + 3CI1] X3)3/2))

2x% +

13 *

{y[x]»%

(1-i+/3) e SC (211 (8,20 &3CI1I x3  SCILI x6 g4 (-1 4 e3Cl1] x3)3/2))1/3]},

1 (1—1\/@) e3Cl] x (8 + e3CI1I x3)
yxi- g

2x%+ 13 *
(e12C111 (8 +20 e3CI11 x3 - e8C111 x6 4+ 8 i (-1 +€3C11 x3)%/2))

(1+1+/3) e®CHl (£12CM) (8,20 &3 x3 _8CILI X6 4 g1 (-1 4+ e3Cl1) x3>3/2)>“3]}}

Inf3]:= (y-(y[x1/. yy[I[1, 111))
(Y- (yIXI /. yy[[2, 111)) (Y- (y[X] /. yy[[3, 111)) // Simplify

Qut[3] = (e 5CMT 4 y2 (_3x%2+4y) +e3C (—4x3+6xYy))

1
Z
Inf4]:= (y-(y[x]1/.yy[[4, 111))

(y - (YIXI /. yy [[5, 111)) (¥ - (YIX] /. yy [[6, 111)) // Simplify

Qut[4] = (e®Cll 1y2 (13x%2+4y) +e3C1 4x3_-6xy))

1
4
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Ezin dugu atal hau amaitu irakurleak kontuan hartu behatkakieen bi ohar egin gabe.
Hasteko, kalkulu sinbolikorako programa batek emaitza&beiteak ez du frogatzen emaitza hori
zuzena delaPrograma guztietan daude akatsaktegral-taula guztietan eta testu guztietan (eta
testu honetan, noski) bezalaxe. Adibidez, 6.25 problemkasuan, bigarren ordenako ekuazio
lineal homogeneoaren soluzio orokorrean programak bitkots idazten ditu,

Inf]= DSolvelx (x-1) ¥ ' '[x] +3¥'[x]-2¥[x]==0, ¥[x]. x]

®¥C[1] ®c[z) }}

ot {{y il - Clex)f | (lem)t

baina ez dira independenteak:

In[10]:= Simplify[ 0ut[9] 1]

** (C[11+C[2])
Dt [10]= {{y[x] - CLex)t }}

Batzuetan, programazio-akatsa ez bada ere, erabiltzmléagi-bistatik kanpo ondo ezkuta-
turik dauden hipotesi inplizituen menpean egon daitekeitzem@aten zuzentasuna (ikus [41]).
Eskuz egindako kalkuluekin bezalaXalkulu algebraikorako sistemek emandako emaitzak beti
egiaztatu behar diraZorionez, behar hau betetzeko sistema bera erabil dagetkenetan: oso
erraza izaten da soluzioa programaren bidez ekuazioazeaiaenetan soluzioa den egiaztatze-
ko. (Aitortu behar da, hala ere, batzuetan hau ez dela hanaerbi adierazpen berdinak direnetz
ikusteko erabil daitezkeen sinplifikatze-funtzioak askoez baitira nahi bezain onak.) Jakina,
egiaztapen horrek ez du baztertzen (agian garrantzi fisakaliena duen) bestelako soluzioren
bat egotea, ezta aurkitu dena hipotesi inplizitu murrethiatzuekin bakarrik definiturik ego-
tea ere. Esaterako, ekuazio ez-linealen soluzio singllaurkitzeko alferrikakoak izaten dira
gaur eguneko sistemak. Adibidez, 2.29 ariketako kasualaki&lairaut-en ekuazioaren soluzio
orokorra aurkitzen,

n11]= eq = y[x]==x¥'[x] -¥'[x]°;
DSolve[eq, ¥[x1, x]

ot [12)= {{Y[x] N _% CIl] (2% + c[l])}}

in(12= ¥¥ = ¥[x] f. %[[1]1] /. C[1] = -2C // Expand

out[i3)= -C* +Cx

baina ez erraz kalkula daitekeen parabola inguratzailea:

n[14]:= Eliminate[{ ¥ == ¥¥. D[y¥, C1-==0}, C]

out14)= 4y == x°

Bestalde, programa bera erabil dezakegu aurkitu duenisatakorrak ekuazioa betetzen duela
egiaztatzeko:
In[15]:= eq F. ¥— Function[x, Evaluate[yy]] /f Simplify

out[15]= True
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B.6 ARIKETA Egiaztatudy = x? parabola ekuazioaren soluzio singularra dela.

Zorionez, ebatzi nahi dugun problemaren soluzioa autkitg@i ez denean ere, horrelako sis-
tema bat oso lagungarri gerta dakioke ekuazio diferemtiziefa programa ondo ezagutzen dituen
erabiltzaileari, soluzioa —edo, behintzat, bere propedbatzuk— aurkitzeko. Izan ere, irakasgai
honetan ikasitako teknikak erabiltzerakoan agertzemdadeko kalkulu luzeak aise egiten dira
kalkulu sinbolikorako sistema baten bidez. Ikus dezagiinidel bat. (6.117) ekuazioaren kasuan
programaren erantzuna ez da erraz ulertzen:

In[16]:= e = [x+x2] ¥''[x] -x¥y'[x] +¥[x]:
DEolve[eqg==0, y[x], x]

out[17)= {{¥[x] »x C[1] + C[2] MeijerG[{{}, {2, 2}}, {{0, 1}, {}}, -x]}}

Kasu batzuetafrunct i onExpand etaFul | Si npl i fy erabil daitezkdvei | er G funtzioa
sinplifikatzeko, baina ez honetan:

In[1g]:= % #f FunctionExpand ff FullSimplify

out[ig]= {{¥[x] == C[1] + C[Z] MeijerG[{{}, {2, &}}, {{0, 1}, {}}, -x]}}

Lehen soluzioa@; = C[2] = 0 eginez lortzen dena) erraza denez, 3.7.5 ataleko d’Aletraver
metodoaz balia gaitezke, kalkuluak programaren bideelkgitta soluzioa egiaztatzeko:

In[19]:= eql = Ex]:_la.mi[ eq f. ¥ -- Fu.m::tiun[x, ::J-z[x] dlx] ]
out[19]= 2x E[®] + % E[®] + % 2 [x] o % z' [x%]

Inz0]:= DSolve[egl == 0, z[x], x][[1, 1, 2]1] ff Simlify
(l+x)C[1]

out[z0]= -
nEi]= x (I‘%dlx+ﬂ[2]) 7/ Simplify
out[21]= -C[1] +=x C[2] +x C[1] Log[=]

In(z2]:= e F. ¥— Function[x, Ax+B {(xLog[x] - 1}] /f Simplify

Out[zz= 0

B.7 ARIKETA Erabili Mathematic2y'y"”’ = 3 (y")° ebazteko.

B.2 Laplace eta Fourier-en transformazioak

Mathematica erabil daiteke Laplace-ren transformaturzaizeta alderantzizkoak aurkitzeko.
Adibidez, 5.16 ariketaren kasuan hauxe dugu:
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In[1]:= ImrerseLaplaj:eTransfum[ m
5 +4d5+

- t]
o & Loz a) + Lz 1) et

Askotan bezala, erabiltzailearen laguntza apur bat behanthitza sinplifikatzeko:
In[z]:= % ff ExpToTrig ff Simplify

o= 2 (Cos[2t] - 23in[2t]) (Cosh[Z t] - Sinh[Z £])

Azken biderkagaia esponentzial bakuna dela ikusten dugupregrama bera erabil dezakegu
emaitza egiaztatzeko:

in[3]= LaplaceTransform|2 e=* (Cos[2t] - 2Sin[2t]) , t, s| //
Simplify
2(-2+3)

o[l ———— =

. G+43+sat

Taula guztietan agertzen ez diren transformatu batzukuezeg ditu,

1
In[4]= LaplaceTransform| ——— , t, =
[4]= Lap [1+t2 b, 8]
. 1 i
Out[4= CosIntegral([s] 3in[s] + E Cos[z] (m-253%inIntegral [3])

baina ez da gai aurkitu berri duen transformatu honen attierkoa kalkulatzeko,
In[E]:= InrerseLaplaceTransform[%, 5, t]
out[s]= InwverselaplaceTransform

1
CozIntegral[=s] 3in[s] + E Coz[z] (m-2 3inIntegral[=]), 2, £

ezta irakurleak edireten jakin beharko lukeen 5.19 problentransformatua ere:

e
In[6]:= Laplax:eTransfum[T R s]

-t EE't'

E
R o s] + LaplaceTransform

r B B

Ot [6]= —LaplaceTransfnrm’

Halaber, funtzio orokortuen transformatuak kalkula diezaHurrengo adibidean, oso emaitza
zuzena ematen du Heaviside-ren funtzioa adieraztekol@exbiduenUni t St ep funtzioaren
bidez:£[6(t — a)] = 0(a)e* (Mathematica-runi t St ep[ 0] =1 hitzarmena erabiltzen denez,
a = 0 kasuan ere balio du honek).

In[7]:= LaplaceTransform[DiracDeltat - a], t, =]

-5

OtfFl= e Tnititep[al]

Zoritxarrez, badirudi transformatu honen alderantzidkagulatzean itsu-itsuan aplikatzen duela
desplazamenduaren teorema:
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nE= InverseLaplaceTransform[e™" UnitStep[al,; 5, t]

InverseLaplaceTransform[e™%, s, t]
Out[El= DiracDeltala- £] Unititep[a] Unititep[-a+ t]

Dut@]= DiracDeltaa- ] Unititep[-a+t]

B.8 ARIKETA Zergatik ez da zuzena sartzen dlgm t St ep[ t - a] gaia?

Programak badaki koefiziente konstanteetako ekuazioethteial linealak ekuazio algebrai-
koetara laburtzen, baina ez du merezi horretaz baliatzealako problemen soluzioa aurkitzeko,
horretarakaDSol ve erabiltzea errazagoa (eta arinagoa) baita. Hala eta gerdjzprogramak
zuzenean ezagutzen ez dituen Volterra-ren ekuazio intbgtauk ebatz daitezke Laplace-ren
transformatua kalkulatuz. Esaterako, 5.13 problemarendmerraz kalkulatzen da ezezaguna-
ren transformatua,

In[10]:= eqqu = x[t] == Co=s[t] + L‘E'Et'“) x[u] du;

LaplaceTransform[equ, t, 5]
Solve[%, LaplaceTransform[x[t], t, £]] FFf Simplify

Out[11]= LaplaceTransform[=x[t], t, 3] ==
] LaplaceTransform[x[t], t, =]

+
1+ 3t l+s

l+=2
out[12]= {{LaplaceTranstrm[x[t] s L, 3] = 1o ot }}
+

eta, gero, soluzioa. Gainera, aise egiaztatzen da ematetdko soluzioa dela (lehenago azpi-
marratu dugunedeti egin beharko litzateke egiaztapen jiau

l+s
1+s2
equ f. x— Function[t, Evaluate[%]] /f Simplify

In[13]:= InverseLaplaceTransfum[ - t]
Dut[13]= Cos[t] + Sin[t]

Out[14]= True

B.9 ARIKETA Ebatzi Mathematica-ren bidez 5.20 problema.

Bestalde, Fourier-en transformazioa definitzean egiredagten hitzarmen guztiak ezagutzen
ditu programak et&our i er Par amet er s aukera egokiaren bidez adierazi behar zaio nahiago
duguna. Hurrengo adibideetan notazioa arintzeko, ondakzibak definituko ditugu Fourier-en
transformatu zuzena eta alderantzizkoa kalkulatzeko:

In[15]:= DF[f ] := FourierTransform[ £, x, p, FourierParameters — {1, -1}]
IF[f ] := InverseFowrierTransform[ £, p, x,

FourierParameters — {1, -11]

Horrela, funtzio arrunten transformatuak kalkula daigezk
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In[17]:= DF[ u:‘“zf'r“z]

IF[%]

Lo
o[l v at e E F o

i

=

out[lg]= ® ab

baita funtzio orokortuenak ere,

In[19]:= DF[1]
IF[DiracDhelta[p]]

Out[19]= Z arDiracheltda[p]

ot [20] !
it = —
2

baina ohi bezala, kontuz ibili behar da: transformatu ematpko bat gaizki kalkulatzen du, nahiz
eta alderantzizkoa ondo aurkitu.

i
In[z1]:= ]I‘[ ﬂ

DF[%] // Expand // FullSimplify

1
Out[21]= Z (Bignfa-x] + Sig[a+=])

. Ainfap]
o[22l -2 mwDiracheltalp] + —— —

B.3 Metodo hurbildu analitikoak

Metodo hurbilduetan tarteko kalkuluak nekagarriak izatiea; ez da, beraz, harrigarria, kal-
kulu sinbolikorako sistemak guztiz erabilgarriak izatela donetan ere. Hurrengo ataletan iku-
siko ditugu zenbait adibide.

B.3.1 Taylor-en seriearen metodoa

7.2 atalean aztertu genuen metodo honen adibide bat ikystékariketa egingo dugu orain.
Hasteko, ekuazioa, hastapen-baldintza eta kalkulatudethazken garapen-ordena idazten ditu-

gu:

nf]= equ = ¥'[x] == % + ¥[x1°;
x = 0;
¥o=0;
solorder = 36;

Kalkulua zuzenean egiten da 7.2.2 ataleko koefiziente engeébatuen metodoaz baliatuz:
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solorder

n[])= ol = ¥q + Z Cn (% - 1)
n=1

equ = equ f. ¥— Function[x, Evaluate[sol]]:
equ = Map [Hurmal [# + D[] *olemdes ] &, eq‘u] :
=0l /. SolveRlways[equ, x]

¥ oowt 2kt 13kl ag w1? 15178 »&*
Ot [3]= {— + — 4+ + + + +
3 B3 2079 Z18E95 12447815 GG1086TE095
404 x*? lo0571 2% Eg5eg2z k"

+ +
2833532289755 2151583740659225 106515951641166375 }

B.10 ARIKETA Erabili kalkulu sinbolikorako sistemaren bat 7.6 arikdtaseko.

B.3.2 Picard-en metodoa

Hurrenez hurreneko hurbilketen metodoa 7.3 atalean azgeruen. Hemen, hango adibi-
dea ebatziko dugu berriro. Ekuaziga= f(z,y) forma normalean idatzi ondoren, problema
definitzen dutery (z, y) funtzioa etay (x,) = yo hastapen-baldintza sartzen dira:

= £[X , ¥ 1 = X +¥:
X = 0;
Yo =1;

Metodoa zuzenean idazten da ondoko moduan:
In[4]:= Clear[y¥]:
¥[0] = ¥u:

¥[n] := ¥[n]l =¥+ _[:f[x; ¥[n-1]]dx

Orain, nahi diren hurbilketak nekerik gabe kalkulatzengit

InFl:= ¥[11
¥[2]
¥[3]
o= 1 ®
s L+x+ —
3
zxt oxt ozut W

+ — + + —

[ 15 a3

Out[2]= lex+nt+

. 4x®  osxt o oaxt ozoxbt a4kt a1yt
Outfd)= l+xX +x" + + + + + +
3 & 15 a0 315 630

zaox?!  ax'™  1gaxY wtt 4%t i

+ + + + +
11340 L25 51375 22685 12285 59535

B.11 ARIKETA Kalkulatu adibide honetako hurrengo hurbilketa.
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B.3.3 Perturbazio-metodoak

Perturbazio-metodoa erabili genuen 7.4.2 atalean vanalesrPosziladorea aztertzeko. Ho-
rretarako behar diren kalkulu guztiak berriro egin ditugatMematica-ren bidez hurrengo orrie-
tan ikusten den saioan.

B.12 ARIKETA Aipaturiko saioa ikasi ondoren, erabili metodo sinbolik@a4.1 ataleko perturba-
zio erregularren kalkulua errepikatzeko.
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van der Pol-en osziladorea.nb 1

van der Pol-en osziladorea
In[1]:= ec = X' "[t1+ex' [t] (X[t]1%-1) +x[t];
® Programalezdakihauebazten:

In[2]:= DSolve [ec == 0, x[t], t]

cut[2]= DSolve[x[t]+e (-1+x[t]2) X [t]+x”[t]==0, x[t], t]
® Soluziohurbilduahonakohauda:

In[3]:= ec; = ec /. X :> Function [t, (ACos[t +¢] +exi[t] + O[e]?)]

Qut[3]= (-A(-1+A2Cos[t +¢]1%) Sinft +¢] +x1[t] +x7[t]) e+O[e]?
® Funtziotrigonometrikoerbiderkaduraletaberreturalezabatzewulitugu:

In[4]:= ecy = ecy // Normal // TrigReduce // Expand

Qut[4]= AeSin[t +¢] —%A3eSin[t + 0] —lA3eSin[3t +3¢]l +exi[t] +exy[t]

4

® Beharrezkoazbadaere,ekuazioaesplizitukiebazterdugumendeetakgaiakikusteko:

In[5]:= Simplify [xi[t] /.
DSolve [ec1 ==0, Xxg[t], t1[[1]]]
1

t[s]= 5

(32C[2] Cos[t] -4A (-4 +A%) t Cos[t +¢] -
32C[1]Sin[t] -8ASIn[t +¢] +2A3Sin[t +¢] ~-ASIin[3(t+¢)])

® ¢ tdenboregeldoarermenpekaanplitudeaA(e t) = A(0) + e t A'(0)) + ...) saiatzen dugu:

In[6]:= ecy; = Expand [TrigReduce [Normal [ec /.
X >
Function [t, ((A[0] +et A' [0]) Cos[t +¢] +exi[t] + O[e]?)]
111
Qut[6]= € A[0] Sin[t +¢] -%eA[OﬁSin[t +¢] -
%eA[O}SSin[Bt+3¢]+6X1[t}—265in[t+¢] A 0] +ex{[t]

® A'(0) aukeratuz, gai erresonanteak ezabatzen ditugu:

A A[012
In[7]:= ecy = Simplify [eci /. A" [0] -> o1 (1- 01 ]]
Qut[7] = 7%5A[0]3Sin[3 (t+¢)] +exi[t] +exy[t]

® X gairako ekuazioa ebazten dugu:
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van der Pol-en osziladorea.nb 2

In[8]:= Simplify [TrigReduce [Xxi[t] /.
DSolve [ecy ==0, Xx1[t], t1[[111]11

Qut[8]= C[2] Cos[t] -C[1]Sin[t] —%A[oﬁsm[?, (t +)]

@ Anplituderako baldintzae t = 0 puntutik denbora geldoaren balio guztietarako hedatzen dugu:

In[9]:= DSolve [{A’ [u] ==

A Afu]?
[u] {1_ [u]

5 ] A[0] == A}, A[ul, u] // Simplify

2 eu/2 2 eu/2

1/—l+iflf+eu }’ “/’1+K4T+(Eu }}

@ Ageri denez, anplitudea bigarren adierazpena da eta soluzio hurbildua ondokoa:

aut[9]= [{A[u] - - {Afu] »

2

In[10]:= XX =
N1+ (& -1) Eet

Cos[t + ¢] -3i2A3Sin [B3(t+)];

@ Soluzioa dela egiaztatzen dugu:

In[11] := D[xx, {t, 2}] +eD[xx, t] (xx?-1) +xx + O[e]? // PowerExpand // Simplify
Qut[11]= O[e]?

@ Soluzioaren beste adierazpen bat hauxe dugu:

2 €
In[12]:= vy = (Cos[t+¢]—§A Sin 3 (t+¢)]);

1+ (5 -1) Eet

@ Aurrekoaren berdina da, lehen ordenaraino,

In[13]:= y - xx +O[e]1? // PowerExpand // Simplify

Qut[13]= O[e]?
@ etaekuazioa betetzen du, noski:

In[14]:= D[y, {t, 2}]1 +eD[y, t] (y2-1) +y + O[el?® // PowerExpand // Simplify

Qut[14] = O[e]?
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B.4 Zenbakizko metodoak

Metodo analitikoek huts egiten dutenean, edo ematen dituszbluzio korapilotsuak erabil-
gaitzak direnean, matematika egiteko sistema onak (Madtieay Maple, Macsyma eta abar)
erabil daitezke zenbakizko azterketa egiteko, problemabazpenean nolabait aurrera egiteko
asmoz edo. Esan behar da, hala ere, bibliografiaren 32@ndsiitzen diren tresnak bezalako
programak, ekuazio diferentzialen zenbakizko soluziaakitzeko asmo hutsez idatzi direnak,
erabilgarriagoak eta egokiagoak izaten direla.

Ekuazio diferentzialen zenbakizko integrazioa egitekahdmatica-nNDSol ve funtzioa
erabili behar da. Lehen argumentuan ekuazioa(k) eta hestagidintza(k) sartu behar dira gil-
tzen artean, bigarrenean ezezaguna (edo ezezagunak @iftean), eta hirugarrenean aldagai
independentea eta bere lehen eta azken balioak giltzeanaHtauei, zenbakizko algoritmoaren
zenbait alderdi zuzentzeko aukera batzuk gehi dakizkieke.

Adibide moduan, hurrengo orria¥DSol ve funtzioaz baliatzen gara 8.12 ataleko

t = o(y—x), (B.3)
= rr—y— 12, (B.4)
z = zy—bz (B.5)

Lorenz-en sistemaren soluzida< ¢ < 50 tartean lortzekog = 10, r = 27 etab = 8/3
parametroekin. Portaera iragankorra pasatu ondéreht < 50 tarteko soluzioa proiektatzen
badugu, Lorentz-en erakarlea deitutako objektu koragila dagoen ibilbide bat lortzen dugu:
erakarle kaotiko ospetsuenaren irudia dugu hemen.

B.13 ARIKETA Hurrengo orriko kalkulua ikasi ondoren, ebatzi 8.32 iradikdssler-en sistema.
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Lorenz.nb 1
In[1]:= NDSolve{ x[t] == 10 (Y[l - X[t

Yl ==27 x[] -yl - x{t] ozt

Z[] ==Xt vylt] - 83 Zz[]

X[0] ==y[0] ==1, z[0] == 1}

{x, oy, ozt {0, 50}
MaxSteps->10000 J;

I n[ 2] : = ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], yltl, Z[t]} l. %],
{tt, 5, 50}, PlotPoints -> 10000];

20

40

30
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B.5 Bestelako kalkuluak

Testu hau ikastean egin behar diren bestelako kalkulu asitat ere oso erabilgarria izango
da ordenagailuz eginiko algebra, jarraian zenbait adiardiusiko dugun legez.

B.5.1 Ekuazio algebraikoak
Oso onak eta azkarrak izaten dira kalkulu sinbolikorakagpmamak ekuazio algebraikoak
ebazten. Adibidez, 1.6 ariketako ekuazio kubikoaren &reveaz kalkulatzen dira,
(1= Solve[y - 3x¥ == 2C, y] // Simplify

(coyTE o)
Ty 112 }’
x* |

o e T

fr-

eta begi-bistako forma laburra egiaztatzen da zuzenean:

In[2]= & = [C+ L R Y ]15:

X+ o

= ;

o

(1+a3)x+(1-243) o
Yo=- 2o '

(1-2+3)x+ (L+24/3) 0
¥==- v

2a

(¥r-wyr-v){yr-¥v) /f Simplify

Ot [fi]= —2I2—3:-:‘_=g+yg

Orobat, 2.30 ariketako soluzio parametrikotik parametpabatzeko —eta, beraz, soluzio
inplizitua lortzeko— erabil daiteke Mathematica:

c 1., ¢C o
o ¥=Su +2 — 1, u] ff FullSimplify
u

nFl= Eliminate[{ 3 g
nili]= iminace - — U +
1 us

o[l 64C (C+x1 273 e l6x a0+ x5 7

B.14 ARIKETA Aurkitu soluzio esplizitua.
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B.5.2 Matrizeen esponentziala

Matrize baten esponentziala kalkulatzen ere badaki,

1 1+,
1 -1t
MatrixExp[At] // Simplify

In[f1]= h = {

ua‘“il'_i" [—l+c&z"i|'_2t]
240z };

AR {{%E$t[2-ﬁ+ |{2+ﬁ]lce2*1"_3t];

efte [—l+-1=.2 2"’]
{ e

baina 4.20 ariketan aurkitu genuen forma laburra berreskeiko hauxe egin behar da:

, %e“ﬁ“[hr—(-hﬁ)ei “]}}

In(:= % ff ExpToTrig ff Simplify

Out[2]= {{Ensh[ﬁ r] +

sirh[+2 t]  $inh[+2 ] }
, 2 ,

Nz Nz
{Sinh[ﬁ ] | Cosh [T ¢] - Sinh[v2 €] }}
Nz Nz

B.15 ARIKETA Erabili sistemaren matrizearen esponentziala 4.22 arideazteko.

B.5.3 Balio eta bektore propioak

Hauxe da ebazten dakien beste problema algebraiko batidédiioduan, 4.22 ariketa Euler-
en metodoaren bidez ebatzi nahi izanez gero, hauxe egikefpra

n[1]= Eigensystem[{{-2,6 1, 1}, {1, -2, 1}, {1, 1, -2}}]
|:|LI1:[1]= {{_3; _3; D}.r {{_lr D.r l}.r {_l.r l.r D}.r {l.r l.r l}}}
Argi dago, baina, eginkizun horretarako erosoagoa 08tz ve erabiltzea. Egonkortasun linea-

la aztertzeko, berriz, gaitasun hau oso lagungarria iz#ekda Ondoan, 8.10 ariketako kasua
aztertzen da:

-1 -1
n@l= & = l1+r+d 1+:I:‘)r
Det [A]
Tr[a]
Eigensystem[a]
outfi= d
Outf4]= t

ot [5]= {{% [r—x.'—4d+rz], % [r+'\.'—dld+r3]};
{{_2+r+m ,1}, {_2+r-m ,1}}}

20l +d+1) Z2il+d+r)
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B.16 ARIKETA Egiaztatu Mathematica-k emandako soluzioa han aurkitugsdela.

B.5.4 Funtzio bereziak

Funtzio berezi asko ezagutzen ditu Mathematica-k, baitarezenbakizko balioak eta pro-
pietate nagusialcunct i onExpand etaFul | Si npl i f y funtzioen bidez erabil daitezkeenak.
Adibidez, 6.4 eta 6.5 problemetako eta D.4 irudiko kasubtarxe dugu:

In[1]:= D[x" Besseld[v, kx], x] /7 FullSimplify

Ot [1]= kKYBESSElJ[—l +v¥, Ex]

In[z]:= Bessel.][ ; . x]

& .
||§ ain(=]

N

In[z]:= Plot [Gamma[x], {x, -4.5, 5}]:

Ot [2]=

1=

10 F

=100k

=151k

B.17 ARIKETA Ezagutzen al du Mathematica-k (D.93) propietatea?

B.5.5 Serieen batuketa eta integralen ebazpena
Zeregin hauetan ere 0so trebea da, (6.113) ekuazioan Henttzo bereziak tartean egon
arren:
o {-1}* HaxmonicHumber [n] x*

In[1]:= Z —

n=1

ot[l= & Gammal[d, -x] + &~ (EulerGamma + Log[-x]]

6.14 ariketako emaitza berreskuratzékomct i onExpand erabil daiteke:
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InZ:= % ff FunctionExpand ff Simplify

1 1
Ot [2]= E e (2 Euleriramma - £ ExpIntegralEi [x] - Lu:ug’;] +L|:|g[1-:]:|

B.18 ARIKETA Erabili Mathematica 6.20 ariketako seriea batzeko.

Era berean, 2.13 problemako

= |y e Y dy

1 1
o[l @Y [—E + —] - = E:-cpIntEgralEi[——]
2 2 2 v

integral mugagabea eta 1.13 ariketako mugatua erraz kidlen dira:

1
In[2]:= -l:} do

2 \fsn[g]z -sin[ 2]

Loz [0]4Lox[8] . . E ¥
vz 1_Cox[d] ElllpuCF’ £ * L Cor[o]

Out[z]=

of —Cos[o] + Cos[9]

B.19 ARIKETA Egiaztatu emaitza hau eta han emandakoa berdinak direla.

B.5.6 Serie-garapenak

B.3.1. atalean ikusi dugunez, Taylor-en (eta Laurent-amgenak egiteko gai da programa.
Hemen, 7.6 ataleko Runge eta Kutta-ren metodo klasikoaalaeiy ordenakoa dela frogatuko
dugu. Hasteko, soluzioak ekuazioa betetzen duela —hay da, f(z,y) dugula— irakatsiko
diogu programari:

)= ¥ : = Punction[x, D[ £[x, ¥[x11, {x, n-1}11;

In[z]:= ¥ ' [x]
¥''[x]

outfz)= £[x, ¥[x]]

outl= £lx, vix]] £ [, wixl ]+ £ [x, wix ]

Orain, zuzenean egin daiteke Taylor-en garapena metauogaiena egiaztatzeko:

n4:= k1 = £[x, ¥[x]1]1:

k: = f[x r [x] I k1]
= + — + — H

2 2 ¥ 2 1

k £] r [x] - kg ]
= X+ —, Xx]+ — H

5 2 ¥ 2 2

ky = f[x+h, ¥[x] +hk:z];

¥[x+h] - {y[x] +% {k1+2k2+2k3+k4})+[l[h]5 /f Simplify

oufE= O[h]°
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B.20 ARIKETA Froga ezazu 7.7 ataleko Adams, Bashforth eta Moulton-eondoétlasikoa ere
laugarren ordenakoa dela.

B.5.7 Fourier-en serieak

Fourier-en serieak artez kalkula daitezke sarritan. Eslabe9.18 ariketan agertzen dena hau-
xe da:

In[1]:= £ = UnitStep[x] S5in[x]:

T = 2m;
1 2
ag = — -r fidx
T J1p
2 £z 2
a, = — f Cos[n — x| dx
T Jrpm T
2 2 2
b, = — £Sin[n — x] dx
T T
1
o= —
m
-1l -Coz[no]
o ———MM
(-l+nfy o
Sinfnor)
out[5= -

(-l+niym

Programak: indizea osoa dela ulertu ez duenez, esplizituki azaldurtzhe:

In[f]:= Simplify[a,, n € Integers]

l+(-1)"

otz - ———
¥l (-1l+ni)m

In[:= Simplify[b., n e Integers]

out[F]= 0
Zoritxarrez, ez dago argi nola ulertu behar den lehen emaijtkoefizientaerekin eta bigarrena
ez da zuzena;-en kasuanyp = 1 indizeari dagozkion koefizienteak limite moduan,

In@El= Limit[a,, n—=1]

out[s]= O
)= Limit[by,, n— 1]

Bu [8] -
Htd]= —
Z

zein zuzenean kalkulatuz ikus daitekeen bezala:



262 B Metodo sinbolikoak

2 £z 2
In[10]:= ay = — fCos| — x| dx
T Jrm T

2 £z i 2
b= — fSln[—x] dx
T Jge T
Out[10]= O
Ot [11] !
it = —
2

Emaitza egiaztatzeko, lorturiko seriea batzeko eskatmeyugrogramari:
1 1 2 2, Cos[?nx] . 3
In[12]= — + — Sin[x] - — Z ———— — Ff PoamerExpand ff FullSimplify
2 i 4an? -1
(m+2dhreTanh et *] - 2 1 ArcTanh[e' ")) sin(x]
Out[12]=

2m

B.21 ARIKETA Marraztu emaitzaren grafikogs, 7) tarteard(x) sin 2 balio duer2s periodoko
funtzioa dela ikusteko.

Programak badaki Fourier-en serie moztuak zuzenean lkdilani. Adibidez, 9.9 problemaren
kasuan Gibbs-en fenomenoa aztertzeko, hauxe egin daiteke:

In[1]:= == Calculus FourierTransform’

In[]:= £fst = Tahle[FourierTrigSeries[x, x, 4], {n, 0, 2}];
fst[[2]]

Jinf2 mx] Fin[dm=] SFin[6mx] Sin[8 mx]
Ot [3]= - + -
27 3 4m

In#:= Plot [Evaluate[fst], {x, -1, 1}, h=spectRatio—- 12,
PlotPoints — 5000]:;

(W W

B.22 ARIKETA Marraztu, kasu bereafi4 gai dituen serie moztua.
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B.5.8 Diferentzia finituetako ekuazioak

Horrelako ekuazioak 3.37 probleman agertu zitzaizkiguigfacci-ren segida definitzean:

In[1]:= <= DiscreteMath RSolwve’
In[zl:= £fil = RSolve[{ x[n] = x[n- 1] + x[n-2], x[0] == 0, x[1] == 1}, x[n], n]

(£ (L-"8)) - (F (145))
st {feta) - ~ )

Emaitza programak ezagutzen dituen Fibonacci-ren zeabkalkiela egiazta dezakegu,
n(]= Table[Fibonacci[n] - x[n] f. fib[[1]] /7 Simplify, {n, 10}]
Qutf2l= {0, 0,0, 0,0,0,0,0,0,0}

baita beraien arteko zatidurak urrezko zenbakira jotzetedere:

(x[n] f. fib[[1]]}) f.n—>n+1

- ] n— =]
x[n] 5. fib[[1]]

In[4)= Limit [Evaluate [

Out[4]= % (L++5]

Infs]= % - GoldenRatio f/f FullSimplify

OutfE= 0

B.23 ARIKETA Ebatzi Mathematica-ren bidez 8.30 problema.

Bestalde, 6. gaian Taylor eta Frobenius-en serieen koetiegi& kalkulatzeko errepikapen-
erlazioak diferentzia finituetako ekuazioak dira; bair@jtxarrez, programak emaitza okerrak
ematen ditu maiz, hala nola (6.108) eta (6.120) ekuaziosndta

In[1]:= =< DiscreteMath RSolwve”
RSulve[{{_1+ n)° a[n] + (A +nYyan-1]:: 0, a[0] == 1}, a[n], n]
RSolve[{(A+n) (A+n-1)a[n] + (A +n- 2y* a[n-1] == 0, a[0] == 1},

a[n], n]
(-1"
Dt [2]= {{a[n]—} o }}
1
Power::infy : Infinite expression — encountered.
]
Outf3]= {3}

Arazoa apur bat ikertu ondorekt hod- >Met hodEGF aukera erabiltzen bada emaitza zuze-
nak lortzen direla aurki daiteke,
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nf4]= RSolve[{{x+ n? a[n]+ (A+nya[n-1]=- 0, a[0] - 1}, a[n], n,
Method — HEthDﬂEII']
RSulve[{{_1+ n {A+n-1)a[n] + (A+n-2¥ a[n-1] == 0, a[0] == 1}_r
a[n], n, Method — HE:t]'l.DﬂEII']
1
outsr {{an] - ) 1

Pochhammer [l + A4, 1]

Out [5]=

(-1)™ Pochhaumer [-1 + A, n]®
{{atn1~ i
Pochhammer [A, n] Pochhammer [l + A4, 1]

baita (6.121) berreskura dezakegula ere:
InfG:= % ff FunctionExpand ff FullSimplify

-1 -1+ }}

oPE {{a[n] N (—l+n+ A% (n+ )

B.24 ARIKETA Erabili Mathematica (6.132) errepikapena desegiteko.



C ERANSKINA

Metodo analitiko zehatzen laburpena

Les conseils faciles a pratiquer son les plus utiles.
Luc de Clapiers Vauvenargues

Kalkulu sinbolikoa egiteko programa erabilgarririk ez dagean, aztertu nahi dugun ekuazio
diferentziala ebazten ez badaki, edo eskuz askatu nahghaéadibidez, programak emandako
soluzioak guztiak direla egiaztatzeko— errezeta- edoilézalbe-liburu gisa jarraian aipatzen di-
tugun urratsak egiten saia gaitezke. Honek ere huts egaidun, [i39] eta [38] bezalako gidaliburu
aurreratuetara edo lagun trebe batengana jo dezakegu.

Kalkulatzen hasi aurretik pentsatzea, praktikak garatdaen sen ona eta problemaren fi-
sikaren ezagutza oso lagungarriak izan daitezkeela gdgdoaharko zenuke ezer egin baino
lehenagoGeroago, ondoren aipatzen diren metodo sistematikoetalezpkezu.

1. Koefiziente konstanteetako ekuazio edo sistema lingaldde hastapen-baldintzen pro-
blema bada, erabili 5. gaikaaplace-ren transformazioa

2. Ekuazio bakarraren kasuan:

(@) Lehen ordenakoa bada eta ezezagunaren deribatuardskatiago,y’ = f(z,vy),
edo neke handirik gabe aska badaiteke,

P(x,y)dz+ Q(z,y) dy =0, edo  Q(z,y)y + P(z,y) =0,

joan zaitez 266. orriko C.1 atalera.

(b) Lehen ordenakoa izanda ere, deribatua askaturik egbapean 268. orriko C.2. ata-
lera.

(c) Ordena bat baino handiagoaizanik ekuazioa lineala, lpadaazu 269. orriko C.3 ata-
lera.

(d) Ekuazioa lineala ez bada, joan 271. orriko C.4 atalera.

3. Sistema bat ebatzi nahi denean ekuazioren baten ordébaiba handiagoa bada, sartu
behar diren ezezagun eta ekuazio berriak lehen ordenakmsibihurrarazteko. Orduan:

(a) Sistema lineala bada, erabili 272. orriko C.5 atala.
(b) Sistema lineala ez bada, jo 273. orriko C.6 atalera.

265
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C.1 Lehen ordenako deribatu askatuko ekuazioak
Biz ezezagunaren deribatua (ia) askaturik duen lehen akbegkuazioa:
Q(z,y)y + P(z,y) = 0. (C.1)
1. Aldagai bananduetakoabada,
Qy)y' + Plx) =0,
zuzenean integratzen d]{:Q(y) dy + / P(z)dx = C. (Ikus 19. orriko 2.3 atala.)
2. Ekuaziogbanangarria bada,
Ux)V(y)y' + R(x)S(y) = 0,

aldagaiak banandurik integratu egiten da. Ohar zastep = 0 ekuazio finituak (edo,
ezezaguna dela ematen badugU,(z) = 0 delakoak) soluzio singularrak eman ditzakeela.
(Ikus 21. orriko 2.5 atala.)

3. (C.1) ekuaziozehatzabada,
0P _0Q
oy  Ox’
u(z,y) = C soluzioa,u/dx = P etadu/0y = @ baldintzak betetzen dituenfuntzioak
emandakoa da. (Ikus 17. orriko 2.3 atala.)

4. Ekuaziodineala bada,
ag(x)y + ar(x)y = b(x),

. . 1
xz-ren menpeko faktore integratzaile bat onartzen;du?) = — exp <— / i dx). (Ikus
Qo Qo
23. orriko 2.7 atala.)

5. Bernoulli-ren ekuazioa bada,
ao(2)y’ + ar(w)y = b(x)y",
y= w7 aldaketak lineal bihurrarazten du. (Ikus 26. orriko 2.181aa)
6. Riccati-ren ekuazioadenean:
ao()y' + a1 (w)y + az(x)y” = b(x).

(a) Baldin etay; soluzio partikular bat ezagutzen bagas y; + 1/u aldaketaren bidez
ekuazio lineal bat lortzen da. (Ikus 26. orriko 2.13 atala)

aot’

(b) Bestelay = aldaketarekini-rako bigarren ordenako ekuazio lineal homogeneo
asU
bat lortzen da. (lkus 72. orriko 3.27 problema.)
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7. (C.1) ekuaziodzr,y) — (az,ay) eskala-aldaketarekiko aldaezina bada, hathdmoge-
neoabada eda guztietarako

P(ax,ay) P(z,y)

Qaz,ay)  Qz,y)

betetzen bada; = ru aldaketarekinz, u) aldagaietarako ekuazio banangarri bat lortzen
da. (Ikus 24. orriko 2.9 atala.)

8. (C.1) ekuaziodr,y) — (ax,a’y) eskala-aldaketarekiko aldaezina badegoki baterako,
hau dajsobarikoa bada eda guztietarako eta egoki baterako

P(Cma@/\y) _ a>\—1p<3773/)

Q(ax, ary) Q(z,y)

(
betetzen bada; = x*u aldaketa egin ondorefx, «) aldagaiekiko banangarria da. (Ikus
36. orriko 2.16 problema.)

9. Ondoko ekuaziotr, u = ax + by) eta(z, u = ax + by + ¢) aldagaiekiko banangarria da:
y' = f(az + by + ¢).
(Ikus 25. orriko 2.10 atala.)

10. Ondoko ekuazioarekin bi kasu ditugu:

, ar + by + ¢
y=f|——F].
ar + By + v

(a) Baldin etau/a = b/ bada, ekuazio&r, v = ax + by) aldagaiekiko banangarria da.

(b) Bestela, ekuazioa homogeneoa da jatarsia+ by + ¢ = 0 etaax + Sy +v = 0
zuzenen ebakidura-puntura eramaten denean.

(Ikus 25. orriko 2.11 atala.)
11. Aurreko guztiak huts egiten badu:

(a) Menpeko aldagaitzat eta independentetzatharturik, eman berriro 4, 5 eta 6 urra-
tsak.

(b) Problemaren egiturak horrelakorik aditzera ematerupsdiatu(z, y) aldagaien al-
daketa bat; koordenatu-aldaketa bat (polarretara, afipizkin esanahi geometriko
zuzenik gabeko transformazioa izan daiteke.

(c) Saiatu aldagai independentearen menpeko faktoreraigzgie bat. (Ikus 21. orriko
2.6.1 atala.)

(d) Saiatu menpeko aldagaiaren funtzio hutsa den faktoegnatzaile bat. (Ikus 22. orri-
ko 2.6.2 atala.)

(e) Erabili problemaren ezagutzak iradokitzen daén, y) funtzio egokiaren menpeko
faktore integratzailegi(x + y), u(zy). . . (Ikus 23. orriko 2.6.3 atala.)

Gogoratu transformazioak egitean soluzioak gal (edo iBldaitezkeela
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C.2 Lehen ordenako deribatu askatugabeko ekuazioak
Deribatua ez bada erraz askatzen,
F(z,y,y") =0, (C.2)

ondokoa saia dezakezu.

1. Ondoko ekuazioaren soluzitﬁa<y — C> =(0da:
xXr

Fy') =0.
(Ikus 31. orriko 2.15.1 atala.)

2. Ondoko ekuazioaren soluzio parametrikoa g(u), y = /ug’(u) du+ C da:

r=9(y).

(Ikus 31. orriko 2.15.2 atala.)
/
3. Ondoko ekuazioaren soluzio parametrikoa /# du+C,y = g(u)da:

y=9).
(Ikus 31. orriko 2.15.3 atala.)
4. Ondoan agertzen dé&lairaut-en ekuazioarensoluzio orokorray = Cz + g(C) da:
y=ay +9(y).
Inguratzaileren bat badago, soluzio singularra izangdlkias 32. orriko 2.15.4 atala.)

5. Lagrange-ren
y=zf ) +9)

ekuazioa ebazteko, egiyi = u aldaketa, deribatu ekuazioa eta erabdien menpeko
faktore integratzailea. Soluzio singularrak ager dageglkus 33. orriko 2.15.5 atala.)

6. (C.2) ekuazioaren soluzio parametrikoa aurkituz gero,
Fa(u,v), B(u,v),v(u,v)] =0,
saiatu(u, v) aldagaietarakdg = v da ekuazioa ebazten. (Ikus 28. orriko 2.15 atala.)

7. Deribatu ekuazioa lortzen dena errazagoa ote den ikus2édkorriko 2.15.6 atalean adibi-
de batzuetan egin genuen bezala.
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C.3 Ekuazio linealak

ao(2)y™ + ay(2)y "D + -+ o (@)Y + an_1(2)Y + an(x)y = b(2) (C.3)

n ordenako ekuazio linealaren kasuan saiatu ondoren aipdérea:

1.

Hasteko, ebatzi dagokion ekuazio lineal homogeneda=—0 eginez lortzen dena—,
C.3.1 atalean aztertzen den moduan.

. Erabili, gero, C.3.2 ataleko metodoak ekuazio osoarkrzisopartikular bat aurkitzeko.

(C.3) ekuazioaren soluzio orokorra, dagokion homogarezosoluzio orokorra eta osoaren
edozein soluzio partikular batuz lortzen da.

(Ikus 52. orriko 3.8 atala.)

C.3.1 Ekuazio lineal homogeneoak

ao(a:)y(") + al(x)y(”*l) + ot an o ()Y + a1 ()Y + an(x)y =0 (C.4)

ekuazio lineal homogeneoaren soluzio orokorra wronskiandua dutem soluzioren hautazko
koefiziente konstanteetako konbinazio lineala da. (Ikuso#iko 3.7.2 atala.)

1.

a;, koefizienteak konstanteak badira, 62. orriko 3.10 ataleller-en metodoa erabil dai-
teke soluzio orokorra prozedura algebraikoen bidez katkeko.

. a; koefizienteen egiturari esker, ekuazioa

(az 4+ 0)"y™ + ar(az +0)" Ly 4o a, 1 (ax + D)y +ay =0

moduan idatz badaitek€auchy eta Euler-en ekuazioadugu etar — ¢ = In(ax + b)
aldaketarekin koefiziente konstanteetako ekuazio lingi@ra eraman daiteke. Bestalde,
delakoaln(ax + b) balioarekin sistematikoki ordezkatuz lortzen den Eulereetodoaren
aldaera nabariarekin ere ebazten da. (Ikus 69. orriko 3dla.p

Saiatuy; soluzio partikular bat aurkitzen. Horrelako batekin oradrehera daiteke (be-
re linealtasuna eta homogeneotasuna aldatu gabe)y; [u dx adierazpenak emandako
y — u aldaketaren bidez. (lkus 50. orriko 3.7.5 atala.) Saiatzg@dura hau errepika-
tzen, aldagaiak bananduz integratzen den lehen ordenalaziekhnomogeneo batera iri-
tsi arte. Hau ezinezkoa bada, agian behean aipatzen demebigadenako ekuazio ba-
tera hel daiteke. Kasu berezi batzuetan erraz asmatzenwdaospartikularra. Adibidez,
an-1(x) = —za,(x) bada,y; = z soluzioa day agertzen ez denean (hau da(z) = 0
denean)y,; = 1 da soluzio partikularra. Era berean,_,a;, = 0 bada,y; = ” dugu
soluzio partikulartzat, etx}_, (—1)*a;, = 0 betetzen deneap = e*. (Ikus 51. orriko
3.16 ariketa.)

Bigarren ordenako ekuazio lineal homogeneoaren kasuan,
ao(x)y” + a1 (2)y’ + az(v)y = 0, (C.5)

hauxe egiten saia daiteke:
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20109 + Aol — ajas
(a) Baldin eta 172,32
0 2
dentearen aldaketak koefiziente konstanteetake) aldagaietarako ekuazio lineal
homogeneo batera laburtzen du hasierakoa. (Ikus 52. etaB@#ako 3.21 ariketa.)
. 4 —a? — 2apay + 2a!
(b) Baldin eta—o2— %1~ “0o% 2o
Qg
peko aldagaiaren aldaketa erabiliz, koefiziente konstsaite (=, u) aldagaietarako
ekuazio lineal homogeneo bat lortzen da. (Ikus 52. eta 30®tako 3.22 ariketa.)
Bestalde, aipaturiko adierazpeng,b etac konstanteen bidez/(ax + b)?> moduan
idazten deneariy, u) aldagaietarako Cauchy eta Euler-en ekuazio bat lortzen da.

konstantea bada,= / \/az/ag dx aldagai indepen-

konstantea badg, — u = y ez @ % men-

(c) Egiaztatu ekuazioa fisikan maiz agertzen diren ekutaide bat denetz (edo modu
horretan idatz daitekeenetz):

Bessel co2ty +ay + (x2 - V2) y = 0.

Bessel (aldaerak) : 2%y" + (2¢ + 1)y’ + [a’b?2™ + (¢ — 10?)] y = 0.

Chebyshe¥ : (1 — xQ) y' —ay + vy = 0.
Gaus$ ca(l—a)y" + [y — (1 +a+ )]y —afy=0.
Hermite sy —2xy + py = 0.
Kummef oy + (v —2)y —ay=0.
Laguerré coay’' 4+ (1—2)y + vy =0.
Legendré : (1 — xQ) y' —2zy +v(v+ 1)y =0.
(Ikus 6. gaia.)

(d) Bilatu (berretura- edo Frobenius-en) serieen bidenkoz#oa 6. gaiko metodoekin.
Saiatu serieak batzen 136. orriko 6.5.6 atalean emandadokiizunez baliatuz.

(€) (@o(x)y} + a1(x)y} + az(z)y; = 0 baldintza betetzen duen) soluzio partikular bat
ezagutzen bada, soluzio orokorra
_ fa_l dx
(& @0
y = Ciyr + Comn / T dx (C.6)

1

da, 51 orriko 3.7.5 atalean ikusi genuen bezala.

lkus 124. orriko 6.4 atala.

2lkus 139. orriko 6.15 problema.
3lkus 138. orriko 6.2 problema.
4lkus 140. orriko 6.20 problema.
Slkus 121. orriko 6.3.1 atala.
6lkus 140. orriko 6.22 problema.
Ikus 139. orriko 6.14 problema.
8]kus 138. orriko 6.1 problema.
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C.3.2 Ekuazio lineal osoak

Dagokion homogeneoa ebatzi ondoren,
ag(2)y"™ + a1 (@)y™ Y + -+ an 1 (@)Y + an(@)y = b(2)
ekuazio osoaren soluzio orokorra ebazteko falta den sopatitikularra honela bila daiteke:

1. a; konstanteak izateaz gaigai inhomogeneoa quasipolinomio bat edo quasipolinomioen
batura bat bada, erabili 65. orriko 3.11.1 atalékefiziente indeterminatuen metodoa
edo, nahiago bada, 67. orriko 3.11.2 atalalderantzizko eragilearen metodoa

2. a;, koefizienteen egiturari esker, ekuazioa
(az + )" y™ + ay(ax +0)" " y" D+t a, 1 (az + b)Y + any = B(z)

moduan idatz badaitek&(z) gai inhomogeneok (ax + b)-ren polinomioen etéax + b)-
ren berreturen arteko biderkaduren batura iza@dychy eta Euler-en ekuazioalugu eta,

r — t = In(az + b) aldaketarekin, gai inhomogeneo quasipolinomikoa duefiZeate
konstanteetako ekuazio batera laburtzen da. (Ikus 6%oo®il2 atala.) Soluzio partiku-
larra bilatzeko 65. orriko 3.11.1 ataleko koefiziente iedetinatuen metodoaren aldaera
nabaria ere erabil daiteke.

3. Erabili 53. orriko 3.8.1 atalekkonstanteen aldakuntzaren metodoaEkuazioa zenbait
gai inhomogeneo desberdinetarako ebatzi behar baduzwgarda izan daiteke 55. orriko
3.8.2 atalekaCauchy-ren metodoaerabiltzea.

C.4 Ekuazio ez-linealak

F (x, TR T ,y(”)) =0 (C.7)

ekuazioa lineala ez bada, beraren ordena beheratzen teakeaondoren aipatzen diren meto-
doen bidez. Amaieran, egindako aldaketak desegin onderatzgn diren ekuazio diferentzialak
ebazten saiatu beharko da, noski.

1. (C.7) ekuazioan menpeko aldagaia agertzen ez bada,

OF
— =0,

dy

(z,y) — (xz,u = y') aldagai-aldaketarekin beheratzen da ekuazioaren or@Gaiaera,
y, v, ...,y"™ falta badira,(z,u = y™*+Y) aldagaietan ordenari + 1 unitate kentzen
zaizkio. (Ikus 41. orriko 3.4.1 atala.)

2. (C.7) ekuazioan aldagai independentea agertzen ezlimdda,; — x+a translazioekiko

aldaezina bada,
oF

e
ekuazio autonomoadugu eta ordena beheratzela y) — (y,u = y’) aldagai-aldaketa
erabil daiteke. (Ikus 41. orriko 3.4.2 atala.)

0,
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3. (C.7) ekuazioa-ren eskala-aldaketekiko aldaezina bada,

(z,y) — (az,y),

x-rekiko ekidimentsionala da eta ordena beheratzeko,y) — (y,u = zy’) aldagai-
aldaketa erabiltzen da. (Ikus 42. orriko 3.4.3 atala.)

4. (C.7) ekuaziog-ren eskala-aldaketekiko aldaezina bada,
(z,y) = (z,ay),

y-rekiko ekidimentsionala da eta ordena beheratzeko, y) — (z,u = y'/y) aldagai-
aldaketa erabiltzen da. (Ikus 43. orriko 3.4.4 atala.)

5. (C.7) ekuazioa deribatu baten moduan idatz badaiteke,

F (xvyvyla cee ,y(”)) = %G (x,y,y', . ,y(”_l)) =0,

ekuaziozehatzada eta bere ordena beheratzeko nahikoé?c@a, TR T ,y(”_l)) =C
lehen integrala erabiltzea. (Ikus 44. orriko 3.4.5 atala.)
C.5 Ekuazio linealen sistemak

Biz n ekuazioko sistema lineal bat:
j=1

1. Hasteko, ebatzi dagokion sistema homogeneba=-% eginez lortzen dena— C.5.1 ata-
lean ikusten den bezala.
2. C.5.2 ataleko metodoak erabiliz, aurkitu sistema ososo&izio partikular bat.

3. (C.8) sistema osoaren soluzio orokorra, dagokion sstemmogeneoaren soluzio orokorra
eta osoaren edozein soluzio partikular batuz lortzen da.

(Ikus 88. orriko 4.5 atala.)

C.5.1 Ekuazio linealen sistema homogeneoak

i’i:Zaij(t)xj, izl,...,n (Cg)
j=1

ekuazio lineal homogeneoen sistemaren soluzio oroknarizko matrize baten eta hautazko
zutabe-bektore konstante baten biderkadura da. (lkusr8kod.4.2 atala.)

1. a;; koefizienteak konstanteak badira, 91. orriko 4.6.2 atateller-en metodoasoluzio
orokorra kalkulatzeko prozedura algebraikoa da.
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2. (C.8) sistem&auchy eta Euler-en sistemdaten antzera idatz badaiteke,
th‘z = Z aij ZL‘j,
j=1

a;; koefizienteak konstanteak direlarik, aldagai indepereseety = " aldaketak aurreko

ataleko koefiziente konstanteetako sistema batera |laudiz hemengoa. Nahiago bada,
aldagaidn ¢ balioarekin sistematikoki ordezkatuz lortzen den Euterreetodoaren aldaera
erabil daiteke. (Ikus 98. orriko 4.29 problema.)

3. Beste kasu batzuetan, 81. orriko 4.2.1 atalean esan,zgTédzazioa eta ordezkapena era-
biliz sisteman ordenako ekuazio lineal bakar batera labur daiteke, ge3d @taleko me-
todoak erabiltzeko.

C.5.2 Ekuazio linealen sistema osoak

i‘i = Z aij(t) IL‘j + bl(t)
j=1

sistema osoari dagokion homogeneoa ebatzi ondoren, saduakorra idazteko behar dugun
osoaren soluzio partikularra bilatzeko ondoan deskrératen prozeduraz balia gaitezke.

1. a,; koefizienteak konstanteak badira —agian Cauchy eta Enlerstema bateah= e*
aldaketa egin ondoren— eta gai inhomogeneoak quasipolinomioak, erabili 94. orriko
4.6.3 atalekdoefiziente indeterminatuen metodoa

2. Bestela, erabili 88. orriko 4.5 atalekonstanteen aldakuntzaren metodoa

C.6 Ekuazio ez-linealen sistemak

1. Saiatu sistemardahen integralak aurkitzen, 81. orriko 4.2.2 atalean ikusi den moduan.

2. Bestalde, 81. orriko 4.2.1 atalean esan zenez, derdmaeta ordezkapenaz baliatuzor-
denako ekuazio bakar batera labur daiteke sistema, gerat&leko metodoak erabiltzeko
asmoz.
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D ERANSKINA

Funtzio batzuen definizioa eta propietateak

Mathematics possesses not only truth, but supreme beauty
—a beauty cold and austere, like that of sculpture.
Bertrand Russell

Beste gai guztietan agertzen diren funtzio berezien dedaizeta propietate batzuk bildu di-
tugu eranskin honetan. Gure helburua ez da aipaturikoiheriazterketa sistematikoa —Arfken
eta Weber-en [16] testuan, adibidez, aurki daitekeena+zikxeta irakurlearen lana erraztea teo-
ria ulertzen eta ariketak egiten saiatzen denean. Propigédiago Abramowitz eta Stegun [36]
tauletan aurki daitezke. Hasteko, zenbaki konplexuerroaka propietateak bilduko ditugu eta,
Cauchy-ren balio nagusia definitu ondoren, ekuazio trantka@e batek inplizituki definituri-
ko funtzio bat ikusiko dugu, geroago definiziotzat intedrat edo serie bat duten beste batzuk
aztertzeko. Amaitzeko, polinomio ortogonal interesgamen propietateak aipatuko ditugu.

D.1 Zenbaki konplexuak

Zenbaki konplexuak = x + iy forma cartesiarrean edoz = re? forma polarrean idazten
dira,i = v/—1 unitate irudikaria delarikRe = = x = r cos 6 parte errealaetalm z = y = rsin 4
parte irudikaria zenbaki errealak dira eta mota berekoak ¢lifa= » = /22 + y2 modulua eta
arg z = 0 = arctany/x argumentua. Azken hau ez da bakarra éta- 2k7 (kK = 0,+1,£2,...)
angeluak zenbaki konplexu berberari dagozkio forma pedarr Argumentuarebalio nagusia
—7 < 0 < 7 baldintza betetzen duena da.

z=x+1y=re 0

|
|
|
|
|
|
|
|

xr

D.1 IRUDIA Zenbaki konplexu baten forma cartesiarra etaapal.

275
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2 = xp + iy = e (k= 1,2) zenbaki konplexuen batura, kendura, biderkadura eta
zatidura hauexek dira:

ntzm = (v1+x2) £i(+y2), (D.1)
2129 = (T129 — Y1Ya) £ i (T1y2 + T2y1) = T1T2€Z(61+92), (D.2)
2 aZm (mme+yiye) Ti(Tyn —@1y2) T 0 D
= = S = 3 = —e . (D.3)
29 |2’2| x5 + Y5 T2

z zenbakiaren konplexu konjokatda= = — iy = re~* da eta ondoko propietateak betetzen
dira:

Zl = |z, (D.4)
argz = —argz, (D.5)
z = z, (D.6)
z4+Z = 2Rez, (D.7)
z2—%Z = 2ilmz, (D.8)
Z = 2%, (D.9)
2120 = Z x 7, (D.10)
(2122) = 7%, (D.11)
(ﬁ> S (D.12)
22 22
D.1 ARIKETA Erabili berretura-serie egokiak
e = cosf +isind (D.13)
Euler-en formula eta
(cos@ +isinf)" = cosnf + isinnb (D.14)

de Moivre-ren® teoremaegiaztatzeko.

Esponentzialak eta berreturak honela kalkulatzen dira:

z

e e“e” = e (cosy +isiny), (D.15)

n n _inf

2" = r"e"™ =r"(cosnb +isinnd). (D.16)

Argumentua bakarra ez denezs= re!?+2+7) —£ (0 zenbaki konplexuaren-garren erroak: dira:
2 = gt/ gi0+2km) /. k=0,1,...,n—1. (D.17)
Erro nagusia k = 0 balioarekin lortzen da{n < # < 7 aukeratu bada).

D.2 ARIKETA Ebatziz® — 1 = 0 ekuazioa.

1 Abraham de Moivre (1667-05-26, Vitry, Frantzia; 1754-11-27, Londres, lregaira). Higanoten
kanporatzearen ondorioz, Ingalaterrara joan zen; basmeatzerritarra zenez, ez zuen katedrarik lortu.
Geometria analitikoaren eta probabilitateen teoriarearalaria izan zen. Badirudi bere adiskidea zen
Stirling-en formula famatua berak aurkitu zuela leheneng@s = + ¢ sinx)™ berreturarako aurkitu
zuen formulari esker, analisia 0so erabilgarria da trigoetvian.
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D.2 Cauchy-ren balio nagusia

Demagunf funtzioa singularra dela € (a,b) puntuan, baina puntu hori ez duen edozein
azpitartetan integragarria dela. Adibidgz= 1/+/z etaf = 1/x funtzioakz = ¢ = 0 puntuan
singularrak izan arren, integragarriak dira jatorria eieduarte finitu guztietan. Integral (inpro-
pio) arrunta existitzen badg & 1/+/x funtzioaren kasuan, adibidez), ondoko berdintza bikoitza
betetzen da:

/b f(z)dx = lim o f(z)dx + lim b f(z)dx
a e—0Jq n—0 Jetn
= lin V— fx)dz + /i f(x) dx] . (D.18)

(Atal honetan limite ikur azpian agertzen diren aldagaiagifboak dira, notazioa arintzeko es-
plizituki adierazten ez den arren.) Hala eta guztiz eretagéaiteke, bigarren gaiko bi limite

independenteak konbergenteak izan ez arren, hirugaodimeike bakarra konbergentea izatea.
Hori gertatzen denean, integrala dibergentea da, bainendikitea erabil daiteke bere balio
nagusia definitzeko:

]gbf(:c) d = lim Ua”f(x) dx+/;f(x) dz . (D.19)

f = 1/x funtzioaren adibidean, < 0 < b aukeratuz, integral arrunta dibergentea da,

bd —<d bd b
2 —lim & + lim  — fimIn = + limIn — = —o0 4 o0, (D.20)
o T e—=0Ja T n—0Jy x e—0 ‘a| n—=0 7

baina bi limiteak aldi berean kalkulatuz balio finitu batthem da:

bdx . —€ dx bdx .
— =lim / — + / — | = lim
a T e—=0 | Ja X e X e—0

D.3 ARIKETA Eman dezagurf(z) funtzioa erregularra eta integragarria dela. Frogatu kona

emaitza hau:
< flz)de _ / REAAL A (ko (D.22)
T—y 0 x

In-" +1n 9] L (D.21)
|al £ |al

—00

Orobat, /> f(z) dz integral inpropioa existitzen denean honela idatz daiteke

00 0 b 0 a
/ f(x)dr = lim f(z)dx + blim f(x)dr = lim [/ f(x)dx + / f(x) d:p].
—00 a—r o0 —a —00 J( a—r o0 —a 0
(D.23)
Limite bikoitza dibergentea izanik azken gaiko limitea tiiai bada, Cauchy-ren balio propioa
definitzen du:

][OO f(z)dz = lim ’ f(z)dux. (D.24)

—00 —a

D.4 ARIKETA Egiaztatu ondoko balio nagusia:

][ sinzdx = 0. (D.25)
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D.3 Lambert-en funtzioa

Dakigunez,e¥ = z ekuazioaren soluziog = Inz da. Logaritmoa orokortzekg,eV = =
ekuazioa erabil daiteke Lambert-en funtzioa inplizitu&fiditzeko:y = W(x). Logaritmoaren
kasuan bezalaxe, infinitu soluzio ditu aipaturiko ekuakidmina haien artean = 0 puntua-
ren inguruan analitikoa den bakarra, Lambert-en funteio®V, adar nagusia da. Hemen beste
adarrak aztertuko ez ditugunéz) notazio laburtua erabiliko dugu adar nagusiaren kasuan.

D.5 ARIKETA Erabili Lambert-en funtzioaren definizioa ondoko propiesé frogatzeko:

W(:c)ew(w) = (D.26)
W(z)+W(z) = Inz. (D.27)

Funtzio honen deribatua kalkulatzeko (D.26) adierazpamderibatua kalkulatu behar da:

aw e~ W) %’ x #0,
E(l‘) = m = T (1 —}-1)’/\}(1‘)) o (D28)

D.6 ARIKETA Erabili (D.26) eta (D.27) propietateak D.2 irudia egiteka endoko balioak kalku-

latzeko:
W(-e) = -1, (D.29)
W) = o0, (D.30)
zgrfoo () = oo, (D.31)
W) _ oy (D.32)

»L—>+oo Inx

Frogatu[—e—l, oo) tarte errealean Lambert-en funtzioaren adar nagusial@etamonotono gora-
korra dela.

W(z)

-1

|
Q
|
_
=
AV}
(UV]
N
8

-1

D.2 IRUDIA Lambert-en funtzioaren adar nagusia zuzen ézeaa

Definizioa garatuz, ondoko Taylor-en seriea lortzen da:

fj )= 1”“" (D.33)

D.7 ARIKETA Froga ezazu aurreko seriearen konbergentzia-erradioa—! dela.
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Lambert-en funtzioaf(y) = ye¥ delakoaren alderantzizkoa denez, integral batagn)
agertzen bada; = y¢¥, y = W(x) aldagai-aldaketa erabil daiteke askotan integrala katkat
ko.

D.8 ARIKETA Erabili aipaturiko aldaketa ondoko integralak kalkul&ize
/ W(z) dz, /:1: W(z) dx. (D.34)

Lambert-en funtzioa oso erabilgarria da esponentziala@gritmoa duten ekuazio trans-
zendente batzuk ebazteko (izan ere, horrelako baten befeutd dugu funtzioa). Adibidez,

e"4+r=0 (D.35)

ekuazioa askatzeke,ze~* = 1 moduan idatziko dugu eta azken hau (D.26) adierazpenagekin
katuz,—x = W(1) dela ikusten dugu; beraz,= —WW(1) ~ —0.567143 aipaturiko ekuazioaren
soluzioetako bat da.

D.9 ARIKETA Askatu ondoko ekuazioak (b etac konstanteak dira):

Inz+2 = 0,
e(lf]) — ba,/,(i7
Inz+az® = c,
ze® = e+ 1.

Lambert-en funtzioaren azterketa sakona eta aplikazidkdrtikuluan aurki daitezke.

D.4 Errore-funtzioa

Errore-funtzioa gausstarraren integral mugagabearez lidfinitzen da:

xT

2 2
erf(z) = — e " du. D.36
(== (D.36)
D.10 ARIKETA Froga itzazu ondoko propietateak:
erf(0) = 0, (D.37)
lim erf(z) = 1, (D.38)
T—00
- 92 e (_1)nm2n+1

Zein daerf(z) etaerf(—z) funtzioen arteko erlazioa?

Bestaldegrrore-funtzio osagarria,

2 © 2
erfc(z) =1 —erf(z) = —/ e " du, (D.40)
VT Ja
etaerrore-funtzio irudikaria ,
erfi(z) = erf('w) _ 2 /x e du, (D.41)
i V7 Jo

ere erabilgarriak izaten dira.
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- _
erf(x)
erfi(x)
0.5
erfc(x) x
| | |
0 0.5 1 1.5 2

D.3 IRUDIA Errore-funtzioak.

D.5 Euler-en gamma funtzioa

Funtzio berezi erabilgarri hau zenbaki naturalen faktar@okorpena da eta honela defini
daiteke,x > 0 (edotaRe x > 0) balioetarako:

I(z) = /0 Tt . (D.42)

D.11 ARIKETA Erabili zatikako integrazioa eta = 1 aukera, gehien interesatzen zaizkigun on-
doko propietateak frogatzeko:

MNax+1) = zT(x), (D.43)
ra) = 1. (D.44)
Ondorioztatu argumentuaren balio naturalen kasuan gammtzida faktorial bihurtzen dela:
F'n+1)=n!l, n=0,1,... (D.45)
(D.43) adierazpena definiziotzat hartzen bad@;) funtzioak0 < x < 1 tartean dituen
balioak erabil daitezke argumentuaren balio negatibadtadatzeko:

()
(x—=1)---(x—n)’
Horrela, funtzioa zuzen erreal (plano konplexu) osoan akdmiturik,z = 0, —1,—2,... pun-
tuetan izan ezik. Azken puntu hauetan asintota bertikadakld, D.4 irudian ikusten den bezala.

(Plano konplexuag—1)"/n! kondarreko polo bakunak daude.)
Funtzio honen propietate ugarien artean ezagunena §tetinhurbilketa da, apika:

1 1
122 3602° 126025

Zenbaki naturaletan faktoriala berreskuratzeaz gainel@gumentu berezi batzuen kasuetan
ere aurki daitezke gamma funtzioaren balio zehatzak.

[(x—n)=

n=12,... (D.46)

1 1
lnF(:p)N(x—é)lnx—x%—aanW—k +--- (|l >1). (D.47)

D.12 ARIKETA Egin gamma funtzioa definitzen duen integralean aldagkikaita egokia ondokoa
frogatzeko:

r (%) —a, T (;) - g r (2”2“) - (215!)2!;{7?, (n=1,2,...) (D.48)

2James Stirling (1692, Garden, Eskozia; 1770-12-05, Edinburgh, EskoEgile honen lanik garrantzitsuena,
1730ekaMethodus Differentialisiburua, serie, batura, interpolazio eta integrazioarullo tratatua da, eta bertan
agertzen da! faktorialaren adierazpen asintotikoa
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l
l
l
l
l
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|
|
|
|
L
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%
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l l l

D.4 IRUDIA Euler-en gamma funtzioa zuzen errealean.

6. gaian agertzen diren errepikapen-erlazioak ebaztekbdaragarria da funtzio hau. Izan
ere, zenbait segidaren elementuen biderkadura era |labuidazteko erabilgarria gertatzen da
0S0.

D.13 ARIKETA Pochhammer-en ikurrak honela definitzen dira:

()0 = 1, (D.49)
(z)1 = 2z (D.50)
(2)2 = z(z+1), (D.51)
(2)n E z(z+ 1)+ (z4+n—-1). (D.52)

Frogatu honako adierazpen hau:

B B I'(z+n)
(=241 (z4+n-1)= 0 (D.53)
D.14 ARIKETA Erabili D.13 ariketako Pochhammer-en ikurrak serie birkaraj
= —D(a—2)-(a— 1
(L) =1+ ala—1)(a ), @=ntDn  (weR jol<1), (D54
1 n.
ondoko era laburtuan idazteko:
(1 + m)a — i an _ i F(a + 1) " (D 55)
B I'a—n+Dn!"  “~Th+Dl(a-—n+1)" " '

n=0 n=0

D.6 Azpifaktorial funtzioa

Dakigunezn! faktoriala lehenenge zenbaki naturalen biderkadura da:

nl=1),=nn—-1)n-2)---2-1, or=1). (D.56)
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n!! azpifaktoriala definitzeko, ondoz ondoko zenbakiak bidarlkbeharrean, txandakako zenba-
kiak erabili behar dira:

2n)!l = 2n(2n—2)2n—4)---4-2, (D.57)
2n—-1I = 2n-1)(2n—-3)(2n—5)---3-1. (D.58)
Aurreko bi biderkadurek biderkagai dauzkate zehazki. Gainera,

n! =nll(n— 1) n > 1. (D.59)

D.15 ARIKETA Froga ezazu faktorialak erabil daitezkeela azpifaktaki@urrengo moduan idaz-

teko:
(2n)!l = 2"n), (D.60)
(2n)!

D.7 Esponentzial-integrala
Ei esponentzial-integrala honela definitzemda 0 balioetarako:

Ei(z) = /m “ du. (D.62)

—oco U

x > 0 denean, jatorrian dagoen dibergentzia logaritmikoa gaieklb, Cauchy-ren balio nagusia
kalkulatu behar da:

Ei(z) :][x € du=1lim Uge—dqu xe—du}. (D.63)
oo U e=0 /-0 U e U
Ei(x)

D.5 IRUDIA Esponentzial-integrala.

Ondoko serie-garapena argumentu erreal guztietarako degtieke:
x2 a3 "
Ei = 1 — 4+ .
(@) =7 +Infel+o+ 4 3.3l + +n-n!
HemenEuler eta Mascheroni-ren konstanteaC' letraz etaEuler-en konstanteizenaz ere eza-
gutzen dena, erabili dugu:

T (D.64)

v = -I'(1)
= — [ e'Intdt
0
= A}l_r)IlOO(QN—IIlN)

= 0.577215664901532860606512090082402431042 . .. (D.65)



D.8 Integral eliptikoak 283

Aurreko adierazpenedn, ikurraren bidezenbaki harmonikoak —hau da, serie harmonikoa-
ren batura partzialak— adierazi ditugu:

0, =Y % — -y (—;)k (Z) (D.66)

D.6 IRUDIA Sinu- eta kosinu-integralak.

Antzeko funtzioak ditugusi sinu-integrala etaCi kosinu-integrala, + > 0 denean honela
definitzen direnak:

, @ sinu X (=1)ngntt
Si(e) = [ P du— ,
i(z) 0w ;::O(Qn—kl)(Qn—Fl)!
00 r —1
Ci(z) = —/ Cosudu:’y+lnx+/ %du
0
1)nx2n
= 1 ~— D.67
v+ nx+z 2n(@n)l (D.67)

D.8 Integral eliptikoak

Definizioz, R(x,y) funtzioa arrazionala izanik?(z) = apx? + a1233 + a92? + azx + a4
polinomioaren maila hiru edo lau badad| + |a,| > 0) eta erro guztiak bakunak badira,

/R( ) dz (D.68)

integrala eliptikoa da. Transformazio-formula egokieddaz, ondoan hurrenez hurren definitzen
diren lehen, bigarren etahirugarren motako Legendre eta Jacobi-ren integral eliptkoen
bidez adieraz daiteke beste edozein integral eliptiko:

o) = Figim) = [ e = [ ﬂ_ﬂdjl_mﬁ’ 069

E(p\a) = E(plm) = / \/1 —sin?a sin® 0 df = _m” dt,  (D.70)

1—752

df
[n o\a) = (mi glm) = [
0 (1 —nsinQG) \/1 — sin? o sin? 6

@ dt
/0 (1 —nt2) V1 —12y/1 —mt?’

(D.71)
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Hemenz = sin ¢ eta0 < m = sin o < 1 definizioak erabili ditugu-7/2 < ¢ < 7/2 tartean.
Lehen eta bigarren motako integral eliptikoetar- 7/2 (hau da,z = 1) egiten deneariehen
etabigarren motako integral eliptiko osoak lortzen dira:

(D.72)

/1 dt _/ﬂ/2 do

0o VI—£2V1T—mtz o 1 — msin6
1 — 2 /2

E(m) = / mit —dt —/ V1 —msin®6db. (D.73)

1—152

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

D.7 IRUDIA Integral eliptiko osoak.

D.16 ARIKETA Egiaztatu ondoko Taylor-en serie-garapenak:

K(m) = {1+Z[2n1”} m”}, (D.74)

7r = [(2n — 1) m"
E(m) = 5{12 [( (Zn)!!) } 2n—1}' (D.75)

n=1
Integral eliptikoekJacobi-ren funtzio eliptikoak definitzen dituzte inplizituki. Adibidez,
u = F(p|m) bada, alderantzizko funtzioa, = amu = am(u|m), anplitude jacobiarra da,
eta beste funtzio eliptiko batzuk honela definitzen dira:

snu =sn(ulm) = siney, (D.76)
cnu = cn(ulm) = cos g, (D.77)

dnu = dn(ulm) = /1 —m sin® . (D.78)

D.17 ARIKETA Frogatu ondoko propietateak:

sn®u4cn®u = 1, (D.79)
dn®u +m sn’u 1, (D.80)

dn®*u—men?u = 1-—m. (D.81)
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D.9 Bessel-en funtzioak

6.4 atalean ikusi genuen bezalegrdenako lehen motako Bessel-en funtzigdnonela defi-
nitzen da:

_ 00 (_1)k T v+2k
Tty = ,go KIT(v+k+1) (5) ’ (D-82)

Bere propietateen artean,

@) = Jpal@) = =), (D.83)
_ V+1(g;)+§Jy(x), (D.84)
= L ea(®) — S (a)] (D.85)

deribatuaren adierazpenak eta

@) = (@) + S (@) (D.86)

errepikapen-erlazioa aipa daitezke (ikus 6.4 ariketa).
Bigarren motako Bessel-en funtzioa

cos(vm)d,(z) — J_,(x)

sin(v)

Y, (x) =

(D.87)

dugu,» osoa ez bada. = n kasuan,J_,,(x) = (—1)"J,(z) da eta limite batez baliatu behar da:

Y (z) = lim S (@) = Ju(@) (D.88)

v—n sin(v)

(Batzuetan, funtzio horiNlewmann-en funtziog edoWeber-en funtzioa deitzen zaio etav,
moduan ere idazten da.)

D.8 IRUDIA Ordena osoko Bessel-en funtzio batzuk.

Lehen motako Bessel-en funtzio aldatua

00 v+2k
I(x) = (iz) = kz:% KIT(v Jlr k+1) @) (D-89)
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dax balio errealen kasuan, dbégarren motako Bessel-en funtzio aldatuahauxe:
ml_,(x)—1I,(x)

2 sin(vm)

Ky (r) = (D.90)

Hemenv ordenan 0so baten berdina bad&,, (z) = lim,_,,, K, (x) adierazpenaren bidez definitu
behar da/_,(x) = I,,(x) betetzen da eta.
Bessel-en ekuazio aldatua

2%y + xy — (:1:2 + VQ) y=0

da eta bere soluzio orokorge= C11,(x) + Co K, ().

D.10 Kummer-en funtzio hipergeometriko baterakorra

Funtzio hauM («, 3, z) edo, Fi(«; §B; x) eran idazten da eta ondokoa da bere definizioa:

B < ala+1)--(a+n—1)z"
M(a, B,z) = 1+Z B+l Bin_1)nl

OO (a)nx_n
nz::o (B)n 0!
I'B) S Ta+n)z”
I'(«) nz::o L(B+n)n!’

(D.91)

x guztietarakog = 0, —1, —2, ... denean seriea definiturik egotekb< m < 0 betetzeko mo-
dukom zenbaki osoa izan behar ddalioa. Izanerey = 0, —1, —2, ... bada, (D.91) formularen
azken adierazpena ezin da erabili, eta funtzioa polinomaiera laburtzen da.

Funtzio hauen kasu berezi gisa

e = M(a,a,x), (D.92)
2 1
erfl' = ﬁl’M (57 g, —332) (D93)

ditugu, baita Bessel-en funtzioak,

e~ AN 1
= —| M —,2 1,2i D.94
@) =551 (2) (”+2’ v+l m)’ (D-94)
Laguerre-ren polinomioak,
L.(z) = M(—n,1,z), (D.95)
Hermite-renak,
2 1
2 1
Hopir(z) = 2(—1)" <”n+, ) xM(—n,g,xQ) (D.97)

eta abar. (Ikus [36] taulen 509. or.)

D.18 ARIKETA Egiaztatu (D.92) eta (D.93) adierazpenak.
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D.11 Gauss-en funtzio hipergeometrikoa

Funtzio hauF'(«, §; v; ) edota, I («, 5; v; ) moduan idazten da etia;] < 1 denean, honela
definitzen da:

afa+1)- - (a+n-1BB+1)---(B+n—-1)a"

Flafimiz) = 1+3

n=1 Yy + 1) (v +n—1) !
= (@)n(B)n 2
S 2 o W
_ I'(v) S TDle+n)l(B+n)z”
IR NCYING) ,;0 T(y+n) ol (D.98)

Azken adierazpena ezin erabil daitekéedof) 0, —1, —2, ... denean; horrelako kasuetan fun-
tzioa polinomioa da. Seriea ez dago definiturik- 0, —1, —2, ... bada, aldi berean (edo/3) ez
badam zenbaki oso baty < m < 0 betetzeko modukoa. Lehen bi argumentuekiko simetrikoak
dira funtzio hauek,

Fla, B;v;2) = F(B, a;7v; @), (D.99)
eta kasu berezi moduan serie geometrikoak eta binomikoak,
(1+2)* = F(~a, B; 8; —x), (D.100)
Chebyshev-en polinomioak,
11—
To(z) = F <—n, n: = —"’”) , (D.101)
20 2
eta Legendre-renak,
1 —
Po(x) :F<—n,n+1;1;Tx), (D.102)
agertzen dira, baita oinarrizko funtzio batzuk ere:
nzx = (z—1)F(1,1;2;1—x), (D.103)
11
arcsinr = xfF <§, o’ g; x2> =aov1—22F (1, 1; g; x2) , (D.104)
: 113
arcsinhx = afF <§, 3157 > , (D.105)
1
arctanz = xF (5, 1; ;; —xz) , (D.106)
1
arctanhz = xF (5, 1; g;xQ) . (D.107)
Integral eliptiko osoak ere berreskuratzen dira:
T 11
K = —Fl=,=:1; D.1
(m) 5 (2,2, 7m>, (D.108)
11
E(m) = Tp (——,—;1;m) ) (D.109)
2 2°2

D.19 ARIKETA Egiaztatu (D.100) eta (D.103)—(D.109) adierazpenak.
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D.12 Polinomio ortogonalak

Testu honetan agertzen diren polinomio ortogonalen zemapietate biltzen ditugu he-
men. Familia bakoitzeko polinomioak Sturm eta Liouvilesproblema baten soluzioak direnez,
(a,b) tarte egoki batean definituriko funtzio erregularren eggardaude eta espazio horretan
p(x) pisua erabiltzen da funtzioen biderketa eskalarra eta aatefinitzeko, 9.1 atalean ikusi
genuen bezala. Familia bakoitzekf, f1, f2, . . .} polinomioak errealak eta ortogonalak dira:

b . .
ety = [ opoa={ . 17 (0110
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D.12.1 Chebyshev-en polinomioak

Ekuazio diferentziala

(1 —:p2) y' —ay +nPy =0

Rodrigues-en formula

L) = ST+ 12) do

Tartea [—1,1]

Pisua (1- x2)_1/2

e e N PR

Adierazpen esplizitia| T),(x) = cos (n arccos x) = g t:z/j (—1)™ E?Z‘(:zﬂj ;771))" (2)2m
m(1l—22) gr

Errepikapen-erlazioa

Toi1(x) = 22T, (z) — T—1(x)

To(x) 1

Ty () T

Ty() 22% — 1
T3(x) 42 — 3x
Ty(x) 8rt — 827 + 1
Ts(z) 162° — 202° + bz

3| x| delakoar zenbakiaremparte osoada, hau dag baino handiago ez den zenbaki oso handiena.
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D.12.2 Hermite-ren polinomioak

Ekuazio diferentziala y" —2xy’ + 2ny =0
Tartea (—00,0)
. .2
Pisua e’
Norma / e [Hy(2)]* do = 2"nl\/7
/2l (_pym
Adierazpen esplizitua H,(z) = n! ) (2z)"2m

Rodrigues-en formula Hy(z) =(-1)"e" —e"

Errepikapen-erlazioa| H,1(z) = 22H,(z) — 2nH,_1(x)

Hy(x) 1

Hy(x) 2z

Hy(x) 4z — 2
Hj(x) 8z° — 12z
H,(x) 162" — 482° + 12

Hs(z) 322° — 1602° + 120z
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D.12.3 Laguerre-ren polinomio orokortuak

Laguerre-ren polinomioak,, (z) = L (x) dira.

Ekuazio diferentziala

vy’ +(a+1—2)y +ny=0

Tartea 0, 00)
Pisua x%e "
o0 2 r 1
Norma / e [L,(f‘) (x)} dr = (n+ C'Y +1)
0 n:
Adierazpen esplizitua L (z) = > : T
= ml \n—m

Rodrigues-en formulz

xT

x) = ¢ ﬂ(m

(@)
L™ n!l x® dzn

n

Errepikapen-erlazioa

TLa)

(n+ 1LY (2) = @n+a+1—2)L

() = (n+a)

L(Of)

n—1

()

Lo(l') 1
Ll(l') 1 —
2 — 4x + 12
Ly() 2
6 — 182 4+ 922 — 23

Ls(x) 5
La(a) 24 — 96z + 7222 — 1622 + x4

H* 24

120 — 600z 4+ 60022 — 20023 + 252+ — 2

Ls(x)

120
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D.12.4

Legendre-ren polinomioak

Ekuazio diferentziala

(1 - x2) y' —2xy +nn+1)y=0

Tartea [—1,1]
Pisua 1
1 9 2
Norma / [P,(x)]” dx =
-1 2n+1

Adierazpen esplizitua

Rodrigues-en formuls

1 ﬁ(ﬁ_l)n

- 2nn ! dxm

P,(x)

Errepikapen-erlazioa

(n+1)Pq(x) = (2n+ )zP,(z) — nP,_1(z)

Po(l') 1
Pl(«%’) x
32— 1
Py() 5
5x3 — 3z
Ps() g
3524 — 3022 + 3
Py() 3
632° — 7022 + 15
P5(x) x x° + lox

8
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Laplace-ren transformatuen taulak

Sire, je n'avais pas besoin de cette hypothése.
Pierre Simon de Laplace

Irakurlearen onerako 5. gaian ikusi genituen Laplace-ranstormazioaren propietate na-
gusiak biltzen ditugu hurrengo orrietan, baita transfduea bi zerrenda ere. Taula luzeagoak
319. orriko erreferentzia-lanetan aurki daitezke.

293
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E.1 Laplace-ren transformazioaren propietateak

F(8) = 000 f (1) - F(s) = /0 Tt () dt baldin eta
af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s) s>a
e f(t) F(s—a) s>a+a
O(t — a)f(t — a) e F () s>a,a>0
Flat) éF (2) s> aa, a>0
f't) sF(s) = f(0) 5>
f() s*F(s) — s£(0) = f'(0) s> o
F(t) s"F(s) = s"71f(0) = "2 f'(0) = --- = f"71(0) 5> a
/atf(u) du % [F(s) - [" 1w du] s> a
tf(t) —F'(s) 5> a
t2f(t) F"(s) s>
£ F(t) (=1)"F0)(s) s>a
@ <3t1i%1+ @) AL s>a
frg F(s)G(s) s>a
ft+T) = 1) e [ e 5> 0
ft+T)=—f(t) : +1€_5T /OT e "t f(t)dt s>0

1f funtzioa eta ezkerreko zutabean agertzen djieff, f”. .. direlakoakF () espazioan daudela (hau da, zati-
kako jarraituak eta: ordena esponentzial finitukoak direla) suposatzen da baitbatuen propietateetako funtzioa
(edo aurreko deribatua) jarraitua dela ere.
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E.2 Limiteetako balioak

Hauxe betetzen da

baldin eta

lim F(s) =0

S§—00

s—00 t—0+4

s—0+

s—0+ t—o00

lim sF(s) = lim f(¢)

lim F(s) = /0 TRy dt

lim sF(s) = lim f(¢)

f(t) delakoa funtzio arrunta (eta ez orokortua) bada

3 lim f(¢)

t—0-+
3 /0 £(t) dt

3 lim f (t) etasF(s) analitikoa bad&e s > 0 planoerdian
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E.3 Oinarrizko funtzioen transformatuak

f@t)=0()f() F(s) = /0 e St f(t) dt baldin eta
1
1=0(1) - s>0
s
(t) 1 s >0
0t — a) ‘ $>0,a>0
S
o(t —a) e % $s>0,a>0
|
Int _ms+ >0
S
1
e s>a
s—a
cosh at = i o s > |al
sinh at 2 ¢ > s> |al
cos at 2 j o s>0
sin at = j_ s s>0
at S—a
e™ cos bt Gt s>a
e™ sin bt b s>a
(s —a)?+b?
1
13 - s>0
s
n n!
¢ ) s>0
S
tneat TL' s>a
(8_a>n+1
r 1
et ( ($+)J21 s>a,x>—1
s —a)*
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E.4 Funtzio berezi batzuen transformatuak
£(8) = 006) £ (D) F(s) = / Testp() d baldin eta
0
a
erf (a\/i_f) Y parapr s>0
Si(at) E arccot > s>0
S a
Ci(at R PR >0
i(at) 5y 10 " s
. 1 S
— Ei(—at) gln (1—1-&) 5$>0,a>0
al/
J,(at) > s>0,v>-—1
V82 + a? (\/32 + a? +s)
Ly(at) (Ss;?n 5>0
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F ERANSKINA

Fourier-en transformatuen taulak

“Live in the layers,

not on the litter”

No doubt the next chapter

in my book of transformations

is already written.

| am not done with my changes.
Stanley Kunitz

Fourier-en transformazioaren propietate nagusiak etafivamatuen zerrenda bat biltzen di-
tugu hurrengo orrietan. Taula luzeagoak 319. orriko eregfizia-lanetan aurki daitezke.
Ondoko hitzarmena aukeratu dugu, mekanika kuantikoanthexa delakoan:

F(p) = /O; Flz) e~ da, (F.1)

@) = o [ Py e F2)
Hala eta guztiz ere, hurrengoak ere sarritan erabiltzen dir

Fp) = ¢L2_7r /O:O Flz) e da, (F.3)

f@) = o= [ Fwe= . F4)
edota

Plp) = [ faye e, (F.5)

f@) = [ F@emap. (F6)

Esponentzialean unitate irudikariaren zeinua aurkakags®atan eta integralaren aurreko kons-
tantea transformatu zuzen eta alderantzizkoaren artekaitzen da maiz.

299
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F.1 Fourier-en transformazioaren propietateak

1
o

f@)= o [ F@)e™dp

Fip)= [ f@)e ™ dr

af(x) + bg(x)

aF'(p) + bG(p)
e " F(p)

L /p
ot ()
ipF'(p)
—p*F(p)

(ip)"F(p)
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F.2 Fourier-en transformatuak

/(@)

1 oo A
—— | F(p)erd
- / (p) e dp

—00

o—alel

COS ax

sin ax

ar

712/042

, a>0

m[0(p+a)+d(p — a)]

it [0(p+a) —0(p — a)]

270(p — a)

9 9
ay/me e/

2a
pQ + CL2
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G ERANSKINA

Ariketa batzuetarako iradokizunak eta
soluzioak

The answer, my friend, is blowin’ in the wind. . .

Bob Dylan
1. GAIA
1.1-1 < x < 1, soluzio konplexurik onartzen ez badugu.
1.6a = (C +vVC? — x3) definizioarekin:
T, (1+ivB)z+ (1-iv3)a? (1-iv3) 2+ (1+iv3) a2
y=——" Yy=- oY== :
a 2a 2a

1.7 Partikularra, partikularra, singularra.

1.8y = 0 etay = 2%/4. x = 0 etay = 1 eginez, ekuazio diferentziala soluzio errealik gabeko
(y')* + 1 = 0 eran agertzen da.

1.9¢'/3 funtzioaren deribatua singularra da jatorrian.

1.10y = 2sinx + cosx. B =1 = —2 ezinezkoa day = Asin z.

1 )
1.11§ml2¢92 — mgl cos = —mgl cos a.

2. GAIA

22y (y?+1) = Ly =1
L, L
2.5590 +xy+x—§y +3y=C.

303
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2.6y =z (In|z| — 1)+ C. Bai.

2.7ye’ =2’ + C, edo, D.3 ataleko Lambert-en funtzioa erabiliz= W (2* + C).

28y = C' — oo limiteany = 0 lortzen da.

T
C —Inlz|

1 1 2 1 . .
29— — - — —+ — = (. Zer gertatzen da = 0 soluzioarekin?
vy 2?2 x

2.102%y* + 223y = C.
2.11Ez.

21223y + 22%y* + 2y = C.
2.13e* — 2xe%y = C.

2.16y + /2?2 + y? = Ca.
217y =tan(z +C) —z — 1.
2.18y% 4+ 2(1 — 2)y +2° = C.

2.199% 4+ 22y — 6y — x(x +2) = C.
1 . .

2.20 (— +sinz — 1) et = (.
Yy

C + 223
Cr — a4

2.22 y = +1 zuzenak.

221y =

2.23,/1 —y? = C + z. C edonolakoa denezy — C)? + 3> = 1 eran idatz daiteke emaitza.
2.2 ariketan ere ikusi genuenez= +1 soluzio singularrak daude eta orokorraren inguratzaileak
dira, preseski.

2.24z = sinv + C etay = cosv. Parametroa ezabatuz: — C)* + y* = 1.
1

225y =C+ 5 (x\/l — 22 + arcsin x)

2.26Ez. Maila bakoitiko polinomio orok soluzio erreal bat dupxjanez.

2
227z =u*—1,y = §u3 + C, edota parametroa kendigy + C')* = 4(x + 1)3,

5 3
2.28:10:Zu4+§u2+1nu+0,y:u5+u3+u+5.

2.29y = C'z — C? eta parabola inguratzaileg:= x* /4.
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3 C 1 C
2.30x = Zuz + .y = §u3 + 2—, edota parametroa ezabatuz,
u Uu

27y" — 162 (2> +9C) v + 64C (2> + C)” = 0.
Azken adierazpen honetdah= 0 eginez,y = 0 soluzioa berreskuratzen da.
du
2.31p(u) = exp/i.
pi(u) ) =

1—(x— A)?

1. .
2.32y = parabolak ety = ) inguratzailea.

3. GAIA

3.1y" = (1 + y'2)3.

3.3Marruskadura-indarra-k:* bada etar ardatza beherantz aukeratzen badugu, hauxe da abia-

[k . [k
dura:vzq/@tanh —g(t—C).Ondorloz,limv: ™9 etar = A+ Incosh —g(t—C).
k m t—00 k k m
3.4 —Atan[A(yc—:z:)]—1 ——Ataunh[A(al:—yc)]—l ! —leta =C
aY = 0 2,?J— 0 Q!y_ T — 20 9 Yy ==L,
2
35y =2Atan(Alnz+B)—1,y = —2Atanh(Alnz+B) -1,y = —— — letay = C.

Inx+C
3.6y = C1e“22,
3.7y% = Cia + Cy.
3.81Ikus 3.6 ariketa.
3.11G.1 irudian ikusten denez, puntu bakoitzean haietarikddnakienez) nulua da; wronskia-

rra, beraz, nulua da. Baina puntu batzuetan bata nulua deestea ez: linealki independenteak
dira, hortaz.

-1 0 1 2 3 7

G.1IRUDIA ¢, etap, funtzioak.
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3.120ndoan agertzen dafandermonde-rent determinanteaetae* )7 funtzioa biderka-
tuz lortzen da wronskiarra:

kl k;2 Ce kn

BoOE o B = [ k).
. 1<i<j<n

k;zfl k;zfl L. ka—l

3.14(x — 1)y" — a2y’ +y =0.(—00, 1), (1,00) edotar = 1 ez daukan beste edozein tartetan.
3.15Kalkulua(—o0, 1) tartean egiten da!

3.16C 1z + Cy [z Ei(z) — €]. y ez da agertu behag;, = 0. ag + a; + -+ - + (£1)"a,, = 0.

317y = (2% — 1) + Cax.

2PQ + Q'

2032 konstantea denean.

3.21y = Acosz® + Bsinz?.

A B si
3.22y — cosT + smx.

3.23y = Cycosx + Cysinx + .
3.24y = Cycosz + Cysinzx + xsinz + (Incosx) cos z.

3.25 C}(s) ezezagunetarako sistema algebraiko lineala da eta bezemilehntea oinarrizko
soluzio-sistemaren wronskiarggpuntuan.

1t
3.26y = Ccoswt + Cysinwt + — [ f(s)sinw(t — s) ds.
w

to
3.31E, F/, ..., E™ 2 jarraituak izan arren~1) deribatuakl balioko jauzia egiten du.
3.34Erabili indukzio osoa.

3.37(1 —t— 2t2) e '+ Acost + Bsint.

x 1 z 1
3.38 (Cl —+ 6) €2x —+ §€72x —+ Cgeix — 5 -+ Z

2
3.39y = (A + %) cos T + (B + %) sinz, A etaB hautazko konstanteak direlarik.

A+ Bln(2x + 1)
V2r +1

1Alexandre Théophile Vandermonde(1735-02-28, Paris; 1796-01-01, Paris). Musikaz arituoved, 35 urte-
rekin hasi zen matematikan lan egiten, ekuazio eta detartéen teoriari buruz. Hala ere, Lebesgue-ri esker bere
izena duen determinantea ez da agertzen bere lan argétmatu

3.43 x —4.
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4. GAIA

. . d
417 +yy + 22 = 0,1+ + 2 = 0. Era simetrikoan:—— = — ,
y—z z—x x—Yy

437 = (C1+ Cyt)el,y = [(Cl — %Cg) + Czt] el.

4.4 = z1 integratuz hauxe dugu:
2 2
t—to’ YT )

x =2Ctan [C (t —to)], y = 2C*sec? [C (t — to)];

Tr =

= —2Ctanh [C (t — ty)], y = —20?%sech® [C (t —t,)].

Azken soluzioart, — +oo limiteak hartuz;z = C, y = 0 oreka-puntuen zuzena lortzen da.

a

G.2 IRUDIA 4.4 ariketako fase-espazioa.

1
4.8y:§x2+A.
492° +y*=A,x+y—t=DB.

4.110ndoko biraketa—matrizez(: cost st )

—sint cost
4.13Erabili 4.12 ariketako matrizea.

4.16

x = (Incost+ Cy)cost + (t+ Cy)sint,
y = —(lncost+ Cy)sint + (t + Cy) cost.

4.18 k + [ balore bereka\ *B! gaiak bildu eta gogoratu Newton-en binomioa,

n

(A+B)" =3

m=0

elkarrekin trukatzen dirematrizeetarako ere balio duena.

n!
AmBn—m
m!(n —m)! ’
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4.22r = A+ Be™3t, y = A+ Ce™3, 2 = A — (B + C)e 3. Matrizea simetrikoa denez, hiru
bektore propio daude, bi balio propio besterik ez badago ere

4.23z = (A + Bt)e*,y = —(A + B + Bt)e?*'. Bektore propio bakarra dago.
4.24z = 5C4 cos 3t 4+ 5Cy sin 3t, y = (Cy — 3Cy) cos 3t + (3C, + Cy) sin 3t.

4.26x = [(A+t)cost — Bsint]e',y = [(A+t)sint + Bcost] e’
5. GAIA

5.3 Taylor-en garapenaren bidez ikusten duguaez,) edonolakoa izanda eté € F(e¢) dugu:

oo L kik n4n

€t €t n!

ef=> —> = "< —e
= k! n! en

5.14lim,_,, (s — a)?P(s)/Q(s) balioakA/(s —a)?* gaiarenA koefizientea ematen di/ (s — a)
horretan agertzen dena, haatik, hauxe da:

[z

5.15% (14 2t)e' — 7], 2 cost.

5.162¢ *(cos 2t — 2sin 2t).

5.19/; d(x — a) f(x) dx ez dago ondo definiturik.
5.20% (e’zt — 1) cost + é (672{/ + 1) sin t.

2 2
5.21x = —2¢! + e, Yy = —get + §e4t.

0, baldint < 0,
5.23z = { 1 —cost, baldin0 <t <,
—2cost, baldint > 7.
Bai, ikus G.3 irudia eta 111 orriko azterketa orokorragoa.

T. qx(t) A
()

0 5 4W8 10 Y

=1,

—ol

G.3 IRUDIA 5.23 ariketako indarra eta soluzioa.
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6. GAIA

, _1
6.1p (z0) = Jim |an| .

6.2
fle) = (DT =(l+a), (] <),
n=1
folz) = 7;)(—1)”(233”)! = cos /7, (Jz] < o0),
o " 1
f3(x> = nz::o(n—i_ 1).%’ = (1 —.%')2’ (|l“ < 1)7
> n+1 2 —2
pe) = Y= (1-0) Ll <o)
n=0
6.3x = 0, —1 erregularrak eta = 1 irregularra.
Co+ 1
4 — . = .
6.4y 1 — 22 Y 0
6.7y ~ ei—l ~ ze” | |z] = oo.
1
6.8 = (n 4 5) .
6.9Erabili |T'(0)| = |T'(—-1)| = |T'(=2)| = - - = 0.
T
6.15y = H—x(A + Blnuz).
= (1)
6.17y = Az + B {e_l’ +in(x)} = Ciz + C [xln:p +1-2z+ ) ﬁIn _
o n(n—

6.21y = Acosz? + Bsinz?.

7. GAIA

4 7 6 37 404 369 428 1961
74y =1 2 , 23, L a4, 95 6 7 8 9 10
4 T 336 + 6$ + 5x + 3030 + 315x + 28()x + 31536 140036

11 21 81 1109
7.6y =1+a+20% +32° + Sat + Ta® + Tab 4 2T+ 0(ad).
2 2 4 28
1 2t
7.10x =sint + 67_'_ ZOS + O(é2).
1 2t Tsint — sin 3t
7.11x =sint + e% + 62% + O(€).

2
7.16y = /4 (A coswz®? + Bsin wx3/2) , non w= T
€
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8. GAIA

8.20ndoko soluzio orokorrari dagokion adarkatze-diagranfaidian ikus daiteke:

a
o V o+ (a = ag) e

G.4 IRUDIA (8.4) ekuazioaren adarkatze-diagrama.

o . . . 1
8.3 Fase-ibilbideen ekuaziog, = —w?z/y, banangarria da eta bere soluziba= §y2 +

—w?z?. Honek energia mekanikoa konstantea dela eta fase-ibakiglipseak direla diosku.

Fase-ibilbideen noranzkaaabiadura dela kontuan hartuz ikusten ga= & positiboa (nega-
tiboa) deneany handituz (txikituz) doa eta sistema eskuinerantz (ezkante) higitzen da fase-
espazioan.

Yy=x

&

Y

G.5 IRUDIA Osziladore harmonikoaren fase-espazioa.

. 1
840 =w,w = —%sin@. H = §w2 - %COSH.

8.79:w,w:—%0.¢:w,w:+%gp,(¢50—w).
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8.9k — i—iﬁ. f = i\/%

8.110roit zaitez Lissajous-érirudiez. (Nahiago baduzu, ezabdtata erabili bigarren mailako
kurben —sekzio konikoen— propietateak.)

8.12 Soluzioa ekuazioan sartuz gefd\ — k1) - x, = x; lortzen da. Azken honek soluzioak
dauzkaA — k1 identikoki nulua ez bada, hau da, = a,; = 0 betetzen ez bada.

8.13 Fase-ibilbideen ekuaziogt dy = 22dx da.y = (2% + y)"/* soluzioen asintota, infle-

xio-puntuak eta deribatuaren balioa aztertuz, G.6 irufase-espazioa lortzen da. (Noranzkoak
aurkitzeko, nahikoa da, y > 0 erabiltzea.) Ageri denez, jatorria ezegonkorra da.

=
7

-

]

G.6 IRUDIA (8.70) sistemaren fase-espazioa.

8.21 Asintotikoki egonkorra lehen kasuan eta ezegonkorra legaan.
8.23Zirkunferentziak.
1
_ 2, 12,2
8.25H = z“y 5 (:p +vy )

8.260P/0x + 0Q /0y = —2nyy* .
E=3 <x2 + y2) energia mekanikoaren deribatua ez da definifia: —yy*" .

8.27(t,z,y) — (—t, —x,y) aldaketarekiko aldaezina da.

8.307 = (2t + C)~/2 — 0. (Soluzioat > —C/2 zuzenerdian dago definiturik eta= —oo
zegoent = —(C'/2 baliorako.)

2Jules Antoine Lissajous(1822-03-04, Versailles, Frantzia; 1880-06-24, PlonmdséFrantzia). Bibrazioak az-
tertzeko metodo optiko bat garatu zuen eta oszilazioenhétahigiduraren arlo desberdinak landu zituen, taupadak
barne.
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8.31—2).
8.32r = A (Ikus 8.2 ariketa.)
321 =\ T . .
2
8.34\=0, -1 —T 4 (1) 1.
2" 9 2
9. GAIA

9.1 Soluzio nulua baino ez dago.
9.10
Legendre : [(1 — x2) y'}/ +nn+1)y=0,
Laguerre : [xe’xy’}/ + de Ty =0,
. —22 7’ 2
Hermite : [e y} +Xe " y=0.

9.12Ay = Ay = (A=) IIyl2 = (v, Ay), — (Ay,y), =0 = X=X

9.13Ay, = Ay = (A — M) Wns Ym), = (Yns AYm) , — (AYns Ym) , = 0 = (Y, Ym) , = 0.

1 2 X cos2nx
9. 18 — - — )
+ smx Z::l 1

. I~ 1\n

9.21Bai, \/7/ (M — E) sin nwx dr = 2t (=1) . Emaitza bera erabil dai-
Asin v A 7 n(\—n2w?)

teke A < 0 denean, baina adierazpen nabariki erreala nahiagoshada) = i sinh x erlazioaz

balia gaitezke:

B f{sinh v/ —\z T
© Asinhyv/—M N
A = 0 denean, kalkulu zuzenak edaota— 0 limiteak hauxe ematen du:
T o 22U " sin nwx
y_g@ —x)— szz

9.24) > 0 denean 3.11 problemaren kasuan gaude,

sin v/ Az sin V(s — £)

— VA sin VAl
Gl s) = sin v/ As sin vV \(z — ¢)

V) sin VM ’

, baldin0 <z <s,

baldins < x </,

eta)\ < 0 denean,

sinh v/ —Az sinh v/ —A(s — /)

Gi(z,s) = Y= sinh /=) |
ALY sinh v/—\s sinh /= A(z — () baldins <z </

v/ —A\ sinh v/ —\¢

baldin0 < x < s,
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A ERANSKINA

Al

1. Kalkulatuz — y limitea (A.3) adierazpenean. (Edo, nahiago baduzu, eladritans etae
ikurren bidezko notazio klasikoa.)
1
2. |f(z,y) — f(z,0)| = —|y — 0].
|f(z,y) — f(z,0)] \/gl |

3. y + Inz funtzioa|0, 1] x [0, 1] karratuan.

4. Balio ertainaren teoremaren ondorigzz,y) — f(z,z) = ?(:p,f)(y — z), balio ertain
Y

baterakoy < £ < z (edoz < £ < y). Beraz, deribatua jarraitua denez, bornatuta dago
laukizuzeneanof/dy| < K. Hortaz,

af

—z| < Kly — z|.
o0l <1 < Kly -

) — fla2)] < \

5. Erabili 1.9 ariketa.

6. 7o = 0 bada, soluzio maximog(x) = v,/ (1 — xy) da, etad = oo (hau da, nahi be-
zain handia) bada ere, soluziéaoco, 1/y,) tartean —edoy, negatiboa badgl/yo, oo)
delakoan— baino ez dago definiturik.

B ERANSKINA

B.1 Soluzioen itxurak berak erakusten du erraz eraiki daitekegarren mailako ekuazio baten
erroak direla.

B.3 Erabili D.9 ataleko Bessel-en funtzio aldatuak.

B.7 Ez daki ekuazioa ebazten,
nl]= DSolve[2¥' [x]1¥'''[x] == 3¥''[x]°, ¥[x], x] // Simplify
owll} Dialve 27 [x] ¥%°7 [x] == 3¥"[x]%, ¥Ix], x]

baina ordena beheratzeko eskuz i’ aldaketa egiten badugu, badaki askatzen lortzen den
ekuazio baliokidea:

In[z]:= DSulve[E z[x] z''[x] == 3z'[x]°, z[x]. x] ff Simplify

4
Ct 2= {{E[:{] - C[l]i I::{—C[E]:Ii }}

B.860(x — a)d(x — a) ez dago ondo definiturild(0) = 1 hitzarmenarekin ere ez), Heaviside-ren
funtzioaren eten-puntuan hartzen baita delta.
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-0.4

-0.6

G.7 IRUDIA 9.2 irudiko funtzioaren Fourier-en seriea: 64 gaabili dira.

B.221kus G.7 irudia.
B.24 Gogoratuvet hod- >Met hodEGF aukera:

In[1]:= << DiscreteMath ' RSolwve’
m2= II[A ] 1= A°-2A-574;

= RSolve [{IT[A + 2 k] a2[k] - a2[k -1] == 0, a2[0] -- 1}, a2[k],
k, Method - MethodEGF ]

4—\]1:

)

Dutil= {{az[}:] - 1 a E
P-:uchhammer[—; + 2, k]| Pl:n:hhammer[; + 2, k]|

5
Inf4= % f. A—= 7 /f FunctionExpand f/ FullSimplify

3
e {{az[k] T (3+2k) Gaumalz +2 k] }}

D ERANSKINA

n—1
D.7 lim |—" :hm(") =
n—00 | @, 1 q n—oo \n 4+ 1
D.8
W) = W(x) + 1
/W(x) dx x W) :
1, PWA() + 1] 2W () — 1]
/xW(x) dx = 37 W) :
C a W(abebc) v
D.9x — W(1) ~ 0.567143. r=—iw [—m] v = { S

r=1+W (e—l) ~ 1.27846.
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D.10Nahikoa da Gauss-en integrala,
/OO e dy = N

eta integrakizunaren berretura-seriea erabiltzea. Blestaf(—z) = — erf(z).

D.12Berriro ere Gauss-en integrala erabiliz,

1 o) —u o)
r (—> = / etV gp 2 2/ e du = N
2 0 0

() - b~

eta beste guztiak indukzio osoaren ondorio zuzenak dira.
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I, ikusfaktorial funtzioa

I, ikusazpifaktorial funtzioa

" (xz-rekiko deribatua), 1

" (t-rekiko deribatua), 2

|z ], ikusparte osoa

+, ikusCauchy-ren balio nagusia

0, ikusmatrize nulua

1, ikusidentitate matrizea

I', ikusEuler-en gamma funtzioa

Q, ikuszenbaki harmonikoa

v, ikusEuler eta Mascheroni-ren konstantea
¢, ikusDirac-en delta eta Kronecker-en delta
0, ikusHeaviside-ren funtzioa

A, ikuseragile lineala
Abel, 49
Abel-en formulajkusLiouville-ren formula
abiadura, 10
muga-abiadura, 41
abiadura-eremua, 80, 167
Abraham 38
Abraham eta Lorentz-en ekuazio diferentziala, 38
absidea, 29, 34
Adams,157
Adams eta Bashforth-en metodoa, 157
Adams eta Moulton-en metodoa, 157
Adams, Bashforth eta Moulton-en metodoa, 157, 261
Adams-en metodoa, 157
adarkatze-diagrama, 165, 195, 211, 310
adarkatze-parametroa, 165, 208
adarkatzea, 165, 195
Hopf-en adarkatzea, 195, 198, 199
aldaezintasuna
eskala-aldaezintasuna, 25, 36, 42, 43, 205
translazio-aldaezintasuna, 41, 271
aldagai independentea, 1
aldagai-aldaketa, 9, 24-27, 43, 50, 52, 108, 139, 271,
272,279
aldagaia
dimentsio gabeko aldagaia, 7, 121, 185
aldagaien banantzearen metodoa, 8
aldaketa
aldagai-aldaketa, 9, 24-27, 43, 50, 52, 108, 139,
271,272,279
eskala-aldaketa, 104
alderantzizko eragilea, 67, 271
alderantzizko eragilearen metodoa, 271
angelua
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Euler-en angelua, 199
apozentroa, 29
araua

I'Hépital-en araua, 160

Leibniz-en araua, 88
argumentua

zenbaki konplexuaren argumentua, 275
argumentuaren balio nagusia, 275
askatasun-graduen kopurua, 79
ate funtzioa, 60
atzerapen-puntua, 150
azpifaktorial funtzioa, 113281-282
aztarna96, 171

Bachmann eta Landau-ren ikurieys magnitude-or-
denaren ikurra
bakartasuna, 10
Baker, Campbell eta Hausdorff-en formula, 97
baldintza
hastapen-baldintza, 6, 7
Lipschitz-en baldintza, 235, 239
mugalde-baldintza, 7, 215
balio nagusia
argumentuaren balio nagusia, 275
Cauchy-ren balio nagusia, 101, 277, 282
balio propioa, 92, 258
baliokidetasun topologikoa, 177
banaketaikusfuntzio orokortua
banantzailea, 185
barietate egonkorra, 174, 183, 185, 186, 206, 208
barietate ezegonkorra, 174, 185, 186, 206
batuketa
serieen batuketa, 136, 259
bektore nulua, 84
bektore propioa, 92, 258
Bernoulli,26
Bernoulli-ren ekuazio diferentzial2g, 266
berretura-seriea, 117, 142
berretzaile karakteristikoa, 63, 92
berretzailea
Floquet-en berretzailea, 196
Liapunov-en berretzailea, 201, 208
Bertrand 210
Bertrand-en teorema, 210
Bessel 124
Bessel-en ekuazio diferentziala, 72, 1134-127135,
139, 222, 270
Bessel-en funtzioa, 113, 137, 1285286
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bigarren motako Bessel-en funtzio aldatua, 286,
313
bigarren motako Bessel-en funtzioa, 126, 285
lehen motako Bessel-en funtzio aldatua, 285, 313
lehen motako Bessel-en funtzioa, 126, 285
bi denborako metodoa, 147, 160
bi puntutako funtzioa
Green-en bi puntutako funtzioa, 71, 225
biderkatzailea, 20
biderketa eskalarra, 216
bigarren motako Bessel-en funtzio aldatua, 313
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal homo-
geneoa, 51, 117
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal osoa, 117
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal zehatza,
74
Binet-en ekuazio diferentziala, 34
binomioa
Newton-en binomioa, 281, 287, 307
Bulirsch eta Stoer-en metodoa, 158
Burgers-en ekuazio diferentziala, 75

Cantor,199
Cantor-en multzoa, 199, 203
multzo hirutarra, 208
Cardano41
Carson eta Heaviside-ren transformazioa, 101
Cauchy55
Cauchy eta Euler-en ekuazio diferentzi&@;-7Q 119,
132, 269, 271
Cauchy eta Euler-en sistema, 98, 273
Cauchy-ren balio nagusia, 1177, 282
Cauchy-ren ekuazio diferentzialkyisCauchy eta Eu-
ler-en ekuazio diferentziala
Cauchy-ren metodoa, 55, 89, 232, 271
Cauchy-ren problema, 6
Cayley,91
Cayley eta Hamilton-en teorema, 91
Chebyshev]38
Chebyshev-en ekuazio diferentziala, 270, 289
Chebyshev-en polinomioa, 138, 2&B9
Ci, ikuskosinu-integral funtzioa
Clairaut,32
Clairaut-en ekuazio diferentziald2, 246, 268

D, ikusderibazio-eragilea

d’Alembert,50

d’Alembert-en metodoa, 50, 247

de Moivre, 276

de Moivre-ren teorema, 276

definizio-tartea, 10

delta
Dirac-en delta, 58, 61, 71, 73, 89, 105, 108-110,

113, 114, 225-227, 231, 248, 308, 313

Kronecker-en delta, 217

denbora geldoa, 147, 149

denbora lasterra, 148

deribatu gurutzatuak, 17
deribatu logaritmikoa, 133
deribatu orokortua, 57
deribatu partzialetako ekuazio diferentziala, 2
deribazio-eragilea, 46, 62
deribazio-metodoa, 34, 71
deribazio-polinomioa, 62
Descartes]80
Descartes-en orria, 180
desintegrazio erradioaktiboa, 98
deskonposizioa
frakzio sinpleetako deskonposizioa, 106
desplazamenduaren teorema, 104
determinantea
Vandermonde-ren determinantea, 306
Wronski-ren determinantekuswronskiarra
diagrama
adarkatze-diagrama, 165, 195, 211, 310
adarkatze-parametroa, 208
dibergentzia, 170, 171
diferentzia finituetako ekuazioa, 74, 210, 263
diferentzial zehatza, 83
dimentsio fraktala, 208
dimentsio gabeko aldagaia, 7, 121, 185
dimentsioa, 208
dinamika kualitatiboa, 163
Dirac, 58
Dirac-en delta58-6Q 61, 71, 73, 89, 105, 108-110,
113, 114, 225-227, 231, 248, 308, 313
Dirac-en orratza, 231
diskretizazioa, 151
diskriminatzailea, 171
distantzia, 217
Duffing-en ekuazio diferentziala, 203, 208
Duffing-en erakarlea, 204

ebazpen-metodod;-9 80, 91, 94, 265
efektua
tximeleta efektua, 201
egonkortasun asintotikoa, 96, 165
egonkortasun lineala, 9171-180
egonkortasun linealaren metodoa, 171
egonkortasuna, 164
Ei, ikusesponentzial-integral funtzioa
Einstein,3
Einstein-en ekuazioak, 3
ekuazio batera laburtzea, 81
ekuazio diferentzial adjuntua, 218
ekuazio diferentzial arrunta, 1
ekuazio diferentzial atzeratua, 115
ekuazio diferentzial autonomo#l—42 79, 167, 271
ekuazio diferentzial banangarrizil, 266
ekuazio diferentzial hipergeometriko baterakorra, 140
ekuazio diferentzial hipergeometrikoa, 140, 270
ekuazio diferentzial homogene@—-25 36,43, 267
ekuazio diferentzial isobarikoa, 25, 36, 267
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ekuazio diferentzial lineal ezoso@ius ekuazio dife-
rentzial lineal homogeneoa
ekuazio diferentzial lineal homogeneoa, 2&-52
269
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal ho-
mogeneoa, 51, 72, 117, 269
koefiziente konstanteetako ekuazio diferentzial li-
neal homogeneoa, 269
ekuazio diferentzial lineal inhomogenedkays ekua-
zio diferentzial lineal osoa
ekuazio diferentzial lineal osoa, 23, -5 269,
271
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal osoa,
72,117
ekuazio diferentzial lineala, 3, 23-24 46, 266, 269
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal ho-
mogeneoa, 51, 72, 117, 269
koefiziente konstanteetako ekuazio diferentzial li-
neal homogeneo&2—-64
koefiziente konstanteetako ekuazio diferentzial li-
neal osoab4—69
ekuazio diferentzial singularra, 150
ekuazio diferentzial zehatzay—-19 44, 266, 272
bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal zeha-
tza, 74
ekuazio diferentzial zurruna, 159
ekuazio diferentzialal—3

Fz,y,y",...,y™) =0,41,271
F(y') =0,31 268
F (ya ylvy”a s ’y(n)) =0, 41; 271

x=g(y), 31,268
y' = flax 4+ by + ¢), 25, 267

y = (E2e ), 25-26 267

y=g(y') 31268

Abraham eta Lorentz-en ekuazio diferentziala,
38

aldagai bananduetako ekuazio diferentzia@,
266

Bernoulli-ren ekuazio diferentziala, 26, 266

Bessel-en ekuazio diferentzial aldatua, 286

Bessel-en ekuazio diferentziala, 72,113, 124, 135,
139, 222, 270

Binet-en ekuazio diferentziala, 34

Burgers-en ekuazio diferentziala, 75

Cauchy eta Euler-en ekuazio diferentziala, 69,
119, 132, 269, 271

Cauchy-ren ekuazio diferentzialikkus Cauchy
eta Euler-en ekuazio diferentziala

Chebyshev-en ekuazio diferentziala, 270, 289

Clairaut-en ekuazio diferentziala, 32, 268

deribatu askatugabeko ekuazio diferentziags;
33,268

deribatu partzialetako ekuazio diferentziala, 2

Duffing-en ekuazio diferentziala, 203, 208

ekuazio diferentziak-rekiko ekidimentsionala,
42-43 69, 272

ekuazio diferentzial-rekiko ekidimentsionala,
43, 272
esangura geometrikoa, 13, 39, 77
Euler-en ekuazio diferentzial&us Cauchy eta
Euler-en ekuazio diferentziala
forma kanonikoa, 78, 83, 242
forma normala, 6, 15, 40, 52, 78, 242
forma simetrikoa, 15
Friedmann-en ekuazio diferentziala, 37
Gauss-en ekuazio diferentzial hipergeometrikoa,
140, 270
Hermite-ren ekuazio diferentziala, 121, 219, 270,
290, 312
kongruentziaren ekuazio diferentziala, 77
Kummer-en ekuazio diferentziala, 270
kurba-familia baten ekuazioa diferentziala, 14,
39
Lagrange-ren ekuazio diferentziala, 33, 268
Laguerre-ren ekuazio diferentziala, 219, 270, 291,
312
Legendre-ren ekuazio diferentziala, 219, 232, 270,
292,312
Liénard-en ekuazio diferentziala, 196
menpeko aldagai gabeko ekuazio diferentziala,
19 41
ordena, 3
Riccati-ren ekuazio diferentziala, 26, 72, 160, 266
sistema baten ekuazio diferentzial baliokidea, 40
soluzio motak, 3
soluzioa,3—-4
van der Pol-en ekuazio diferentziala, 146, 196,
197
Verhulst-en ekuazio diferentziala, 206
ekuazio diferentzialen sistema, 2
ekuazio finitua, 1, 4
ekuazio funtzionala, 3, 230
ekuazio homogeneoaren ebazpena, 50
ekuazio integrala, 113
\olterra-ren ekuazio integrala, 113
ekuazio karakteristikoa, 92
ekuazioa
diferentzia finituetako ekuazioa, 74, 210, 263
indize-ekuazioa, 125, 129
Newton-en ekuazioa, 3
Schrédinger-en ekuazioa, 2, 121, 149, 215
ekuazioak
Einstein-en ekuazioak, 3
Hamilton-en ekuazio kanonikoak, 170
Lotka eta Volterra-ren ekuazioak, 209
Maxwell-en ekuazioak, 3
energia mekanikoa, 8, 29, 42, 44, 183
energia mekanikoaren kontserbazio-legea, 8, 29, 42,
44,183
eragile autoadjuntua, 219
eragile deuseztatzailea, 65
eragile formalki autoadjuntua, 219
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eragile lineala, 49, 62, 84, 89, 131, 218-220
eragilea
alderantzizko eragilea, 67
alderantzizko eragilearen metodoa, 271
deribazio-eragilea, 46, 62
Lagrange-ren adjuntu formala, 218
erakarle bitxia, 199, 203, 205
erakarle kaotikoa, 164, 200, 203, 204, 255
erakarlea, 165, 199
Duffing-en erakarlea, 204
Lorenz-en erakarlea, 199, 255
Rossler-en erakarlea, 203
erakarpen-osina, 208
erakarpen-osinen arteko muga, 208
eredu kosmologiko estandarra, 37
eredua
harrapari eta harrapakinaren eredua, 209
Landau-ren eredua, 199
\olterra-ren eredua, 209
eremu bektoriala, 18, 20, 165, 170,171, 182
eremu eskalarra, 18
eremu integragarria, 20
eremu kontserbakorra, 18
eremua
abiadura-eremua, 80, 167
norabide-eremua, 15
erf, ikuserrore-funtzioa
erfc,ikuserrore-funtzio osagarria
erfi, ikuserrore-funtzio irudikaria
erlatibitate berezia, 36, 73
erlatibitate orokorra, 73, 211
erlazioa
errepikapen-erlazioa, 124, 127, 285
erradioa
konbergentzia-erradioa, 117

errepikapen-erlazioa, 121-124,127,133-136, 263, 281,

285, 289-292
hiru puntutako errepikapena, 122
erresonantzia, 66, 147
erro karakteristikoa, 63, 92
erro nagusia, 276
errore globala, 152
errore lokala, 152
errore-funtzio irudikaria, 279
errore-funtzio osagarria, 279
errore-funtzioa, 35, 112, 13279
errorea
biribiltze-errorea, 152
diskretizazio-errorea, 152
hurbilketa-errorea, 152
mozte-errorea, 152
eskala anitzeko metodoa, 147
eskala handiko egonkortasuna, 165
eskala-aldaezintasuna, 25, 36, 42, 43, 205
eskala-aldaketa, 25, 104
eskuin-limitea, 111

espazio banangarria, 217
espazio egonkorra, 173
espazio ezegonkorra, 174
espazio osoa, 217
espazioa
L?(a,b), 217
L?(a,b;du), 217
F(a), 102
ekuazio lineal homogeneoaren soluzio-espazioa,
47
fase-espazioa, 79, 166
Hilbert-en espazioa, 217
sistema lineal homogeneoaren soluzio-espazioa,
85
espektroa, 222
Fourier-en espektroa, 231
esponentzial-integral funtzioa, 35, 112, 1382—283
esponentziala
matrize baten esponentziala, 90, 258
estrapolazio arrazionala, 158
estrapolazio-metodoa, 158
estrapolazioa
Neville-ren estrapolazioa, 158
Richardson-en estrapolazioa, 158
estrofoidea, 37
eszentrikotasuna, 29
Euler,63
Euler eta Mascheroni-ren konstantea, 282
Euler-en angelua, 199
Euler-en ekuazio diferentzialikusCauchy eta Euler-
en ekuazio diferentziala
Euler-en formula, 276
Euler-en gamma funtzioa, 112, 1280-281
Euler-en konstanteakus Euler eta Mascheroni-ren
konstantea
Euler-en metodo aldatua, 154
Euler-en metodo hobetua, 153
Euler-en metodo inplizitua, 159
Euler-en metodoa, 63, 74, 9151-152269, 273
Euler-en métodoa, 272
existentzia, 7
existentzia eta bakartasunaren teorema, 7, 11, 16, 27,
40, 46-48, 78, 145, 166, 201, 210, 235
existentzia globala, 239
ezegonkortasuna, 164
ezker-limitea, 111

F, ikusFourier-en transformazioa
F(«) espazioa, 102
f(t+0), ikuseskuin-limitea
f(t —0), ikusezker-limitea
faktore integratzaile berezia, 21, 267
faktore integratzailed,9-23 44, 74
faktorial funtzioa, 136, 280, 281
familia

kurba-familia, 13
fase-espazioa, 79, 166
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fase-ibilbidea, 79, 166, 180, 191
fase-orbita, 166
fenomenoa
Gibbs-en fenomenoa, 230, 262
Ferrari,141
Fibonacci,74
Fibonacci-ren segida, 74, 263
Fibonacci-ren zenbakia, 74
Floguet-en berretzailea, 196
Floquet-en teoria, 196
fokua, 175
forma cartesiarra
zenbaki konplexuaren forma cartesiarra, 275
forma definitu negatiboa, 207
forma definitu positiboa, 207
forma definitua, 207
forma normala, 6, 15, 40, 52
forma polarra
zenbaki konplexuaren forma polarra, 275
forma simetrikoa, 15, 17
formula
Abel-en formulajkusLiouville-ren formula
Baker, Campbell eta Hausdorff-en formula, 97
Euler-en formula, 276
Fourier-en alderanzketa-formula, 115
Glauber-en formula, 97
Green-en formula, 218
Heaviside-ren garapen-formula, 106
Liouville-ren formula, 49, 96
lotura-formula, 150
Ostrogradski-ren formulé@usLiouville-ren for-
mula
Poisson-en formula, 231
Rodrigues-en formula, 124, 289-292
Stirling-en formula, 280
Fourier,222
Fourier-en alderantzizko transformazioa, 114, 115
Fourier-en espektroa, 231
Fourier-en kosinu-seriea, 229
Fourier-en seriaren deribatua, 230
Fourier-en serie konplexua, 231
Fourier-en serie moztua, 230, 262
Fourier-en serie#23 261
Fourier-en sinu-seriea, 222, 225
Fourier-en transformatuen taul&299-301
Fourier-en transformazioa, 101, 114, 115, 231, 247,
299
Fourier-en alderantzizko transformazioa, 114, 115
fraktala, 199, 203, 205, 209
frakzio sinpleetako deskonposizioa, 106
Fredholm225
Fredholm-en hautabidearen teorema, 225
Friedmann-en ekuazio diferentziala, 37
Frobenius119
Frobenius-en metodoa, 128
Frobenius-en seriea, 119

funtzio analitikoa, 118
funtzio batugarria, 59
funtzio berezia, 8, 117, 259, 275
funtzio eliptikoa, 284
funtzio erregularra, 17
funtzio hipergeometriko baterakorra, 140jsKummer-
en funtzio hipergeometriko baterakorra
funtzio hipergeometrikoakus Gauss-en funtzio hi-
pergeometrikoa
funtzio homogeneoa, 24
funtzio orokortua57-62 71, 73, 89, 105, 108-110,
113, 114, 225-227, 231, 248, 308, 313
funtzio osagatrria, 53
funtzio zatikako jarraituak, 111
funtzioa
ate funtzioa, 60
azpifaktoriala, 281
Bessel-en funtzioa, 113, 137, 138, 285
bigarren motako Bessel-en funtzio aldatua, 286,
313
bigarren motako Bessel-en funtzioa, 126, 285
Ci, ikuskosinu-integrala
Dirac-en delta, 58
Ei, ikusesponentzial-integrala
errore-funtzioa, 137, 279
esponentzial-integrala, 112, 137, 282
Euler-en gamma, 112, 137, 280
Gauss-en funtzio hipergeometrikoa, 137, 140, 287
Green-en funtzioa, 62, 71, 225
Hamilton-en funtzioaikus hamiltondarra
Heaviside-ren funtzioa, 57, 60, 61, 89, 102, 104,
108-111, 114, 223, 227, 228, 248, 262, 313
indize-funtzioa, 129
integral eliptiko osoa, 284
integral eliptikoa, 9, 283
kosinu-integrala, 112, 283
Kummer-en funtzio hipergeometriko baterakorra,
123,137, 140, 286
Lambert-en funtzioa, 21, 278
lehen motako Bessel-en funtzio aldatua, 285, 313
lehen motako Bessel-en funtzioa, 126, 285
Liapunov-en funtzioa, 187, 188, 207
Newmann-en funtzioa, 126, 285
oinarrizko funtzioa, 8, 117
Si, ikussinu-integrala
sinu-integrala, 112, 283
sistemaren funtzioa, 110
transferentzia-funtzioa, 110
unitate-bulkada, 58
unitate-maila, 57
Weber-en funtzioa, 126, 285
Weierstrass-en funtzioa, 230
zeinua, 73
zerra funtzioa, 230

gainazal ortogonala, 20
gainezarmenaren printzipioa, 3, 47, 52, 84, 85
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Gauss137

Gauss-en ekuazio diferentzial hipergeometrikoa, 140,
270

Gauss-en funtzio hipergeometrikoa, 137, 1287

Gauss-en integrala, 315

Gibbs,230

Gibbs-en fenomenoa, 230, 262

Glauber-en formula, 97

goierpina, 37

Gragg-en metodoa, 158

Green218

Green-en bi puntutako funtzioa, 71, 225

Green-en formula, 218

Green-en funtzioa, 62, 7225-228

Grobman eta Hartman-en teorema, 177

gunea, 101

H,,, ikusHermite-ren polinomioa

Hamilton,168

Hamilton-en ekuazio kanonikoak, 170

hamiltondarra, 168

Hankel-en transformazioa, 101

harrapari eta harrapakinaren eredua, 209

hastapen-baldintza, 16

hastapen-baldintzen menpekotasun sentikorra, 200

hastapen-baldintzen problema, 6, 109

hazkunde esponentziala, 102

Heaviside57

Heaviside-ren funtzioa, 57, 60, 61, 89, 102, 104, 108—
111, 114, 223, 227, 228, 248, 262, 313

Heaviside-ren garapen-formula, 106

Heaviside-ren kalkulu sinbolikoa, 67

Hermite, 122

Hermite-ren ekuazio diferentziala, 121, 219, 270, 290,
312

Hermite-ren polinomioa, 124, 28890

Heun-en metodod,53

higidura-konstantedkuslehen integrala

Hilbert, 217

Hilbert-en espazioa, 217

Hilbert-en transformazioa, 101

Hopf, 195

Hopf-en adarkatzea, 195, 198, 199

hurbilketa

limiterako hurbilketa atzeratua, 158

hurbilketa lineala, 171

hurbilketarik onena, 229

hurrenez hurreneko hurbilketen metodoa, 144, 236,
251

T, ikusindize-funtzioa
I,,, ikushigarren motako Bessel-en funtzio aldatua
ibilbide ortogonala, 20, 36
ibilbidea, 209

fase-ibilbidea, 79, 166, 180, 183, 191
identitate matrizea, 87
identitatea

Lagrange-ren identitatea, 218
ikurra
magnitude-ordenaren ikurra, 142
Pochhammer-en ikurra, 281
ikuskapenaren metodoa, 10, 26, 53, 134, 242
Im, ikusparte irudikaria
indar-eremua, 210
independentzia lineala, 85
indize bikoitza, 133
indize-ekuazioa, 125
indize-funtzioa, 129
indizea, 119, 125, 129
infinituko baldintza, 37
infinituko puntua, 119, 122
inguratzailea?27-28 29, 32, 37, 246, 268, 304, 305
integral eliptiko osoa, 287
integral eliptikoa, 9283—-284
integrala
Cauchy-ren balio nagusia, 277
Gauss-en integrala, 315
Lebesgue-ren integrala, 58, 217
lehen integrala, 8, 44, 191, 272, 273
lerro-integrala, 18
Riemann-en integrala, 58, 217
integrazio-urratsa, 151
interpolazioa, 151
irudia
Lissajous-en irudia, 311
isoklina, 141
izar-nodoa, 177

J,, ikuslehen motako Bessel-en funtzioa
Jacobi,108
jacobiarra, 108, 169
jariakina, 10
jarioa, 80, 167
jarraitasuna
zatikako jarraitasuna, 102

K, ikusbigarren motako Bessel-en funtzio aldatua
kalkulu sinbolikoa, 8, 91, 93, 136
Heaviside-ren kalkulu sinbolikoa, 67
kaos determinista, 163, 19799-205
Kepler,161
Kepler-en problema, 29, 30, 34, 161, 211
koadratura, 8, 19, 21, 25, 37, 44, 50, 51, 56, 71, 72,
117, 145
zenbakizko koadratura, 151
koadraturetarako laburtzea, 8, 19, 21, 25, 37, 50, 51,
56,71,72,117,145
koefiziente indeterminatuen metodoa, 65, 94, 144, 250,
271,273
konbergentzia, 217
normarekiko konbergentzia, 90, 217
konbergentzia-erradioa, 117
konboluzioal07-108
Laplace-ren konboluzioa, 107
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kondarra, 106
konexio homoklinikoa, 185, 186
kongruentziaren ekuazio diferentziala, 77
konikoa,ikussekzio konikoa
konkomitante bilineala, 218
konparazioa
soluzioen konparazioa, 238
konstantea
Euler eta Mascheroni-ren konstantea, 282
konstanteen aldakuntzaren metodoa, 53, 75, 88, 140,
271,273
kontserbazio-legea, 8, 29, 42, 44, 82, 183
korronte-lerroa, 80, 167
kosinu-integral funtzioa, 112, 283
Kronecker217
Kronecker-en delta, 217
Kummer,140
Kummer-en ekuazio diferentziala, 270
Kummer-en funtzio hipergeometriko baterakorra, 123,
137, 140286
kurba
bigarren mailako kurba, 311
estrofoidea, 37
isoklinoa, 141
kurba gausstarra, 59
kurba integrala, 14, 40, 78
kurba konikoa, 311
kurba-familia, 13, 39
kurba-familia uniparametrikoa, 13
kurba-familiaren ekuazio diferentziala, 14, 39
kurba-kongruentzia, 14, 77
Kutta, 155

L, ikusLaplace-ren transformazioa
L, ikuseragile lineala
L,,, ikusLaguerre-ren polinomioa
I'Hopital, 160
I'Hbpital-en araua, 160
laburtzea

ekuazio batera laburtzea, 81
Lagrange33
Lagrange-ren ekuazio diferentziaks, 268
Lagrange-ren eragile adjuntu formala, 218
Lagrange-ren identitatea, 218
Lagrange-ren printzipioa, 184
Lagrange-ren teorema, 184
Laguerre139
Laguerre-ren ekuazio diferentziala, 219, 270, 291, 312
Laguerre-ren polinomio orokortua, 13291
Laguerre-ren polinomioa, 139, 2851
Lambert-en funtzioa, 2278-279
Landau,199
Landau-ren eredua, 199
Landau-ren ikurraikusmagnitude-ordenaren ikurra
Laplace, 102
Laplace-ren konboluzioa, 107
Laplace-ren transformatuen taul@93—-297

Laplace-ren transformazioa, 39, 101, 103, 247, 265,
293
Laplace-ren transformazioaren propietateak, 103
Lebesgue58
Lebesgue-ren integrala, 58, 217
legea
kontserbazio-legea, 8, 29, 42, 44, 82, 183
Newton-en bigarren legea, 167
Torricelli-ren legea, 11
Legendre138
Legendre-ren ekuazio diferentziala, 219, 232, 270, 292,
312
Legendre-ren polinomioa, 138, 232, 2282
lehen hurbilketa, 171
lehen integrala, 8, 481-83 191, 272, 273
lehen motako Bessel-en funtzio aldatua, 285, 313
Leibniz, 88
Leibniz-en araua, 88
Lerch,106
Lerch-en teorema, 106
lerro ekipotentziala, 18, 20
lerro-integrala, 18
lerroa
korronte-lerroa, 80, 167
Levinson eta Smith-en teorema, 196
Liapunov,164
Liapunov-en berretzailea, 201, 208
Liapunov-en bigarren metodoa, 187
Liapunov-en funtzioal 87-192207
Liapunov-en lehen metodoa, 171
Liapunov-en metodo zuzena, 187
limite orokortua, 59
limitea
eskuin-limitea, 111
ezker-limitea, 111
limiterako hurbilketa atzeratua, 158
Liouville, 52
Liouville-ren formula, 49, 96
Liouville-ren teorema, 170, 193
Liouville-ren transformazioa, 52, 121
Lipschitz,235
Lipschitz-en baldintza, 235, 239
Lissajous311
Lissajous-en irudia, 311
Liénard-en ekuazio diferentziala, 196
Liénard-en teorema, 196
Lorentz,38
Lorenz-en erakarled99-201 255
Lorenz-en sistema, 199, 255
Lotka eta \olterra-ren ekuazioak, 209
lotura-formula, 150

maghnitude-ordena, 160
marruskadura, 10

masa aldakorra, 36

masa erlatibista, 36

matrize baten esponentziala, 90, 258
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matrize jacobiarra, 180, 182

matrize nulua, 86

matrize-notazioa, 84

matrizea
identitate matrizea, 87
oinarrizko matrize kanonikoa, 87
oinarrizko matrizeag6—87 272
sistemaren matrizea, 171

Maxwell, 3

Maxwell-en ekuazioak, 3

Mellin-en transformazioa, 101

mendate ez-lineala, 206

mendatea, 174

mendetako gaia, 147

menpeko aldagaia, 1

menpekotasun lineala, 44

menpekotasun sentikorra
hastapen-baldintzen menpekotasun sentikorra, 200

metodo analitiko zehatza, 265

metodo aurresale-zuzentzailéa6-157

metodo grafikoa, 8, 141, 166, 195

metodo hurbildu analitikoa, 8, 250

metodo hurbildua, 8

metodo inplizitua, 159

metodo kualitatiboa, 8, 190

metodo kuantitatiboa, 8

metodo sinbolikoa, 8, 102

metodo zehatza, 7, 241, 265

metodoa
Adams eta Bashforth-en metodoa, 157
Adams eta Moulton-en metodoa, 157
Adams, Bashforth eta Moulton-en metodoa, 157,

261

Adams-en metodoa, 157
aldagaien banantzearen metodoa, 8
alderantzizko eragilearen metodéa;-69 271
bi denborako metodoa, 147, 160
Bulirsch eta Stoer-en metodoa, 158
Cauchy-ren metodoa, 55, 89, 232, 271
d’Alembert-en metodoa, 50, 247
deribazio-metodoa, 34, 71
ebazpen-metodoa, 7, 80, 91, 94
egonkortasun linealaren metodoa, 171
ekuazio batera laburtzea, 81
eragile deuseztatzailearen metodoa, 65
erdiko puntuaren metodo aldatua, 158
erdiko puntuaren metodoa54
eskala anitzeko metodoa, 147
estrapolazio-metodo&58
Euler-en metodo aldatua, 154
Euler-en metodo hobetua, 153
Euler-en metodo inplizitua, 159
Euler-en metodoa, 63, 74, 91, 151, 269, 273
Frobenius-en metodoa, 128
Gragg-en metodoa, 158
Heun-en metodoa, 153

hurrenez hurreneko hurbilketen metodoa, 144, 236,
251
ikuskapenaren metodoa, 10, 26, 53, 134, 242
koefiziente indeterminatuen metod6&;-66 94,
144, 250, 271, 273
konstanteen aldakuntzaren metodoa, 53, 75, 88,
140, 271, 273
Liapunov-en bigarren metodoa, 187
Liapunov-en lehen metodoa, 171
Liapunov-en metodo zuzena, 187
ordena-beheratzearen metodé@;44 134, 269,
271
parabolen metodoa, 155
perturbazio-metodod45-150252
Picard-en metodoa, 144, 236, 251
Poincaré eta Lindstedt-en metodoa, 149, 161
poligonoaren metodo hobetua, 154
poligonoaren metodoa, 151
Romberg-en metodoa, 158
Runge eta Kutta-ren metodoa, 155, 260
Simpson-en metodoa, 155
Taylor-en garapena, 143, 250
transformazio-metodoa, 24
trapezioen metodoa, 153
urrats anitzeko metodoa, 156
urrats bakarreko metodoa, 156
zenbakizko metodoa, 850-159 255
metodoaren ordena, 152
modulua
zenbaki konplexuaren modulua, 275
momentu angeluarra, 29
momentu angeluarraren kontserbazio-legea, 29
muga
erakarpen-osinen arteko muga, 208
muga-abiadura, 41
muga-ziklo erdiegonkorra, 196
muga-ziklo ezegonkorra, 196
muga-zikloa, 148, 164,94-197208
mugalde-baldintza, 7, 215
mugalde-baldintzen problema, 7, 215
multzo aldaezina, 164, 199
multzo ortonormala, 217
multzo osoa, 217
multzoa
Cantor-en multzoa, 199, 203
multzo hirutarra, 208
métodoa
Euler-en métodoa, 272

neurria, 216

Neville-ren estrapolazioa, 158
Newmann-en funtzioa, 126, 285
Newton,2

Newton-en bigarren legea, 167
Newton-en binomioa, 281, 287, 307
Newton-en ekuazioa, 3

nodo endekatua, 178
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nodo propioa, 177
nodoa, 172

izar-nodoa, 177
norabide-eremua, 15
norma, 217
normarekiko konbergentzia, 90
notazio matematikoa, vii
notazioa, 78

matrize-notazioa, 84

oinarrizko funtzioa, 8, 117
oinarrizko matrize kanonikoa, 87
oinarrizko matrizea36-87 272
oinarrizko problema, 61, 71
oinarrizko soluzio-sistema, 48, 49
oinarrizko soluzioa61-62 89, 226
okinaren transformazioa, 202
orbita, 29
fase-orbita, 166
orbita bornatua, 210
orbita homoklinikoa, 185, 186
orbita itxia, 194
orbita periodikoa, 148, 164, 185, 194, 210
orbita zirkularra, 211, 212
ordena
maghnitude-ordena, 160
magnitude-ordenaren ikurra, 142
metodoaren ordena, 152
ordena esponentziala, 102
ordena-beheratzea, 40, 271
ordena-beheratzearen metodoa, 40, 134, 269, 271
oreka-puntu bakartua, 164
oreka-puntu ez-hiperbolikoa, 176, 179-183, 192, 211
oreka-puntua, 164
orratza
Dirac-en orratza, 231
orria
Descartes-en orria, 180
ortogonaltasuna, 217
osina, 208
erakarpen-osina, 208
Ostrogradski49
Ostrogradski-ren formuldkusLiouville-ren formula
osziladore ez-lineala, 191, 193
osziladore harmoniko bortxatua, 56, 61, 73, 110
portaera iragankorra, 73
portaera iraunkorra, 73
osziladore harmoniko indargetua, 73, 160, 168, 181,
182
osziladore harmoniko kuantikoa, 121
osziladore harmonikoa, 3, 10, 34, 48, 71, 121, 168,
181, 183, 184, 186, 310
osziladore orokorra, 196
osziladore quasiharmonikoa, 161
osziladorea
van der Pol-en osziladorea, 146, 196, 197, 252

P(D), ikusderibazio-polinomioa
P, ikuskonkomitante bilineala
P,,, ikusLegendre-ren polinomioa
parametro txikia, 145, 149, 161
parametroa
adarkatze-parametroa, 165
Parseval230
Parseval-en teorema, 115, 229
parte erreala
zenbaki konplexuaren parte erreala, 275
parte irudikaria
zenbaki konplexuaren parte irudikaria, 275
parte osoa, 230, 289
Peanoy
Peano-ren teorema, 236
pendulua, 1, 8,11, 164, 168, 171, 185, 201
periodikotasuna, 199
perizentroa, 29
perturbazio erregularra, 146, 160, 252
perturbazioa, 145
Picard,144
Picard-en metodod44-145251
Picard-en teorema, 235
pisua, 216, 288-292
Pochhammer-en ikurra, 281
Poincaré163
Poincaré eta Bendixson-en teorema, 196
Poincaré eta Lindstedt-en metodoa, 149, 161
Poincaré-ren estroboskopio-sekzioa, 204
Poincaré-ren sekzioa, 198
Poisson231
Poisson-en formula, 231
poligonoaren metodo hobetua, 154
poligonoaren metodoa, 151
polinomio karakteristikoa, 62
polinomio orokortua
Laguerre-ren polinomio orokortua, 139
polinomio ortogonala288-292
polinomioa
Chebyshev-en polinomioa, 138, 2&B9
deribazio-polinomioa, 62
Hermite-ren polinomioa, 124, 28890
Laguerre-ren polinomio orokortua91
Laguerre-ren polinomioa, 139, 2881
Legendre-ren polinomioa, 138, 232, 2882
poloa, 119
potentzial harmonikoa, 210
potentzial newtondarra, 210
potentzial zentrala, 210
potentziala, 18
printzipioa
gainezarmenaren printzipioa, 47, 52, 84, 85
Lagrange-ren printzipioa, 184
problema
Cauchy-ren problema, 6
hastapen-baldintzen problema, 6, 16, 109
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Kepler-en problema, 29, 30, 34, 161, 211
mugalde-baldintzen problema, 7, 71, 215
oinarrizko problema, 61
Sturm eta Liouville-ren problema, 219
erregularra, 220
inhomogeneoa, 224
periodikoa, 220
singularra, 220
pultsu gausstarra, 59
puntu aknodala, 28
puntu anizkoitza, 28, 37
puntu arrunta, 119, 120, 135
puntu egonkorrakusoreka-puntua
puntu espirala, 175
puntu finkoajkusoreka-puntua
puntu kritikoa,ikusoreka-puntua
puntu singularra, 17, 119
puntu singular erregularra, 119, 128
puntu singular irregularra, 119
puntua
atzerapen-puntua, 150
goierpina, 185
infinituko puntua, 119, 122
oreka-puntu bakartua, 164
oreka-puntua, 164
pausaguneko-puntuitus oreka-puntua

guasipolinomioa, 63, 271, 273

Re, ikusparte erreala

Riccati,26

Riccati-ren ekuazio diferentzial26—27 72, 160, 266
Richardson158

Richardson-en estrapolazioa, 158
Riemann58

Riemann-en integrala, 58, 217

RL zirkuitua, 36

RLC zirkuitua, 61, 97, 110

Robertson eta Walker-en unibertsoa, 37
Rodrigues124

Rodrigues-en formula, 124, 289-292
Romberg-en metodoa, 158

Runge 155

Runge eta Kutta-ren metoddeg5-156 260
Rossler-en erakarlea, 203

Rossler-en sistema, 202, 255

Schrédinger?
Schrddinger-en ekuazioa, 2, 121, 149, 215
Schwarz-en teorema, 17
Schwarzschild212
segida
Fibonacci-ren segida, 74, 263
sekzio konikoa, 311
sekzioa
Poincaré-ren estroboskopio-sekzioa, 204
Poincaré-ren sekzioa, 198

semilatus rectum parametroa, 29, 211
serie binomikoa, 113, 137, 281, 287
serie geometrikoa, 287
serie harmonikoa, 283
seriea
berretura-seried,17-118142
Fourier-en kosinu-seriea, 229
Fourier-en serie konplexua, 231
Fourier-en serie moztua, 230, 262
Fourier-en seriea, 223, 261
Fourier-en sinu-seriea, 222, 225
Frobenius-en seriea, 119
serieen batuketa, 136, 259
Taylor-en seriea, 143, 250
Si, ikussinu-integral funtzioa
sign,ikuszeinu funtzioa
simetria, 44, 82
Simpson 155
Simpson-en metodoa, 155
sinu-integral funtzioa, 112, 283
sistema
Cauchy eta Euler-en sistema, 98, 273
Lorenz-en sistema, 199, 255
Rossler-en sistema, 202, 255
sistema dinamiko autonomo#&9—-8Q 82, 166
sistema dinamiko diskretua, 210
sistema dinamiko hamiltondarra, 168, 170, 193
sistema dinamiko iraungikorra, 170
sistema dinamiko itzulgarria, 193
sistema dinamiko kontserbakorra, 168-170, 192
sistema dinamiko linealdua, 171
sistema dinamiko quasilineala, 170
sistema dinamikoa, 79
sistema lineal homogened@4—-87
sistema lineal osoa, 888—89
sistema lineala
koefiziente konstanteetako sistema line@8+
95, 109
lehen ordenako sistema linea8—-95

sistema mekaniko kontserbakorra, 168, 170, 179, 183,

191

sistema mekaniko unidimentsionala, 167, 181, 191,

193,194

sistemaren funtzioa, 110
soluzio esplizitua, 4, 257
soluzio formala, 4, 31
soluzio inplizitua, 4, 10, 257
soluzio mota, 3
soluzio orokorra, 5, 10, 14, 40, 78
soluzio parametrikoa, 4, 257
soluzio partikularra, 5, 53, 140, 269
soluzio periodikoa, 164, 194
soluzio singularra, 5, 10, 20, 27, 32, 48, 246
soluzio-familia parametrikoa, 5, 14
soluzioa

definizio-tartea, 4
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ekuazio homogeneoaren ebazpena, 50
ekuazio lineal homogeneoaren soluzio-espazioa,
47
infinituko baldintza, 37
oinarrizko soluzio-sistema, 48, 49, 86
oinarrizko soluzioa, 61, 89
sistema lineal homogeneoaren soluzio-espazioa,
85
soluzioaren bakartasurgs 7
soluzioaren definizio-tartea, 4
soluzioaren existentzi&, 7
soluzioen konparazioa, 238
Stirling, 280
Stirling-en formula, 280
Sturm,220
Sturm eta Liouville-ren problema, 219
erregularra, 220
inhomogeneoa, 224
periodikoa, 220
singularra, 220

T, ikusChebyshev-ren polinomioa

tautokronoa, 113

Taylor,143

Taylor-en seriea, 143, 250

teorema
algebraren oinarrizko teorema, 62
Bertrand-en teorema, 210
Cayley eta Hamilton-en teorema, 91
de Moivre-ren teorema, 276
desplazamenduaren teorema, 104
existentzia eta bakartasunarenteorema, 7, 11, 16,

27, 40, 46-48, 78, 145, 166, 201, 210, 235

existentzia globalaren teoren289-240
Fredholm-en hautabidearen teorema, 225
Grobman eta Hartman-en teorema, 177
Lagrange-ren teorema, 184
Lerch-en teorema, 106
Levinson eta Smith-en teorema, 196
Liouville-ren teorema, 170, 193
Liénard-en teorema, 196
Parseval-en teorema, 115, 229
Peano-ren teorema, 236
Picard-en teorema, 235
Poincaré eta Bendixson-en teorema, 196
Schwarz-en teorema, 17

teoria
Floguet-en teoria, 196
kualitatiboa, 163

Torricelli, 11

Torricelli-ren legea, 11

torua, 198

tr, ikusaztarna

transferentzia-funtzioa, 110

transformazio integrala, 101

transformazio-metodoa, 24

transformazioa

Carson eta Heaviside-ren transformazioa, 101
Fourier-en alderantzizko transformazioa, 114, 115
Fourier-en transformazioa, 101, 114, 115, 231,
247,299
Hankel-en transformazioa, 101
Hilbert-en transformazioa, 101
Laplace-ren transformazioa, 39, 101, 103, 247,
265, 293
Liouville-ren transformazioa, 52, 121
Mellin-en transformazioa, 101
okinaren transformazioa, 202
translazio-aldaezintasuna, 41, 271
trukatzailea, 97
tximeleta efektua, 201

uhin sinusoidal arteztua, 114
unibertsoa
Robertson eta Walker-en unibertsoa, 37
unitate irudikaria, 275
urrezko zenbakia, 74

van der Pol-en ekuazio diferentziala, 146, 196, 197
van der Pol-en osziladoreb46-149196, 197, 252
Vandermonde306

Vandermonde-ren determinantea, 306
Verhulst,206

Verhulst-en ekuazio diferentziala, 206

\olterra,113

\olterra-ren ekuazio integrala, 113

\olterra-ren eredua, 209

W, ikusLambert-en funtzioa
Weber-en funtzioa, 126, 285
Weierstrass230
Weierstrass-en funtzioa, 230
WKB metodoa149-150161
Wronski,45

wronskiarra, 45, 47, 85

Y, ikusbigarren motako Bessel-en funtzioa

zatikako jarraitasuna, 102
zeinu funtzioa, 73
zela-puntua, 174
zenbaki conplexu konjokatua, 276
zenbaki harmonikoa, 133, 283
zenbaki konplexu&75-276
zenbaki konplexuaren argumentua, 275
zenbaki konplexuaren forma cartesiarra, 275
zenbaki konplexuaren forma polarra, 275
zenbaki konplexuaren modulua, 275
zenbaki konplexuaren parte erreala, 275
zenbaki konplexuaren parte irudikaria, 275
zenbakia

Fibonacci-ren zenbakia, 74

urrezko zenbakia, 74
zenbakizko metodoa, 8
zentro ez-linealal92-194
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zentroa, 175
zerra funtzioa, 230
zikloa
muga-zikloa]194-197208
zirkuitua
RL zirkuitua, 36
RLC zirkuitua, 61, 110
zurrunbiloa, 175
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gaztelaniaz eta ingelesez nola esaten den jakin dezaakiéitzzezik, esapideak ere agertzen dira,
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zak ahalik eta ondoen egiten saiatu arren. Esan beharrikgez fiemen ere irakurlearen iritzia
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Euskara

Frantsesa

Gaztelania

Ingelesa

abiadura-eremu

champ de vitesse

campo de velocidades

velocity field

Abraham eta Lorentz-en ekuazio

équation de Abraham-Lorentz

ecuaciéon de Abraham-Lorentz

Abraham-Lorentz equation

Adams-en metodo

méthode d’Adams

método de Adams

Adams’ method

adarkatze

bifurcation

bifurcacion

bifurcation

adarkatze-diagrama

diagramme de bifurcation

diagrama de bifurcacion

bifurcation diagram

adarkatze-parametro

parametre de bifurcation

parametro de bifurcacion

bifurcation parameter

aldaezintasun

invariance

invariancia

invariance

aldagai-aldaketa

changement de variables

cambio de variables

change of variables

aldagai bananduetako ekuazio
diferentzial

équation différentielle a variables
séparées

ecuacion diferencial de variables
separadas

differential equation with separate
variables

aldagai independente

variable indépendant

variable independiente

independent variable

aldagaien banantze

séparation de variables

separacion de variables

separation of variables

aldagaien banantzearen metodo

méthode de séparation de variables

método de separacién de variables

method of separation of variables

alderantzizko eragile

opérateur inverse

operador inverso

inverse operator

alderantzizko eragilearen metodo

méthode de I'opérateur inverse

método del operador inverso

method of the inverse operator

alderanzkarri

inversible

invertible

invertible

algebraren oinarrizko teorema

théoréme fondamental de I'algébre

teorema fundamental del &lgebra

fundamental theorem of Algebra

anizkoitz

multiple

multiplo

multiple

multiplo

anizkoiztasun multiplicité multiplicidad multiplicity

arteztu redressé rectificado rectified
askatasun-gradu degré de liberté grado de libertad degree of freedom
ate funtzio fonction porte funcién puerta door function

atzerapen-puntu

point de rebroussement
point tournant

punto de retroceso

turning point

azpifaktorial funtzio

fonction sous-factoriel

funcién subfactorial

subfactorial function

aztarna trace traza trace

bakartasun unicité unicidad uniqueness

bakoiti impair impar odd

balio ertainaren teorema théoréme de la valeur moyenne teorema del valor medio mean-value theorem
balio nagusi valeur principale valor principal principal value

balio propio valeur propre valor propio eigenvalue
baliokidetasun topologiko équivalence topologique equivalencia topolégica topological equivalence
bana-banako biunivoque biunivoco one-to-one

biuniboko

banaketa distribution distribucion distribution

vee
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Frantsesa

Gaztelania

Ingelesa

barietate

variété

variedad

manifold

barietate egonkor

variété stable

variedad estable

stable manifold

barietate ezegonkor

variété instable

variedad inestable

unstable manifold

batugarri

sommable

sumable

summable

bektore nulu

vecteur nul

vector nulo

null vector

bektore propio

vecteur propre

vector propio

eigenvector

berretura-serie

série de puissances

serie de potencias

power series

berretzaile karakteristiko

exposant caractéristique

exponente caracteristico

characteristic exponent

Bessel-en ekuazio aldatu

équation modifié de Bessel

ecuacién modificada de Bessel

Bessel modified equation

Bessel-en funtzio

fonction de Bessel

funcién de Bessel

Bessel function

Bessel-en funtzio aldatu

fonction modifié de Bessel

funcién de Bessel modificada

modified Bessel function

bi denborako metodo

méthode de deux temps

método de los dos tiempos

two-timing method

biderkadura eskalar

produit scalaire

producto escalar

scalar product

biderkatzaile

multiplicateur

multiplicador

multiplier

biderketa eskalar

multiplication scalaire

multiplicacion escalar

scalar product

bigarren motako Bessel-en funtzio

fonction de Bessel de seconde espéd

efuncion Bessel de segunda especie

Bessel function of the second kind

bigarren motako Bessel-en funtzio
aldatu

fonction modifié de Bessel de second
espéece

efunciéon modificada de Bessel de
segunda especie

modified Bessel function of the secon
kind

bigarren ordenako ekuazio diferentzig
lineal homogeneo

aléquation différentielle linéaire

homogéne du second ordre

ecuacion diferencial lineal homogéne
de segundo orden

asecond-order homogeneous linear
differential equation

bikoiti pair par even
biperiodikotasun bipériodicité biperiodicidad biperiodicity
biribiltze-errore erreur d’arrondi error de redondeo roundoff error

Cantor-en multzo hirutar

ensemble ternaire de Cantor

conjunto ternario de Cantor

Cantor’s ternary set

Cauchy-ren balio nagusi

valeur principale de Cauchy

valor principal de Cauchy

Cauchy principal value

definizio-tarte

intervalle de définition

intervalo de definicién

interval of definition

denbora geldo

temps lent

tiempo lento

slow time

denbora laster

temps rapide

tiempo rapido

fast time

deribatu askatugabeko ekuazio
diferentzial

équation différentielle non résolue pa
rapport a la dérivée

I ecuacion diferencial no resuelta en Ia
derivada

differential equation not solved for the
derivative

deribatu frakzionario

dérivée fractionnaire

derivada fraccionaria

fractional derivative

deribatu gurutzatu

dérivée croisée

derivada cruzada

cross derivative

deribatu logaritmiko

dérivée logarithmique

derivada logaritmica

logarithmic derivative

deribatu orokortu

dérivée généralisée

derivada generalizada

generalized derivative

deribatu partzialetako ekuazio
diferentzial

équation différentielle aux dérivées

ecuacion diferencial en derivadas

partielles

parciales

partial differential equation
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Euskara

Frantsesa

Gaztelania

Ingelesa

deribazio-eragile

opérateur de dérivation

operador de derivacion

derivation operator

deribazio-polinomio

polynéme de dérivation

polinomio de derivaciéon

differential polynomial

Descartes-en orri

folium de Descartes

hoja de Descartes

folium of Descartes

deskonposizio

décomposition

descomposicion

decomposition

desplazamendu

déplacement

desplazamiento

displacement

desplazamenduaren teorema

théoréme de déplacement

teorema del desplazamiento

theorem of displacement

determinante

déterminant

determinante

determinant

dibergentzia

divergence

divergencia

divergence

diferentzia finituetako ekuazio

équations aux différences finies

ecuacion en diferencias finitas

finite difference equation

diferentziagarritasun-klase

classe de différentiabilité

clase de diferenciabilidad

differentiability class

diferentzial

différentielle (iz.)
différentiel (izond.)

diferencial

differential

diferentzial zehatz

différentielle exacte

diferencial exacta

exact differential

dimentsio

dimension

dimensioén

dimension

dimentsio gabeko aldagai

variable sans dimensions
variable réduite

variable adimensional

dimensionless variable

dinamika kualitatibo

dynamique qualitative

dindmica cualitativa

qualitative dynamics

Dirac-en delta

delta de Dirac

delta de Dirac

Dirac delta

Dirac-en delta funtzio

fonction delta de Dirac

funcién delta de Dirac

Dirac delta function

diskretizazio

discrétisation

discretizacién

discretization

diskretizazio-errore

erreur de discrétisation

error de discretizaciéon

discretization error

diskriminatzaile discriminant discriminante discriminant
ebazpen-metodo méthode de résolution método de resolucion resolution method
efektu effet efecto effect
egonkortasun stabilité estabilidad stability
egonkortasun asintotiko stabilité asymptotique estabilidad asintética asymptotic stability
egonkortasun lineal stabilité linéaire estabilidad lineal linear stability

egonkortasun linealaren metodo

méthode de la stabilité linéaire

método de la estabilidad lineal

method of linear stability

ekipotentzial

équipotentiel

equipotencial

equipotential

ekuazio batera laburtze

réduction a une équation

reduccion a una ecuacion

reduction to an equation

ekuazio diferentzial

équation différentielle

ecuacion diferencial

differential equation

ekuazio diferentzial adjuntu

équation différentielle adjointe

ecuacion diferencial adjunta

adjoint differential equation

ekuazio diferentzial arrunt

équation différentielle ordinaire

ecuacion diferencial ordinaria

ordinary differential equation

ekuazio diferentzial atzeratu

équation différentielle a retard

ecuacion diferencial con retraso

delay differential equation

ekuazio diferentzial autonomo

équation différentielle autonome

ecuacion diferencial autbnoma

autonomous differential equation

ekuazio diferentzial banangarri

équation différentielle séparable

ecuacion diferencial separable

separable differential equation

oge
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ekuazio diferentzial hipergeometriko

équation différentielle
hypergéométrique

ecuacion diferencial hipergeométrical

hypergeometric differential equation

ekuazio diferentzial hipergeometriko
baterakor

équation différentielle
hypergéométrique dégénérée

ecuacion diferencial hipergeométrical
confluente

confluent hypergeometric differential
equation

ekuazio diferentzial homogeneo

équation différentielle homogéne

ecuacion diferencial homogénea

homogeneous differential equation

ekuazio diferentzial isobariko

équation différentielle isobarique

ecuacion diferencial isobarica

isobaric differential equation

ekuazio diferentzial lineal

équation différentielle linéaire

ecuacion diferencial lineal

linear differential equation

ekuazio diferentzial lineal ezoso

équation différentielle linéaire
incompléte

ecuacion diferencial lineal incomplets

incomplete linear differential equatior

ekuazio diferentzial lineal homogene

D équation différentielle linéaire
homogéne

ecuacion diferencial lineal homogéne

ahomogeneous linear differential
equation

ekuazio diferentzial lineal
inhomogeneo

équation différentielle linéaire non
homogéne

ecuacion diferencial lineal
inhomogénea

inhomogeneous linear differential
equation

ekuazio diferentzial lineal oso

équation différentielle linéaire non
homogéne

ecuacion diferencial lineal completa

complete linear differential equation

ekuazio diferentziat-rekiko
ekidimentsional

équation différentielle
equidimensionnelle par rapportra

ecuacion diferencial equidimensional
con respecto a

equidimensional-ine differential
equation

ekuazio diferentzial zehatz

équation différentielle exacte

ecuacion diferencial exacta

exact differential equation

ekuazio diferentzial zurrun

équation différentielle rigide

ecuacion diferencial rigida

stiff differential equation

ekuazio diferentzialen sistema

systeme d’'équations différentielles

sistema de ecuaciones diferenciales

system of differential equations

ekuazio finitu

équation finie

ecuacion finita

finite equation

ekuazio funtzional

équation fonctionnelle

ecuacién funcional

functional equation

ekuazio homogeneoaren soluzioen
espazio

espace des solutions de I'équation
homogéne

espacio de soluciones de la ecuaciori
homogénea

space of solutions of the homogeneo
equation

ekuazio integral

équation intégrale

ecuacion integral

integral equation

ekuazio karakteristiko

équation caractéristique

ecuacioén caracteristica

characteristic equation

elastizitate élasticité elasticidad elasticity
elektrizitate électricité electricidad electricity
electrics

elektromagnetismo

électromagnétisme

electromagnetismo

electromagnetism
electromagnetics

eragile

opérateur

operador

operator

eragile autoadjuntu

opérateur autoadjoint

operador autoadjunto

self-adjoint operator

eragile deuseztatzaile
deuseztapen-eragile

opérateur d’annulation

operador de anulacién

annihilator operator
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eragile deuseztatzailearen metodo
deuseztapen-eragilearen metodo

méthode de I'opérateur d’annulation

método del operador de anulacion

method of the annihilator operator

eragile formalki autoadjuntu

opérateur formellement autoadjoint

operador formalmente autoadjunto

formally self-adjoint operator

eragile lineal

opérateur linéaire

operador lineal

linear operator

erakarle

attracteur

atractor

attractor

erakarle bitxi

attracteur étrange

atractor extrafo

strange attractor

erakarle kaotiko

attracteur chaotique

atractor caético

chaotic attractor

erakarpen-osin

bassin d’attraction

cuenca de atraccién

attraction basin

erakarpen-osinen arteko muga

frontiére entre bassins d’attraction

frontera entre cuencas de atracciéon

attraction basin boundary

erdi-bizitza

période de semi-désintégration

periodo de semidesintegracion

half-life

erdidefinitu semi-défini semidefinido semidefinite

eredu modéle modelo model

eredu kosmologiko estandar modeéle cosmologique standard modelo cosmolégico estandar standard cosmological model
eremu champ campo field

eremu domaine dominio domain

eremu bektorial champ de vecteurs campo vectorial vector field

bektore-eremu champ vectoriel

eremu eskalar champ scalaire campo escalar scalar field

eremu integragartri

champ intégrable

campo integrable

integrable field

eremu kontserbakor

champ conservatif

campo conservativo

conservative field

erkaketaren teorema

théoreme de comparaison

teorema de comparacion

comparison theorem

erlatibitate

relativité

relatividad

relativity

erlatibitate berezi

relativité restreinte

relatividad especial

special relativity

erlatibitate orokor

relativité générale

relatividad general

general relativity

errepikapen récurrence recurrencia recurrence
errepikapen-erlazio relation de récurrence relacién de recurrencia recurrence law
erresonantzia résonance resonancia resonance

erro karakteristiko racine caractéristique raiz caracteristica characteristic root
errore erreur error error
errore-funtzio fonction d’erreur funcién error error function

errore-funtzio irudikari

fonction d’erreur imaginaire

funcién error imaginaria

imaginary error function

errore-funtzio osagarri

fonction d’erreur complémentaire

funcién error complementaria

complementary error function

errore global
errore 0s0

erreur global

error global

global error

errore lokal

erreur local

error local

local error

eskala-aldaezintasun

invariance d’escale

invariancia de escala

scale invariance

8¢€¢€
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eskala-aldaketa

changement d’escale

cambio de escala

change of scale

eskala-aldaketekiko aldaezintasuna

invariance par rapport aux
changements d’escale

invariancia frente a cambios de escal

ainvariance under changes of scale

eskala anitzeko metodo

méthode a plusieurs échelles

método de las mdltiples escalas

multiple-scale method

eskala handian egonkorra

stable a grande échelle

estable a gran escala

stable at large

eskala handiko egonkortasun

stabilité a grande échelle

estabilidad a gran escala

large scale stability

eskuin-limite

limite a droite

limite por la derecha

right limit

espazio banangarri

espace séparable

espacio separable

separable space

espazio egonkor

espace stable

espacio estable

stable space

espazio ezegonkor

espace instable

espacio inestable

unstable space

espazio 0so

espace complet

espacio completo

complete space

espektro

spectre

espectro

spectrum

esponentzial-integral

exponentielle intégrale

integral exponencial

exponential integral

esponentzial-integral funtzio

fonction exponentielle intégrale

funcién integral exponencial

exponential integral function

estrapolazio

extrapolation

extrapolacion

extrapolation

estrapolazio arrazional

extrapolation rationnelle

extrapolacién racional

rational extrapolation

estrapolazio-metodo

méthode d’extrapolation

método de extrapolacion

extrapolation method

estrofoide kurba

courbe strophoide

curva estrofoide

strophoid curve

Euler-en gamma funtzio

fonction gamma d’Euler

funcién gamma de Euler

Euler gamma function

Euler-en metodo

méthode d’Euler

método de Euler

Euler's method

Euler-en metodo aldatu

méthode modifiée d’Euler

método modificado de Euler

modified Euler method

Euler-en metodo hobetu

méthode améliorée d’Euler

método mejorado de Euler

improved Euler method

Euler-en metodo inplizitu

méthode implicite d’Euler

método implicito de Euler

implicit Euler method

existentzia eta bakartasun

existence et unicité

existencia y unicidad

existence and uniqueness

existentzia eta bakartasunaren teoremthéoréme d’existence et d’unicité

teorema de existencia y unicidad

existence-uniqueness theorem

existentzia global

existence globale

existencia global

global existence

ezegonkortasun instabilité inestabilidad instability
ezker-limite limite a gauche limite por la izquierda left limit
faktore facteur factor factor

faktore integratzaile

facteur intégrant

factor integrante

integrating factor

faktore integratzaile berezi

facteur intégrant spécial

factor integrante especial

special integrating factor

faktorial factoriel factorial factorial
faktorial funtzio fonction factoriel funcién factorial factorial function
faktorizazio factorisation factorizacién factorization

fase-espazio

espace de phase

espacio de fases

phase space

fase-ibilbide

trajectoire de phase

trayectoria de fases

phase trajectory
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fase-orbita orbite de phase oOrbita de fases phase orbit
Floquet-en berretzaile exposant de Floquet exponente de Floquet Floquet exponent
Floquet-en teoria théorie de Floquet teoria de Floquet Floquet’s theory
fluxu flux flujo flux

foku foyer foco focus

forma definitu

forme définie

forma definida

definite form

forma kanoniko

forme canonique

forma canénica

canonical form

forma simetriko

forme symétrique

forma simétrica

symmetric form

Fourier-en alderantzizko transformaz

aransformation inverse de Fourier

transformacion inversa de Fourier

inverse Fourier transformation

Fourier-en kosinu-serie

série de Fourier de cosinus

serie de Fourier de cosenos

Fourier cosine series

Fourier-en serie

série de Fourier

serie de Fourier

Fourier series

Fourier-en sinu-serie

série de Fourier de sinus

serie de Fourier de senos

Fourier sine series

Fourier-en transformazio

transformation de Fourier

transformacion de Fourier

Fourier transformation

fraktal

fractal

fractal

fractal

frakzio sinpleetako deskonposizio

décomposition en facteurs simples

descomposicién en fracciones simple

sdecomposition into simple fractions

Fredholm-en hautabidearen teorema

théoréme de l'alternative de Fredholn

hteorema de la alternativa de Fredholn

h Fredholm alternative theorem

funtzio analitiko

fonction analytique

funcién analitica

analytic function

funtzio batugarri

fonction sommable

funcién sumable

summable function

funtzio berezi

fonction spécial

funcién especial

special function

funtzio definitu

fonction définie

funcién definida

definite function

funtzio definitu negatibo

fonction définie négative

funcién definida negativa

negative definite function

funtzio definitu positibo

fonction définie positive

funcién definida positiva

positive definite function

funtzio erregular

fonction réguliere

funcion regular

regular function

funtzio hipergeometriko

fonction hypergéométrique

funcién hipergeométrica

hypergeometric function

funtzio hipergeometriko baterakor

fonction hypergéométrique dégénéré

efuncion hipergeométrica confluente

confluent hypergeometric function

funtzio homogeneo

fonction homogene

funcién homogénea

homogeneous function

funtzio orokortu

fonction généralisée

funcién generalizada

generalized function

funtzio osagarri

fonction complémentaire

funcién complementaria

complementary function

funtzio transzendente

fonction transcendante

funcién trascendente

transcendental function

inaz u u ici u
ainazal surface superficie surface
ainazal ortogona surface orthogonale superficie ortogonal orthogonal surface
| ort [ f th I f i | th | surf
inez u iti u ici6 u iti
ainezarmen superposition superposicion superposition

gainezarmenaren printzipioa
gainezarmen-printzipio

principe de superposition

principio de superposicion

superposition principle

goi-ordenako ekuazio

équation d’ordre supérieur

ecuacion de orden superior (al primer

ohigher-order equation

goi-ordenako mutur

extréme d’ordre supérieur

extremo de orden superior (al primerg

p)higher-order extremum

ove
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goierpin

sommet

punto cuspide

cusp

gradiente-sistema

systeme gradient

sistema gradiente

gradient system

Green-en bi puntutako funtzio

fonction de Green a deux points

funcioén de Green de dos puntos

two-point Green function

VIO31ZIH

Green-en funtzio

fonction de Green

funcién de Green

Green function

gune noyau nacleo kernel
hamiltondar hamiltonien hamiltoniano Hamiltonian
hamiltoniana

harrapari eta harrapakinaren eredu

modele de déprédateur et proie

modelo de depredador y presa

prey-predator model

hastapen-baldintza
hasierako baldintza

condition initiale

condicion inicial

initial condition

hastapen-baldintzen menpekotasun
sentikor

dépendance sensible des conditions
initiales

dependencia sensible de las
condiciones iniciales

sensitive dependence on initial
conditions

hastapen-baldintzen problema

probleme de conditions initiales

problema de condiciones iniciales

initial-value problem

Heaviside-ren garapen-formula

formule de développement de
Heaviside

formula de desarrollo de Heaviside

Heaviside’s expansion formula

Hermite-ren polinomio

polynéme d’Hermite

polinomio de Hermite

Hermite polynomial

Hilbert-en espazio

espace de Hilbert

espacio de Hilbert

Hilbert space

homogeneo

homogéne

homogéneo

homogeneous

hurbilketa

approximation

aproximacion

approximation

hurbilketa-errore

erreur d’approximation

error de aproximacion

approximation error

hurbilketarik onena

meilleure approximation

aproximacion optima

best approximation

hurrenez hurreneko hurbilketak

approximations successives

aproximacion sucesivas

successive approximations

hurrenez hurreneko hurbilketen
metodoa

méthode des approximations
successives

método de aproximaciones sucesivas

method of successive approximations

ibilbide

trajectoire

trayectoria

trajectory

ibilbide ortogonal

trajectoire orthogonale

trayectoria ortogonal

orthogonal trajectory

identitate matrize

matrice identité

matriz identidad

identity matrix

ikur symbole simbolo symbol

ikuskapen inspection inspeccién inspection
independentzia lineal indépendance linéaire independencia lineal lineal independence
indize indice indice index

indize bikoitz indice double indice doble double index
indize-ekuazio équation déterminante ecuacion indicial indicial equation
induzitu induire inducir induce

infinituko baldintza

condition a I'infini

condicion en el infinito

condition in the infinity

infinituko puntu

point de l'infini

punto del infinito

point of infinity
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inguratzaile enveloppe envolvente envelope
integrazio-urrats pas d'intégration paso de integracion integration step
interpolazio interpolation interpolacion interpolation
isoklina (iz.) isocline isoclina isocline
isoklino (izond.)

itzulgarri réversible reversible reversible
izar-nodo nceud étoilé nodo en estrella star node
jacobiar jacobien jacobiano Jacobian
jariakin fluide fluido fluid

fluido

jario flot flujo flow
jarraitasun continuité continuidad continuity
jarraitu continu continuo continuous
jatorrizko primitive (iz.) primitiva (iz.) primitive

kalkulu sinboliko

calcul symbolique

calculo simboélico

symbolic calculus

kalkulu sinbolikoaren sistema

systéme de calcul symbolique

sistema de calculo simbolico

system of symbolic calculus
computer algebra system

kaos determinista

chaos déterministe

caos determinista

deterministic chaos

katenaria caténaire catenaria catenary
koadrante guadrant cuadrante quadrant
koadratura quadrature cuadratura quadrature

koadraturetarako laburtzea

réduction a quadratures

reduccion a cuadraturas

reduction to quadratures

koefiziente indeterminatuak

coefficients indéterminés

coeficientes indeterminados

undetermined coefficients

koefiziente indeterminatuen metodo

méthode des coefficients indéterminé

método de coeficientes indeterminad

omethod of undetermined coefficients

koefiziente konstanteetako ekuazio
diferentzial lineal homogeneo

équation différentielle linéaire
homogeéne a coefficients constants

ecuacion diferencial lineal homogéne
con coeficientes constantes

ahomogeneous linear differential

equation with constant coefficients

koefiziente konstanteetako ekuazio
diferentzial lineal oso

équation différentielle linéaire non
homogeéne a coefficients constants

ecuacion diferencial lineal completa
con coeficientes constantes

complete linear differential equation
with constant coefficients

koefiziente konstantetako sistema
lineal

équation différentielle linéaire a
coefficients constants

sistema lineal con coeficientes
constantes

complete linear system with constant
coefficients

konbergentzia convergence convergencia convergence
konbergentzia-erradio rayon de convergence radio de convergencia convergence radius
konboluzio convolution convolucion convolution

kondar résidu residuo residue

konexio connexion conexion connection

konexio homokliniko

connexion homoclinique

conexién homoclinica

homoclinic connection

(A%
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kongruentzia congruence congruencia congruence

koniko conique conica conic

konjektura conjecture conjetura conjecture
konkomitante bilineal concomitant bilinéaire concomitante bilineal bilinear concomitant
konparazio comparaison comparacién comparison
konstante constant constante constant

konstanteen aldakuntza

variation des constants

variacion de constantes

variation of constants

konstanteen aldakuntzaren metodo

méthode de variation des constants

método de variacion de constantes

method of variation of constants

kontserbazio-lege
iraupen-lege

loi de conservation

ley de conservacion

conservation law

korronte-lerro ligne de courant linea de corriente currentline
kosinu-integral funtzio fonction intégral cosinus funcién integral coseno cosinus integral function
kurba courbe curva curve

kurba-familia

famille de courbes

familia de curvas

family of curves

kurba-familia baten ekuazio
diferentzial

équation différentielle d’'une famille dé
courbes

2 ecuacion diferencial de una familia de
curvas

154

differential equation of a family of
curves

kurba-familia uniparametriko

famille de courbes a un paramétre

familia uniparamétrica de curvas

one-parameter family of solutions

kurba gausstar

courbe gaussienne

curva gaussiana

gaussian curve

kurba integral

courbe intégrale

curva integral

integral curve

kurba isoklino

courbe isocline

curvaisoclina

isoclinic curve

kurba-kongruentzia

congruence de courbes

congruencia de curvas

congruence of curves

kurba-sorta

faisceau de courbes

haz de curvas

pencil of curves

laburtze
beheratze

réduction

reduccion

reduction

Lagrange-ren alderanzketa-formula

formule d’inversion de Lagrange

férmula de inversién de Lagrange

Lagrange’s inversion formula

Lagrange-ren eragile adjuntu formal

opérateur adjoint formel de Lagrange

operador adjunto formal de Lagrange

Lagrange’s formal adjoint operator

Lagrange-ren identitate

identité de Lagrange

identidad de Lagrange

Lagrange identity

Landau-ren eredu

scénario de Landau

modelo de Landau

Landau scenario

Landau-ren ikur

symbole de Landau

simbolo de Landau

Landau symbol

lehen hurbilketa

premiéere approximation

primera aproximacion

first approximation

lehen integral

intégrale premiére

integral primera

first integral

lehen motako Bessel-en funtzio

fonction de Bessel de premiére espé

cduncion de primera especie de Besse

1)

funcién de Bessel de primera especie

Bessel function of first kind
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lehen motako Bessel-en funtzio aldat

ufonction modifié de Bessel de premig
espece

réuncion modificada de primera espec
de Bessel

funcién de Bessel modificada de
primera especie

emodified Bessel function of first kind

lehen ordenako sistema lineal

systéme linéaire du premier ordre

sistema lineal de primer orden

first-order linear system

lerro ekipotentzial

ligne équipotentielle

linea equipotencial

equipotential line

lerro-integral intégral curviligne integral curvilinea line integral
Liapunov-en berretzaile exposant de Liapounov exponente de Liapunov Liapunov exponent
Lyapunov exponent

Liapunov-en bigarren metodo

deuxiéme méthode de Liapounov

segundo método de Liapunov

Liapunov’s second method

Liapunov-en lehen metodo

premiére méthode de Liapounov

primer método de Liapunov

Liapunov'’s first method

Liapunov-en metodo zuzen

méthode directe de Liapounov

método directo de Liapunov

Liapunov’s direct method

Liapunov-en teorema

théoreme de Liapounov

teorema de Liapunov

Liapunov’s theorem

limite
muga

limite

limite

limit

limite orokortu

limite généralisée

limite generalizado

generalized limit

limiterako hurbilketa atzeratu

approximation différée a la limite

aproximacion diferida al limite

deferred approach to the limit

Liouville-ren formula

formule de Liouville

formula de Liouville

Liouville’s formula

Lissajous-en irudi

figure de Lissajous

figura de Lissajous

Lissajous figure

Lorenz-en sistema

systéme de Lorentz

sistema de Lorenz

Lorenz system

lotura-formula

formule de connexion

férmula de enlace

connection formula

magnetismo

magnétisme

magnetismo

magnetism
magnetics

magnitude-ordena

ordre de magnitude

orden de magnitud

order of magnitude

magnitude-ordenaren ikur

symbole d’ordre de magnitude

simbolo de orden de magnitud

order of magnitude symbol

maila degré grado degree
gradu (termodinamikan)
matrize matrice matriz matrix

matrize baten esponentzial

exponentielle d’'une matrice

exponencial de una matriz

exponential of a matrix

matrize jacobiar

matrice jacobienne

matriz jacobiana

Jacobian matrix

matrize-notazio

notation matricielle

notacion matricial

matrix notation

matrize nulu matrice nulle matriz nula null matrix
mendate col puerto saddle point
zela-puntu point-selle punto de silla

mendetako séculaire secular secular

mendetako gai

terme séculaire

término secular

secular term

144
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menpeko aldagai

variable dépendant

variable dependiente

dependent variable

menpekotasun lineal

dépendance linéaire

dependencia lineal

linear dependence

menpekotasun sentikor

dépendance sensible

dependencia sensible

sensitive dependence

metodo

méthode

método

method

metodo aurresale-zuzentzaile

méthode prédicteur-correcteur

método pronosticador-corrector

predictor-corrector method

metodo grafiko

méthode graphique

método grafico

graphics method

metodo hurbildu

méthode approchée

método aproximado

approximate method

metodo hurbildu analitiko

méthode approchée analytique

método aproximado analitico

analytic approximate method

metodo inplizitu

méthode implicite

método implicito

implicit method

metodo kualitatibo

méthode qualitative

método cualitativo

qualitative method

metodo kuantitatibo

méthode quantitative

método cuantitativo

guantitative method

metodo sinboliko

méthode symbolique

método simbdlico

symbolic method

metodo zehatz

méthode exacte

método exacto

exact method

mozte-errore

erreur de troncature

error de truncamiento

truncation error

muga frontiére frontera boundary
muga-abiadura vitesse limite velocidad limite limit speed
muga-ziklo cycle limite ciclo limite limit cycle

muga-ziklo erdiegonkor

cycle limite semi-stable

ciclo limite semiestable

semistable limit cycle

muga-ziklo ezegonkor

cycle limite instable

ciclo limite inestable

unstable limit cycle

mugalde-baldintza

condition aux limites

condicion de contorno

boundary condition

mugalde-baldintzen problema

probléme des conditions aux limites

problema de contorno

boundary-value problem

multiplo
anizkoitz

multiple

multiplo

multiple

multzo aldaezin

ensemble invariant

conjunto invariante

invariant set

multzo ortonormal

ensemble orthonormal

conjunto ortonormal

orthonormal set

multzo oso

ensemble complet

conjunto completo

complete set

n ordenako bigarren motako Bessel-¢
funtzio aldatu

xrfonction modifiée de Bessel de secon
espéece d'ordre

dfuncién modificada de Bessel de
segunda especie de orden

modified Bessel function of the secon
kind of ordern

nabariki erreal

manifestement réel

manifiestamente real

manifestly real

neurri mesure medida measure
nodo nceud nodo node
nodo propio nceud propre nodo propio proper node

norabide-eremu

champ de directions

campo de direcciones

direction field

normarekiko konbergentzia

convergence en norme

convergencia en norma

convergence in norm

notazio

notation

notacion

notation

notazio matematiko

notacion matematica

notation mathématique

mathematical notation
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oinarri

base

base

basis

oinarrizko funtzio

fonction fondamentale

funcién elemental

elementary function

oinarrizko matrize

matrice fondamentale

matriz fundamental

fundamental matrix

oinarrizko problema

probléme fondamental

problema elemental

elementary problem

oinarrizko soluzio

solution fondamentale

solucién elemental

elementary solution

oinarrizko soluzio-sistema

systeme fondamental de solutions

sistema fundamental de soluciones

fundamental system of solutions

okinaren transformazio

transformation du boulanger

transformacion del panadero

baker’s transformation

oktante octant octante octant

orbita orbite orbita orbit

orbita homokliniko orbite homoclinique orbita homaoclinica homoclinic orbit
orbita itxi orbite fermée oOrbita cerrada closed orbit
orbita periodiko orbite périodique orbita periddica periodic orbit
ordena ordre orden order

ordena-beheratze

abaissement d’ordre

reduccioén de orden

order reduction

ordena-beheratzearen metodo

méthode de abaissement d’ordre

método de reduccion de orden

order-reduction method

ordena esponentzial

ordre exponentiel

orden exponencial

exponential order

ordena-ikur

symbole d’ordre

simbolo de orden

order symbol

oreka

équilibre

equilibrio

equilibrium

oreka-puntu

point d’équilibre

punto de equilibrio

equilibrium point

oreka-puntu bakartu

point d’équilibre isolé

punto de equilibrio aislado

isolated equilibrium point

oreka-puntu ez-hiperboliko

point d’équilibre non hyperbolique

punto de equilibrio no hiperbélico

non-hyperbolic equilibrium point

ortogonaltasun orthogonalité ortogonalidad orthogonality
osin bassin cuenca basin
osin-muga frontiére du bassin frontera de la cuenca basin boundary
osziladore oscillateur oscilador oscillator

osziladore bortxatu

oscillateur forcé

oscilador forzado

forced oscillator

osziladore harmoniko

oscillateur harmonique

oscilador arménico

harmonic oscillator

osziladore harmoniko kuantiko

oscillateur harmonique quantique

oscilador arménico cuantico

quantum harmonic oscillator

osziladore indargetu

oscillateur amorti

oscilador amortiguado

damped oscillator

osziladore quasiharmoniko

oscillateur quasi-harmonique

oscilador cuasiarménico

quasiharmonic oscillator

parabolen metodo

méthode des paraboles

método de las parabolas

parabolas method

parametro paramétre parametro parameter
parametro txiki parametre petit parametro pequefio small parameter
parte 0so partie entiere parte entera integer part
pausaguneko puntu point de repos punto de reposo rest point
pendulu pendule péndulo pendulum

ove
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perturbazio

perturbation

perturbacién

perturbation

perturbazio erregular

perturbation réguliere

perturbacion regular

regular perturbation

perturbazio-metodo

méthode perturbative

método perturbativo

perturbation method

pisu poids peso weight
planoerdi semi-plan semiplano semiplan
planteatu poser plantear pose

Poincaré-ren estroboskopio-sekzio

section stroboscopique de Poincaré

seccibn estroboscopica de Poincaré

stroboscopic Poincaré section

Poincaré-ren sekzio

section de Poincaré

seccion de Poincaré

Poincaré section

poligonoaren metodo

méthode du polygone

método del poligono

polygon method

poligonoaren metodo hobetu

méthode améliorée du polygone

método mejorado del poligono

improved polygon method

polinomio karakteristiko

polyndme caractéristique

polinomio caracteristico

characteristic polynomial

polo pole polo pole

polo bakun poble simple polo simple simple pole
potentzial potentiel potencial potential
potentzial-erorketa chute de potentiel caida de potencial voltage drop
potentzial-langa barriere de potentiel barrera de potencial potential well
printzipio principe principio principle
problema probléme problema problem

problema erregular

probléme régulier

problema regular

regular problem

problemainhomogeneo

probléme non homogéne

problema inhomogéneo

inhomogeneous problem

problema periodiko

probléme périodique

problema peridédico

periodic problem

problema singular

probléme singulier

problema singular

singular problem

proiekzio projection proyeccion projection
pultsu pulsation pulso pulse

pultsu gausstar pulsation gaussienne pulso gaussiano gaussian pulse
puntu point punto point

puntu aknodal

point acnodal

punto acnodal

acnodal point

puntu anizkoitz

point multiple

punto multiple

multiple point

puntu arrunt

point ordinaire

punto ordinario

ordinary point

puntu egonkor point stable punto estacionario stationary point
puntu espiral point spiral punto espiral spiral point
puntu finko point fixe punto fijo fixed point
puntu kritiko point critique punto critico critical point

puntu singular

point singulier

punto singular

singular point

puntu singular erregular

point singulier régulier

punto singular regular

regular singular point

puntu singular irregular

point singulier irrégulier

punto singular irregular

irregular singular point
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guasipolinomio

guasi-polynéme

cuasipolinomio

quasipolynomial

Richardson-en estrapolazio

extrapolation de Richardson

extrapolacion de Richardson

Richardson extrapolation

Robertson eta Walker-en unibertso

univers de Robertson-Walker

universo de Robertson-Walker

Robertson-Walker universe

segida suite sucesién sequence
sekzio section seccion section
ebaki

sekzio koniko section conique seccion conica conic section
serie série serie series

serie binomiko

série binomiale

serie bindbmica

binomial series

serie geometriko

série géométrique

serie geométrica

geometric series

serie harmoniko

série harmonique

serie armonica

harmonic series

sinu-integral funtzio

fonction sinus intégral

funcién integral seno

sinus integral function

sistema

systeme

sistema

system

sistema dinamiko

systéeme dynamique

sistema dinamico

dynamical system

sistema dinamiko autonomo

systeme dynamique autonome

sistema dindmico autbnomo

autonomous dynamical system

sistema dinamiko diskretu

systeme dynamique discrete

sistema dinamico discreto

discrete dynamical system

sistema dinamiko hamiltondar

systeme dynamique hamiltonien

sistema dindmico hamiltoniano

Hamiltonian dynamical system

sistema dinamiko iraungikor

systeme dynamique dissipatif

sistema dinamico disipativo

dissipative dynamical system

sistema dinamiko kontserbakor

systeme dynamique conservatif

sistema dindmico conservativo

conservative dynamical system

sistema dinamiko linealdu

systeme dynamique linéarisé

sistema dinamico linealizado

linearized dynamical system

sistema dinamiko quasilineal

systeme dynamique quasi-linéaire

sistema dinamico cuasilineal

quasilinear dynamical system
almost linear dynamical system

sistema dinamiko unidimentsional

systéeme dynamique unidimensionne

sistema mecanico unidimensional

one-dimensional mechanical system

sistema lineal

systeme linéaire

sistema lineal

linear system

sistema lineal homogeneo

systéme linéaire homogéne

sistema lineal homogéneo

homogeneous linear system

sistema lineal oso

systeme linéaire complet

sistema lineal completo

complete linear system

sistema mekaniko

systeme mécanique

sistema mecéanico

mechanical system

sistemaren funtzio

fonction du systéeme

funcién del sistema

system function

soluzio

solution

solucion

solution

soluzio esplizitu

solution explicite

solucién explicita

explicit solution

soluzio-familia parametriko

famille paramétrique de solutions

familia paramétrica de soluciones

parametric family of solutions

soluzio formal

solution formelle

solucion formal

formal solution

soluzio inplizitu

solution implicite

solucion implicita

implicit solution

soluzio maximo

solution maximale

soluciébn maxima

maximal solution

soluzio mota

type de solution

tipo de solucion

solution type

soluzio orokor

solution générale

solucion general

general solution
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soluzio oszilakor

solution oscillante

solucion oscilatoria
solucién oscilante

oscillatory solution

soluzio parametriko

solution paramétrique

solucién paramétrica

parametric solution

soluzio parametrikoen familia

famille de solutions paramétriques

familia de soluciones paramétricas

family of parametric solutions

soluzio partikular

solution particuliére

solucién particular

particular solution

soluzio periodiko

solution périodique

solucion periddica

periodic solution

soluzio singular

solution singuliére

solucién singular

singular solution

Sturm eta Liouville-ren problema

probléme de Sturm-Liouville

problema de Sturm-Liouville

Sturm-Liouville problem

tautokrono

tautochrone

tautocrona

tautochrone

Taylor-en seriearen metodo

méthode de la série de Taylor

método de la serie de Taylor

Taylor series method

Torricelli-ren lege

loi de Torricelli

ley de Torricelli

Torricelli’'s law

toru tore toro torus
transferentzia-funtzio fonction de transférence funcién de transferencia transference function
transformazio transformation transformacion transformation

transformazio integral

transformation intégrale

transformacion integral

integral transformation

transformazio-metodo

méthode de transformation

método de transformacion

transformation methods

translazio translation traslacion translation
translazio-aldaezintasuna invariance par rapport aux translationsinvariancia frente a traslaciones invariance under translations
transzendente transcendante trascendente transcendent

trapezioen metodo méthode des trapezes método de los trapecios trapezoidal method
trukatzaile commutateur conmutador commutator

tximeleta efektu effet papillon efecto mariposa butterfly effect

unibertso univers universo universe

unitate-bulkada funtzio

fonction impulsion unité

funcién impulso unidad

unitimpulse function

unitate-maila funtzio

fonction échelon-unité

funcién escalén unidad

unit step function

unitate natural

unité naturelle

unidad natural

natural unit

urrats

pas

paso

step

urrats anitzeko metodo

méthode a pas multiples

método de varios pasos

multistep method

urrats bakarreko metodo

méthode a un pas

método de un paso

single-step method

urrezko zenbaki

nombre d’or

seccion aurea
ndmero de oro

golden number

van der Pol-en osziladore

oscillateur de van der Pol

oscilador de van der Pol

van der Pol oscillator

wronskiar

wronskien

wronskiano

Wronskian

zatikako jarraitasun

continuité par morceaux

continuidad por trozos

piecewise continuity

zeinu funtzio

fonction signe

funcién signo

sign function
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zela-puntu point-selle punto de silla saddle point
mendate col puerto

zenbaki nombre namero number
zenbakikuntza numeération numeracion numeration

zenbakizko koadratura

quadrature numérique

cuadratura numérica

numerical quadrature

zenbakizko metodo

méthode numérique

método numeérico

numerical method

zentro

centre

centro

center

zientzia ez-lineal

science non linéaire

ciencia no lineal

non-linear science

ziklo cycle ciclo cycle
zirkuitu circuit circuito circuit
zurrunbilo tourbillon vortice vortex
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