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Resumen

El siguiente texto constituye las notas de clase de la asignatura Estadis-
tica actuarial: modelos estocésticos, de caracter obligatorio, que se cursa
durante el segundo cuatrimestre del primer curso del master en Ciencias
Actuariales y Financieras.

Dicha asignatura se sittia dentro de las asignaturas especificas del mundo
asegurador, con especial incidencia en el célculo actuarial y valoracién de
riesgos financieros.

El seguimiento de estas notas requiere del conocimiento previo de con-
ceptos fundamentales y competencias especificas propias de la Estadistica
Descriptiva, el Célculo de Probabilidades o la Inferencia Estadistica.

A lo largo de seis capitulos y dos anexos se introducen distintos mode-
los de distribuciones de probabilidad asi como ejemplos de aplicacion en el
mundo actuarial. En este contexto, el tratamiento del riesgo se aborda desde
el punto de vista del cédlculo de probabilidades, modelizdndolo a partir de
distribuciones de probabilidad de variables aleatorias. En el Capitulo 1 se
presentan los modelos mas habituales relacionados con el comportamiento
de la variable ndmero de siniestros. Son todos ellos modelos discretos, cuyas
propiedades estadisticas son estudiadas en ejemplos de aplicacién de carteras
de seguros. El Capitulo 2 estd dedicado a los modelos relacionados con va-
riables continuas que representan el coste de la reclamacién de un siniestro.
La mixtura de distribuciones ocupa el Capitulo 3. En los Capitulos 4 y 5 se
aborda el cdlculo de primas y en especial las obtenidas mediante el sistema
bonus-malus, mostrando éstas tltimas como un ejemplo de la teoria de la
credibilidad. Finalmente, el Capitulo 6 serd dedicado a estudiar y valorar el
denominado riesgo de ruina de la compaiiia aseguradora, dadas las reservas
iniciales, las primas cobradas y las indemnizaciones pagadas.

A lo largo de los capitulos se utilizaran ejemplo reales para ilustrar los
distintos conceptos y procedimientos de calculo. Asimismo, al final de cada
uno de ellos se proponen algunos ejercicios.

En dos anexos auxiliares se detallan aspectos relativos al binomio nega-
tivo y distribuciones conjugadas, respectivamente.
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Capitulo 1

Modelos de distribuciones de
probabilidad discretas.
Modelos relacionados con el
namero de siniestros

En el contexto de la FEstadistica Actuarial entenderemos por siniestro a
cada realizacién de un experimento aleatorio, ésto es un fenémeno que provo-
ca un riesgo. Fl individuo afectado, pretendera cubrirse de las consecuencias
econdmicas de la ocurrencia del siniestro. El método que da esta cobertura,
se conoce habitualmente como seguro. El vendedor del seguro (y deseable-
mente también el tomador), ha de estudiar bien este fenémeno aleatorio, en
términos que poder estimar el precio del contrato, en particular, la prima
que supone este riesgo.

Asi, en el estudio de estos fenémenos aleatorios, seran importantes dos
variables aleatorias, a saber: el nimero de siniestros y la cuantia por recla-
macion. El comportamiento de la primera nos daré idea de la frecuencia con
la que se producen dichos siniestros. La segunda, nos ayuda a valorar en
términos econémicos la ocurrencia de los mismos.

Este primer tema, lo vamos a dedicar a presentar tres de las distribu-
ciones mas habituales a la hora de modelizar el comportamiento de la v.a.
nimero de siniestros. Como veremos se trata de distribuciones discretas, que
dependiendo de la situacién se ajustan mejor o peor al fenémeno estudiado.
También hay que decir, que ninguna de ellas es de nueva creacién, todas son
distribuciones de probabilidad muy conocidas y estudiadas, pero que han
tenido su aplicacién y desarrollo particular por parte de los actuarios, de



forma relativamente reciente.

1.1. Distribucién de Poisson

En esta seccion, partiendo de la definicidon general de la distribuciéon de
Poisson, estudiaremos distintos casos particulares, como son las distribu-
ciones de Poisson truncadas, aleatorizadas en algunos de sus valores o trasla-
dadas.

Definicion 1.1 Decimos que la v.a. X sigue una distribucion de Poisson
de pardmetro X\, X € P(\), cuando su soporte o conjunto de valores es el
conjunto de los enteros positivos, y su funcion de cuantia viene dada por

—— ke Zt (1.1)

La distribucién de Poisson, puede ser introducida también como caso par-
ticular de la distribucion Binomial b(p,n), donde el namero de repeticiones
independientes del experimento aleatorio n es muy alto, y la probabilidad
de ocurrencia del suceso estudiado p es constante y muy pequena. En este
caso, el nimero de ocurrencias del suceso a lo largo de las n repeticiones
sigue una distribucién de Poisson de parametro A = np.

En distintos textos de probabilidad pueden encontrarse muy variadas
introducciones a esta distribucién, también conocida como ley de los sucesos
raros y sin embargo hay algo en lo que todas coinciden, y que debemos
recalcar; es una distribucién que modeliza repeticiones independientes del
experimento, con probabilidad constante de ocurrencia de los dos posibles
resultados; hipotesis que debemos tener en cuenta cuando trabajemos con
esta distribucion.

Como propiedades que debemos recordar, tenemos las siguientes:

e ngio AR

1. Su funcién de distribucién es, F'(z) = 0,siz < 0,y F(x) = X ,

six > 0.
En particular F(0) = P(X <0) = e

Su funcién caracteristica, es, ¥y (u) = e =1,

Su funcién generatriz es, ax(u) = eMe'=1)

Su funcién cumulativa es, px(u) = A(e* —1).

ook w

La media y la varianza son iguales, e iguales a A. E(X) =V (X) = A



1.1.1. Distribuciones de Poisson truncadas

A veces, extensiones de la distribucion de Poisson, nos sirven para mode-
lizar la v.a. nimero de siniestros, donde sabemos que, por ejemplo, los
primeros valores de la variable entre 0 y s, o bien los dltimos a partir de un
valor [, estan excluidos. Surgen as{ las distribuciones de Poisson truncadas,

siendo la més habitual en el cdlculo actuarial, la distribucién truncada en el
cero

Partimos de una v.a. X € P(\).
Sea Y la v.a. definida como X|X > 0. En este caso, el soporte de Y es
el conjunto {1,2,3,...,}, y su funcion de cuantia viene dada por:

P(X=kNX >0) e ANk
PlY=k)=PX=kX>0) = =
(¥ =k) = P( X >0) P(X > 0) M=)
donde k£ > 1. No es dificil comprobar la forma de la media y varianza de Y.
A
EY) =
(¥) (1—e?)
A N2emA
Y) =
Vi) (1—e?) (1—e?)2
. ei)\ Aet

1.2. Distribucién Binomial negativa

Al igual que en el caso de la distribuciéon de Poisson, hay varias formas
de introducir una distribuciéon Binomial negativa. Presentaremos aqui, una
definicién que parte de nuevo de repeticiones sucesivas e independientes de
un experimento aleatorio que da lugar a dos posible resultados, en general,
A: éxito y A®: fracaso.

Asi, en cada repeticion, tendriamos definida una variable binaria

X, = 1, si se produce un éxito, con p = P(X,, = 1),y

X, =0, si se produce un fracaso, con ¢ =1—p = P(X,, =0).

De manera que en las sucesivas repeticiones independientes, tendriamos
definida una sucesion de v.a. independientes { X, }nenr-

En el estudio de este experimento nos pueden interesar distintas variables
o indicadores, a saber:

1. Namero de éxitos conseguidos después de n repeticiones del experimen-
to. Esta variable, Y, corresponde a la suma de las n primeras variables



de la sucesion anterior, Y = X7 +... + X,,. Su distribucién nos es cono-
cida; se trata de una Binomial de parametros n, p. Recordar que en
casos particulares, n grande y p muy pequeiio, podemos pensar que la
distribucién de Y es de Poisson de parametro A = np.

. Silo que queremos es estudiar la v.a. namero de fracasos hasta obtener
el primer éxito, verfamos que se trata de una v.a. con distribucién
Geométrica de pardmetro p.

. 5i somos més ambiciosos, y lo que queremos es estudiar el ntmero
de fracasos antes de obtener m éxitos, tendremos, en principio que
esta situacion generaliza la anterior, y por lo tanto la distribucién Ge-
ométrica serd el caso particular de ésta cuando m = 1. Asi, la variable
objeto de estudio en este caso, Y;,, definida como nimero de fracasos
hasta obtener m éxitos sigue una distribucién conocida como Binomial
negativa de pardmetros m y p.

Es claro que el soporte de Y, seré el conjunto de los enteros positivos,
Z*. Si queremos obtener su funcién de cuantia, tendremos que analizar
el suceso {Y;,, = k}, o lo que es lo mismo, ha habido k fracasos hasta
obtener m éxitos. Es claro que

{Ym = k} = {Sm—i-k—l =m—1, Xy = 1}

Es decir, hemos realizado m + k repeticiones. Entre las m + &k — 1
primeras repeticiones se han producido los m—1 éxitos y los k fracasos.
La tltima repeticién, ha dado lugar a un éxito, y por lo tanto hemos
parado.

Asi, si Spako1 = X1+ Xo+ ... + Xpik-1 es la suma de las primeras
m + k — 1 v.a. independientes de la sucesion {X,}, sabemos que su
distribucién es Binomial de pardmetros m + k — 1, p. Por otro lado,
esta v.a. es independiente de X, 1k, por lo que la probabilidad del
suceso anterior, es

P(Ym = k) = m+k 1= - l)P(Xm+k = 1) =

m-l—k:—l m—
= ( )p 'q*p =



Proposicion 1.1 Se verifica la siguiente igualdad:
m+k—1 _ m+k—-1Y\ [ —m (—l)k
k - m—1 N k
donde k € Z.

Demostracion:
Ver Apéndice A.1.

Definicion 1.2 Decimos que la v.a. X sigue una distribucion Binomial ne-
gativa de pardmetros m, p, y lo denotamos por X € bn(m,p), cuando su
soporte o conjunto de valores es el conjunto de los enteros positivos, y su
funcién de cuantia viene dada por

P(X = k)= ( m et )mk = ( - >pm<—q>’2k ezt (12)

Para cualquier valor m, si expresamos la condicién que debe cumplir la
funcién de cuantia anterior por el hecho de serlo, tenemos que:

L= iP(X=k):pm§:<_?>(—q)k=
= k=0
. Z(m—i—k—l) . pm§<m+k—1>qk

de donde
> < _,in ) (—9)f =>" ( m+:_1 )q’“ =pm=(1-¢ ™ (13)
k=0 k=0

expresién ésta que nos serd de utilidad en adelante.
A partir de aqui, podemos obtener las siguientes caracteristicas estadis-
ticas de la distribucién Binomial negativa.

1. Su funcién caracteristica es:

wX (u) _ qu Z ezukp )

- Zek< k >p qk:

k=0
ma— [ m4+k—1 i
S (T e
k=0

= ety



2. Su funcién generatriz es, ax (u) = p™(1 — e¥q)~™.

3. Su funcién cumulativa es, px(u) = minp — min(1 — e%q).

4. La media y la varianza son, respectivamente:

E@j:%? V@j:gg

En la introduccién que hemos presentado, hemos tratado de modelizar
el nimero de repeticiones necesarias del experimento aleatorio, para que se
dé un suceso determinado. Por ejemplo, podriamos pensar en el niimero de
lanzamientos sucesivos de un dado hasta obtener cinco seises; el niimero
de lanzamientos de una moneda hasta obtener diez caras, etc. En nuestro
contexto, querremos modelizar el namero de exposiciones al riesgo hasta que
se produzcan m siniestros, donde p es la probabilidad de ocurrencia de dicho
siniestro.

Debemos recordar dos aspectos del experimento estudiado hasta ahora:
la probabilidad de ocurrencia del siniestro es constante y las repeticiones
se producen con independencia.

Por ota parte, hay otra observacién que senalar de la distribucién Bino-
mial negativa. De la introduccién realizada, se puede inferir el caracter de
entero positivo del parametro m, restriccién que formalmente no es nece-
saria en la definicion de la variable. Es mas, serdn habituales, ejemplos y
casos practicos en los que a partir de la tabla de datos y dados los valores
de los estadisticos muestrales, media y varianza, pensemos en ajustar el mo-
delos a una distribucién Binomial negativa, donde la estimacion de dichos
pardmetros nos proporcione en particular, valores de m fraccionales.

En este caso, tendremos que tener cuidado con el calculo del namero
combinatorio

m+k—1Y\ (m+k-1)(m+k—2)---(m+k—k)
k k!

donde ademas sabemos que

mAk—1) _(m+k—1Y)_,
k o m—1 o

siempre que m+k—1 < k (esto sucede cuando 0 < m < 1y k = 0). Recordar
ademas que 0!l =1ysi0<z <1, z!=1.



Proposicion 1.2 Sea X una v.a. con distribucion Binomial negativa de pa-
réimetros m, p; X € bn(m,p). Entonces, se verifica la siguiente formula
recurrente:

(m+k—1)q (m+k—1)q

pk:P(X:k):#P(X:k_l):fpk—l

Demostracion: Queda como ejercicio.

1.3. Distribucién de Polya-Eggenberger

En las dos secciones anteriores, hemos recalcado la independencia como
caracterfstica de las sucesivas repeticiones del experimento aleatorio consi-
derado. Esto conlleva, como sabemos, el hecho de que la probabilidad de
ocurrencia de cada posible resultado permanece constante a lo largo de
la serie de repeticiones.

Sin embargo, hay fendomenos aleatorios en particular en los que es inadmi-
sible esta hipétesis, dado que existe lo que habitualmente es conocido como
contagio. Para introducir este efecto, y modelizar el comportamiento de la
v.a. X: nimero de siniestros, en esta situacién, vamos utilizar el siguiente
experimento con la denominada urna de Polya.

Consideremos una urna, que inicialmente tiene N bolas, de las cuales a
son blancas y b negras, de manera que a + b = N. Cada vez que se extrae
una bola se mira su color y se introduce de nuevo a la urna, junto con ¢ bolas
del mismo color.

Observa, que el caso particular ¢ = 0, replica una extraccién con reem-
plazamiento, en la que se mantiene la hipétesis de independencia entre re-
sultados de distintas extracciones; mientras que si ¢ = —1, estarfamos ante
el caso de extraccién sin reemplazamiento, y consiguiente pérdida de inde-
pendencia entre resultados de distintas extracciones.

Analicemos en general el caso ¢ # 0.

Denotemos por X a la v.a. definida como nimero de bolas blancas obteni-
das en n extracciones realizadas segin el procedimiento de reemplazamiento
que hemos descrito.

Claramente, si ¢ = 0, la distribucién de la v.a. X es Binomial de para-
metros n, p = «; X € b(n, 1)

Trataremos de obtener la funcién de cuantia de X, en el caso ¢ # 0. Para
ello, pensemos en el suceso bl;: se obtiene bola blanca en la i-ésima extraccién
v en su complementario, ng;: se obtiene bola negra en la i-ésima extraccion.

Mediante el teorema de la interseccién, podemos calcular la probabilidad
de obtener bola blanca en las r primeras extracciones. Para ello, necesitamos



calcular previamente las siguientes probabilidades condicionadas:

a
P(bly) = ~
a+c
P(bla|bly) = N oo
a+2c
P(bl3|bllﬂbl2) = N2
B
P(bl,[bly Nbly N ... blp) = ;Tﬁ;ﬁ

Asi,
P(blyNnblaN...Nbl,—1 Nbl,) =
= P(bll)P(blg|bll)P(bl3|bl1 N le) cee P(blT’bll NblaN...N blrfl) =
a(a+o)  (at(r-10)

N(c+N) (N+(r—1)c)

Del mismo modo, podemos calcular la probabilidad de obtener s bolas
negras, en las s siguientes extracciones. Para ello, de nuevo nos hacen falta
las siguientes probabilidades condicionadas:

b
P(ng,41|bly Nbla N ...NDl,) =
(ngr+1|bla 2 ) N e
b+c
P(ngyyalbly N bl M ... (bl N ngyi1) Niva
b+ (s—1)c

P(ngn|bly Nbly N ... VOl N NGri1.. N NGrp(s—1)) = Nt(rts-1)c

Por tanto, en n extracciones, la probabilidad de obtener las r primeras
bolas blancas y las s siguientes negras, donde r 4+ s = n, es:
P(bly NblaN...nblp—1 N bl N NGpi1... N NGrys) =
P(bly)P(bla|bly) - - - P(bly|bly Nble N ... N bly—1)P(ngy+1|bly Nbla N ... bL,)...
P(ngris|bly Nbla N ... N bl N ngri1... N NGy (s-1)) =
alate)  (atr-1o b (te . (b+(s—1)0)

N (N +¢) (N+(r—1)c) (N+re) (N +(r+1)c) (N+(n—1)c)

Sin embargo, en las n extracciones, el nimero de formas en que se pueden

colocar r bolas blancas y s negras es ( Z ) = ( Z ); v la probabilidad de

10



cada ordenacién de esta n-tupla es igual a la de la ordenacion fijada, de r
primeras blancas y s = n — r siguientes negras, que ya hemos calculado.

De esta forma, la funcién de cuantia de la v.a X, que calcula, con este
modelo de extraccién, la probabilidad de obtener r bolas blancasenn = r+s
extracciones, es:

PX = NN+o) N+ N4r) N+ r+1)o) (Nt (n=1)0)

r

r):<n)a(a—l—c)'“(a—i—(r—l)c) b b+e)  (b+(s—1)c)

Dividiendo numerador y denominador en la expresion anterior por ¢ # 0,
se obtiene:

P(X =) — (n)i‘wl R R Gt B S I R CRat )
r)EEED G- EENE ) (F 1)

Reordenando los términos, se obtiene

(‘é%—r—l)(i—i—s—l)
Pl =r = T<N—|—n1>8

Definicion 1.3 Decimos que la v.a X sigue una distribucion de Polya-
Eggenberger de pardmetros p, q y 6, cuando el soporte de valores de la varia-
bles es el conjunto de enteros positivos {0,1,2....n}, y su funcién de cuantia
viene dada por

<§+k—1><g+s—1)
P(X =k = i i

%+n—1
n

donde p representa la probabilidad inicial de siniestro, ¢ = 1 — p, 0 es la
probabilidad de contagio, y s =n — k.

Para llegar a la expresion de la funcion de cuantia anterior, hemos renom-
brado los parametros que aparecian en el experimento de la urna de Polya.
Asi la probabilidad inicial de siniestro es la probabilidad inicial de bola blan-
cap=+g,q= % y 6 = 4 es la probabilidad de contagio.

11



Proposicion 1.3 Sea X una v.a. con distribucion de Polya de pardmetros,
p, 0. Entonces, se verifica la siguiente formula recurrente:

(54+k—-1) s+1

P(X=k-1)
donde, s=n—Fky

f+n-1

po=P(X =0)= W

Demostracion: Queda como ejercicio.

En cuanto a las caracteristicas estadisticas de esta distribucién, tenemos:

1. La media es:

E(X)=np
2. La varianza es:
1+ néd
V(X)=
(X) =npq s

Es decir el efecto contagio, modelizado en esta distribucién produce una
media independiente de dicho efecto, e igual a la media en una distribucién
Binomial, en la que el contagio es nulo. Sin embargo la varianza aumenta a
medida que aumenta la probabilidad de contagio.

Este tipo de distribuciones se emplea en los estudios estadisticos médi-
cos, sobre posibles contagios de enfermedades. Nosotros la utilizaremos para
modelizar propagacién de siniestros en contratos de seguros de incendios,
por ejemplo.

Ejemplo 1.1 A partir de datos relativos a 1000 edificios, cada uno con 10
viviendas, se ha estimado para la v.a. X : nimero de reclamactones por in-

cendio/edificio, los siguientes estadisticos muestrales T = 0,3, y s> = 1,164,
(n =10).

1. Estima los pardmetros, bajo la hipdtesis de que la distribucion de X es
Polya. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0), P(X = 1),
P(X=2)y P(X=3).

12



2. Estima los pardmetros, bajo la hipétesis de que la distribucion de X es
Binomial. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0), P(X =
1), P(X =2) y P(X =3).

3. Estima los pardmetros, bajo la hipétesis de que la distribucion de X es
Poisson. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0), P(X = 1),
P(X =2)y P(X =3).

4. Estima los pardmetros, bajo la hipdtesis de que la distribucion de X es
Binomial negativa. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0),
P(X=1), P(X=2)y P(X=3).

1.4. Otras distribuciones de uso frecuente

Presentamos ahora una distribucién discreta, de momento sin nombre
conocido, pero que en posteriores capitulos veremos que puede ser intro-
ducida como la distribucion compuesta (ver Capitulo 3) de una Binomial
negativa, Bn(r, ;15), en la que 0 se comporta como una Beta de segunda
especie (r,a,b) (ver Capitulo 2).

Esta distribucién compuesta es discreta y depende de tres parametros,
a, by r, todos ellos mayores que cero. Su funciéon de cuantia es:

P(X=Fk) = (TJFZ_l)W; k=0,1,2...
donde
_ D(a)T(b)
Bla:b) = TG0

Nota: en algunos ejemplos se ha observado que las estimaciones de los
valores de b y r coinciden.

En cuanto a las caracterfsticas estadisticas de esta distribucién, tenemos:

1. La media es:
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2. El momento ordinario de orden 2, E(X?) es:

rb r(r+1)b(b+1)
a—1 " e D=2

E(X?% =

de donde es sencillo obtener el valor de la varianza como,

b r(r+1)bb+1) rb 2

V(X) = B(X*) ~ (BX)* = a—1+ (a—1)(a—2) _(a—l)

1.5. Estimacién de parametros

Cuando los pardametros de una distribucién de probabilidad son descono-
cidos, su valor se puede estimar a partir de una muestra aleatoria simple, en
adelante, m.a.s. & = (z1, ..., 2,). Dicha muestra no es méas que un conjunto
de observaciones aleatorias independientes que proceden del mismo colectivo
que X . Antes de conocer sus valores exactos (obseravciones) pueden ser con-
sideradas como n v.a. independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), y
con la misma distribucién que X.

Veremos dos métodos de estimaciéon puntual de los parametros, la esti-
macién por momentos y la estimaciéon por maxima verosimilitud, ambas en
el &mbito de las distribuciones discretas. En el caso de distribuciones contin-
uas se procede de modo similar reemplazando las funciones de cuantia por
funciones de densidad.

1.5.1. Estimacién por momentos

Para obtener la estimacién por momentos de los pardmetros de una dis-
tribucion, necesitamos imponer las ecuaciones (tantas como pardmetros se
deseen estimar) que igualan los momentos teoricos a los momentos mues-
trales.

Ademas (a partir del segundo momento) se pueden utilizar tanto los
momentos ordinarios como los centrados.

Esto es, si tenemos dos parametros desconocidos, a y b, se plantea un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, (a y b).

La primera de ellas iguala los momentos ordinarios de orden uno, teédrico
v muestral; es decir, la media teérica, £ X, y la media muestral, T,

EX =% = g(a,b).

La segunda ecuacion iguala los momentos de orden dos (en este caso cen-
trados), teérico y muestral; es decir, la varianza teorica VarX y la varianza
muestral s%,
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VarX = s% = h(a,b).

Se plantea y se resuelve este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
y su solucion es la estimacién por momentos de los parametros, denotada por
ay y bar-

Se procede del mismo modo cuando hay mas parametros desconocidos
anadiendo la correspondiente ecuacion.

1.5.2. Estimacién por maxima verosimilitud

Para obtener la estimaciéon méaximo verosimil hay que construir y maxi-
mizar la funcién de verosimilitud.

A partir de una muestra aleatoria simple ¥ = (21, ...,2,), la funciéon de
verosimilitud se define como la funcién de cuantia conjunta de la muestra,
que por la independencia se puede factorizar como producto de marginales, y
por tener todas las variables de la muestra la misma distribucién, resulta ser
el producto de las funciones de cuantia evaluadas en los distintos elementos
de la muestra, es decir:

L(Z,a,b) = P(x1,...,xn,a,b) = H P(z;,a,b) (1.4)

i=1

Un proceso equivalente al de maximizar la funcién de verosimilitud y
numéricamente mas sencillo es el de maximizar su logaritmo neperiano.
Tomando logaritmo neperiano en (1.4),

InL(Z,a,b) = Y InP(x;a,b)
i=1

Para obtener los estimadores de a y b por el método de maxima verosimili-
tud, tenemos que determinar los valores de dichos pardmetros que maximizan
(1.5), para ello derivamos con respecto a a y a b e igualamos a cero.

OlnL(Z,a,b)

Oa =0
OnL(Z,a,b) 0
ob

La solucién de este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas nos da
la estimacion maximo verosimil de los parametros, ayrv y by -
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1.6. Pruebas de ajuste x>

El objetivo de una prueba estadistica de ajuste es verificar si una muestra
procede de una poblaciéon con una determinada distribucion de probabilidad.
A partir de la informacion muestral (m.a.s. de tamano n, & = (z1,...,2,))
se ajusta una cierta distribucién de probabilidad, siendo la hipétesis nula
que dicho ajuste es “bueno”, en el sentido que la informacién muestral no
evidencie que debe recharzarse dicha hipdtesis nula. La hip6tesis alternativa
recoge el enunciado opuesto a la hipotesis nula, es decir, que dicho ajuste no
es correcto.

Aunque pueden aparecer dos situaciones en este tipo de ajustes, segin se
conozca o no el valor de los parametros de los que depende la distribucioén,
la situacién mas habitual en nuestro ambito es la del desconocimiento. Asi
mostraremos el procedimiento de ajuste en este segundo caso.

Inicialmente se parte de la muestra & = (x1, ..., 2,) cuyas observaciones
pueden clasificarse en k clases o categorias mutuamente excluyentes, Aq,...,
Ak, siendo n; el numero de elementos en la clase A;, y tal que ni+..+ng = n.
A los valores n;, i = 1, ..., k, se les denomina frecuencias observadas.

Para poder calcular las probabilidades de cada clase A; bajo la hip6tesis
nula, tendremos que estimar previamente el valor de los pardmetros descono-
cidos de la distribucién.

En este caso, p; = P(A;) denotara las probabilidades tedricas (bajo la
Hy) v np; las frecuencias esperadas con i = 1, ..., k, respectivamente.

Como medida de las diferencias o discrepancias entre las frecuencias ob-
servadas y esperadas, Pearson propuso el estadistico

Z:iw (1.5)

=1 Wi

denominado estadistico de la bondad del ajuste.

Fisher demostré que si se estiman los pardmetros desconocidos con la
misma informacién muestral con que se realiza el contraste, el estadistico
del test, z (1.5), tiene una distribucién asintética x? con k —r — 1 grados de
libertad, siendo k el nimero de clases y r el niimero de parametros estimados.

En este caso, valores elevados del estadistico z evidencian discrepancias
relevantes entre las frecuencias observadas n; y las esperadas np;, por lo
que deberda rechazarse la hipétesis nula de que dicha muestra procede de la
poblacién con la distribucién propuesta, siendo la regiéon critica del test de
la forma z > K.

16



El valor de K se determina de manera que si « es el valor de nivel de
significacion fijado, se verifique

P(z > K|Hy) =

obteniéndose dicho valor de K, a partir de las tablas de la distribuciéon 2.
Observaciones

1. Dado que la distribucién del estadistico z es asintética, se utiliza,
comunmente, como regla de aproximacién aceptable, exigiendo que to-
das las frecuencias esperadas, np;, sean mayores o iguales a 5. En caso
de no darse esta condicién se procede a reagrupar clases al objeto de
satisfacerla.

2. El test x? puede aplicarse a cualquier distribucién poblacional, contin-
ua o discreta.

3. Aunque es aconsejable, para una mayor calidad de la aproximacion
a través de la distribucién asintética, que las clases o categorias se
construyan de manera que resulten aproximadamente equiprobables,
en la mayoria de los ejemplos actuariales, la clase que contiene el valor
0, suele resultar bastante mas probable que el resto. Esto es lo que se
conoce como inflado de ceros.

1.7. Ejercicios de aplicacién

Se enumeran a continuacién un conjunto de ejercicios de ensayo de las
competencias correspondientes a este tema; en particular a la segunda de las
formuladas en el programa de la asignatura:

Describir y analizar situaciones sencillas de riesgo en problemas
relacionados con el mundo actuarial o de las finanzas y expre-
sarlas formalmente en términos de variables aleatorias y sus dis-
tribuciones.

1. Demuestra que si X sigue una distribucién Binomial negativa de pa-
rametros p y m,

P(X =k)=pp =pr-1(1 —p)(m+k—1)/k

2. Sea X el niimero de reclamaciones por incendio en un edificio, una v.a.
con distribucion de Polya de parametros p = 0,01, 6 = 0,1 (recuerda
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que es el pardmetro que modeliza la probabilidad de contagio en el
siniestro), y n = 4, lo cual modeliza que el edificio en cuestion tiene 4
viviendas.

Calcula los primeros valores de la funcién de cuantia de X: P(X = 0),
P(X =1), P(X =2), P(X = 3), P(X > 4).

Solucién:

P(X =0) = 0,9653; P(X = 1) = 0,02991; P(X = 2) = 4,15-1073;
P(X=3)=5331-100% P(X >4)=1- P(X <4) =1,069-10"%.

. Sea X el ntimero de reclamaciones por incendio en un edificio de cuatro
viviendas, una v.a. con Binomial negativa de media EX = 0,04, y
varianza V(X) = 0,0504. Obtén la estimacién por momentos de los
parametros de la distribucién de X y calcula los primeros valores de
su funcion de cuantia: P(X = 0), P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3),
P(X > 4).

Solucidn:

P(X = 0) = 0,96507; P(X = 1) = 0,03064; P(X = 2) = 0,0036474;
P(X =3) =0,00054; P(X >4)=1—- P(X <4)=1,026-10"%.

. Considera la siguiente tabla de datos sobre el nimero de siniestros (X:
nimero de reclamaciones por incendio), relativos a 1000 edificios.

x| 0 1 2 3 4
n; | 9795 15 6 3 1
Con la tabla de datos anterior, puedes observar que la media muestral

es T = 0,04 v la varianza muestral es s> = 0,0792. Sabiendo ademés
que cada edificio consta de 4 viviendas:

a) Estima por momentos los parametros correspondientes si planteamos

como hipoétesis que la distribucion de X es de Polya. Calcula los
valores de la funcion de cuantia de X, en este caso, P(X = 0),
P(X=1), P(X=2), P(X =3), P(X >4).

b) Estima por momentos los pardmetros correspondientes si planteamos

como hip6tesis que la distribuciéon de X es Binomial negativa.
Calcula los valores de la funcién de cuantia de X, en este caso,
P(X=0), P(X=1), P(X =2), P(X=3), P(X >4).

¢) Estima por momentos los pardmetros correspondientes si planteamos
como hipoétesis que la distribucién de X es de Poisson. Calcula los

valores de la funciéon de cuantia de X, en este caso, P(X = 0),
P(X=1), P(X=2), P(X =3), P(X >4).
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d) A la vista de los resultados de las cuestiones anteriores, ;qué

distribucién te parece més adecuada para modelizar el compor-
tamiento aleatorio de X? Confirma con una prueba de ajuste x?
el resultado que te parezca intuitivo.

Solucion:

T | n; fi | i (Poisson) | p; (bn) | p; (Polya)
0 |975|0.975 0.96078 | 0.97265 0.97456
1 15 | 0.015 0.03843 | 0.01945 0.01565
2 6 | 0.006 7.686-10~% | 0.00505 0.00601
3 3| 0.003 1.024-1075 | 0.00172 0.00272
4 1] 0.001 1.115-1075 | 0.00065 0.00103

. A partir de datos relativos a 1000 edificios, cada uno con 10 viviendas,
se ha estimado para la v.a. X: ntumero de reclamaciones por incen-
dio/edificio, los siguientes estadisticos muestrales T = 0,3, y s> = 1,164.

a)

Estima por momentos los parametros, bajo la hipotesis de que la
distribucion de X es Polya. Calcula en este caso, las probabilida-
des P(X =0), P(X =1), P(X =2)y P(X =3).

Estima por momentos los parametros, bajo la hipétesis de que la
distribucién de X es Binomial. Calcula en este caso, las probabi-
lidades P(X =0), P(X =1), P(X =2) y P(X =3).

Estima por momentos los parametros, bajo la hipoétesis de que la

distribucién de X es Poisson. Calcula en este caso, las probabili-
dades P(X =0), P(X =1), P(X =2)y P(X =3).

d) Estima por momentoslos pardametros, bajo la hipotesis de que la
distribucion de X es Binomial negativa. Calcula en este caso, las
probabilidades P(X =0), P(X =1), P(X =2)y P(X = 3).

Solucidn:

x; | pi (Polya) | p; (b(n,p)) | p; (Poisson) | p; (bn)

0 0.885 0.7374 0.7408 | 0.8683

1 0.0485 0.22807 0.222 | 0.0671

2 0.0233 0.03174 0.0333 | 0.0275

3 0.0143 0.0026 0.0033 | 0.0143

. En la siguiente tabla tenemos el nimero de asegurados para un ntmero
de reclamaciones en una cartera de seguros de automévil en Alemania
en 1960. Esta cartera aparece en los trabajos de [Willmot, 1987] y
|Gomez-Déniz y Sarabia, 2008].
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Cuadro 1.1: Frecuencias observadas, Willmot 1987

‘ N° de reclamaciones | N° de asegurados

0 20592
1 2651
2 297
3 41
4 7
5 0
6 1

Se observa que hay un total de 23589 asegurados. Denotaremos por X
a la variable aleatoria que representa el niimero de reclamaciones.

a) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucion de Poisson
P()), estima méximo verosimilmente el parametro obtén la tabla
de frecuencias estimadas y realiza una prueba de ajuste x? para
contrastar la hipétesis planteada.

b) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucién Binomial ne-
gativa, Bn(r, ;%7), estima (por momentos y/o maximo verosimil-
mente) los parametros, obtén la tabla de frecuencias estimadas
y realiza una prueba de ajuste y? para contrastar la hipotesis
planteada.

7. En la siguiente tabla tenemos el nimero de asegurados para un ntamero
de reclamaciones en una cartera de seguros de automovil en Suiza
en 1961. Esta cartera aparece en los trabajos de [Willmot, 1987] y
|Goémez-Déniz y Sarabia, 2008].

Denotaremos por X a la variable aleatoria que representa el nimero
de reclamaciones.

a) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucion de Poisson
P()), estima maximo verosimilmente el parametro, obtén la tabla
de frecuencias estimadas y realiza una prueba de ajuste x? para
contrastar la hipétesis planteada.

b) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucién Binomial ne-

gativa, Bn(r, ;%7), estima (por momentos y/o maximo verosimil-

mente) los parametros, obtén la tabla de frecuencias estimadas
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Cuadro 1.2: Frecuencias observadas, Suiza 1961

‘ N° de reclamaciones | N° de asegurados ‘

0 103704
14075
1766
255
45
6
2

S| OY = | WD —

y realiza una prueba de ajuste y? para contrastar la hipotesis
planteada.

8. En la siguiente tabla tenemos el nimero de asegurados para un ntamero
de reclamaciones en una cartera de seguros de automévil en Bélgica
en 1993. Esta cartera aparece en los trabajos de [Willmot, 1987] y
|Goémez-Déniz y Sarabia, 2008].

Cuadro 1.3: Frecuencias observadas, Bélgica 1993

‘ N° de reclamaciones | N° de asegurados

0 97178
5617
446
20

8

0

QU = Q| N —

Denotaremos por X a la variable aleatoria que representa el nimero
de reclamaciones.

a) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucion de Poisson
P(\), estima méaximo verosimilmente el parametro, obtén la tabla
de frecuencias estimadas y realiza una prueba de ajuste y? para
contrastar la hipdtesis planteada.
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b)

Bajo la hipétesis de que X sigue una distribucién Binomial ne-
gativa, Bn(r, ;%7), estima (por momentos y/o maximo verosimil-
mente) los parametros, obtén la tabla de frecuencias estimadas
y realiza una prueba de ajuste y? para contrastar la hipotesis
planteada.

9. En la siguiente tabla tenemos el nimero de asegurados para un namero
de reclamaciones en una cartera de seguros de automévil en extraida
de [Lemaire, 1979].

Cuadro 1.4: Frecuencias observadas, Lemaire 1979

’ N° de reclamaciones | N° de asegurados

0 96978

1 9240

2 704

3 43

4 9
mas de 4 0

Vemos que hay un total de 106974 asegurados. Denotaremos por X a
la variable aleatoria que representa el niimero de reclamaciones.

a)

Bajo la hipétesis de que X sigue una distribucién de Poisson
P()), estima maximo verosimilmente el parametro, obtén la tabla
de frecuencias estimadas y realiza una prueba de ajuste x? para
contrastar la hipdtesis planteada.

Bajo la hipoétesis de que X sigue una distribucién Binomial ne-
gativa, Bn(r, ;%7), estima (por momentos y/o maximo verosimil-
mente) los parametros obtén la tabla de frecuencias estimadas
y realiza una prueba de ajuste y? para contrastar la hipotesis

planteada.
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Capitulo 2

Modelos de distribuciones de
probabilidad continuas.
Modelos relacionados con el
coste de cada siniestro

Lo que cuesta cada siniestro, o en adelante, lo que denominaremos cuantia
por reclamacion, también es una variable aleatoria, en este caso de caracter
continuo, pues modeliza una variable econémica medida en dinero, que como
la variable tiempo, se considera continua.

Estudiaremos en este tema distintas distribuciones continuas, con sus
caracteristicas estadisticas mas relevantes.

2.1. Distribucién log-normal

También conocida como distribucién logaritmico-normal. Es lo que se
conoce en estadistica como una distribucién de colas anchas, es decir, su
densidad refleja una caracteristica que tambien corrobora la varianza de esta
distribucién, hay probabilidad alta de que la variable tome valores alejados de
la media. Nos servird para modelizar siniestros con grandes costes o cuantias
por reclamacioén.

La habitual definicion de una v.a. X con distribucién log-normal, es la de
aquella variable, cuyo logaritmo neperiano Y = InX sigue una distribuciéon
normal A (m, o?). Asi para obtener la funcién de densidad de X, necesitare-
mos un argumento basado en la transformacion de variables.
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Pensemos primero en el caso de una v.a. T € N(0,1). Sabemos que la
funcién de densidad es:

1 -2

donde t € R.

La v.a. Y € N(m,o?), esta definida como una transformacion lineal
creciente de T', Y = T 4+ m. Utilizando, la férmula de transformaciéon ya
conociada y dada por

fr(y) = L) ()] (2.1)

donde f; es la funcién de densidad de 7', y sabiendo que t(y) = Y=, y
t'(y) = 1 > 0, obtenemos la funcién de densidad de Y.

1 —w-m?

= [ 202
V2ro

f()

donde y € R.
De nuevo, si Y = InX, nuestra variable de interés es X = e¥. Por por
tanto utilizando la expresion (2.1), obtenemos la funcién de densidad de X.

f@) = fr(y) |y (z) =
1 —w@-m?

= e 202 "z
— (@)

donde y(z) = Inz, e |y (z)| = |2].
Observa, que la nueva variable X = e
y por lo tanto su soporte es el conjunto de los reales positivos, z € R*.

Y no puede tomar valores negativos,

Definicion 2.1 Decimos que la v.a. X tiene distribucion log-normal, si su
soporte es el conjunto RT, y su funcién de densidad viene dada por
1 7(lnzfm)2
f(z) =—=—=—€e 222 >0
2nox
Sus caracteristicas estadisticas més relevantes, se deducen al igual que su
funcién de densidad, de su relacion con la distribucién normal.

1. Para calcular los valores de su funcion de distribucion, F'(x), empleare-
mos la tablas de la N (0, 1), mediante la siguiente relacion:

F() = P(X < 0) = P(e" < 0) = PY < Ina) = (721
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2. Su media resulta de realizar la integral

> o0 1 —Une—m)?
E(X):/O xf(x)dx:/o v
Inz—m

Sin méas que hacer el cambio de variable ¢ = *“=" vy por tanto x =
et dx = oe?tT™Mdt, la integral anterior se puede expresar como

1 0 2 1 X _(t2—20t)
E(X)= 7/ e gettTM it = em—/ e 2
270 J—x V2T J—c0o
2 2 2
Completando el exponente a un cuadrado completo % =
N2
% - %2, se obtiene

donde h =t — o,y dh = dt.

3. Operando de forma similar, en la integral de E(X?), se puede de-
mostrar que la varianza de la variable X es,

2

V(X) =2t (7" — 1)

2.2. Distribucién de Pareto

Al igual que la distribucién anterior, es una ley de colas anchas por lo
que la utilizaremos para modelizar cuantias elevadas.

La distribucién de Pareto surge al considerar que la probabilidad de que
una v.a. X tome una valor superior a un x determinado, tiene la siguiente
forma funcional:

P(X > a) = (%)

sixz>k,y P(X >x) =1, en otro caso. En la expresiéon anterior, k y o son
dos parametros reales.

A partir de la consideracion anterior, es sencillo obtener la funcién de
distribucién de la variable X,

F(x):P(XSHC)ZI—P(X>90):1—(§)“

six>k,y F(zr) =0, en otro caso.
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Definicion 2.2 Decimos que la v.a. X tiene distribucidén de Pareto de pa-
rémetros k, o, si su soporte es el subconjunto de nimeros reales [k,00) y su
funcién de densidad viene dada por

kOc
f(x):%

Normalmente k£ es un parametro prefijado de antemano, a partir de los
datos iniciales de la aplicacién. El pardmetro a es un parametro de ajuste,
cuyo valor se estima o determina a posteriori. Como veremos mas adelante,
para algunos valores de este parametro de ajuste, no existen momentos de
esta variable.

En cuanto a las caracteristicas estadisticas,

1. Su media,
ak
(a—1)

se puede calcular como la integral anterior siempre que o > 1.

B(X) =

2. Su varianza,

ak?

V&) = G912

siempre que o > 2.

Hemos visto que la existencia de los dos primeros momentos depende del
valor del parametro «. Es por ello, que a menudo conviene estimar su valor
a partir de los datos, para tener una mayor informacién del comportamiento
de la variable.

Como método de estimacién, se puede emplear tanto el de momentos co-
mo el de maxima verosimilitud, aunque los estimadores que nos proporcionan
no coinciden.

1. Estimacién por momentos.

Partiendo de una m.a.s. de la distribucion, {z1,...,z,}, igualamos el
momento de orden uno poblacional, E(X), con el correspondiente mo-
mento muestral .

de donde



2. Estimacién por maxima verosimilitud.

Partiendo de una m.a.s. de la distribucion, {x1, ..., z, }, construimos la
funcién de verosimilitud:

Tomando logaritmos,

InL(Z, o) = n(lna — Ink) + Z(a + 1)(Ink — Inx;)
i=1
derivando respecto a « e igualando a 0, despejamos el estimador mé-
ximo verosimil
1

MY = o i)

donde Inz = 1 " | Inx;.
n

Considerando las expresiones de los estimadores anteriores obtenidas para
una muestra de tamafno uno, se puede intuir su relacion.

2.2.1. Distribuciones de Pareto de segundo y tercer tipo

1. La distribucién de Pareto de segundo tipo, no es méas que la de primer
tipo, trasladada al origen. Es decir, si Y es una v.a. con distribucion de
Pareto (de primer tipo) y parametros k, «, se define como distribucion
de Pareto de segundo tipo a la distribucién de la v.a. X =Y — k.

La relacion entre las funciones de distribucioén, es

F(a:)=P(X§x):p(y—kgx):p(y§$+k>:1_(&)a

siz >0,y F(x) =0, en otro caso.

2. La distribucién de Pareto de tercer tipo, es una generalizacion de las
anteriores, en la que ademas de la traslacién se produce un cambio
en la estructura de varianza. Se define como distribucién de Pareto de
tercer tipo a la distribuciéon de la v.a. X, cuya funciéon de distribucion
es:

k
x+k

siz >0,y F(x) =0, en otro caso. Esta distribucién depende de tres
parametros, o, k v b.

Flz)=P(X <x)=1—( )ebe
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2.2.2. Distribucién de Burr

Es otra distribucién transformada de la distribucién de Pareto, que se
emplea habitualmente para estudiar las pérdidas en carteras de seguros.

Sea X una v.a. de Pareto de segundo tipo y Z transformacién definida
como Z% = X, con > 0.

La relacién entre ambas funciones de distribucién, teniendo en cuenta

1
que Z = X7, es:

_k
2B+ k

|-

F(z) = P(Z<2)=P(XP <2)=P(X <z")=1—( )¢

siz>0y F(z) =0, en otro caso.

Proposicion 2.1 Sea Z una v.a. con distribucion de Burr de pardmetros
k,a, B. El momento ordinario de orden r de la v.a. Z es:

g xl(a—r/B)(r/B+1)
E(Z") =k? (o)

siempre que r < af.

Demostracion: Queda como ejercicio.

2.3. Distribucién Gamma

Definicion 2.3 Se dice que la v.a. X sigue una distribucion Gamma de
pardmetros a > 0, r > 0, y se denota por vy(a,r), si su funcion de densidad
viene dada por

g lem x>0 (2.2)

y f(z) =0, en otro caso; donde I'(r) = [° 2" le %dx

Nota: Si r € ZT, se verifica I'(r) = (r — 1)
Ademas como principales caracteristicas estadisticas tenemos:

1. Su media es:

B(X) = (2.3)

r
a
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2. Su varianza es:

V(X)= - (2.4)

3. Su funcién generatriz de momentos es:

ax(u)=(1-2)7, (2.5)

siu < a.

4. Su funcién caracteristica es:

W, _,
vx() = (1- ) (26)
5. Su funcién cumulativa es:
U
px(u) =—r-In(l-— 5) (2.7)

siu < a.

Para calcular momentos ordinarios de cualquier orden, o bien para calcu-
lar la funcion generatriz de este tipo de variables es imprescindible resolver
la integral correspondiente reformuldndola en términos de la integral de una
funcion de densidad de su misma familia (Gamma), aunque posiblemente de
distintos pardmetros. La cuenta mas corta, puede ser obtener la funcién ge-
neratriz, y a partir de ella la cumulativa. Observar también que las derivadas
sucesivas en cero de la funcién cumulativa (cumulantes) nos dan informacion
directa de los valores tipicos de una variable, media, varianza, asimetria y
curtosis.

2.3.1. Distribucién exponencial

La distribucién exponencial se puede introducir como el caso particular
de la distribucién + cuando el pardmetro r = 1, en este caso:

Definicion 2.4 Se dice que la v.a. X sigue una distribucion exponencial de
pardmetro a > 0, y se denota por €(a), si su funcion de densidad viene dada
por

flz)=ae ™, x>0 (2.8)

y f(x) =0, en otro caso.
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Sus principales caracteristicas, se obtienen también como caso particular
de la distribucién .

1. Su media es:

1
E(X)=- (2.9)
a
2. Su varianza es:
1
V(X) = e (2.10)

3. Su funcién generatriz de momentos es:

ax(u) = (1 - g)—l (2.11)

4. Su funcién caracteristica es:

vxu) = (1- 21 (212
5. Su funcién cumulativa es:
U
px(w) = —n(1 - 2) (2.13)

Observar ademas que de la forma de la funcién caracteristica, tanto de la
distribucién v, como en particular de la exponencial, se deduce el siguiente
resultado:

Proposicion 2.2 La suma de v.a. independientes con distribucion v del
mismo pardmetro a, es una v.a. con distribucion v del mismo pardmetro
a y donde su parametro r se obtiene como suma de dichos pardmetros en las
distribuciones v que hemos sumado.

Demostracion: Evidente si calculamos la funcién caracteristica de la
suma de v.a. independientes con distribucién .
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2.3.2. Distribuciéon exponencial desplazada

La distribucién exponencial se puede generalizar, trasladandola del ori-
gen. Surge asi, la distribucién exponencial desplazada.

Sea X una v.a. con distribuciéon exponencial de pardametro a. X € &(a).
Consideremos la v.a. transformacién lineal de X, Y = X + k, k > 0. La
funcion de densidad de Y, de acuerdo con la expresion (2.1), vendra dada
por:

fry) = fx(y—k) = ae™®w=H (2.14)

si y > k; siendo fy(y) = 0, en otro caso.
Asi, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 2.5 Se dice que la v.a. X sigue una distribucidn erponencial
desplazada de parametros a > 0, k > 0 y se denota por E(a, k), si su funcidn
de densidad viene dada por

f(aj) — ae*a(xfk% x>k>0 (2.15)
y f(x) =0, en otro caso.

Sus principales caracteristicas, son evidentes a partir de su relaciéon con una
v.a. exponencial. De la propia definicién, se sigue que:

1. Su media es:

E(X) = é +k (2.16)

2. Su varianza es la misma que la de la exponencial de parametro a:

V(X) = — (2.17)

Vx(u) = e (1 — —)71 (2.18)
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2.4. Distribucion de Weibull

Es otra generalizacion de la distribucién exponencial, en la que inter-
vienen dos pardmetros, el parametro 0 > 0, que corresponde en la definicién
de la distribucién exponencial a %, v se denomina parametro de escala; y el
pardmetro o > 0, denominado comtnmente pardmetro de forma.

Esta distribucién se usa habitualmente para modelar la compensacién
de las reclamaciones de los trabajadores. Proporciona una adecuada respre-
sentaciéon de la distribucion de la pérdida.

Se define como sigue:

Definicion 2.6 Se dice que la v.a. X sigue una distribucion de Weibull de
pardmetros a > 0, 6 > 0 y se denota por W(a,0), si su funcion de densidad
viene dada por

fla) = %xa’le’(%)”, x>0 (2.19)

y f(x) =0, en otro caso.

Recordando la definicion de la funcion T'(r) = [7° " e dx, parar > 0,
se deducen sus principales caracteristicas estadisticas:

1. Su media es:

o0 z\a 1
E(X) = 970‘/0 xx® e (§) 4y = HF(E +1) (2.20)

2. Su varianza es:

2

V(X) =+ 1) - T

«

+1)] (2.21)

2.5. Distribucién Beta

Pensemos en una poéliza que cubre dos tipos de siniestros independientes,
y que la cuantia de cada uno de ellos sigue una distribucion y(a,r;), i = 1, 2.
En este casolav.a. Y] = Xl)j:l)(2 representa la fraccién de pérdida asociada al
primer siniestro, mientras que Yy = Xl)iQXQ,
al segundo siniestro.

En este caso, haciendo uso de transformaciones de variables, se comprue-
ba que la distribucion de Y; es una distribucién Beta de parametros rq, o,
mientras que la de Y5 es una distribucién Beta de parametros 7o, 771.

Formalmente, tenemos la siguiente definicién:

respresenta la fracciéon asociada
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Definicion 2.7 Se dice que la v.a. X sigue una distribucion Beta de pard-
metros r1 > 0, ro > 0 y se denota por B(r1,r2), si su funcion de densidad
viene dada por

L(r1 + 1) i1

ro—1 __
f(fL‘) F(T’l)F(T’Q) (1 - l’) -
_ 1 xrl—l — ro—1
- B(T‘l, 7’2) (1 )

si0<z <1,y f(x) =0, en otro caso.

De imponer la condicién de que la funcién de densidad integra la unidad, se
deduce que

! L(r)l(r2)
BT,’)" :/ 93711711-.’1771271(133:7
(r1,72) A ( ) T+ 1)
y, [(r) = 57 2" te *dz, para r > 0.
En cuanto a sus caricteristicas estadisticas:
1. Su media es:
1
E(X) = 2.22
() r1+ 172 ( )
2. Su varianza es:
r172

V(X) = (2.23)

(r1+1r2)2(r1 + 72 + 1)

Para calcular momentos ordinarios de cualquier orden de este tipo de va-
riables es imprescindible resolver la integral correspondiente reformulandola
en términos de la integral de una funcién de densidad de su misma familia
(Beta), aunque posiblemente de distintos parametros.

En la practica actuarial, es habitual la utilizacién de distribuciones Beta
de segunda especie, tambien denominadas Betas de tres parametros, r, 71,72 >
0.

Definicion 2.8 Se dice que la v.a. Z sigue una distribucion Beta de sequnda
especte o Beta de tres pardmetros r > 0, r1 > 0, ro2 > 0 y se denota por
B(r,r1,72), si su funcion de densidad viene dada por

f(2)

[(ry +r2) " 221
T =
L(r)T(re)  (r+ z)r1tr

T1

r ro—1

B(ry,ra) (r+ 2)tre’

z
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siz>0,y f(z) =0, en otro caso.
Donde,

L(r)l(r2)

B =
(r172) L(ry +r2)

y, I'(a) = [;° 2% te "dx, para a > 0.

Evidentemente las variables X y Z estan relacionadas. En particular

_ _r ; _(1-X)
= 747> 0 lo que es lo mismo, Z = r>——+—.

X

En cuanto a las caracteristicas estadisticas de la v.a. Z con distribucion
Beta de segunda especie:

1. Su media es:
E(Z)=—=— (2.24)
para r; > 1.

2. Su varianza es:

V(2) = B(Z%) - (BEZ)?,

9 e's) Pl 9 ng—l
E(Z = =
( ) /0 B(’l“l, T'Q)Z (7‘ + Z)T1+T2

B 7,,2 /oo T7’1_2 ng—i-l B
T Bl o T2
r2 T2(r2—|—1)7’2

= B TR T G

de donde,

r2r2(r1 +7re—1)

_ 2y _ 2 _
V(Z) = BE(Z%) — (EZ)% = =)

(2.25)

Una cuenta similar a la realizada en el caso del momento ordinario
de segundo orden E(Z?), es la que se hace siempre, a partir de la
condicion de que la funcién de densidad integra la unidad, para calcular
momentos ordinarios de cualquier orden en variables con distribucién
Beta.
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2.6. Ejercicios de aplicaciéon

Se enumeran a continuacién un conjunto de ejercicios de aplicacién de
este tema; en particular seguimos con la segunda de las formuladas en el
programa de la asignatura:

Describir y analizar situaciones sencillas de riesgo en problemas
relacionados con el mundo actuarial o de las finanzas y expre-
sarlas formalmente en términos de variables aleatorias v sus dis-
tribuciones.

1. En una compania de seguros se ha estimado que la cuantia por recla-
maciéon por responsabilidad del profesional médico, es una v.a. con
distribucién de Pareto con pardmetros k, a. Se sabe ademés que la
empresa aseguradora cubre las reclamaciones de cuantia menor que un
cierto valor ¢ > k, y que subcontrata a su vez a una empresa reasegu-
radora para cubrir las reclamaciones con cuantias superiores a c.

a) Obtén la funciéon de densidad truncada de X, es decir, la de la
va. Y =X|X > e
b) Demuestra que la v.a. Y, sigue una distribucion de Pareto de
parametros k = ¢, a.
Solucién:

a) f(y) = ;‘a—cfl, siy > ¢; f(y) =0, en otro caso. b) Se deduce directa-

mente a la vista de la funcién de densidad obtenida en a).

2. La cuantia por reclamacién, X, (en miles de euros) en la compaiiia
aseguradora Gentilicio es una v.a. con distribuciéon de Pareto de paré-
metros k = 3 (miles de euros) y a = 2,6. La compania decide reasegu-
rarse con en banco Prowvidencial, de manera que dicho banco cubra las
reclamaciones por encima de los 6000 euros.

a) Obtener la funcion de densidad de la v.a. X.

b) Calcular su media y su varianza.

¢) Calcular la probabilidad de que en una reclamacion, la cuantia
supere los 6000 euros.

d) Si sabemos que la cuantia de una reclamacion ha superado los
6000 euros, calcular la probabilidad de que supere los 9000.
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e) Obtener la funcion de densidad de las cuantias reclamadas al ban-
co Providencial.

Solucién:

a) f(x) = 4;;%?, six > 3; f(x) =0, en otro caso. b) EX = 4,875 miles

de euros, VarX = 15,234375 millones de euros. ¢) P(X > 6) = 0,16
ORI

d) P(X > 9|X > 6) = 0,3484 ¢) f(y) = 255, siy > 6; f(y) = 0, en

otro caso.

. Para una v.a. no negativa X con funcion de distribucion F(z,0), se
define la “prima de riesgo bajo el principio de prima de riesgo ajustada’,
€omo:

P(9) = /OOO[P(X > 2)|rda = /000[1 _ F(x,0)]7dz

Demostrar que:

a) Si X € exp(f), entonces P(0) = 5.

b) Si X € Pareto(,a), con a conocido, entonces P(f) = %,
a > p.

. Un reaseguro “ezxcess loss” es una modalidad de reaseguro por la que
el reasegurador cubre la parte del seguro que excede del pleno fijado
por la cedente para cada siniestro. En esta modalidad, el reasegurador
asume la parte de cada siniestro que supera una determinada cantidad.
Esta cantidad recibe el nombre de cesion en los seguros vida y deducible
en los seguros no vida. Si denotamos por M al pleno o deducible fi-
jado para cada siniestro, y X es la v.a. que representa la cuantia por
reclamacién, pueden suceder dos cosas:

a) Que X < M, entonces el responsable es el asegurador y no hay
reaseguro.

b) Que X > M, existe reaseguro que cubre X — M. Por tanto, el
asegurador paga Y = min{X, M}, mientras que el reasegurador
paga Z = max{0,X — M}.

Si Fy (y) es la funcion de distribucion de la v.a. Y = min{X, M}, se
verifica:

Frl) = {1 T2
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De donde E(Y™) = [;°[min{X, M}]" f(x)dz, y teniendo en cuenta que

, oz, 0Zx<M
Y—mln{X7M}—{M’ > M
y dado que E([min{X, M}]") = [M 2" f(x)dx + M™[1 — F(M)], se ob-
tiene que los pagos medios del asegurador son: F(Y) = OM zf(z)dr +
M[1 - F(M)],
Si la v.a. X sigue una distribucion log-normal (p, o), calcula E(Y™) y
E(Y), para un reaseguro ezxcess loss.

Solucién:
E(Yn) — emn—‘r%anQ@(lnﬂ{j—m _ O'n) 4+ Mm (1 _ (I)(lnM—m)).

g

B(Y) = et o) A (1 a(im)).

. Considera una v.a. continua de la que sabemos que X > k, con k = 2,
su media es E(X) = 3.

a) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribuciéon de Pareto de
primer tipo, calcula el valor del parametro «.

b) Bajo la hipdtesis de que X sigue una distribucion exponencial
desplazada, calcula su varianza.

¢) Analiza las diferencias en varianza de las posibilidades anteriores.

d) Analiza las diferencias entre las probabilidades de que dicha va-
riables tome valores superiores a 10, bajo ambas condiciones.

e) Representa graficamente, f(2), f(3), f(4) y f(10), en ambas situa-
ciones, para darte una idea de cémo decrecen ambas distribu-
ciones.

Solucién:

a) o = 3. b) VarX = 1. ¢) La varianza si X es Pareto es 3, luego es
tres veces mayor que si X es exponencial desplazada. d) Si X es Pareto
(3,2), P(X > 10) = 0,008, si es exponencial desplazada, P(X > 10) =
0,000335. e) Representar las funciones f(x) = %i, sixz>2; f(x)=0,
en otro caso y g(z) = €*72, si x > 2; g(z) = 0, en otro caso, en los
puntos 2, 3, 4 y 10. En la grafica se tiene que apreciar la diferencia
mostrada en c).
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6. Sea X una v.a. con distribuciéon vy(a,r) y ¢ una constante positiva.
Demuestra que la v.a. cX sigue una distribucién (%, 7).

Aplicacion: Si la v.a. cuantia por reclamacion sigue una distribucion -,
y estaba expresada en anos anteriores en pesetas, ;cudl es la distribu-
cion de la misma variable si la expresamos en euros?

Solucién:

Y =¢X, g(y) = (1?(7)"; y e ()Y, y >0, luego Y sigue una distribu-
cion y(%,r). Si'Y mide el coste en euros y X el mismo coste en pesetas,
siendo la distribucion de X una «y(a, ), entonces la distribucion de Y

es V(56060 7)-

7. La cuantia por reclamacion de cada uno de n siniestros independientes,
sigue una distribucién exponencial de pardmetro a.

a) Calcula la distribuciéon de la v.a. cuantia total, definida como la
suma de las cuantias de los n siniestros.

b) Calcula la distribucion de la v.a. cuantia media, definida como la
media aritmética de las n cuantias. Calcula su media y su varian-
za.

Solucién:

a) Si Z es la cuantia total, Z € y(a,n). b) Si X es la cuantia media,
X € v(na,n).

8. Una opcién de compra (call) sobre un activo es un contrato por el
cual el poseedor de la opcién adquiere el derecho a comprar el activo
(subyacente) en una fecha de vencimiento (T') y a un precio (p) fijado
de antemano ( precio de ejercicio).

Considera un inversor de una call que paga hoy 1,7 euros por el derecho
a comprar en 1" un activo BV BV a 28 euros. Obviamente si el activo
vale en T, menos de 28 euros, el inversor no ejercerd su derecho a
compra y perdera el euro con siete; mientras que si el activo en 7' vale
mas, el inversor ejercerd la opcién de compra y comprard el activo.

Sobre la distribucién del precio X del activo BV BV en T, sabemos
que

P(X<28) = 03

E(X|X >28) = /2: zf(x)de = 21,6
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a) Define la v.a. B:beneficio proporcionado por la opcion, y determina
sus valores en funcién del valor del activo en T'.

b) Calcula en beneficio esperado proporcionado por la opcion, E(B).

c¢) Si el precio del activo BVBV hoy es de 27.64 euros, jcual ha de
ser su valor esperado en T, para que el beneficio esperado por
cada euro sea el mismo, invirtiendo en opciones que directamente
en el mismo activo subyacente?

Solucién:

~1,7 si X <28

) B=9x"17_98 & Xx>28

euros.

b) E(B) = 0,3 euros. c) 32.51

. Un empresa aseguradora ha recogido datos sobre las cuantias por recla-
macion (Y) de distintos siniestros, todas ellas superiores a 3 millones
(M)de euros. Se estima ademés en 5, el nimero esperado de siniestros
de este tipo por afio.

{32;4;5;45;31;38;7;32;34;4}

Suponiendo que la v.a. Y: cuantia por reclamacién en millones de euros,
sigue una distribucién de Pareto, calculad:

a) Probabilidad de tener un siniestro con cuantia superior a los 20
M de euros.

b) ;Cada cudntos anos se espera un siniestro de mas de 20 M de
cuantia?

¢) Sila cartera de esta empresa estd formada por 200000 polizas que
se renuevan anualmente, jcudnto cuesta por poéliza el reaseguro
de los siniestros de mas de 20 M?

Solucién:

a) P(Y > 20) = 0,000932 =~ 0,001. b) Cada 200 anos. c¢) 0.6396 euros
por péliza.
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Capitulo 3

Distribuciones compuestas

En los dos temas anteriores, hemos visto por separado el comportamiento
de dos variables aleatorias, a saber, nimero de siniestros y cuantia por recla-
macién. Sin embargo, en la practica, éstas son dos variables que aparecen
simultdneamente, y que tenemos que estudiar de forma conjunta. La cuantia
por reclamacion, condicionada a la ocurrencia de un siniestro, puede ten-
er caracteristicas distintas de la cuantia por reclamacidn, condicionada a la
ocurrencia de k siniestros o en general de la cuantia por reclamacion incondi-
cionada al nimero de siniestros, por ejemplo.

Ademas haciendo extensivo este estudio, veremos que a la hora de mode-
lizar el comportamiento de una v.a., como una distribucién concreta, ésta
puede depender de parametros, que a su vez sean variables aleatorias. Este
caso también se enmarca dentro del estudio de las distribuciones de probabi-
lidad compuestas.

Consideremos una v.a. X cuya funcién de probabilidad, ya sea funciéon
de cuantia o de densidad, dependa de un parametro 6y; es decir P(x;0y) 6
f(z;0p). Ahora bien, si el parametro 6 es ademés una v.a. con su funcion
de probabilidad denotada por P(f) 6 f(6). Realmente, cuando escribamos
P(x;60p) nos estaremos refiriendo a la probabilidad de que X el valor = condi-
cionada o sabiendo que el valor de 6 es fijo y vale 6, es decir P(x|6 = 6y).
Asimismo, en el caso continuo, cuando escribamos f(z;6p) nos estaremos
refiriendo a la desidad de X condicionada o sabiendo que el valor de 6 es fijo
y vale 6, es decir f(z]0 = 6y).

Haciendo uso de la extensién del Teorema de Bayes y del de la particién,
se define el concepto de distribucion compuesta o miztura de distribuciones.

Definicion 3.1 Se denomina distribucion compuesta de X en relacion a 6, a
la distribucion de X incondicionada al valor de 0, que se obliene directamente
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del teorema de la particion, como

P(X =z) =) P(z|0)P(0) (3.1)

st X y 0 son v.a. discretas y como

f(a) = [ 1(al0)f(0)do (32
st tanto X como 0 son v.a. continuas.

Como veremos en el siguiente ejemplo también son frecuentes las combi-
naciones de v.a. discretas y continuas.
3.0.1. La distribucién de Poisson compuesta

Sea X una v.a de Poisson de parametro A. Es decir

e \k
k!

P(X =k\) =

donde a su vez el parametro A es una v.a., por ejemplo continua y con funcion
de densidad f(\).
La distribuciéon compuesta de X, vendra dada por:
) e—)\)\k
k!

oo
P@:m:/ mxzmwww:/ FON)dA
Jo Jo
En el caso particular de que A siga una distribucién v, veremos en el
siguiente ejemplo que la distribucién compuesta de X es una Binomial ne-
gativa.

Ejemplo 3.1 Sea X una v.a. con distribucidn de Poisson de pardmetro )\,
donde dicho pardametro se comporta a su vez como una v.a. y(a,r).
Es decir:

e M \E
k!

P(X = k|)\) =

FO) = AT lemaA A >0
y f(N) =0, en otro caso; donde T'(r) = [ 2" te *du.
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Por lo tanto la distribucion de X incondicionada a \ es:
'

P(X =k) = /OOO P(kIN) f(\)dA = ﬁ /OOO e~ Mat)\ktr=1gy (33)

Sabiendo que

(a + 1)k+r

o )\k#’?“*l 7(a+1))\dA -1
I'(k+r) /0 ‘

puesto que es la funcion de densidad de una v.a. y(a + 1,k + 7). En la
expresion (3.3), si k+r € ZT, tenemos:

P(X =k) = F(i;k!(z(ff)gr - ( T+2_1 ) (ai1)r(a}r1>k

que corresponde a una funcion de cuantia de una v.a. Binomial negativa de

pardmetros m =1, p = ﬁ

Es decir otra forma alternativa de introducir la distribucién Binomial
negativa es como la distribucién compuesta de una v.a. Poisson, donde el
parametro A sigue una distribucién ~.

3.0.2. La distribuciéon Binomial compuesta

Sea X una v.a. con distribucion Binomial de parametros (N, p), es decir
X € B(N,p). Su funcién de cuantia viene dada por:

P(X =k N) = ( JZ )pk(l —p)V 7k ke{o,.., N}

Si el ntamero de repeticiones o exposiciones al riesgo, N, es también una
v.a., la expresion anterior es en realidad la probabilidad condicionada al valor
del parametro N, es decir:

P(X =k N)=P(X = kN =n)

Si queremos obtener la distribucién incondicionada de X, tendremos que
conocer cudl es la distribuciéon de la v.a. V. Consideremos el caso en el que
N es una v.a. con distribucién de Poisson de pardmetro A, asi

—-A\n
e A
P(N =n) = , n=0,1,2,..

n!
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Entonces la distribuciéon de X incondicionada a N, sera:

P(X=k) = Y PEkIN=n)P(N=n)= (k<n)

o e—)\ n
= Z(Z)pk(l—p)”k sl

o n!
0o k n—kyn—k
—Ak n!  p"(1—p)" A
= e )\ Z =
= kl(n —k)! n!
B e_>‘(p/\)k 00 (1_p>n—k)\n—k _
kb = (n—k)!
e PN X ()™ e MpAF e P ()
I Z_:O - w0 k0L

funcién de cuantia que corresponde a una distribucién de Poisson de parametro
pA. Es decir, la distribucién Binomial compuesta con una Poisson de parametro
A es una Poisson A - p.

3.1. La teoria de los valores extremos

Consideremos de forma general que la cuantia por reclamacién por si-
niestro es una v.a. Y que tiene como funcion de distribucion F'(y). Asi, para
un valor cualquiera y, F(y) = P(Y < y), nos da la probabilidad de que la
cuantia o el coste del siniestro sea inferior o igual a y.

El ntimero de siniestros por su parte es otra v.a. X.

En muchos casos practicos nos interesa conocer la probabilidad de que,
a lo largo de un tiempo determinado, el coste mayor de los correspondientes
a los siniestros ocurridos no supere una cierta cantidad y.

Es decir nos interesa buscar la distribucién de probabilidad del mdzimo
de las cuantias (o coste de la reclamacion de mayor cuantia), incondicionada
al nimero de sinitestros que han podido ocurrir.

Partimos de la hipétesis de que los siniestros ocurren de manera inde-
pendiente y la cuantia de todos ellos, Y, tiene la misma distribucién, con
funcién de distribucion F(-).

Denotaremos por ¢(y) a la funcién de distribucion buscada, esto es, la
funcion de distribucion de la cuantia con mayor coste (= maxY).

Claramente, de acuerdo con el teorema de la particién,

bly) = PmixY <y) =3 PlmixY <y|X = j)- P(X = j)
=0
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Ademas,

P(méxY < y|X = j) = P(méx{Y1,....Y;} <y) = P(Y1 <yn..NY; <
y) = [P(Y <y)J
, de donde

#ly) = P(X=0)+P(X=1)PY <y)+P(X=2)PY <y’ +..=

- ip(x =j)P(Y <y) = iP(X = j)F(y)
§=0 Jj=0

Ahora bién, esta suma ha aparecido ya en probabilidad. Pensemos en una
v.a. discreta X, para la que queremos calcular su funcién generatriz de pro-
babilidad (también denominada funcién generatriz de momentos factoriales),
G x (u), definida como, G x(u) = E(u™). Si X es discreta:

G(u) = ZP(X = j)u?
=0

Es decir,

o(y) = G(F(y))

para cualesquiera v.a. X y Y y siempre la v.a. X tenga funciéon generatriz
de probabilidad.

Ejemplo 3.2 Considera que el nidmero de siniestros X es una v.a de Pois-
son de pardametro X. Obtener la distribucion del coste de la reclamacion de
mayor cuantia.

En este caso:

o) = S PX =i)(F(y) =
7=0
_ i ei/\')\jF(y)j _ i 67)‘()\.1:—1(9))3' _
=0 I =0 J:

— e AAMW) o mAI-F(y)
Siendo F(y) la funcion de distribucion de la cuantia en y.
Nota: Observa que la funcién generatriz de probabilidad de una v.a. X €
P(N), es Gx(u) = e M=% x> 0.

En similares condiciones a las descritas anteriormente, en ocasiones nos
interesara conocer la distribucion de la cuantia total incondicionada al nimero
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de siniestros. Si denotamos por Z a la v.a. cuantia total, y por Fz(:) a su
funcién de distribucién, tenemos:

+ P(XZQ)P( :Sl+52<z)+ =

:ZP P(Z; < 2) ZP = j)F9(2)

donde Z; = 51+ ...+ 5} es la cuantia total condicionada a la ocurrencia de j
siniestros, es decir la suma de las cuantias de los j-ésimos primeros siniestros
y F*J es su funcién de distribucion.

Entonces, la distribucién de la cuantia total es la distribucién compuesta
de la cuantia con respecto al niimero de siniestros.

A veces, es sencillo obtener las funciones de distribucién anteriores, y
a partir de ellas, las de densidad. En otras ocasiones, simplemente no es
necesario obtener la forma de su funcién de densidad y basta con obtener
una relacién de sus primeros momentos, media y varianza.

3.2. Relaciéon entre momentos condicionados y no
condicionados

Consideremos dos v.a. discretas X e Y. La funciéon de cuantia condiciona-
da de X|Y =y, viene dada por:
P X =2xzY=y)

PY =vy)

Si ambas v.a. son continuas, la correspondiente funcién de densidad
condicionada es:

PX =z|Y =y) =

f(z,y)
f(y)

Asi, siempre que los denominadores sean distintos de cero, las ditribu-
ciones condicionadas estan bién definidas y podemos obtener sus momentos.
Por simplicidad haremos las cuentas en el caso particular de v.a. discretas,
aunque las relaciones que obtengamos serdn también vilidas en el caso de
v.a. continuas o mixtas.

En el caso de v.a. discretas, se obtiene la esperanza de la distribucién
condicionada de X|Y = y, como

E(X|Y =y)=> zP(X =z|Y =y)

Faly =y) =
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De modo que su relacién con la esperanza de la v.a. X incondicionada
es:

E(X) = ;wP(X=$)=%:$ZP(X:%Y:y):
— zz:sz(X:;dY:yZPY(y):
— Zzy:xP(X:x\Yzy)PY(y):
_ zy:py ZacP =zlY =y) =

— ZPY E(X|Y =y) = Ey[E(X]|Y)]

Asi mismo si la varianza de la distribucién de X condicionada a Y =y,
es:

VXY =vy) Z$2P =zlY =y) — [BX|Y)]?

entonces la varianza incondicionada de X se puede expresar en funcién de
los dos momentos de la distribucién condicionada como sigue:

Proposicion 3.1 Sean X e Y dos v.a. cualesquiera, tales que existen y son
finitos los valores los momentos condicionados, E(X|Y =vy) y V(X|Y =y).
Entonces, se verifica:

V(X) = Ey[V(XIY)] + Wy [E(X]Y)]
Demostracion:
V(X) = Y 2’P(X=2)- [EX)] =
= Zx:Py(y) Y #’P(X =z|Y =y) — [BEy(B(X|Y)))* =
= J;y(E(XQI;)) — [By (B(X[Y))]”

sumamos y restamos Ey ([E(X]Y)]?),

V(X) = Ey(B(X?|Y)) - By ([E(X|Y)]) + By ([B(X|Y)?) - [By(E(X|Y)))* =

Ey[B(X?Y) - [B(X|Y)P’] + W(B(X|Y)) =
Ey(V(X|Y)) + W(E(X|Y))
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Las relaciones anteriores son validas en cualquier contexto de probabili-
dad. En particular nos resultaran de gran utilidad para determinar valores
esperados y varianzas de distribuciones incondicionadas, sin necesidad de
obtener de forma explicita la forma completa de la distribucién compuesta.

Ejemplo 3.3 Considera que el nimero de siniestros que suceden en deter-
minado tipo de riesgo sigue una distribucion de Poisson de pardmetro A, y
que la cuantia por reclamacion de cada uno de ellos sigue una distribucion
exponencial de pardmetro a. Bajo la hipdtesis de independencia tanto entre
cuantias como entre siniestros, vamos a obtener la media y la varianza de la
v.a. cuantia total.

En primer lugar si llamamos Z, = Y1 + ... + Y% a la cuantia total para
un numero de sintestros k, donde Y; representa la cuantia por reclamacion
en cada siniestro, sabemos que la distribucion de Zy es vy(a, k). Por lo tanto
E(Zy) =Yy V(Z) = 5.

Por otro lado st el nimero de siniestros X, sigue una distribucion de
Poisson, tenemos que la media incondicionada de Z, es

k 1
E(7) = Bx(E(ZIX = k) = Bx(5) = -\
y la varianza incondicionada de Z, serd

V(Z) = Ex(V(ZIX =k)+ Vx(BE(Z|X = k)) = EX(%) n VX(S) _

1 1 2\
= 2T

3.3. Mixtura de distribuciones normales

Vamos a ver en esta seccién distintos casos de distribuciones compuestas
que se obtienen a partir de distribuciones normales donde los parametros
varian.

Consideremos una v.a X que sigue una distribucién normal de parametros
(m, 0?), tal que el parametro o a su vez toma el valor o con probabilidad p
v el valor o2 con probabilidad ¢ =1 — p.

Tenemos por lo tanto que la distribucién de X condicionada al valor de
su varianza es conocida; su funcion de densidad es:

1 —(x—m)2
f(.’l?|0') = m@ 202 y x € R



Lo que queremos es determinar la distribucion compuesta de X; es decir
su distribucién incondicionada.
Su funcién de densidad, f(z), se obtiene como:

f(x) = [f(z|lo=01)P(oc=01)+ f(z|o = 02)P(0 = 02) =
2 2
1 _(2_;”) 1 —(x—;n)
= e 71 + (1 — e 20
p\/ 2moq ( P) V2mwog

2
En ocasiones esta funcién de densidad no es manejable y lo que nos in-
teresa es conocer simplemente sus valores tipicos: media, varianza, asimetria

y curtosis.

La funciéon generatriz de momentos de X, ax(u), es facil de obtener a
partir de su relacién con las distribuciones condicionadas.

En particular, la funcion generatriz de momentos ax(u), es:

ax(u) = E(e*) = /e“xf(x)da: :p/e“xf(x\a = o01)dr +
+ (=p) [ e flalo = o) =

= peT+mu + (1 — p)eQT+mu

Utilizando del desarrollo en serie de la funcién, e*.

2 333

S x
T __ — P -
ef=> A TR T
k=0
e igualando los coeficientes de términos de igual grado en el desarrollo en
serie de la funcién generatriz,
2 3
u
CEX(U) =1 +a1u+a2§ +Oé3§

podemos obtener los momentos ordinarios «y, para la variable X. Concreta-

4o (3.4)

mente:
0’%“2 O'% 2
aX(u) — peT+mu+(1_p)eT+mu:
O'%'U/Q U%’U/Q
= emu[peT + (1 —p)eT] =
2,,2 4,4 6,,6
o otu oru oju
= ™[p(1+ 5 + 929] + 533] +..)+
2,,2 4.4 6,,6
o5u o5U ouU _
+ (1-p(+ 5+ o1 + o33 +..)] =

4

_ mu
= e™Ml+ 2 229 Y 233
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Sin embargo, también podemos obtener los valores tipicos, media, va-
rianza, asimetria y curtosis, directamente de la funcion cumulativa, px(u).
Para ello, es necesario obtener el desarrollo en serie de px (u). Por un lado:

2 u3 4
ux (u) = kiu+ k‘z —I- kg + ]4}4 (3.5)
donde
ki = E(X)
ko = V(V)

ks = pg=E(X—m)
ki = pg—30=E(X —m)! - 30"

Pero por otro lado, tenemos que ver cuales son concretamente los cumu-
lantes k; en nuestro caso.

poi + (1 —p)U%uz pot + (1 —p)0§u4 N
2 929

px(u) = Inax(u) =mu+In(l+

of + (1 —p)os
poy 2(33' p) 205+ ) =mu+In(1+Y)

donde llamamos

_poi+(=p)o3 5 poi+(L=p)oy 4 pot+(1=p)os g
Y= 2 5 T < TR

Utilizando ahora el desarrollo en serie de la funcion In(1 + x), que es:

o0 klk 2 3 4
X X X
n(l+ x) § =T =t — — + ...

calculando los coeficientes de los primeros términos de las potencias Y, Y2,....
e identificando todos aquellos que acompaiian a u, a u?, etc, se obtiene:

1
px(u) = mu+ln(1+Y):mu+2(pal+(1 p)od)u? +
1
+ g =pp(of —o3)"u’ + ..

Asi, los cumulantes nos proporcionan los valores tipicos:

ki = E(X)=E,(E(X|0)) = Ey(m) =m
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ke = V(z) = Es(V(X|o)) + Vo(E(X|o)) =
= Eq(0%) + Vy(m) =01*p+03(1 —p) + 0 = pot + (1 — p)o3
ks = pz=E(X-m)®=0

1
ki = pa—30" = B(X —m)! = 30" =412(1 = p)p(c} — 03)” = 3p(1 - p) (o}

3.4. Ejercicios de aplicaciéon

Se enumeran a continuaciéon un conjunto de ejercicios de aplicacion co-
rrespondientes a este tema. En particular se trabajan las competencias se-
gunda y tercera de las formuladas en la guia docente de la asignatura:

Describir y analizar situaciones sencillas de riesgo en problemas
relacionados con el mundo actuarial o de las finanzas y expre-
sarlas formalmente en términos de variables aleatorias y sus dis-
tribuciones.

1. De un total de 9872 pélizas de seguros de automovil contratadas en una
compainia de seguros, 1083 presentaron reclamaciones durante el ano
2004. Disponemos de la tabla de datos que nos da el ntimero de recla-
maciones efectuadas X, asi como la cuantia total de las reclamaciones
Y (en euros).

XY <1200 > 1200

1 937 28

2 6 més 103 15
Si escogemos una poéliza al azar entre las 9872, calcula las siguientes
probabilidades:

a) Que haya efectuado una tnica reclamacion.

b) Si se sabe que ha reclamado, la probabilidad de que la cuantia de
dicha reclamacién haya sido igual o superior a 1200 euros.

¢) Que haya efectuado méas de una reclamacion con una cuantia total
igual o superior a 1200 euros.

d) jSon independientes el nimero de reclamaciones y la cuantia to-
tal?
Solucidn:
a) P(X =1) = & . b) P(Y > 12001 X > 1) = 832 ¢) P(X > 2NnY >

1200) = %%. d) No son independientes, dado que las probabilidades

20
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marginales y condicionadas no son iguales, p.e., P(X = 1) # P(X =
1Y < 1200).

. Considera una compania de seguros que contrata 200 poélizas donde el
namero de siniestros X sigue una dsitribuciéon de Poisson, P()) y la
cuantia por reclamacién en cada uno de ellos Y, se pueden modelizar
como una v.a. exponencial de parametro a, donde la media de la ex-
ponencial es 20 euros y el pardmetro de la distribucién de Poisson es

0.05.

a)

Si la prima que se paga por cada poliza es de 6 euros, calcula:

La probabilidad de que en una determinada péliza se produzca
una reclamacién y que ademés la cuantia por reclamacién sea
superior a 6 euros.

La probabilidad de que la cuantia maés elevada, para una péliza
en concreto, sea menor que 60 euros.

La probabilidad de que la cuantia mas elevada, sobre el total de
las 200 polizas, sea menor que 60 euros.

Media y varianza de la cuantia total por poéliza.

Media y varianza de la cuantia total por reclamaciones de las 200
polizas.

La probabilidad aproximada de que el beneficio neto de la com-
pania sea superior a 600 euros.

La probabilidad aproximada de que la compania pierda dinero en
esta operaciéon con las 200 pélizas.

Solucién:
a) P(X=1NnY > 6) =0,035.

b) P

c) (P

d)
)

@

f)
9)

(maxY < 60) = 0,9975.
(mazY < 60))2%° = 0,606.
E(Z)=1,Var(Z) = 40.
E(Za00) = 200, Var(Zag) = 8000.
P(Bpeto > 600) ~ 1.

P(Bheto < 0) = 0.

. Obtén la distribucién incondicionada de la v.a. X, su media, EX y su
varianza, V(X), en las dos siguientes situaciones:
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a) X/ sigue una distribucién de Poisson, P(0), tal que,

670 T

P(x/0) =

. r=0,1,2,...
!

y 0 sigue una distribucion y(a,r), a,r > 0, con funcién de densi-
dad:

T

gr—l —ab
r(r) °©

m(0) =

donde para r > 0, I'(r) = [;°n" " te "dn, y 6 > 0.
b) X/0 sigue una distribucién Binomial negativa, Bn(r, ;15) cuya
funcién de cuantia es:

P(x/6) — ( rre—l )(T;e)r(ia)a 2=0,1,2,..

T
y 0 sigue una distribucién Beta de segunda especie, con r,a,b > 0
y funcion de densidad:

re ebfl

B(av b) (7” + 9)a+b

w(0) =

donde B(a,b) = {1 v 0 > 0.

Solucién:

a) Se trata de una distribucion Binomial negativa, de parametros (r
Por tanto, EX = Ly V(X) = r(atl)

a2

s i)

b) Se trata de una distribucion discreta con funciéon de cuantia,

.y [r+k=1\Bla+trb+k)
P(X =k) —( I )B(%b) ; k=0,1,2...

Ademsas, EX = J—fl y B(X?) = J—fl + #W%. Luego la va-

rianza, V(X) = E(X?) — (EX)2.

Nota: observa que en este segundo caso, para obtener los momnetos de
la v.a. X hay que utilizar las distribuciones condicionada y condicién,
dado que de otra forma, la cuenta es mucho mas conplicada.
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4. Cierta compaiiia tiene 100 pélizas contratadas en 100 edificios. 25 de
ellos poseen 5 viviendas, otros 25 poseen 15 viviendas y el resto posee
10 viviendas. Se ha estimado que el ntimero de reclamaciones anuales
por incendio y edificio sigue una ley de Polya con parametro de contagio
0 = 0,2, y que la probabilidad inicial de incendio en una vivienda es
p = 0,01.

a) Sabiendo que cierto edificio tiene 10 viviendas, calcula la proba-
bilidad de que se efectiien en él 2 reclamaciones por incendio.
b) Idem con un edificio de 5 viviendas.

¢) Calcula medias y varianzas del niamero de reclamaciones, condi-
cionadas al nimero de viviendas por edificio.

d) Calcula la media y la varianza del namero de reclamaciones por
edificio, incondicionada al nimero de viviendas que posea.

e) Calcula la probabilidad aproximada de que el total de reclama-
ciones sobre las 100 poélizas no sea superior a 10.
Solucidn:
a) P(X =2/n=10) =0,0123.
b) P(X =2/n=>5)=0,0071.
¢) EX =10, Var(X) = 26,81.
d) P(Xp < 10) = 0,46.
5. Consideremos un activo tal que su precio manana es una v.a con dis-
tribucion normal N(m = 3,0 = 2) con probabilidad 0.7 y sigue una
distribucién normal N(m = 5,0 = 1) con probabilidad 0.3. Obtén la

distribucién incondicionada del precio del activo mafiana, su media y
varianza.

Solucidn:
EX =36, Var(X) = 3,94.

6. Considera un activo cuyo rendimiento es normal N(m = 3,07 = 30)
con probabilidad p y sigue una distribucion normal N(m = 3,03 =

100) con probabilidad 1 —p. Obtén media y la varianza incondicionada
del rendimiento del activo.

Solucidn:
EX =3, Var(X) = 100 — 7p.
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7. Cierto siniestro tiene una probabilidad de ocurrir de 0,005, en cada
exposicién al riesgo del tomador de la péliza. Se sabe que el niimero de
exposiciones al riesgo sigue una distribucién de Poisson de parametro
A=05.

a) Calcula la probabilidad de que no haya ningin siniestro si ha
habido 20 exposiciones al riesgo.
b) Calcula la distribucion compuesta del numero de siniestros.
¢) Calcula la probabilidad (incondicionada) de que no haya ningin
siniestro.
Solucidn:
a) P(X =0/n = 20) = 0,9046.
b) P(Ap).
¢) P(X =0)=0,9753.
8. Una compania aseguradora dispone de dos tipos de asegurados A y B.
El 30% son de tipo A y el resto de tipo B. Para los del tipo A, el

ntmero de siniestros sigue una distribucién de Poisson de pardmetro
Aa = 0,5, y para los de tipo B de pardmetro A\p = 0,3.

a) Obteén la funcion de cuantia del ntunero de siniestros incondiciona-
da al tipo de asegurado.
b) Calcula las probabilidades correspondientes de 0,1 y 2 siniestros.
¢) Obtén la media y la varianza de la distribucion incondicionada.
d) Sila empresa tiene 1000 polizas, por lo tanto 300 de tipo A y 700
de tipo B, y hay independencia entre siniestros, calcula de forma
aproximada la probabilidad de que el niimero total de siniestros no
exceda de 400. ; En qué te basas para realizar esta aproximacién?
Solucién:
a) P(X = k)= e 05. 258034 ¢03.038 g7 1 —01, ..
b) P(X =0)=0,7, P(X =1) =0,2454, P(X = 2) = 0,04581.
c) EX =0,36, Var(X) = 0,3684.
d) P(Xp < 400) =~ 0.

9. Considera una poliza de una comunidad que cubre dos tipos de si-
niestros, A y B. El nimero de reclamaciones por el siniestros A sigue
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10.

una distribucién de Poisson de pardmetro A = 0,01, mientras que el
numero de reclamaciones de tipo B sigue una distribucién binaria de
parametro p = 0,001. Bajo la hipétesis de independencia entre ambos
tipos de siniestros.

a) La cuantia que se paga por cada reclamacion del tipo A es de
10000 euros, y de 100000 euros por cada una de tipo B. Calcula
el valor esperado de la cuantia total por poéliza.

b) Obtén la varianza de la cuantia total por poéliza.

¢) Si se tienen 100 polizas iguales, estima el valor de la prima para
que se alcance un beneficio final total al menos de 30000 euros
con probabilidad 0.8. (Utiliza el T.C.L.)

d) Resuelve de nuevo los tres apartados anteriores, bajo la hipotesis
de que la cuantia por reclamacién es una v.a. exponencial de me-
dia 10000 para las pélizas de tipo A y de media 100000 para las
de tipo B.

Solucién:

a) EY = 200 euros.

b) Var(Y) = 1,099 - 107 euros?.

¢) prima= 778,46 euros.

d) EY = 200 euros, Var(Y) = 2,199 - 107 euros? y prima= 893,905

euros.

Una empresa aseguradora sabe que la cuantia por reclamacién de deter-
minado tipo de pdliza tiene una distribucién de Pareto de pardmetros
k =10 euros y a = 2,1. La empresa cubre las reclamaciones de has-
ta 1000 euros de cuantia, y cuantias superiores a dicha cantidad son
cubiertas por otra compania reaseguradora.

a) Para cada reclamacion, calcula la probabilidad de que la compania
reaseguradora no tenga que cubrir su cuantia.

b) Siendo el nimero de reclamaciones una v.a. de Poisson de parametro
A = 10. Calcula la probabilidad de que la compaifia reasegurado-
ra no tenga que cubrir ninguna reclamacion, incondicionada al
ntmero de las mismas.

Solucién:
a) P(Y < 1000) = 0,999936.
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11.

b) P(mazY < 1000) = 0,999000.

Considera dos tipos de siniestros A y B independientes. La probabili-
dad de reclamar por A es 0.1 y la de reclamar por B es 0.01, y como
mucho se admite una reclamacién por cada uno de ellos. La cuantia
por reclamacién, para ambos tipos de siniestro sigue una distribucion
exponencial de media 100 euros. Una compania oferta una poliza com-
puesta para cubrir ambos siniestros y cobra una prima por péliza de
30 euros. Se pide:

a) Distribuciéon del ntimero de reclamaciones por poliza. Media y
varianza.

b) Probabilidad de que una poéliza efectiie una reclamacion y que su
cuantia sea superior a los 5 euros.

¢) Media y varianza de la cuantia incondicionada al namero de recla-
maciones.

d) Si la empresa posse 100 polizas independientes, utiliza el T.C.L.
para obtener la distribucién de la cuantia total por reclamaciones.

e) Probabilidad de que los beneficios de la compania superen los
1000 euros.

Solucién:

a) P(X = 0) = 0,891, P(X = 1) = 0,108, P(X = 2) = 0,001, EX =
0,11 y Var(X) = 0,0999.

b) P(X =1NY >5) =0,102732.

c) E(Yr) = 11 euros, Var(Yr) = 2099 euros?.
d) N(m = 1900, 02 = 209900).

e) P(B > 1000) = 0,975.
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Capitulo 4

Principios de calculo de primas

La prima se define como el pago que un asegurado hace a un asegurador
por la cobertura total o parcial contra un riesgo.

El precio correcto, también denominado rating, es vital, pues si es de-
masiado bajo representa una pérdida para la compania aseguradora y si es
demasiado alto se pierde competitividad en el mercado. Analizaremos en
este trabajo algunos de los métodos de célculo de primas, también llamadas
principios de céalculo de primas.

Si denotamos por X a la variable aleatoria que nos representa el riesgo,
un principio de célculo de prima se define como una funcion H(X) que asigna
al riesgo X un ntmero real, que es la prima. En la practica, el principio de
célculo de prima dependeré de la funcién de distribucion F'(x) de la variable
X.

Una vez establecido el principio de calculo de prima a aplicar a un riesgo
X, el siguiente paso serd calcular la prima asociada a X conforme a una
determinada distribucién de probabilidad. En algunos casos, las variables
aleatorias degeneran en variables deterministas. En otras ocasiones, tanto
los costes como el nimero de siniestros son variables aleatorias.

De aqui en adelante, y salvo que se diga lo contrario, el riesgo X repre-
sentard indistintamente el niimero de siniestros, la cuantia por cada uno de
ellos o la cantidad total o agregada.

4.1. Calculo de Primas y Funciones de pérdida

La metodologia de calculo de primas utilizando funciones de pérdida, fue
propuesta en [Heilmann, 1989|, obteniendo de esta manera muchos de los
principios de célculo de primas que ya se utilizaban asf como otros nuevos.
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Consideramos una funcién de pérdida L : R? — R que atribuya a algtn
(z, P) € R?, la pérdida soportada por un decisor que toma la accién P y se
encuentra con el resultado x de algin experimento aleatorio. En este caso la
prima de riesgo se define de la siquiente manera:

Definiciéon 4.1 Dados un riesgo X con funcion de densidad f(x) y una
funcion de pérdida L : R*> — R, la prima de riesgo es el valor de P que
minimiza la pérdida esperada,

/ L(z, P)f(x)dz = E{[L(z, P) (4.1)

donde x es el resultado del experimento aleatorio X y P la prima cobrada
por tomar x.

Si la variable aleatoria X es discreta, se deberd minimizar la expresion:
o0
> L(z, P)P(x)
=0

donde P(x) es la funcion de cuantia de X.
Para obtener las distintas primas de riesgo se consideran funciones de
pérdida de la forma:

= cuadratica
= exponencial
= cuadratica ponderada

de acuerdo con los siguientes resultados:

Teorema 4.1 Si consideramos la funcion de pérdida cuadrdtica dada por
L(z,P) = (z — P)?, resulta

P=H(X)=EfX) (4.2)
denominado principio de prima neta o de equivalencia.

Teorema 4.2 Si consideramos la funcion de pérdida exponencial dada por
L(z,P) = L(e"® — )2, con o > 0, resulta

1
P =H(X) = —log Ef(e™) (4.3)

denominado principio de utilidad exponencial.
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Teorema 4.3 Si consideramos la funcion de pérdida cuadrdtica ponderada,
con peso g(x) = e®®, dada por L(z,P) = e®®(x — P)? con a > 0, entonces,

eaX
P=HX)= % (4.4)

que es el principio de Esscher.

Teorema 4.4 Si consideramos la funcion de pérdida cuadrdtica ponderada,
con peso g(x) = x, dada por L(z, P) = z(z — P)?, entonces,
_E(x?)

P = HX) = 0 = B +

Vars(X)

B (X) (4.5)

denominado principio de varianza.

Los principios de calculo de primas mostradas en los teoremas anteriores
son los més utilizados en la literatura actuarial y pueden estudiarse siempre
que la distribucién de la variable aleatoria X sea conocida.

En el contrato actuarial es habitual considerar que todos o algunos de
los parametros de los que depende la distribucién de probabilidad de X son
desconocidos. La prima calculada de acuerdo con los principios de calculo
de primas mostradas en los Teoremas 4.1- 4.4, depender4 en la préctica de
alguno de dichos parametros.

Por ejemplo, si el riesgo X sigue una distribucién de Poisson de parametro
A >0, P(A), la prima calculada conforme al principio de prima neta vendra
dada por H(X) = EX = A Si el parametro \ es desconocido pero fijo, la
prima se estima y se obtiene como la estimaciéon puntual de A, A

El problema se complica cuando el parametro del que depende la dis-
tribucién de X es a su vez desconocido y aleatorio.

En este caso, el calculo de primas hace uso de conceptos relacionados con
las distribuciones compuestas introducidos en el capitulo anterior.

4.2. Prima colectiva o a priori

Si f(x) denota la funcién de densidad asociada a la variable aleatoria X
y es dependiente del parametro 6, escribiremos f(z,0) 6 f(x/0) para denotar
a su funcion de densidad. En este caso, la variable sera denotada por X/6.
Si ademas 0 es un parametro aleatorio, denotaremos por m(#) a la funcion
de densidad correspondiente.
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Serédn de utilidad, tanto la distribucién compuesta de X en relacién al
pardmetro 6, como las férmulas que relacionan el calculo de los momentos
ordinarios de X en relacion a los de las variables X/0 y 6.

Cuando la distribucién de X depende del pardmetro 6, la prima de riesgo
P depende también del pardmetro desconocido 6 y sera denotada por P(0).
La mejor estimacién de dicha prima es la prima colectiva, cuya definicién
aparece a continuacion.

Definiciéon 4.2 Dados un riesgo X/0, con funcion de densidad f(x/0), sien-
do 0 un pardmetro desconocido y aleatorio con funcién de densidad a priori
7(0) y una funcién de pérdida L : R?> — R, la prima colectiva es el valor Pg
que minimiza la pérdida esperada,

/ L(P(6), Po)x(6)d8 (4.6)
0
siendo P(0) la prima de riesgo definida en (4.1).

La prima colectiva tal y como esté definida en (4.6) es la mejor forma de esti-
mar, ya que optimiza en el sentido de minimo, la prima de riesgo (obviamente
desconocida).

Considerando que la distribucion del riesgo X condicionada a la ocurren-
cia del pardmetro 6 es f(z/0) y que 0 es una variable aleatoria con densidad
7(0), podemos obtener las expresiones de la prima colectiva para los princi-
pios de prima neta, exponencial, Esscher y varianza, sin méas que extender
los Teoremas 4.1-4.4 a este caso.

Teorema 4.5 Para el principio de prima neta con funcion de pérdida cuadrdti-
ca, tenemos que

L(P(9), Pc) = (P(8) — Pc)?

donde la prima de riesgo es P(0) = E(X/0). Entonces la prima colectiva
viene dada por

Pc = Ey(P(9))

Teorema 4.6 Para el principio de utilidad exponencial con funcion de pér-
dida cuadrdtica, tenemos que

1
L(P(6), Po) = — (7 — eoFey?
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donde la prima de riesgo es P(0) = L log E(e®X/?). Entonces la prima colec-

T a
tiva viene dada por
1
Po = = log Ey(e*"?)
e

Teorema 4.7 Para el principio de prima Esscher con funcion de pérdida
cuadrdtica ponderada, tenemos que

L(P(6), Pc) = (") (P(6) — Pc)?,a > 0

donde la prima de riesgo es P(0) = E(X/6e>*/0)

~R(eax7) - Entonces la prima colectiva

viene dada por

_ Ep(P(0)P )

P
O By(eeP®)

Teorema 4.8 Para el principio de prima de varianza con funcion de pérdida
cuadrdtica ponderada, tenemos que

L(P(9), Po) = P(8)(P(6) — Pc)?
donde la prima de riesgo es P(0) = E(X/6) + %. Entonces la prima
colectiva viene dada por
b _ BV _ Vory(P(0)
Ep(P(0))  Ep(P(0))

+ Ey(P(0)).

Es decir, para calcular la prima colectiva en cualquiera de los cuatro
principios de prima, se repite dos veces un mismo calculo. Primero se obtiene
la prima de riesgo, P(6), a partir de la distribucién condicionada de X/6; y
luego, con el mismo procedimiento, se obtiene la prima colectiva Po a partir
de la distribucion de 6.

Ejemplo 4.1 a) Veamos como se calculan la prima de riesgo y la prima
colectiva bajo el principio de prima neta cuando el riesgo, X/0, sigue una
distribucion de Poisson, P(0) y 0 a su vez sigue una distribucion gamma,
~v(a,r), a,r > 0.

En este caso, por el Teorema 4.1, la prima de riesgo es P(0) = E(X/0) =
0 ', mientras que la prima colectiva es por el Teorema 4.5:

r

Po = Eo(P(0)) = Eg(0) = —. (4.7)

!Partimos de conocer que la media de una Poisson de parametro 6 es 6 y la media de

una gamma (a,r) es .
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b) Si utilizamos el principio de varianza, por el Teorema 4.4, la prima de
riesgo es: P(0) = E(X/0) + % =0+ 5 =0+12 mientras que la
prima colectiva es por el Teorema 4.8:

ro = Epo)+ Vgl -
— Ey(0 1)+Vg;ﬂ?9(94:)1>= (4.8)
o = (r+a)P+r
N 5+1+§+1_ a(r+a) =

Ejemplo 4.2 a) En este caso veremos como se calculan la prima de riesgo
y prima colectiva bajo el principio de prima neta, cuando el riesgo X /6 sigue
una distribucion Binomial negativa, Bn(r, ﬁ) con funcion de cuantia:

P(a/6) = r*ﬁ‘l)@@ruz> r=0,12,.

y 0 sigue una distribucion Beta de sequnda especie, con r,a,b > 0 y funcion
de densidad:

7o eb—l

B(CL, b) (7“ + 9)a+b

w(0) =

donde B(a,b) = % y60>0.

Siguiendo de nuevo el Teorema 4.1, la prima de riesgo en este caso es>,

st X/0 € Bn(r, ﬁ),

0

PH) = E(X/0) =r" —¢ (4.9)
r+6

Siguiendo de nuevo el Teorema 4.5, la prima colectiva se calcula como
Po = Eg(P(0)) = Ep(0).

Para calcular la esperanza de 0 hacemos uso del hecho de que su funcion
de densidad integra la unidad,

o —1
dd =1 4.1
0/ B(a,b) (r + 9)“”’ (4.10)

*Partimos de conocer que la varianza de una gamma (a,r) es 3.
3Partimos de conocer la media y la varianza de una Binomial negativa.
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de donde,

[e.e]

eb—l
0

Por tanto, teniendo en cuenta (4.10),

eb—l s
E) = ———df =
(6) r+9)a+b O/T r+9a+b
I(a—1)T(b+1)
r T T(atb) (a —2)!(b)!
Ban @ M) =" T e i - 1
T'(a+b)
b
= r——, sia#1.
a—1
Luego, la prima colectiva es,
rb _
Po = Ey(0) = ——q sia # 1. (4.12)
a p—

b) Si utilizamos el principio de varianza, siguiendo el Teorema 4.4, la
prima de riesgo es

Var(X/0) _o4 O(r+6) 0(r+1)

P) = BX/0) + —prxg) 0 7

+1  (413)

Varg(P(G))
Eo(P(0)) -

Para calcular Varg(P(6)), nos hace falta conocer la varianza de 6 y por
tanto su momento ordinario de orden 2, F(62).

Dicho momento, al igual que la media, se calcula haciendo uso de la
forma de la integral que sabemos hacer de la densidad de una Beta.

Ast,

Y en este caso, la prima colectiva es Po = Eg(P(6)) +

) 1 o ) gh—1 o° gb+1
E = a___~
(6°) B(a,b)o/er (r+9)a+b O/T (r+ @)+t 40 =
r2 o0 ) gb+1 r2
= a—s__ - = 73 — 2 2 =
Blab) 0/’” 1ot = papfl-20+2)
5 (b+1)
= 1,2
r<a_1)(a_2),sza7é
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Luego,

N ST (2 ) . S
Var(e) = B0 [BO)F = [
r?b(a+b—1)
m, sia#£1,2.
De donde,
E(P(0)) = By(1 + 027y =14 LEDD

a—1

_ L+r (L+7)?(a+b—1)
Varg(P(9)) = Var(l+6—=—) = =Sy —g)

siendo a # 1,2. Por tanto, la prima colectiva en este caso resulta ser,

VCLT@( ) _
Ey(P(0))
(1+7)2b(a+b—1)
14+7r)b (e D2(a—2)
- ((a - 1)) " (1+)((1(+T)j) - (4.14)
(L+7)b (14+7)%b(a+b—1)

(a—1) (a—1)(a—2)[(a—1)+ (1 +7)b]’

Po = Eo(P(9)) +

1+

sta#1,2.

4.3. Prima de Bayes o a posteriori

Para obtener la prima de Bayes o a posteriori, debemos combinar la
informacién a priori obtenida del pardmetro 6 y la informacién muestral.
Si la densidad a priori viene dada por 7(6) y & = (x1,...,25) es un vector
que recoge la informacion muestral, la verosimilitud del dato observado sera
L(£/80). Utilizando el teorema de Bayes, la distribuciéon a priori sera:

o LE/0)n) )
m(Z/0) = b[ﬁ(f/@)w(@)dQ a L(Z/0)n(0)

Con lo cual, la prima de Bayes o a posteriori se puede definir de la siguiente
manera;
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Definiciéon 4.3 Dados un riesgo X, (X/6), con funcion de densidad de pro-
babilidad f(x/0), siendo 6 un pardmetro desconocido con distribucion a priori
7(0), una funcién de pérdida L : R*> — R y un vector de datos observados T,
la prima de Bayes es el valor P(Z) que minimiza:

/ LIP(9), P(2)]7(0/%)d0
6

siendo P(0) la prima de riesgo y w(0/Z) la distribucion a posteriori de 0
dada la muestra.

Suponiendo los resultados de los Teoremas 4.1-4.4, para la prima de riesgo,
y 4.5-4.8, para la prima colectiva, se pueden obtener las expresiones de la
prima de Bayes para los principios de célculo de primas vistas anteriormente,
de la siguiente forma:

Teorema 4.9 Bajo el principio de prima neta, tenemos que la funcidn de
pérdida es L(P(0), P(Z))?, donde P(0) = E(X/0) denota a la prima de
riesgo. Entonces la prima de Bayes viene dada por

P(Z) = Erg/a) | Ef(X/0)],
donde w(0/Z) es la distribucion a posteriori de 6 dado .

Teorema 4.10 Para el principio de utilidad exponencial, tenemos que la
funcion de pérdida es L(P(0), P(Z)) = é(eap(e) — e*P@)2 siendo la prima
de riesgo P(6) = L log E(evX/9).
Entonces la prima de Bayes viene dada por:
. 1
P(z) = —log Er(oyz)(e*F®)

donde w(0/Z) es la distribucion a posteriori de 6 dado .

Teorema 4.11 Para el principio de Esscher, tenemos que la funcion de
pérdida es L(P(9), P(Z)) = e“PO(P(0) — P(£))?, « > 0, siendo la prima

. aX/ . .
de riesgo P(0) = %ex/};;) . Entonces la prima de Bayes viene dada por:

Er o)z [P(0)e*P )]
caPO]

P(&) =
Er0/3)!

donde w(0/Z) es la distribucion a posteriori de 6 dada .
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Teorema 4.12 Para el principio de varianza, tenemos que la funcion de
pérdida es L(P(0), P(Z)) = P(0)(P(0) — P(Z))?, siendo la prima de riesgo
PO)=E(X/0)+ %)%)9). Entonces, la prima de Bayes viene dada por:
Er(0/2)P(0)]?

P@) = Er0/3P0)]’

donde w(0/Z) es la distribucion a posteriori de 6 dada .

A la vista de los resultados mostrados en los Teoremas 4.9-4.12, calcular
la prima de Bayes equivale a utilizar las férmulas de la prima colectiva da-
dos en los Teoremas 4.5-4.8, reemplazando la distribucién a priori 6, por la
distribucién a posteriori de 6 dado Z.

En este sentido, seran ttiles las familias de distribuciones conjugadas.
Existe una clase de distribuciones a priori conocidas como distribuciones
conjugadas, en las cuales se da que si la distribuciéon a priori es de la familia
conjugada, la distribucién a posteriori lo serd también.

Definicion 4.4 Supongamos que el modelo que genera los datos X tiene dis-
tribucion f(x/0). Una familia de densidades a priori F para el pardmetro 6,
se dice conjugada para el muestreo dado por f(x/0) si para cualquier densidad
a priori w(0) € F se confirma que la densidad a posteriori es proporcional al
producto de la verosimilitud y dicha distribucidn a priori,

w(0/Z) o L(Z/0)m(0)
y por lo tanto es también una densidad de la familia F.

En la practica consideramos familias conjugadas aquellas que aparecen
de forma natural en los procesos de muestreo mas habituales. Veamos los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.3 Teniendo en cuenta que el riesgo X/0 sigue una distribucion
de Poisson, P(0), y 0 sigue una distribucidn gamma, vy(a,r). Obtendremos
que la distribucion a posteriori w(0/x) € y(a+n,r+nZ). Es decir, la clase de
densidades a priori y(a,r) es conjugada para el muestreo de Poisson. Para
verlo, calculamos la verosimilitud:

. B ‘911 _ ga:n B 9:(:1+...+xn _ Qna?
L(Z/0) =e 0 e 0 _—emZ om0~
1! Tp! r1l...z,! r1l...z,!
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n

Teniendo en cuenta que T = duegonr =x1+ ...+ Y

_ a” —ab pgr—1
W(G)fr(r)e 0" .

FEntonces:
gn:f ar
z1l.ap! T(r)

r
a e—(a+n)99nf+r—1

L(r)xi!l..zp!

L(Z/OrB) = e e 0gr-1

—(a+n)90nf+r—1

o €

Por lo tanto: ©(8/%) € v(a + n,r + n).

Ejemplo 4.4 Teniendo en cuenta que el riesgo X/0 sigue una distribucion
Binomial negativa, Bn(r, HL@), y 0 stgue una distribucion Beta de sequnda
especie Be(r,a,b). Obtendremos que la distribucion a posteriori, w(0/x) €
Be(r,a + nr,b + nx) y por tanto, la clase de densidades a priori Beta de
sequnda especie (r,a,b) es conjugada para el muestreo mediante una Binomial
negativa.

En este caso, la verosimilitud L(Z/0) o (:15)" (-25)%1% y 7w() =

r+6 r+6
de donde, L(Z/0)m(0) «

ra 9b71

9b+ni71
B(ab) (r+0)att’ luego

(r+0)ni+a+b b2

w(0/%) € Be(r,a+ nr,b+ nx).

Ejemplo 4.5 a) Veamos cémo se calcula la prima de Bayes bajo el principio
de prima neta, cuando el riesgo X /0 sigue una distribucién de Poisson, P(0),
y 0 sigue una distribucion gamma, v(a,r), a, 7>0.

Segin el Teorema 4.9, la prima de Bayes bajo el principio de prima neta
es: P(T) = Erg/z)(P(0)), donde P(0) = E(X/0) = 0.

Teniendo en cuenta el Ejemplo 4.3, la distribucion a posteriori de 0/% es
v(a +n,r + nx).

Por lo tanto la prima de Bayes serd:

T+ nT

P(T) = Ergz)(E(X/0)) = Erg/2)(0) = (4.15)

a—+n

b) Si utilizamos el principio de varianza, por el Teorema 4.12, la prima
de Bayes serd:

Varz gz (P(9))
Er/z(P(0)) ’
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donde P(0) = 6 + 1. Entonces:

Va'f'ﬂ(g/j’)<0 + 1) r+nx (Zizg)g
P(@) = Enen@+1)+ = HR== e
() 0/9)(6 +1) Ergs(0+1)  a+n T
_ (r+nZ+a+n)’+r+nt (4.16)
o (a+n)(r+nx+a+n) ‘

Ejemplo 4.6 a) En este caso, veremos cdmo se calcula la prima de Bayes
bajo el principio de prima neta, cuando el riesgo X /6 sigue una distribucion
Binomial Negativa, Bn(r, +rg) con funcion de cuantia:

Tl eyt =012,

P/ = "I G

donde B(a,b) = Fr(gzig) y 0 > 0, sigue una distribucion Beta de sequnda
especie de pardmetros r,a,b.

Segiin el Teorema 4.9, la prima de Bayes serd: P(T) = Erg/3FE(X/0)

Teniendo en cuenta el Ejemplo 4.4, la distribucion a posteriori de 0/ es
Beta de pardmetros (r,a + nr,b+ nx).

Ademds si X/0 € Bn(r, -15), también hemos visto en el Ejemplo 4.1 a)
que E(X/0) = 0, siendo en este caso la prima de riesgo P(0) = E(X/0) = 0.

Por lo tanto, la prima de Bayes serd, P(T) = Erg/z) (P(0)) = Erg/z) (0).
Si B0 = aibp siendo 0 € Beta de pardmetros (r, a, b), sustituyendo los
pardmetros de la distribucion a posteriori, obtenemos que la prima de Bayes,
bajo el principio de prima neta es en este caso,

. b+ nz
P(Z) = Erg/z)(0) = T 1

b) Andlogamente si utilizamos el principio de varianza, la prima de riesgo
(ver Ejemplo 4.1b)) es: P(0) = E(X/0)+ Vg?)(()%?) = 9(“;1) +1, y por tanto,
la prima de Bayes es:

(147)2(b+nz) (at+nr+b+nz—1

Var gz (P(9)) (atnr—1)2(atnr—2)
P(Z) = E.gm(P0))+ — 14 -
) @2 (6] Erg/z)(P(9)) 14 LEline
. (1+7)(b+nx)
a+nr—1
2 ; v
n (1+7r)*(b+nz)(a+nr+b+nz—1) (4.17)

(a+nr—1)(a+nr—2)[(a+nr—1)+ (1+7r)(b+ nz)

Ezpresion andloga a la obtenida en el Ejemplo 4.1 b) (4.14) para la prima
colectiva, donde ahora a + nr reemplaza al pardmetro a, y b+ nx reemplaza
al pardmetro b.
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Capitulo 5

La teoria de la credibilidad

5.1. Introducciéon

Esta teoria se define como el conjunto de técnicas que permiten al ase-
gurador ajustar de modo sistemético, en funcién de la experiencia de sinies-
tralidad, las primas de los seguros.

Ademas, se ocupa de medir la importancia que ha de tener la informacion
de un individuo frente a la informacién de la cartera de seguros en relacién
a la prima que debe satisfacer.

Uno de sus principales usos se presenta en el seguro de automovil, son los
denominados sistemas de tarificacion bonus-malus. En ellos, la prima inicial
se va transformando sucesivamente a medida que se incorpora la informacion
de la siniestralidad. Con este sistema, el asegurado puede ver bonificada
o penalizada su prima particular dependiendo de su propia experiencia de
reclamaciones.

En las ultimas décadas, el sector financiero ha sufrido un gran cambio,
debido principalmente a la globalizacién de los mercados, a las nuevas tec-
nologias, al desarrollo de complejos productos derivados y a la incorporacién
a los mercados de paises subdesarroyados. Por todo ello, es de vital impor-
tancia para alcanzar el éxito en la gestion financiera, el control y la medicién
de riesgos. De ahi que haya nacido el riesgo operacional, el cual es un riesgo
adscrito a sucesos que no incluyen los de mercado ni los de crédito, y que
pueden tener una procedencia interna y/o externa.

Para modelizar el riesgo operacional de acuerdo con las nuevas indica-
ciones regulatorias conocidas como Basilea 11, se esté realizando un esfuerzo
en la implementacién de procedimientos tanto cualitativos como cuantita-
tivos.
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5.2. Concepto y perspectiva historica

“Proceedings” fue el primer trabajo publicado sobre teoria de la cred-
ibilidad. Fue escrito por [Whitney, 1918], el cual se basé en el trabajo de
[Mowbray, 1914 para realizarlo. Dicho texto propone que de una forma sim-
ple, la prima que se debe pagar por parte del asegurado incluya su experiencia
individual y la de la cartera de seguros:

P=ZX+(1-2)C (5.1)

donde X es la experiencia individual, C' la informacién que se dispone sobre
el colectivo y Z un factor de ponderacién denominado factor de credibilidad.
Ademss, el factor de credibilidad Z deberia satisfacer lo siguiente:

= Ser una funcién del tiempo de vigencia de la poliza, n, por tanto Z =
Z(n)

= Ser una funcién creciente en n, de modo que se aproxime a 1 cuando
n tienda a infinito, mientras que tienda a 0 cuando n tienda a 0. Por
tanto, si n = 0, supondriamos que se trataria de un contrato nuevo y
la prima a cobrar serfa C. Por otro lado, si n tiende a infinito, la prima
estara basada en la experiencia individual, por lo que la prima seria
X

7

= 7/ deberia ser también una funcién creciente de la varianza de las primas
teoricas, con limite 1 cuando aquella tiende a infinito y 0 cuando tiende
a 0.

[Hickmann, 1975] propuso que la teoria de la credibilidad es el mecanismo
que permite el ajuste sistematico de las primas de seguros conforme se obtiene
la experiencia de siniestralidad.

Por otro lado, [Hewitt, 1970] define credibilidad como un estimador lin-
eal de la prima teérica esperada que sea una combinacién convexa entre la
hipoétesis y la observacion.

A mediados del siglo XX, empez6 a tener importancia una nueva vision
de la estadistica, la Bayesiana. Muchos estimadores Bayes y su distribucién
a priori natural conjugada respondian a la propuesta de [Mowbray, 1914],
[Whitney, 1918] y [Bailey, 1945]. En este aspecto destacamos el trabajo de
[Mayerson, 1964| en el que por primera vez se utilizan los términos credibil-
idad y estadistica Bayesiana.

En 1975 se publicé el texto “Credibility. Theory and Applications”, el
cual incluye todo el conocimiento existente hasta la fecha sobre la teoria de
la credibilidad.
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Lo que hoy en dia se entiende por teoria de la credibilidad moderna
surge con la publicacién del modelo de distribucién libre, publicado por
[Bithlmann, 1967]. El objetivo de este modelo es estimar la prima corre-
spondiente a un asegurado o grupo, que forman una péliza en una cartera
de seguros, restringiéndose a las primas lineales y utilizando el método de
los minimos cuadrados.

Posteriormente en [Bithlmann y Straub, 1972] se generaliza el modelo
clasico de |Bithlmann, 1967| a una cartera de seguros. La solucion obtenida
es méas general que la del modelo de [Bithlmann, 1967], ademas de incluirla
como un caso particular.

Pocos afios mas tarde, [Jewell, 1974| se planteo el problema de considerar
como verosimilitud asociada al nimero de reclamaciones. La solucion fue que
el estimador de la prima neta admitia siempre una expresién lineal, con el
factor de credibilidad igual al de [Biihlmann, 1967].

Otro tipo de modelos tienen en cuenta el hecho empiricamente con-
trastado de que las distribuciones del ntimero de siniestros en el ramo de
automoviles estdn muy cargados de ceros, incorporando las distribuciones
infladas de ceros, ver [Boucher y Denuit, 2007]. Ademaés, se han propuesto
modelos de credibilidad tipo panel, basados en varios periodos de tiempo,
ver [Gajek et al., 2007].

5.3. Credibilidad total

Si los asegurados tienen una experiencia de reclamacién favorable, quer-
ran que la prima que tengan que pagar esté basada en su experiencia de
siniestralidad. Sin embargo, esto sélo serd posible si la experiencia de recla-
macioén es estable. Para resolver este problema, una manera es suponer que T
es estable si existe una probabilidad alta de que la diferencia entre Z y € sea
pequena, siendo € la media tedrica de Z. Esto requeriria admitir credibilidad
total si se verifica:

Pr(lz —¢/ <ce)=Pri((l—ce<z<(1+c))] >p (5.2)

siendo 0 <p<1lyec>0.
La formula (5.2) también se puede escribir de la siguiente forma:

:E—e|<ce\/ﬁ
o/v/n T o

Pr(]
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Ademis, X, se define como:

X, = mfx{PT(lf/:/%I <) > p}

Si suponemos que T sigue una N (e, ﬁ) Esta tltima expresion equivale a:

T—€
Pr

(- NG
donde X, es el cuantil 1 — £. Asi, tendremos que X, es 1,96 si suponemos
que p es 0,95.

Por tanto, de (5.3) para suponer credibilidad total, se ha de verificar que:

| <Xp)=p (5.4)

ce\/ﬁ>X
= Ap

g

que es lo mismo que el coeficiente de variacion

g C n
m="7<vi=y[y (55)

es decir, que el coeficiente de variacion es menor o igual que \/n/\p.
Asi, se supondré credibilidad total si,

n > )\0(%)2. (5.6)

En la practica, si la experiencia del asegurado es suficientemente grande,
de acuerdo al Teorema Central del Limite, la variable aleatoria (z—x)/(o/n)
sigue una distribucién N (0, 1) aproximadamente. Asi, obtenemos que la for-
mula (5.4) puede escribirse como p = 2®(X,,) — 1, donde ®(x) es la funciéon
de distribucion de la normal tipificada. Y X, es el cuantil 1 — p/2 de la
distribucién normal tipificada.

Ejemplo 5.1 Se cuenta con la experiencia x;, donde j = 1,...,n, de un
contrato de sequro y que x1, ..., T, son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tipo Poisson (6 = 200). ;Cudl es el valor mds
pequeno de n para considerar credibilidad total? Suponiendo que ¢ = 0,04
y que p = 0,95, y, ademds, teniendo en cuenta que la aseguradora tarifica
atendiendo sélo al nimero de reclamaciones, X;, i =1,...,n son i.i.d. € P(0)
con 6 = 200. Entonces, EX; = VarX; = 200. Ademds, E(z) = 200 y

Var(z) = /2.
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Si suponemos que p = 0,95, obtenemos que el area 1 —p/2 = 0,025. Por
lo que ®(t,/2) = 0,975. Y entonces X = t,/o = 1,96.
En este caso, por ser una distribucion de Poisson, € = o2 = 200. En-

tonces, \o = (%)2 = ((1)’(9)2)2 = 492 = 2401.

Segquin (5.6), n > Ao(2)? = 2401(*322)? = 12,005.
Por lo tanto, si los contratos son anuales, hardn falta algo mds de 12
afios para asumir credibilidad total.

5.4. Credibilidad parcial

En la préctica, para muchos asegurados la experiencia de siniestralidad
es insuficiente para suponer credibilidad total, es decir Z(n) = 1. En la
credibilidad parcial, la prima es una combinacién lineal convexa entre la
experiencia del asegurado y la del colectivo, de modo que:

P=2Zmnz+[1-Zn)M

Para obtener la prima, habra primero que obtener Z(n), y dado que:

2
Var(P) = Var[Z(n)z + [1 — Z(n)]M] = (Z(n))*Var(z) = (Z(n))Q%,
igualando este altimo término a €?/\g resulta,

Z(n) = (e/a)y/n/Xo

Y asi, obtenemos que

Z(n) = mm{;\/T0 1) (5.7)

Ejemplo 5.2 Con los datos del Ejemplo 5.1, vamos a calcular el factor
de credibilidad para una experiencia de reclamaciones correspondiente a 10
anos.

En este caso:

200 10
(n) (10) = min { 00V 2401

Es decir, en mds de un 90% se considerardn los datos del colectivo y en
menos del 10 % los del individuo a la hora de calcular la prima.

1} = min {0,9126,1} = 0,9126.
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5.5. Credibilidad e inferencia Bayesiana

En general, cuando se quiere tarificar un riesgo nuevo no se dispone de
datos, por ello resulta tutil el uso de distribuciones a priori.

El problema de la teoria de la credibilidad consiste en calcular la pon-
deracion que afecta a la experiencia de la siniestralidad de una péliza respecto
a la experiencia de un colectivo al cual pertenece dicha péliza.

Si consideramos la siguiente tabla, la cual consta de k asegurados y n
periodos de observacién de las mismas.

1 2 ] Lk
1 X11 X21 le Xkl
X12 X22 ng ng
n Xln Xgn Xjn an

La teoria de la credibilidad determina una prima establecida como una
combinacién lineal o convexa entre la experiencia de un asegurado y la del
colectivo. Esta expresion se puede escribir de la siguiente forma:

Py =[1—Zm) Py + Z(n)] P,
de donde:
= Pj esla prima a aplicar a los asegurados del riesgo j.
= Py es la prima del colectivo al que pertenece el asegurador j.

» Pj es la prima obtenida en base a la experiencia del asegurado j.

= Z(n) es el factor de credibilidad que verifica:

lim Z(n) =1

n—oo

siendo n el nimero de expuestos al riesgo j o el periodo de observacion
de la péliza j.

También se puede escribir de la siguiente forma:

Prima (a posteriori) = [1 — Z(n)] Prima (a priori) + Z(n) Experiencia observada
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Segun la definicion propuesta por [Hickmann, 1975], la teoria de la credibil-
idad es un mecanismo que permite el ajuste sistematico de las primas de
seguros a medida que se obtiene la experiencia de siniestralidad.

Asi, la teoria de la credibilidad sigue un esquema bayesiano, dando en-
trada a la informacién a priori con la informacién muestral, para obtener
finalmente una situacién revisada de la prima.

Ejemplo 5.3 Comprobaremos que la prima Bayes, bajo el principio de pri-
ma neta, obtenida en el Ejemplo 4.5 a) donde X /0 seguia una distribucién
de Poisson, P(0) y 0 una distribucion v(a,r), a,r > 0, se puede escribir
como una formula de credibilidad.
La prima de Bayes obtenida en (4.15) puede escribirse como:
a r nT

P& =~

aa+n a+n

donde se ha multiplicado y dividido el primer término por a. Entonces resulta.:

roa n a

P(%) = - T = E(0 r=PFPc(l1-2 Z(n)x
() aa+n+a+nx ()a+n a+nw o (n) + Z(n)

donde Z(n) = arn ¥ Po es la prima colectiva que en este caso viene dada

por Pc =7, a>0.

Ejemplo 5.4 Comprobaremos que la prima de Bayes obtenida en el Ejemplo
4.6 a), donde X/0 sequia una distribucion Bn(r, 15) y 0 una distribucion
Beta de segunda especie de pardmetros r,a,b > 0, se puede escribir como
una formula de credibilidad.

La prima de Bayes obtenida fue:

b+ nzx

P@)=r———
a+nr—1

Multiplicando y dividiendo por a — 1, se obtiene:

P = (a—1)r(b+nz) b a—1 n r(a —1)nz
~ (a—-D(a+nr—1) a—-la+nr—1 (a—1)(a+nr—1)
(a—1) nr B B
C(a+nr—1)+a+nr—1x et (n)) + Z(n)z
donde Z(n) = e y Po= ab_Tl es la prima colectiva.
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Los ejemplos anteriores muestran un resultado que probaron en las dé-
cadas de los 50 y 60 [Bailey, 1945] y [Mayerson, 1964] y es que la férmula
de la credibilidad coincidia con el estimador (prima) de Bayes para deter-
minadas combinaciones de verosimilitures y funciones a priori. Por ejemplo,
para los pares Poisson-Gamma o Binomial negativa-Beta.

Posteriormente, [Jewell, 1974|, demostré que estos resultados no eran
mas que casos particulares del caso general, consistente en considerar co-
mo verosimilitud la familia exponencial.

En definitiva, el estimador de credibilidad de Biihlmann es igual al de
Bayes de la prima en un gran niimero de casos. Esto ocurre, por ejemplo, si
la distribucién a priori es conjugada y la verosimilitud es un miembro de la
familia exponencial.

Entonces, como hemos visto en los Ejemplos 5.3 y 5.4, el estimador
del factor de credibilidad de Biihlmann de la prima neta coincide con el
Bayesiano.

5.6. Sistema bonus-malus

Con objeto de reducir el nimero de reclamaciones en el sector del seguro
de automoviles, las companias Europeas introdujeron el sistema de tarifi-
caciéon bonus-malus. Este sistema premia a los conductores que no experi-
mentan reclamacién, los buenos, penalizando a los malos.

Es un sistema de tarificacion en el que la prima inicial, a medida que se
incorpora a la experiencia de siniestralidad, se va modelando. Para ello se
parte de un nivel neutro en el cual, el asegurado entra en la categoria bonus
para niveles inferiores o, por el contrario, en la escala malus para niveles
superiores.

Este sistema esta basado en el ntimero de reclamaciones, y no en la cuan-
tia. La prima se expresa como una funcién del namero medio de reclama-
ciones Z, donde nz = Y_i* | x;, y del periodo de tiempo n. Representaremos
la prima bonus-malus mediante Ppps(Z,n).

Aplicando este sistema, un asegurado que no presente en el periodo actual
ninguna reclamacion, se vera bonificado en el siguiente periodo mediante un
descuento de su prima. Por otro lado, si se da el caso contrario, el asegurado
verd incrementada su prima. Luego, tendran que verificarse las siguientes
reglas de transicion:

aPB]w(.f, n)
0T

aPB]w((f, n)

0
on <

> 0,
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5.6.1. Calculo de primas bonus-malus. Método Bayesiano

Para que la prima bonus-malus cumpla las reglas de transicién, utilizando
la metodologia bayesiana, se debe cumplir:

P(%)
Pc’

fﬁyw(f,n)zz

donde P(¥) es la prima de Bayes y Pc es la prima colectiva. Es decir, se
divide la prima de Bayes entre la prima colectiva.

Ejemplo 5.5 Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los Ejemplos
4.1y 4.5, donde X/0 sequia una distribucion de Poisson, P(0) y 0 una
distribucion gamma, vy(a,r), a,r > 0. Calcular la prima bonus-malus:

a) Bajo el principio de prima neta, obtuvimos que la prima colectiva
Pc = = y la prima de Bayes, P(T) = Tainf, Por lo que, para obtener la
prima bonus-malus, tendremos que dividir la prima de Bayes, P(¥), entre la

colectiva, Ppo.

r+nx —
_ (r+nz)a
Py (7,n) = 47 = (a+n)r

a

(5.8)

b) Bajo el principio de varianza, obtuvimos que la prima colectiva era

= (r+a)’+ - — _ (rtnZtatn)®trinz
Po = Iy 4 prima de Boyes, P(3) = G2Eteimirins

prima bonus-malus es,

. Entonces, la

[(r +nZ 4+ a+n)?+7r+nz)[alr + a)]
[(a+n)(r+nZ+a+n)][(r+a)?+7]

fﬁyw(f,n)zz (59)
Ejemplo 5.6 Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los Ejemplos
4.2y 4.6, donde X /0 sequia una distribucion Binomial negativa, Bn(r, :35)
y 0 una distribucion Beta de sequnda especie con r,a,b > 0. Calcular la
prima bonus-malus:

a) Bajo el principio de prima neta; obtuvimos que la prima colectiva era

Pe = rﬁ y P(Z) = r%. Entonces, la prima bonus-malus es:
b+nz)(a—1
Ppag(z,n) = OHmle 1) (5.10)

bla+nr—1)
b) Bajo el principio de varianza, segin (4.14) la prima colectiva fue:

(I+7)b (1+7)%b(a+b—1)

Fe = Ty T o D@ —2a— D+ -0
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mientras que la prima de Bayes segin (4.17) fué:

(1+7)(b+n7) (1+7)2(b+nz)(a+nr+b+nz —1)

P(@) =1+ (a4 nr—1) (a+nr—1)(a+nr—2)[(a+nr—1)+ (1 +7)(b+ nT)]

Por lo tanto, la prima bonus-malus es:

1+7)(b+nZT) + (147)2(b+nz)(a+nr+b+nz—1)
(a+nr—1) (a+nr—1)(a+nr—2)[(a+nr—1)+(1+r)(b+nz)] (5 11)
1+ (1+7")b_|_ (14+7)2b(a+b—1) ’
(a—1) (a—1)(a—2)[(a—1)+(1+r)b]

1+

PBM(i’,n) =
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Capitulo 6
Decisién y riesgo

Considera un juego en el que el concursante puede ganar 100 euros con
probabilidad %, 0 euros con probabilidad % o perder 40 euros con probabilidad
%. La ganancia esperada en este juego seré:

1 2 2
5(100) + 5(O) + 5(—40) =4

En general, cualquier juego de este tipo se puede representar por una v.a.
X con una distribucién de probabilidad especifica. Hay que entender que un
valor positivio de la variable representa una ganancia monetaria real para la
persona y que un valor negativo de X representa una pérdida (o ganancia
negativa). La ganancia esperada del juego es simplemente el valor de E(X).

Aunque dos juegos muy distintos pueden tener la misma ganancia esper-
ada, una persona que deba elegir entre ambos, tendréd preferencia por uno
de ellos.

Por ejemplo un juego alternativo al anterior, podia ser aquel en el que
en el que el concursante puede ganar 400 euros con probabilidad %, o perder
392 euros con probabilidad % En este caso, la ganacia esperada en este
segundo juego es la misma que en el anterior, 4 euros, aunque existe la
misma probabilidad de que el concursante gane 400 o de que pierda 392.
Veremos que esta segunda situacién comporta un riesgo mayor.

6.1. Funciones de utilidad

Las funciones de utilidad surgen dentro de la teoria de la utilidad durante
las décadas de 1930 y 1940 para describir preferencias de una persona entre
juegos como los que acabamos de mostrar.
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De acuerdo con esta teoria una persona preferira un juego X para el que
la esperanza de una cierta funcion U(X) sea un maximo, antes que un juego
para el que simplemente E(X) sea un méaximo. La funcién U se denomina
funcion de wutilidad y representa el valor que asigna cada persona a cada
cantidad posible z, o lo que es lo mismo, el valor real para la persona de
ganar la cantidad .

Si la funcién de utilidad para el concursante anterior es U,

1

2 2
B[U(X)] = U(100) + £U(0) + zU(~40)

ElUY)] = %U(400) + %U(—392)

La persona preferira el juego para el que la utilidad esperada de ganancia,
sea mayor. Formalmente, la funcién de utilidad de una persona se define como
una funcién con la siguiente propiedad: Cuando la persona debe elegir entre
dos juegos X e Y, preferira X a Y, si E[U(X)] > E[U(Y)], y sera indiferente
aXeYsi E[U(X)] = FE[U(Y)]. Cuando la persona esté eligiendo entre mas
de dos juegos, elegira aquél, X, para el que el valor F[U(X)] sea maximo.

En un contexto general, las funciones de utilidad se suelen clasificar como
lineales, concavas y convexas.

En el caso de funciones de utilidad lineales, por ejemplo, U(x) = ax + b,
donde a,b € R, se cumple que para cualquier v.a. X: E[U(X)] = aE(X) +
b. Por tanto para cualesquiera juegos X e Y, la desigualdad E[U(X)] >
E[U(Y)], se cumple si y s6lo si se cumple E(X) > E(Y).

En otras palabras, una persona con una funcién de utilidad lineal, elegira
un juego donde la ganancia esperada sea mayor.

Analicemos el caso de una funcion de utilidad logaritmica, por ejemplo,
U(x) = log(x +400) para x > —400. Una persona que tenga esta funcion de
utilidad no puede elegir un juego en el que exista alguna posibilidad de que
su ganancia sea —400 o menos. Para los juegos X e Y definidos antes:

1 2 2
EU(X)] = 5[09(500) + glog(400) + glog(360) =
1 2 2
= 52,698 + 52,6020 + 52,556 = 2,6028

1 1 1 1
E[U(Y)] = 5log(800) + 3log(8) = 52,9030 + 50,9030 = 1,903
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Ademas la utilidad de no aceptar ningin juego es U(0) = log(400) =
2,6020. Puesto que E[U(X)] > E[U(0)] > E[U(Y)], la persona elegiria el
juego X. Si dicho juego no estuviera disponible, preferiria no jugar, antes de
aceptar el juego Y.

Si la funcién de utilidad es cuadratica, por ejemplo, U(x) = z2, para
x > 0. Tendriamos que para los juegos definidos antes:

1 2 2

ElUX)] = 5(100)2 + 5(0)2 + 5(—40)2 =
- 110000 + g0 + g1600 = 2640
5 5 5 -

1 1 1 1
E[U(Y)] = 5(400)° + (~392)° = 7160000 + 5153664 = 236832

Por lo tanto la persona elegiria el segundo juego, Y, antes que el primero X,
y antes que no jugar, pues F[U(0)] = 0.

En el contexto actuarial, y en general en el econémico, consideraremos
que las funciones de utilidad son céncavas, (como —z?, logz, etc) o lo que
es los mismo, que existe aversidn al riesgo. Cuando la funcién de utilidad de
una persona es lineal se dice que es indiferente al riesgo, mientras que si es
convexa, se dice que es aficionada ol riesgo.

6.2. Funciéon de riesgo

El riesgo es considerado una media de desutilidad, puesto que la compaiiia
preferira situaciones menos arriesgadas a situaciones més arriesgadas.

Asi conocer la funcién de riesgo, nos permitird conocer el orden de pref-
erencias de la compaifa.

Una forma de definir el riesgo, es la basada en considerarlo como la disper-
sion de la variable que nos define el juego. La definicién que consideraremos
aqui, serd la desviacion tipica, raiz cuadrada de la varianza, en nuestro caso
de la cuantia por reclamacién de los siniestros.

Asi,

r=SD(X) = \/E(X - B(X))?

seré el valor que trataremos de minimizar, cuando el valor esperado del juego,

E(X) sea dado.
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La decisién en un contexto de riesgo medido en términos de desviaciones,
serd la de elegir aquel juego que con el mismo valor esperado tiene menor
desviacion tipica como medida de la dispersion del riesgo.

En el contexto que carteras de seguros, fondos de inversion, etc, donde se
trata con eventos que tienen probabilidades pequenas de ocurrir, pero donde
la cuantia toma en general valores altos (pérdidas elevadas), veremos que
la medida del riesgo definida anteriormente, conduce a valores de éste muy
elevados.

En el caso de los dos juegos planteados al principio del tema, para de-
scribir el primero, podemos utilizar la v.a. X, tal que

HX:HM:%,I%K:m:f Puz>4m2§

donde, la ganacia esperada es E(X) = 4 euros con un riesgo de r; =
SD(X) = 51,22 euros.

En el caso del segundo juego, si empleamos una v.a. Y para describirlo,
tenemos:

1 1
P(Y =400) = 5, P(Y =-302) =

donde, la ganacia esperada es la misma, E(Y') = 4 euros con un riesgo mucho
mayor, o = SD(Y) = 396 euros.

Estas dos situaciones ilustran el hecho de que, a igual beneficio esperado,
en una situaciéon de mayor riesgo hay una probabilidad més alta de obtener
una mayor pérdida.

Dado el carédcter introductorio de esta seccién, no nos plantearemos de
momento el diseno de carteras de seguros o fondos de inversion 6éptimos, sino
que veremos, dada una deteminada cartera, de qué forma puede cubrirse la
compania contra estos riesgos elevados.

Dicho de otro modo, en el caso de carteras de seguros, calcularemos las
primas que debe cobrar la compaiia para cubrirse en esta situacién de riesgo.

6.3. Utilidad con nivel de riesgo ¢

Consideremos una funcién de utilidad definida sobre el espacio de posibles
resultados €2, es decir Q = {S}, tal que la v.a. X describe la utilidad de S,
X = U(S). Asi podemos hablar de P(X = U(S) < a) para un cierto valor
a € R.
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Definicion 6.1 Para un valor € prefijado, se denomina utilidad con nivel de
riesgo €, al valor a tal que

P(X=U(S)<a)>c¢
y tal que
P(X=U(S)>a)<1—c¢

El valor a es tal que la funcién de distribucion de la utilidad, H = Fx,
en €1, es al menos e. Es decir a = H(S, €).

El siguiente resultado, conocido como indiferencia con respecto al azar,
nos indica que da lo mismo trabajar con S que con X = U(S).

Proposicion 6.1 Se verifica la siguiente igualdad:

Demostracion:
Llamemos a1 = H(U(S),¢) i.e. si X = U(S),

PUX) <a1) >,
Si la funcién de utilidad, U es estrictamente mondtona,
PU(X) <a)=P(X <U ' (a1)) > ¢,
donde a = U~!(ay) es la utilidad con nivel de riesgo €, i.e. a = H(S, €) luego,
a1 = H(U(S),¢) = Ula) = U(H(S,€))

A continuacién estudiaremos un caso particular con gran interés en los
estudios actuariales, la situacién de ruina.

6.4. Probabilidad de ruina

Consideremos una compania que se pone en marcha con una reserva
econ6émica inicial que denomiraremos W. Si Z es la v.a. que representa la
capacidad econémica de la empresa en un determinado momento, la probabi-
lidad de ruina, es la probabilidad de que la compania deba cesar su actividad
por no disponer de reserva alguna. Matematicamente,

P(Z < -W)=P(Z+W <0)
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Cada momento o periodo de estudio se denomina unidad de riesgo, y si
Z < =W, decimos que se ha producido la ruina en dicha unidad de riesgo.

Consideremos conocida la distribucion de Z, en particular su funcién de
distribucién, Fz, asi la probabilidad de ruina, 7, es

T =Fz(-W)=P(Z < -W)=P(Z+W <0)

Dada la definicién de Z, es habitual su caracter continuo. Mirando la
expresion anterior, se puede interpretar que la reserva econdémica inicial con
signo menos, es la utilidad con nivel de riesgo 7. También se puede decir que
dicha reserva es la desutilidad a ese nivel de riesgo.

Como nuestro interés se centrard en conocer la probabilidad de ruina,
para ello, tendremos las siguientes opciones:

1. Conocer la funcién de distribucién de la capacidad econémica, Fy y
calcular m = Fz(—W).

2. 5i no conocemos Fy de forma exacta o su expresion resulta muy com-
plicada de manipular, y estamos en situaciéon de emplear el T.C.L.;

aproximar la distribucion de Z a N(m, o), 7 ~ gf)(*WU*m).

3. Si no conocemos Fz ni estamos en situacion de emplear el T.C.L.;
utilizaremos la cota que nos proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 6.2 Sea R(Z) una funcion mondtona decreciente, tal que
E(eR(Z)) < 1. Entonces, la probabilidad de ruina es siempre menor o igual
que e W) EBs decir,

T < e~ R(=W)
Demostracion:
[e'e) —-W
1 > E(eR(Z)):/ @ dF,(2) 2/ @A, (2) >

-
> eR(_W)/ dFy(z) = MP(Z < —W) = f1Wg

—0o0
Despejando, de la desigualdad, se obtiene el resultado

T < e BE=W)

Veremos ahora la utilidad de la cota proporcionada por este resultado.
Si identificamos la funcién R(z), podremos acotar la probabilidad de ruina
de forma sencilla.
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Recordemos la expresion de la funciéon generatriz de momentos de una
v.a. continua Z, esto es,

az(u) = E(e*?) = /_o:o e f(z)dx

Para analizar el crecimiento o decrecimiento de esta funcién, analizamos
la forma de la integral

0 oo
az(u) = / e f(z)dz +/ e f(z)dz
—o0 0

Sabemos que az(0) =1y o/, (0) = m > 0, luego es creciente en 0. Asi, si
las probabilidades P(Z < 0) y P(Z > 0) son no nulas a la vez, az(u) — oo,
cuando u — 0o o cuando u — —o0, ya que el valor de la exponencial crece
en ambos casos con u.

Por otra parte,

o
ay(u) = E(Z26“Z) = / €22 f(2)dz >0, Yu
—00
Esto quiere decir que az(u) tiene una representacion parabolica con un
tnico vértice (minimo), en algiun valor de u < 0, si el valor de la media es
positivo. En este caso, a/,(0) =m > 0, y la funcion esta creciendo en 0, con
lo que el vértice es anterior, y por lo tanto negativo.
Como ademés sabemos que «(0) = 1, ha de existir un valor u* < 0 tal
que a(u*) = 1.

Tomemos ahora como funcion R(z) = u*z = —|u*|z. Se trata de una
funcién que es claramente decreciente de z, y ademas E(ef(?)) = B(e%*") =
a(u*) =1.

Utilizando esta funcién para la v.a. Z, el resultado anterior, nos lleva a
que

5 < e~ REW) ol W

expresion que es cierta para una v.a. Z tal que P(Z < 0) y P(Z > 0) son
no nulas, o lo que es lo mismo en cada unidad de riesgo hay probabilidad de
beneficios positivos o negativos.

Definicion 6.2 Se denomina nivel de la probabilidad de ruina ol valor «,
calculado como
r<a=e W
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Lo interesante en las aplicaciones de la definicién anterior, no es calcular
el nivel de probabilidad de ruina dado el valor de u*, sino al revés. Lo habitual
es, fijar el nivel de probabilidad de ruina de una compania, «, su reserva
inicial W, y calcular el valor de v*, donde

|u*| = W u* <0

Este resultado nos proporciona el valor de u*. Valor que no tiene sentido
por si mismo. Lo que si es interesante es conocer cual es el valor de ingreso
que tiene que generar una compaiia para poder mantener pequeno su nivel
de probabilidad de ruina. Es decir todavia tenemos que calcular este ingreso
a partir del valor u*.

Sin embargo, antes de obtener la funcién de ingreso, veamos las siguientes
observaciones:

= El nivel de probabilidad de ruina, «, es bastante conservador, en el
sentido de que m << a. Como veremos en ejemplos en los que se puede
calcular explicitamente 7, este valor siempre es mucho menor que a.

= Por eso, la funcion de ingreso siempre nos proporcionard valores de los
ingresos que mantienen acotada la probabilidad de ruina en el nivel
deseado.

6.5. Funcién de ingreso

Sean Y v Z dos v.a. que representan respectivamente el montante de
siniestralidad, es decir, la cuantia total por reclamaciones, y el beneficio o
situacion econémica de la empresa en la unidad de riesgo, respectivamente.

Si denotamos por I al ingreso, obtenemos, Z = I — ), donde I representa
una cantidad fija, a provenir por la reserva inicial mas las primas por poélizas.

Definicion 6.3 Llamamos recargo de sequridad al valor esperado del benefi-
cio, m, = E(Z), calculado como

m,=FE(Z)=1—-my

Despejando el valor del ingreso, I, vy sustituyendo en Z, el beneficio se
puede expresar como una transformacién lineal del montante de siniestrali-

dad:

Z=mg+my—Y
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Si denotamos por ay(u) y az(u) a sus respectivas funciones generatrices
de momentos, la relacién entre ambas es:

Oéz(u) _ e(mz—l—my)uay(_u)

Si denotamos por py(u) = Inay(u) ala funciéon cumulativa de Y, se tiene
que ay(u) = "™ de donde

az(u) = e(mz+my)u uy(—u)

Si ademés W representa la reserva inicial de la compaiia, tenemos que
existe u* < 0, que cumple, az(u*) =1, y por tanto

(mz +my)u™ + py(—u*) =0
de donde

py ()

I

y, por lo tanto

_ py(fur])

T

my

Definicion 6.4 El cociente dado por

1y (u)

u

recibe el nombre de funcion de ingreso.

Por lo tanto, el recargo de seguridad, mz, resulta ser el valor de la funcién
de ingreso en el punto v* menos la cuantia media por siniestros, my.

Si sustituimos ©* por su valor, en términos del nivel de la probabilidad de
ruina « y de la reserva inicial de la companfa, obtenemos el valor del recargo
de seguridad, como

—my =I(W) —my

donde el ingreso se puede expresar también en funciéon del nivel de probabi-
lidad de ruina y de la reserva inicial

ny (152
I(W) - [ina
W
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Esta es la expresion del nivel de ingreso necesario para garantizar la
supervivencia de la empresa a un nivel de probabilidad de ruina «, y con
una reserva inicial W.

Observando la expresion anterior, podemos deducir que a mayor reserva
inicial, el ingreso se puede disminuir y asi obtener primas mas competitivas.

Por tanto, la fusién de companias es beneficiosa, y permite afrontar mejor
situaciones mas arriesgadas.

6.5.1. Desarrollo en serie de la funcién de ingreso

El numerador de la funcién de ingreso es una funciéon cumulativa. Del
desarrollo el serie de ésta, visto en, (3.5), donde

kl = E(y):my

ky = V(V)=03

ks = ps=EQY—m)’

ks = pg—30=E(Q —m)* - 30
se obtiene:

1y (u) _ 2 U u?

Asi el valor del recargo de seguridad, para un nivel de probabilidad de
ruina «, y con reserva inicial W, myz = I(W) — my, admite el siguiente
desarrollo en serie:

5 linal Ina?
2= 9w T ame

m + ...

6.5.2. Funcién de ingreso de variables compuestas

Consideremos ahora que la v.a. montante total o cuantia por siniestrali-
dad corresponde a la cuantia por reclamacién de k siniestros independientes
e idénticamente distribuidos; es decir, Y|X = k = Y] + ... + Y}, donde el
numero de siniestros es de nuevo una v.a. X con funcién generatriz de mo-
mentos ax (u).

La funcién generatriz de momentos de la distribucién condicionada

VIX =k, es:

ayx=k() = avit.4v; (w) = (ay; ()" = (ay (w)"*
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dado que las cuantias por las k reclamaciones son independientes y tienen la
misma distribucioén.

Por lo tanto la funcién generatriz de momentos de la distribucién com-
puesta de Y en relacién a X, es:

ay(u) = B(e™) = Ex(BE(e"|X = k) = Ex(ayjx_x(u)) =
—  Exlay ()] = Ex(e" %) = ax (uy (u)) (6.1)

con py (u), funcion cumulativa comun a las cuantias por reclamacion Y;, Vi,
dado que dichas variables son i.i.d.

La expresion (6.1) nos indica que la funciéon generatriz de momentos
de la cuantia total incondicionada al ntmero de siniestros, coincide con la
funcién generatriz de momentos de la v.a. nimero de siniestros, X, evaluada
en py (u), funcién cumulativa de la v.a. Y cuantia por reclamacion.

De ahi, se obtiene en particular la funcién de ingreso de la distribucién
compuesta de ), como

py(u)  px(py(u))

u u

es decir en funcion de las funciones cumulativas del nimero de siniestros y
de la cuantia por reclamacién, respectivamente.

Ejemplo 6.1 Consideremos una compania de sequros, donde el nimero de
siniestros sigue una distribucion de Poisson de pardmetro \, y la cuantia por
reclamacion es una v.a. con distribucion exponencial de pardmetro a. Vamos
a obtener la funcidn de ingreso de la compania para un nivel prefijado de
riesgo o y una reserva inicial de W.

La v.a. cuantia total para (condicionada a) las X reclamaciones es Y| X =
Y1+ ...+ Yx. Si las cuantia por reclamacion son independientes, la funcion
cumulativa de Y| X es la suma de las funciones cumulativas de las Y.

La funcién cumulativa de la distribucion compuesta de la cuantia total,

Y, es:

py(u) = px (py (u))

En primer lugar recordamos la funcion generatriz de momentos de una
v.a. de Poisson
U __
ax(u) = eMet =)
Luego, su funcion cumulativa es:

px(u) = A(e" —1)
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Para la distribucion exponencial de pardmetro a:

ay (u) = (o= u),Vu <a
Y
wy (u) :ln<(a_ )> Nu < a
Por tanto
iy () = px (py (0) = M@ 1) = A —1) = A

(@ —u) (@ —u)

Finalmente la funcion de ingreso de Y, es:

A

[lna
q — ol

(W) =

y tiene sentido siempre que W > UZ—O“
Por ejemplo si la cuantioc media es de 500 euros, a = 0,05, se obtiene
que W > 1497,86 euros.

6.5.3. Funciéon de integraciéon

En este apartado nos ocuparemos de 7" unidades de riesgo. En cada una
de ellas, t, consideraremos que se dispone de una reserva inicial Wy, que
el nivel de probabilidad de ruina « y que las v.a. X; correspondientes al
montante total de siniestralidad son independientes. Denotaremos ademas
por p; a la funcién cumulativa de la v.a. X; para la unidad de riesgo ¢.

Definicion 6.5 Llamaremos funcion de integracion y la denotaremos por
vr(u) a la funcidn de ingreso correspondiente al congunto de las T unidades
de riesgo integradas en una sola, es decir:

_ pr(u) _ Zle pue ()
- u - u

I/T(u)

por la independencia de las v.a X;.

Asi si denotamos por W a la reserva inicial total, y denotamos por W,
a las reservas iniciales en cada unidad de riesgo, t. Se obtiene la funcién de
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ingreso en términos de la reserva inicial total, W, como

[lna T [ina
() = ()
(W) = il =2 [Inal

t=1
T
< th(Wt)
t=1

Es decir, el ingreso total necesario para garantizar la supervivencia de
la, compania con nivel de probabilidad de ruina « considerando las unidades
de riesgo integradas, es menor que la suma de los ingresos necesarios para
obtener la misma garantia, considerando la unidades de riesgo por separado.

Como resumen, podemos decir que la funcién de ingreso puede ser inter-
pretada como una buena representaciéon de la desutilidad de la compania. A
menor ingreso necesario, es decir primas mas bajas, mayor utilidad. Es decir,
la funcién de ingreso con signo menos, proporciona una funcion de utilidad
que depende de la estructura de siniestralidad y donde la caracteristica de
cada companfa viene determinada por su reserva inicial.

Con esta interpretacion obtenemos companias todas ellas aversas al ries-
go, utilidad céoncava, y tanto més aversas cuanto menos reserva inicial tengan,
lo que es coherente con lo estudiado aqui.

6.6. VaR: Value at Risk, Valor en Riesgo

El tratamiento del riesgo basado en acotar la probabilidad de ruina que
hemos visto en la seccién anterior, resulta en ocasiones muy conservador,
pero adecuado por otra parte en el calculo de primas de poélizas de seguros.

En esta seccion vamos a presentar un tratamiento alternativo, basado en
calcular la pérdida maxima que se estid dispuesto a asumir. Se trata de un
tema muy relevante tanto para companias de seguros como para entidades
financieras.

Vamos a comenzar por mostrar como evaluar el VaR, en el contexto de
carteras de activos financieros.

En este contexto, consideraremos un activo de precio P; y con rendimien-
to definido por la expresion:

P — P_
R = =l
Py

Estos rendimientos son v.a. aleatorias continuas, y es habitual la hip6tesis

de que siguen una distribucién normal, de media m y varianza o?.
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En este caso se puede calcular la probabilidad de que este rendimiento
esté por debajo de una cantidad determinada.

Definicion 6.6 Se define el valor en riesgo, VaR, como la pérdida mdxima
que se puede dar con un nivel de confianza 0 < o < 1.

Es decir, P(R; < —VaR) = a.

Bajo la hipétesis de normalidad de los rendimientos, se puede obtener la
habitual expresién de VaR, como sigue:

Ri—m —VaR-—-m
<

g g

P(R, < —VaR) = P(

)=«

de donde

v por lo tanto
VaR =oty, — m

Si la distribucién de los rendimientos no es normal, la obtencién de VaR
se realiza del mismo modo, pero tomado el cuantil de la distribucién corre-
spondiente.

En el caso de querer calcular el VaR de una cartera compuesta por n
activos, los calculos se complican y una forma de simplificarlos es mantener
la hipotesis de normalidad en el comportamiento de todos los rendimientos.

Asi, el rendimiento de una cartera en t, se define como

n
Ry =) wiRi
i=1

donde wj; representa la proporcion de capital destinada a la compra del activo
i en t, y por lo tanto, > 1" ; wi = 1, para todo t. Por su parte R;; representa
el rendimiento del activo ¢ en t.

La primera dificultad es encontrar la distribucién del rendimiento de la
cartera en t. Para ello, necesitamos la distribucién conjunta de los rendimien-
tos de los activos.

En caso de que las proporciones no varien con t es relativamente sencillo,
puesto que la podemos tomar a su vez como un activo y es una distribucién
univariante. Sin embargo, el caso mas realista pasa por considerar que los
inversores revisan con relativa frecuencia la composicién de su cartera y por
tanto, dichas proporciones varfan con t.
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Como ya hemos dicho consideraremos que la distribucién conjunta es nor-
mal. Donde en particular, para cada activo la media es m; y la varianza o2.
Ademés o0;; = p;;0;0;, respresenta el término de covarianza, y p;; correlacién
entre el rendimiento del activo ¢ y el de j.

Al ser la distribucién conjunta normal, la distribucién marginal de los
rendimientos individuales de los activos es N(my,02) y la distribucion del
rendimiento de la cartera en t es también normal N(my,o?), donde m; =
Z?:l Wit y 0152 = Zi,j WitW;t 04

De este modeo el VaR de la cartera, se obtiene utilizando el cuantil
correspondiente de la distribucién normal anterior:

VaR = O'tta—mt:

n
= Z WitWjtOijla — Z Wit Mt
irj i=1

Ejemplo 6.2 Consideremos los rendimientos de los activos BBVA, REP-
SOL, e IBERIA durante el ano 2000. Del estudio descriptivo de dichos
rendimientos se han obtenido los sigutentes valores tipicos:

mp = 0,00046, mp = —0,00121, m; = —0,00012,

op = 0,019779, op = 0,021331, o7 = 0,016025,

ppr = 0,02814, ppr = 0,02234, prr = 0,01637,

Partiendo de la hipdtesis de normalidad en las distribuciones, obtenemos
los valores individuales del VaR, para cada uno de los tres activos. Asi, con
a=1%, too1 = 2,33, obtenemos

VaRp = 0,019779 - 2,33 — 0,00046 = 0,04562
VaRr = 0,021331-2,33 + 0,00121 = 0,05091
VaR; = 0,016025 - 2,33 — 0,00012 = 0,03748

Si confeccionamos una cartera con igual proporcion de los tres activos,
es decir, donde su rendimiento es
1 1 1
R=-R -R -R
3B + 3 iR + 3t
En este caso el rendimiento medio de la cartera es m = —0,00029 y la

desviacion o = 0,012559. A partir de aqui, dada la hipdtesis de normalidad,
se sigue que el VaR de la cartera es:
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VaR = 0,012559 - 2,33 — 0,00029 = 0,02955

Vemos que el VaR de la cartera, o pérdida mdzima a un nivel 0,01, es
menor cuando diversificamos el riesgo invirtiendo en activos que tienen poca
correlacion.

6.7. Ejercicios de aplicaciéon

Se enumeran a continuaciéon un conjunto de ejercicios aplicacién corres-
pondientes a este tema; en particular se trabaja la siguiente competencia de
entre las formuladas en la guia docente de la asignatura:

Modelizar la incertidumbre de las situaciones sencillas de azar
en el &mbito del negocio financiero y asegurador, mediante for-
mulaciones matematicas basadas en la teoria de la probabilidad.
Deducir soluciones para el cilculo de la prima de riesgo, y la
funcién de ingreso acotando la probabilidad de ruina. Utilizar
un tratamiento alternativo basado en el célculo de la pérdida
maxima, para medir el riesgo de una cartera.

1. Considera una empresa aseguradora que se plantea asegurar dos tipos
de siniestros. En el primero, el nimero de siniestros, X; es una v.a.
de Poisson P(A1), con cuantia por reclamacion fija e igual a C. En el
segundo el niimero de siniestros, X es también una v.a. de Poisson
P(A2), con cuantia por reclamacion con distribucion exponencial de
parametro a = % La funcién de utilidad de la empresa viene dada
por:

U(m,o?%) = —(Am + Bo?)

donde m es la media de cuantia total por reclamaciones, (montante
medio de siniestralidad), o2 es la varianza y A y B son parametros
positivos fijos de la empresa.

a) ;Qué tipo de seguro le conviene més a la compania?

b) ;En qué situacion estamos si A\ = Ag7
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¢) Considera ahora que la empresa quiere disenar una poliza com-
binada para cubrir ambos tipos de siniestro, y sabe ademas que
si se produce reclamacién en uno de los dos tipos, se produce en
todas las polizas de ese tipo. Si la utilidad sigue siendo la anterior
y hay una porporcién de poélizas p del primer tipo.
1) Calcula la media y la varianza del beneficio de la cartera.

2) Calcula la proporcion p que le proporciona utilidad maxima
a la empresa.

Solucién:

a) Aquel que maximice la funcién de utilidad. Si A\; # A2 no podemos

decidir. b) El primer tipo de siniestros, ya que tiene una utilidad mayor.

) 1) E(B)=1—E()=1—cp(A — A2) +cAa. Var(B) = p>c?(\ +
2Bo2—A(A1—\

. Obtén la funcién de ingreso de la cuantia total por reclamaciones, si el

nimero de siniestros X es una v.a. Binomial negativa y la cuantia por

reclamacién Y es constante e igual a a.

Solucién:

_ _pou
I(u) _ minp ml;z(l e q).

. Obtén la funcién de ingreso de la cuantia total por reclamaciones, si
el ntmero de siniestros X es una v.a. Binomial negativa y la cuantia
por reclamacion Y;, en cada siniestro es y(a,r). Ademas Y;, son v.a.
independientes e i.d. para cada siniestro. Compara el resultado con el
obtenido en el ejercicio anterior.

Solucién:

— — _uy\—r
I(u) _ mlnp mln(z (1-%)""q)
bia es € en el caso del ejercicio anterior, que en este caso es (1—1%)

. Son similares, donde el término que cam-
-r

. Considera dos companias que cubren respectivamente dos tipos de si-
niestros. En la primera el nimero de reclamaciones es Poisson (A = 1)
y la cuantia por reclamacién es exponencial de parametro a; = 0,1.
En la segunda, el nimero de reclamaciones es Poisson (Ao = 10) y la
cuantia por reclamaciéon es exponencial de pardmetro as = 1.

a) ;Cuél de las dos companias aborda una situacion mas arriesgada?

b) Obtén la funcion de ingreso, en ambas compafiias para un nivel
de riesgo a = 0,05.
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¢) Si la reserva inicial para la primera compania es W1 = 50 y para
la segunda es Wy = 70, obtén el valor de las funciones de ingreso
respectivas.

d) ;Qué pasaria si se fusionasen ambas companias? ;Cual seria su
funcién de ingreso integrada? ;Y su valor considerando la reserva
inicial como suma de las dos reservas Wi + W57

Solucién:

a) La cuantia total media es igual en ambas companias, sin embargo,
la varianza en la primera es mayor, lo que indica un mayor riesgo. b)

L(W) = 01_%, si W > 29,957; mientras que Io(W) = 1_21%, si

W > 2,9957. ¢) L1(50) = 24,95; I»(70) = 10,44. d) La cuantia total
por recamacion seria la suma (independiente) de ambas, y por tanto la
funcion de ingreso también serfa la suma de las respectivas funciones
de ingreso, [(W) = (W )+ 12(W). SiW = Wi+ W, = 50470 = 120,
1(120) = 23,58.

. Una compania tiene 100 polizas contratadas. El niumero de reclama-
ciones por cada poéliza es una v.a Poisson de media 0,01, y la cuantia
por reclamacion es exponencial de media 2 (en miles de euros).

a) Calcula la probabilidad de que una determinada poliza presente
una reclamacion. Calcula la probabilidad de que entre las 100
polizas se presenten 20 reclamaciones.

b) Sabiendo que una poéliza ha presentado una reclamacion, calcula
la probabilidad de que la cuantia de la misma sea superior a 3 mil
euros.

¢) Calcula la media y la varianza de la cuantia total por poliza,
incondicionada al numero de reclamaciones.

d) Si sabemos que en la compaiia se han presentado un total de 20
reclamaciones, ;jcudl es la distribucién de la cuantia total?

e) Obtén la funcion cumulativa de la cuantia total incondicionada al
numero de reclamaciones.

f) Obtén la funcion de ingreso de la compaiiia para un nivel de 0.05
de probabilidad de ruina.

Solucién:
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CL) P(X = 1) = 0,0099, P(X100 =2
0,223. ¢) E(Y) = 20 euros, Var())
py(u) = ui‘—gb, siu<05. f) I(W) =

0) ~ 0.b) P(Y > 3|X =1) =
= 8000 euros®. d) 7(3,20). e
Oy, si W > 5,9914,
OTTW

. En una empresa aseguradora el ntimero de reclamaciones por poéliza
sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A\, donde A puede tomar
los valores, 0.09 (asegurados tipo A), con probabilidad 0.5 y 0.005
(asegurados de tipo B), con la misma probabilidad 0.5. Las primas se
calculan como k - E(X), donde k es una constante igual para todas
las polizas en todos los anos y F(X) es la media de la v.a. ntunero de
reclamaciones.

Un asegurado es de tipo A y le cobran una prima de 75 u.m. Después
del primer afio, durante el que no ha presentado ninguna reclamacién
se le revisa la prima. Obtener el nuevo valor de la prima, a partir de
las siguientes cuestiones:

a) Obtener el valor de k.

b) Calcula las probabilidades de que el asegurado sea de tipo A o B
condicionadas a que no ha presentado ninguna reclamacién.

¢) Calcula la media del nimero de reclamaciones de este asegurado,
para el segundo ano, condicionada a que no ha presentado ninguna
reclamacioén.

d) Calcula la prima para el segundo ano.

e) Repite los apartados b),c) y d) suponiendo que el asegurado ha
presentado una reclamacion.

Solucién:

a) k = 1578,95. b) P(A|X = 0) = 0,4787; P(B|X = 0) = 0,5213. ¢)
E(X3] X1 =0) =0,0456. ¢) po = 72 euros. d) P(A|X = 1) = 0,0,0436;
P(B|X =1) = 0,0573; E(Xa|X; = 1) = 0,085:p} = 134,21 euros.

. En una entidad bancaria se quiere confeccionar una cartera formada
por dos activos, con rendimientos aleatorios Ry y Ra, v el activo de
rendimiento seguro S = 5%. Se sabe que las distribuciones de los
rendimientos R; y R son independientes, siendo Ry = N(15%, 01 =
10%) y Re = N(7T%,02 = 5%). La cartera se confecciona de manera
que R4 = 0,25R; + 0,25R2 + 0,55.

a) Analiza el rendimiento medio, varianza y probabilidad de que el
rendimiento supere el 10 %.
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b) Rendimiento minimo al nivel del 5% (VaRpg5).
¢) ;Qué rendimiento puede llegar a ofrecer el banco si se quiere ase-
gurar una probabilidad igual a 0.8 de obtener un rendimiento neto
positivo?
Solucién:
a) E(Ra) = 8%, Var(Ry) = 7,8125%, P(R, > 10) = 0,2358. b)
VCLR0795 = —3,41 %. C) R* = 5,652 %.

. El namero de reclamaciones recibidas sigue una distribucién Binomial
negativa de media 5 y varianza 20, y la cuantia por reclamacion es
gamma de media 2 u.m. y varianza 8 u.m.2. Calcular:

a) Media y varianza de la cuantia total por reclamaciones.

b) Estructura de probabilidad de la cuantia total.

¢) Funcion de ingreso de la compaiiia para un nivel de 0.05 de pro-
babilidad de ruina.

d) Reserva para que el ingreso necesario por poéliza no deba exceder

las 20 u.m.

Solucion:
a) E(Y) = 10 um., Var(Y) = 120 um.2 b) Fy(y) = 12, P(X =

)P(Y|X < vy), donde P(X = z) es la funcion de cuantia de la dis-
tribucion de X y P(Y|X < y) es la funcion de distribucién de Y| X en
y. c) I(W) = Z}L(fgm [In(——2F——=)], st W > 11,98. d) Con

T 1 0’75(025_\ln0,05\) ’
’ w

un valor de W = 39 es suficiente.

. Una compafifa asegura dos tipos de siniestros A y B. El nimero de
reclamaciones por poéliza, X 4, correspondientes al siniestro de tipo A,
sigue una ley de Poisson de pardmetro Ay = 0,01 y la cuantia por
reclamacion, Y4 sigue una ley de Pareto de forma

3-103

fly) = o y > 10

El niimero de reclamaciones por poéliza, X g, correspondientes al sinies-
tro de tipo B, sigue una ley de Poisson de pardmetro Ap = 0,01 y la
cuantia por reclamacién, Yp sigue una ley exponencial de media 15.
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a) ;Cuél de los dos siniestros es més arriesgado? ;Qué prima debe
ser méas cara?

b) La compania contrata 100 polizas, 60 de tipo A y 40 de tipo B.
Utilizando el T.C.L., obtén la probabilidad de que la cuantia total
por reclamaciones no supere las 20 unidades.

Solucién:

a) E(Ya) = 0,15, Var(Y4) = 3, mientras que E(Yp) = 0,15, Var(Yp) =
4,5; luego ambas cuantias totales tienen igual media, pero en el ca-
so del siniestro B, su varianza es mayor; por tanto el siniestro B es
més arriesgado. La prima del siniestro B ha de ser mas elevada. b)
P(Y < 20) = 0,60.

99



Apéndice A
Binomios negativos

Proposicion A.1 Se verifica la siguiente igualdad:

m+k—1 _ m+k—-1Y\ [ —m (_1)k
k o m—1 o k
donde k € ZT.

Demostracion:
Basta con desarrollar el término de la izquierda:

m4+k—1Y)  (m+k-1)(m+k—2)-(m+k—k)(m—1)
k kl(m — 1)!

_ ()Em =k D) (=) (=m =k 42) - (=1)(m =k + k)(m — 1)

- kl(m — 1)!

_ pEme = D) Em = (k=2) - (cm = 1 (=m)
!

_ (il)k(—m)(—m —1)-(=m— (k= 2))(=m — (k= 1))(-=m — k)! _
El(—m — k)!

(D o = (1) ( o ) .

De la Proposicion A.1, si la leemos de derecha a izquierda, se deduce
la. definicién de un nimero combinatorio en el que el ntmero superior es
negativo. Asi, para cualquier m > 0 y cualquier k, si queremos calcular

()
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lo haremos,

—m (m+k—1)(m+k—2)---(m+k—k)
( k )Z(_l)k !

De la demostracion, se induce la identidad del factorial de un entero
negativo. Asi, situdndonos en las dos tultimas lineas de la demostracion:

() = (=m)(=m = 1) -+ (=m = (b = 2)) (=m = (k = 1))(=m = b)

Pero observa, que este producto es infinito, y no sirve como procedimien-
to de célculo.

Si queremos calcular niimeros combinatorios, con el niimero superior frac-
cional, debemos recordar la forma de calculo general:

m+k—-1\ (m+k—-1)(m+k—-2)---(m+k—k)
)

donde ademas sabemos que

mak=1\_(m+k-1Y_,
k o m—1 o

siempre que m + k — 1 < k (esto sucede por ejemplo cuando 0 < m < 1y
k =0). Recordar ademéas que 0! = 1.
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Apéndice B

Distribuciones a priori
conjugadas

La definicion de familias conjugadas introducida en el Capitulo 4 (Defini-
cion 4.4) puede ser algo ambigua puesto que si una familia F es conjugada,
entonces dada cualquier w(f) € F se tiene que para cualquier densidad g(0)
definida por g(0) = p(0)mw(0), siendo p(f) cualquier funcion que haga a g
densidad, se tiene que la familia G de densidades proporcionales a las de F
también es conjugada, y entonces podriamos no saber bien a qué nos refe-
rimos cuando hablamos de que una familia F determinada es conjugada.
De hecho, en muchas ocasiones esta situacion mas general se conoce como
familias cerradas bajo muestreo dado por f(Z/6).

En la practica consideraremos familias conjugadas aquellas que aparecen
de forma natural en cada uno de los procesos de muestreo méas habituales.

En la siguiente tabla presentamos algunas de las méas habituales.
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Cuadro B.1: Distribuciones a priori conjugadas

Verosimilitud Distribuciéon a
Distribucién a priori posteriori
X|0 € P(0)
0 €~(a,r) 0|2 € y(a+ n,r + nx)
X0 € Bn(r, ;1)
0 € Be(r,a,b) 0|z € Be(r,a + nr,b+ nT)
X|0 € B(r,0)
0 € Be(r,a,b) 0|z € Be(r,a + nz,b+ nr — nx)
X0 €~(0,r)
0 € v(a,b) 0| € y(b+ nZ,a+ nr)
X0 e N(0,0°)
0 € N(a,b?) 0|7 € N (2ol gt
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