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Introduccion

La teoria de los procesos estocédsticos se creé principalmente para satisfa-
cer las necesidades de los fisicos. Comenzé con el estudio de los fenémenos
fisicos como fenémenos aleatorios que cambiaban con el tiempo. Hoy en dia
la teoria de los procesos estocdsticos se utiliza en un amplio abanico de
ambitos como la biologia y la fisica (evolucién de enfermedades, modelos
climatolégicos, comportamiento de particulas...), la economia (inversién en
Bolsa, evaluacién de riesgos...), etc. En este trabajo, hablaremos sobre un
proceso estocéstico en particular, llamado cadena de Markov. Las cadenas
de Markov permiten predecir el comportamiento a corto y a largo plazo de
sistemas que pueden cambiar de estado en cada instante de tiempo y que
cumplen la propiedad de Markov, es decir, que el futuro del sistema, a par-
tir de un presente conocido, es independiente del pasado. Las cadenas de
Markov deben su nombre al matematico Andréi Markov.

Andréi Markov (1856-1922) fue un matematico ruso conocido por sus
trabajos en la teoria de ntimeros y la teoria de la probabilidad. Cursé sus
estudios universitarios de matematicas entre 1874 y 1878, siendo premiado
con una medalla de oro al finalizarlos. Realizé su carrera académica en la
Universidad de San Petesburgo. Aunque su tesis doctoral trataba sobre la
teorfa de numeros, con la retirada de Chebyshev en 1883, Markov pasé a
encargarse del curso de teoria de la probabilidad que habia impartido hasta
entonces Chebyshev. Aunque fueron muchas las aportaciones de Markov en
las matematicas, quizas la mas conocida sea su trabajo en el campo de los
procesos estocasticos. En concreto, las cadenas de Markov.

La teoria de las matrices no negativas también tiene muchas aplicacio-
nes en ambitos variados como la economia, la fisica, la probabilidad, etc.
En particular es de gran utilidad en la investigacién de las cadenas de Mar-
kov. Muchos de los resultados sobre cadenas de Markov se pueden obtener a
través de propiedades de las matrices no negativas. En 1907 Perron descu-
brié algunas propiedades significativas de las matrices cuadradas positivas.
Maés adelante Frobenius amplié los resultados de Perron a las matrices no
negativas. Desde entonces la teoria de las matrices no negativas ha sido una
de las dreas més activas del algebra lineal.

En este trabajo se tratan estos dos temas: las matrices no negativas (en
particular irreducibles y estocésticas) y las cadenas de Markov. En primer
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lugar se habla sobre las matrices, ya que muchos de los resultados que se han
conseguido en esta parte han servido después para desarrollar la teoria de las
cadenas de Markov. Después de finalizar tanto con la teoria sobre matrices
no negativas como con la teoria de las cadenas de Markov, se expone una
aplicacién de las cadenas de Markov: PageRank, que es la herramienta que
utiliza el buscador Google para clasificar las paginas web.

Uno de los objetivos de este trabajo es ampliar los conocimientos que
se han adquirido en varias asignaturas del Grado en Matematicas como
probabilidad y procesos estocasticos y ampliacién de métodos numéricos.

En el Capitulo 1 se define el concepto de matriz irreducible y a traves
de una serie de resultados que se demuestran a lo largo del capitulo, se
consigue una relacién entre el grafo dirigido asociado a una matriz y la irre-
ducibilidad de dicha matriz. Ademads, se definen los conceptos vector y valor
propio de una matriz y se demuestra el teorema de Perron-Frobenius para
matrices irreducibles; resultado que serd 1til en el capitulo que trata sobre
las cadenas de Markov. Para concluir este capitulo, se define el concepto de
matriz estocastica y se demuestra que el radio espectral de cualquier matriz
estocdstica es uno. Para desarrollar este capitulo se han utilizado [7], [8], [6]
y [2].

En el Capitulo 2 se da la definicién de una cadena de Markov y de algunos
conceptos basicos como el espacio de estados y la matriz de transicién de
una cadena de Markov. El objetivo principal de este capitulo es estudiar el
comportamiento de una cadena a largo plazo. Para escribir el capitulo se
han utilizado [1], [11], [4] ¥ [5].

Finalmente, en el Capitulo 3, se proporciona una aplicacion de las cade-
nas de Markov: PageRank. La informacién de este capitulo se ha obtenido
de [10], [9] y [3].



Capitulo 1

Matrices no negativas

Hoy en dia, la teoria de las matrices no negativas es una de las areas més
activas del dlgebra lineal. Tiene muchas aplicaciones en diversos campos co-
mo economia (modelos de Leontief), probabilidad (cadenas de Markov)...

Muchos de los resultados que demostremos en este capitulo se utilizaran
posteriormente en el Capitulo 2 para desarrollar la teoria de las cadenas de
Markov. Para elaborar este capitulo se ha utilizado como referencia princi-
palmente [7].

1.1. Matrices Irreducibles

FEn esta seccion se introduce el concepto de matriz irreducible y utilizando
una serie de resultados, se proporciona una relaciéon entre la irreducibili-
dad de una matriz y el grafo dirigido asociado a dicha matriz. Finalmente
se definen los conceptos de valor propio y vector propio y se habla sobre
los vectores y valores propios de una matriz irreducible y algunas de sus
caracteristicas.

1.1.1. Introduccién

Definiciéon 1.1.1. Dada una matriz P € R™", se dice que P es una matriz
de permutacion si en cada fila y columna de P hay un elemento igual a 1y
el resto de los elementos son cero.

Es muy fécil probar el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.1. Sea P € R™" una matriz de permutacion. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) p~t=pT.
(ii) PT es una matriz de permutacion.

1



2 1.1. Matrices Irreducibles

Definiciéon 1.1.2. Sea n > 2, entonces dada una matriz A € R™", se dice
que A es una matriz reducible si existe una matriz de permutacién P € R™*"
tal que

A A
T _ 11 12
prap.[ A An ]

donde A11 y Ago son dos matrices cuadradas de orden menor que n. En caso
de que no exista dicha matriz P, se dice que A es una matriz irreducible.

Ahora demostraremos algunas propiedades de las matrices reducibles.

Proposicién 1.1.2. Sea A € R™"™ una matriz reducible. Entonces para cual-
quier p € N, AP es una matriz reducible.

Bi1 Bz
0 B
R=)x("=7) v 1 < r < n. Demostremos por induccién que

Demostracion. Sea B = [ ] e R™" siendo By1 € R™", By €

Bi Bp
Bn: _—
=

], VneN, (1.1)
donde E\H c RT*T y E‘Q’; c R(n—'r)x(n—r)'

= n =1, es trivial.

I

By

0

5

S

2

], con

= Hipétesis de induccién: Supongamos que B" ! = [
an eR7Ty me ¢ R(n=r)x(n-r)

= Aplicando la hipétesis de induccién,

Bu B

B"=B"'B-= =
0 Ba

Bi1 Bia
0 Boyo

B11 B E;B}gj B12Bas ]

0 Bas Bay

Como E Bi1 eR™"y EAJQQ, Bos € R(”_T)X(”_’"), se tiene que B’—::HBH €
R™" y By Byy € R(v)x(nr),

A continuacién, demostraremos que para cualquier p € N, A” es una
matriz reducible. Por hipétesis A es reducible, por tanto, 3P ¢ R™" una

A A ] siendo A3 € R™"

matriz de permutacién tal que PTAP =
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p
y Agy € ROVIX(1) ¢on 1 < 1 < n. Por tanto, (PTAP)P = [ A Ap ] .

0 A
Como P es una matriz de permutacién, PT = P71, luego

(PTAP) = PTAPPTAP...PTAP = PT AL AL, ... I,AP = PT APP,

A Ar ]p:[zﬂ Zlg]

Por otro lado, aplicando el resultado (1.1), [ 0 A 0 Ap
22 22

con Ajj € R™7 y Agy e R(T)*(nor),

) A A ] . . L
Asi, PTAPP = [ 5 ! Xlz ], siendo P una matriz de permutacion y Ay
22
y Ays dos matrices cuadradas de orden 7 y n—r respectivamente. Luego AP
es una matriz reducible. O

Proposicién 1.1.3. Sea A € R™"™. Entonces A es reducible si y solo si AT
es reducible.

Demostracion. Supongamos que A es reducible. Entonces 3P € R™" una
An A

0 A
matrices cuadradas de orden r y n —r respectivamente, con 1 < r < n. Por
tanto,

matriz de permutacion tal que PTAP = [ ] siendo A1y Ago dos

T T
(PTAP)T:[AH Au] @PTATP:[AH 0 ] 1.2)

0 Ay AL, AL
0 - 0 0 0 - 17
0 0 0 1 0
Sea Pp =] 0 0 I, O 0 | e R™™ . Si a la matriz A se le

1 -0 0 0 -0
multiplica la matriz P por la izquierda, se intercambian la primera y la n-
ésima fila de A, la segunda y la (n —1)-ésima fila de A y asi sucesivamente
hasta intercambiar la r-ésima y la (n —r + 1)-ésima fila de A. En cambio, si
a la matriz A se le multiplica la matriz P por la derecha, se intercambian la
primera y la n-ésima columna de A, la segunda y la (n — 1)-ésima columna
de Ay asi sucesivamente hasta intercambiar la r-ésima y la (n—r+1)-ésima
columna de A. Por tanto, multiplicando la matriz Py por la derecha y por
la izquierda en la igualdad (1.2), se tiene que

AT, AT, ]

T AT AT
P,PTATPPR, :Po[ A 0 ]PO =[ Ay A ]PO =
0 Af;

Al Al AL 0
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con AL, e R(=)x(n=r) Z:T; e R™".

Noétese que Py es una matriz simétrica y por tanto, Py = P(;‘F , luego
(PPy)T = (PP{)T = PyPT. Y como el producto entre dos matrices de per-
mutacién es una matriz de permutacién, se tiene que A’ es una matriz
reducible.

Supongamos que A’ es una matriz reducible. Entonces se tiene que
(AT)T = A es reducible.
O

Corolario 1.1.4. Sea A € R™". Entonces A es irreducible si y solo si AT
es irreducible.

Demostracion. Se deduce de la Proposicién 1.1.3. 0

1.1.2. El grafo dirigido asociado a una matriz irreducible

En primer lugar, definiremos varios conceptos que vamos a utilizar a lo largo
de esta seccion.

Definicion 1.1.3. Un grafo dirigido G esta definido por dos conjuntos fini-
tos llamados V' 'y A, G = (V, A). V es un conjunto cuyos elementos se llaman
vértices o nodos y A es un conjunto de pares ordenados de vértices que se
llaman arcos.

Observacion 1.1.1. Llamaremos lineas dirigidas a los arcos de un grafo.

Definicién 1.1.4. Dado G = (V, A) un grafo dirigido, un camino dirigido
es una secuencia de una o mas lineas dirigidas tal que existe un vértice entre
cada linea dirigida y la siguiente.

Definicién 1.1.5. Dado G = (V, A) un grafo dirigido, se dice que el grafo
es fuertemente conexo si para cada par de nodos F;, P; € V con @ # j, hay
un camino dirigido que conecta P; con P;. Dicho camino puede ser directo
de P; a P; o puede comenzar en F; y pasar por otros nodos del grafo antes
de llegar a P;.

Observacién 1.1.2. Los nodos FP; y P; pueden estar conectados por un
camino dirigido mientras que P; y F; no lo estan.

Ejemplo 1.1.1. Como se puede observar en la Figura 1.1, existe un camino
dirigido que conecta los nodos P; y P3, pero en cambio no existe un camino
dirigido que conecta los nodos P5 y P;.

Definicion 1.1.6. Sean P, P, ..., P, distintos puntos de la recta real y sea
A e R™"™. Por cada elemento distinto de cero a;; de A, se conectan los puntos
P; y Pj con una linea dirigida. La figura resultante en la recta real es un
grafo dirigido asociado a A.



Capitulo 1. Matrices no negativas 5

(7} @

Figura 1.1: Grafo dirigido

Proposicién 1.1.5. Sea A € R™™. Entonces si todos los elementos de una
fila (o columna) de A que estan fuera de la diagonal principal son cero, el
grafo dirigido asociado a A no es fuertemente conexo.

Demostracion. Sea A € R™™. Supongamos que los elementos de la r-ésima
fila de A que no estdn en la diagonal principal son cero. Es decir, a,; = 0
V3 # r. Por tanto, no existe ni una linea dirigida que salga desde el nodo P,
y se dirija a un nodo P; tal que j # r. Por tanto, no existe un camino dirigido
que una el nodo P, con el nodo P; Vj # r. Entonces el grafo dirigido asociado
a A no es fuertemente conexo. Se puede hacer el mismo razonamiento por
columnas. O

A Ar

0 Ay
Aqg e RF¥(=F) = Aoy e ROVRIX(n=k) 4 1 < k< n— 1. Entonces el grafo dirigido
asociado a A no es fuertemente conexo.

Proposicién 1.1.6. Sea A € R™" tal que A = [ ], Aqp e RF¥k

Demostracion. Consideremos un camino dirigido que comience desde el no-
do P; tal que i > k. Como ¢ > k, en la i-ésima fila de A los primeros k
elementos son 0. Por tanto, el nodo F; solamente se puede conectar con un
nodo P; mediante una linea dirigida si j > k. Del mismo modo, como j > k,
los primeros k elementos de la j-ésima fila de A son 0. Luego el nodo P;
solamente se puede conectar con el nodo P, mediante una linea dirigida si
z > k. Siguiendo este procedimiento, llegamos a la conclusion de que si i > k
y j £k, no existe un camino dirigido de P; a P;. Por tanto, el grafo dirigido
asociado a A no es fuertemente conexo. O

Proposicion 1.1.7. Sea A € R™" y sea P € R™"™ una matriz de permu-
tacion. Entonces el grafo dirigido asociado a A es fuertemente conexo si y
solo si el grafo dirigido asociado a PAPT es fuertemente conezo.

Demostracion. Supongamos que el grafo dirigido asociado a A es fuertemen-
te conexo. Observamos que el grafo dirigido de PAPT se obtiene renume-
rando los nodos del grafo de A. Es decir, si la matriz de permutaciéon P pone
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la i-ésima fila de A en la j-ésima, entonces el nodo P; del grafo de A, serd
el nodo P; del grafo de PAPT. Por tanto, como el grafo dirigido asociado a
A es fuertemente conexo, el grafo dirigido asociado a PAPT también lo sera.

Supongamos que el grafo dirigido asociado a PAPT es fuertemente co-
nexo. Como P es una matriz de permutacién, PT también lo es, y por tanto,
el grafo dirigido asociado a PT PAPT(PT)T = A es fuertemente conexo. [

Definicion 1.1.7. Dada una matriz A € R™*", se dice que A es no negativa
si no hay ni un elemento de A que sea negativo.

Definiciéon 1.1.8. Dada una matriz A € R™", se dice que A es positiva si
todos los elementos de A son positivos.

Observacién 1.1.3. Sea A € R"". Para expresar que A es una matriz no
negativa, escribiremos A > 0. Si A es una matriz positiva, escribiremos A > 0.
Y finalmente para expresar que A no es la matriz nula escribiremos A # 0.

Ahora, demostraremos algunas propiedades de las matrices no negativas
e irreducibles.

Proposicion 1.1.8. Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible.
Entonces (I, + A)" 1 > 0.

Demostracion. Sea y € R™ un vector tal que y >0 e y # 0. Se define
z=(I,+A)y=y+Ay. (1.3)

Como y > 0 y por hipotesis A > 0, se tiene que Ay > 0. Por tanto, z tiene
al menos tantos elementos no nulos como y. Veamos que si algin elemento
de y es cero, entonces z tiene al menos un elemento no nulo méas que y. Sea

P una matriz de permutacion tal que Py = [ g ] y u > 0. Utilizando la
igualdad (1.3), se tiene que

Pz:P(y+Ay):Py+PAy:Py+PAPTPy:[ g ]+PAPT[ g ] (1.4)

u

Se dividen Pz y PAPT de acuerdo con [ 0

]. Es decir, Pz = [ :j} ] siendo

. A A .
w 'y v dos vectores del mismo tamano y PAPT = 212 giendo Ay
Ao Ago

una matriz cuadrada del mismo tamano que u. Debido a la ecuacién (1.4),

v=u+Aju y w=Axu. (1.5)

Como A>0, P>0y PT >0, se tiene que PAPT > 0. En particular Aj; >0
y As1 > 0. Como A es irreducible, se tiene que As; # 0. Por tanto, debido a
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las ecuaciones de (1.5) y que u > 0, se tiene que v >0y w > 0 pero w # 0.

v ‘ .
Luego Pz = [ tendrd al menos un elemento no nulo mas que y. Como
w

v . . .
z=PT [ w ], z tiene los mismos elementos que Pz pero en distinto orden,

y por tanto, z tiene al menos un elemento no nulo méas que y.

Si (I, + A)y = z todavia tiene algin elemento nulo, se considera el vector
(I, + A)y # 0 y se repite el mismo proceso con z = (I, + A)[(I, + A)y] =
(I, + A)?y y se consigue que (I, + A)?y tiene al menos un elemento no nulo
més que (I, + A)y, es decir, que (I, + A)?y tiene al menos dos elementos
no nulos mas que y. Se repite el proceso hasta conseguir kg € N tal que
(I, + A)koy > 0. Como y € R", el proceso se repetird como mucho n — 1
veces. Vamos a diferenciar dos casos: kg =n—-1y kg <n—-1. Si kg =n-1,
se tiene que (I, + A)" 1y > 0. Si kg < n -1, se tiene que (I, + A)" 1y =
(I, + A"tk (I, + A)*oy > 0, ya que los elementos de la diagonal principal
de (I, + A)"1=%0 son positivos por ser A >0y (I, + A)*y > 0. Por tanto,

(I, +A)" 'y>0 VyeR" talque y>0,y#0.

Por tanto, (I, + A)"'e; > 0 Vj € {1,...,n}. Es decir, los elementos de la
j-ésima columna de (I, + A)"! son positivos Vj € {1,...,n}. Por tanto,
(I, + A)" 1 >0. O

Proposicion 1.1.9. Sea A € R™"™ una matriz no negativa e irreducible don-
(9)
ij

existe g € N tal que agjq) > 0.

dea;:’ es el (i,7)-ésimo elemento de A4. Entonces para cadai,j€{1,...,n}

Demostracion. Como A € R™™ es una matriz no negativa e irreducible,
por la Proposicién 1.1.8, se tiene que (I, + A)"! > 0. Veamos que A(I, +
A)" 1 > 0. Sea A(I, + A)"' = [¢i]1<i j<n- Supongamos por reduccién al
absurdo que Fig, jo € {1,...,n} tales que ¢;yj, = 0. Sean A = [aijli<ij<n ¥
(I, + A)" 1 = [bij]1<i,j<n- Como A > 0, se tiene que a;; >0 Vi,j e {1,...,n}
y como (I, + A)"1 >0, se tiene que b;; >0 Vi,j € {1,...,n}. Como c¢;yj, =0
es el (g, jo)-6simo elemento de A(I, + A)"!, se tiene que

n
Cigjo = Z igkbrgy = 0. (1.6)

k=1
Como a;y, > 0y byj, >0 Vk € {1,...,n}, para que se cumpla la igualdad
(1.6), tiene que cumplirse que a;,, =0, Yk € {1,...,n}. Es decir, la {p-ésima

fila de A estd compuesta por ceros. Sea P € R™" la matriz de permutacién
que se obtiene al intercambiar la ig-ésima y la n-ésima filas de la matriz I,,.
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Por tanto,
[ ail a1n al’i() ail a1n alio
PAPT = 0 | = :
= Gpl = QGpp o Qpgg = Gpl 0 Qpn * Angg
| Gigl v Gign v Gigig 0 -« 0 - 0
[ All A12 - - -
= 0 A , con A11 € R(n Dx(n 1),A12 € R(n Dx1 y AQQ € R1X1.
22

Entonces A es una matriz reducible y se obtiene una contradicciéon ya que A
es una matriz irreducible por hipétesis. Por lo tanto, ¢;; >0 Vi, j € {1,...,n},
es decir, A(I,+A) > 0. Como A, = I, A, utilizaremos la férmula del binomio
para calcular (I, + A)"L.

[ Lt o IR o 2

:A”+(n—l)An_l+...+(n—l)A2+A>0-

Por la igualdad (1.7), para cada i,j5 € {1,...,n} 3¢ € {1,...,n} tal que

ag?) > 0. ]
Proposicion 1.1.10. Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible y
sea ag;.]) el (i,7)-ésimo elemento de AY. Entonces az(.]q) >0 si y solo si existe

una secuencia de q lineas dirigidas en el grafo dirigido asociado a A que
conectan los nodos P; y P;.

Demostracion. Demostremos por induccién que

n n

n n
a;;" = Z Z Z Zaiklaklkz...akqukqflakqflj, Vq > 2.

a; =kZ QdOhyj = 20 | D0 Gk Qb | Ohoj = D0 D Gy Oy iy O
2=1

ko=1 \k1=1 ko=1k1=1

= Hipdtesis de induccion: Supongamos que

n n n

n
(g-1) _
aij = Z Z v Z Z ik Ok kg - - .akqigkq%akqfﬂ.
kq-2=1kq 3=1 ko=1ky1=1
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= Aplicando la hipétesis de induccién,

n n n on
= Z ( Z Z e Z Z Qify Ay ko - ..akq3kq2akq2kql) akq—lj

n n
. Z Z aikl ak1k2 N akq_2kq_1akq_1j.

(1.8)

Por hipétesis A es una matriz no negativa, por tanto, considerando la igual-
dad (1.8), se tiene que ag?) > 0 si y solo si 3ki,,..., kg1, € {1,...,n}
tales que Wiy, Oy ko, - 107 > 0. Como A es una matriz no negativa,
Wik Qker kg - - - Whgo1gj > 0 si y solo si Qikyy s ey kag s - - - > Oy > 0. Es decir,
que hay una secuencia de ¢ lineas dirigidas en el grafo dirigido de A que
conectan los nodos P; y P;. O

Ok

Ahora, estamos listos para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.11. Sea A € R™"™ una matriz no negativa. Entonces A es
irreducible si y solo si el grafo dirigido asociado a A es fuertemente conezxo.

Demostracion. Supongamos que A € R™" es una matriz irreducible. Co-
mo A también es una matriz no negativa, por la Proposicién 1.1.9, para
cada i,j € {1,...,n} 3¢ € N tal que al(;.]) > 0. Por la Proposicién 1.1.10
Vi,j € {1,...,n} los nodos P; y P; estan conectados. Por tanto, el grafo

dirigido asociado a A es fuertemente conexo.

Supongamos que A € R™" es una matriz reducible. Entonces, 3P ¢ R™"
Apn A

0 A
Ags dos matrices cuadradas de orden menor que n. Por la Proposicién 1.1.6,
se tiene que el grafo dirigido de PT AP no es fuertemente conexo. Al ser
PT ¢ R™™ una matriz de permutacién, debido a la Proposicién 1.1.7, se
tiene que el grafo dirigido asociado a A no es fuertemente conexo. O

una matriz de permutacién tal que PTAP = ], siendo Ay y

1.1.3. Teorema de Perron-Frobenius

En primer lugar, vamos a definir algunos conceptos basicos.

Definicién 1.1.9. Sea A € R™", se dice que A € C es un valor propio de A
si existe un vector no nulo x € C" tal que Ax = \z.
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Definicién 1.1.10. Dado A un valor propio de A € R™", se dice que z € C"
es un vector propio de A asociado al valor propio A si x # 0y Az = \z.

Definicién 1.1.11. Dados A € R™"™ y A un valor propio de A, el subespacio
propio de A asociado a A es Ker(Al, — A) = {x e C" | Az = \z}.

Definicion 1.1.12. Dados A € R™"™ y X\ un valor propio de A, la multipli-
cidad geométrica de X es la dimensién del subespacio propio de A asociado
a A

Definicién 1.1.13. Dada A € R™", se dice que det(Al,—A) = (A=A1)" (A—
A2)™2 (A= Xs)™s es el polinomio caracteristico de A, siendo Aq,..., s los
valores propios de A y A; # ;. Ademds, m; es la multiplicidad algebraica de
A paracadai=1,...,s.

Definicién 1.1.14. Sea S, = Ker(Al,, - A)". Es facil demostrar que S, c
Sy+1 para cada r e Nu{0}. A S, se le llama subespacio propio generalizado
de A de orden r asociado a A. Ademads, cualquier vector no nulo x € C tal
que x € S, pero x ¢ S, es un vector propio generalizado de A de orden r
asociado a A.

Observaciones. (i) Dados x,y € R", para expresar que z; < y; para cada
i€{l,...,n}, escribiremos z < y, siendo x; e y; las i-ésimas componen-
tes de los vectores x e y respectivamente. Si para cadai € {1,...,n} z; <
1;, escribiremos x < y.

(ii) Dada A = [a;;] € R™", definimos |A| = [|a;;|] € R™™.

Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible y sea x € R™ un vector

no negativo y no nulo. Consideramos la siguiente funcién:
r(z)= min %,
1<ign, z;#0 x5

siendo (Az); el i-ésimo elemento del vector Az. Como A >0y z >0, se tiene
que r(z) > 0. Ademads, por la definicién de r(z), se cumple que r(z)z; <
(Az); para cualquier ¢ = 1,...,n. Por tanto, r(x)z < Az. Veamos que r(z)
es el mayor entre todos los niimeros p que cumplen la desigualdad pz < Ax.
Supongamos por reduccién al absurdo que existe p > r(x) tal que px < Az.
Entonces:

Az,
pa:SAx@p:L‘is(Ax)iVie{l,...,n}:ps( x)Z,Va:ithtalquez’e{l,...,n}
Z;
Ax):
=p< min (x)z:r(x)szT(a:).

1<isn,z;#0  x;

Y esto no es posible ya que hemos supuesto que p > r(x). Por tanto, queda
demostrado que r(x) es el mayor entre todos los nimeros p que cumplen la
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desigualdad px < Azx.

Sea L={xeR":2 >0,z # 0} el dominio de la funcién r(x) y definimos
7 COmo:
r=supr(x).
zel

Por la definicién de r(x), r no varia si = se sustituye por az para cual-
(Aax); a(Az); _

quier o > 0 ya que r(az) = miNic<xp, az,0 az; v

; Azx);
mily<icn, 2,40 ( f_)l =r(z). Por lo tanto, para obtener el supremo, solamente
K3

consideraremos los vectores del conjunto cerrado M = {x e R" : ¥ x; =
1,220,z #0} c L. Luego r = sup,pq 7(x). Como M es un conjunto cerrado
y acotado, si la funcién r(x) fuese continua en M, se podria sustituir el
supremo por el maximo. Pero no podemos garantizar que la funcién r(x)
sea continua en M ya que podria no ser continua en los puntos en los que
algin elemento de x se hace cero. Por tanto, consideraremos el conjunto de
vectores N = {y = (I, + A)" 'z : 2 e M}. Como A es una matriz no negativa
e irreducible, por la Proposicién 1.1.8, tenemos que (I, + A)" ! > 0. Ademds,
x>0y x#0. Entonces y = (I, + A)" 'z > 0. Por lo tanto, N c L.

= M <i<n, z;#0

N es la imagen del conjunto acotado y cerrado M mediante una funcién
continua.
ff M — N
r — y=(I,+A)" .
Entonces N es un conjunto cerrado y acotado. Ademds r(y) es una funcién
continua en N. Por lo tanto, r(y) alcanzard el méximo para algin y € N.
Para cada z € M e y = (I, + A)" 'z e N/, tenemos que,

r(z)y=r(z)(I, + A)”_lx =(I, + A)"_lr(:n)x
<L+ A" Az = A(L, + A)" 'z = Ay.

Como r(y) es el mayor nimero p tal que py < Ay, tenemos que r(z) < r(y).
Por lo tanto, 7 = sup e 7(2) < méxyen r(y). Pero como N c L, tenemos
que maxyepn 7(y) < SUP,ep () = supgepq () = 7. Entonces,

r= gt%(r(y)

Podria pasar que hubiera otros vectores en £ para los cuales r(x) alcanzase
el valor r. Aquellos vectores que cumplen esta condicién son los vectores
extremales de A. Por tanto, un vector no nulo z > 0 es un vector extremal
de A sir(z) =r olo que es equivalente, si rz < Az.

Proposicién 1.1.12. Sea A = [a;;] € R™™ una matriz no negativa e irre-

ducible y x = [ 11 - 1 ]T. Entonces r(x) = minigicn Yp_q Qik-
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Demostracion. Como z; = 1 para cualquier i € {1,...,n},
n
. (Az); o ko1 ik L
r(z)= min ~—* =min === = min ) a.
1<i<n, z;#0  x; 1<i<n 1 l<isn f=4

Proposicion 1.1.13. Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible.
Entonces r = sup,., r(x) es positivo y es un valor propio de la matriz A.
Ademds, cada vector extremal de A es positivo y es un vector propio por la
derecha de A asociado al valor propio r.

Demostracion. Sea A =[a;;] e R™" y xg = [ 11 -1 ]T. Por la Propo-
sicién 1.1.12 sabemos que 7(x¢) = mini<i<y, Yp_; aik- En la demostracién de
la Proposicién 1.1.9 hemos visto que si una matriz contiene una fila formada
por ceros, dicha matriz es reducible. Como A es irreducible, en cada fila de
A debe haber al menos un elemento no nulo. En consecuencia, Y;'_; a;r > 0
para cualquier ¢ € {1,...,n}. Luego r(x0) = minjcicn D5 air. > 0. Por lo
tanto, 7 = sup,., r(z) > r(zg) > 0.

Sea z un vector extremal y sea w = (I,, + A)" '2. Sin pérdida de generali-
dad, podemos suponer que z € M ya que r(z) = r(az) para cualquier o > 0.
Como A es una matriz no negativa e irreducible, por la Proposicién 1.1.8
(I, +A)" 1 >0. Ademés 2> 0y z# 0. Por lo tanto, w = (I, + A)" 12>0y
w € N. Por ser z un vector extremal, 7z < Az, es decir, Az —rz > 0. Veamos
que Az —rz = 0. Supongamos por reduccién al absurdo que Az —rz # 0.
Entonces como (I, + A)"™* > 0, tenemos que (I,, + A)" }(Az —rz) > 0. Pero
(In+A)" Y Az—-12) = (I, + A)" P Az~ (I, + A)"lrz = A(L,+ A" e —r(I, +
A"z = Aw - rw. Luego Aw —rw > 0, es decir, rw < Aw lo que implica que
r < r(w) y esto no tiene sentido. Por lo tanto, Az —rz = 0. Entonces r es
un valor propio de A y cualquier vector extremal es un vector propio por la
derecha de A asociado al valor propio r.

Finalmente, para demostrar que cada vector extremal, z, de A es posi-
tivo, vamos a ver que (I, + A)*z = (1 + r)*z para cualquier k € N. Como
z es un vector extremal de A, sabemos que Az = rz. Sumando z, tene-
mos que (I, + A)z = (1+7)z. Para k=2, (I, + A)?z = (I, + A)(I, + A)z =
(I,+A)(1+7)z = (1+7)(I,+ A)z = (1+7)22. Supongamos que (I, +A)* 1z =
(1+7)k 12 Entonces, (I, +A)¥ = (I, + A) (I, + A)F 1z = (I, + A)(1+7r)k 1z =
(1+7)* 1 (I,+A)z = (1+7)*2. Por lo tanto, (1+7)" 'z = (I,+A)" 'z =w > 0.
Y por ser r >0, tenemos que z > 0. O

Definiciéon 1.1.15. Dada A € R™" se define el radio espectral de A de la
siguiente manera:

max{|A;| : \; es un valor propio de A}.
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Teorema 1.1.14 (Teorema de Perron-Frobenius para matrices irreduci-
bles). Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible. Entonces:

(i) La matriz A tiene un valor propio positivo, r, igual al radio espectral
de A.

(ii) Hay un vector positivo por la derecha asociado al valor propio r.
(iii) El valor propio r tiene multiplicidad geométrica 1.

(iv) El valor propio r tiene multiplicidad algebraica 1.

Demostracion. (i) Por la Proposicién 1.1.13, sabemos que r = sup ., r(z)
es un valor propio positivo de A. Veamos que el valor absoluto de
cualquier otro valor propio de A es menor o igual que 7. Sea « un
valor propio de A. Por tanto, existe un vector no nulo, y € R" tal que
Ay = ay. Como A > 0, |ally| = |ay| = |Ay| < |A||ly| = Aly|. Entonces,
la||ly| < Aly|. Por lo tanto, |a| < r(|y|) < r. Y queda demostrado que r
es el radio espectral de A.

(ii) Por la Proposicién 1.1.13, sabemos que existe un vector propio por la
derecha positivo asociado a r (los vectores extremales).

(iii) Supongamos que z es cualquier vector propio por la derecha de A
asociado a r. Entonces, Az = rz y como en el apartado (i), se puede
demostrar que r|z| < A|z|. En consecuencia, |z| es un vector extremal
de A y por la Proposicién 1.1.13, |z| > 0. Por lo tanto, z; # 0, i =
1,...,n, siendo z; la i-ésima componente del vector z. Veamos que la
dimensién del subespacio propio de A asociado a r es 1. Supongamos
por reduccion al absurdo que la dimensién es mayor que 1. Entonces,
existen dos vectores linealmente independientes, vi y w9, y existen
a, B € R tales que avi + Buy tiene al menos un elemento nulo. Pero
como vy + Bvg es una combinacion lineal de vy y ve9, es un vector
propio por la derecha de A asociado a r. Y que tenga al menos un
elemento nulo no es posible. Por lo tanto, la dimension del subespacio
propio de 7 es 1, es decir, que la multiplicidad geométrica de r es 1.

(iv) Como la multiplicidad geométrica de r es 1, para demostrar que la
multiplicidad algebraica de r es 1 vamos a ver que no existe ningiin
vector propio generalizado de r de orden 2. Sean x1 > 0 e y > 0 vec-
tores propios asociados al valor propio r de A y AT respectivamen-
te. Entonces, Axy = ra; y ATy = ry. Por lo que (rI, - A)z; =0y
(rI, - AT)y = 0. Supongamos por reduccién al absurdo que existe un
vector propio generalizado de orden 2, xo # 0 asociado al valor pro-
pio r tal que (rI, — A)zy = z1. Como (I, — A7)y = 0, se tiene que
yT(rI,—A) =07 y al multiplicar por x2, se consigue y* (rI,— A)xs = 0.
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Es decir, y'z1 = 0, pero no puede ser ya que z; >0 e y > 0. Por lo
tanto, no existe un vector propio generalizado de orden 2 asociado al

valor propio r. Entonces, la multiplicidad algebraica de 7 es 1.
O

Teorema 1.1.15. Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible con
radio espectral 1. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

k—oo .
(i) A* == P para alguna matriz P.

(ii) Para algin entero positivo p, AP > 0.

La demdstracion se encuentra en Bapat, Raghavan [1].

1.2. DMatrices estocasticas

Una matriz estocdstica es una matriz cuadrada no negativa donde la suma
de los elementos de cada fila es uno.

Definicién 1.2.1. Dada P = [p;j]i<i,j<n € R™", se dice que P es una matriz
estocastica si P >0y Z?:l pij =1, paratodoi=1,...,n.

Teorema 1.2.1. Sea P = [pj;li<ij<n € R™" una matriz estocdstica. Enton-
ces A =1 es un valor propio de P y ademds el radio espectral de P es 1.

. T
Demostracion. Sea v = [ 11 -1 ] . Veamos que Pv = v:
P11 DPin 1 Yi-1p1j 1
Pv=| =~ = : =l i [=v.
Pn1 ° DPnn 1 Z?:l Pnj 1

Entonces \g = 1 es un valor propio de P. Sea A un valor propio cualquiera de
P y sea v # 0 un vector propio asociado a A. Definimos |v;| = méxi<g<n {|vk|}-
Como Pv = Av, 3% prjvj = Avg, k =1,...,n. En particular, 37 pijv; = Av;.
Entonces [A||vi| = | X7y pijvi| € X7 |pijvsl = X721 pijlvs]. Por lo tanto,

n n

o,
Al < Z%M <Y pij=1,
|vi j

7=1 =1

ya que |v;] = méxi<ien{|vx|} ¥ P es una matriz estocastica. Como |A| <1,y
Ao =1 es un valor propio de P, el radio espectral de P es 1. O



Capitulo 2

Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov se utilizan para predecir la evolucién y el compor-
tamiento de ciertos sistemas a corto y a largo plazo. Deben su nombre al
matematico ruso Andréi Markov (1856-1922). Las cadenas de Markov tienen
un amplio abanico de aplicacciones en varias areas de la ciencia y la tecno-
logia (por ejemplo fisica, teoria de colas, teoria de programacién dindmica...).

Para desarrollar la teoria de este capitulo utilizaremos varios resultados
que han sido demostrados previamente en el Capitulo 1. En la elaboracion
del Capitulo 2 se han utilizado [1] y [11] entre otros.

2.1. Introduccién
Vamos a definir algunos conceptos que utilizaremos a lo largo del capitulo.

Definicién 2.1.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X : Q@ - R
una aplicacion. Entonces X es una variable aleatoria sobre el espacio medible
(Q,F)si VBe B, X Y(B)eF.

Definicion 2.1.2. Un proceso estocdstico es una coleccién de variables alea-
torias {X; : t € T'} ordenadas segun el subindice ¢ que en general se suele
identificar con el tiempo.

Si el conjunto T es continuo, se dice que el proceso estocastico es de
tiempo continuo. En cambio si T es discreto (finito o infinito contable), se
dice que el proceso estocdstico es de tiempo discreto.

Los procesos estocasticos también se pueden clasificar en funcién del
espacio de estados en el que toman valores las variables aleatorias. Si el
espacio de estados es continuo, se dice que el proceso estocastico es de estado
continuo. En cambio si el espacio de estados es discreto, se dice que el proceso
estocéstico es de estado discreto.

15
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Definicién 2.1.3. Sea S = {sg, s1, 2, ...} un conjunto contable llamado es-
pacio de estados y sea {X,,}n-0,1,.. una secuencia de variables aleatorias que
toman valores en S y que cumplen la siguiente propiedad de probabilidad:

P(Xn+1 = 7:n+1 ‘ Xn = Z‘na—X*n—l = in—lv cee 7X0 = ZO) = P(Xn+1 = Z‘n+1 | Xn = Zn)u
Vn>0,Vig,...,0n,ine1 €5 si P(anz'n,...,X():io)>0. (21)

La propiedad (2.1) se conoce como la propiedad de Markov y un proceso
estocastico { Xy, }n=0,1,.. que cumple esta propiedad es una cadena de Markov
de tiempo discreto.

Tal y como dice [11], la propiedad de Markov se interpreta como “la
futura evolucién probabilistica del proceso estd determinada una vez que se
conoce el pasado inmediato”.

Observaciones. (i) Trabajaremos con cadenas de Markov de tiempo dis-
creto.

(ii) El conjunto S es el espacio de estados y puede ser finito o infinito
contable, pero a partir de este momento consideraremos que .S es finito.
Entonces diremos que la cadena de Markov es finita.

(iii) Para facilitar la notacién, vamos a suponer que el conjunto de es-
tados esta formado por nimeros enteros no negativos, es decir, S =
{0,1,2,...,7}.

Definicién 2.1.4. Dada una cadena de Markov {X,, },-0,1,.. que toma va-
lores en el espacio de estados Sy dados i, j € S, la probabilidad de transicion
del estado ¢ al estado j en el instante n es P(X,, = j | X,,-1 =1), y se denota
mediante p;;(n). P, = [pij(n)]ijes es la matriz de transicion de la cadena
de Markov en el instante n.

Definicién 2.1.5. Sea P, la matriz de transicién de una cadena de Markov
en el instante n. Si P, = Py, =...= P, = ..., se dice que la cadena de Markov
es homogénea. De lo contrario, la cadena de Markov es no homogénea.

Observaciones. (i) Trabajaremos con cadenas de Markov homogéneas,
por tanto, denotaremos la probabilidad de transicién del estado ¢ al
estado j mediante p;; y P = [pij]i jes serd la matriz de transicién.

(ii) Notese que la matriz de transicién P es una matriz estocéstica. Como
los elementos de P son probabilidades, son no negativos y ademas, la
suma de los elementos de cada fila es uno ya que

>pij= ) P(Xp=7]Xn1=1) = P(jes Xy =5 | Xp-1=1)
jes jes
=P(X,eS|Xp1=1)=1, Vies§.
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Definicién 2.1.6. Dada una cadena de Markov {X,, },-0,1,.. que toma va-
lores en el espacio de estados S y dados i,5 € S 'y m >0, la probabilidad de
transicion en m pasos del estado i al estado j es P(Xpim =7 | X,y =14) y se
(m)

denota mediante p;;

(©

(2

)=P(Xn=i|Xn=i)=1paratodo
ieSypl(]Q):P(Xn:j|Xn:z'):Oparatodoi,jeStalquei;tj.

Observacién 2.1.1. Nétese que p

Lema 2.1.1. Dada una cadena de Markov {Xn}n=0717_,, que toma valores
en el espacio de estados S, para todo i,j5,k € S y n,m > 1 se tiene que
P(Xpim=7|Xn=kXo=1)=P(Xpsm =7 | Xn = k).

Demostracion. Vamos a demostrarlo para m = 1.

P(Xn+1 = in+1aXn = Z'naAXVO = iO)

P( X1 =ine1 | Xn =in, Xo =ig) = >
(Xns1 = ins1 | Xn = in, Xo = i0) P(Xy = in, X0 = in) 22
Introducimos el suceso seguro 0 = (Uin71ESXTL—1 = in—l; ey Uile,SXl = ’Ll)
Luego
(2 2) = P(Xn+1 = Z'n+1a Xn = in, Uin71€SXn71 = 'L'nfla ] Ui1€SX1 = il’ XO - iO)

P(Xp = in, Ui, 1e5Xn-1 = in-1, -, es X1 = i1, Xo = 4p)
_ ZileS ZiQES e Zin_lés P(X’I’L+1 = i’n+17 Xn = i?’l? e 7X0 = ZO)
ZilES ZigeS e Zin_leS P(Xn = in,Xn_l = ’in_l, e ,XO = 7/())

Usamos el teorema de la probabilidad compuesta:

ZileS” 'Zin_leSP(Xn =iy 7X0 = iO) 'P(Xn+1 = lin+1 | Xp = Uy - - '7XO = iO)
Zi165"’2in_1€SP(XTL:inu"-)oniO) .

Usamos la propiedad de Markov:

ZileS s Zin_leS P(Xn =iy 7X0 = iO) : P(Xn+1 = ln+l | Xp = Zn)

ZileS"-Zin_leSP(Xn:ina'-wXO:iO) .
Sacamos factor comun,
ZileS s Zin_leS P(Xn =lpye - 7X0 = iO)

Yires - 2in qes P(Xn =in, ..., Xo =10)
= P(Xn+1 = intl | Xp = Zn)

(2.2) =

(2.2) =

(22) = P(Xn+1 =lin+1 | Xn = Z'n)
O

Proposicién 2.1.2. (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov). Dada una cade-
na de Markov {Xp}n-01,.. que toma valores en el espacio de estados S, para
todo i,j € S se tiene que

(m+n) _ (m),(n)
Py = kz;gpik Pyj’s Yn,m>1.
€
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Demostracion. Para demostrar la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, utili-
zaremos la propiedad de Markov y el Lema 2.1.1.
P = P(Xonan = j | Xo = 1) = P((Ximen = ) 0 (9pes X = k) | Xo = 1)

= P(UkES(Xm+n = .]7Xm = k) | Xo = Z)

= ZP(Xmm =5, Xn=k|Xog=1)

keS

= ZP(Xm:k|X0:l)P(Xm+n:j|Xm=k,X0:’L)
keS

=Y P(Xpm=k|Xo=1)-P(Xpin=j | Xm=k) = ZPEIT)PIET;)-
keS keS

O]

A lo largo del capitulo vamos a ir completando un ejemplo que se propone
en [5].

Ejemplo 2.1.1. Sea { X, }n-0,1,... una cadena de Markov que toma valores en
el espacio de estados S = {1,2,3}. Para cadan € {0, 1,...} X, es una variable
aleatoria que representa la clase social a la que pertenece una familia en la
n-ésima generacién. Si X, = 1 la n-ésima generacién es de clase baja, si
X, =2 de clase media y por tdltimo si X, = 3 de clase alta. Sea

0,7 0,2 0,1
r=|03 05 02
02 04 04

la matriz de transicién. Si en la actualidad una familia es de clase media,
jcual es la probabilidad de que la segunda generacion sea de clase alta?

Queremos saber cudl es la probabilidad de pasar del estado 2 (clase
media) al estado 3 (clase alta) en dos pasos (2 generaciones). Por lo tanto
aplicamos la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov:

P52 = S pojpjs = parpis + paopas + paspss = 0,3-0,1+0,5-0,2+0,2-0,4 = 0,21,
keS

Teorema 2.1.3. Seaq {Xn}n=0717.,, una cadena de Markov que toma valores
en el espacio de estados S y sea P su matriz de transicion. Dados i,j € S
la probabilidad de transicién en m pasos del estado i al estado j, P(Xpm =

Jjl1Xn=1)= pgﬁ) es el (i,7)-ésimo elemento de P™.

Demostracion. Se define A, = [pgn)]ivjes. Denotaremos mediante (B); ;
el (i,7)-ésimo elemento de cualquier matriz B. Queremos demostrar que
A = P™, ¥Ym e N. Lo demostramos por induccién sobre m:
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nm = 1, (Al)i,j = Dij» luego Al =P= Pl.
» Hipétesis de induccién: Supongamos que A,,_; = P™ L.

= Por la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, se tiene que

(Am)i =p§;~n) - ZPE;T_I)PM = > (Am-1)ik - Prj = (A1 P)ij. (2.3)
keS keS

Aplicando la hipédtesis de induccién en la igualdad (2.3), se tiene que
(Am)ij = (Am-1P)ig = (P"71P)ig = (P™)i
Por tanto, A,, = P™.
O

Observacion 2.1.2. Para cualquier m € N, P™ es una matriz estocastica.
Como los elementos de P™ son probabilidades, son no negativos y ademas,
la suma de los elementos de cada fila es uno ya que

Zpg'n):ZP(Xn+m:j‘Xn:i):P(UXn+m:j‘Xn:i)
jes jes jes
=P(XpimeS|Xp=1)=1, VieS.

Ejemplo 2.1.2. Veamos con la matriz de transicion P del Ejemplo 2.1.1
que P? es una matriz estocastica.

0,7 0,2 0,1 1[ 0,7 0,2 0,1 0,57 0,28 0,15
P’=prPP=103 05 02 /] 03 05 02 |=| 04 039 021
02 04 04 [[ 02 04 04 034 04 0,26

Todos los elementos de P? son no negativos y es facil ver que la suma de todos
los elementos de cada fila es uno. Por lo tanto, P? es una matriz estocdstica.
Ademas, tal y como se ha demostrado en el Teorema 2.1.3 podemos observar
que el (2, 3)-ésimo elemento de P? coincide con pg? que hemos calculado en

el Ejercicio 2.1.1 previamente.

2.2. Clasificacién de estados

Vamos a ver lo que significa que un estado conduzca a otro estado y que
un estado esté comunicado con otro estado. Gracias a estas definiciones
distinguiremos dos tipos de estados: transitorios y recurrentes. Ademas de-
mostraremos que la relacién comunicarse es una relacion de equivalencia.

Definicion 2.2.1. Dados i,j € S se dice que el estado i conduce al estado j
o que j es accesible desde el estado 17, si existe n > 0 tal que pg.l) > 0. En tal
caso, escribiremos ¢ — j.
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Definicion 2.2.2. Dados i,j € S se dice que el estado ¢ se comunica con el
estado j (i < j) si i conduce a j y j conduce a i. Es decir, si existen n,m >0

(n)

tales que P> Oy pg.;.n) > 0.

Observacién 2.2.1. En las dos definiciones anteriores podriamos haber
sustituido la condiciéon n > 0 por n > 1 cuando ¢ # j pues p( )= 0.

Proposicion 2.2.1. La relacion < es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Veamos que la relacion < es reflexiva, simétrica y transitiva:

(i) PO = P(Xo =i | Xy = i) = PEstXecd) - PGl 15 0 o . Por
tanto, < es reflexiva.

(ii) Sii< j=1—>jAj—>i=j< i Portanto, < es simétrica.

(iii) Supongamos que i <> j y j < k. Entonces, existen n,m,r,s > 1 tales

quepl(])>0 p( )>0 p()>0yp()

Kolmogorov tenemos que:

> 0. Por la ecuacién de Chapman-

P = S o 2 pp 0= i o b
teS

i = TR el 2 > 0= ki
teS

Por tanto, ¢ <> k y <> es transitiva.

O
Ejemplo 2.2.1. Retomando el Ejemplo 2.1.1, como la matriz de transiciéon
es
0,7 0,2 0,1
P=103 05 02 [,
0,2 04 04

todos los estados se comunican entre si ya que p;; > 0 para cualquier ¢, €
{1,2,3}.

Definiciéon 2.2.3. Se dice que una cadena de Markov es irreducible si su
matriz de transicion es irreducible.

Ejemplo 2.2.2. La matriz de transicién del Ejemplo 2.1.1 es

0,7 0,2 0,1
P=|03 05 02
02 04 04

Como se puede apreciar en la Figura 2.1 el grafo dirigido asociado a P
es fuertemente conexo. Por tanto, por el Teorema 1.1.11 P es una matriz
irreducible. Entonces la cadena de Markov es irreducible.
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S

Figura 2.1: Grafo dirigido asociado a P

Proposicion 2.2.2. Una cadena de Markov es irreducible si y solo si todos
sus estados estdn comunicados entre si.

Demostracidn. Supongamos que la cadena es irreducible. Sea P = [pjj]i jes
la matriz de transiciéon. Como la cadena de Markov es irreducible, P es una
matriz irreducible. Por la Proposicién 1.1.9, para cada i,j € .5, existe ¢ € N
tal que (P?);; > 0 y por el Teorema 2.1.3 pg-}) = (P%);; > 0. Por tanto,
existen qi,¢2 € N tales que (P™); ; = pgqu) >0y (P®),;= pg.(f) > 0. Es decir,

Supongamos que todos los estados estan comunicados entre si. Entonces
para todo i,j € S existe m > 1 tal que pgm) > 0. Por la Proposiciéon 1.1.10
existe una secuencia de m lineas dirigidas en el grafo dirigido asociado a P
que conectan los nodos P; y P;. Por tanto, el grafo dirigido asociado a P es
fuertemente conexo y por el Teorema 1.1.11, P es una matriz irreducible.

Entonces la cadena de Markov es irreducible. O

Corolario 2.2.3. {X,,},-0,1,... es una cadena de Markov irreducible si y solo
st todos sus estados estan en una unica clase de equivalencia.

Demostracion. Se deduce de la Proposicién 2.2.2. O

Definicion 2.2.4. Dado i € S se dice que el estado i es transitorio si existe
j €S tal que ¢ - j pero j + i.

Proposiciéon 2.2.4. Dado i € S, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(i) @ es transitorio.
(ii) fi = P(Volver a tomar el valori | Xog=1) < 1.

Demostracion. Demostraremos solo la implicacién que utilizaremos.

(i) = (ii) : Como i € S es transitorio, existe j € S tal que i - j pero
(m) (0) _
;> 0y para cada g € N, p;;” = 0.

entraren j” y B = “mno volver a ¢ ”.

j + i. Es decir, existe m € N tal que p
Vamos a definir dos sucesos: A = *
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Como j + i, tenemos que A c B. Luego P(A | Xo =) < P(B | Xo = 1).
Queremos ver que P(B | Xy =1i) > 0. Para ello veamos que P(A | Xy =1) > 0.
P(A| Xo=1i)=P(UZ, X = j | Xo=1) 2 P(Xpn = j | Xo =) =p{/" > 0. Por
tanto,

fi = P(Volver a tomar el valor i | Xg=1) =1-P(Nowvolver ai| Xy =1)
—1-P(B|Xo=1i)<1.

O]

Observacion 2.2.2. Sii € S es un estado transitorio, se tiene que f; < 1. Por
la propiedad de Markov, P(Volver a tomar el valor i k veces | Xo = i) = fF.

k—o0 , . ,
Como f; <1, fzk —— 0. Por tanto, la cadena tomara el valor ¢ un nimero
finito de veces.

Definicion 2.2.5. Dado ¢ € S se dice que el estado ¢ es recurrente si no es
transitorio, es decir, si para todo j € S tal que i — j se tiene que j — i.

Ejemplo 2.2.3. En el Ejemplo 2.1.1 todos los estados son recurrentes ya
que para todo 7,5 € S, p;; > 0.

Definicion 2.2.6. Dado ¢ € S se dice que ¢ es un estado absorbente si p;; = 1.

Proposicién 2.2.5. Sea { X, }n-01,.. una cadena de Markov. Entonces exis-
te al menos un estado recurrente.

Demostracion. Sea S = {1,...,r} el espacio de estados. Supongamos por
reduccién al absurdo que todos los estados son transitorios. Por la Obser-
vacién 2.2.2 para cada ¢ € S, la cadena tomard el valor ¢ un nimero finito
de veces. Sea N; el ntimero de pasos desde el principio hasta que se toma el
valor ¢ por ultima vez. Sea N = méxj<;<-IN;. Entonces, después del paso N,
la cadena no tomara ningun valor de S, pero esto es imposible. Por tanto,
al menos uno de los estados debe ser recurrente. O

Proposicion 2.2.6. Dados i,j € S si i es recurrente e i < j entonces j
también es recurrente.

Demostracion. Sea k € S tal que j — k. Queremos ver que k — 7, es decir,
que existe n € N tal que p,(;;.) > 0. Como j — k, existe ¢ € N tal que pﬁ) >0

(m)

y como i < j, existe m € N tal que p; ;> 0. Por la ecuacién de Chapman-

Kolmogorov tenemos que:

(m+q) _ (m), (q) 5 (m) (q)
Pie = 2Py D 2Dy pix > 0.
teS
Por tanto, ¢ — k, y como ¢ es recurrente, k — i. Por tanto, tenemos que k < i
e i < j. Por la propiedad transitiva de la relacion <, tenemos que k < j.
Por tanto, k — j. O
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Corolario 2.2.7. Todos los estados de una cadena de Markov irreducible
son recurrentes.

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.5 sabemos que al menos un estado es
recurrente (i € S). Por la Proposicién 2.2.2 sabemos que todos los estados
estan comunicados entre si. En concreto, para todo j € S tenemos que ¢ < j.
Finalmente, por la Proposicién 2.2.6 j también es un estado recurrente. [

Definicién 2.2.7. Dado i € S se considera el conjunto {n >1: p ) > 0}. Si
este conjunto es vacio, se dice que i tiene periodo d = d(i) = 0. Si el conjunto
es distinto del vacio, se define el periodo de i como d = d(i) = m.c.d{n>1:

p” )50}

Definicion 2.2.8. Dado ¢ € S se dice que el estado ¢ es aperiddico si d =
d(i) = 1. Ademds, se dice que una cadena de Markov es aperiddica si todos
sus estados son aperiddicos.

Ejemplo 2.2.4. Vamos a calcular el periodo del estado 1 del Ejemplo 2.1.1.
Se cumple que d(1) =m.c.d.{n>1 :pi?) >0}. Al ser p11 = pﬁ) > 0, tenemos
que d(1) | 1 y como d(1) > 1 se tiene que d(1) = 1. Como paa >0y p33 >0
se demuestra de la misma manera que d(2) =1y d(3) = 1. Por tanto, todos

los estados de S son aperidédicos y la cadena de Markov es aperiddica.
Proposicién 2.2.8. Dados i,j €S, sii < j, entonces, d(i) =d(j).

Demostracion. Si i = j el resultado es trivial. Entonces, supongamos que
i # 7. Como i < j, existen m,n € N tales que p( KONNY) yp(.ﬁ) > 0. Por la

(2
ecuacion de Chapman-Kolmogorov tenemos que pl(.i mn) _ YkeS pfk )p,(ﬂ) >
pZ(J )pgl) > (0. Sea s > 1 cualquiera tal que p(z) > 0. Por la ecuacién de
Chapman—Kolmogorov

(m+n+8) Zp(n) (m+s) P;:L)pz(;ﬂs) _pﬂ) ZP( s) ( n) S?)pz(:)pz(jm) > 0.

De la misma manera se puede demostrar que p(m”HQS) > 0. Como d(j) =

m.c.d{n>1: p( n) >0}, tenemos que d(j) |[m+n+sy d(j) | m+n+2s. Por
lo tanto, ex1sten b>a>0 tales que d(j)b=m+n+2syd(jla=m+n+s.
Restando las dos expresiones, tenemos que d(j)(b-a) = s. Como b > a,
d(j) | s para cualquier s € N tal que pl(f) >0.Y como d(i) =m.c.d{n>1:
pl(ln) >0}, d(j) | d(7). Por simetria, d(7) | d(j), luego d(7) = d(j). O

Observacién 2.2.3. Todos los estados de una misma clase de equivalencia
tienen el mismo periodo.
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2.3. Comportamiento de una cadena a largo plazo

gn) cuando m tiende a infinito. Como en
el Teorema 2.1.3 hemos visto que para cada m € N pgn) y el (i,7)-ésimo
elemento de la matriz P son iguales, vamos a ver si existe el limite de P™

cuando m tiende a infinito.

Queremos ver qué sucede con p

Lema 2.3.1. Sea d = m.c.d.{ny,...,n;}. Entonces, existe un entero positivo,
. , k

h, tal que para cualquier nimero entero m > h, md = Y5, ¢jn; para algunos

enteros no negativos ci, ..., Cg.

Demostracion. Por la identidad de Bézout, existen enteros i, ..., tales
que d = Z?zl mjn;. Dividiendo entre d, 1 = Z?zl 7 (5). Sea d* = Z?zl |mjn;
y se define h = (d*)2. Por la manera en la que se ha definido h, para cada
ndmero entero m > h, se tiene que m = gd* +r siendo ¢ > d* y d* > r > 0.
Entonces, como d* = Z;?:l |miln; y 1= Zle i (5):

)

k k
md = (qd* +r)d = qd Z |miln; +rd Z mj(
j=1 j=1 d

k
) = > (qd|mj| + rmj)n;.
j=1

Como ¢ >ry d>1, se cumple que gd|mj| > q|mj| > r|7j| > —rm;. Por lo tanto,
cjz(qd]7j|+r7rj)>0. ]

Lema 2.3.2. Sea {Xn}n=0717__. una cadena de Markov con matriz de transicion
(m)

P y sean ¢ y m enteros no negativos cualesquiera. Entonces p§?m) > (p” )¢
para todo j € S.

Demostracion. Sean ¢ y m enteros no negativos cualesquiera. Por el Lema
2.1.1:

Py = P(Xgm = j | Xo = j)
> P(Xgm =5, X(g-1ym =Jr-++»Xom = J, Xm = j | Xo = j)
=P(Xpn=7|Xo=7) P(Xom=7|Xo=J, Xm=7)... P(Xgm =3|Xo =15,
Xon =G s X(getym = 4)
=P(Xm=7Xo=7) P(Xom =7 Xm=7) .. P(Xgm =J | X(g-1)ym = J)

= ()",

O]

Teorema 2.3.3. Sea {Xn}n=0,17,,_ una cadena de Markov con matriz de
transicion P. Entonces la cadena es irreducible y aperiddica si y solo si
PN >0 para algin N €N.
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Demostracion. Supongamos que la cadena es irreducible y aperiédica. Como
P es irreducible, por la Proposicién 2.2.2, todos los estados de la cadena
estdn comunicados entre si. Es decir, para cada i, j € S existe m = m(i,7) tal

(m)

que p;;* > 0. Como la cadena es aperiddica, d = d(i) =m.cd{n>1 :pl(i”

0} =1, Vie S. Sea p( ns) 5 0, para s = 1,2,...,t. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que d(i) = m.c.d.{ns:s=1,...,t}. Por el Lema 2.3.1, existe un
entero positivo h = h(i) tal que para cualquier n > h(i), n = ¥.t_; msns, siendo
s un entero no negativo. Entonces por la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov
y el Lema 2.3.2:

r = L rin 2ol )pf}" = p{Fe

—pw )l_[p(“"s) H p )™ 5 0,

(m+n)

Entonces, para todo n > h(i), se tiene que p;; >0.Sea N = méaxy jeg{m(k,1)+

h(k)}. Entonces, p( )50 para todo i,j € S.

Reciprocamente supongamos que PV > 0 para algin N ¢ N. Por lo tanto,

para todo 4,5 € 5, p(]]-v)

;; ~ > 0. Entonces, todos los estados estdn comunicados
entre si y por la Proposicién 2.2.2, la cadena de Markov es irreducible y por
tanto, la matriz de transicién P es irreducible. Veamos por inducciéon que

PN*™ 5 0 para cualquier m > 1:

» m=1: PN*! = PV P, Supongamos por recuccién al absurdo que PV*!
no es positiva. Como PV > 0, la dnica opcién para que PV no sea
positiva es que una columna de P esté formada por ceros. Entonces,
por la Proposicion 1.1.5 el grafo dirigido asociado a la matriz P no
es fuertemente conexo y por el Teorema 1.1.11 , P no es una matriz
irreducible, lo que es una contradiccién. Asi, PN+ > 0.

» Hipdétesis de induccién: Supongamos que PV+™~1 > (.
pN+m - pN+m=1p Razonando de la misma manera que en el caso
m =1, se consigue que PN*™ > 0.

PN+m 5 () para cualquier m

Como > 1, tenemos que para todo i,j € .5,
pl(jwm) > 0, para cualquier m > 1. En particular, para todo i € S, p(N+m) >0
para cualquier m € N. Entonces, para todo i € S, d(i) = 1. Luego P es

aperiédica. 0

Lema 2.3.4. Sea P = [p;ijlijes la matriz de transicion de una cadena de
Markov. Si lim P™ = Q existe, QQ es una matriz estocdstica.

m—+oo



26 2.3. Comportamiento de una cadena a largo plazo

Demostracion. Supongamos que lim P™ = @Q existe. Por el Teorema 2.1.3
m—+oo

pgyb) es el (i, j)-ésimo elemento de la matriz P™. Por la Observacién 2.1.2 sa-

bemos que para cada m € N P es una matriz estocastica. Luego Z;Ll p(m) =

(]
1 para todo i € S. Como Iim p(m) = ¢;; para todo ¢,j € S tenemos que
m—>+00

ij
(m) _

Yjes @i = Tjes lim pi™ = lim 3 p{" = lim 1=1 para cada i€ . Asi
jes

m—>+0oo m—+00

() es una matriz estocéastica. ]

Definicion 2.3.1. Un vector de probabilidad es un vector cuyas componen-
tes son no negativas y suman 1.

Definicion 2.3.2. Dados A € R™™ y X\ un valor propio de A, se dice que
un vector no nulo y € R™ es un vector propio por la izquierda de A asociado
adsiylA=yT\

Teorema 2.3.5. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov
irreducible y aperiddica. Entonces, lim Pk = Q existe. Ademds, PQ = QP =

k—+o00
Q = Q2. Todas las filas de la matriz Q son iguales. Cualquier fila de Q viene
dada por el inico vector de probabilidad u tal que uP = u.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.3 sabemos que existe N € N tal que PV >
0. Ademas, como P es una matriz estocastica, por el Teorema 1.2.1 sabemos
que 1 es un valor propio de P y que el radio espectral de P es 1. Entonces,
por el Teorema 1.1.15 lim P* = Q existe. Veamos que PQ = Q = QP:

k—+o0

PQ=P lim P* = lim (PP*) = Jim PH =,
—+00

—+00 k—+00

QP =(lim P*)P= lim (P*P)= lim P*1=Q.
k—+oo k—+o0 k—+o00

Veamos que todas las filas de @) son iguales. Por el Lema 2.3.4 sabemos que
@ es una matriz estocdstica. Sean ¢; y ¢; la i-ésima y j-ésima filas de @) res-
pectivamente. Entonces ¢;,q; # 0 por ser () una matriz estocéstica y como
QP =Q, ¢P=qYyqjP =qj. Como P es una matriz no negativa e irreducible
y su radio espectral es 1, por el Teorema 1.1.14 sabemos que la multiplici-
dad geométrica del valor propio 1 es 1. Por tanto, ¢; = ag; para algin o € R.
Como @ es estocdstica, 1= Y1 | gk, = Yp_y @qjr = @ Xp_; Gjk = . Entonces,
¢ = q¢; y queda demostrado que todas las filas de ) son iguales.

Como (@ es una matriz estocastica y todas sus filas son iguales, tenemos
que:
2 n n
ap - Qp ai Zk:l ap -+ Qp Zk:l ag n
Q*=| : | = : : = > a

n n -
al Qnp, ai Zkil ag np, Zkil ag k=1 a1 e Gy

al cee an
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Finalmente, veamos que cualquier fila de () viene dada por el tinico vector
de probabilidad u tal que uP = u. Supongamos por reduccién al absurdo que
existen dos vectores de probabilidad u; y uo tales que u; #us y 1 P=u1 y
ua P = ug. Entonces, como la multiplicidad geométrica del valor propio 1 es 1,
tenemos que u; = aug para algiun « € R. Como son vectores de probabilidad,
1 =Yy quik = XpogQuag = @Y U = o Pero esto es imposible ya que
u1 # ug. Por tanto, u; = uy y queda demostrado que cualquier fila de @
viene dada por el tinico vector de probabilidad u tal que uP = u. ]

Una consecuencia del resultado anterior es que si se tiene una cadena
de Markov finita, irreducible y aperiddica, la probabilidad de que a largo
plazo la cadena se halle en el estado k no depende del punto de partida de
la cadena.

Corolario 2.3.6. Para una cadena de Markov irreducible y aperiédica siem-

pre existe 1lim pgn) y no depende de , es decir,
m—+

’
1
—+00

lim p{™

Hm pi; =wu; para todo 1,5 € S.

Ademds, {u;}jes es la unica familia de soluciones no negativas de

Uj = Yies WiDij
ZjeS Uj = 1

A {uj}jes se le llama distribucion de probabilidad limite, de estado estable
o de equilibrio de la cadena.

Ejemplo 2.3.1. Con los datos del Ejemplo 2.1.1 vamos a calcular kh’m P*.
—>+00

Anteriormente hemos visto que en este caso la cadena de Markov es

irreducible y aperiédica. Por lo tanto, por el Teorema 2.3.5 lim Pk = Q

k—+oo

existe y cualquier fila de ) viene dada por el tinico vector de probabilidad
u tal que uP = u. Vamos a calcular u = [ Ul U2 U3 ]:

0,7 0,2 0,1
[ uy U2 ug ] 0,3 0,5 0,2 :[ Uy U2 U3 ]
0,2 04 04

0,7uy + 0,3us + 0,2us = uy
= 0,2711 + O,5UQ + 0,4U3 = U2
0,1U1 + 0,2u2 + 0,4U3 =us

—0,3U1 + 0,3’[1,2 + 0,2U3 =0 (2.4)

<14 0,2u; —0,5ug +0,4uz =0 (2.5)
0,11y +0,2us — 0,6u3 =0 (2.6)
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Como la ecuacién (2.6) es una combinacién lineal de las dos primeras ((2.6) =
~(2.4) - (25),

-0,3uq + 0,3us + 0,2u3 =0

0,2U1 - 0,511,2 + O,4’LL3 =0

Y resolviendo el sistema se consigue que u; = 22u3 y ug = %GU;; para cualquier

9
u3. Pero como 23:1 u; = 1, tenemos que %u;z, + %u;z, +uz = 1 y se obtiene
ug = %. Entonces u = [ % i—g % ] Por tanto
22 16 9
a7 47 A7
lim Pf=Q=| 22 1 9
Jost 00 Q a7 4T a7
22 16 9
a7 47 A7

Esto significa que la probabilidad de que al cabo de muchos afios una familia
sea de clase social baja es ?1—3, indistintamente de cual haya sido su estatus
social en un primer momento. La probabilidad de que al cabo de muchos
anos una familia sea de clase social media es i—?. Y por ultimo la probabilidad
de que al cabo de muchos afios una familia sea de clase social alta es %.



Capitulo 3

Una aplicacion de las cadenas
de Markov: PageRank

En Internet hay millones de pédginas web, por lo que es fundamental que
haya buscadores réapidos y eficientes que proporcionen al usuario las paginas
que contienen la informacién que necesita. En este capitulo vamos a hablar
sobre el PageRank, el método que utiliza Google para clasificar las paginas
web y asi poder proporcionar al usuario aquellas paginas que seran de su
interés.

3.1. Introduccion

Hoy en dia Google es el buscador que més se utiliza en la web. Empezd
a funcionar en 1998 y poco después de su puesta en marcha se convirti6
en uno de los buscadores maés eficientes. Cada segundo estd proporionando
sevicios a millones de consultas recibidas por usuarios de Internet. Google
organiza una gran cantidad de informacién y la hace universalmente accesi-
ble. El algoritmo PageRank es la técnica que utiliza Google para clasificar
las paginas web de acuerdo a su importancia. PageRank fue desarrollado
por los informéticos Larry Page y Sergey Brin durante sus doctorados en la
Universidad de Standford. Juntos escribieron el articulo “The Anatomy of
a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine”[3].

El articulo [3] dice asi, “Google es un prototipo de buscador a gran es-
cala que hace uso de la estructura presente en el hipertexto®. Estd disenado
para rastrear e indexar la Web de manera eficiente y producir resultados de
busqueda mucho maés satisfactorios que los sistemas existentes”.

* Hipertexto: Herramienta con estructura no secuencial que permite

crear, agregar, enlazar y compartir informacién de diversas fuentes por me-
dio de enlaces asociativos.
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PageRank es un algoritmo independiente de consulta y contenido. Que
sea independiente de consulta significa que el algoritmo clasifica todas las
paginas sin conexion después de que el rastreador (programa que inspecciona
las paginas del World Wild Web de forma metddica y automatizada) haya
descargado e indexado las paginas. Que sea independiente de contenido sig-
nifica que el algoritmo PageRank no incluye el contenido de una pagina web
a la hora de clasificarla sino que utiliza la estructura de enlaces de la web
para calcular su rango (PageRank). Cuando un usuario escribe un término
en el buscador, el algoritmo PageRank solo encuentra las paginas en la web
que coinciden con el término que se quiere consultar y las presenta al usuario
en orden de su PageRank.

3.2. Uso de las cadenas de Markov en el algoritmo
PageRank

El algoritmo PageRank considera la Web como un grafo dirigido cuyos nodos
son las paginas web y los arcos son los enlaces que hay entre ellas. El niimero
de paginas web en la actualidad es muy grande, pero finito. Supongamos
que hay N paginas web. El PageRank de la i-ésima pégina (i =1,...,N) lo
denotaremos mediante PR(7) y viene dado [3] por la siguiente ecuacién:

PR(i)=(1-d)+ 3 ’PR(j)%, i=1,...

donde C(j) es el nimero de enlaces que salen desde la pagina j, d es un
parametro de amortiguacién que esta entre cero y uno y j — ¢ significa que
hay un enlace desde la pagina j a la pagina i, es decir, en terminologia del
capitulo anterior, j conduce a i. En [3] se dice que normalmente d se esta-
blece a 0.85.

N (3.1)

Para relacionar el PageRank con las cadenas de Markov, vamos a suponer
que cada pagina web es un estado de la cadena. Llegaremos a la conclusién
de que el PageRank de una pagina web es proporcinal a la probabilidad
limite de dicho estado en la cadena de Markov. Entonces, cuanto mayor sea
la probabilidad, mayor serd el PageRank de la pagina web.

Supondremos que un usuario que esta en una pagina web continda cli-
cando en los enlaces sin volver nunca hacia atras. Pero puede ocurrir que
el usuario se aburra y que reinicie su busqueda sin seguir los enlaces de la
pagina web en la que se encuentra. Para representar este fenémeno, vamos
a definir un nuevo estado, la pagina de reinicio, y vamos a nombrarlo como
el estado ¢ = 0. Denotaremos mediante pj; la probabilidad de ir del estado j
al estado 7. Asumimos que:
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(i) Para cada j=0,..., N la probabilidad de ir del estado j al estado 0 es
pjo = 1 —d. Es decir, la probabilidad de llegar al estado 0 no depende
del estado actual.

(ii) La probabilidad de ir del estado 0 al estado j es po; = % para cualquier
j=1,...,N.

(iii) La probabilidad de ir del estado j al estado i tal que 7,5 # 0 es

{O sij»i
Pii = d o . .
Jt o SiJ—i

(iv) Nétese que Yo poi = poo + L1 poi = (1 —d) + TN, % =1-d+d=1.

. -y
(v) Notese que Zgopji = pjo+ YN pji = (I-d)+%;. i % = 1—d+d% =
1 paratodo j=1,...,N.

Sea u; la probabilidad limite del estado ¢. Suponiendo que la cadena de
Markov es irreducible y aperiédica, el Corolario 2.3.6 nos asegura que se
cumplen estas ecuaciones:

N
{ U = ijo UjPji

Zﬁouizl
Luego
N N N
uo = Y upjo = Y uj(1-d)=(1-d) Y uj=1-d,
=0 j=0 J=0
> > T g
wi = ) ujpji = uopoi+ Y wipji = (1-d)—+ Uj——, i=1,...,N. (3.2)
i & iPji i & iPji N & IcQ)

Multiplicando por % la ecuacién (3.2)

s 3 ()

Si definimos PR(1) = % -u;, se consigue la ecuacion (3.1):

PRG)=(1-d)+ Y PR(j)—2—, i=1,....N.
i C(5)

Entonces cuando el usuario escribe un término en el buscador Google, se
le proporcionan las paginas web que coinciden con dicho término ordenadas
por el PageRank. Cuanto mayor sea el Page Rank de una péagina web antes
aparecera en la lista de paginas que presenta Google.
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