Los juicios de la Matematica y el modo

de existencia de sus 'objetos

Por MIGUEL SANCHEZ - MAZAS

PRIMERA PARTE
1

La polémica en torno al modo de existencia
de los objetos matematicos es acaso la mis an-
tigua e ilustre de las polémicas filoséficas plan-
teadas por la ciencia abstracta. Apenas habia
dado sus primeros pasos la Matematica griega,
cuando surgié la gran cuestiéon que habia de
conmover la Filosofia del tiempo platénico y pre-
ocupar, por sus consecuencias, al mismo Arist6-
teles: ¢ Existen en si mismos, de alguna mane-
ta los nimeros? (1) ; Tienen alguna existencia

(1) La pregunta fundamental acerca del modo de
existencia de los ntmeros surge, en realidad, de la
filosofia platénica y adquiere por primera vez un sen-
tido preciso en Arist6teles. Los pitagéricos fueron, es
cierto, los primeros que advirtieron el cardcter inmu-
table de las leyes numéricas y pusieron en los nimeros
el verdadero ser permanente de las cosas; pero en su
pensamiento adn no habfa aparecido con claridad la
pifurcacién del ser, en sus dos aspectos de esencia y
existeneia, y, por lo tanto, no tenia ser}tldo 1@ cuestién
estricta de como y dénde el nimero ewiste, sino sélo la
de lo que el ntmero es. Su propésito era principalmen-
te descubrir la esencia de las cosas, y en el fondo de
ella encontraron los ntimeros. Esto significa que, por
una parte, vieron en los mimeros el fundamento racio-
nal y explicativo de las cosas, _aquello que las hace in-
teligibles, segin . el conocido fragmento de ’Fﬂolao:
«Todo lo cognoseible tiene ndmero, gue sin ndmero ne
habria modo de entender ni de conocer cosa alguna»
(Juan David Garcia Bacca: Los presocrdticos, Me"leco,
1944, II, pag. 83); y por otra, que vieron también en
ellos el principio genético del mundo corpéreo, el cga_l
se constituye a través de una determinacién matemati-
ca de lo ilimitado, del espacio. Claro que, como ob-
serva Windelband (Historia de la_Filosofia, 2.> edi-
cién castellana, México, 1948. 1. ,«I_‘a filosofia de los
griegos», pag. 63), para los pitagéricos, sobre todo los
de la 1ltima época, «los niimeros no son principios de
las cosas en la misma forma como pueden serlo las ma-
terias o elementos de otros sistemas». Mdas que origi-
narse las cosas de ellos se constituyen o conforman con
arreglo a ellos, 0, para usar su expresion, las cosas sow
imitaciones de los mimeros. )

Es dificil comprender y representarse con exactitud
el proceso seguido por el problema del niimero, que se
traslada desde los pitagéricos a Aristételes, pasando
por Platén, de un planteamiento en un plano funda-
mentalmente esencial a un planteamiento en el terre-
no de las sustancias y de la ewistencia. Uno de los pri-
meros pasos, €mpero, es el que nos expllca' Arxistételes:
«los pitagéricos dicen que las cosas que existen son por
imitacién de los numeros. Platén, sin embargo, cam-
biando la palabra; dice que por participaciéony. (Met.,
iib. I, 987 b, 10). Ahora bien, es claro que el concepto
de #mitacién alude 2 la forma, a la esencia, mientras
que el de participacién se refiere al ser en su integro
sentido, que comprende también la ewistencia. Se en-

las figuras, fuera de los cuerpos figurados? (2).
¢ Tienen los entes matematicos alguna realidad,
aparte de las cosas sensibles a las que se apli-
can? ; Céomo se explicaria —en caso contrario—
la inmovilidad y eternidad de tales entes fren-
te a la mutabilidad y corruptibilidad (3) del
mundo sensible? Kstas cuestiones impresiona-
ron profundamente el alma de los griegos, has-
ta dar origen a ese misticismo matematico que,
sin discontinuidad alguna, se transmite en la
historia del pensamiento occidental, pasando de

tiende, por lo tanto, el hecho de que, en Aristételes,
el problema de los nidmeros alecance ya un rango ple-
namente metafisico.

(2) Qué clage de realidad objetiva puedan tener las
figuras de que se ocupa la Geometria, independiente-
mente de los objetos sensibles configurados segtn ellas,
es cuestion que no puede examinarse sin hallar inme-
diatamente multitud de circunstancias antinémicas.
Santo Tomés, comentando en el libro III de la Metafi-
sica de Aristételes los argumentos con que el Filésofo
intenta rebatir las tesis platénicas, muestra una de
ellas que parece expresar la imposibilidad de que las
figuras matematicag tengan un ser distinto del de las
cosas sensibles y a la vez residan en éstas como su
fundamento. «Si los entes matematicos ——dice Santo
Tomas— son otros que los sensibles, y, no obstante,
estan en ellos, siendo un cuerpo algo matemético, se
sigue que el cuerpo matemético estd al mismo tiempo
en lo mismo con el cuerpo sensible, luego dos sélidos,
esto es, dos cuerpos, estardn en el mismo lugar; lo cual
es imposible, no séle de dos cuerpos sensibles, sino tam-
bién de un cuerpo sensible y uno matematico, porque
ambos tienen dimensiones por razén de las cuales dos
cuerpos no pueden estar en el mismo lugar.y» (In Meta-
phys. Cathala, 3.2 ed., lib. III, lect. VII, 419, pag. 140.)

(3) La razon fundamental —al decir de Aristote-
les— por la que Platén puso los entes matemdaticos como
sustancias separadas de las cosas sensibles es precisa-
mente «porque las cosas sensibles son corruptibles y
moéviles, mientras que las matematicas, sempiternas e
inmévilesy. (In Metaphys, Cathala, 3.* ed., lib. I,
lect. X, 157, pag. 55.) A lo cual responde Santo Toméas
que Platén cae en un error al creer que «el modo de la
cosa entendida en su ser es como el modo de entender
la cosa misma. Y as{, como encuentra que nuestro en-
tendimiento entiende de dos modos lo abstracto, a sa-
ber, de un modo al entender lo universal abstraido de
lo singular, y de otro al entender lo matemdtico abs-
traido de lo sensible, establece que ambas abstraccio-
nes del intelecto responden a abstracciones en las esen-
cias de las cosas: por lo cual dijo que tanto las cosas
matematicas como las especies estan separadas. Pero
esto no es necesario... pues uno es el modo de enten-
der, segtin el cual el intelecto entiende y otro el modo
de ser segun el cual la cosa existe... De donde, si bien
el intelecto entiende las cosas matematicas no enten-
diendo al mismo tiempo las sensibles, y las universa-
les aparte de las particulares, no es preciso, sin em-
bargo, que las matematicas sean aparte de las sensi-
bles y las universales aparte de las particulares.»
(Ibid., 158, pag. 55.)



platén v Plotino a San Agustin, de Leibniz a
Jacobi y Gauss, de Kronecker a Cantor, en un
incesante preguntar: ;Dénde, cémo y en qué
plano de la realidad y de la mente tienen exis-
tencia los némeros, las figuras, las funciones y
relaciones de la Ciencia exacta? En la concep-
ci6n platénica este tema se enlaza poderosamen-
te al del ser de las ideas: unas veces las ideas
se distinguen de los ntimeros (4), otras veces
se reducen a éstos; otras, finalmente, los nu-
meros son entes intermedios entre las ideas y
las cosas sensibles (5). Tan hondo habia calado

(4) Al tratar Aristételes, en e] libro XII de su Me-
tafisica, de la divisién de la sustancia en tres géne-
ros, dos de ellos correspondientes a la sustancia sen-
sible v el tercero a la inmévil, explica cémo algunos
filésofos hacen a ésta separable de las cosas sensi-
ples. Pero la opinién de éstos se diversifica, dice. «Pues
algunos de ellos —comenta Santo Tomés— dividen la
sustancia separable en dos géneros: que son las es-
pecies a las que llaman ideas, y los entes matemati-
cos... pero otros reducen a estas dos, es decir, a las es-
pecies v a las cosas matemdticas, a una sola natura-
leza. Unos y otros eran platénicos. Unos, finalmente,
o sea, los pitagéricos, no ponian las especies, sino sélo los
entes matematicos.» (In Metaphys, Cathala, 3.2 edi-
¢ién, lib. XII, lect. II, 2426, pag. 286.)

(5) Aunque Platén distingue claramente los entes
matematicos de las cosas del mundo sensible, no por
eso identifica siempre dichos entes con lag ideas o las
puras esencias, sino que los sitia en un plano interme-
dio. En efecto, los entes matemiticos se diferencian
profundamente de las especies en una cosa: en que en
ellos «se encuentran diferencias —dice Santo Tomas—
segln el nmero», esto es, de caricter individual den-
tro de la misma especie. «De otro modo ——continda—,
no se salvarian las demostraciones de la ciencia ma-
tematica. Pues si no hubiera dos tridngulos de la mis-
ma especie, vanamente demostraria el geémetra que
algunos triangulos son semejantes, y del mismo modo en
las otras figuras. Ahora bien, esto no ocurre en el easo
de las especies.» (In Metaphys, Cathala, 3. ed., lib. I,
lect. X, 157, pag. 55.) Uno de los puntos en que Aris-
toteles se ocupa mas largamente de esta opinién de
Platén es hacia la mitad del libro III de su Metafisi-
ce .El comentador dice: <otros pusieron ciertas sus-
tancias intermedias entre las especies y las cosas sen-
sibles, a saber: lag cosas matematicas, de las cuales
decian que tratan las ciencias matematicas. Y la razon
de esto es que ponian una doble abstraccién de las co-
sas: esto es, de un modo la abstraccién del intelec-
to, que dice abstraer lo universal de lo particular, y
junto a esta abstraccién ponia las especies separadas
subsistentes per se. De otro modo, la abstraccién de
ciertas formas de la materia sensible, en cuya defini-
¢ién no se pone la materia sensible, asi como el circulo
se abstrae del bronce. Junto a esta abstraccién ponian
las cosas mateméticas abstractas, que decian interme-
dias entre las especies y las cosas sensibles, y que con-
vienen con ambas. Con las especies, en cuanto que;son
separadas de la materia sensible, y son las cosas sen-
sibles, en cuanto que se encuentran muchas de ellas en
una sola especie, por ejemplo, muchos circulos y mus
chas Wneass. (Im Metaphys, Cathala, 3.2 ed., lib. III,
lect. VII, 404-405, pag. 137.) .

Al comentar el siguiente texto de Filolao: «el ni-
mero tiene dos especies cidéticas propias, impar y par,
y una tercera mezcla de entrambas, la par-impar. Y
en ambas especies cidéticas hay muchas formas que
por si mismo indica cada numero», dice Garcia Bacea,
«la Gltima afirmacién de que cada ntmero dentro de
las tres especies posee su forma (popey) propia, dars
lugar a la afirmacién posterior, como patrimonio de los
filésofos, de que cada nimero es una especie y que se
especifica por su dltima unidad. Los matemdticos no
se serviran de tal distincién y caracteres cidéticos por
ineficaces para la estructura matemdtica en cuanto
ciencia formal y deductiva (O. P., pig. 89). En_efecto,
como veremos luego, no sbélo es impropio considerar a
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este problema en el espiritu heleno, a través
de las fases sucesivas de pitagorismo.y plato-
nismo, que aparece como motive insoslayable
en el texto que representa la madurez ontolégi-
ca del pensamiento antitguo: la Metafisica de
Aristételes (6). .

Desde la época griega, los objetos matemé-
ticos entran, pues, en el campo de la especula-
cién filoséfica. Decir en qué consiste la distin-
cién entre un tratamiento mateméatico y wun
tratamiento filoséfico de los mismos no nos pa-
rece, en verdad, lo mas dificil. La ciencia exacta
se sirve de ciertos entes para formular unas
proposiciones que, de algGn modo, aspiran al
nombre de verdaderas: en alguna ocasién —fase
o forma empirica— esta verdad se manifiesta
por una sancién favorable de la experiencia, en
otras palabras, por medio de una comprobacién
en el mundo sensible (7); en otras —fase o for-
ma intuitiva— se admite como intuitivamente
evidente por si misma, o es el resultado de una
larga exploracién intuitiva; en algunas, final-
mente —fase o forma légica—, se fundamenta
en una correcta demostracién a. partir de ver-

" dades de alguno de los dos-tipos anteriores (em-

pirico o intuitive), o sencillamente a1 partir de
proposiciones aceptadas en virtud de una con-
vencién (8). Pero, en todo caso, es establecer
la. verdad de sus aserciones, entendida en algu-
no de estos sentidos citados, lo que la Matema-
tica pretende, v en modo alguno hacerse cues-
tién del ser, de la esencia .o de la existencia de

cada ndmero como una especie en el sentido estricto,
sino, de acuerdo con las conclusiones de Skolem, ni
siquiera la nocién «ndmero entero» lo es, en cuanto
gue no es rigurosamente definible ni caracterizable por
via formal.

(6) En la Metafisica de Aristiteles se dedica un am-
plio espacio a discutir las concepciones pitagérico-pla-
ténicas acerca de los entes matematicos como realida-
des separadas (libro I, III, XI y XII, principalmente).
Dichos textos aristotélicos son la principal fuente que
nos transmite las ideas de la Gltima época de Platén y
nos enlaza a su teoria de los ndmeros ideales, pues se
han perdido las obras platénicas correspondientes. (Véa-
se Leon Robin: La théorie platonicienne des idées et
des nombres d'aprés Aristote. Paris, Alcan, 1908; y
G. Milhaud: Les philosophes-géométres de lo Gréce.
Platon et ses prédéceseurs. Paris, Alcan, 1900. Un
breve resumen puede encontrarse en Paul Natorp:
Platén.)

(7) Entendemos, naturalmente, que a través de una
induccién incompleta. ’

(8) La concepcién de la. Mateméatica como mera
ciencia hipotético-deductiva, que sélo afirma implica-
ciones, concepcién hoy muy extendida, no atribuye, na-
turalmente, mas que un valor convencional y pragmaé-
tico a los axiomas de partida. Asi, por ejemplo, Ber-
trand Russell escribe, refiriéndose al problema de las
geometrias mo euclidianas: <«Lo que la Matemética
pura asegura es, simplemente, que las proposiciones eu-
clideas es deducen de los axiomas euclideos; es decir,
afirma una implicacién: cualquier espacio que tiene
tales vy tales propiedades posee también tales y ta-
les otras. Asi, mientras nos hallamos en el campo de
la Mateméatica pura las geometrias euclideas y no eu-
clideas son igualmente verdaderas. En cada una de
ellas no se afirma nada, salvo implicaciones. (Ber-
trand Rusell: Los principios de la Matemdtica, edi-
cién espafiola. Buenos Aires, 1949, pags. 31-32.) Esta
concepcién de la Matemitica nos parece, naturalmente,
insuficiente, si esta ciencia ha de suministrar algin co-
nocimiento sobre la naturaleza v ha de distinguirse de
una mera Loégica formal.
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fos objetos, al parecer aludidos en la formula-
¢ién de dichas aserciones: niimeros, figuras,
funciones, etc. Podria preguntarse, tal vez, si
dichas proposiciones no contendran, de modo
implicito, un saber acerca del ser de los entes
matematicos, o no habra en ellas, al menos, ele-
mentos suficientes para inferir conclusiones en
este sentido. Mas, aun contestando afirmativa-
mente a esta cuestién, habria que precisar que
la extraccién de un tal saber o la inferencia
de unas conclusiones de ese género no podria
ser asunto de la Matematica, ya que esta cien-
cia no es apta para formular de modo explicito
verdad alguna que no esté sometida a su fipo
peculiar de verificacién, ya empirica, ya intui-
tiva,s ya logica. Ahora bien, ¢;cémo podria so-
meterse una proposicién acerca del ser, la esen-
cio Gltima o la ewxistencia de los entes matema-

ticos a una de estas formas de verificacién?

Parece, pues, que este tema, no obstante refe-
rirse a los objetos de la matematica, esta fuera
de esta Ciencia (9): pertenece por entero a la
Filosofia (10). '

Podemos, asi, responder al problema que nos
propusimos al principio, relativo a la distineién
entre un tratamiento mateméitico y uno filosé-
fico de los objetos de la ciencia exacta, indican-
do que las proposiciones de la Mateméatica enun-
cian verdades que se refieren explicitamente a
las propiedades y relaciones de dichos objetos,
pero nunca de un modo directo a su ser, mien-
tras que la filosofia apunta a éste.

Parece bastante obvio que una investigacién
acerca del ser y de la existencia de los objetos
de que una ciencia cualquiera trata no habra
de consistir, oor de pronto, en una pregunta

radical como 'a que inquiriese si tales objetos
son 0 Mo Son, - secas, es decir, existen o no exis-

ten, sino en uqa cuestibn més compleja: en un
problema de ..odalidad de ser o de existencia,
podriamos decir. Aclararemos lo dicho con las
consideraciones siguientes. Desde el momento
en que tiene sentido plantearse la cuestién de
la verdad o falsedad de unas proposiciones cu-
yos sujetos son ndmeros, conjuntos de puntos,
figuras, como, por ejemplo:

a) TUn nimero par es siempre la suma de
dos nimeros primos (11).

b) Un conjunto de infinitos puntos fiene
siempre, al menos, un punto
cién (12). .

¢y Un exagono inscrito en una cénica es tal

(9) A pesar de que modernamente las mayores con-
tribuciones a este problema se deban a matematicos:
Cantor, Hilbert, Brouwer.

(10) La legitimidad de una disciplina filosGfica lla-
mada Filosofia de las Mateméaticas y de una rama de
la Ontologia que trata del ente matemético, continda,
no obstante, siende puesta en duda injustamente por
multitud de filésofos.

(11) Conjetura de Goldbach (ruso, 1690-1774), que
ha intentado demostrar modernamente Vinogradov, el
cual, en 1937, llegd a la proposicién siguiente: todo ni-
mero impar superior a uno dado es suma de tres nd-
meros primos impares.

(12) Teorema de Bolzano-Weierstrass, de la Teoria

" de conjuntos.

de acumula- '

4
ack

que los lados opuestos se cortan en puntos si-
tuados en una recta (13),

parece necesario aceptar que tales enfes tienen,
en algin sentido, una realidad propia, un mode
de ser, mis bien que otro, que sirve de funda-
mento a la formulacién de esas proposiciones.
Por otra parte, nos encontramos también, en to-
das las ramas de la Matemética, con juicios que
adoptan la forma existencial, como los siguien-
tes:

a’) No existen raices enteras de la ecuacién
2 4 Yyt =2" cuando % es mayor que 2 (14). -

b)Y Hoy funciones continuas que no tienen
derivada en ningtn punto (15).

¢y Fuxisten infinitos nimeros primos (16),
los cuales nos llevan a pensar si no habré
que aceptar un peculiar sentido de existencia
matematica (17). :

Preguntamos, pues, en resumen, si, en la me-
dida en que es posible afirmar y negar de los
entes mateméticos ciertas propiedades, no debe . i
serlo también decir que tienen una esencia
constituida por éstas, y si, en la medida en que
estos entes se ofrecen a nuestra consideracién
como dados, con caracteres fijos, o sea, como.
objetos independientes de nuestro entendimien-
to y voluntad, no deba decirse que ewxisten. A
nuestro juieio, no cabe plantear la cuestién in-
vestigando si los néimeros y las figuras son o
existen, sino més bien inquiriendo ¢dmo son o
existen, es decir, estableciendo su modalidad de
ser o de existencia y encuadrando ésta en un
esquema general que nos permita compararia-
con otras modalidades ontolégicas. Tendremos;
asi una verdadera ontologia del objeto matemé-
tico.

Si en la fase plat6nico-aristotélica ¢~ la po-
1émica acerca de la existencia de log-objetos
matematicos pudo adoptar la pregunt: un ca-
racter mas radical fué poque en ella & sobre-
entendia la referencia a un modo especifico de
ser y de existencia, 2 un modo supremo: el de
las sustancias. Asi, en realidad, en la Metafi-
siea de Aristételes el asunto se reduce, funda-

(18) Teorema de Pascal, de ‘la Geometria proyec-
tiva.

(14) TUltimo teorema de Fermat, que dijo haber en-
contrado en 1637 una demostracién maravillosa hasta
hoy desconocida. El teorema permanece atin sin de-
mostrar. }

(15) El primero que encontré funcionés de esta
suerte fué el matematico Weierstrass en 1872.

(16) Proposicién demostrada con todo rigor, como
es sabido, por Euclides.

(171) Algunos modernos filésofos de la ciencia, en-
tre ellos Eddington, niegan la legitimidad del concep-
to de existencia en general: «Me resulta dificil enten-
der libros de Filosofia porque en ellos se habla mucho
de la ewistencia y no sé lo que se quiere decir con eso.»
(La filosofia de lo ciencia fisica. Ed. espafiola. Buenos
Aires, 1944, pag. 213.) A Fortiori rehusan comprender
en qué sentido puede hablarse de existencia en Matema-
ticas: «No necesitamos examinar la afirmacién elipti-
ca precisa con la cual un mateméatico asegura que la
raiz de una ecuacién existe, diciendo que la ecuacién
tiene raiz. En este caso, basta decir que él no piensa
solicitar la inclusién de la raiz de una ecuacién mate-
méatica en la categoria de casos de los cuales Tos fils-
sofos hablan como realmente existentes.> (Ibidem, pa-
gina 2186.) : .

R
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mentalmente, a una interrogacién concreta:
i Tienen los entes matemdticos el cardcter de
sustancias separodas? Ks decir, ;ewxisten con
independencia de las cosas sensibles? Y este es-
tudio queda, por consiguiente, vinculado a la
critica de la concepcién platénica acerca de la
independencia y existencia separade de las
ideas (18).

Mas si la idea de ser tenia ya en la época he-
lénica una amplitud verdaderamente prodigiosa
de valores y sentidos, hay que reconocer que el
término existencia ha logrado alcanzar, sobre
todo en la época moderna, una riqueza de sig-
nificaciones y matices comparable. Desde un
punto de vista cientifico elemental, empero, es
preciso destacar ciertas direcciones del citado
término, cuya importancia no puede negarse
en un examen general del panorama de la cien-
cia fisicomatematica. Estas direcciones son:

1. Una que apunta a aquello que es dado
inmediatamente en la experiencia o en la in-
tuicion; en este sentido cabe decir que existen
los fendmenos externos registrados por nuestros
sentidos —con o sin el auxilio de aparatos— o
las realidades que nos revela un invencible sen-
timiento interno, como el hecho de la continui-
dad apariencial del espacio y del tiempo.

2. Otra que sefiala a aquello que de algtn
modo —y en un sentido mucho mas amplio que
el de la Metafisica tradicional— subsiste o per-
manece con independencia del sujeto y de sus
variaciones temporales: asi las propiedades de
los numeros. Estos dos sentidos de existencia
son divergentes, pero ambos primarios en la
mentalidad cientifica moderna.

Sin embargo, el desarrollo histérico concreto
del problema de la existencia matematica a par-
tir de Leibniz nos obliga a tomar como funda-
mental en nuestro estudio un punto de referen-
cia: el de la relacién de los objetos matemati-
cos con ese modo de existencia que ha solido lla-
marse existencia légica. Un ente existe l6gica-
mente desde el momento en que ha sido definido
de manera correcta o, lo que es lo mismo, sin una
contradiccién explicita ni implicita. Un objeto
que existe de este modo no participa, en gene-
ral, evidentemente de los caracteres de aquello
que es dado, pues nadie dice que una definicién
correcta deba necesariamente ser una definicién
real en el sentido aristotélico; por el contrario,
serd, en general, una definicién nominal.

En cuanto a su permanencia, a su subsisten-
cia, ésta no es absoluta, sino relative a la de los
conceptos a base de los cuales se ha constituido
la definicién. Pero en tanto en cuanto sélo se
haga uso de aquel aspecto del concepto que de-
riva directamente de la mera estructura formal
de 1a definicién y se prescinda de la materia de
ésta —tal el modo de proceder en una posicién
formalista—, se habri eliminado todo elemento

(18) Aristételes define en el libro XI de su Metafi-
sice, a la Filosofia primera como la ciencia que trata
de las sustancias separades. A continuacién se pregun-
ta cudles son estas sustancias y demuestra que que-
dan excluidas tanto las especies como las cosas mate-
méaticas.

de variabilidad y se habra logrado un aspecto
de permanencia.

Puede decirse que el problema fundamental
que nos ocupa consiste en decidir si la existen-
cia de los entes matematicos es de esfte modo
dltimamente sefialado —o sea, una existencia
légica—, o bien, en caso contrario, dénde ests
la diferencia.

IT

Llegamos, en realidad, como ahora mostrare-
mos, a un punto muy conocido, fundamental en
la Filosofia de los Gltimos dos siglos. La cuestion
no ha hecho sino girar, profundizdndose sin ce-
sar en torno de la preocupacién de Kant, cuan-
do éste se preguntaba si los juicios de la Mate-
mdlica son analiticos o sintéticos. El princeps
mathematicorum, Carlos Federico Gauss, no
tenia razén alguna al desdefiar como trivial o
falsa la famosa distincién de su compatriota.
El planteamiento, en lo que se refiere a los fun-
damentos de la Matematica, se ha perfecciona-
do cada vez mas, pero, en esencia, ha permane-
cido el mismo. Toda una serie de consecuencias
importantes para la teoria gemeral del conoci-
miento y para una concepcién de la ciencia ya-
cen latentes en el problema de la distincién o
identificacién de Légica y Matematica. Es preci-
50, a nuestro juicio, arrancar de Leibniz v se-
guir el planteamiento del dilema hasta nuestros
dias para poder dar una respuesta adecuada y
precisa a esta cuestién. Es errénea la afirma-
cién de que en la fase Leibniz-Kant y en la fase
Russell-Hilbert-Brouwer-Gédel-Skolem se trata
de asuntos esencialmente distintos. Este volver
la espalda a las raices y el origen filoséfico del
problema —propic de muchos contemporianeos—
no hace sino oscurecer las cosas y sumirnos en
un laberinto sin asideros y puntos firmes de re-
ferencia.

Nuestra intencién es, pues, iniciar la tarea de
situar algunas de las principales conclusiones
de la investigacién légico-mateméatica actual en
el marco del planteamiento clasico. En este sen-
tido nos interesa hoy interpretar el teorema de
Skolem : para poder hacerlo de modo adecuado
es absolutamente preciso tomar como punto de
partida las ideas de Leibniz y de Kant.

La més famosa distineién de Leibniz es la
que establecié entre werdades de razém y wver-
dades de hecho (19). Una verdad serd de razén
cuando la vinculacién entre sujeto y predicado
que expresa aparezca como logicamente nece-
saria o, lo que es lo mismo, cuando esté patente
la razdén de esa vinculacién. (En seguida vere-
mos cémo puede ocurrir ésto, segin el pensa-
miento de Leibniz.) Por el contrario, una ver-
dad de hecho es aquella que expresa una vincu-
lacién que, de hecho, se dé entre un sujeto y un
predicado, pero sin que la razén tenga elemen-
tos (razomes) para mostrar que se tiene que dar.
Por eso dice Leibniz que las verdades de razén

(19) Véase la Monadologia, parrafo 3.3,_,;
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son necesarias, y las de hecho, contingentes (20).

Para el filésofo de Leipzig, Légica y Matema-
ticas estan enteramente constituidas por verda-
des de razén (y, por lo tanto, necesarias), mien-
tras que todas las verdades obtenidas por via
empirica son de hecho (y, por ende, contingen-
tes). Serfa excesivo discutir aqui todo este es-
quema general de Leibniz y su fundamento. En
realidad, no es preciso para lo que nos propo-
nemos, Como, al menos, la distincién del filésofo
entre verdades de razén y verdades de hecho
estd correctamente formulada (sean ciertas o
no las consecuencias que luego pretende extraer
Leibniz), vamos a limitarnos a discutir, inde-
pendientemente de todo lo demis, la exactitud
de la inclusién de las verdades mateméaticas
entre las de rezon, planteando el problema en
el terreno del filésofo y con sus propios tér-
minos.

Ya se sabe cual es para Leibniz el fundamen-
to Gltimo de las verdades de razén: el principio
de identidad y el de no contradiceién (21). To-
das las verdades de razén de forma afirmativa
son como maneras distintas del principio de
identidad; en el fondo, versiones diferentes que
se distinguen de aquél en la expresion, pero no
esencialmente. Ahora bien, cémo sean légica
y practicamente posible éstas distintas versio-
nes nos lo explica la teoria leibmniziana de la
definicién, como clave de la Ciencia o priori.

La Ciencia ¢ priori (o sea, la ciencia compues-
ta por las verdades de razén) —y vamos a con-
cretarnos ya a la Matematica— se constituye
del siguiente modo:

Se definen los entes fundamentales de que
trata la Ciencia en cuestién. Estas definiciones
establecen el cuadro de relaciones basicas o esen-
ciales entre dichos entes, las cuales contienen
implicitamente todas las restantes relaciones, o
sea, todas las demis proposiciones verdaderas
de la Ciencia; es decir, toda la Ciencia. ;Qué
significa que las definiciones de partida contie-
nen implicitamente toda la Ciencia? Sencilla-
mente esto: que cualquier proposicién verdade-

{20) Ibid. Véase también el Discurso de Metafisica,
donde Leibniz dice: «La conexién o consecucién es de
dos maneras: una es absolutamente necesaria; su con-
trario implica contradiecién, y esta deduccién se rea-
liza en las verdades eternas, como son las de geome-
tria; la otra, s6lo es necesaria ex hypothesi, y, por de-
cirlo asi, accidentalmente, y es contingente en si mis-
ma cuando, al contrario, no implica contradiccién (§ 13).
Y maéas adelante: «Y nada cuyo opuesto sea posible es
necesario... Todas las proposiciones contingentes tie-
nen razones para ser asi mas bien que de otro modo...
pero no tienen demostraciones de necesidad, puesto que
estas razones s6lo estdn fundadas en el principio de la
contingencia o de la existencia de las cosas... mien-
tras que las verdades necesarias estdn fundadas en el
principio de contradiccién y en la posibilidad o impo-
sibilidad de las esencias mismas.» (Ibid.)

(21) «Primae veritates sunt quae idem de se ipso
enuntiant aut oppositum de ipso opposito negant...
Omnes autem reliquae veritates reducuntur ad primas
ope definitionum, in que consistit probatio o priort,
independens ab experimento.> (Opuscules et fragments
inédits de Letbniz, extraits de manuscrits de la Biblio-
théque Royale de Hanovve, por L. Couturet. Paris, Al-
can, 1903, fragmento Phil.,, VIII, 6-7, pdg. 518.)

ra de la Ciencia puede demostrarse de modo ri-
guroso haciendo uso solamente de dichas defi-
niciones basicas y del principio de identidad o al-
guno de los axiomas légicos que se reducen a él.
Si esto es cierto para la Matematica, como creia
Leibniz, quiere decir que la Ciencia del ntime-
ro se deduce totalmente de modo l6gico de su
sistema de definiciones basico.

Es tan amplia la regién ocupada en las Ma-
tematicas por las demostraciones de caricter
rigurosamente 16gico, que siempre ha habido y
habrd multitud de filésofos, de mateméticos y
de personas de toda condicién dispuestas a po-
ner la mano en el fuego, aceptando a cierra-
ojos la afirmacién precedente. Sin embargo,
ésta, como instituyé Kant, como ha explicado
el genio de Poincaré y como sostiene el moderno
intutcionismo matematico, esta bien lejos de ser
cierta. Hay un famoso pasaje de los «Nuevos
ensayos sobre el entendimiento humanos en que
el personaje Te6filo (que representa el pensa-
miento de Leibniz) pretende demostrar a Fila-
tetes (Locke), valiéndose de un ejemplo bien
trivial, pero suficiente para el caso, el caricter
analitico —o de razén— de las verdades de la
Matematica. Queremos iniciar con la critica de
esta pretendida demostracién nuestro paso del
planteamiento de Leibniz a las posiciones que
sostienen la presencia de aspectos sintéticos y
radicalmente intuitivos en la Ciencia del na-
mero.

El ejemplo es, como se sabe, la deduccién de
la proposicién verdadera 24+ 2=—=4. Si esta
proposicién es analitica, debe resultar directa-
mente de las definiciones de sus términos y de
algin axioma légico reductible al principio de
identidad.

Claro estd que no podria plantearse siquiera
el problema —y con esto salimos al paso de
una facil y obvia objecién inicial-— si al defi-
nir los términos previamente al anilisis de la
proposicién dada, definiéramos ’4’ como 2 -+ 27,
pues entonces la proposicion dada se identifi-
caria con esta definicién, es decir, ya no seria
una proposicién cuyo andlisis tuviese sentido.
El sentido del analisis comienza, sea cual fue-
re su resultade, desde el momento en gque de-
finamos ’4’ de distinto modo al expresado por
la proposicién que vamos a analizar, o sea, por
ejemplo, como '8 - 1’. Y esto es lo que hace
Leibniz. Tomando a 1 como coneepto inicial y
como definiciones basicas a 2=1 + 1, a 8 =—
=2+1 y a 4=3-+1, pretende mostrar
como la definicién 2 4 2 =4 resulta analitica.

Dejemos hablar a los personajes.

«Filatetes: Nuestro habil autor dice aqui:
Yo desearia preguntar a esos sefiores que pre-
tenden que todo conocimiento que no sea de he-
cho depende de principios generales innatos y
evidentes por st mismos, { qué principios nece-
sitan para probar que dos y dos son cuatro?
Porque, Seglin él, se conoce la verdad de esta
clase de proposiciones sin el auxilio de ningu-
na prueba.

Tedfilo: Digo que os esperaba bien prepara-
do. No es una verdad absolutamente inmediata
la de que dos y dos son cuatro, en el supuesto
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de que cuatro signifique tres y umno. Se puede
demostrar, y he aqui cémo:

Definiciones: 1) Dos es uno y uno.
2) Tres es dos y uno.
3) Cuatro es tres y uno.

Axioma: Colocando cosas iguales en lugar
de otras igusales, la igualdad subsiste.

Demostraciéon: 2y 2son2y 1y 1 (por la de-
finieién 1).
2y1y1lson3yl (porla de-
finicién 2).
3y 1 son 4 (por la defini-
cién 3).

Luego (conforme al axioma) 2 y 2 son 4; que
es lo que se trataba de demostrars (22).

. Qué decir de estas razones? El asunto no es
nada sencillo, sino, pese a la aparente triviali-
dad del tema, acaso uno de los mas duros que
pueden presentarse al entendimiento humano.
Qi las razones de Leibniz en el parrafo ante-
rior son buenas, los juicios aritméticos elemen-
tales son analiticos y demostrables a partir de
puras definiciones. Ahora bien, examinada la
cosa superficialmente, no parece facil encon-
trar salida en la breve y cerrada argumenta-
ci6n precedente. Asi, Poincaré, examinando, dos
siglos méas tarde, el razonamiento leibniziano,
afirma: «No se podria negar que este razona-
miento es puramente analitico» (23). Y sélo
sabe oponer el siguiente reparo: «Pero interro-
gad a un matematico cualquiera: No es una de-
mostracién propiamente dicha, os responderi;
es una verificacién, Uno se ha limitado a com-
parar dos definiciones convencionales y se ha
comprobado su identidad; no se ha aprendido
nada nuevo. La verificacion difiere precisamen-
te de la verdadera demostracién porque es pu-
ramente analitica y porque es estéril. Estéril
porque la conclusién no es mas que la traducién
de las premisas ‘a otro lenguaje. Por el con-
trario, la demostracién verdadera es fecunda
porque su conclusién tiene un sentido mas ge-
neral que las premisas» (24).

Entendemos perfectamente lo que quiere de-
cir Poincaré, sobre todo conociendo el curso
posterior de sus ideas en ese prodigio de agu-
deza critica que se llama la Ciencic y la hipd-
tesis. Para el gran matematico francés el ra-
zonamiento propiamente matematico es algo ra-
dicalmente distinto de la deduccién légica or-
dinaria. Esto ocurre porque mientras la deduc-
cion clasica —por ejemplo, la silogistica— pro-
cede de juicios generales a juicios particula-
res o menos generales, en un continuo descen-
so de generalidad, la Matemdatica aspira, por
el contrario, a seguir el camino inverso, remon-
tandose siempre a un nivel mas alto de genera-

(22) Nuevos ensayos sobre el entendimiento huma-
no, Libro IV, T («De los axiomas»).

(23 La ciencia y la hipétests, 2.* ed. castellana.
Buenos Aires, 1945, pag. 21,

(24) Ibid., pags. 21-22.

lidad (25). Debe asi ser considerada la Mate-
matica como una Ciencia inductive mas, aun-
que el tipo de induccidon que emplee, la indue-
cion completa matemdlica, nada tiene que ver
con la que se da en las Ciencias Fisicas y Natu-
rales (26). El razonamiento por recurrencia. es
asi un rasgo caracteristico de la demostracién
especificamente matematica. Este modo de ra-
zonamiento es tan riguroso como puede serlo el
silogistico, pero nada tiene que ver con el pen-
sar légico ordinario: es una légica de lo infi-
nito, - privativa de las Matematicas. Equivale,
como hace notar el mismo Poincaré, a una ca-
dena infinita de silogismos (27). Sin él, la Ma-
tematica seria prisionera de lo finito y se per-
deria en constataciones y verificaciones trivia-
les. No seria la Ciencia que es.

Precisamente por su caracter infinitista el
principio de recurrencia o principio de induc-
cién mateméatica no es analitico. Nadie podria
analizar su verdad y reducirla a los principios
logicos basicos como el de identidad ¢ no con-
tradiccién (28). Pero, si no es analitico, ¢di-
remos acaso que es un principio derivado de la
experiencia, o sea, que es un principio empiri-
co? (29). Forzado por lo absurdo del dilema 16-
gica-experiencia, encontrandose como Hume
ante el principio de causalidad, Poincaré en-
cuentra como una ventana abierta la tercera
salide inventada por Kant. Kant le ofrece el
sintético ”a priori”, y de él cuelga el filésofo
francés el principio de induccién matemaética.
«La induecién matematica —eseribe—, es de-
cir, la demostracién por recurrencia, se impone
necesariamente porque no es mas que la afir-
macién de wuna propiedad del espirity mis-
mox» (30).

Sin embargo, hay una diferencia importante
entre la concepcién kantiana de la Matematica
y la concepcién de Poincaré. Para Poincaré el
contenido esencial de la Ciencia matematica es
de caracter simtético, pero es precisamente por
intervencion del razonamiento inductivo por lo
que lo es. El principio de recurrencia hace, se-

(25) «He tenido ocasién de estudiar la naturaleza
del razonamiento matematico y he mostrado cémo este
razonamiento, sin dejar de ser absolutamente riguro-
so, podia elevarnos de lo particular a lo general por
un procedimiento que he Hamado induccion matemdti-
ca.»> (Poincaré: EIl wvalor de lo ciencie, ed. castellana.
Buenos Aires, 1946, 1. parte, «Las ciencias matemAti-
cas», pag. 30.) De este modo, en la Mateméatica <«los
analistas no son simples hacedores de silogismos a la
manera de los escolasticos». (Ibid.)

(26) Véase en este mismo nimero de THEORIA, Juan
Zaragiieta: <«El procese de la inducciény, nota de la
Redaccidén al pie.

(27) <«Esta serie de silogismos, que no terminaria
jamaés, se encuentra asi, reducida a una frase de pocas
lineas.» (La ciencia y la hipétesis, 2.* ed. castellana.
Buenos Aires, 1945, pag. 27.)

(28) <«No se puede, pues, sustraerse a la conclusién
de que la regla del razonamiento por recurrencia es
irreductible al principio de contradiccién.» (Ibid., pa-
gina 29.)

(29) «Esta regla tampoco puede venirnos de la ex-
periencia; lo que la experiencia podria ensefiarnos es
que la regla es cierta para los 10, para los 100 pri-
meros numeros, por ejemplo; no puede abarcar la su-
cesién indefinida de los ntmeres.»> (Ibid., pag. 29.)

(30) 1bid., pag. 30.
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gun él, fundamentalmente sintética a toda la
Matematica. No obstante, proposiciones singu-
lares de la Aritmética, como 2+ 2=—=4 —ya lo
hemos visto antes—, le parecen analiticas, lo
mismo que a Leibniz. Kant es, por el contrario,
en este aspecto mucho mas radical. La proposi-
cién 7 4 5==12 es sintética —dice en la Cri-
tica de la razén pura—, y toda proposicién arit-
mética lo es. Recordemos algunos fragmentos:
«Los juicios matematicos son todos sintéticos.
Esta proposicién parece haber escapado hasta
hoy a la observacién de todos aquellos que han
analizado la razén humana, y parece incluso en
oposicién con todas sus suposiciones; es, no
obstante, incontestablemente cierta, y tiene, por
sus resultados, una gran importancia» (31). Y
mas adelante: «uno estd tentado de creer, a
primera vista, que esta proporcién T + 5=12
es una proposicién puramente analitica, que re-
sulta, segin el principio de contradiceién, del
concepto de la suma de 7 y de 5. Pero, cuando
se mira mas de cerca, se encuentra que el con-
cepto de la suma de 7 y de 5 no contiene otra
cosa que la reunién de dos niimeros en uno solo,
y que esto no nos hace conocer en modo alguno
cual es este ntimero Unico que contiene los otros
dos. La idea de 12 no es concebida en modo al-
guno por el solo hecho de que yo conciba esta
reunién de 5 y de 7, y yo podria analizar dete-
nidamente mi concepto de una tal suma posible
sin encontrar ciertamente el nimero 12» (32).
Y finalmente: “Las proposiciones aritméticas
son siempre sintéticas” (33).

Examinadas las tesis de Kant y de Poincaré,
vemos, pues, una zona de acuerdo y una zona
de discrepancia. Acuerdo en cuanto al caracter
esencial de lo especificamente matemdtico, que
es para ambos sintético “a priori”; en otras pa-
labras, la Matematica alcanza, en todo caso,
conocimientos distintos de aquellos que hubie-
ran podido obtenerse por demostracién a par-
tir de puras definiciones y haciendo uso de
principios estrictamente légicos; por otra par-
te, este conocimiento tampoco deriva de la ex-
periencia, sino que es & priori.

La Mateméatica aparece asi como un tipo de
conocimiento absolutamente distinto de la Lo6-
gica, por un lado, y por otro, del que aportaria
una experiencia enteramente a posteriori —para
Kant, como se sabe, imposible, ya que las for-
mas “a priori” de nuestro espiritu estan pre-
sentes en todo fendmeno, inseparables. de su
materia (34).

Pero es acaso mas importante el punto de dis-

(31) Kant: Critica de la razém pura, Introduccion,
§ V.: «Todas las ciencias teoréticas de la razén con-
tienen juicios sintéticos que les sirven de principios.»

(32) Ibid.

(33) Ibid. ,

(34) <El objeto indeterminado de una intuicién em-
pirica se llama fenémeno. Lo que en el fenémeno co-
rresponde a la sensacién, lo Namo materia del feno-
meno; pero lo que hace que lo que hay en él de diverso
(Das Manningfaltige) pueda ser ordenado segin ciertas
relaciones, lo llamo la forma del fenémeno.» (Kant:
Critica de lo razén pura, I, «Teoria trascendental de
los elementosy, primera parte, «Estética trascenden-
taly, § 1.)

crepancia. Este aparece cuando los dos pensa-
dores tratan de precisar el origen del conoci-
miento sintético en la Matematica. Para Kant,
lo sintético estd ya en las proposiciones inicia-
les de la Aritmética, en juicios como 2 4 2=
—4 67+ 5=12, y los razonamientos de esta
Ciencia, que proceden en su opinién todos, se-
gtn el principio de contradiccién no hacen sino
trasladar, transformar analiticamente este co-
nocimiento sintético base (35). La posicién de
Poincaré es diametralmente opuesta. Proposi-
ciones como las sefialadas son, sin duda algu-
na, analiticas, y es precisamente el razonamien-~
to matematico especifico, el razonamiento por
recurrencia, el que aporta el elemento sintélico
presente en todas las proposiciones de caracter
general, que sblo pueden ser demostradas por
medio de dicho razonamiento.

Es extraordinariamente sugestiva la posicién
de Poincaré, y constituye una adquisicién gran-
de y definitiva del pensamiento su genial con-
traposicién de una Ldgica de lo finito, deduc-
tiva o descendente, en cuanto al nivel de gene-
ralidad, y una Légica de lo infinito, inductiva
o ascendente, privativa del pensar matematico.
Después de él no parece ya admisible la iden-
tificacién de Loégica y Matematica sostenida por
la escuela de Russell (36). Y, sin embargo, ;€8s
suficiente el punto de vista de Poincaré para
una distincién adecuada de ambas ciencias?
: Puede sostenerse el caracter analitico de una
proposicién aritmética singular como 7 4 5=
— 127 ;Puede aceptarse la afirmacién de que
es suficiente un andlisis légico para demostrar
y poner de manifiesto la verdad de semejantes
proposiciones?

En oposicién a esta tesis, creemos en el ca-
racter sintético de todas las proposiciones en
que intervenga lo idea de mimero, porque soS-
tenemos —y las conclusiones de Skelem apo-
yan, a nuestro juicio, esta concepcién— que la
idea de niimero no es un concepto definible l6-
gicamente, sino une intuicion irreductible del
espirity humano. '

Volvamos al ejemplo de Leibniz y analicemos
detenidamente su pretendida demostracién de
2 4 2=14 con el fin de contrastar los dos pun-
tos de vista. Aceptemos las tres definiciones de
partida: ), 2 =1 +1; II),3 =2 4 1; 111),
4 — 3 - 1, irreprochables si se toman en Sen-
tido formal, o sea, desentendiéndose, como ad-
mite Poincaré, del significado de los términos

(85) «Como se encontré que los razonamientos de
ios matematicos procedian todos segin el principio de
contradiceién (tal y como lo exige la naturaleza de toda
certeza apodictica), se creyé que sus principios debian
ser conocidos también por medio del principio de con-
tradiccién, en lo cual se cometié un error; porque si
el principio de contradiccién puede hacernos admitir
una proposicién sintética, esto no puede ser sino em
tanto se presuponga otra proposicién sintética de don-
de pueda ser deducida, pero en si misma ella no sabria
derivarse.»> (Kant: Critica de lo razén pure, Introduc-
cién, § V.)

(36) «La tesis fundamental de que la. Mateméatica
v la Légica son idénticas es tal que hasta ahora nun-
ca he visto. la necesidad de modificarla.» (Bertrand Rus-
sell: Los principios de lo Matemdtica, ed. espafiola.
Buenos Aires, 1948, pag. 7.)
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primitivos que aparecen en ellas, como 71”7 y
747 (87). Aceptemos también, como principio
légico, equivalente al de identidad, el axioma
de que se vale Leibniz: «Colocando cosas igua-
les en lugar de otras iguales, la igualdad sub-
siste.> Este principio seri el dnico que pueda
regir nuestras sustituciones.

Después de lo cual veamos la demostracion.
Leibniz pone: '

a) 24+ 2=2-41-+1 (por la definicién I).
b) 2+ 14 1=84 1 (por la definicién II).
¢) 38 4 1=4 (por la definicién III).

Luego, conforme al axioma que nos permite
ir haciendo sustituciones de cosas iguales por
iguales, el primer miembro de la primera igual-
dad puede igualarse al segundo miembro de la
tercera igualdad, y parece licito poner como re-
sultado 2 + 2 =4,

Examinada superficialmente la demostracién
leibniziana, nos parece correcta. Cada una de
las proposiciones a), b) y ¢) es en si verdadera.
Pero aqui no se trata de esto. Se trata de com-
probar si las hemos establecido haciendo wuso
exclusivamente de las tres definiciones de par-
tida y del axtoma, porque ése y no otro era el
propoésito de Leibniz; y sé6lo de ese modo podria
llamarse analitica la proposicién demostrada.

La demostracién parece correcta, y el propé-
sito de Leibniz, cumplido, pero los ojos nos en-
gofian 'y vamos a decir la razén: los ojos estan
acostumbrados al uso del signo ”-+”°, cuyo ma-
nejo correcto es uno de los itngredientes esen-
ciales de nuestra intuicién aritmética. Pero si
queremos que el analisis légico sea riguroso,
debemos desprendernos, inhibirnos, al realizar-
lo, de todo conocimiento que no sea el explicita-
mente formulado en las proposiciones de parti-
da, las cuales bastan, segin asegura Leibniz,
para la demostracién.

Pues bien, Leibniz dice mds en las proposicio-
nes a) b) y ¢) de lo que licitamente tendria de-
recho a decir si s6lo se fundara en las defini-
ciones I, IT y III y en el axioma. Esto lo reco-
noce implicitamente Poincaré cuando, saliendo
de la estricta fidelidad al texto leibniziano. se
permite el uso de paréntesis al formular las
proposiciones a), b) v ¢). Y esto lo reconoce im-
plicitamente, incluso el mismo Leibniz, cuando
unas lineas mas abajo esquematiza su demos-
tracién del modo siguiente:

2+
21 (1
(2—?i’—1)

+ -+
et

¢ Qué queremos decir con ésto? Sencillamen-
te, una cosa. Las definiciones iniciales nos en-
sefian cual debe ser la consecuencia de usar el

(87) Esto es indispensable en toda demostracién
analitica, la cual se apoya siempre en el aspecto me-
ramente formal o estructural de las definiciones y pro-
posiciones de partida, por una limitacién obvia del
entendimiento humano, ya que, segin dice Aristételes,
no puede definirse todo.

signo "+ en ciertos casos particulares; pero
si nos decidimos a tomarlas en un sentido es-
trictamente formal, inhibiéndonos de todo otro
conocimiento acerca de la operacién swma que
pudiéramos obtener de distinta fuente —y esto
parece indispensable si hemos de proceder ana-
liticamente y no intuttivamente—, tales defi-
niciones nada nos dicen acerca de lo que debe
hacerse en expresiones que estén compuestas
por mds de dos términos y en que aparezca
mds de uno de tales signos, sino sélo en expre-
siones rigurosamente isomorfas a las definicio-
nes. Pero si aceptamos tal limitacién —y no se
comprende cémo podria procederse de otro
modo—, nos vemos llevados al uso de parénte-
sis, y las consecuencias de esto vamos a verlas
ahora.

La expresién correcta de las proposiciones
seria entonces como sigue:

a) 24 2=24 (1 4+ 1) (se sustituye den-
tro del paréntesis conforme a la definicién I).

b) 2+ 1)+ 1= 3 4 1 (se sustituye den-
tro del paréntesis conforme a la definicién II).

¢) 84 1=4 (se sustituye conforme a la
definicion III).

Procediendo de esta manera, o sea no ha-
ciendo uso del signo de suwma mas que en el
caso de dos términos (de acuerdo com lo que
nos permiten las definiciones iniciales), obser-
vamos que las tres nuevas proposiciones, a'),
b) y ¢) ya no constituyen una cadena, puesto
que el segundo miembro de a’) no coincide for-
malmente —no es isomorfo-— con el primer
miembro de b’), y, por lo tanto, ya no hay de-
mostracién si s6lo hemos de hacer uso del prin-
cipio de sustitucién de miembros iguales por
iguales.

Si queremos restaurar la cadena demostrati-
va, hemos de introducir un eslab6n entre a) y
b’). Este eslabdén es el siguiente:

a)2+0+D)=C+1D+1

Dado nuestro conocimiento del uso del sig-
no. ” 4", obtenido de una fuente distinta de las
definiciones leibnizianas y del principio de iden-
tidad, sabemos perfectamente que la proposi-
ciébn a’’) es correcta en la aritmética de los
nimeros enteros ordinarios, puesto que no es
mas que un caso particular de la propiedad aso-
ciative de la suma. Pero ¢ acaso puede probar-
nos Leibniz que esa propiedad asociativa se
deriva meramente del principio de identidad
y es equivalente a un principio légico anterior
a la Aritmética? No. La proposicién a”) no es
ne wn principio légico ni una definicion de un
ente matemdtico que pudiera acompafiar a I,
II y III. La proposicién a”) es un caso particu-
lar de la ley asociativa, v esta ley asociativa es
un elemento integranie de la intuicidon especi-
ficamente aritmética o intuicion del niume-
ro (38), y s6lo puede ser demostrada como ex-

(38) Versién, en cierto modo, de la idea de que
para constituir por agregacién de elementos un cierto
numero es indiferente el orden en que se tomen di-
chos elementos; idea que di6 origen a la definicién
cantoniana de potencia o ndmero cardinal de un con-
junto.
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plica el propio Poincaré, haciendo uso de la in-
duccién matemdtica. Es, pues, un principio sin-
tético, y sintética es, por lo tanto, la proposi-
cién a”), indispensable en la cadena demostra-
tiva de 2 + 2 =4, y sintética resulta, finalmen-
te, por haberse demostrado con su ayuda, la mis-
ma proposicién 2 + 2 =4, al igual que todas
las proposiciones aritméticas, por simples que
parezcan, de acuerdo con la genial intuicién de
Kant.

III

Examinemos ahora el problema de los 0bje-
tos de que trata la ciencia del numero y de su
modo especifico de ser. Este problema aparece
en primer lugar estrechamente vinculado a la
cuestion del caracter de los juicios matematicos,
de la que acabamos de ocuparnos. En efecto,
una solucién del dilema juicios onaliticos-jui-
cios sintéticos, aplicado a las proposiciones ma-
teméticas, trae necesariamente consigo una so-
lucién pareja en lo que se refiere a los entes de
la Ciencia exacta. Si las proposiciones mateméa-
ticas son analiticas, es decir, si su conocimien-
to puede extraerse como una consecuencia di-
recta del concepto de los entes matematicos,
expresado por su definicién, es sefial que tal
concepto existe y que tal definicién es posible.
La reciproca en este caso es también cierta: si
admitimos la posibilidad de una definicién ri-
gurosa y exhaustiva de los objetos de la Ciencia
exacta y éstos pueden ser tratados como con-
ceptos l6gicamente desentrafiables, habremos de
aceptar también la posibilidad de desenvolver
deductivamente todas las relaciones entre di-
chos entes, a que se reduce el saber matematico,
como meras cohsecuencias implicitas en las de-
finiciones dadas. El saber matematico no seria
entonces otra cosa que el desarrollo o despliegue
l6gico de un sistema de definiciones. Por lo
tanto, es preciso considerar como equivalentes
las proposiciones siguientes:

1) Los juicios matemdticos son todos ana-
liticos.

2) La Matemdtica es una ciencia enteramen-
te deductiva apoyada sobre meras definiciones.

3) Los entes matemdtlicos son verdaderos
conceptos, rigurosamente definibles y logica-
mente oanalizables,

4) La existencia matemdtica se identifica
con lo existencia logica o mera ausencia de
contradiceion interna.

Por lo contrario, si los juicios matematicos
son sintéticos, el conocimiento de las proposi-
ciones de la Ciencia exacta no puede derivarse
meramente del concepto de los entes. Entre el
conocimiento de los entes y el de las proposicio-
nes hay una distancia que no puede salvarse
con medios puramente logicos, o sea, por cade-
nas deductivas. Claro estd que si hemos de se-
guir concibiendo a la Mateméatica como a una
Ciencia, alglin nexo debe existir entre las pro-
posiciones que establece v los entes a que estas
proposiciones se refieren. Mas es el caso que
este nexo puede manifestirsenos bajo formas

muy distintas de la forma ldgica, formas que
han solido rotularse con una palabra: intui-
cion. Sin embargo, desgraciadamente, esta pa-
labra ha solido cubrir, a lo largo de la historia
del problema que nos ocupa, mercancias tan
distintas que ya no sirve apenas para enten-
derse si no se precisa en cada caso el sentido,
de entre los muchisimos posibles, en que se
quiere emplear, N

De todas maneras, cuando se afirme el ca-
racter sintético de las proposiciones mateméti-
cas se habra afirmado simultaneamente, o bien
la existencia en la Mateméatica de algln pro-
ceso demostrativo no deductivo, capaz de apor-
tar por su propia virtualidad creadora y sin-
tética conocimientos no contenidos previamen-
te en los conceptos de partida —y ésta es, como
hemos visto, la tesis de Poincaré, para el cual
el principio de induccién completa es un proce-
so semejante—, o bien el hecho de que los en-
tes matematicos no puedan ser considerados
como conceptos propiamente dichos ni ser ana-
lizados suficientemente por via légica hasta el
punto de explicar las consecuencias, o sea, que
no pueden ser definidos de un modo estricto.

Creemos que las dos alternativas citadas son
independientes, pero no se excluyen. Puede ha-
ber en la Matematica ese proceso no deductivo
de que hablaba Poincaré: y de hecho lo hay.
Pero esto no impide que al mismo tiempo los
entes matematicos sean tales que no se dejen
analizar por via légica. En este caso ni las de-
mostraciones ni las definiciones de la Légica se-
rian suficientes pare constituir el saber mate-
mdtico. Las proposiciones matematicas precisa-
rian de métodos demostrativos propios; pero
también los entes matematicos deberian quedar
determinados por un procedimiento propio, y
los modos clasicos de definicién serian impo-
tentes para captarlos.

En este orden de ideas queremos situar las
conclusiones del gran mateméatico noruego Tho-
rans Skolem relativas a la Aritmética de los
numeros enteros. El alcance filoséfico de dichas
conclusiones es tal, a nuestro juicio, que sugie-
re toda una concepcién de los entes matemati-
cos y de la Matematica.

La proposicién fundamental de Skolem es
una de las grandes proposiciones légicomateméa-
ticas que han venido a marcar en los tGltimos
decenios las limitaciones intrinsecas de la Post-
ctén formalista en la Ciencia exacta. En muchas
direcciones se han sefialado fronteras que el
formalismo no podria traspasar. Godel, por
ejemplo, mostré una de las mas importantes al
indicar (39) c6mo es esencialmente imposible
demostrar la no-contradictoriedad o consisten-
cia de un sistema légicomatematico que con-
tenga la Aritmética elemental, sirviéndose ex-
clusivamente de los medios de este sistema ;
por el contrario, es necesario afiadir medios
esencialmente nuevos no expresables en ol sis-
tema mismo. En otras palabras: toda Aritmé-

(39) K. Godel: Uber formale unentsckeidbore Sat-
ze. Monatshefte fiir Math. u. Phys., 1931.
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tica sera siempre formalmente incompleta (40);
en todo sistema formal que incluya la Aritmé-
tica existe siempre alguna proposicién aritmé-
tica acerca de la cual el sistema mismo no po-
dra decidir si es verdadera o falsa.

Parece que la aportacién de Goédel es defini-
tiva y que los pasos dados por Gentzen verda-
deramente originales y nuevos para salir de la
limitacién impuesta (41) a través de la nega-
cion del principio de fertium non datur y de
ciertos métodos transfinitos no han llevado al
resultado propuesto.

Pero si la proposicién godeliana afecta esen-
cialmente a lo que podriamos llamar una teoria
de la demostracion (42), la proposicién de Sko-
lem que vamos a examinar afecta a una teoria
de lo definicion de los entes matematicos y mar-
ca en esta direccién una nueva fronfera del
formalismo. Con lo cual reaparece el parale-
lismo demostracién-definicion, o lo que es lo
mismo, proposicién-objeto, que antes hemos
considerado. :

Los intentos de definicién rigurosa de ndme-
ro natural por medio de un sistema de axiomas
definitorios se remontan a Peano, a fines del
siglo pasado. Peano establecié cinco axio-
mas (43) que debian caracterizar el concepto
de numero de la serie natural. Los términos
basicos en que estaban formulados estos axio-
mas eran Unicamente los de «cero» «nimero»
y «sucesivoy; uno de los cinco axiomas era,
ademas, una versién del principio de induccion
completa.

Poco después de la formulacién peaniana
Russell demostré (44) que los cinco axiomas
podrian servir para caracterizar términos de
muy distintas sucesiones, tanto como los de la
sucesién natural; por ejemplo, los niimeros pa-
res, efe., sin mas que atribuir a las expresio-
nes «cero», «nimero» y «sucesivo» distintos
contenidos intuitivos. En efecto, los cinco axio-
mas no establecen —y ninglin axioma comple-
mentario podria establecer— en qué sentido in-
tuitivo deben ser tomados sus términos, sino
s6lo las relaciones formales entre los mismos.

La observacién de Russell tenia el significado
siguiente: Las proposiciones de Peano convie-
nen ciertamente al concepto de nttmerc natural,

(40) Cf. F. Waismann: Introduzione al pensiero
matematico. Torino, Einaudi, 1942, pags. 142-143.

(41) G. Gentzen: Die Widerspruchsfreiheit der rei-
nen Zahlentheorie. Math, Ann., 112.

(42) Empleamos esta expresién en una acepcién res-
tringida, correspondiente a su sentido literal, y no
en la acepcién amplia, segiin la cual abarca todas las
investigaciones meta-matemdticas. (Beweistheorie.)

(43) Dichos axiomas son los siguientes:

1) Cero es un ntmero.

2) El sucesivo de cada ndmero es un nimero.

3) No existen dos nimeros con el mismo sucesivo.

4) Cero no es el sucesivo de ningtin nimero.

5) Toda propiedad de que goza cero, y también el
sucesivo de todo niéimero que goce de aquella propiedad,
pertenece a todos los numeros. )

(Cf. Bertrand Russell: Introduction to mathemati.
cal Philosophy. 2. edic., 2. reimpr. London. Allen &
Unwin, 1930, p. 8.)

(44) B. Russell: Ibid., p. 9.

pero no son suficientes para distinguir este con-
cepto de otros conceptos distintos, con lo cual
se nos presenta un dilema: o Hamamos nime-
ro notural a todo objeto de una sucesién que
satisfaga los axiomas de Peano, sin preocupar-
nos de distinguir entre si las distintas especies
de entes tales, o bien buscamos un nuevo sis-
tema de axiomas més exigente que sélo con-
vengo o lo que Se contiene en nueslra nocion
intuitiva de ndmero natural, La primera solu-
cién es propia de un superformalismo gue des-
defie por completo las exigencias intuitivas de
la ciencia del nimero y no admita la necesidad
de hacer coincidir los entes construidos por via
formal —o sea, axiomdiica— con los entes de
que viene fratando tradicionalmente la Mate-
matica desde su nacimiento (45). Por su parte,
la segunda solucién, Unico camino de concilia-
cién de las exigencias de rigor formal y de in-
tuitividad es la que parece haber sido cerrada,
prohibida, por el teorema de Skolem. Puede
calcularse con ello la importancia del citado
teorema que vamos a formular inmediatamente.

Si empleamos palabras del lenguaje vulgar,
la. conclusién del mateméatico noruego puede
expresarse asi (46):

«E's imposible caracterizar plenamente los ni-
meros de la sucesion natural por medio de un
sistema fintto de axiomas. Todo enunciado va-
ledero para lo Aritmética de los nimeros natu-
rales vale también para sistemas enteramente
distintos. Es, pues, absurdo, querer descubrir
algune propiedad intrinseca de la sucesidn de
los numeros que la distinga de toda otra suce-
sion» (47).

Esta sorprendenfe proposicién ¢ no sugiere
inmediatamente un problema de lo individua-
cion especificamente matematico? ; Qué son los
nameros? ;Qué son los entes matematicos?
{ Cémo se individiian, y cémo quedan determi-

(45) «La definicién légica de los niimeros se rela-
ciona —dice Russell— con el mundo real de los objetos
contables que llega a nuestro entendimiento. La teoria
formalista, no.» (Los principios de la Matemdtica, pi-
gina 8). Pero los intuicionistas no conceden ni siquiera
a Russell que sus «definiciones légicas» de entes ma-
temAaticos correspondan a la realidad intuitiva de tales
entes.

(46) Thoraus Skolem: Uber dis Unméglichkeit einer
vollstindigen Charakterisierung der Zahlenreihe wmit-
tels eines endlichen Axiomensystems. Norsk. Math., Fo-
renings Skrifter, Ser. II, 1933. o

(47y Una de las formas pricticas adoptadas por
el teorema de Skolem es la siguiente: para todo sis-
tema de axiomas expresivo de las propiedades de los
nimeros naturales es posible construir un conjunto
de entes totalmente diversos de aquéllos, que los satis-
facen. Por ejemplo, las propiedades de la ordenacién
lineal, suma, resta, multiplicacién, ete.,, son satisfe-
chas de un modo enteramente anilogo al de los ni-
meros enteros por los polinomios:

4, f +a_ P4 gt a,

.’Tales, que &, @, ..., son enteros. Una transforma-
cién de este género que nos haga pasar de los ntme-
ros naturales a otros entes, idénticos a ellos desde un
punto de vista formal, y, no obstante, distintos, es
siempre posible para todo sistema formal—Puede ver-
se: Thoraus Skolem, «{iber einige Grundlagenfragen
der Mathematiks, en Skrifter Norske Vid. Akad.,,
Oslo, I Mat. Nat. KL, 1929.
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nados en nuestro espiritu? El teorema de Sko-
lem parece cerrar el paso a todo intento de de-
terminacién formal de la realidad intuitiva
'nGimero entero’. Los nimeros no son esencias
en el sentido tradicional. No puede darse una
definicion esencial de nimero entero (48). No
pueden enumerarse exhaustivamente las pro-
piedades de los objetos de que trata la Ciencia
exacta.

Consideremos el problema de individuacién
propiamente dicho: el problema de la indivi-
duacién de las sustancias. Segln la concepcién
de Santo Tomas, las sustancias no se individian
por la forma, sino por la materia: «signata
quantitate». La definicién esencial de una sus-
tancia individual se detiene, impotente, ante
una barrera: la especie a que la sustancia per-
tenece. Mas alld no cabe definicién esencial: la
determinacién formal no puede avanzar mas.

(48) Piénsese en las aplicaciones escolares, peda-
gbgicas de esta sencilla proposicién.

Algo analogo ocurre con los nimeros, con los
entes matematicos: hay siempre en todo objeto
de la Ciencia exacta algo irreductible a ese tipo
de determinacién. Claros y simples en nuestra
intuicién, los niimeros enteros se resisten a ser
definidos; del mismo modo que la Filosofia to-
mista no acepta la esencia «Sécratesy y recha-
za todo intento de definir esencialmente la «so-
craticidad», asi Skolem niega la esencia «niime-
ro enteroy. Con ello las sustancias individuales
v los entes matematicos parecen quedar en una
situacién pareja.

Sin embargo, no olvidemos un detalle de las
conclusiones de Skolem: los nuimeros enteros
no pueden ser definidos por un sistema finilo
de axiomas. La restriccién que trae consigo la
palabra finito es esencial. Naturalmente que
puede surgir la pregunta: ¢ Acaso podemos
imaginarnos lo que seria un sistema infinito de
axiomas? Ciertamente, no; pero tengamos en
cuenta algunas ideas de Leibniz, importantes
al propésito.

(Continuard.)
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