El padre Ezquierdo y el triéngulo aritmético

Por PEDRO GUIRAO

© Sabido es que el tridngulo aritmético es la
figura pasica de todo calculo de probabilidades.
Durante mucho tiempo ha sido denominado
truanguio ariemeético de Pascal por haberse atri-
buido a este notable filésofo-matematico su des-
cubrimiento, Actualmente se suele denominar
tredngulo aritmévico de Tartaglha Jbor habperse
averiguado que el matematico renacentista Tar-
taglia lo hapia mencionado en su General I'ra-
ttato, pero lo cilerto es que esta curiosa e in-
teresanie figura matematica se remonta a tiem-
pos mucho méas antiguos. Aparecié ya en una
obra china del afio 1303; lo encontramos luego
en Huropa en la cubierta de un libro de calculo
del sajén Pedro Apiano; aparece luego en la
Arithmetica Integra de Stifel (Nuremberg,
1543); lo menciona tambiéan el mateméatico in-
glés Buckley en 1550 ; se ocupan de él varios ma-
tematicos italianos del Renacimiento, tales como
Paciuolo, Tartaglia y Cardan, El General Tro-
ttato de Tartaglia es del afio 1556. Lo estudian
también el francés Borrel (1569) y varios dis-
cipulos de Raimundo Lulio.

Pero parece como si se hubiese hecho una es--

pecie de conspiracién del silencio alrededor de
. estos lulistas que trataron del triangulo arit-
mético, sobre todo cuando eran espaiioles. Na-
die menciona al franciscano Bernardo de La-
vinheta, doctor en Artes y en Teologia, de nacio-
nalidad italiana y profesor de filosofia lulis-
ta en la Universidad de Paris, quien menciona
nimeros del tridsgulo aritmético al tratar de
los numeros piramidales.

Otro notable lulista de nacionalidad espafiola,
el P. Izquierdo, S. J. no se limita a mencionar
ntmeros del tridngulo aritmético, sino que trans-
cribe esta figura y la estudia concienzuda y
agudamente en su menumental obra Pharus
Scientiarum (Lyon, 1659) al tratar de las com-
binaciones en la Disputatio XXIX del Trata-
do 6.° de dicha obra.

Ahora bien, €l Tratado del tridngulo aril-
mético de Pascal fué escrito en 1654 y fué pu-
blicado en 1665, siete afios después de haberse
publicado la obra del P. Izquierdo. § Cémo se ha
atrevido la gente a hablar del tridngulo arit-
mético de Pascal, habiendo una prioridad tan
manifiesta por parte del P. Izquierdo? Yo creo
que la contestacién es ésta: en el extranjero
menosprecian por lo general todo lo espafiol,
salvo lo pintoresco, y en Espafia ighoramos los
grandes valores espaifloles. Ignorabamos total-
mente al P. Izquierdo hasta que el P. Cefal,
S. J. nos lo ha descubierto recientemente.

El P. Sebasti4an Izquierdo, S. J., nacié en

Alcaraz (Albacete) en 1601 y murié en Roma
en 1681. Enseii6 Filosofia y Teologia en Al-
cald, Murcia y Madrid. Fué nombrado Asis-
tente del P. General para Espafia e Indias oc-
cidentales v desempefié el cargo de Calificador
del Consejo Supremo de la Inquisicién espa-
fiola. Escribié obras de ascética, unas Prdcti-
cas de los ejercicios espirituales y una magna
obra titulada Pharus Scientiarum. En la Bi-
blioteca Nacional de Madrid hay un ejemplar
de esta obra, impresa en un solo volumen, aiio
1659 (signatura 3/44.999), editada en Lyon.

El Pharus Scientiorum contiene seis tratados,
titulados respectivamente:

1.° Origen y naturaleza del entendimiento
humano.

2°  Accidentes de la imteleccién humana.

3.2 Del objeto del entendimiento humano.

4” De los términos, de lag proposiciones y
de la argumentacién.

5. De la ciencia humana,.

6° De los instrumentos y reglas de la ciencia.

Era el P. Izquierdo hombre de un sélido equi-
librio mental que le permitia moverse desem-
barazadamente en el turbio ambiente del Rena-
cimiento y de las nuevas tendencias filoséficas.
Dentro de la mas pura ortodoxia, aceptaba todo

"lo que de aceptable habia en las nuevas ideas,

lo que pone de manifiesto cuan equlvocado es
suponer que la Inquisicién ponia cortapisas al
legitimo desenvolvimiento del saber y de la
ciencia.

Vemos asi que, frente a la cldsica enumeracién
de los instrumentos de la ciencia (definicion, di-
vigién, clasificacién y argumentaciém), el P. Iz-
qulerdo afirma que son los diez siguientes: ob-
servacién, comparacién, divisién, definicién, lo-
cacion, combmacloﬂ argumentacmn traduccmn
0 razonamlento anal6gico, memoria y tradicién.

Y en vez de aferrarse al Organon aristotélico,
menciona el P. Izquierdo siete métodos cienti-
ficos (dos antiguos y cinco modernos de su tiem-

0):

1> El Organon de Aristételes.

2> La Retérica de Cicerén y Quintiliano.

3° Fl Ars Mirabilis de Raimundo Lulio.

42 El Syntazes Artis Mirabilis de Pedro
Gregorio Tolosano, que era una variante del
Ars Magna de Raimundo Lulio.

52 El Digestum Sapientiae del P Ivo, ca-
puchino de Paris, que es otra variante del Ars
Magna luliano.

6. El Ars ciclognémica de Cornelio Gemma.

7> La Instauratio Magna de Francisco Ba-
con. Dice de esta obra que, aunque herética, con-
tiene muchas cosas aprovechables.
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Vemos, pues, que el P. Izquierdo, Calificador
del Consejo Supremo de la Inquisicién espafola,
combina la légica aristotélica con la luliana y
con la experimental de Bacon. En cambio no
hay indicios de que conociera el Método de Des-
cartes, y menos atn, la novedad que este mismo
método significaba respecto de los anteriores.

En la Disputatio XXIX, incluida en el Trata-
do sexto, titulada De Combinatione, trata el P. 1z-
quierdo del método combinatorio. Y podra pen-
sarse, dada la filiacién lulista del autor, que en
este tratado sigue a Raimundo Lulio, pero
no es asi, pues manifiesta varias veces que sigue
al P. Clavio, S. J., en su comentario al libro pri-
mero del Sphaera.

Despertada mi curiosidad, he buscado la refe-
rida obra del P. Clavio y la he eucontrado en la
Biblioteca Nacional de Madrid. Se titula asi:
Christophori Clavii Bambergensis, S. J., n
Sphaeram Joannis de Sacro Bosco comentariis,
Lyon, 1602, Esta obra es un comentario, escrito
por Cristébal Clavio en Roma el aflo 1581, acerca
de la obra Sphaera de Juan de Sacro Bosco, un
monje que vivié en Inglaterra a principios del
siglo XIII y que parece latinizé su nombre Ho-
lywood (bosque sagrado), convirtiéndolo en Sa-
cro Bosco. Este Tratado de lo Esfera fué el
texto de astronomia y cosmografia que goz6 de
mayor autoridad desde los giglos XIIT al XVIIL.

En el Catalogo de la Biblioteca Nacional de
Madrid figuran varias ediciones antiguas del
Sphaera, pero en las signaturas indicadas por
el catdlogo se encuentran otras obras. No obs-
tante, he encontrado un ejemplar de una edi-
cién antigua en la Biblioteca Central de Barce-
lona (Textus de Sphaera, Yoanmis de Sacro
Bosco, Paris, 1534.) En la Biblioteca Nacional
<6lo he encontrado una moderna traduecion in-
glesa de dicha obra, adicionada con varios co-
mentarios, muy inferiores todos ‘ellos al del
-P. Clavio.

El Sphaera o Tratado de la esfera es un libro
conciso, de inspiracién pitagérica, que sostiene
es el Universo una esfera, dentro de la cual hay
otras esferas: astros y planetas, y en el centro
el fuego; la Tierra, de forma esférica también,
ocupa el lugar mas proximo. al fuego central.

Esta obra fué ampliamente comentada por
los astrénomos y cosmégrafos medioevales y re-
nacentistas. Entre tales renacentistas extranje-
ros merecen citarse: Lichio Sculano, Juan Bau-
tista de Manfredonia, Fabri Stapulensi, Miguel
Scote, Pierio Valeriano, Klias el Veneciano,
Pedro Aliaco y el P. Clavio, S. J. Y entre los
espafioles destacan los comentarios del maestro
Pedro Ciruelo, profesor en Salamanca y en
Paris (afio 1500), Jerénimo de Chaves (Sevilla,
1545), Pedro Espinosa (Salamanca, 1550), Bal-
tasar Manuel Bobo (Valencia, 1553), Rodriguez
Qaez de Santayana (1568), Roca Mora (Madrid,
1599), el Brocense y Fray Luis de Miranda en
Salamanca.

Tl comentario del P. Clavio es el més amplio
y documentado que he podido conocer, aunque
resulta ya tardio, pues en su época habia apare-
cido ya la teoria de Copérnico, combatida por

el P. Clavio, y que derrumbaba la teoria de la
posicién central o casi central de la Tierra en el
Universo. .
Pero ni en el Sphaera ni en el Comentario :
del P. Clavio he logrado encontrar la mas Ili-
gera referencia a combinaciones numéricas.

El P. Izquierdo utiliza el tridngulo aritmético
para determinar el nimero de combinaciones con
repeticién y sin repeticién que pueden formarse
con varios elementos. Pero, para proceder con
orden, no estard de méas que antes hablemos
un poco del tridngulo aritmético y de sus prin-
cipales aplicaciones.

Fl tridngulo aritmético es una figura numérica |
que aparenta una gran sencillez. Si escribimos |
una fila horizontal de unidades y debajo de ella
la misma fila vertical en éangulo recto, no
tenemos sino proseguir la figura sumando el
namero de la izquierda con el nimero de arriba
(1 +3=4; 4 + 6==10, etc.) para obtener una
figura numérica que se prolonga indefinidamen-
te por la derecha y hacia abajo. Asi es como di-
buja Pascal el tridngulo aritmético.

i1 1 1 1 1
i1 2 3 4 6

1 3 6 10
1 4 10
1 5

1

Se puede dar a la figura una rotacién hacia la
izquierda y quedara un triangulo con el vér-
tice hacia arriba, resultdndonos el tridngulo arit-
mético tal y como lo dibuja Tartaglia.

v.asi sucesivamente continda

La posicién del triangulo de Tartaglia hace que
los ntmeros de las sucesivas filas horizontales
se obtenga sumando los nimeros correspondien-
tes de la inmediata fila superior, pero el tridn-
gulo es el mismo, tanto si se dibuja en una como
en otra forma. El nimero 1 del wértice originario
es supérfluo. ‘

Las principales y mas conocidas aplicaciones
del tridngulo aritmético se refieren: a) a las
potencias de los binomios; b) a los juegos de
azar; c) a las combinaciones. !

a) Las potencias de los binomios.—Si mira-
mos el tridngulo aritmético tal como lo dibuja
Tartaglia, vemos que las sucesivas filas hori-
zontales nos dan los coeficientes del desarrollo
de un binomio en cada una de sus potencias.
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Coeficientes
a+bFf=a*+2ab+b . .. .. 12 1
(a+b)P=2a"4+3 a’b+3 a b+
B e e e e e e 13 3 1
(a+bf=a*4+4 a’b46 a*b®
4 abP bt e . 10406 401

(a +b)y=2a"45 atbh 4+ 10 a’ b*> +

410 a*b® 4+5 a b* + b... 1 51010 5 1

b) Juegos de azar.—El tridngulo aritmético
se aplica aqui a dos cosas: a conocer las posi-
bilidades y la correspondiente probabilidad de
cualquier situacién en que pueda encontrarse
un partido entre dos bandos regidos por el
azar, y a conocer el reparto equitativo de las
apuestas, en caso de suspensién del partido.

A las diversas filas horizontales del tridngulo
_de Tartaglia corresponden las posibilidades de
lo que puede ocurrir en las distintas jugadas. En
el primer tanto hay una posibilidad de que
ganen los rojos y otra de que ganen los azules
(1 1). En Ia segunda jugada hay una posibilidad
de que los rojos se pongan 2 a 0, dos posibilida-
des de que los bandos se pongan 1 a 1 y una
posibilidad de que los azules se pongan 2 a 0
(1 2 1). En la tercera jugada hay una posi-

bilidad de que los rojos se pongan 3 a 0, posibi- -

lidades de que se pongan 2 a 1, tres de que se
pongan 1 a 2 y una posibilidad de que se pongan
0ad3 (1331

Lo de los repartos se hace asi: si a un juga-
dor le falta un tanto para terminar el partido
y a su contrario le faltan tres tantos, tendremos
que faltaran en total cuatro tantos. Buscaremos
en las filas horizontales del tridngulo de Tar-
taglia la fila que tenga cuatro miembros y la
repartiremos entre los contrincantes de un modo
inversamente proporcional; al que le falta un
tanto le daremos tres miembros empezando por
un extremo v al que le faltan tres tantos le dare-
mos el miembro sobrante, Como la fila de cuatro
miembros es 1 3 3 1, al que le falta un tanto
le daremos 1 + 3 -+ 8 == 17 posibilidades y al con.
trincante le daremos una sola posibilidad. Tra-
_ducido esto en dinero, si se jugaban cuatro pe-
setas cada uno, corresponderan siete a uno y una
al otro.

Si a un jugador le faltan dos tantos para ter-
minar el partido y a su contrincante le faltan
cuatro (suponiendo, por ejemplo, que jueguen
a diez tantos y uno tenga ocho y otro tenga seis)
echaremos mano de la fila de seis miembros
15101051 y daremos dos miembros (1 -- 5) =
6 al que le falta cuatro tantos, dejando los cuatro
restantes (10 ++ 10 4~ 5 - 1) = 26 al que le fal-
tan dos tantos. Si se jugasen 16 pesetas cada
uno, habria que dar 6 a un jugador y 26 a su
contrincante. .

¢) Las combinaciones—Si yo agrupo varios
elementos en forma de que cada grupa difiera
cualitativamente de los demas, se dice que los
combino. Asi, si yo tengo tres elementos ¢, b, ¢,
buedo combinarlos asi:

de uno en uno, ¢ b ¢ ... ... ... ... ... 3 primarias

de dos en dos, ab ac be ... ... ... ... ... 3 secundarias

de tres en tres, abc ....... ... ... ... ... 1 terciaria
Total ... ... 7

Pero si me reservo el derecho de repetir al-
gun término en algln grupo, entonces aumenta
el ndmero de combinaciones posibles, segln se
ve a continuacién:

de uno en uno, ¢ b ¢

de dos en dos, ab ac be aw bbb cc

de tres en tres, abc aadb aac bba bbc cca ccb
aas bbb cce

Nos han resultado las siguientes combina-
ciones con repeticién: 3 primarias, 6 secunda- -
rias y 10 terciarias.

Pues bien, el tridngulo aritmético nos dice
el ntimero de combinaciones que se pueden ha-
cer entre cualquier ntimero de elementos. Para
ello es mejor utilizar el tridngulo aritmético
tal como lo dibuja Pascal y suprimir la fila ver-
tical de unidades. Tendremos asi:

11 1 1 1
/

2 3 4 5
/

3610

4 10

5

Para averiguar las posibles combinaciones
entre 3 elementos, no tenemos sino buscar el
nimero 8 en la primera fila vertical: la linea
inclinada hacia arriba nos da las combinacio-
nes sin repeticién y la linea horizontal nos da
las combinaciones con repeticién, Notese como
coinciden con las que hemos mencionado antes:
3 primarias, 3 secundarias y 1 terciaria en las
combinaciones sin repeticién y 3 primarias,
6 secundarias y 10 terciarias en las combina-
ciones con repeticién.

Para hallar las combinaciones entre 4 ele-
mentos, no hay sino prolongar el tridngulo, lo
que puede hacerse sin dificultad, e incluso dar-
le forma rectangular para mayor comodidad
nuestra, pues se prolonga indefinidamente.
Tendremos asi que las combinaciones entre 4
elementos seran: sin repeticién, 4 primarias,
6 secundarias, 3 terciarias y 1 cuaternaria;
con repeticién, 4 primarias, 10 secundarias, 20
terciarias y 35 cuaternarias.

1 1 1 1
/
- Ve
2 3 4 5
3 6 10 15
4—10—20—35

Como el P. Izquierdo sélo se ocupa de las
combinaciones, prescinde de todo lo que se re-
fiere a coeficientes de desarrollos de binomios
y a juegos de azar. Trata de las combinaciones
con y sin repeticién en la forma que acabo de
exponer.
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Es de advertir que Pascal traté también es-
ta cuestién de la misma manera en un opuscu-
lo titulado De combinatione, que fué publica-
do al mismo tiempo que su Tratado del tridngu-
lo aritmético, es decir, siete afios después de
haberse publicado la obra del P. Izquierdo. Ca-
be pensar que el trabajo de Pascal sobre las
combinaciones fué escrito el mismo afio que su
Tratado del tridngulo aritmético, o sea, en 1654,
pero si tememos en cuenta que lo escrito por
el P. Izquierdo lleva una licencia provincialis
fechada en 1657 y que la magna obra del P. Iz-
quierdo no es de las que se escriben en un afio
ni en dos, cabe pensar que el P. Izquierdo es-
cribié sobre combinaciones y sobre el tridngu-
lo aritmético con anterioridad a Pascal. Desde
luego, lo publicé siete afios antes y es de tener
en cuenta que lo que escribié Pascal sobre estas
cuestiones no pasé de ser una serie de notas
para un libro que no llegé a tomar forma defi-
nitiva.

He aqui el tridngulo aritmético para combina-
ciones que dibuja el P. Izquierdo en su Pharus
Scientiorum

11 1 1 1 1 1 1 1 1
2.8 4 b 6 7 8 9 10 11
3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
410 20 3b 56 84 120 165 220 286
515 35 70 126 210 330 495 715 1,001
6 21 56 126 252 462 792 1,287 2,002 3,003
708 84 210 462 924 1,716 3,003 5,005 8,008
8 36 120 330 792 1,716 3,432 6435 11,440 19,448
9 45 165 495 1,287 3,003 6,435 12,870 24,310 43,758
10 55 220 715 2,002 5,005 11,440 24,310 48,620 92,378
Vemos facilmente en el tridngulo aritméti-
co que el numero total de combinaciones sin
repeticién es el siguiente:

entre 2 elementos, 3

» 3 > 7

> 4 > 15

» b > 31

> 6 > 63

> 7 > 127
ete.

Y hace notar el P. Izquierdo que esto nos
pone de manifiesto la siguiente ley: el ntimero
total de combinaciones sin repeticién entre =
elementos es igual al doble més uno del nime-
ro total de combinaciones sin repeticién entre
n-1 elementos.

Distinguen los mateméaticos entre combina-
ciones propiamente dichas, variaciones y Dper-
mutaciones. En las combinaciones propiamente
dichas, los grupos formados difieren en cuali-
dad; en las variaciones, los grupos difieren en
cualidad o en orden; en las permutaciones, los
grupos soélo difieren en orden.

Ya hemos hablado de las combinaciones pro-
piamente dichas y hemos visto cémo las estu-
dia el P. Izquierdo basindose en el tridngulo
aritmético. Pero el tridngulo aritmético no tie-

ne aplicacién directa en las variaciones ni en
las permutaciones.
Veamos las variaciones sin repeticion.
Tres elementos o b ¢ admiten las siguientes
variaciones:

tomados de uno en uno, tres (a b ¢)
tomados de dos en dos, seis (ab ba ac ca be cb)
tomados de tres en tres, seis (abe ach bac bea cab cbay

Pero al tomar los tres elementos de tres en |
tres, la variacién de los grupos es solamente de
orden; entonces entramos ya en las permutacio-
nes. Las permutaciones son un caso especial de
variaciones: cuando los » términos se toman
de n en n.

El P. Izquierdo formula la siguiente tabla de .
variaciones sin repeticién, incluyendo las per- ¢
mutaciones: ‘

Niunero Nimero de variaciones
de elementos y permutaciones

15

64
325
1.956

SO WD

Y hace notar que esta tabla puede proseguir.
indefinidamente, pues se forma multiplicando
el namero de elementos por el nimero de va-
riaciones y permutaciones anteriores mas
¢l mismo namero de elementos.

Ejemplos:

15=(34) +3
64 = (4.15) + 4
325 = (5.64) + 5
1.956 = (6.325) + 6

Esta tabla la descompone asi el P. Izquierdo:

11 total 1

2 2 2 total 4

3.3 6 total 15

404 12 24 24 total 64

515 20 60 120 120 total 325 |
66 30 120 360 720 700 total 1.956 |
2158 3 ¢ 55 Ev gF

Asi, por ejemplo, 3 términos admiten 3 va-
riaciones tomados de uno en uno, 6 variaciones
tomados de dos en dos y 6 variaciones tomados
de tres en tres (es decir, 6 permutaciones): to-
tal, 15 variaciones y permutaciones sin repe
ticibn. v

4 términos admiten 4 variaciones tomados
de uno en uno, 12 tomados de dos en dos, 24
tomados de tres en tres y 24 tomados de cuatro
en cuatro (es decir, 24 permutaciones): total
64 variaciones y permutaciones sin repeticién



La formacién de esta tabla es sencilla e in-
geniosa. Se escribe una primera fila vertical
con la serie natural de los niimeros y se forma
Juego una segunda fila vertical, empezando un
lugar méas abajo y multiplicando el primer nd-
_ mero de la izquierda por 1, el segundo por 2,

¢l tercero por 3 y asi sucesivamente, haciéndo-

so lo mismo con las siguientes filas. Ejemplo:

21 =2 61= 6
3.2=6 12.2 = 24
4.3 =12 20.3 = 60
5.4 = 20 30.4 = 120

También hace el P. Izquierdo una tabla de
las permutaciones sin repeticién, separadas de
_ las variaciones. Héla aqui: :

Elementos Permutacién
sin repeticién

1 1
2 2
3 6
4 24
5 120
6 720

Esta tabla puede prolongarse indefinidamen-
_ te porque vemos que el niimero de permutacio-
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nes entre n elementos es igual al factorial de
1 (los matematicos denominan factorial de wun
numero al producto de este ntimero por todos
los anteriores en la serie natural de los nimeros
hasta llegar a la unidad). '

Vemos asi que:

2=2.1
6=3.2.1
24 =4.3.2.1
120=5.4.3.2.1
720=6.5.4.83.2.1

Hsto lo menciona el P. Izquierdo, aunque sin -
emplear la palabra factorial, sefalando tam-
bién otro procedimiento, idéntico en el fondo,
pero més sencillo, para prolongar indefinida-
mente la serie, basado en - esta ley: el nimero
de permutaciones entre n elementos es igual
al ntimero de permutaciones entre n-1 elemen-
tog multiplicado por los n elementos.

Todo lo dicho pone de manifiesto el gran valor
de esta corriente de pensamiento que Izquierdo
recoge: es un buen argumento de la perseve-
rante fecundidad del lulismo entre nosotros.
Y no es menor el interés de la obra y doctrina
de Izquierdo el inscribirlas, como de derecho le
corresponde, en la gran historia de la Matema-
tica del siglo XVIL



