Oreemos habep encontrado la expresmn matema—
tlca mas- cla_ra v simple pOSIbIe del sistema‘de con-
‘ceptos  modales ‘que; por estar fundado “sobre las

oposicioties: i ‘¢lasicas ™ poszbfe zmposzble necesamo-'

-contingente; verdadewo-f" 50, puede; ‘con toda pro-
piedad ser denominadé’ sistema dety logzca modal
claszca Desarrollado y exphcado por nosotro% en otro

~

v1adamente ‘por SM pary | dlstmgmrlo de otiros
sistemas - modales;, como los conceides’ St,782, 83,
iS4, S5 de C. I. LEWIS v los vecientes £:ds J. Lu-
KASIEWICZ {2}y VB EV; M, M’ My M/ a) de
G. H: VoNmWRIGHT (3); ‘para citay los:mas afiries.
(No nos. ocuparemos:en “este’ trabaio “del Fentido
Ailoséfico deslasimodalidades; parda o cial rémitimos
‘al 'eitado Tugar; mi nos detendrénmos en- exphcacmnes
ocejemplos; sélomos interesa: aguf mostrar ‘que: Ia
-expresion:de lasmodalidades por:las matrices ‘que
heniosadoptado-satisface al: sistema  SM; cuys dn-
terpretacidn~intuitiva: corresponde a la loglca ela-
sica.) o ; ¢

La _expresiéon matematlca que. proponemos.. se
‘funda en dos maneras de 1‘epresentac10n de.las mo-
dahdades de cualquler 01”den estrechamente vin-
culadas:entre:si: : I

1. Mediante el grupo de matrices modales.

2. ‘Mediante -el ‘sistema: decoordenadas moda-
les: Q (cantidad modal):'y S:(8igno modal).

Veamos primero cuiles son las caracteristicas
formales generales del sistema modal SM:

a) Considera todas las estructuras compuestas
de los conceptos modales elementales posible (P),
impostble (1), necesario (N), contingente (C), ver-
dadero (V) y falso (F), aplicables como operado-
res a una proposicién o variable proposicional, y
las de los conceptos modales superiores aplicables
s« dos o mas argumentos, como compatible (P), et-

(1) Teoria algebraica de la légica modal cldsice, que sera
editada por el C, S. 1. C,

- (2) Jan Lukasiewicz: A System of Modal Logic, Actes du
Xieme Congrés International de Philosophie. Bruxelles, 20-26
Aofit 1953. Vol. XIV, pp. 82-87.

@B) G. H, Von Wright: An Essay in Modal Logic. Ams-
terdam, North-Holland Publishing Company, 1951, Y tan-
bién: A New System of Modal Logic, Actes du Xiéme Con-
grés International de Philosophie, Bruxelles, 20-26 Aoflit 1953,
Vol. V, pp. 53-64.

: PorMIGUEL SANCHE‘Z'-‘MAZAS;

cétera. Todas estas estructuras Ioglcas se denomlnan

en general,” modalidades:”

“by Establece 'las leyes de reduccmn equlvalen-
cia e implicacién ‘entre modalidades y ‘proposicio-
nes o funciones ploposmlonales modahzadas dedu-
ciéndolas en virtud de’ cwrtas reglas 'y esquemas
generales de deduccién que permlten operar alge—

'bralcamente

e) Se” funda en dos unlcos conce ptos mdepen-
dientes, necesarw (T\I) v falso (F), en funcién de
Tos" cuales "se definen los restanites conceptos. ele-
mentales y, a ‘craves de estos todos Ios otros, de
cualquler orden e

kf\ d) " Las_ comblnac1ones entre modahdades se
obtienen gracias a ‘que en el universo légico mo-
dal se define una operacién, que aqul denomlnare—
mos pwoducto ‘asociativa. 'y, en general, no-conmu-
tatlva, respecto de la_cunal lag modahdades consti-
tuyen un grupo. Fn. efecto, satlsfacen a lag cuatro

condlclones mgmentes

,1. Dadas dos modahdades cualesqulera M y M’
pertenecientes al sistema SM, existe siempre una
modalidad M”, perteneciente a SM, igual al pro-

“ducto MM,y una modahdad M, también perte-

neciente a SM 1gual al producto M M (condlcmn de
merre) o : :

EXlste en dl sistema SM una modahdad v que‘
hace el papel de elemento unidad respecto de la
operacién producto, porque el resultado de multi-
plicar por ella, a la derecha o a la izquierda, cual-
quier modalidad M del sistema SM es equivalente a
M misma (condicién de existencia de la unidad).

(2

3. Dada una modalidad cualquiera M del siste-
wa SM existe siempre en SM una modalidad M,
denominada nversa de M, que, multiplicada a la
derecha o a la izquierda, por M, da un producto
equivalente a la unidad (condicién de existencia del
elemento inverso).

4. Dadas tres modalidades cualesquiera M, M’ y
M”, pertenecientes a SM, el resultado de multipli-
car M, a la izquierda, por el producto de M’, a la
izquierda, por M” es equivalente al resultado de
multiplicar el producto de M, a la izquierda, por M’,
a la izquierda, por M”’; y, del mismo modo, el resul-
tado de multiplicar M, a la derecha, por el producto
de M’, a la derecha, por M” es equivalente al resul-
tado de multiplicar el producto de M, a la derecha,
por B, a la derecha, por M” (condicién de validez,
para la operacién producto, de la propiedad asocia-
tiva).
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Si empleamos la_notaciéon XY’ para designar 2]
producto de la multlphcacwn de una modalidad . X,
a la 1.4qme1da, por otra. modalidad Y, la notacién
0 para designar el producto de la multlphcacmn
de X, a la derecha, por Y, y usamos los cuantificado-
res '(X)’ y (EX)’ para significar, Arespectlvamente,
como en el calculo de predicados y de clases, ’para
todo X’ v.Jexiste un X tal que’; el signo 'V’ (verda-
dero) para 1"epresentar la modahdad unidad, "M~
para indicar la modalidad inversa de una modali-
dad M y ’==" como signo de equivalencia, escribire-
mos las cuatro condiciones anteriores como sigue:

1. (M) () (EM”) MM'=M"
. (M) (M{) (EM’”) D/I?M:M?!’.‘
2 (BV) (M) VM=MV=M. . . .
3. (M) (EM-) MM-le—lM:V.
4. (M) (M) (M) M(M’M”)z(MM’jM”.
(M) ) (M”) (M"M’) M=M" (M'M).
e) Las definiciones basicas del sistema SM, que
expresan las modahdades C (contlngente) P (posi-
ble), I (1mp031ble) v V (verdadero) €omo funciones

o combinaciones de N (necesario) y F (falso), son
las siguientes:

Di. C=FN
D2. P=FNF ..
D3. T=NF

D4. V=FF

f) Deg la aplicacién de la anterior condicién 2.
(condicién de existencia de la unidad) a las modali-
dades elementales N, C, P, I, F y V, resulta:

2a. VN=NV=N
2b. VP=PV=P
2c. VC=CV=C

od. VI=IVi=I
2e. VF=FV=F
2 VY=V

g) Se establecen los s1gulenteq axiomas para la
reduccion 'de modalidades de segundo orden a V
(verdad) : ;

Al. NP=V
A2. PN—V

gue nos dan P.como inversa de. N 'y N como inversa
de P. De Al. y A2. se deducen inmediatamente, te-
niendo en cuenta las equivalencias NP=I1 y
PN=CC, demostrables haciendo uso de las defini-
ciones y de la propiedad del elemento unidad 'V (8),
las consecuencias: e oo

A, II=V -

A2, CC=V

Las eguivalencias Al’., A2., D4y 2f nos “dan, res-
pectivamente, I, C,F y V como modalidades inver-
gsas de si mismas. Con ello, la condicién 3: (condi-
cién de existenqia dell_i’pyerso)mipuede demostrarse

como...un- teorema del: 51stema SM del modo si=
guiente: RN, 5 S s o

h) Teoremdi. 'Toda modalidad dé S’M, Véfép’ré\sada
por: SRV ,

(1) M=M,M,M,...M,- M,

donde M,, M, My,.... M-, M, ‘son- ‘modalidades ele-
mentales de SM tlene su 1nverso .

(2)  M-1==M,-'M,_;-*... M,-1M,-M, -2

Demostlacmn Los 1nversos de las sels modahda—
des élementales N,. P, CLFy v han sido estable-
cidos en g) La exlsten(:la de los factores de M-t en
(2) eqta, ples, probada Sélo. queda por demostrar
que MM-'=V y que M- 1M~~V para Tos valores de
M v M 1 dados por (1) v (2) Y en efecto

7-"Mﬂ,“iVMn-i_l-nMsﬁ:’liMz,_lMi‘—,lF’q
7 ——IM“‘—l_]MS 1I\'lz—ll\/,.l——lz !
=MM M, V. MMy Myt

Y de una manera en todo andloga: demostraria-

mos que M- 1M——V
1) -SM se funda, por ultlmo, en un aii’oma que
expresa la implicacién modal fundamental, del cual
se deducen todas las leyes de implicacién entre mo-
dalidades de cualquier orden. Este axioma es el si-
guiente:
N — V —p

donde ’ —’ es el signo de implicacién.

MATRICES MODALES ~

Para la expresién mateméitica de semejante sis-
tema hay que tenér en cuenta, ante todo, el carie-
ter no- conmutatlvo del producto entre modalldades,
en virtud del cual mlentras la expresmn 1, por
ejemplo, €3 decm la que se lee

“es falso que ses, 1mpos1b1e” R

equwale modalmente a “es posible”, es decir a P, la
expresmn IF, que se lee .

“ez imposible que sea falso

equivale a “es necesario”, o sea a N. Multiplicar a
la derecha no da eI m1sm0 resultado que, multlph-
car a la izquierda, y como una de sus consecuencias
dos simbolos F :(falso) se-anulan.si‘se hallan conti-
guos en una expresién, pero no si'se hallan separa-
dos por el simbolo de .otra modahdad Por ejemplo,
mientras:

... “"es falso que sea falso que.sea necesario
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o sea; FFN, equivale simplemente a N, “es necesa-
rio”, pues el grupo FF desaparece, si se tiene en
cuenta D4, y 2a., que permiten escribir:

FFEN==VN=N
sin embargo:

“es falso que sea necesario que sea falso”

es decir, FNF, equivale a “es posible”, o sea P,
como puede comprobarse por la definicién D2.

En virtud de estas consideraciones se comprende
que los nimeros enteros son inadecuados para re-
presentar las modalidades y que el universo modal no
puede traducirse en un sistema de relaciones mate-
maéticas analogo al 4lgebra de BOOLE, que emplea-
ba la suma y el producto aritméticos como expre-
sién de la alternativa y conjuncién de la légica pro-
posicional, gracias a que los caracteres formales de
“yerdadero” y “falso” en esa légica son idénticos a
los' de “1” y “0” en una aritmética. Aqui, por el
contrario, aun en el caso de que empledramos tan-
tos ntimeros enteros diferentes como modalidades
distintas, nos encontrariamos con la dificultad del
caracter no-conmutativo del producto. Intentemos
entonces representar cada operador modal por me-
dio de una matriz, ya que el producto de matrices
es también no-conmutativo.

Tomemos matrices cuadradas de segundo orden,
de coeficientes por el momento incégnitos, para ex-
presar los seis operadores modales elementales V,
F, N, L P, C:

v v f f
V= 1 2 F—= ] 1 2
A v, v, f, f,
e Fa Y

n, n, i, i,
P: pl pz C: cl C2 J

b, b, ¢ €y ||

En virtud de la condicién 2. que caracteriza al
operador V como operador unidad, a la derecha y
a la izquierda, podemos tomar como matriz repre-
sentativa de la verdad la matriz unidad:

-

que multiplicada por cualquier otra matriz, a la de-
recha o a la izquaierda, no la altera; es decir, da como
producto una matriz idéntica a la dada.

Para encontrar la matriz representativa de ¥, ex-
presemos la relacién entre matrices equivalente
a D4.: :

ik f\ltfl f,
s N

3

Aplicando los reglas para el producto de matrices,
tenemos las ecuaciones siguientes:

£ ff,=1  (a)
£f, +1f,=0 (b
£f - £,f, =0 (¢
£f, L f2=1 (d)

De (a) y (d) se deduce f,*=1£,2. A su vez sacando

factor comin en (b) y (c), tenemos respectivamente
f, & --£) =0y {f, { +£,) =0. El sistema tiene
mas de una solucién, y entre ellas elegimos la si-
guiente:

por ser la més sencilla y semejante a la representa-
tiva de V. Tenemos, pues, la matriz:

= o al

Los operadores C, P e I, ahora, que en D1., D2. y
D3. han sido definidos en funcién de N y F, estaran
representados por matrices que cumplan las condi-
ciones siguientes:

C:FNz‘l 0 ny Ny :H n ongl| _
0 —1 ng ny —Ng—Ty
L tey Cy
a ]Cs Cy
1 0 ny M, 1 0
P=FNF= ”0 —tll {[ns m, Ho ) =
. p; Ny 1 ol ny—ng
T ll—ng—n, HO - H_H_na iy
— ||P1 P2
Ps Py
|—NF— || ™ nz‘ H1 O[': ny —nfl
n, - Ny 0 —1 n, —ng
R Iy ’
Tl iy

es decir, que tenemos:

C—P1=11=0y

Co=y py—=ig=—n, { *)
Cg=—=P3=——0N3 i3=n; g
C==ly=—n, Py=ny

con lo cual s6lo nos quedan por encontrar los ele-

mentos n,, n,, n, y n, para tener los de las matrices
representativas de C, P e 1.

Los axiomas de la reduccién Al. y A2. se tradu-
cen en las condiciones siguientes:

Np— | ™ ng .P1 Pali || M1 ng
N3 gl iiPs Py Ny n,
n,—n 1
1Tl = 0
—ng Dy 0 1
‘pN= ||P1 Pg 1 Ng :H ny —n,
P3 P4 Ny ny —hny N
n, Ny Ve 1 0
n, n, 0 1

v, aplicando las reglas del producto de matrices, te-
nemos las ecuaciones:

2_ — 2 —
n2nn, =1 ) nnn, =1
-n,n, 4 n,n, =0 nn,-nn, =20

(e) nan-nn, =190 5 -® n,n, + n,n, = 0|

—

-ngn, +n2=1 n,n, +nf=1

e i

El sistema (f) no aﬁade nada nuevo al sistema (e).
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De éste deducimos:

P Jp— 2
nl - n4
n,n,-n,) =0
n(n,n,) =0
2
n?=1-+4mnmn,
una de cuyas soluciones es la siguiente:
1

fn, =1 n,==0 n,=1 n,=1]

que elegimos como representativa de N. Es decir,
tenemos:

N=—

y aplicando las ecuaciones (¥):

1 0
C= -1 —1
1 0
ol IR

En resumen, hemos obtenido como matrices re-
presentativas de las modalidades elementales V, F,
N, C, P e I, seis matrices distintas de segundo
orden, cuya forma general es:

1 0
M= I H
o s
siendo Q=1paraNel, Q=0paraVyF,Q=—1
para P y C, al tiempo que S=1 para N, V y P,
S=-—1paral, FyC.

Estas matrices se relacionan entre si de tal modo,
que quedan satisfechas las equivalencias definito-
rias D1., D2, D3. y D4., asi como las condiciones
2a., 2b., 2¢., 2d., 2e. y 2f. vy los axiomas de la re-
duccién Al. y A2. Son el punto de partida que per-
mite expresar matematicamente cualquier modalidad
mon-aria o simple por una matriz.

GRUPO MODAL
Se comprueba inmediatamente que, como conse-

cuencia de lo anterior, toda modalidad mon-aria es-
tard representada por una matriz de la forma

donde Q es un entero cualquiera y S la unidad po-
sitiva o negativa, o sea -1 6 — 1. En efecto, toda
modalidad mon-aria de SM estd engendrada por la
aplicacién reiterada de la operacién producto a las
modalidades elementales N, V, P, I, F y C y estar4,
por tanto, mateméaticamente representada por una
matriz resultante del producto de algunas de las
geis matrices fundamentales halladas. Ahora bien,
el producto de dos matrices fundamentales de la
forma:

1 0l Ik
o sl

- 0|l
M v M=le s

es una matriz de la forma:

A B
~[3 2

en la que A=1.1+0.Q=1
B=1.040.%8=0
Q’=Q.1+8.=Q+5Q
S"=Q.0}+8.8=8%

0 sea que, en definitiva, resulta de la forma:

.| o
M=lorso s3]

pero, siendo los cuatro nimeros Q, Q’, S, S’ siem-
pre enteros para las matrices fundamentales, Q7 =
= Q 4 SQ’ seri también siempre entero, y siendo
S y 8 siempre -+ 1 6 — 1, también 8" = S8’ resul-
tard siempre 41 6 — 1. Toda nueva matriz obte-
nida como producto de dos fundamentales seri siem-
pre, pues, al igual que éstas, de la forma:

|1 0 I
|| Q, entero S=+1 I

a) Toda nueva ampliacién del conjunto de matri-
ces modales, por nuevas multiplicaciones, mantendra
esta forma caracteristica de las matrices modales.
Como, ademés, b) pertenece al conjunto la matriz
unidad: -

! o |1 Ol |t OH
o sfflo sf o 1

o lo que es lo mismo:
Q+50’'=0 | @=—0/5
35;’: é de donde | &, o %

con lo que esti demostrado que M —1 pertenece
siempre al conjunto de matrices modales, pues Q
es entero para Q entero y S iguala -1 6 —1y
Ses +16—1lalserS,+16—1,y,por tltimo,
d) la propiedad asociativa es valida para el producto
de matrices, tenemos que el conjunto de modalidades
expresadas por la forma general

II1 I

. 0
MMHQ, entero S, +-16 — 1]

constituye un grupo que denominaremos grupo modal.

Las equivalencias entre modalidades de cuales-
quiera 6rdenes vendrian determinadas por las igual-
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dades entre productos de:matrices. pertenecientes
a este grupo.

Coordenadas modales.

Como hemos visto, todas las matrices modales

hasta ahora examlnadas o sea, las correspondientes -

a modalidades moii- arias, tienen la primera fila idén-
tica (1:0). Esto aconseja- (4) una representacién méas
simple de las modalidades, por medio de un par de
coordenadas Q. y:S..Q serd un nfmero entero, posi-
tivo o negativo, y 8 -1 6 — 1. Podemos lamar
cantidad modal @' la primera coordenada y s1gNo

(4). Cuando ya habia decidido adoptaxr el sistema de coot-
denadas modales (Q.” 8.); recibi una amable carta del gran
fisico. 'don” Julio Palacios, que; muy interesado por mi siste-
ma, me confirmé ;en la.conveniencia. de esta.nueva forma de
etpresmn de_las modalidades:: “No .soy experto en cuestio-
nes _de Loglca —me dice. den Julio—; .pero .su.conferencia
me deJo muy 1mpresmnado, ‘y lamento que no hublera mas
tismpo para comentarla. Creo que ha’ logrado usted” algo 'muy
importante y definitivo, v le.felicito: por.: ello  efusivamente.
El empleo de las matrices como presentacién de su teoria es
un gram acierto; pero creo :que podria usted crear un nuevo
algoritmo representando cada modalidad . por una diada
(Q, + 1), y definir “el producto’ no-conimutativo sin recurrir
a las matrices. Estoy seguro de que, en sus manos, ha de lo-
grar:-grandes. éxitos: contisu.‘original teoria.” Agradeci de: ve-
ras.estos consejos y ammos de -tan- ilustre personalidad, en-
v1ados (Iesde Lishoa el 21-XII-53, justamente una semana
despues de ‘mi coferencia en el Instituto “Luis Vives”, de
Filosofia,“en''que ‘hice una exposicién sumaria de “Un‘ SlS-
tema de Légica modal.”

modal a la segunda, fundados. en::las siguienteag
leyes:

1. Siendo M y M’ modalidades de coordenadag
respectivamente (Q, 8.). ¥ (Q/, S’), el producto de I
por M’ es una modalidad M” =" MM’ de coordena.
das (Q”, S7), definidas por las ecuaciones siguienteg:

" — Q- S
S = 8%

2. Si M y M’ son modalidades, diremos que M
(Q, S) implica M’ (Q’, S) si Q es mayor o igual
que @y S es igual a 8. O sea:

M@ S -M(@Q,8),5Q>Q,8=¥¢

lo cual puede también expresarse por medio de este
principio:

Entre modalidades del ‘mismo signo, el sentido de
la implicacién estd definido asi: una modalidad im-
plica a otra si su cantidad es mayor o igual que la
de ésta.

Asi definida la implicacién entre modalidades mon-
arias, vemos que satisface a las dos condiciones si-
guientes:

a) Transitividad: SIi M — M’y M’ —» M", en-
tonces M — M7,

b): Reﬁexwldad Pala todo M M — M.

Enero 1954.

Seminario” de Légica Mateméatica,
Instituto “Luis Vives”, Serrano, 127. Madrid.




