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Quiero, antes de entrar en la materia de mi diser-
taciéon, en primer lugar, dedicar unas palabras de
agradecimiento al Secretario de esta Seccidn, sefior
Sanchez-Mazas, que me ha invitado a exponer en
este Instituto ‘“Luis Vives” mis investigaciones
acerca de una nueva métrica y sus aplicaciones a
la fundamentacién de la Economia, y, después, re-
cordar aqui las importantes contribuciones a la Eco-
nomia Matematica realizadas por eminentes mate-
maticos y economistas espafioles. No haré sino men-
cionar los nombres de Flores de Lemus, Fernandez
Baifios, Bernacer, Llamas, Anés, Gonzalez Quijano
(hijo).

I

1. Introduccién.—Por una explicable fuerza de
inercia se utiliza, desde hace siglos, la métrica eucli-
dea en las ciencias experimentales. La rutina, ene-
miga acérrima del progreso cientifico, actiia sobre
nosotros con fuerzas insospechadas y operando ep
las zonas abismales del subconsciente se atrinchera,
blindada de tradicidén, en cémodas zanjas de indife-
rencia peyorativa. Pretendemos con éste nuestro tra-
bajo introducir una nueva métrica en las ciencias
de la naturaleza, es decir, en todas aquellas que se
basan en la observacién y experimentacion y que de-
penden, por tanto, de medidas, estando asi someti-
das- al control numérico siempre, lo cual permite
rechazar o admitir una hipétesis, contrastdndola con
la realidad. La Termodindmica, la Economia, la Bio-
logia, la Psicofisica, la Cibernética y otras muchas
ciencias entran de lleno en nuestro dominio.

Queremos advertir que nuestro objeto no es dar
una respuesta causal o intrinseca de la gran masa
de fenémenos cuya sede es el espacio-tiempo. Ni el
de interferir, por ende, con la teoria de la relativi-
dad. Nuestra métrica aspira a describir tan sélo los
multiples fenémenos de la realidad en cuanto son
susceptibles de representacién en el plano o en el
espacio euclideo ordinario de tres o de n dimensio-
nes. Pero, precisamente, su interés y su originali-
dad —si es que la tienen— radica en ello. Nuestra
posicién es de tendencia extremista en un solo sen-
tido: negamos la validez o vigencia de la métrica
euclidea para la explicacién de los fenémenos expe-
rimentales, y ello en atencién a que, como veremos
en seguida, sus intrinsecas caracteristicas son total-
mente inadecuadas al fin perseguido. He aqui los dos
principales motivos: @) el método de comparacién,
obligadamente seguido en ello, es impropio para lo
que se intenta medir: la superposicién parece que
debe convenir tnicamente a objetos espaciales: la

distancia entre dos puntos 4 (z,, y,) B ( x,, Y,) estd
expresada en geometria euclidea, como se sabe, por
la férmula:

d(A,B)= V(xz —X% A+ (Yo — y)?

o lo que es equivalente: ds? = dz* |- dy?. La pro-
piedad que caracteriza a esta distancia es la de que
resulta invariable respecto a cualquier rotacién de
ejes coordenados. Y en general que permanece inva-
riable respecto al grupo de los movimientos. Pero
¢qué significado puede tener dicha rotacién de ejes
en la representacién de los fendémenos naturales?
Piénsese, por ejemplo, para no citar mas que dos ca-
sos, en las transformaciones adiabaticas de la termo-
dindmica o en los fenémenos de crecimiento en bio-
logia. En cambio, parece evidente que la métrica na-
tural de los fendémenos naturales debe darnos distan-
ctas que resulten invariantes cuando efectuemos un
cambio de escalas; esto es, un cambio de unidades de
medida. Por ejemplo: si estudiamos el crecimiento
en peso de un organismo en funcién del tiempo, la
distancia entre dos puntos cualesquiera de la curva
de crecimiento no deberéd variar cuando expresemos
el peso en kilogramos en lugar de en gramos, y el
tiempo en minutos en lugar de en segundos. Esto
nos lleva a admitir el postulado de que la distancia
entre dos puntos representativos de un fendmeno
natural debe ser invariable respecto al grupo de
y = By,
r o= ax,
parametros que expresan el cambio de unidades de
medida.

Naturalmente, la generalizacién al caso de una
magnitud funcién de » variables independientes es
obvia.

b) La eleccion de una determinada unidad de
medida parece tan inconveniente como innecesaria.
Ningiin objeto natural posee propiedades de arque-
tipo. Es decir, que carece de propiedades fisicas que
puedan caracterizarle, y asi; creemos sinceramente
que no existe magnitud alguna que goce del privile-
gio de ser ella —y no otra— metro.

Intentamos, pues, realizar un nuevo anilisis del
concepto de medida, ya que, como justamente dice
BAUER, “c’est evidemment sur la mesure que sont
fondées toutes nos sciences exactes de la nature,
depuis la géométrie, jusqu’a la biologie”.

transformaciones: en donde @ y B son

2. Determinacién axioméatica de la métrica. —
Para construir la métrica partiremos de tres axio-
mas: el primero ha sido justificado en el apartado
anterior. Si nos limitamos por comodidad al espacio
de dos dimensiones, podemos formularlo asi:

AxtoMA I.—La distancie entre dos puntos A (z,,
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y,) B (x, v,) , [2 = d (4, B) = F (&, %, vy,
¥,)] ha de ser una funcién homogénea, de grado
cero en x, y. Es decir, que:

(1) d(A,B>=F(’-‘i,31)
Xy Y2

El segundo y el tercero, de acuerdo con la teoria
de los espacios abstractos semimétricos, son los si-
guientes:

(2) AxioMA II: d (4, B) = d ( B, A)
3) v AxiomMA I11: d (A, A) = 0

3. Resoluciéon de las ecuaciones funcionales que
permiten determinar la forma cuadratica funda-
mental,

Ty Yy
Si hacemos: — = m; — = n, en virtud de (1)
x2 yz
y (2) se verifica:
1 1
0 F(m,n>:F(~,—)
m n

A pesar de que la literatura relativa a ecuaciones
funcionales de varias variables independientes no es
muy rica, hemos resuelto la ecuacién funcional (4)
de la siguiente sencilla manera:

Efectuando el cambio de variables:

u=1>Lm
v=1Ln
. = el
o lo que es lo mismo:
n=ev

La ecuacién se convierte en:

F(eu,ev )=F{(e—u,e)
Es decir: F(u,v)=F(—u,—v).

Fista ecuacién la satisfacen todas las superficies
2 =— F (u, v) que sean simétricas respecto al eje z.
Pero como la distancia debe ser tal que la forma
diferencia: d s2 = g¢g,, d 2* | g,, d¥* + 29, d @
d v sea cuadratica, elegimos, de las posibles, la méas
sencilla, esto es:

2Z2=uo.
Asi, pues, la distancia buscada serd:
) z:d(A,EB)=]/L‘E‘L£
Xy Y,

Esta distancia, como es facil comprobar, satisface
a nuestros tres axiomas.
Es inmediato obtener

ds, =

w| &
<R

Es decir:

dedy
Vay
4. Geodésicas,.—Para encontrar las geodésicas

del espacio de RIEMANN, definido por (6), hemos de
hallar las curvas que hagan estacionaria la

./jis es decir/v—y_’dx
(&

La ecuacién de EULER, del Calculo de Variaciones,
es como se sabe:

2 F 0 F | 2 F oF

7" — —— =0

2y oy y +3y3y,y +3x3y, ”

(6) ds

que aplicada a nuestro caso, nos da:

r '
¥y - yT +“% =0
4]
@) xyy" — xy? 4+ yyi=0
cuya integracién es inmediata y nos da:
8) y = Axm

Las diversas significaciones de la férmula (8) son
vonocidas en las ciencias experimentales. Asi, por
ejemplo: en biclogia matematica, representa la ley
de! crecimiento relativo o allométrico (1); en termo-
dindmica, la ley de las transformaciones adiabati-
cas (2); en economia, la curva de la demanda de
MARSHALL (8), etc.

5. El principio de minimo en las ciencias expe-
rimentales. —Analogamente al principio de HAMIL-
TON en mecanica, debe admitirse que gran numero
de fenémenos en las ciencias experimentales deben
obedecer a una ley de variacién estacionaria del
tipo:

f@ ds = maximo o minimo |

Si suponemos, por anilogas razones a las expues-
tas en la introduccién, que la funcién ® es homo-
génea, debemos hallar los extremos de la integral:

f xm'yn ]/ dx dy
Para aplicar la correspondiente ecuacién de Eu-
LER, efectuemos el cambio de variables:

(v=r¢e"
?u:e"

con lo cual la expresién a extremar se convierte en: |

ot B Vﬂ du
du

y la ecuaciéon de EULER:
®F »F . ®F  F

’

_ o _OF
W o wor L ey T

se transfoﬁna en:

v+ 2B (V)2 — 20,1 =10
que, puesta en la forma:

VY 4 Bty — 209" =0
da por integracién inmediata:

v =y xeen [V*B

y teniendo en cuenta el cambio de variables antes :?
realizado, resulta, finalmente:
9) yph=coem + G

gie comprenden, como caso particular (C, == 0), &
las geodésicas antes determinadas.

Es interesante observar que, recordando la defi-
nicién de la elasticidad de una funcién y = f (@)
(véase, por ejemplo: GALLEGO DiAZ: Sobre la permu-
tacién de los operadores d/dx y Ex. Gazeta de M
temdtice, nim. 26), lag curvas definidas por (9) pue:
den asimismo caracterizarse por: '

(10 : Ey(y)=aE (y)+b.
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(o v b constantes: E, (y) es la elasticidad segunda
de la funcién, y £ (y), la elasticidad primera).

Y en el caso particular ¢ = 0 se obtiene la curve
normal de error.

6. Braquistéconas.—Si se supone ahora que es-
tudiamos la variacién de un fenémeno en funcién
del tiempo fisico x y admitimos una ley del tipo
y = f (), y reconocemos la existencia de un segun-
do “tiempo” (tiempo biolégico de CARREL o tiempo
fisioldégico de LECONTE DE NOUY, por ejemplo), que
representamos por <, podemos escribir:

ds

(1) —E:v(x,y)

siendo v la velocidad de crecimiento en funcién del
tiempo fisico.
Para hallar la braquistécrona, hemos de extremar

la integral:
ds
T = e — v
v(x,¥)

Pueden hacerse varias hipétesis sobre la natura-
leza de la furncién v (z, y).

Si suponemos que es homogénea, de grado cero,
por ejemplo:

se obtiene:
e

T__ / Vx ay
kY y@—y)
y resuelta la correspondiente ecuacién de EULER, re-

sulta:

(12) y

__a
T14+b.c¢*

que es la ecuacién de la conocida curva logistica,
encontrada empiricamente por millares de observa-
dores y que nosotros hemos obtenido como braquis-
téerona de nuestro espacio, resultando asi una sor-
prendente analogia entre biologia y éptica, que seria
interesante profundizar maés.

7. Aplicaciones a la biclogia y a la psicofisica.
Nueva curva de crecimiento.—Finalmente, si ade-
méas de exigir que la distancie sea independiente de
las unidades de medida, admitimos que la velocidad
de crecimiento v es funcién de la elasticidad E, y,
por tanto, independiente del cambio de unidades, y
adoptamos la forma méas sencilla v — E, resulta,
después de integrada la correspondiente ecuacién de
EULER;

&
(13) y=——2

1 + bxk

ciayo gréafico es en determinados casos muy parecido
al de Ia curva logistica.

II

EL PRINCIPIO DE LA MINIMA ACCION
ECONOMICA

Precisada en las anteriores cuartillas la forma de
la funcién ofelimidad (1) y adoptada la métrica co-
rrespondiente al espacio de Riemann que acabamos

de indicar, nuestro principio variacional basico, que
Hamamos de la minima accidn econémica, se puede
enunciar asi:

De todas las trayectorias posibles, desde A a B,
que puede recorrer un punto mévil (representativo
en el espacio de 2n - 1 dimensiones de una cierta
configuracion econdémica), sigue aquelle parae la
cual la integral de lo ofelimidad a lo largo de la
misma, es decir (9 ds., es minima.

La importancia de nuestro principio es doble: de
un lado, permite abordar con rigor y por vez pri-
mera en la economia las ecuaciones de la dinimica
econdémica; de otro, sirve para determinar, como
veremos mas tarde, la ofelimidad de un individuo
utilizando los datos estadisticos de sus consumos a
lo largo del tiempo.

Determinacién de las curvas de demanda y oferta.

Aplicando nuestro principio de la minima accidn
econémice, podremos hallar las ecuaciones de todas
las posibles curvas de demanda y oferta, ya que unas
y otras son trayectorias del espacio econémico con-
siderado.

En efecto, la cuestién se reduce a determinar los
valores estacionarios de la integral f Q2ds, en donde,
seglin demostramos antes, y supueéto que sélo con-
sideramos una mercancia x y su precio y en el ins-
tante ¢, se verifica:

Q=K xm yntn,

Consideramos dos casos: a) que el tiempo sea
constante, y b) que varie el tiempo. En el primer

caso seri:
s :l/d_x dy
Xy
vy en el segundo:

ds=|/9% 4y , df
x y £

1 xy

S My | .
Formemos la correspondiente ecuacién de EULER
M=m—1/2,N =n—1/2):

es decir:

2F ¥F ?F oF
woy? Tyt T oaxy a0
de donde:
F=xtyN Yy
se obtiene
%MXM 1yN]/y’ Z—iNxMyN—lV;’
BF  xMyN ®F XM yN
Wy Wy T |y
®F  NxMyN—1 ¥ F  MxM—1yN
' 2]/? xdy ZV?

y sustituyendo en la ecuacién anterior de EULER:
xyy” 4+ 2Nx (y) —2M yy’ == 0,
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Para resolver esta ecuacién diferencial, efectuemos
el cambio:
y=e y=eat y=ealf+?]
resulta:
#'x - @N + 1) (¢)2x — 2Mf =0
o lo que es lo mismo:
2Me

L :_2 2\2
t X 2N+ 1))

v efectuando el nuevo cambio:
= 1ju = —-u
se obtiene:
wx-+2Mu — (2N + Dx =0
ecuacién diferencial lineal que resolvemos por el co-
nocido método de variacién de constantes:

u’+2Mu——0 wig =2 M| Lu=L ¢
x == Mx T M
o . de 1 2 Mc
T eM u_dx'xﬂM_szﬂ—i'

Sustituyendo, se obtiene:

dc
— = (2N + 1) x*M
dx
que por integracion inmediata da:
2N+ 1 :
c == x:M-14C.
2M+1
Por tanto:
2N + 1 c’
y=——"Xx-+
2M+1 xzM
de donde:

1 @M+ 1) x2M

4 QN+ l)xeMtitcQM+1)

y teniendo en cuenta que 1/u = t' = dt/dw, resulta:

[ eMEed
] eN+yeMEi oM

0 sea:

t LN - )M F1 4 ¢ (2M + D] + Ley

1
T 2N 1
y como y == et, resulta finalmente:
1
y=k[eN+1)x2M+1+0 @M+ 1)2N+1
que es la ecuacién de las curvas tedricas de deman-

da y de oferta.
Podiamos haber resuelto la ecuacién diferencial

por un procedimiento més rapido y elegante, como

s continuacién indicamos, y que nos sirve de com-
probacién del método precedente.
Basta dividir los dos miembros de la ecuacion
por y'; asi resulta la ecuacibn:
)" ¥ oM

*—’———1—31\'
Y y X .

que puede ponerse en la forma:

Ly’ = 2MLx — -NLy + L¢,
que da por integracién inmediata:
ex2M

H

y::

THEORTA

y volviendo a integrar, resulta finalmente:
y2N+1_.—_c1x2M-l-1—}—c’1
que es idéntica, salvo el cambio de constantes, a la
ecuacién antes obtenida y que llamaremos ecuacion
canénica de las curvas de demanda y oferta.
Vamos a integrar, utilizando la elasticidad:
La expresion a extremar es:

xM yN dedy.

Efectuemos el cambio de funcién y variable inde-

pendiente:
{u=1x x=—el
? v=Ly y=eV
diferenciando, resulta:
dx=ce"du dy=¢eVdv

y sustituyendo:

‘/CMH—E-NV]/eu—l—Vdudv:‘/; u M4+ v (IN+) duds

y haciendo:

M-+12=8 N+i2=ua F=ea?B |y
12, ecuaciéon de EULER es:
®F ®F ®F 3F
V” v’+ — =0
Vo Y +3v3v’ Susv v
y como: |
3F vrgal/ v 3F PP
g B V i e B ]/v
du oV E
3F 1
— == v+B8a ———
3V eavt 2]/1)’
2F 1 1
- —egV+Bu ——
VY g " v v’]/v’
2 F 1 o F 1

—BegvVt+tBuU —i— —_———geqVt B —=
3V Su peo b 2]/1)’ 3V pee B ZVv’:

La ecuacién de EULER es:
¥ F 2 F 2 F 3 F
V7 v+

YoV v oy Sudsy v =0

o sea, simplificando:

vi4-2a()t —281 =0
que se puede poner en la forma siguiente al divid%f
por v’: |

33

14

> +2av—28=0
y por integracién inmediata:

) 26u—2aV+k

Lv4+2av=28u+k
es decir:
ye— @M+ Ix—@N+1) Ly+k
x2M+1
v =k

yeN+1

Pero teniendo en cuenta el cambio de variab
realizado, v’ = elasticidad de y, luego:
x2M+1
E(y)k ;71\1:_1

|
|
i
|
|
|
|
g
|
§
Z
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de donde se deduce inmediatamente:
pENFL o p2MAL o

que es la ecuacién canénica de las curvas de deman-
da y oferta.

II1

OBSERVACIONES Y CONSECUENCIAS

I.—En general, las curvas de oferta y demanda
dependen de cuatro parametros, M, N, ¢, y ¢’,. Para
determinarlos, seri preciso conocer dos parejas de
puntos (xo’ yo)’ (xl: yl); (xz’ yg): (wgy ’.1/3)'

IT.—La determinacién de M y N por medio de los
métodos de la Estadistica Matematica nos lleva al
conocimiento y medida de la ofelimidad. Como se
sabe, hasta la fecha, y exceptuando el método de
FRISCH, conocido con el nombre de método de los
isoquantas no era posible medir la ofelimidad. Ob-
sérvese ademis que el método de las isoquantas
s6lo es valido para medir la utilidad marginal de la
moneda.

1II.—Como la elasticidad de nuestras curvas vale:

E X x2M+1
W=y = N

para que sea constante, tiene que ocurrir:

yeN+1_ pyx2M+1

y entonces ¢’; == 0. Lo cual nos indica que las cur-
vas particulares asi obtenidas coinciden con las fa-
mosas curvas de MARSHALL de la demanda.

IV.—Si se suponen conocidos los valores de M y
N, las curvas forman una red, dependiendo sélo de
dos paradmetros; luego para fijarlos, bastari cono-
cer dos puntos.

V.—La ecuacién fundamental carece de sentido
SiM=—1/,, N=—23/,. Pero en ese caso la ecua-
ci6n diferencial de que partimos se convierte en:

Xyy' = x(y) +yy=0.

Recordando que la elasticidad valia E = y'z/y v su-
poniendo que sea constante e igual a k&, hallemos la
ecuacién diferencial a que satisfacen todas las cur-
vas de elasticidad constante. Derivando, resulta:

X y—xy
yV— 4y =0
y y

Xyy' +yy —x(y)=0.

Es decir, 1a misma ecuacién diferencial antes encon-
trada, lo cual nos indica que en este caso, son solu-
cones de la extremal de: '

S Vo= fe

todas las curvas de elasticidad constante o isoeldsti-
tas. O, dicho de otro modo, las curvas isoeldsticas

son las geodésicas del espacio de Riemann corres-
pondiente (espacio econdmico).

VI.—La variabilidad de los pardmetros permite
rigurosamente los shiftings o transposiciones co-
rrientemente observadas en las curvas de demanda.

La forma de las distintas curvas comprendidas
en la ecuacién es muy diversa, pero entre ellas pue-
den encontrarse de la forma que indicamos y que
concuerdan con las representadas por el profesor
ALLEN, para la demanda de un articulo de primera
necesidad en un mercado reducido y en uno extenso,
v para un articulo que admite sustitutivos.

Claro es que de las curvas que dibujamos sélo
tendran significacién econémica las partes de las
mismas comprendidas en el primer cuadrante.

Determinacién de las curvas histéricas de la dind-
mice economice.

Pasemos ahora al estudio del caso b), en el cual
suponemos el tiempo variable. Empecemos por el
caso mas sencillo, en que sélo consideramos una can-~
tidad de mercancia ¥, su precio z y el tiempo =z.
Segilin nuestro principio de minima accion econdémi-
ca, las trayectorias que nos interesa determinar se-
ran las curvas extremales de f & ds, que teniendo
en cuenta que:

Q=rkxMyn 2P

dy dz  dx*
d == —
s ]/ VZ4 + X2

v que:

" se convierten en:

dy dz dx?
kfxmynep |/ 8Y a2 | 4X°
/( g Vyz T

Hagamos el cambio de variables x =— e¥ , y = ¢
2z = ev, La expresién que hay que extremar es:

fe”’+””"’+p" ]/dud,v + dw?
y poniendo por comodidad de escritura:
F=emwtnue+py \[ipy 31
A=mw + nu -+ pv
d=uwv+1

v teniendo en cuenta que las correspondientes ecua-
ciones de EULER son:

2F 2F »F
su oY Wt o’ By’ Vi 3u 3y’ w+
- wF ®F  OF
Tovor U o o
®F »F 2F
s L e L T s U
»F WF  OF.
+ v o’ v+ Wi ‘B_v =0
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v sustituyendo en esta ecuaciones los valores:

wE v »F NG 1

w © 20 wowr . ¢ 4 (@v+ U,

oF _ eA w 32F _ eA (w) 1

-~ 20 e 4 @V,
BF oA w2 o,

=ne" 0

w4 (@vd-1)%,
a2F v A 2F u A o92F v A

w20 7 e 267 wow 20 ¢
2 » 2 * 2
BF= u neA 2 F _ u peA 2F _
3y’ Su 20 oy By 20 v’ dw
u 3F
A A
— = i}
20 me v pe
resulta:

—(V)PU (V' + )V 2nu’V (V1) +
F2p(WR WV + )+ 2mv@v+ ) —dn(wv-12=0
(C+uwv)w— WP+ 2Whin(wv+1) +
F2pV (V) +2mu (V1) —dp v+ 1)2=0
y multiplicando la primera por 2 - %'¢’ y la segunda
por (v')2, y sumando y despejando v”, y haciendo lo
anélogo para despejar u”, resulta finalmente, des-
pués de sencillas simplificaciones, el sistema:

V+ (Il +uwv)mv—2n) =y
(Il +u0v)muw—2p) =0

y haciendo v’ =« , w’ = B, se convierte en:
o« + (1+af)(ma—2n)=0
B+ (1+aB)(mf—2p=0

que es el que hay que resolver. Para ello, dividiendo
una por otra, queda:

3

a ma—2n
o mB—2p

O sea:
al B!

ma—-2n=mB—-2p

lo cual nos permite obtener la integral primera:
L{ma—2n)=L{m3— 2p) + Lk,
moe—2n=k(mp— 2p)
k(mB—2p)+2n
- m

o

v sustituyendo en la segunda ecuacién del anterio;
sistema:

oo [ 1+ BRI gy =0
m+B8k(mB —2p)+2n |
B =(p—mp) ;
dg ' dw

(p—mB) kmB +28(n—pk)+m  m

quedando ya reducido el problema a cuadraturag
La discusién general no la hacemos por no alarga
excesivamente la conferencia.

Una vez hallado el valor de 8 en funcién de w
nos basta recordar que:

du
dw

B=

luego si suponemos 8 — ¢ (w), tendremos:

du
= ¢ (W)

dav

y por tanto:
u=["ow)dw+k u=F;(w)
Ly=F,(Lx) y=ef (%)

y andlogamente para las ¢, «, v, z, hallandose final
mente:

z=¢ B (I*).




