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“There is no entity without identity”
W.O. Quine

ABSTRACT

A través de una serie de ejemplos mateméticos elementales se
llega a proponer una definicién bastante general de
Indistinguibilidad, por medio de operadores con valores en
semigrupos conmutativos ordenados. Tal definicion se aplica a
casos provenientes de diversos campos, muchos de los cuales
exhiben la propiedad de rotura de las cadenas de objetos
relacionados a causa de un cierto parecido.
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1. INTRODUCCION

1.1. Una equivalencia E en un conjunto X no es mas que un subconjunto no vacio del
producto cartesiano XxX, que tiene las tres propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva. Con la funcién caracteristica @p: XxX — [0, 11, definida por
{1, si (@a,b)e E
P D =105 @, bye B,
aquellas tres propiedades se traducen como sigue:

~Reflexiva: ¢ (a, a) =1 para cada ade E.
-Simétrica: Si ¢g(a,b)=1, también (pE(ba) =1. O equivalentemente:
¢ (a,b)=p(ba) para cada (a,b) de XxX.
~Transitiva: Si ¢g(a, b) y ¢ (b, c) =1, entonces ¢;(a, c)=1. O equivalen-
temente:
Pp(a, b) *@ (b, ¢) < @g(a, c),
para cada (a,b,c) de XxXxX, con cualquier operacién * en [0,1] que
verifique 1*1=1y0*1=1%0=0+*0=0.
En el enunciado anterior, el orden < de [0,1] traduce el “Si ..., entonces...”
y la operacién * traduce el “y". Nada tiene, por tanto, de raro que a * se le exijan
las propiedades tipicas de la conectiva “y”, de la conjuncién Iégica:

-Asociatividad, p&(q&s)= (p& Q)& s:x*(y*z)=(x *y)*z, para
cualesquiera x, y, z de [0,1].
—-Conmutatividad, p& q=q& p:x*y=y*x, para cualesquiera
X, y, z de [0, 1].
-Neutralidad, p& q =p, si q es verdadera: x*1=x, para todo x de [0,1].
—Absorcion, p& q =q, si q es falsa: xx0=0 para todo x de [0,1].
—-Monotonia, si p—q, entonces p& s —-q& s para toda proposicion s:
si X <y,entonces x * z <y *z para todo z de [0,1].
Con ello, por la monotonia y la neutralidad, x*y < 1*y =1y, x * y<Sx*1l=x
osea x*y < Min(x, y). Es decir, la mayor de esas operaciones es la Min. Es
evidente que la menor de todas ellas es la
0,si x<Ly<1
Z(x,y): I,six=1
Lsiy=1
Se trata de las operaciones que transforman el intervalo [0,1] en un
semigrupo conmutativo y ordenado con el 1 como neutro y el 0 como absorbente.
Son muy usadas, ademas de la Min, las Prod(x,y) =x.y,
W(x,y)=Max(0,x +y~1) y Ty (xy)=(Max© x*+y>— 1))/ %. Tales
operaciones, que suelen representarse por la letra T, reciben el nombre de t-

normas(1) y verifican Z<T<Min, como se ha visto; en particular,
Z<SW<Prod<sMin.

Nota. La menor equivalencia en X es la Jx= {(a, a);a € X}, la identidad, que da
una clasificacién o cociente X/ sz {{a};a € X}, con tantas clases como
elementos tiene X. La mayor equivalencia es la XxX que da el cociente X/ Xx X={ X},
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con una séla clase que contiene a todos los elementos de X. Por tanto,
Iy E c XxX.

1.2. Sucede, sin embargo, que en multitud de problemas empiricos lo que pasa no es
que un a € X sea o no sea equivalente a otro b e X, sino que sélo lo sea con cierto
grado, que a veces se expresa numéricamente y a veces linglisticamente,
cualitativamente. El motivo suele ser que el conocimiento que se tiene de los objetos
de X, a través de descripciones de los mismos, no es total; cuando las propiedades
caracteristicas que los describen no pueden ser, en una situaciéon dada,
completamente evaluadas o no lo pueden ser con precision total.

Por ejemplo, si en el cuadrado unidad X=[0,1]x[0,1] del plano euclideo,
s6lo se pueden medir las distancias con una regla cuya precision es 1 € (0, 1), es
decir, que si la distancia entre dos puntos de X es menor o igual a r entonces no
distinguiriamos ambos puntos, es que, de hecho, se esta usando la relacion:
a=b ssi d(a b)<r, siendo d la distancia euclidea. Esa relacién es,
obviamente, reflexiva y simétrica, pero no es transitiva a causa de la desigualdad
triangular d(a,c)<d(a,b)+d(b,c), para cualesquiera puntos a,b,c en X. Por
ejemplo, los puntos a(1/2,0),b(1/2+r,0) vy c(1/2,r) verifican d(c,a)=r,
d(a,b)=ry d(c,b)= V2> r;portanto, c=a y a=hb pero cED.

Las clases [a] ={x e X;d(x,a) <r} son los entornos circulares(1 3)

B4(r), de centro a y radio r; al ser X = U B,(r), tales entornos llenan el
aeX

conjunto X, pero no son disjuntos dos a dos (asi, en el ejemplo,
aeB. ()N Bb(r)). Las partes comunes a varias clases constan de puntos “mal
clasificados”.

Esa anomalia no se da en las relaciones de equivalencia, en virtud de la
propiedad transitiva. El ejemplo anterior, de caracter comin, pone de manifiesto la
necesidad de considerar atentamente ese tipo de relaciones.

Si llamamos grado de indistinguibilidad a la funcion 1 ;: XxX —[0, 1] definida
por I,(x, y)=1-d(x, y), se verifica:

1) I4(a,a)=1, paratodo a € X

2) I4(a,b)=I4(b,a), paratodo para,bdeX

3) Para toda terna a,b,c de X:

W (I4(a,b),Ig(b,c)) = Max(0,1-d(a,b)-d(b,c)) < Max (0, 1-d(a,c))=
I4(a,c), a causa de la desigualdad triangular de d.

Conlq cabe redefinir a=b ssi 1-rs Id(a, b).
1.3. Por lo dicho, pareceria razonable llamar grado numérico de indistinguibilidad
a toda funcién I XxX —[0, 1] tal que:

1) I(a,a)=1

2) I(a,b)=I(b,a)

3) T(I(a,b),I(b,c))<I(ac)
para toda terna a,b,c de X y una t-norma T previamente elegida en [0,1]. No
obstante, antes de fijar una definicion general conviene ver algunos ejemplos.
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Ejemplo 1: Sea L:[0, 11x[0, 1] [0, 1], I(x,y)=1-|x—y|.EsI{x,x) =1y
I{ x,y) =I(y,x), para cualesquiera x,y de [0,1]. En virtud de la desigualdad
triangular [x — 2| < [x —y| + |y — 2|, para cualesquiera x,y,z de [0,1] es:

WA -|x=y,1-]y—2)=Max(0,1-|x—y| =]y —2) S1-|x-z| =1(x, ).

Es un ejemplo que encaja de lleno, como era de esperar, en la anterior definicién
con T=W.

Ejemplo 2. Si 1:(0, 11x(0, 1] —[0, 1] se define por I(x,y)=Min(x,y)/ Max(x,y),
valen I(x,x)=1 e I(x,y)=I(y,x). Ademas, es inmediato que:

I(x, y). I(y, z) =(Min(x, y) / Max(x, y)).(Min(y, z) / Max(y, z)) <
Min(x, z) / Max(x, z) =1I(x, z),
para cualesquiera x,y,z en (0,1]. Es otro ejemplo que encaja en la anterior
definicién con T=Prod.

Nota. Si X es un conjunto cualquiera y se conoce una funcién f: X — [0, 1], entonces
L(x,y) =I(f(x), f(y)) = 1- [f(x) - f(y)| es un grado numérico de indistingui-
bilidad para X respecto de la t-norma W. Andlogamente, si se conoce una funcién
g X201, T,(xy)=I(gx), g(y))=Min (g(x), g(y))/ Max(g(x), g(y)) es
un grado numérico de indistinguibilidad para X respecto de la t-norma T=Prod.

Ejemplo 3. Si I(x,y)=1-x -y +2xyen X=[0,1], es I(x,y)=I(y,x) para
cualesquiera x,y de [0,1]. Ademas,
W(x,y), I(y, z)) =Max(0, 1 = x - z — 2y + 2xy + 2yz) =
Max(0, 1 =x—z+2y(x+z—-1))<Max(0,1-x-z+2(x+z-1)) <
Max(0, 1= x—-z+2xz)=1-x-z+2xz =1() 2),

yaquey<1t, x+2z- xz<1.

Sin embargo, es I(x,x)=1-2x+2x2=1si y sblo si x=0 o x=1. El
trinomio 2x2—2x + 1 tiene el minimo en x=1/2, donde vale 1/2; por tanto, no
vale la propiedad 1 de la definicién, sino la: I (x,x) > 1/2, para todo x € [0, 1].

Ejemplo 4. Si Y es un conjunto, sea X= P(Y) el conjunto de todos los subconjuntos
de Y, que designaremos por letras mindsculas a,b,c,... Como es sabido, es:

a=b ssi a+b=J §si (a+b)’'=Y,
siendoa+ b= a Ub—a N b la diferencia simétrica, y* el complementario.

Asi, un criterio para afirmar que los conjuntos a y b son tanto mas iguales es
“cuanto mas grande sea el conjunto (a+Db)=(anb)u(@Nb)« Es que el
operador I(a,b)=(a+b)" verifica:

1)I(a,a)=Y

2)I(a,b)=I(b,a)

3)I(a,b) nI(b,c)=(a+b)' Nn(b+c)' =((a+b)U(b+c))' C(a+c)'

=I(a,c),y a qg u e
atc=a+(b+b)+c=(a+b)+(b+c)C(a+b)U(b+c), p a r a
cualesquiera a, b, ¢ de P(Y). ‘
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P(Y) es, con la operacion M (interseccion) y el orden parcial <, un
semigrupo conmutativo y ordenado con neutro Y y absorbente ©. Para ese
semigrupo (P(Y),n,c;Y) el operador I:XxX —P(Y) verifica unas
propiedades analogas a las de la definicion anterior.

Nota. Si a y b son subconjuntos de Y, la funcién @, ,, caracteristica de la
diferencia simétrica, puede escribirse indistintamente por:

Pa(x) + 0, (%)= 20,00 (X)= 0, (%),

o por ’(Pa(x) - (x)]=9,,,(x). Con ello, la funcién caracteristica de (a+b)’
es, indistintamente,

1= 0,4(%) = 0 (X) +20,000 (%), 1= [0a(x) = 9 (x)],
paracada x€ Y.

1.4 Finalmente (2)(3),

Definicién. Si 9= (S, * <;s) es un semigrupo conmutativo y ordenado, con s & S
un elemento distinguido, una funcién I: XxX —S es un operador de indistingui-
bilidad de nivel s en un conjunto X respecto del semigrupo &, si:

1) I{a,a)=s
2) I(a,b)=I(b,a)
3) I{a,b)*I(b,c)<I(a,c),

para cualesquiera a,b,c en X.

El presente articulo intenta mostrar que esta definicion es una propuesta
suficientemente general para abarcar casos de diversos campos, y se inscribe en la
linea de pensamiento que va de Henri Poincaré(4)(5) a Karl Menger(6)(7). A Ia
vez, se pretende ver que la relacién entre indistinguibilidad y no-distincion
(interpretada la distincion como la existencia de algun tipo de distancia) es una
realidad desde el punto de vista matematico elemental; por lo menos, que la anterior
definicion permite que problemas de origen aparentemente muy distinto compartan
una misma estructura matematica (X,1,%).

En el caso S=[0,1], con T=Prod los operadores de indistinguibilidad fueron
introducidos por Karl Menger(6) con el nombre de relaciones probabilisticas
(Probabilistic Relations); con T=Min lo fueron por Loffi A. Zadeh(15) con el
nombre de relaciones de semejanza (Similarity Relations) y con T=W lo fueron por
Enrique H. Ruspini(16) con el nombre de relaciones de similitud (Likeness
Relations).

1.5 De hecho, en los procesos de adquisicién de conocimientos se procede hacia -
niveles de distinguibilidad crecientes, o de indistinguibilidad decreciente, con
mejores ordenaciones y clasificaciones que al fin, en muchos casos, imponen un
tipo de légica natural.

Por ejemplo, si p: XxX — [0, 1] verifica las propiedades:

- p(a,a)=1

- T(p(a,b), p(b,c))s p(ac),
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para a,b,c de X y una t-norma T (p es un T-preorden u operador de
implicacién(8)(9)), entonces I(a,b)=T(p(a,b),p(b,a)) es un operador de indis-
tinguibilibad para ([0,1],T,<;1). Con ello, los operadores de indistinguibilidad |
que admiten una tal descomposicién determinan en X una I6gica, la dada por p.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5. Como
@+b)=(@nbu@nb)=E@ b An@nb)=E@uUb n@ub),
el implicador clésico a —-b=4a U b proviene de la indistinguibilidad dada por

(a+b)’ y de la interseccién M. El mismo argumento vale, mutatis mutandis, para
un algebra de Boole y, por tanto, para el célculo proposicional clasico.

Ejemplo 6. Como 1-|x-y|=W(Min(,1-x+y),Min(l, 1+ x—y)), el
implicador de Lukasiewicz{10) x -y + Min (1,1 -x +y) proviene de la indis-
tinguibilidad 1 —|x —y| y de la conjuncion W.

Ejemplo 7. Como 1 —x —y + 2xy = W(1- x+ xy, 1 -y + yx), el implicador de
Reichenbach(10) x >y =1-x+xy proviene de la indistinguibilidad
1-x~y+2xy y de la conjuncién W. Est4 claro que x —-x =>1/2, para todo
xe [0, 1].

Nota. No debe confundirse la l6gica continua de Reichenbach con la discreta de
BoCvar. Por ejemplo, aquies 1/2 —1/2= 1/ 4 mientras gue en la de Bocvar es
1/2-51/2=1/2.

Ejemplo 8. A partir del implicador de Godel-Brouwer(10)
%1, si x<y
X—y= .
y,S1 x>y,
se obtiene:
X,81 X<y
I(x,y) =Min (x =y, y »x)=<Lsi x=y
y, St x> y,

que es un operador de indistinguibilidad para X=[0,1] respecto de
([0,1],Min,<;1).

Ejemplo 9. A partir del implicador de Menger-Goguen(10) x >y =Min (1, y /x)
en X=(0,1], se obtiene el operadof de indistinguibilidad
I(x y)=(x 2y).(y =»x) =Min (x, y)/ Max(x, y) para (0,1] respecto de
(0,1],Prod,<;1), como ya sabiamos.

Queda asi abierta la posibilidad de considerar algunas 1dgicas en un conjunto X a
partir de definir: 1) un operador I que traduzca la indistinguibilidad menor posible
entre los elementos de X; 2) una operacién * y un orden < que traduzecan,
respectivamente, el “y” y el “si...,entonces...” en el campo de valores de |, y 3) un
nivel s que dé la menor indistinguibilidad posible de cada elemento de X consigo
mismo. En el fondo, tales légicas resultan de agrupar los objetos del ambito en
cuestién por medio de la mejor distincién que pueda tenerse entre ellos(8).
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1.6 Finalmente, veamos con un ejemplo muy simple que los operadores | ayudan a
modelizar no sélo el caso de las clasificaciones perfectas o particiones (i.e., las
relaciones de equivalencia), sino también el de las clasificaciones imperfectas o
recubrimientos, es decir, aquellas en las que existen elementos en dos clases
distintas y que, por lo tanto, provienen de relaciones no-transitivas.

Sean X = {a, b, c} y la “clasificacién” {{a, b},{b, c}} que, evidentemente,
no es una particion de X a causa del elemento “mal clasificado” b. La funcién
I: XxX —[0, 1] con valores:

I{a,a)=I(b,b)=I(c,c) =1

I(a,b)=I(b,a)=r e(0,1)

I(b,c)=I(c,b)=s€(0,1)

I( x,y) =0 para los deméas pares de XxX,
indica la existencia de grados de indistinguibilidad r y s, de b con a y de a con c que,
al no ser ninguno de ellos 1, hacen que b no sea completamente indistinguible de a 'y
de c.

Para que I sea un operador de indistinguibilidad respecto de una t-norma T
basta que sea T(r,s)=T(I(a,b),I(b,c))<I(a,c)=0; es decir, T(r,s)=0. Por
consiguiente es T#Prod y T#Min, y cabe considerar T=W. Con ella,
0=W(r,s)=Max(0,r +s —1), que equivale a r+ s< 1. Por lo tanto, para cual-
quier par de valores r,s en (0,1) tales que r+s<1, es I un operador de
indistinguibilidad respecto del semigrupo ([0,1],W,<;1) para X={a,b,c}. Por
ejemplo, cabria tomar r y s como las frecuencias con que b aparece en cada clase, y
seria r=s=1/2.

La relacién: x=y(€) ssi 1-€<I(x,y), con €=1-Min(r,s), consta
exactamente de los pares (a,a),(b,b),(c,c),(a,b)(b,a),(b,c) y (c,b). Con ella,
que es reflexiva y simétrica pero no transitiva, sucede

a=b(e)y b=c(e)con a&c(g).
Designando [X]I ={yeX;x Ey(e)},si[x]l # X, para cada x e X, se ob-

tienen las clases [a; ={a,b}, [c]i =(b.c}, ya que [b]; seria {a,b,c}=X; por tanto, la
clasificacién dada puede escribirse {[a]; , [cli}-

2. EQUIVALENCIA EN DOS LOGICAS TRIVALUADAS

En el calculo proposicional clasico cada proposicién tiene uno de los dos valores
de verdad (verdadero, falso), que son asignados por una valoracién v que a cada
proposicién p le hace corresponder, respectivamente, los numeros 1,0; es decir,

v(p)= 1 ssi p es verdadera

v(p)= 0 ssi p es falsa.
Dos proposiciones p y g son /égicamente equivalentes (p=q) si y sélo si la
proposicién bicondicional p <> q= (p — q)& (q — p) es verdadera. Por tanto, con
el operador 1,(p, ) =1—|v(p) —c(q),es p=q ssi I,(p,q)=1.

En los textos, Iy suele darse por la tabla del operador I(x y) =1—-|x -y
antes citado, para x,y en {0,1}:

?
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I 0 1
0 1 0
1 0 1

En este caso, I es un operador de indistinguibilidad para T=Min y la equivalencia
légica es, desde luego, una relacion de equivalencia en el ambito de proposiciones en
cuestion.

La situacion cambia al pasar a una légica con tres valores 0,1/2,1, de verdad
para las proposiciones. Por ejemplo, en la légica trivaluada de Lukasiewicz, I se da
por la tabla ‘

I 0 1/2 1
0 1 1/2 0
1/2 | 1/2 1 1/2
1 0 1/2 1

que obviamente amplia la clasica y que, de nuevo, viene definida por
I(x, y)=1-|x —y|. Sin embargo, el conjunto de valores {0,1/2,1} no es un
semigrupo para todas las t-normas; por ejemplo, no lo es para Prod al ser
1/2.1/2=1/4¢{0,1/2,1}. Si se obtienen semigrupos con T=Min,W, y es
facil ver que para ambas t-normas I es un operador de indistinguibilidad del nivel
1. Por tanto, la indistinguibilidad I de la tabla anterior admite como conjunciones
las dadas por Min y W en {0,1/2,1}, que no son coincidentes ya que
Min(1/2,1/2)=1/2+0=W(/2,1/2). Ambas logicas comparten el mismo
implicador; en efecto, como sabemos el de la segundaes X >y =Min (1,1 - x +y)
y, en cuanto a la primera, es

l-|x-y|=1-Max(x—y,y—-x)=Min(l-x+y, | -y + x)
que, como debe ser x—ye{0,1/2,1}, lleva de nuevo a
x=y=Min(l,1-x+y).
En la logica trivaluada de BoCvar, la equivalencia se da por medio de la tabla

I 0 1/2 1
0 1 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2
1 0 1/2 1
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que también amplia a la clasica y corresponde a la funcién
I(x,y)=1-x—y+2xy . Sin embargo,como Prod(I(0,1/2),1/2), 1(1/2,1))=
1/4>0=1(0,1), I no es un operador de indistinguibilidad respecto del producto ni,
a fortiori, respecto del Min; aunque si lo es respecto de W, como sabemos. Sucede,
no obstante, que el implicador que se obtiene es, como se ha visto,
x—=y=1-x+xy,yconél 1/2—-1/2=3/4¢{0,1/2,1}. Es que, en la
l6gica de Bolvar, el implicador viene dado por la tabla

! 0 1/2 1
0 1 1/2 1
1/2 | 1/2  1/2 1/2
1 0 1/2 1
y la conjuncion por
& 0 1/2 1
0 0 1/2 0
/2 | 1/2 1/2 1/2
1 0 1/2 1

Esta conjuncién no puede corresponder a los valores de ninguna t-norma ya que da
valores menores que la menor t-norma; en efecto, Z(1,1/2) = 1>1/2 = 1&1/2.

Es decir, que la logica trivaluada de BoCvar escapa parcialmente de nuestro
modelo; parcialmente por cuanto obtenemos un operador de implicacién respecto de
una conjuncién que no es la de BoCvar y aquel operador da un implicador que
tampoco coincide con el de esa logica.

3. SUCESOS ALEATORIOS INDISTINGUIBLES

Sea (X,B,p) un espacio de probabilidad; B < P(X) es un algebra de Boole de
sucesosy p: B — 1[0, 1] es una probabilidad, es decir, verifica las dos propiedades
p(X)=1y plaub)=p(a)+p(b),sia Nb=J,

Los dos sucesos a y b seran tanto mas indistinguib!gs cuanto menos elementos tenga
su diferencia simétrica a +b= (@ N b) U an b); es decir, cuanto menor sea el
nGmero de elementosde @ Nby de anb.

En la teoria de la probabilidad se dice que dos sucesos ay b son “aleatoriamente
indistinguibles” si casi nunca uno tiene parte comun con el complementario del
otro, es decir, si p(d M b) =p(a N b)=0; lo que equivale a p(a+b)=0.

El operador I: BxB —[0, 1], I(a, b) = 1 - p(a +b) verifica, obviamente,
I(a,a) =1y I(a, b)=1I(b, a). Por otra parte, de la desigualdad antes citada
a+cc(a+b)u(b+c), sigue
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p(a+c)< p((a+b) U (b+c))<pla+b)+pb+c).
Como p(a+c) < 1, se tiene p(a+c) < Min(1, p(a+b)+p(b+c)). Por tanto,

1-Min (1, p(a +b) +p(b+¢c))=Max(0,1—p(a +b) +p(b+c)) <l-p(a+c)
es decir,

W(l-p(a+b), 1-p(b+c))=W((a, b), I(bc)) £1-p(a +c)=1I(a,c).

Y el operador I es de indistinguibilidad al nivel 1 para B respecto del
semigrupo ([0,1],W,<;1).

Nota. En el caso particular dé que a y b sean independientes en probabilidad,
planb)=p(@). p(b), se tiene:

Ia,b)=1-p(@Nbu(anb))=1-pdNb)-planb)=
a —p(a)p(b) = 1-p(a) - p(b) + 2p(a)p(b).

Si indicamos por a=b(p) que a y b son aleatoriamente indistinguibles, es
a=b(p) ssil(a,b)=1.8Sinembargo, es usual, en los casos en que p se evalta
indirectamente, que sdlo se sepa que p(a+b) es muy pequefio: es decir, que sélo
puedan establecerse las relaciones aproximadas:

a=b(p;e) ssi p(a+b)<e ssi 1-€<I(a b),

que son reflexivas y simétricas pero pueden no ser transitivas. En efecto, de
1-e<I(a,b) y 1-€e<I(b c) sélosededuce

W(l-¢1-¢)=Max(0, 1-2€e)=1- Min (1, 2e) < W((a, b), I(b,c)) <I(a,c)
con € < Min (1, 2e) que implica 1-Min (], 2¢) <1—¢: no es necesariamente
l-e< I(a, c). Asi, puede darse la situacién enunciada por Poincaré(4)(5) para
el continuo fisico: a =b(p;€) y b=c(p;€) pero a =#c(p:€); la existencia
de un objeto indistinguible de otros dos que son distinguibles.

Ejemplo. Sea la experiencia de lanzar un dado perfecto. Los sucesos elementales
o0 atomos del algebra B son los resultados 1,2,...,6 de que salga una de las caras del
dado. Es p(i)=1/6.

Conlos sucesos a = {1} U {2}, b={2} U {3} y c= {3}, es:

pla+b)=p({l}uU (3} =
1/3;p(b+c)=p({l}u{2h=1/3;pla+c)=p({l}u2}u3h=1/2,

y, por tanto, I(a,b)=2/3=I(b,c) y I(a,c)=1/2. Asi, con €=0.4, es: a=b(p;0.4)
y b=c(p;0.4), pero a #¢c(p;0.4),yaque 1-0.4>1/2.

Nota. La re!aéic‘m a=b (p+) ssji 0<I(a,b), es reflexiva y simétrica, pero también
puede no ser transitiva ya que si 0<I(a,b) y 0<I(b,c), es
0 <W(I(a, b), I(b, ¢)) = Max (0, I(a, b) + I(b, ¢) — 1) < I(a, c),

y basta que sea I(a,b) +I(b, ¢)< 1 para que no pueda asegurarse que sea
0<I(a,c).

El operador I da un grado de indistinguibilidad 1(a,b), para cada par de sucesos
aleatorios a y b, que el lenguaje probabilistico propio de la experiencia al azar en
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cuestién sobrepone al lenguaje de Ia teoria de conjuntos; los sucesos son lo que son
y la experiencia aleatoria introduce el nuevo concepto de casi nunca que esta fuera
de la teoria de conjuntos, con la que se representan los sucesos.

4. UN EJEMPLO DE LA TEORIA DE LA MEDICION

Sean un conjunto de objetos X y una funcién g: X — (0, + <) que mide /a
caracteristica numérica g(x) correspondiente a la propiedad tipica G de los x e X.
Por ejemplo, X podria ser una poblacién de hombres, que se desea clasificar por su
altura (G) medida con una regla de la mayor precision posible.

Una manera de comparar cuan parecidos son dos objetos x,y desde el punto de
vista de G, es por medio del grado

1(x, y) = Min (g(x), g(y))/ Max(g(x), g(y)) € [0, 1],

que es, como se vié,un operador de indistinguibilidad de nivel 1 respecto de
([0,1],Prod,<,1). Con ello la relacion

x=yssi g(x) =g(y)ssi I(x,y) =1,
es la equivalencia inducida por g. Sin embargo, la regla tendra una precision
se (0,1); por tanto, para cada uno de esos ndmeros la relacion
a=>b(g;s) ssi 1 -s<I(x,y), sera mas realista que la =.

Tal relacion es reflexiva y simétrica; ademas: Si a=b(g;s) y b=c(g;s),
entonces a=c(g;s(2-s)), ya que 1—-s<I(a,b) yl-s<I(bc) sélo implica
1+s2-2s<I(a,c),ycomoes 1 —s(2=s)21-s, puede ser a #c(g;s).

Ahora, en cambio, la relacion: a = b(g+) ssi 0 < I(a,b), es de equivalencia.
Pero al ser 0 < I(a,b) si y sélo si Min(g(x),g(y)) > 0, resulta que todos los pares
a,b son equivalentes y que la relacién no es til.

Nota. Si los objetos de X tuviesen varias propiedades tipicas Gy,...,Gy, cuantificables
o medibles por funciones g.:X —(0, + ), 1<i<n, el operador. I(x,y) =
Min(I{(x,y),...In(x,y)), con

L(x,y) =Min (g,(x), 8,(x, ¥)) / Max(g(x, ¥), g;(x,y)) € (O, 1), I si<n,

también es de indistinguibilidad al nivel 1 para ([0,1], Prod, <; 1) - vid. (11)-.
Con él, a=Dbssi I(a,b) =1 ssi gi(a)=gi(b), 1<i<n; es decir, si ay b son
equivalentes respecto de todas las caracteristicas Gj. Analogamente,
a=b(g, ..., 8w S) ssi 1-s<I(x y), equivale a que sean, simultdneamente,
a=b(g1;s),... a=b(gn;s) .

En ambos casos, por tanto, las clases son intersecciéon de todas las
correspondientes a las gj.

5. UN EJEMPLO DE LA TEORIA DEL CONTROL “FUZZY".

En las mismas condiciones del comienzo del apartado anterior, sea
t= Inf g(x)>0
xeX
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El operador, I(a,b)=Min(g(a),g(b)), es simétrico y verifica I(a,a)=g(a)>t, para
cada a € X. Para cualquier t-norma T:

T(I(a,b),I(b,c))<Min(Min(g(a),g(b)),Min(g(b),g(c))=
Min(g(a),g(b),g(c))<Min(g(a),g(c))=I(a,c);

por tanto, I es un operador de indistinguibilidad al nivel t respecto de cualquier
semigrupo ([0,1],T,<;1) .

I da, para cada par de objetos de X, el menor valor medido para la propiedad
caracteristica G y cuanto mayor sea ese valor minimo tanto mas indistinguibles
seran ambos objetos, los cuales lo seradn completamente si I sobrepasa el umbral t
de distinguibilidad. Concretamente, la relacién a=b(t) ssi t<I(a,b), es reflexiva
y simetrica. Si a=b(t) y b=c(t), es T(L1)<T(I(a,b),I(b,c))<I(a,c); por tanto,
como T(t,t) <t, sélo si T=Min puede asegurarse que es transitiva y, por
consiguiente, una relacion de equivalencia. Lo mismo cabe decir de las relaciones
a=Db(s) ssi 1-s<I(a,b).

Nota. Si1 es un operador de indistinguibilidad para una t-norma T, y T' es otra t—
norma tal que T'<T, entonces de T'(I(a,b),I(b,c))<T(I(a,b),(b,c))<I(a,c), sigue
que I también es un operador de indistinguibilidad para T'. En particular, si lo es
respecto de la Min, lo es respecto de todas.

6. UN EXPERIMENTO IMAGINARIO EN EL INTERVALO UNIDAD.

Sea | un operador de indistinguibilidad al nivel s e (0, 1] sobre X=[0,1] vy
respecto de una t-norma T. Supongamos que un observador infinitamente pequefio
puede ocupar un lugar cualquier xo de [0,1] y que, desde ese lugar, no vé los
puntos y tales que I(xo,y)> s(es decir, tales que 1 —s>1- I(x,y)),yvé losy
tales que I(xq,y)< s(es decir, 1 =s< 1- I(x o ¥)), y que los vé con un indice de
distincion 1-1(x,, y). Es decir, a los primeros los confunde con xo y a los
segundos los distingue con un indice de distincién mayorque 1 —s.

1.6 Sean I(x, y)=1-|x—y|, y T=W. Es s=1 y I(x0,y)=1 si s6lo si xg=y; es
decir, el observador no confunde totalmente con Xo a hingdn otro punto.

Sin embargo, si r € (0, 1), es facil probar que I{x,y)>2ré 1-r2|x, —t,
equivale a Max(0, x,+r—-1)< y < Min(l, Xo—T+ 1); es decir, que e/
observador confunde con xo (I(xg ,¥Y)<r) a los puntos del intervalo
[W(xp 1), 1-W(1 —x4, )],y no confunde (I(xo,y)<r) a los de los intervalos
[0, W(xy 1)) y (I1-W( -x,r)]. El primer intervalo es todo el [0, 1] si
r=1-x, y r< x,,loqueimplicaqueseai/ 2< Xo-

Ejemplo. El observador ideal estd en el punto xo=0.75, y el indice de
distinguibilidad fijado es r=0.8. Distingue los puntos del intervalo [0.55,0.95]
con indice de distinguibilidad 1—-1I(x,y)< 1-0.8=0.2, en tanto que los
puntos de [0,0.55) y (0.95,1] los distingue con un indice > 0.2. En concreto, con
d(xe, y) =1-1I(x4, y):
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-Si 0< y <0.55, es 0.25<I(xq,y)<0.8; es decir, 0.2<d(xo,y)<3/4. Como
d(0,0.75)=0.75 y d(0.55,0.75)=0.2, el indice de distinguibilidad crece
desde 0.2 en y=0.55 hasta 3/4 en y=0.

—Si 0.95< y <1, es 0.75¢ 1-y+x,<0.8; 0 sea 0.2<d(x0,y)<0.25. Como
d(0.75,0.95)=0.2 y d(0.75,1)=0,25, el indice de distinguibilidad crece
desde 0.2 en y=0.95 hasta 0.25 en y=1.

Graficamente:
C \C X0 1
X of Ee ° 1!
05 0.55 0.75 0.95 l
- ) I N
0.75 025 0.2 0 02 0.25

2 Sean I(x, y)=1-x—-y+2xy, T=W. EsI(x,x)21/2=s.EsI(x},y)21/2
siysolosi 1/2-x,2y(1-2x,), con lo cual si xo<1/2 es y<1/2, y si xo>1/2
es y>1/2. Asi,

_Si el observador ideal estd en un xo<1/ 2 tiene un indice de distincién
d(x,y)=1-1I(x, y)<1/2 para todos los puntos de [0,1/2].

_Si est4 en un xo>1/ 2 tiene un indice de distincion d(xo,y) <1/ 2 para
todos los puntos de (1/2,1].

En el primer caso, si y € (1/ 2]serad( xo,y) 21/ 2,y lo mismo sucedera en el
segundo casocon y € [0,1/2]. Por ejemplo,

—Sixe=1/2, y=3/4, es d(xo.y)=1/2. Si x0=0.4, y=0.9, es d=0.58.
— Si xo=3/4, y=1/4, es d=1/2. Si x0=0.7, y=0.3, es d=0.58.

Debe observarse que es d(Xo.y)=1/2 si y sdlo si 2xp(1-2y)=1-2y, por
tanto, si y=1/2 es d(xg,1/2)=1/2 para cualquier Xo, Y si y # 1/ 2entonces eso
sélo sucede para xo=1/2.

He aqui, graficamente, el caso xo=0.25:

X
X 0~ io ‘ ‘ + 1
0.25 05 0.75
a . ‘ . ¢ - ‘ - !
0.25 » 0 05 0.625 0.75

Nota. Una manera de imaginar lo que veé el observador ideal desde xo se obtiene
deformando el segmento [0,1] en un arco de curva, dentro del cuadrado unidad, de
forma que cuanto, al nivel que sea, no distingue esté en el intervalo [0,1], ¥ lo que
distingue esté en el arco de curva que asciende a medida que distingue mas. Asi, el
primer grafico se representaria por
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055 095

y el segundo por

4

025 05

con la suposicion, en ambos casos, de que el observador en Xo Mira los otros puntos
segun la linea que los une con xg.

7. A MODO DE RESUMEN DE 1 a 6.

Sea X un conjunto de objetos a,b,c,... de los que sélo conocemos una propiedad G,
medible por una funcién g, con valores g(a),g(b),g(c),... en (0,1]; es decir, sélo
podemos distinguirlos a través del valor de Ia funcién g. Supongamos que el aparato
usado para el andlisis del sistema (X,g) sélo puede efectuar unas operaciones
matematica determinadas; entonces:

1) Si s6lo es posible comparar los valores de g por su ordenacién en [0,1], los
grados de indistinguibilidad pueden darse por I(a,)=Min(g(a),g(b)), que es un
operador de indistinguibilidad al nivel Inf g(x) -si este infimo es positivo-
respecto de T=Min. La indistinguibilidad de umbral s:

a=>b(s) ssi 1-s<(la,b) ssi 1-3s sg(a) y 1-s<gb)

es una relacion de equivalencia que clasifica perfectamente a los elementos dé X.

2) Si ademéas de comparar valores en la recta real se puede restar, al ser
[x —y|=Max(x~y,y —x), los grados de indistinguibilidad pueden darse por
I(a,b)=1~-|g(a) — g(b)|, que es un operador al nivel 1 respecto de T=W. Las
indistinguibilidades de umbral s son relaciones reflexivas y simétricas que, en
general, no son transitivas; por tanto, en general seran clasificaciones imperfectas
en las cuales podrdn existir elementos mal clasificados.

3) Si ademas de comparar valores reales se puede dividir, los grados de
indistinguibilidad pueden darse por I(a,b}=Min(g(a),g(b))/Max(g(a),g(b)), -que
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es un operador de nivel 1 para T=Prod. Con él, y usando las indistinguibilidades de
umbral s, también se obtendran, en general, clasificaciones imperfectas con
elementos mal clasificados.

Asi, dada la caracteristica numérica g, la indistinguibilidad puede depender de
la capacidad de célculo disponible y, a mas capacidad de calculo pueden aparecer
efectos de indistinguibilidad que no se dan cuando la capacidad es menos sofisticada;
por ejemplo, la anomalia de Poincaré tantas veces citada.

8. UNA INCURSION EN LA‘ SINONIMIA.

1.8. Si X={X{,....xn} €s un universo de objetos y T={tq,tn,...} un conjunto de
términos lingliisticos aplicables a los xj, sea: L < XxT , la relacién que asocia a
cada x; con uno 6 varios términos linglisticos. Con ello, el significado exten-
sionall12) de cada término tj € Tpuede definirse como el conjunto
E(t) = {x;e X (xyt)e Ll c X de los objetos de X con el mismo nombre 1.
Con ello, puede darse la definicion: Dos términos tj y tx son sinénimos (tj~t k) si
ysblosiE(tj) =E(1tk) .

Esta claro que ~ es una relacion de equivalencia. Como tal, tiene el serio
inconveniente de no traducir el fenédmeno frecuente de la rotura de las cadenas de
sinonimia: [y~ tp t5™ tp s 1y~ tny PEIO Uyf Ly

Es que, al decir del Diccionario la Lengua Espafiola, dos expresiones son
sinénimas cuando tienen una misma o muy parecida significacién, por lo que una
definicién realista de sinonimia-ha de ser de caracter mas bien aproximado que no
exacto.

¢ Cémo acercarse a una tal definicién? Es decir, ;,cémo expresar un “parecido”
de significado; un “parecido” entre E(tj) y E(tx)? Por lo dicho anteriormente, una
forma tal vez ingenua es través de la diferencia simetrica

E(tj) +E(ty = E(tj) U E(t, ) - E(tj) NE(t);
mas concretamente, para tener una evaluacion numérica, un grado, por medio de:
1
I(t,ty=1- ”ﬁ‘bE(tJ) +E(tk)[, donde |A| indica el nimero de elementos del

subconjunto A c X. Es evidente que I(tj,tj)=1y que I(t), tk) =I(k,tj), para
cualesquiera terminos tj, tk.

Es facil ver, usando funciones caracteristicas que:
n

iE(tj) + E(tk)1 =Y I(pE(L)(xi) - ‘P}a(:k)(xi)
i ]

i=1

y

por lo tanto,

n
1
I(tpt) =1-7 _Zl i(PE(tj)(xi) - (pE(tk)(xi)

Con ello, es inmediato comprobar que W(I(tj,tk),I(tk,tq))sI(tj,tq), para
cualesquiera términos tjtk y tq; y el grado de sinonimia I es un operador de
indistinguibilidad al nivel 1, respecto de T=W. Por tanto, fijado un conveniente
umbral de sinonimia s e (0, 1), cabe definir la relacion aproximada de sinonimia:
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t;=t,(s) ssil-s<I(t,t,) que, como es sabido, es reflexiva y simétrica pero
no-transitiva, en general, y que permite considerar la rotura de las cadenas de
sinonimia.

Ejemplo. Con X={x1,...,x7} y T={t1,...,t4}, sea:

L={xq1,t1),(x2,t1),(x2,t2),(x3,t2),(x3,t3),(x4,t2),
(x4,13),(x5,13) ,(x5,t4),(x6,t4),(x7,t4)}.

E(t1)={x1,x2}, E(t2) ={x2,x3,x4}
E(t3) ={x3,x4,x5}, E(t4) ={x5,x5,x7}.
Con ello,

I, t)=1=-3/71(t,t)=1-2/7,t,,t p=1-4/7,I(t,,t,)=1-5/7
Si s= 0.6 €(4/7,5/7), esta claro que es

=1, ©. 6), t, zt3(0.6),t3zt4(0. 6),
y que, no obstante, t, £ t,(0.6).

2.8 Tanto el indice o grado de sinonimia I, como el umbral s del ejemplo, se han
tomado de manera artificial. En cada caso, las consideraciones sobre X,T y L pueden
llevar a operadores I, y a umbrales s, més realistas.

Por otra parte, en un contexto aproximado las asociaciones (xi,tj) seran, ellas
mismas, una materia de grado; es decir, que L podra ser una relacién “fuzzy”
L: XxT -—[0, 1], con: L(xi,tj)=grado entre 0 y 1 con el ; se aplica a x;. Con ello,
los antiguos subconjuntos E(tj) seran subconjuntos borrosos de X, dados por sus
funciones de pertenencia E(tj)(xi)=L(x,tj), y permitiran definir indices de
sinonimia a partir de ellos.

Por ejemplo, con

gT—-(0 1], gty = i\’lg( E(ty(xy

cabria definir I (t tk)-—Mm(g(t) g(t ))/Max(g(tj) g(t,)), que da un
indice que seria un operador de |nd|st|ngmballdad al nivel 1, respecto de T=Prod.
Analogamente, de tomar I(tj,tx)=Min(g(tj),g(tk)), tendriamos un indice que seria
un operador de nivel

Min g(x)

1<ign
respecto de T=Min.

9. UN EJEMPLO “FUZZY” SOBRE UN SEMIGRUPO DE FUNCIONES.

9.1 En la teoria de los subconjuntos borrosos de un referencial X, es usual decir
que dos de ellos A 'y B son iguales cuando sus funciones de pertenencia b, ¥ Hg
coinciden; es decir:

A=B ssi I ,(X) =l p(x) paratodo x e X.
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Sin embargo hay que tener en cuenta dos factores que, en la teoria, hacen esa
definicién poco realista. En primer lugar est4 el hecho de que siendo A y B las
extensiones(22) en X de sendos predicados vagos, o términos linguisticos,
A y B (que les dan nombre), debe ser A=B ssi A es légicamente
equivalente a B sobre X. Es decir, A=B gsi Para todox € X, la proposicion
"x es A ¢« B" esverdadera, para un adecuado bicondicional <>.

En segundo lugar esta el hecho de que cada H , esta definida como: H , (x)=
grado en que x e X verifica A,y que tal grado no siempre puede calcularse
directamente, y mucho menos con precision absoluta.

9.2 Con un operador (A, B) — I(A, B) =(A -»B)&(B —A), cabe escribir la
equivalencia logica entre Ay B sobre X por medio de:

Paratodo xe X, “x es I(A, B)” esverdadera.
No obstante, supuesto que la logica subyacente a la teoria de los subconjuntos
difusos de X es multivaluada, parece razonable asociar a cada par (A, B) de

predicados sobre X un operador I(A, B) « [0, 1]X, y traducir ' “x es I(A,B)” es
verdadera ' por I(A, B) (x) =s, para un determinado nivel s € 0, 1].

Nota. cada t-norma T en [0,1] puede extenderse a [0,1]%, por:
T Gy (x) =T(n 1(x), uz(x)), para cada par de funciones M H, en [0,11%
y cada x en X. Evidentemente, T hereda las propiedades asociativa y conmutativa de
T. Si se definen: -
- El orden (parcial) 1, < H, ssi p(x)s H (%)
- Las funciones 1 x)=1 vy Q (x)=0,
paratodo x € X, es:
~-Si b, S H,,entonces T (U, 1) < T(p, 1
TR =u, T(O.w)=0,
X
paracada U € [0, 1] .
X
Por lo tanto, ([0, 11, T,<; }) es un semigrupo conmutativo ordenado, con
neutro 1y absorbente 0.

9.3. Asi, para cada par de conjuntos borrosos parece mas realista que dar la
igualdad punto a punto, dar un grado de indistinguibilidad, para un operador
adecuado al contexto en que se manejen los predicados que les dan nombre. Operador
que ser4 de indistinguibilidad entre las funciones de pertenencia a través de las que
operamos con los subconjuntos borrosos.

Ejemplo. Si la unica imprecision reside en el calculo exacto de los valores uA(x),
cabe considerar:

I(W o Hp) = 1= 1~ Ky,
es decir,
I(H o Bg) () =1=1p (%) =g,
paracada x € X.
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Obviamente,
I b)) =Ly I Hp) =My By

Ademas:
W=y Mgl 1= kg =B ) (0 = W(1 = |1, (x) = L (0], 1= [ p(0) — B (x)])
ST= R G0~ B =T( 5o o) (%),
es decir,
WI(Ha Hp) (kg Ho)) SI(H Q) ;

I:]0, l]xx[o, 1]X -0, 1]X es un operador de indistinguibilidad al nivel
X X
1 para [0, 1] respecto del semigrupo ([O, I, W, <; 1) . Con él, a través de
A=B ssi I(“A’“B)zl ssi p'Azl“LB’

se obtiene, como caso particular de indistinguibilidad con umbral 1, la igualdad
usual. -

Si la precisién de célculo, en cada punto x € X, fuese menor o igual a un
s€ (0,1), con la funcién s (x) = s, cabria considerar la igualdad aproximada

A=B(s) ssi 1-s <I(u,, uB),

equivalente a |, —Hg| <s,0 |1, (X)= pg(x)| <s, para x e X. Entonces, para
cada M , , serian indistinguibles de A aquellos subconjuntos borrosos B tales que su
funcion de pertenencia verifique Ha(x)—s< Hg(x) < uA(x) +s; con ello,
realmente, desaparece la idea de que A esta representado por una M A Y aparece la
idea de que A estd representado por toda una familia de funciones en una
determinada banda o entorno de una de ellas.

Obviamente, vuelve a darse la anomalia de Poincaré(21).

10. EQUIVALENCIA Y GEOMETRIA.

10.1. Si X es un conjunto y G un grupo de biyecciones g: X — X, la relacién
E , € XxX definida por: (a,b) € E, ssi Para alguna ge G, es b=g(a), es de
equivalencia. En efecto, como Jx(a)=a para todo aeX y JXeG, es
(a,a)€ EG; si b=g(a), es a=g~'(b) con g“1 € G, y la relacion es simétrica.
Finalmente, si b=g1(a) y c=g2(b), es c=go0g1(a) con go091 € G, y la relacién es
transitiva. Las clases de equivalencia médulo Eg constan de los objetos de X que son
“indistinguibles” bajo las transformaciones de G:

[a]={be X;(a,b) e E;} ={be X;b=g(a), g € G},
y obviamente si G = {Jx}es [a] ={a} y E;={(a,a);a € X} es la llamada
relaciéon diagonal.

La geometria definida en X por el grupo de transformaciones o “movimientos”
G es, después de Félix Klein(20), el conjunto cociente:

X/EG={[a];an}zGeom(X,G).
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10.2 Veamos que, reciprocamente, toda equivalencia viene dada por un grupo de
transformaciones, que todo cociente o particion es una geometria. Sea E una
equivalenciaen Xy X/ E={[x];x € X},con [x]={y € X;(x,y) € E}.
Designemos por G(x) al grupo de todas las biyecciones de cada clase [x] sobre
si misma, e indiquemos por gx a una cualquiera de ellas. Cada vez que tomemos una
en cada clase, y usando el axioma de eleccién en el caso no-finito,podemos construir
la biyeccién: g(y)=gx(y) para cada ye X,y € [x].Sea G = H G(x), el
[xle X/E
conjunto de todas las biyecciones construidas de esa manera. G es un grupo de
transformaciones: En efecto, cada g es biyectiva, J, € G, y si glg?eG

entonces g0g'(x) =g21( (&) = g(2x(0), ya que gi(x) e [x]; por tanto,
8 (X
g20gl(x) = g2ogl(x), con glogl e G(x),dedonde gZog' € G.
Sea Eg la equivalencia inducida por el grupo G:
(X, y)€ EG ssi y=g(x), para g€ G.

Teorema. Eg = E.
Demostracién. Si (x,y) € E 4 es que para alguna ge G es g(x)=y, lo que signi-
fica gx(x)=y, con g, € G(x); por tanto, y € [x] 6 (X,y) € E . Reci-procamente,
si (x,y) esta en E 6 y e [x], existe g, e G(x) tal que y=g(x); por tanto,
basta tomar una cualquiera de las ge G tales que su “componente”,
correspondiente a la clase [x],sea g, para que y=g(x), o sea (x,y) € Es.

Asi, X/E=Geom(X,G): no hay diferencia entre “clasificacion perfecta” vy
“geometria”.
Ejemplo. Si es X={a,b,c} y la equivalencia E da la participacién X/E={{a}},{b,c}},
a
a
se parte de una relacién R que no es de equivalencia, no puede definirse G al no
disponerse de una particion de X; asi, con R={(a,a),(b,b),(c.c).(a,b),(b,a),
(b,c),(c,b)} que no es transitiva, si llamamos [x]= {y € X;(x,y) € R}, se
tiene [a] ={a, b}.[bl =X, [c]={b c}: conjuntos que dan una clasificacion
imperfecta pero no una particion.

No es dificil ver que si E1 c E2 son dos relaciones de equivalencia, entonces el
grupo G' es un subgrupo del G2.

cb
entonces el grupo G consta de las permutaciones Jx y &= bel Sin embargo, si

10.3 Dada Geom(X,G) y una familia de subconjuntos no-vacios de X 6
“figuras”,F,G,H,..., la geometria sobre X induce una geometria sobre esa familia, a
través de: F~H ssi H=gF)={xe X;x=g(y),y e F},con ge G. Ob-
sérvese que si la familia de figuras consta de los “puntos” de X, de los singletones
{x}, entonces {x}= {y} siy sélo si (x,y) € E ;: para obtener la equivalencia dada
por el grupo G basta considerar todas las figuras que constan de un solo punto.
Sea d:[0, 11x[0, 1] —[0, 11, la llamada distancia discreta definida por:
d(x, y) = (

Lsix=y
0,si x#y,
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Tal distancia coincide con la funcién caracteristica de Ia relacién diagonal de [0,1].
Consideremos las figuras F,G,H,... por medio de sus funciones caracteristicas

_(L,si xeF
PrX)={0,si xeF

Conelo, F=H ssi ¢4 ,con ge G.
El operador |g definido para cadga par de figuras por:

Ig(FH) = Sup Inf d(@ (%), 9u(x))
geG xeX
verifica, como es facil comprobar:
0)I4(FH) e {0, 1}
1) IG(F, F)=1
2)1I,(F ) =1,H,F)
3) Min (IG(F, H), IG(H, K)) < IG(F, K) .

para cualesquiera figuras F,H y K. Ademas:
IG(F,H) =1 ssi F=H;
es decir, la congruencia de figuras en cualquier geometria puede describirse por

medio de un operador de indistinguibilidad definido a través de una distancia y
respecto de la t—norma Min.

11. INDISTINGUIBILIDADES Y DISTANCIAS GENERALIZADAS.

11.1. Para cada t-norma T, es facil ver que su operacién dual
T*(x,y)=1-T(l-x 1-y) da el semigrupo conmutativo ordenado
([0,1],T* <;0), en el que el neutro es el 0 y el absorbente es el 1. Es
Min* (x y)=Max(x,y) con lo que, siempre, Max<T*. Analogamente,
Prod"(x,y) =x +y —xy = (Sum — Prod)(x,y), y W*(x,y)=Min(1,x+y)=
(Min(1,Sum)(x,y); de W<Prod<Min, sigue Max<Sum-Prod<W*. Tales opera-
ciones reciben el nombre de t-conormas(1).

11.2. Dados un conjunto X y un semigrupo ordenado ¥ = (S, *,<;e), conmutativo
y con neutro e, una aplicacion d: XxX — S se llama una distancia generalizada si
verifica(1)(13):

1) d(a,a) =e

2) d(a,b)=d(b,a)

3) d(a,c)<d(a,b)*d(b,c),
para cualesquiera a,b,c de X. La propiedad 3 recibe el nombre de desigualdad
triangular y d se llama separadora si, ademas, verifica:

4) d(a,b)=e ssi a=b.

Los espacios métricos generalizados (X, ¥, d) han sido extensamente estudiados
(vid. referencias en (13)); en ellos, los entornos circulares de un punto a € X, o
bolas de centro a, son los subconjuntos B,(r)= {x € X; d(a,x) <1}, con
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e<re S,y son los subconjuntos fundamentales para el estudio de las diversas
topologias que pueden definirse en tales espacios.

Esta claro que las distancias ordinarias son las distancias generalizadas
respecto del semigrupo (R*,+,<;0).

11.3. Si I es un operador de indistinguibilidad de nivel 1 respecto de una t-norma T
para X, entonces la aplicacion dual dp;XxX —I[0 1], definida por
dI(a, b)=1-1I(a, b), verifica:
1) dI(a, a)=1-1I(a,a)=0
2)d,(a,b)=1-1(a,b)= 1- I(b, a) =d (b, a)
3) dI(a, c)=1-1(,c)<1-Td(,b), I(bc)) =
T*(1 - I(a, b), 1 = I(b,c)) =T*(d(a, b), d¢b, ¢)),

para cualesquiera a,b,c de X; es decir, d; es una distancia generalizada en X respecto
del semigrupo ([0, 1], T* <;0).

Reciprocamente, dada una distancia generalizada d en X respecto de una t-
conorma T*, la misma demostracion anterior ensefia que el operador
I;:XxX —[0, 1] definido por I(a, b)=1-d(a,b), es un operador de indis-
tinguibilidad respecto del semigrupo (10, 1], T, <; 1).

Est4 claro que si I fuese de nivel s, entonces d; verificaria también las propie-
dades 2 y 3, pero en lugar de 1 valdria d(a, a) <1-s.Por ejemplo, dado
I(x,y)=1-x—y+2xy, la funcién d(x,y) =x+y —2xy verifica la desi-
gualdad triangular y la propiedad de simetria, pero d,(a, a) £1/2, para cada
ae X.

Nota. Si1 es un operador de indistinguibilidad respecto de T=Min, es
d(a, ¢) <Max(d(a, b), d;(b,c)) <d(a, b) +d;(b, c). Las distancias genera-
lizadas respecto de T*=Max reciben el nombre de ultramétricas y son, a fortiori,
distancias ordinarias.

Por todo lo dicho, las relaciones a=b(s) ssi 1-s<I{a,b) ssi di(a,b)<s, tienen
por “clases” [a]l ={y e X;1-s<I(a,y)} ={y € X;dy(a,y) S5} =B,(9), las
bolas de centro el representante de la clase. Cuando =(s) sea una equivalencia,
entonces el correspondiente cociente es una particién que consta de entornos.

11.4 Dada una estructura de indistinguibilidad (X,T,I), en la correspondiente
estructura métrica (X,T*,d;) cabe considerar su geometria métrica, esto es, la dada
por el grupo de isometrias o aplicaciones biyeétivas i:X —X tales que
dr(a,b)=di(i(a).i(b)), para cualesquiera a,b de X. El correspondiente grupo Gp
consta, por tanto, de esas i:

G,= {i: X —X; i biyectiva , I(a, b) =1(i(b)), ¥V(a, b) € XxX1}.

Sin estudiar el caso general, veamos qué sucede cuando I=(pE es la funcion
caracteristica de una relacion de equivalencia, en cuyo caso es T=Min e
I(a, b)=0(a, b)e {0, 1} para todo par a,b de X.
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Teorema. Si1 es la funcién caracteristica de una equivalencia E, el grupo G tal que
X/ E=Geom( X, G) esta contenido en el G;.

Demostracién. Si g€ G, para todo a e X es (a, g(a)) € E, es decir, 1{a,
g{a)) =1, ¢ di(a,g(a))=0. Sean a,b dos elementos cualesquiera de X. Si I(a,b)=1
0 di(a,b)=0, de di(b,g(b))=0 sigue di(g(a),g(b))s<Max(di(g(a),a),
di(a,g(b)))=di( a,g( b))<MaX(d1( a,b),di(b,g(b))=0, porlo que di(g(a),
g(b))=0 6 I(g(a),g(b))=1. Si fuese I(a,b)=0, seria di(a,b)=1<Max
(di(a,g(a)), di(g(a), b))) dx( g(a),b), o sea 1=d(g(a),b)<Max(d
(g(a),g(b)), di(g(b),b)), 6di(g(a),g(b))=1, eI(g(a), g(b))=0
Entodos loscasosesI( a,b) =I( g( a),g(b) ), lo que significa que G CG

Por consiguiente, podemos comparar la equivalencia dada E con la Eg; dada por
el grupo Gr. Si (X,y) € E, es que y=g(x) para ge G; al ser GCG es
ge Gy v, por tanto:

(x,y)eEGI:E CEGI

la nueva equivalencia tiene mas pares que la inicial y el cociente X/ EG tiene
menos clases que el X/E, al resultar sus clases de reunir clases médulo E.

Ejemplo. Sea X={a,b,c,d) y X/ E={{a,b}{c,d}}. Es facil ver que G consta de las
permutaciones:

I _[(badc _{abdc _[(bacd
x 817 adcd) ®27\abed) ¥ & labcd),
. . cdab
También es facil ver que g, = abed/€ G; y que, no obstante, g,¢ G.Es
X/E G = {X} v, alavez, queda probado que en general Gy G; no coinciden.
I
12. INDISTINGUIBILIDAD Y FAMILIAS DE EQUIVALENCIAS.

12.1 Dada la funcién f: X —[0, 1], los conjuntos (f) = {x € X;r < (x)} para
cada 1 € [0, 1], se llaman los niveles de nitidez de f. Esta claro que (f)o=X, y que si
r1<rp entonces

(6, <),
2 1

Enelcasodeque f=¢, sea la funcién caracteristica de un subconjunto A de X, los
unicos niveles de nitidez son (fp=Xy (f)1=A

Ejemplo. Si
= {XP x8} y f(xl) =1 f(xz) =0, f(x3) =0.17, f(x4) =
0.3, f(x5) =1, f(x6) =0.7, f(x7) =0, f(xg) =0
los unicos valores significativos de r son los 1>0.7>0.3. Con ello, los niveles de
nitidez f son:
(f)1= [Xp X5} C{XpXp XK1= (f)o'_]c(f) s = {Xp X3 Xp X5 X g}
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No es dificil ver(14) que, para cada x € X, es:
f(x) = Max Min (1, f,(X))
re (0,1] !

indicando por fr a la funcién caracteristica del subconjunto (f)r. Este resultado se
conoce como la resolucién de f en su niveles de nitidez. Esta claro que f=g ssi
(f)r=(g)r para cada r € (0, 1]. También es:

f<g ssi (f),c(g),

paracada r € (0, 1], siendo f< g el orden puntual usual f( x) <g(x), para xe X.
La funcién del ejemplo Olve:

f(x) =Max(Min(1,f1(x)),Min(0.7,fp.7(x)) ,Min(0.3,fo.3(x))), para
cada x € X.

12.2 De la misma forma, si I:XxX —[0, 11 se tiene la resolucion:

I(x, y) = r}s\’l(%xl] Min (r, I,(X, y))  siendo I, la funcién caracteristica del nivel de

nitidez (I); = {(x y) € XxX; 1 <I(x y)}, que es una relacién clasica entre los

elementos de X. En virtud de todo lo dicho, es equivalente dar I a dar la familia
{r,(I),)de relaciones indexadas.

Teorema. Es I(x,x)=1, para todo x € X, siy sélo si todos los niveles de nitidez
(I),, para r € [0, 11, son relaciones reflexivas.

Demostracién. Si I( x,x) =1, es r<I(x,x) siempre, por tanto (%, x) € (I)  para
todo r. Reciprocamente, si todas las relaciones (I)r son reflexivas, lo es la (I)1,
lo que implica 1=I(x,x) para todo x € X,

Teorema. Es I(x,y)=I(y,x) para todo par x,y de X si y sélo si todos los niveles de
nitidez () , r € [0, 1], son relaciones simétricas.

Demostracion. Si (x,y) € (I);, sigue 1<I(xy)=I(y,x),0(y,x)e(D;.
Reciprocamente, si todos los niveles son relaciones simétricas, es:

I(x, y) = Max Min (r, [ (x,y)) = Max Min (r, I, (y, x)) =I(y, x)-
re (0, 1] re (0,1]

Teorema. Para toda terna x,y,z de X es Min(I(x,y),I(y,z))<I(x,z), si y solo todos

los niveles de nitidez (I)r, re [0, 1], son relaciones transitivas.

Demostracion. Si vale la propiedad y r<I(x,y),r<I(y,z), es

r=Min(r,r)ysMin(I{x,y), I(x,2))<I(x,2z);

luego (I)r es transitiva. Reciprocamente, en todos los casos:
Min(I(x,y),I(y.2))sI{x,y) ,Min(I(x,y) I(y,2)) <I(y,2z);

por tanto, dados x,y,z en X, sea r=Min(I(x,y),I(y,z)). Es r<I(x,y), r<I{y,z), lo

que equivale a 1=I(x,y),1=I,(y,z); como (I)r es una relacion transitiva, es

Ir(x,2)=1 ¢ r<I(x,z). Finalmente, Min(I(x,y),I(y,z))<I(x,z), argumento que

vale para cada terna x,y,z en X.

Nota. Si todas las relaciones (I); son transitivas, como para cualquier t-norma T

es T<Min, se tiene T(I(x,y),I(y,z))sMin(I(x,y),I(y,z))sI(x,z). Sin embargo la
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primera parte del teorema anterior depende fuertemente de que sea r=T(r,r) para
todo 1€ (0,11, lo que implica T=Min, ya que de Min(x,y)= T(Min(x,y),
Min(x,y))<T(x,y) seguiria Min<T<Min.
Corolario. a) Dada I: XxX —[0, 11, la condicién necesaria y suficiente para que
sea un operador de indistinguibilidad respecto de T=Min es que todas las relaciones
(I)r, r € [0, 1], sean de equivalencia. b) Dada I: XxX —{0, 1] tal que todos los
niveles de nitidez son relaciones de equivalencia, entonces I es un operador de
indistinguibilidad respecto de cualquier t-norma T.
Ejemplo. Sean X={a,b,c} y las particiones X/ E{={{a},{b},{c}}, X Eg=
{{a}.{b,c}} vy X/ Ez={{a,b,c}}. Es evidente que las equivalencias son, respec-
tivamente,

E1= {(a,a),(b,b),(C,C)}

E2= {(a,a),(b,C),(C,b),(b,b),(C,C)}

Es = XxX,
de maneraque E, cE, cE . Por tanto, tomando tres nimeros 0<r g<r a<r 1, Yy
haciendo (I) =E (1<1<3), Ja funcion I: XxX —[0, 1] resuelta en:

1
I( X;Y) =MaX( Mln( r1:Ir1(x) ) !MI n( r 211f2( X) ) 1Min( r 3YIF3( X) ) ¥
sera un operador de indistinguibilidad para cualquier t-norma T. Asi, con ry=1,
ro=0.7 y r3=0.2, se obtiene el operador dado por la matriz
’ 1 0.2 0.2

0.2 1 0.7
0.2 0.7 1

Nada mas facil que obtener, a partir de esa matriz, las tres equivalencias que son
los niveles de nitidez y sus valores de nitidez.

Nota. Cada equivalencia (I) r, viene definida por un grupo G'i de transformaciones
en X; tales grupos verifican G, <G, , <G, ,, es decir, cuanto menor es el
nivel de nitidez mas transformaciones definen las equivalencias.

13. EL CONCEPTO DE DIFFUSUM

Lukasiewicz definié{17), en un calculo con una equivalencia légica =, los
conceptos de:

Verum de una proposicién p, como la proposiciée P=p

Falsum de una proposicién p, como p = 0 (siendo 0 la proposicién falsa).

Por analogia, cabe definir el concepto(2)(3)(18) de:

Diffusum de p, como p= (p= 0).

Para un operador de indistinguibilidad | sobre X = [0, 1], respecto de una t-
norma T, se puede definir, para cada X € [0, 1]:

Verum V(x)=I(x,x)

Falsum F(x)=I(x,0)

Diffusum D(x)=I(x,F(x)),
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paracada x € [0, 11, que son tres funciones [0, 11 =10, 11.
He aqui algunos casos:

e Sil(x,y)=1-|x—y|,con T=W,
son V(x)=1, B(x)=1-x,D(x)=1-2[x-1/2|
e Sil(x, y)=1-x-y+2xy,con T=W,

son V(x)=2x2-2x + 1 F(x)= 1- x, D(x) = 2x(1 - x)

e Silxy)=0-x-yH''?
1/2.1/2

son V(x) =1, F(x)1-x2) "%, Dx) = 2x(1-x3) ')

Obsérvese que, en los tres casos, el Diffusum es una funcién D:[0, 1] —>R" tal
que:

1)D(0)=D(1)=0

2) D toma el valor maximo en el punto z=F(z),

, con T=T0_5,
1/2

por lo que D es creciente en el intervalo [0,z] y decreciente en e! [z,1]. En los tres
ejemplos anteriores es, respectivamente, z=1/2, 1/2, V2 /2, y los
correspondientes valores maximos son D(1/2)=1, D(1/2)=1/2 'y
D2 /2)=0.84.

En esos casos, dado un conjunto X, para cada subconjunto borroso A de funcién
de pertenencia H,, o para cada funcion de pertenencia de A, la funcion
D(u ,(x)) = (Dop ,) (X) es una entropia “fuzzy” o medida de la borrosidad de
b, (2)(3)(18).

14. CONSIDERACIONES FINALES.

A partir de la definicién unificadora de operador de indistinguibilidad en un
conjunto y respecto de un semigrupo ordenado y conmutativo, se ha hecho un
recorrido a través de una larga serie de ejemplos, tanto matematicos como de otros
diversos campos.

Vistas las equivalencias, o las particiones, desde el punto de vista geomeétrico de
las transformaciones que las determinan, hay que recalcar que esos “movimientos”
no son, en cada caso, arbitrarios, sino que se eligen para preservar determinadas
propiedades de interés. Se clasifica, lo mejor posible, para agrupar los objetos en
estudio segun ciertas propiedades relevantes(20).

Las equivalencias clasicas, que dan clasificaciones perfectas, corresponden al
caso de propiedades de superposicion global, en tanto que en el caso general de las
indistinguibilidades sélo puede hacerse referencia a superposiciones graduadas,
evaluadas numérica o cualtativamente, y que sélo seran totales en casos limite.

En este sentido, los operadores de indistinguibilidad abren una ventana a
comprender mejor el problema de Poincaré-Menger: Dada una clase de objetos no
completamente individuados por el conocimiento que se tiene de ellos, encontrar un
modelo matematico que, resumiendo lo conocido, permita establecer una relacién de
“parecido” suficientemente fuerte, entre los pares que tales objetos, de tal forma
que refleje la frecuente anomalia de que algunos objetos no son parecidos a otros
que lo son entre si.
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El presente articulo no pretende otra cosa que trazar algunos esbozos o apuntes

de lo que tales estudios pueden dar de si, aun utilizando muy elementales recurso
matematicos.
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