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RESUMEN: En este trabajo se define formalmente el concepto de representacién en quimica utilizando
homomorfismos desde estructuras algebraicas, que llamamos sistemas de tipo C, en otras
estructuras especiales de simbolos muy relacionados con los que son habituales en la quimica
experimental. Para la definicion de los sistemas de tipo C se ha seleccionado un conjunto minimo
de relaciones v funciones, que son necesarias para expresar proposiciones significativas en
quimica. También se define un lenguaje formal de primer orden adecuado a los sistemas de tipo
C, que llamamos L(C). El resultado principal que se demuestra es que toda representacion que
verifica las mismas sentencias de L(C) que un sistema de tipo C, es necesariamente isomorfo a él.
Se concluye por lo tanto que puede existir un problema lingtiistico subyacente en la aplicacién
que de la mecdnica cudntica se hace en la quimica teérica.

Descriptores: quimica, teoria de modelos, representacion, estructuralismo.

ABSTRACT: The concept of representation in chemistry bas been formally defined by means of
homomorphisms from algebraical structures, which we call type-C systems, fo some special sets of
symbols which can be related to the symbols ordinarily used in experimental chemistry. A
minimum number of relations and functions, which would suffice to express significant
bropositions in chemistry, have been chosen io define type-C systems. A [first order formal language
L(C) adequate to type-C systems has been defined, It has been shown that each representation that
verifies the same sentences of L(C) as a type-C system is necessarily isomorphic to it. It is concluded
that a systematic study of the representation problem in chemistry is in order because a deep
language problem underlies the application of quantum mechanics to chemical problems.

Keywords: chemistry, model theory, representation, structuralism.

1. Introduccién
La quimica cudntica puede ser definida como aquella parte de la quimica fisica que aplica los

metodos de la mecdnica cudntica al planteamiento y resolucion de los problemas cldsicos de

THEORIA - Segunda Epoca
Vol. 12/3, 1997, 567-588



E.A. SANCHEZ, ]. SANCHEZ PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION EN QUIMICA

la quimica, es decir, al estudio de las estructuras estables en las que se encuentra la materia y
de su reactividad. En un sentido amplio, se puede decir que la quimica cudntica pretende
estudiar la estructura de los 4tomos y las moléculas, as como la forma que tienen estos de
interactuar entre ellos para formar sistemas mds complejos, mediante una metodologia
basada en las leyes de la mecdnica cudntica (véanse por ejemplo los textos fundamentales
Pilar 1968, y Szabo y col. 1982). En particular, los quimicos cudnticos disefian sus cdlculos con
el fin de predecir la estructura y la reactividad de las especies quimicas. Pero, puesto que el
estudio de tales especies y de su comportamiento a nivel macroscopico implica un gran
numero de moléculas, se hace necesario modelizar las sustancias mediante un pequeno
namero de dtomos aislados, extrapolando las propiedades obtenidas para el modelo al
comportamiento real de la materia. Otras técnicas, como las que se obtienen de la aplicacion
de la mecanica estadistica, permiten estudiar el comportamiento de grandes colectivos de
moléculas. Es decir, el estudio a nivel microscopico de algunas propiedades conduce a la
obtencion de conclusiones sobre el comportamiento de los sistemas quimicos?.

Consideremos un ejemplo muy simple para mostrar como se aplica esta metodologia.
Supongamos que un quimico pretende estudiar la siguiente reaccion quimica:

2H——H, )

Esta expresion, interpretada en el contexto usual de la quimica, es una proposicion que
significa que, en condiciones adecuadas, la transformacion quimica representada en (1)
tiene lugar. De forma muy simplificada, el procedimiento que utilizaria un quimico tedrico
para estudiar este problema consistiria en disefiar los cdlculos necesarios para obtener una
‘buena aproximacion numérica a la diferencia de energfa AE entre los estados mds estables
del H, y de la misma especie cuando no existe ningin enlace entre los dos dtomos,

AE = E(Hy) - 2E(H)

Al comprobar que AE<0, aplicando la ley de la mecdnica segtin la cual -en el contexto
adecuado- cualquier sistema fisico libre tiende a adoptar su estado de minima energa, el
quimico cudntico concluiria que

H+H—H, (2)

568 THEORIA - Segunda Epoca
Vol. 12/3, 1997, 567-588



E.A. SANCHEZ, ]. SANCHEZ PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION EN QUIMICA

Aparte de otras objeciones mis o menos justificables desde dentro de la propia teoria
sobre la validez real de este procedimiento, es evidente que esta metodologfa introduce en
los argumentos un problema puramente lingiistico. Aunque la proposicion (1) parece muy
similar a la (2), su significado es distinto. Mientras (1) indica que cada colectivo
macroscopico de dtomos de hidrogeno tiende, en las condiciones adecuadas, a formar
moléculas diatémicas de hidrégeno, (2) simplemente significa que dos atomos aislados de
hidrogeno que interacttian tienden a combinarse para formar una molécula de hidrégeno.

Ademds, la interpretacion usual de (1) no implica necesariamente que fodos los dtomos
de hidrégeno desapareceran para producir moléculas diatémicas de hidrégeno, como podria
deducirse de una lectura supeficial de la proposicion (2) por alguien ajeno a la materia.
Naturalmente, los quimicos teéricos conocen estas limitaciones, y la fisicd proporciona
fundamentos tedricos suficientemente sélidos como para determinar cuando (1) se puede
deducir de (2).

Algunos autores han estudiado estos y otros problemas relacionados desde un punto de
vista filosofico, y también desde el punto de vista del estudio de la metodologfa de la quimica
(Reduccionismo: véanse por ejemplo los trabajos de Bogaard 1978; Primas 1981 y Van
Brakel 1988). Sin embargo, el presente trabajo no pretende enfrentar estas cuestiones
desde estos planteamientos; nuestra intencién es la de proponer como herramientas de
trabajo para estos andlisis unas técnicas que hasta el momento no se han utilizado en este
contexto especifico, aunque si en otros campos de las ciencias formales y experimentales.
Pretendemos estudiar las relaciones 16gicas y seménticas que se establecen, cuando se
aplica la mecdnica cudntica al estudio de las estructuras moleculares, entre los resultados que
se obtienen mediante estos argumentos teéricos y las proposiciones que se construyen
utilizando el lenguaje propio de la quimica cldsica2, Nuestro trabajo es por lo tanto una
propuesta metodoldgica para el estudio sistematico de Ia relacién entre proposiciones como
(1), que representa determinado tipo de cambio quimico observable, y formulas como (2),
que expresa ciertas relaciones en el contexto de la modelizacién tedrica de los sistemas
quimicos.

En particular, en este trabajo nos hemos planteado dos objetivos. Por una parte, es
necesario obtener una definicion de lo que se puede considerar un sistema de
representacion en quimica, que sea lo suficientemente general como para que todos los
sistemas que se han utilizado y actualmente se utilizan se ajusten a ella. Una vez hecho esto,
obtenemos un resultado bésico sobre la estructura de estos sistemas de representacion,
que se puede interpretar como una confirmacién formal de que, si entendemos la quimica
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como el conjunto de sentencias formales que representan los cambios quimicos, entonces
la quimica depende fundamentalmente del sistema de representacion utilizado. Es decir, el
lenguaje utilizado condiciona necesariamente la propia estructura de la teorfa. La disciplina
que utilizamos como herramienta en nuestro andlisis es la que hemos considerado mis
adecuada: la teoria de modelos (véase Chang y col. 1973, o bien Manzano 1989).

La primera dificultad que nos planteamos es la determinacion de cudles son exactamente
los objetos sobre los cuales la quimica cudntica formula sus proposiciones, es decir, a qué
tipo de construcciones tedricas se asigna usualmente el concepto de molécula. Esta
pregunta tiene dificil respuesta, ya que actualmente existe una gran variedad de teorias
dentro de la quimica tedrica que proponen diferentes definiciones de este concepto. Por
otra parte, los presupuestos de la teorfa atémica -que tienen una dilatada tradicion en
quimica- segln los cuales todos los fenémenos que estudia esta ciencia se pueden reducir,
en dltima instancia, al comportamiento de las moléculas, pueden no ser del todo adecuados
en la actualidad (véase por ejemplo Amann 1989). Con respecto a esta segunda objecion, en
el contexto de este trabajo y sin entrar en mds detalle, optamos por una respuesta basada en
el siguiente argumento ligliistico: las proposiciones significativas que se formulan en la
quimica cldsica experimental estdn expresadas en un lenguaje cuya dependencia de
la teoria atomica es incuestionable, puesto que la formulacion quimica se basa
precisamente en estos presupuestos.

La primera cuestion planteada, sin embargo, sobre cudl es la definicion mas adecuada
que debemos adoptar para el concepto de molécula dentro de la quimica cudntica, parece
tener una solucién mucho mas complicada, puesto que son muchos los modelos y las
caracterizaciones que se deducen de ellos para este concepto. No obstante, practicamente
todos ellos asumen que es posible dar una definicion -en un sentido muy amplio y
aceptando la aproximacion de Born-Oppenheimer3-, definiendo las clases de equivalencia de
las coordenadas de los N nucleos implicados en el espacio R3N que se pueden considerar
asociadas a la misma molécula, teniendo en cuenta ademas su estado energético (véase
Mezey 1987). Aunque una explicacién sistemdtica de como se realiza esta particion de R3N
en clases asociadas a cada molécula en cada modelo queda fuera del contexto de este
trabajo, pensamos que el siguiente ejemplo es lo suficientemente ilustrativo:

Consideremos un sistema formado por tres dtomos, uno de hidrogeno, otro de carbono
y otro de nitrogeno. En condiciones normales, pueden aislarse dos estructuras moleculares,
cuyas representaciones en la notacion habitual de la quimica organica son H-C=N v C=N-H.
La interconversion entre estas dos moléculas puede describirse asumiendo la existencia de
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una "molécula” intermedia -cuya existencia se puede deducir en los modelos tedricos
aunque experimentalmente no se pueda aislar-, de manera que puede escribirse esta
transformacién como:

H
H-C=N < C-N & C=NH
1 2 3

Desde el punto de vista de la quimica cudntica, es posible asignar a cada elemento de R9 que
represente las coordenadas espaciales de los tres nicleos (fijando también la energia del
sistema) una de estas configuraciones, o bien considerarlo como una representacion de un
sistema formado por dtomos aislados. Esta pertenencia nos define obviamente una relacion
de equivalencia, y las clases definidas por esta relacién nos permiten a su vez definir las
moléculas. En general, las técnicas para llevar a cabo estas asignaciones dependen de los
modelos particulares en los que se trabaje; pero lo cierto es que siempre es posible definir
estas relaciones de pertenencia de conjuntos de coordenadas de nicleos a especies
moleculares concretas, precisamente por que los modelos se construyen para modelizar
sistemas moleculares. En nuestra opinion, una de las técnicas que mds claramente permite
definir siguiendo este procedimiento el concepto de molécula es la teorfa de
hipersuperficies de energia potencial, y lo que en general se conoce como estudio de la
topologia molecular, y que consiste basicamente en el estudio de una funcion de energia E
que se define en R3N. Aunque una exposicién exhaustiva de esta teorfa no nos parece
indicada en este trabajo, diremos que cada una de las posibles estructuras de las que hemos
estado hablando (por ejemplo, la especie H+C+N definida por los dtomos aislados, o las
moléculas 1,2 y 3) pueden ser asociadas sin ambigiiedad a un conjunto de puntos
estacionarios de la funcién E (Mezey 1982; Mezey 1987 Arteca y col. 1989)4. De esta
forma, y utilizando también la funcién E y otras propiedades de esta caracterizacion
matemdtica, es posible definir el minimo conjunto de relaciones y funciones sobre este
conjunto de puntos estacionarios necesario para poder formular proposiciones significativas
en quimica. De esta manera, construimos un sistema simbolico en el cual es posible hablar
de quimica, pero con el cual no necesariamente decimos todo lo que se podria decir en
quimica; por eso hablamos de un sistema minimo de relaciones y funciones. En este
sentido, nuestro sistema simbdlico es abierto3. De esta manera, definiremos lo que en el
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resto de este trabajo llamaremos un sistema de tipo C, que entre otras cosas, dependerd del
tipo de 4tomos que consideremos en su construccion. '

Por otra parte, el primer problema que se plantea para definir el conjunto de simbolos
que definen el lenguaje utilizado en quimica experimental, es que este sistema simbolico no
es unico. De hecho, se utiliza una gran variedad de sistemas simbolicos para la construccion
de proposiciones significativas en la quimica de laboratorio. Y todavia aumenta mds el
conjunto de estos sistemas si ademds imponemos la condicion de que cualquier formalismo
basado en las hipétesis de la teorfa atémica debe ser igualmente aceptable. Generalmente,
los diferentes conjuntos de simbolos utilizados expresan diferentes niveles de informacion
sobre el estado en el que se encuentran las substancias, y no siempre estd bien definido su
significado, o bien éste depende completamente del contexto. Por ejemplo, podemos
encontrar el agua en un texto de quimica general representada como H,O, H,O(g), H-O-H,
(H,0),, H2O (273.16 K, 1 atm.), etc. Todas estas formulas representan la misma substancia
-agua pura- pero un quimico experimentado puede leer en ellas diferentes niveles de
informacién®. Nuestra definicion de sistema de representacion en quimica debe ser
compatible con todos estos formalismos. Llamaremos al conjunto de todos los posibles
sistemas simbolicos que representan un sistema de tipo C el conjunto de las
representaciones de C,y lo denotaremos Rep(C).

Llamamos un sistema de tipo C a un sistema minimal de relaciones y funciones que se
pueden utilizar para describir una clase dada de hipersuperficies de energia potencial
generadas combinando un conjunto dado de dtomos. Se define empezando por todas las
series formales finitas que se pueden formar a partir de un conjunto inicial, teniendo en
cuenta que es posible repetir un dtomo en una serie dada. Dos series con los mismos
elementos, pero en diferente orden, se considerard como la misma serie. Podemos
considerar la funcién E que define la hipersuperficie de energfa potencial para cada cada
conjunto de dtomos que definen una serie, y asignar a cada subconjunto de puntos
estacionarios que definen la misma molécula (en sentido amplio, tal y como se ha
comentado anteriormente) un nimero primo. Notese que el nimero de subconjuntos de
puntos estacionarios asociado a cada serie debe de ser finito (en términos quimicos, con un
conjunto finito de dtomos solo podemos tener un nimero finito de posibles agrupaciones
moleculares). Si llamamos D al conjunto de todos los numero primos, podemos trabajar con
la aplicacion producto de ndmeros naturales

e.DxD—>C
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donde C es el conjunto de todos los subconjuntos de puntds estacionarios asociados a todas
las posibles series de dtomos. De esta manera, conseguimos que cada subconjunto de
puntos criticos que representa una molecula tenga asignado un nimero primo, y que cada
union de varios de estos subconjuntos de diferentes hipersuperficies, tenga asignado un
namero natural 72, que representard la estructura formada por varias moléculas separadas
(exactamente las que correspondan a los nimeros primos de la descomposicién en factores
primos de 72), pero dentro del mismo sistema fisico?.

Definimos la relacion entre los sistemas de tipo C y los sistemas de simbolos y relaciones
utilizados por los quimicos (que identificaremos con las representaciones Be Rep(C)) como
un homomorfismo de C en B. Estas representaciones, como ya hemos comentado
anteriormente, constituyen nuestra formalizacion de los formalismos quimicos, entendidos
como conjunto completos de férmulas significativas en quimica. Haremos referencia a este
tipo de estructuras como sistemas de tipo B, o, simplemente, como sistermas B. De esta
forma, nuestra definicion formal de los sistemas de representacién en quimica implica tanto
la existencia de un formalismo coherente como la de un homomorfismo algebraico, tal y
como veremos después. Nuestro método de andlisis consistird en establecer un lenguaje de
primer orden L(C) en el cual podamos estudiar todas las proposiciones que son significativas
en los sistemas de tipo G, y utilizar precisamente este lenguaje para estudiar las posibles
relaciones que a nivel lingiiistico se puedan establecer entre los sistemas de tipo C y los
sistemas de tipo B. El contexto metodoldgico dptimo para desarrollar tal andlisis es
evidentemente la teorfa de modelos (véase Chang y col. 1973, Manzano 1989). En concreto,
el trabajo formal que desarrollamos en la tercera parte de este trabajo es un estudio de la
relacion entre isomorfia y equivalencia elemental que se establece al comparar un sistemas
de tipo Cy un sistema B, donde Be Rep(C), utilizando el lenguaje formal de primer orden
L(C) (véase Chang, o Manzano para las definiciones y resultados necesarios de teoria de
modelos).

A continuacion damos una breve descripcion de los elementos que hemos introducido
en la definicion de los sistemas de tipo C, pero no desde el punto de vista estrictamente
formal -cosa que daremos después-, sino desde el punto de vista de las relaciones
semdnticas que queremos establecer entre ellos y la estructura de los modelos tedricos. Asi,
incluimos en estos sistemas:

- Una operacion e: Cx C— C conmutativa y asociativa, de manera que todos los
elementos de C descritos anteriormente (es decir, conjuntos de puntos estacionarios y
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sucesiones finitas de estos conjuntos en hipersupetficies de energia potencial, por ejemplo)
pueden ser representados de forma unica por una ecuacién de la forma a = p;e...ep,,,
siendo p;, i=1,...,n. nimeros primos. Una férmula simple de la forma a = p (siendo p
primo), representa un conjunto de puntos estacionarios asociados a una misma molécula en
una misma hipersuperficie. Utilizaremos la notacion PI={p;: i=1,...m} para denotar el
conjunto de simbolos que representan el conjunto inicial de dtomos del sistema que
queremos estudiar, que se puede asociar a un subconjunto finito de nimeros primos.
Incluiremos también en nuestra representacion numérica la "férmula vacia” -que representa
la "molécula sin dtomos"-, a la que asignamos el nimero 1.

- Una relacion M(a;,a)), a;,aje C, que establece que a; y ajson conjuntos de puntos
estacionarios o sucesiones de puntos estacionarios que contienen el mismo nimero y tipo
de dtomos del conjunto inicial PI. Esta relacion también puede establecerse haciendo una
particion del conjunto C utilizando la "funcion de masa" m propuesta por B. Lauth (véase
Lauth 1989).

- Una relacion R(2,3)), a;,aje C, que debe entenderse como que a; y a; son dos estados
del sistema, antes y después de la reaccion quimica. Este predicado puede definirse por
ejemplo, en el contexto de la teoria de hipersuperfiecies de energia potencial, en términos
de la accesibilidad y de la estabilidad energética de las configuraciones moleculares (puntos
estacionarios) a;y a;. También, en el formalismo de B. Lauth, R puede definirse como una
combinacion de los dos estados implicados en una reaccidén quimica y las clases de
equivalencia definidas por la funcion m2. Notese que la energia -la funcion que nos permite
definir las hipersuperficies en el contexto tedrico de Mezey- no es el tnico criterio que se
puede utilizar para definir una relacion de quasi orden como R. En la tradicion quimica existen
una gran cantidad de "potenciales” o criterios cuantitativos que nos permitirian definir
relaciones de las mismas caracteristicas, como la energia libre, el potencial de oxidacion, o la
fuerza dcido-base.

- Finalmente, definimos la relacion I(a;,aj), 3;,35€ C, que se verificard cuando dos
estructuras 4; y a; tengan el mismo valor de energfa, o de cualquier otro "potencial” que se
haya utilizado en la definicion de R. Y puede ser definida en funcion de R, como veremos
mds adelante, pero es conveniente utilizar una notacion especifica para destacar esta
relacion.
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La definicion propuesta de una representacion Be Rep(C) de un sistema de tipo C
puede resultar muy abstracta. Por eso, en primer lugar, y con el fin de motivar la definicion
formal que daremos después, vamos a construir un ejemplo de un sistema B. Supongamos
que queremos definir un conjunto de formulas quimicas empezando por el -solo
potencialmente posible- estudio tedrico de todas las estructuras moleculares formadas por
dtomos de carbono y de hidrogeno. Nuestro sistema de tipo C contiene por lo tanto todas
las estructuras moleculares estables que pueden definirse a partir de combinaciones de
cualquier nimero de estos dtomos, asi como sucesiones de estas estructuras, y las
interacciones que aparecen entre ellas. Esto significa que tenemos definidas las relaciones M
y R, y por lo tanto la I. Podemos definir una representacion By de este sistema muy
ficilmente:

a) En primer lugar, asignamos el nimero primo 2 al 4tomo de carbono aislado C, vel3al
dtomo aislado H. Consideremos un elemento aie C. Siempre podremos encontrar un 4eC
tal que M(a;,3), y que tiene asignado un nimero de la forma 213m es decir, que esta
definido por un conjunto de dtomos considerados aislados.

b) Por lo tanto, si a; es un elemento de C como el que hemos dado en a), podemos
definir una aplicacion

¢:C—>C
de manera que para todo ai tal que M(a;,a)), se define oy (aj)=a;. Es ficil comprobar que si

tomamos todos los elementos de C que tengan asociados niumeros de la forma 2n3m,
siendo n'y m ndmeros naturales, la aplicacion est4 bien definida.

¢) Podemos definir ademds la aplicacion
02:91(C)>NxN
como @;(a;)=(n,m), y la funcién
@3:Nx N— CyHy

como ¢3((n,m))=CyHy, donde CyHy={C,Hy,:n,m € N} es el conjunto de elementos de
nuestra representacion By,
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La definicién mds sencilla de las relaciones Ry M en la representacién B es la siguiente:
R = {R(CoHp, ChHm):n,m e N} y M = {M(CyHp, CoHpy):n,m e N}.

El lector puede comprobar con facilidad que la composicin de aplicaciones @3 o ¢ o @1
es un homomorfismo para las funciones y relaciones definidas en el sistema de tipo C inicial,
y que ademds es suprayectiva. Utilizaremos estas condiciones para la definicion que a
continuacion haremos del conjunto Rep(C).

A partir de esta representacion By, que representa exactamente el nimero de dtomos
de Cy H que contiene un sistema fisico formado por dtomos de C y H, podemos definir la
representacion B,, mediante la aplicacion ¢4 que asigna a toda férmula del tipo C,Hy, la
formula C.Hg, donde ry s son el resultado de dividir n'y m pof el maximo comun divisor de n
y m, respectivamente. B, constituye el conjunto de las llamadas férmulsas estequiométricas
o0 empiricas, y es una representacion clasica en quimica.

Estos ejemplos de sistema de tipo C y de dos representaciones de C evidencian que en
general los sistemas de tipo C son estructuras formales significativamente diferentes a las
estructuras formales que son sus representaciones. La primera pregunta que se plantea,
cuando se pretende analizar la relacion entre C y Rep(C) es la siguiente: ¢(Es posible
encontrar una representacion de C que no sea isomorfa a C que verifique exactamente el
mismo conjunto de sentencias de L(C) que C?. Si la respuesta a esta pregunta fuera si, seria
posible obtener representaciones significativas de sistemas simbélicos en quimica
diferentes -y potencialmente mds simples- de los que se deducen directamente de la
construccion de los sistemas de tipo C. El resultado formal fundamental de este trabajo -el
teorema 2.4- demuestra sin embargo que esto no es posible. En el lenguaje técnico de la
teoria de modelos, estudiar esta cuestion consiste en determinar los submodelos
elementales de C que satisfacen las condiciones algebraicas mediante las cuales definimos
las representaciones de C. Hemos estudiado por lo tanto la & categoricidad de los sistemas
de tipo C, y hemos demostrado la siguiente proposicion, que implica la anterior: Si B es una
representacion de C que es elementalmente equivalente respecto del lenguaje L(C) al
mismo C, entonces B es isomorfo a C. Ademds, la aplicacién que define este isomorfismo es
la misma que define a la propia representacion B.
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2. Sistemas de tipo C. La clase de las representaciones de un sistema de tipo
C

2.1. Definicion. Llamamos un sistema de tipo C a una estructura algebraica de signatura
(2,0,2,2,2) que contiene un conjunto C, una operacion binaria e, una relacion de cuasi-orden
R,y dos relaciones de equivalencia M,], de manera que:

1- C={1}u{a; | ieN}. Denotaremos mediante los simbolos pi 2 algunos elementos
especiales de C.

2- Operacion e. Se debe cumplir (C, )=(N-{0},.), la estructura multiplicativa de los
numeros naturales. Asi, para todo a;e C, ael=a,.

3- Relaciones: R debe ser una relacién de quasi-orden (reflexiva y transitiva).
MeTson relaciones de equivalencia (reflexivas, simétricas y transitivas), donde la
definicion de I viene dada por: I(@,a5) si'y solo si R(a;a)) v R(a;,a;). Ademis,

(1,1)eIcReM.
y si qje C verifica M(1,4;), entonces a,=1.

4- Para todo a;e C, definimos Ma={aeC| M(a;,3)}, que es la clase de equivalencia de a;
segun la relacion M. Entonces | Ma;| es finito para todo aie C, y por Io tanto el
cardinal del cociente |C/M| es el de los nimeros naturales,

5- Existe un subconjunto finito PI=C de manera que para todo a;e C existe un yetal que
M(a;,5) que cumple que 4=pji®...epj, siendo pj P, 1<r<k, donde k depende de
cada j. En particular, para todo pe PI, Mp<P], y si ag PI, ManPI=g. Este conjunto PI
representa al conjunto de estados fundamentales de todos los tipos de dtomos que
forman C8.

6.- Consideremos el conjunto P={a;| va, a,,e C-{1}, ey} Entonces para todo
ae C Faie P tal que M(a;,a;). Ademis, PIcP.

2.2. Definicion. Sea aje C. Definimos la longitud A(a;) de a; como:

A(a)=n Siy solosi a=ay;e...eqy; siendo a;e P para todo j.
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De acuerdo con esto, podemos definir la longitud de un conjunto de la forma Mae C/M
como A(Ma)=max{A(a;) | M(a;,a;)}.

Asumiremos que los sistemas de tipo C vetifican también, con respecto a la longitud, la
siguiente propiedad: Sea ae C; si A(Maj)=A(a))=n, siendo ae Ma;, entonces
a=pji®...pjy, donde pje PI para todo 1<r<n.

Por otra parte, en la demostracion de las siguientes proposiciones necesitaremos la
siguiente definicion: My, = {Ma; | \(Ma;) < m}. Se puede comprobar ficilmente que Mpes
finito para todo m. En las demostraciones que siguen utilizaremos dos indices para mayor
claridad.

2.3. Definicion?

Sea B un sistema que contenga la constante 1, una funcién y tres relaciones como las de C,
que verifican el tercer punto de la definicion de C dada en 2.1. Decimos que B es una
representacion de C si existe una aplicacion suprayectiva ¢ de C en B que satisface:

1- Para cacla bie B existe un ae C tal que @(a)=b;.

2- Para todo a;,2i€ C, @(a;0a5) =g (a;)*¢(x); En particular, (1)=1.

3-Sea L una de las relaciones R M o I. Entonces, para todo a;,aie C, si se cumple L(a;,ay),
entonces se cumple L(o(a;),0(a))).

En otras palabras, ¢ es un homomorfismo suprayectivo de C sobre B. Llamaremos
Rep(C) al conjunto de todas las representaciones de C.

Definimos el lenguaje formal L(C) que utilizaremos como un lenguaje de primer orden
que contiene al menos una constante (1), una funcion (f) -para denotar al producto- y cuatro
predicados (M,],R,=). Denotaremos a las variables como x;, y; 0xj, i,je N-{0}. Utilizaremos
la relacion de equivalencia elemental para estudiar las relaciones entre sistemas de tipo C v
los conjuntos de sus representaciones Rep(C). Recuérdese que se dice que entre dos
sistemas formales Ay B se da una relacion de equivalencia elemental respecto al lenguaje
L (y se expresa como A=B) si toda proposicién del lenguaje L que es cierta en A lo es
también en B, y viceversa.

El resultado formal fundamental de este trabajo es el siguiente teorema. Nuestra
demostracion es bastante técnica, por lo que la hemos dividido en una serie de lemas. Sin
embargo, dadas las caracteristicas de los sistemas de tipo C y de sus representaciones, el
lector conocedor de la teorfa de modelos se dard cuenta de que el resultado es bastante
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intuitivo. La notacion utilizada es la habitual en la teoria de modelos y en la teoria de
conjuntos. Si A es un conjunto, |A|eN es su cardinal.

2.4. Teorema. Consideremos un sistema de tipo C. La tnica representacion Be Rep(C)
que es elementalmente equivalente a C en L(C), es C.

Demostracion. Se trata de probar la coimplicacion B=C¢sB=C. Como B=C—sB=C es
obvio, los siguientes lemas estdn dirigidos a la demostracién de la implicacion
complementaria. Para agilizar la notacién, en toda la demostracion, cuando al construir una
formula de la forma aap, alguna variable de B quede abierta, asumiremos que los
cuantificadores de o afectan también a B, cerrandola.

2.5. Lema

Sea C un sistema de tipo C y sea Be Rep(C). Sea una funcion ¢:C—B que verifica las
condiciones de la definicion 2.3. Si existe un pje PI tal que o(pi)=1, entonces no es cierto
que B=C.

Demostracion

Consideremos el subconjunto PI de C, que existe por definicion, de manera que [Pl =n, yel
conjunto cociente de PI por la relacion M es PI/M={M| 1<iss}. Definimos d;:=| M| para
todo 1<iss. Consideremos la siguientes proposiciones o, 1<i<s, del lenguaje L(C):

dj dj dj
0 = i1 Xidg Vidiy (A X # Xigyp) = [(A Mxig, X)) A (A =M(x;, Xidi41)) A
1 =1 =1 ~

di dj di
A (AN Xjj #Xik) A (A Xij # 1)]

=1 j<k =1

Ahora, definimos las proposiciones o y B; como:

s s dij
o = (A o) A (A A =M(xy, x1))
i=1

=1 t<r
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s d
B1 = Vy1y2 (A A My, v2), ) A1 #1Av2#1)
i=1 j=1

(recordemos que, en nuestra notacion, o A By estd cerrada por los cuantificadores de las
O(i).

Obviamente, o A By €s una proposicion de L(C), que solo es satisfacible en C cuando
asignamos elementos p; de PI a las variables x;; (véase el punto 5 de la definicion 2.1.).

Para demostrar el lema, veamos en primer lugar que si existe algun aje C tal que
o(a)=1, y B=C, entonces para cada ae Maj, g(aj)=1. Pero esto es ficil de comprobar, va
que la proposicion

vxM(1x)—>x=1

se verificaria en C y no en B si se dan estas condiciones.

A continuacion, supongamos que existe un pje PI tal que o(p;)=1. Veamos que eso
implica que existe una sentencia o; que no puede ser satisfecha con elementos de ¢(C). Si
o(p))=1, entonces, para cada pjie Mp;, ¢(p;)=1. Por lo tanto, ¢(Mp;) no satisface oj A By.
Por otra parte, si existe algtin aje C-P1 tal que (Maj) satisface o5 A B; entonces existe un
age Maj tal que o(ag)#1 y ax=pik®...®Prk, donde r>2 y pixe PI. Como ¢ es un
homomorfismo, tenemos que ¢(a)=e(p1k)®...2@(Prk), ¥, por la condicion impuesta por
By, existe un p; tal que @(ay)=(py)#1, pre P, y p#p;. Entonces, para cada a,e May,
tenemos que @(a;)e Mg, ¥ entonces My satisface o 0 o, pero no satisface o A By,
ya que para eso es necesario que se satisfagan o y o, por conjuntos de elementos
diferentes del modelo. En otras palabras, y razonando igual para todo aje C-P1, siempre
podemos encontrar una proposicion o de L(C) tal que para cada ae C, o no se satisface con
¢(Ma,). Esto concluye la demostracion.

O

2.6. Lema

Para cada a;e C, si M(Ma,)=n y B=C, entonces A(Me(a;))2n.
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Demostracion

Para cada a,e C existe un aeCral que M(ai,a) v a=py;e...epy;, pije PI. Entonces AMMay)=n.
Como ¢ es un homomorfismo, se cumple

M(a;,3)—>M(o(a),0()),

donde ademds ©(@)=¢(p1))e...29(pyy). El resultado es una consecuencia por lo tanto del
lema 2.5.

O

2.7. Lema

Sea Be Rep(C). Sea ¢ un aplicacién de C en B como en la definicion 2.3. Entonces, si B=C, @
es inyectiva.

Demostracion

1) Para demostrar este lema construiremos una proposicion oy, del lenguaje L(C) que sélo
se satisface cuando la asignacion de valores en las variables que aparecen en ella se hace en
los clases Ma; tales que A(Mag)<n. El nimero de clases de equivalencia que satisfacen esta
restriccion es finita por la definicion dle los sistemas de tipo C; es decir, el cardinal de M, es
se N. Denotamos por el signo d; al cardinal de Mi, si Mie M.

Definamos a continuacion, para cada uno de estos Mi, la proposicion:

d di di
o = ElXi]...Xidi VX;dH_l (/\ Xidi+l ¢Xi]‘) —> [(/\ M(Xil: Xij)) 7AN (/\ ﬁN[(Xij, Xij+1>) AN
i=1 i=1 i=1

d d
A (/\ A Xij ¢Xik)]

=1 j<k

Construimos también la siguiente proposicion de L(C):
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Bn = (A o) A (A A =M(xig, Xj1))
i=1

i=1 i<
Si imponemos explicitamente la condicion A(Mi)<n, entonces obtenemos la proposicion:

] n+1
on = Bn A (Y1 Y1 ¥V VA £, £ Yot ) =X = Vv =1)
i=1 k=1 =i

2) Comprobemos que esta proposicion solo se verifica en B si ¢ es inyectiva. Para ello,
en primer lugar, notemos que podemos definir una particion de C como la dada por los
conjuntos C, y C; siguientes:

Co={ac Maj| Maie M}, C.=C-C,.

Supongamos ahora que ¢ no es inyectiva. Entonces, podemos encontrar dos elementos de
C,a; y a tales que aza; y ¢(a)=(a)), y tenemos dos elementos a; y a de las clases de
4 y a respectivamente, en los cuales se alcanza la longitud de esas clases; es decir,

- Existe un elemento a'; de la forma a'; = pj;e...epy, siendo pje PI, que cumple M(ay,a'),
yA@)=AMa)=v.

- Existe un elemento aj de la forma a'j = pjje...epj, siendo pye PI, que cumple M(@;,a),
y A(@})=r(Maj)= m.

Ahora, consideramos una sentencia de la forma oy, donde n=max{v,m}. Entonces:

a) Por una parte, no existe ninguna asignacion para las variables x;; que vienen afectadas
por un cuantificador 3 en @(C;) que satisfaga la proposicion oy, va que si age C;, entonces
AMeo(ay))>n, y la proposicion oy, no se cumple.

b) Por otra parte, supongamos que asignamos algunos de los elementos de ¢(Cy,) a las
variables x; que tienen el cuantificador 3 en la formula. Esta asignacion tampoco satisface la
formula, ya que | @(Cy) | <|Cyql, v necesitamos exactamente |C,| elementos para
satisfacer o,
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Por lo tanto, como estos dos casos completan el conjunto de todas las asignaciones
posibles a las variables de oy, concluimos que si B=C, entonces ¢ es inyectiva.

O

Final de la demostracion del teorema

Supongamos que B=C. Consideremos la aplicacién ¢ de C en B que define el
homomorfismo de la definicion de representacién. Del lema anterior, sabemos que @ es
inyectiva. Por lo tanto, ¢ define una biyeccion de C en B. Veamos si ademds todas las
relaciones son también equivalentes en C y en B.

1) En primer lugar, por la definicion de o, se cumple que p(a02)=0(a;) o0 (a;) para
todo par de elementos a;, a; de C. Luego, con respecto al producto, las estructuras son
isomorfas.

Por otra parte, con respecto a las tres relaciones M, Iy R, como ¢ es un homomorfismo,
siempre se cumple que L(a;,a;) implica L(o(a),0(a)), siendo L=M,I o R. Sdlo es necesario
demostrar por lo tanto las implicaciones complementarias para las tres relaciones.

2) Relacion M: Supongamos que existen elementos a, a,, de C tales que
M(p(ay),0(an)) y ~M(a,ay). Consideremos la proposicion oy, del lema anterior, siendo
n=max{A(May),A(May)}. Entonces, supongamos que o, se satisface, siguiendo la
notacion de la demostracion del lema anterior, si el cardinal de M), es s. Por las
caracteristicas de ay,, sabemos que entonces solo se satisface si | M'y] =s. Pero por
hipotesis, M'nl <(s-1) en (C), y como B=C, llegamos a una contradiccion.

3) Relacion R: Supongamos que existen elementos ay, a,, de C, (siendo la definicion
de este conjunto como en el lema anterior) tales que R(o(ay),0(ay)) v =R (ak,ay).
Definamos los siguientes conjuntos:

R':{(ﬂi,ﬁj) I R(ai,aj), Zli,ilje Cn}
R"={(a,) [ -R(a,3), a,3€ Cp}.
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Los dos conjuntos forman una particién de C,xCy,. Consideremos una asignacion semdntica j
de elementos de C a las variables x; que satisfaga o, Podemos construir la siguiente
formula:

Ba=( A R(Xij) Xik)) A ( A “R(Xen, Xim))
(i(sip), (xik)) € R (j(sm), (xtm)) € R”

Obviamente, la asignacion j satisface Bg,. Ya hemos demostrado que si C=B, entonces
|Ca| = |(Cy) | . Por lo tanto podemos definir

o(R)={(o(@),p(a)) | R(o(@),0(a), aiaje Co}
o(R")={(0(@).9(®)) | —R(p(@),0()), 3,1 Cn}

Como R(9(a),0(am)) Y =R(ak,an), tenemos que |o(R) |> R y que [o®R")[<|R"].
Consideremos la proposicion oy, Bry. Notese que Brq estd cerrada por los cuantificadores
de o, Ahora, obsérvese que si i es una asignacion cualquiera para las variables x;; que
estén afectadas por cuantificadores 3 que satisface o, entonces i(xi)=i(Xm) Si y sOlO si
Xi=Xm, ¥ 1(X}),i(xm)€ ¢(Cy). De acuerdo con esto, dada una asignacion & en o(C), k no
puede satisfacer gy, ya que existe otro par (XjXm) tal que R(xjjXm). Esto demuestra que
R(;) si v 5610 5i R(o(ay) 9().

Por ultimo, lo mismo se cumple para, ya que este predicado estd definido a partir de R.
Esto concluye la demostracion del teorema.

a

2.8. Nota. Una aplicacion directa de los resultados fundamentales de la teoria de modelos
nos permite generalizar automdticamente los resultados obtenidos a extensiones L'(C) del
lenguaje L(C) definidas como L(C) = L(C)uUS, siendo S={c;ie N} un conjunto de
constantes. La inclusion de constantes en el sistema formal puede ser necesaria para
denotar algunos elementos de C especificos; por ejemplo, si queremos que el signo H,
siempre sea asignado a dos dtomos de H que forman una molécula, es necesario introducir
H,=c; como constante en el lenguaje.
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3. Conclusiones

Desde el punto de vista formal, hemos demostrado en el apartado anterior que no es
posible mantener invariante la teorfa asociada a la interpretacion molecular de la quimica
cuando intentamos utilizar otra representacion que sea propiamente mds pequefia -un
sistema de tipo B- que la originalmente aceptada -un sistema de tipo C. Este es el resultado
principal de nuestro trabajo. Recordemos que, desde el punto de vista de la teoria de
modelos, entendemos como teoria el conjunto de sentencias que son ciertas en el lenguaje
L(C). Por lo tanto, en cualquier representacion que propongamos "para hablar de quimica”
-siempre que aceptemos como valica nuestra definicion de representacion-, como puede
ser por ejemplo la formulacién quimica establecida por la TUPAC, el conjunto de sentencias
vilidas es diferente del conjunto de sentencias vilidas en el sistema de tipo C
correspondiente, que nos da la interpretacion microscopica. Por lo tanto, v esta es nuestra
conclusion principal, la aplicacion de la quimica cudntica para la interpretacion molecular de la
quimica hace depender la teoria de la quimica tanto de la propia interpretacion
microscopica como de la estructura del sistema simbdlico utilizado para expresaria.
Asi, la representacion By que hemos construido anteriormente como ejemplo, verifica un
conjunto de sentencias que es diferente del que satisface el sistema de tipo C
correspondiente, ya que el homomorfismo asociado a esta representacion no es bivectivo.
Por ejemplo, la proposicion

vy, X M(xy, X2) = R(xp, x2)

es verdaderaen B, y falsaen C.

La demostracion de esta dependencia de la estructura del sistema simbolico utilizado
como representacion conlleva la necesidad de hacer un estudio formal de la propia
representacion, para poder distinguir qué propiedades son una consecuencia de la estructura
molecular de la materia y cudles son simplemente consecuencias lingtiisticas. El uso de una
representacion -en el sentido técnico que nosotros le damos al término- introduce siempre
una generalizacion, va que segun nuestra definicion implica la utilizacion de un solo simbolo
para la representacion de diferentes configuraciones moleculares, v por lo tanto, lo que se
afirme para este unico simbolo, se estd afirmando para todo el conjunto de estructuras que
se asocien a tal signo. Podemos concluir, por lo tanto, que el estudio microscopico mediante
la quimica cudntica no puede en general conducirnos directamente a la formulacion de
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sentencias propias de la quimica; antes es necesario estudiar cudl es la estructura de la
representacion utilizada, y si nuestra conclusion es formulable en este lenguaje sin que
cambie su significado.

Notas

L Existen modelos tedricos basados en la mecdnica cudntica que utilizan propiedades derivadas de la
formacion de grandes colectivos de moléculas, modelizando directamente liquidos o sélidos. Sin
embargo, este enfoque -propio de la fisica del estado solido, por ejemplo- no es el usual en quimica
cudntica, donde la modelizacion de las moléculas simples sigue siendo el planteamiento mds
habitual. El nimero de trabajos cientificos que se publican al afo con esta metodologia puede ser
del orden de decenas de miles.

2 Es bien sabido que en quimica los sistemas de representacién son fundamentales, como confirma la
larga tradicion histérica de la nomenclatura v la formulacion quimicas.

3 Esta aproximacion, que es fundamental en la aplicacion que hace la quimica tedrica de la mecdnica
cudntica no relativista se puede resumir diciendo que las coordenadas de los nticleos atémicos se
pueden considerar fijas en un momento dado, siendo solo necesario estudiar el sistema desde el
punto de vista cudntico para los electrones (véase por ejemplo, Pilar 1968).

+ En este trabajo aceptamos, como se hace habitualmente, que solo un nimero finito de puntos
estacionarios "con sentido quimico" puede ser obtenido a partir del estudio de una superficie de
energia potencial.

5 Este planteamiento hace que debamos ubicar nuestro trabajo dentro del contexto del
estructuralismo. Nuestra insistencia al respecto de que el conjunto de relaciones v funciones es el
minimo posible es un intento de evitar unos planteamientos excesivamente reduccionistas:
siempre podriamos introducir mds relaciones, si lo considerdramos necesario

0 Bernhard Lauth ha investigado algunos problemas de referencia en el formalismo de la quimica.
Nuestro trabgjo, sin embargo, ilustra otro punto de vista diferente del suyo para enfrentarse a este
problema. El lector puede encontrar algunas ideas relacionadas. siguiendo el enfoque
estructuralista, en Balzer v col. (1987), v Hettema v col. (1988). En concreto, nosotros optamos por
una determinacion de la referencia de las formulas quimicas en la propia teorfa cudntica. no
como Lauth, que trabaja en una asignacion empirica. Desde este punto de vista, nuestro enfoque
reduce el problema, en realidad, a la compatibilidad de los formalismos implicados.

7 Este pirrafo debe entenderse como un teorema de representacion. en el contexto de la teoria de
modelos, aunque no lo demostramos formalmente, va que consideramos que la prueba es directa.
pero muy larga.

8 Obsérvese que, aunque impongamos que el conjunto PI sea finito, el conjunto C definido en el
punto 1 no debe serlo. Nuestra intencion es que el conjunto C contenga al menos fodas las
posibles combinaciones de cualquier niimero de elementos de PI, puesto que pretendemos poder
representar sistemas compuestos de cualquier nimero de dtomos. C es por lo tanto un conjunto
infinito numerable. Esto puede comprobarse en los ejemplos de sistema de tipo C v de
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representacion dados al final de la seccion anterior, donde PI s6lo contiene dos elementos. v C es
infinito.

9 Hemos definido representacién como un homomorfismo de la estructura que queremos representir
(el sistema C) sobre algunas estructuras concretas. Esta definicion. adaptada a nuestro
planteamiento, es similar (pero no igual) a la propuesta por Mundy (Mundy 1986) como un
clemento bidsico dentro de la teoria general de la representacion. Este tipo de definiciones son
vdlidas para sistemas matemdticos, que es el contexto en el que aparecieron. Se podria plantear si
es legitima su aplicacion a sistemas fisicos. En nuestro caso, sin embargo, recordemos que a fin de
cuentas nuestro referente es una teorfa matemdtica, puesto que los sistemas de tipo C son
sistemas formales.
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