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Prologo

En el curso 1999-2000 comenzé a lmpartirse en la Facultad de Ciencias de la Universidad
del Pais Vasco la titulacién de Ingenierfa Quimica.

Dentro de dicha titulacién se nos asignd a las profesoras Virginia Muto y Maria Begoiia
del Hoyo. la docencia de la asignatura de “Fundamentos Matemdticos para la Ingenieria”.
Como el temario era amplio y el tiempo que tenfamos para dedicar a nuestros alumnos era
corto, decidimos preparar unos apuntes que les sirvieran de ayuda para “no perderse” por
la asignatura y adentrarse asf en el mundo de la Matemética que consideramos bésica
para poder desarrollar con éxito su formacién en la Facultad.

Desafortunadamente nuestra experiencia nos dice que los alumnos que llegan a primero
de Ingenierfa Quimica carecen del habito e incluso en muchos casos de la capacidad para
el estudio y correcta interpretacién de los textos usualmente disponibles en el mercado.
La motivacién principal que nos ha inducido a escribir este libro y probablemente nuestra
aportacion original esencial al mismo, ha sido la de producir un texto que pudiera jugar
un papel intermedio entre el profesor-tutor y los textos ordinarios, por decirlo en otras
palabras que proveyera al alumno con una especie de servicio de tutorizacién impresa,
haciéndoles facilmente digerible ideas. conceptos y métodos expresados de forma menos
elaborada y compacta en otras obras.

Después de dos anos de andar con ho jas “para adelante y para atrds”hemos creido conve-
niente publicar estos apuntes en formato libro can el Gnico objetivo de que para nuestros
alumnos sea més fécil disponer de los apuntes completos de la asignatura desde el primer
dia de clase.

Para confeccionar dichos apuntes nos basamos en log siguientes libros:

N. Piskunov: Cdlculo Diferencial e Integral. Montaner y Simén, Barcelona, 1978.

E. Marsden & A. J. Tromba: Calculo Vectorial. Addison-Wesley Iberoamericana, 1987.
L. Salas & E. Hille: Calculus - Caleulo de una y varias variables con geometria analitica.
Reverté, 1995.

B..P. Demidovich: Problemas y gjercicios de Andlisis Matemético. Paraninfo, 1969.

B. P. Demidovich: 5000 Problemas de Anslisis Matematico. Paraninfo, Madrid, 1990.
M. Spivak: Célculos. Caleulo Infinitesimal. Reverté. 1970.

J. Martinez Salas: Elementos de Matematicas. Gréficas Andrés Martin, Valladolid, 1977.
S. Lipschutz: Algebra Lineal. McGraw-Hill. 1992

M. Castellet & I. Llerena: Algebra Lineal v Geometria. Reverté, Barcelona, 1992.

E. Tebar Flores: Problemas de Célculo Infinitesimal, Tebar Flores, Albacete.

A. Luzarraga: Problemas resueltos de Algebra Lineal. Romargraf, 1966.

¥ €1l 0tros apuntes que en nuestra experiencia docente de largos afios habiamos ido acu-
mulando.

Agradecemos cualquier sugerencia que los lectores nos hagan, para poder subsanar en el
futwro defectos y errores en el trabajo que deben ser imputados a nuestra tnica respon-
sabilidad. Siempre con el objetivo de conseguir un texto Util para nuestros alumnos de
Ingenierfa Quimica y si es posible, también, para alumnos de otras secciones.



Agradecemos la ayuda inestimable de César. sin la cual no hubiésemos podido “arrancar”el
1 de Octubre de 1999, a nuestros maridos Jon v Alberto por sus primeras lecturas y criticas
vy a nuestros hijos Ane Miren, Mikel. Patxi v Ana que sobre todo el printer curso tuvieron
que aguantar a unas madres que eran un manojo de nervios.

Leioa. Junio 2001
Virginia v Begona
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Capitulo 8

Algebra Matricial.

8.1 Matrices. Operaciones con matrices.

Definicién. Una matriz rectangular de orden m x n sobre un cuerpo K es una dis-
posicion rectangular de m - n ninieros encerrada entre paréntesis, distribuidos en m filas
v n columnas. A los ndmeros que aparecen en una matriz se les lama coeficientes de
la matriz. A cada uno de estos elementos se le atribuyen dos subindices que indican el
primero la fila y el segundo la columna de la matriz, esto es, la posicién en la que estd
dicho elemento.

ain Q12 ... G
Qa1 Q2 ... Q34 . i .

A= . . . . = (&), ag €K, i=12....m, j§=12,...,n
A1 Am2 . Qupp

Ejemplos concretos de matrices 2 x 2, 2 x 4 v 3 x 3 son los siguientes:

2 4 15
3 3 )7 6 5

A la primera y a la tercera se las llama matrices cuadradas: tienen el mismo nimero
de filas y columnas.

15 2
37 2
6 5 4

Definicién. Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada n x 7 a todos los
elementos que se encuentran en la linea que va desde el vértice superior de la izquierda
(a11) al inferior de la derecha (@mn). A la otra diagonal se le lama secundaria (desde
Qi & Qpy)-

Definicién. Una matriz fila es una matriz de orden 1 x n

AI(an ay ... aln)-
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CAPITULO 8. ALGEBRA MATRICIAL.

Definicién. Una matriz columna es una matriz de orden m x 1

Definicién. Dada una matriz A, se llama matriz opuesta, y se representa por —A. a
aquella matriz tal que sus elementos son los simétricos (opuestos en el caso K = R) de
los elementos de la matriz A.

a=(38) —a=(Z )

Definicién. Una matriz A de orden m x n es nula si todos los elementos a;; son nulos.
Se suele denotar con el simbolo 0 (cero).

Por ejemplo

Ejemplo. Las siguientes matrices nulas son de orden 3 x 2 y 3 x 3, respectivamente:
00 000
A=100 B=(000
A0 0 000
Definicién. Una matriz A cuadrada n x n es diagonal si todos los elementos que no
pertenezcan a la diagonal principal son nulos.
Por ejemplo, las siguientes matrices 3 x 3 son diagonales:
100 20 0
A=102 0 B=]00 0
003 00 -2

Definicién. Se dice que dos matrices A y B son iguales si son del mismo tamatio m x #
vsiay;=byparacadai=12,...,myj=12...,n

Pasamos ahora a estudiar las operaciones con matrices. Sea Mpxr €l conjunto de matrices
de orden m x n sobre el cuerpo K.

Definicién. Si A y B son matrices ambas m x n. A, B € Mpx,. entonces la suma dc
Ay B, denotada por A+ B, es la matriz m X n cuyos elementos son ¢;; + bi;, para cada
i=12,...,myj=12...,n Para sumar dos matrices, las dos tienen que ser del
mismo orden.

De esta manera, se ha definido una ley de composicién interna:

men X J\'men — A‘M[m,xn
(A, B) — A+ B.
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8.1. MATRICES. OPERACIONES CON MATRICES.
Ejemplo. Suma de dos matrices 2 x 3:
240\ (123)_(363
033 6 41) \674)
Definicién. Si A es una matriz m x n y A es un escalar, A € K, entonces el producto

escalar de A por A, denotado como A 4, es la matriz m x n cuyos elementos son Aagj,
paracadat=1,2,...,myj =12 ..., n; es decir, la matriz que resulta al multiplicar

cada elemento de la matriz A por A.

Ejemplo de producto escalar de A = 3 y A matriz 3 x 3 es el siguiente:

2 -2 0 6 -6 0
AA=310 3 3 |=]0 9 9
2 -1 3 6 -3 9

Si A € Myyp, la matriz A A € M. luego acabamos de definir una ley de composicién
externa:
K x Mpsn _ My
(A, A4) —  AA .

Podemos ahora enumerar las siguientes propiedades generales de la adicién y de la
multiplicacién escalar matricial. Estas propiedades son suficientes para clasificar el con-
Junto M, de todas las matrices m x n con elementos en un cuerpo X (en nuestro caso
K =R 6 K =C), como un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

1. Propiedad asociativa de la suma: ¥ A, B,C € M,

mxn

(A+B)+C=A+(B+C);

)

. Elemento neutro de la suma: V A € M., existe la matriz nula 0 € Moxn tal que
A+0=0+4=A4;
3. Elemento simétrico: V A € M xn, existe la matriz opuesta —A € M., tal que
A+ (-A)=(-A)+A=0;
4. Propiedad conmutativa de la suma: V 4, B € M,yn
A+ B=B+A.

Con estas primeras cuatro propiedades tenemos que (Monxn, +) €s un grupo conmu-
tativo.
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CAPITULO 8 ALGEBRA MATRICIAL.

5. Propiedad distributiva del producto escalar con respecto a la suma de matrices:
YAeK, VA BE Mux, )

AMA+B)=XA+AB;

6. Propiedad distributiva del producto escalar con respecto a la suma escalar:
V}\,NGK, VAEmen

(A+p) A=2A+pA

7. Propiedad asociativa del producto escalar: ¥V A, u € K, VA € Mpun

ApdA) = (Ap) A;

8. Elemento neutro del producto escalar: ¥ A € M, x,, existe e; elemento neutro para
el producto en el cuerpo K, tal que

61‘A=A;

Todas estas propiedades se cumplen por ser K un cuerpo.

Con estas tltimas cuatro propiedades tenemos que (AMuxn, -+, -) €8 un espacio vec-
torial sobre el cuerpo K.

Consideremos ahora las m - n matrices M;;, de orden m x n con todos los elementos nulos
menos el correspondiente a los subindices de la matriz, que vale uno. Por ejemplo

10 0 00 0 00 ... 0
00 00 ... 1 00 ... 0
*Mll = . 1\4217, = PR . 3 A’/[mn = .. .
00 ... 0 00 ... 0 00 ... 1

Es fdcil verificar que dada una matriz cualquiera A de orden m x n es posible escribir la
matriz A como suma de las m - n matrices M;;

A= ay; My + a1g Mg+ a3 Miz + .o+ G My

Esto quiere decir que {My1, Mig, ..., Min, ... .My} es un sistema de generadores del
espacio vectorial (M, xn, -+, ). Ademds, son linealmente independientes por ser

ay My + aao Mio +oag Mia + ...+ Qi My = 0

si y sélo si todos los escalares oy; son nulos. Luego las matrices {Mi1. Mo, ... My}
forman una base del espacio vectorial de las matrices M,«, definidas sobre el cuerpo Iv.
Entonces, la dimensién de este espacio serd m - n.
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8.1. MATRICES. OPERACIONES CON MATRICES.

Definicién. Sean A una matriz m X n y B una matriz n X p, definidas sobre un cuerpo
K. El producto matricial de A y B, denotado por C = A B, es una matriz m X p,
cuyos elementos ¢;; estédn dados por

n

Cij = ZCLLA bij = aqn biy + as bay + -+ + Qin by
k=1

para cada i = 1,2,...,my j = 1,2,...,p (normalmente conocido como producto filas
por columnas). Es importante notar que para poder multiplicar dos matrices 4 y B el
numero de columnas de la matriz A ha de coincidir con el nimero de filas de la matriz B.

Ejemplo. Halla el producto matricial de las dos matrices 4, 2 x 3,y B, 3 x 4.

12 3 0
2
AB:(S §g> 0z -1 :<§i§-i %\'
12 -1 =2 B

Definicién. Una matriz diagonal n X n en K es matriz unidad o identidad de orden
n,si Al=1A=A Enelcaso K =R, todos los elementos de la diagonal principal son
unos, y se representa por I, o simplemente 1.

Ejemplo. La matriz identidad de orden 3 es
100
I=L=[010
001

La matriz identidad de orden n conmuta con una matriz A de orden n, es decir, el orden
de la multiplicacién no importa. Por otra parte, la propiedad conmutativa, AB = B A,
1o es generalmente cierta para la multiplicacién matricial. Por ejemplo, si consideremos
las matrices A y B del ejemplo anterior, mientras es posible calcular A B, no estd definido
el producto B A. Esto es. para que sea posible hallar los dos productos A B y B A, antes
de todo las matrices A y B han de ser matrices cuadradas. Si consideremos las siguientes
dos matrices 2 x 2, tendremos

o=(03) (4 %)-(23)
pa-(L 22 0)=(2 ).

Algunas de las propiedades relacionadas con la multiplicacién de matrices, que sf se
satisfacen, se presentan a continuacién:

1. Propiedad asociativa del producto: V A € Myxn, B € Myx,, C € Mpxq

A(BC)=(AB)C;
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CAP{TULO 8. ALGEBRA MATRICIAL.

2. Propiedad distributiva del producto matricial con respecto a la suma de matrices:
Y A€ Mpyxn, B,C € Mpyp

A(B+C)=AB+AC;
Y A, B € My, C € Muxy

(A+B)C=AC+BC:

3. Propiedad distributiva del producto escalar con respecto al producto matricial:
Yie K, VABEMuxn

AAB)=(\A)B=A(\B);

4. Elemento neutro del producto: V A € Mpyn, existen Iy € My v In € Muxn
elementos neutros para el producto, tal que

I.A=A AL =A
Ejercicios.
1) Determina dos matrices X e Y que verifiquen el sistema

(55)

i 8 -7
—2X+3Y = <_9 _6>.

3X +4Y

2) Calcula

1 -1 6 -1 é 2 Z
a) 2 0 2 0
1 2 1 2 301
2 1 -2
Lo 2N
b) 2 0 2 0
30 1 12 1 2
2 1 =2
4 3 2 321
3) Dadas las matrices A= | 7 6 3 | yB= 4 3 2 |, calcula
2 9 8 6 7 4

a) A+ B,
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8.2. APLICACIONES LINEALES.

b) A-B,
c) A?.B,
d) B-A,
e) 2A+3B.
4) Dada la matriz A = ( _13 _42 >7 halla todas las matrices que conmuten con ella,

es decir tales que A- B = B A

bt

5) Dada la matriz A = < 01

0),hallaB:A+A2+-~+An.

:1)) 31 >, halla “m” para que existan matrices no nulas B

0 0
talesqueA~B—<O 0).

6) Dada la matriz A = (

7) Calcula la potencia n—ésima de las matrices

1
a) A=10 b) B=
0

O =N
D
=
=
= O O

8) Dada la matriz A =

OO e

00
b 0 |, calcula A%, A3, ... A™
0 ¢

8.2 Aplicaciones lineales.
Definicién. Sean (E,+,-) v (F,+,-) dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K.

Una aplicacién f: £ — F' se dice que es una aplicacién lineal (u homomorfismo) entre
los espacios vectoriales E y F si se cumple:

L@+ =f@+fy). YIgeFE
2. flaZ) =« f(2). Yae K, VIe€E

Teorema 8.1 La condicidn necesaria y suficiente para que una aplicacidn entre dos es-
pacios vectoriales E y I definidos sobre el mismo cuerpo K sea lineal es que

Va.fJeK, VIgeE  flaZ+3§)=af(@)+8f(7)
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CAP{TULO 8. ALGEBRA MATRICIAL.

Demostracién: Para simplificar sea K = R.

ALY Va,3€K, VIGEE

FlaZ+ 87 = flad) + f(85) = o J(3) + 5 f(7)

habiendo usado las dos reglas que definen una aplicacién lineal.

S Ahora partimos de que se cumple

VadekK, VEZgeE flai+89) =af(@+81(@):

si tomamos o = 3 = 1 obtenemos directamente la primera regla. Escogiendo 3 = 0
obtenemos la segunda.
c.q.d.

Sabemos que todo cuerpo K puede ser considerado como un espacio vectorial sobre si
mismo. Se puede entonces dar la siguiente:

Definicién. Sila aplicacién f: E — K es lineal, siendo E un espacio vectorial sobre i
se dice que f es una forma lineal en (o sobre) E.
Como caso particular tenemos que la forma lineal en K es una aplicacién lineal f : K — K.

Pasamos ahora a dar una clasificacién de las aplicaciones lineales:
Sea f: E — F una aplicacién lineal, con E y F espacios vectoriales sobre K.

e Si f es inyectiva: monom.orﬁsmo:,

e si f es suprayectiva: epimorfismo;

e si f es biyectiva: isomorfismo;

e si & = F: endomorfismo en E;

e si E = F y f es biyectiva: automorfismo.
Definicién. Sean E, F espacios vectoriales sobre K. ¥ f: E — F una aplicacién lineal:
el niicleo de la aplicacién f es el conjunto de vectores de E cuva imagen es el vector cero

de F*: _
Ker(f) = {z € E | f(7) = Or}.

Claramente el niicleo de una aplicacién f es un subespacio vectorial de E.

- Ker(f)y C E;
dado que f(0g) = 0, luego Of € Ker(f). es decir, Ker(f) # 9.

-Va €K, v #,§ € Ker(f) resulta que
flaz+ 87 =af@)+ 87 = a0 + 30F = 0r

es decir, también o T + 37 € Ker(f).
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Definicidén. Sean E. F espacios vectoriales sobre K,y f: E — F una aplicacién lineal;
la imagen de la aplicacién f es el conjunto de vectores de F que son imagen de un vector
Zde E:

Img(f) = f(E)={§e F /3 L€ E tal que f(Z) =7}

Claramente la imagen de una aplicacién f es un subespacio vectorial de F.

- Img(f) C F: por definicién;
dado que £(0g) = OF, luego O € Img(f), es decir, Img(f) # 0.

-Vo,3e€ K, V.1 € Ing{f) existen £1,75 € E para los cuales resulta que
afh + B8t = o f(Z) + B8 f(:) = flaZ + 8 %)

es decir, también a4y + J¢o € Img(f).

Pasamos ahora a estudiar algunas propiedades de las aplicaciones lineales:
(1) Toda aplicacién lineal transforma el_‘vector nulo del espacio vectorial F, GE, en el
vector nulo del espacio vectorial F, Og.
Demostracién:
YieE, I
VieE, f(¥)eF
0g) = 0. c.gq.d.
(2) Si f es una aplicacién lineal, la imagen del simétrico (u opuesto) de un vector
coincide con el simétrico de su imagen.
Demostracién:
VEIEE #+(-2)=0s < [(&+(-2)=F@+F(=2) = f(0s) =
VECE, fFeF <« f@+(-f(&)=0r
entonces f (—~7) = —f(Z). c.q.d.
(3) Toda aplicacion lineal transforma un sistema de vectores linealmente dependientes
del espacio E en un sistema de vectores linealmente dependientes de F.
Demostracion:
Sean {#1,Us,...,Un} n vectores linealmente dependientes, pertenecientes a E. En-
tonces, existe una combinacion lineal con no todos los a; nulos tal que
o1t + iyt + iy = 0g

Como f es una aplicacién lineal tendremos

flovii+eoty+ -+ ap ) = on fi0y) + 0o f(H2) + -+ + an (@) = f(0p) = O
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y dado que no todos los «; son nulos significa que {f@@). fi). .., flin)} son
vectores de I linealmente dependientes. '

c.q.d.
Toda aplicacién lineal transforma un sistema de generadores del espacio E en un
sistema de generadores del subespacio imagen Img(f) = f(E) C F.
Demostracién:

Sea {@y, s, . . -, s} un sistema de generadores de E. Sea j € f(E). entonces existe

7 € E tal que f(Z) = #; como {uy, s, . - -, i} es un sistema de generadores de Ev
7 ¢ E existirdn a1, 00, ..., 0, € K de manera que
f:alﬁl +Ogﬁ2+“‘+(\,,ﬁn

v como f es una aplicacién lineal tendremos

:[7: f(f) = f(alﬁl +a2i2+"' +anﬁn) = O‘lf<ﬁ1) +Ol'zf(’ljg) + - +O-n f(ﬁv?)'
es decir, 7 es combinaci6n lineal de los elementos { f (). f{@2).-- - F(i,)}, Jos cuales

c.q.d.
Claramente si la aplicacién es suprayectiva entonces { f(d1). f(@a).. ... fln)} es un

sistema de generadores de F.

Toda aplicacién lineal inyectiva transforma un sistema de vectores linealmente inde-
pendientes del espacio E en un sistema de vectores linealmente independientes dcl
espacio F.

Demostracién:
Sea {11, Us, ..., Us} un sistema de vectores linealmente independientes del espacio
E. Sea

alf(iil) +a2f<ﬁ2) + - +anf(ﬁn) = OF = f(alﬁl +a2iz2+ +O(nﬁn)

dado que f es lineal. Esto quiere decir que aq U1 + @2 Uy + -+ ap iy € Ker(f). ¥
entonces

o Uy + apilo+ o0+ ap tln = Ug

pero como los vectores u; son linealmente independientes en E. serd o; = 0 para
todoi =1,2,...,n. Entonces, los elementos {f (4. fliia), ..., f(#@,)}, son vectores
linealmente independientes de F.

c.q.d.
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(6) Si f es aplicacién lineal biyectiva transforma una base del espacio E en una base
del espacio F.
Demostracidn:
Sea {1, s, . . ., i, } una base del espacio E.

Como f es inyectiva, {f(4@1), f(i@),..., f(i.)} son vectores linealmente indepen-
dientes; como f es suprayectiva, { (@), f(#), ..., f(&,)} es un sistema de genera-
dores de F', en conclusion {f(d1), f(@2),. .., f(@,)} es una base de F.

c.q.d.

Teorema 8.2 Sean E, F espacios vectoriales sobre K, y f : E — F una aplicacion
lineal. La aplicacion lineal f es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = {0r}.

Demostracién:

SN si Z € Ker(f), entonces f(Z) = 0r = f(Ug) y como f es inyectiva, se sigue que
Z=0p. Luego, Ker(f)= {6F}

S si f(Z) = f(¥) entonces f(Z) + f(~7) = O, lo que quiere decir que

I+ (~7) € Ker(f), esdecir &+ (=) = 0g,
osea T =7 o lo que es lo mismo f es inyectiva.

c.q.d.

Teorema 8.3 Sean E y F espacios vectoriales sobre K y f : E — F una aplicacion
lineal. Se cumple
dim £ = dim Ker(f) + dim Img( f).

Denmiostracién:
Supongamos que By = {d).Us,...,1,} sea una base de Ker(f), luego dim Ker(f) = p.
También supongamos que By = {@1, %, ..., T, } sea una base de Img(f), luego dim Img(f) =

7. Ahora resulta que:
para Uy € F existe U4 € E tal que f(Gpq1) = 7,
para ¥ € F existe i, € E tal que f(@,40) = 1,
es decir, para cada ©; € F existe i,4; € E tal que fllpys) =Tiyconi = 1,2, ... n.
Veamos ahora que {;. 75, ... s Up, Ups1, . - ., Upsn} €8 una base de E. Para todo elemento
& € E tendremos que f(Z) € Img(f), entonces por ser f aplicacién lineal

f(’z> = 61 + Qg 'EQ + -+ Qpy ﬁn = Qg f(ﬁp-é—l) + 233 f(ﬁp+2) ++ Qn f(ap-f—n)
quiere decir que

—

f(l?) = f(al 'L_[p-y‘—l + ﬁp+2 ot o, ﬂp-%—n) = f(fl)
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Entonces, )
F@) = f(7) =0r = f@ + f(-31) = f@+ (=F1)) = &+(-F1) € Ker(f)
luego % + (—Z1) se puede expresar en funcién de los vectores de By:
T+ (—=T1) =51t + Gatla + -+ Bptip

que nos lleva a

T = ﬁlul+,82ﬁ‘2+"'+/3pup+f1=
= Sith+ Bty + - +ﬁpup+a1ﬂp+l +O{2ﬁp+2 + - +anﬁp+n7
es decir, {1, 2, .. ., Up Ups1s- - -, Upsn} €5 U sistema de generadores de E. Nos queda

mirar que son linealmente independientes. Por eso, sea
T+ Y ls A Yol + Vprt Tpat + Wpe2 Tpez = F Ypon Upn = U (8.1)
como f es lineal:
Y1 Q) + 72 F(T2) + 7 F (@) +prs Fp1) +Yp2 f(Tpr2) + -+ Yon fllEpin) = Or.
Por ser 4y, Uy, - - -, Uy € Ker(f) los primeros p términos dan el Op v nos queda
g1 Flpa1) + Yoz F(Tpz2) 4+ + Ypan fBpen) = O = o1 T +3pa2 B2+ -+ Ypan T
Como Bs es una base de Img(f) sigue
Yprl = Ypr2 =" = Ypin =0
luego en (8.1) quedamos con
N +ypls+ o+ iy =0
y como B; es una base de Ker(f) sigue
Mm=r==%=0

Es decir, partiendo de la ecuacién (8.1), hemos llegado a que todos los escalares ;. con
i=1,2,...,p+n, son nulos. Luego los vectores {y. ty, ... Up. Ups1s- - - - Uprn} ademds de
ser un sistema de generadores de E, son linealmente independientes, es decir constituyen
una base de E. Por lo tanto: dim F =p + n.

c.q.d.

Coomo consecuencia de los teoremas 8.2 y 8.3 resulta que si tenemos un endomorfismo
inyectivo dimKer(f) = 0, es decir dim E = dim Img(f), o sea la aplicacién es también
suprayectiva. Siendo la aplicacién lineal f biyectiva resulta ser un automorfismo.
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Ejercicios.

1) Sean las aplicaciones f,¢ : R?* — R% f(z,9) = (y,2) v 9(z,y) = (32,32 +y).
Demuestra que son lineales. Calcula los nicleos Ker(f) y clasifica las aplicaciones.

2) Demuestra que la aplicacién f : (R%, +,) — (R, +,.), f(z,y) = (z +y,z,2 — ),
es una aplicacién lineal inyectiva no suprayectiva.

3) ;Las aplicaciones f,g: R — R, f(z) = 2* y g(z) = 3z, son formas lineales?

4) Demuestra que las aplicaciones siguientes son lineales. Calcula Ker(f), dim Ker(f),
dim Img(f) v clasificalas:

a) f:(R%+,-

a o
"
+

o

)
)
)
)
)

T S

e

8.3 Matriz asociada a una aplicacién lineal.

Consideremos dos espacios vectoriales (E,+,-) y (F,+,) definidos sobre un cuerpo K.
Sean B; = {1, ds,...,U,} una base de E y By = {#,%2,...,Un} una base de F. Sea
[+ E— F una aplicacién lineal. Luego podremos escribir

i) = auti4+ante+ -+ am On
flia) = apth+anth+ -+ ame Uy
f(ﬁn> = Qin 171 + G2n 772 + -+ Qmn ﬁm

Definicién. Se llama matriz asociada a la aplicacién lineal f en las bases B, y Br a la
matriz

ayi; G2 ... din
ag1 G292 ... Qop

Mflgmm=A=| 7 . | (8.2)
Om1 Qm2 ... QOnp

Nétese que las columnas de la matriz asociada a la aplicacién f estdn formadas por las
componentes de las imédgenes de la base B; en funcién de la base Bj.

Ejemplo. Dada la aplicacién lineal f: (R3, +,.) — (R®, +,-) tal que

f . (11.1'2,1'3) Il (I1 +.I'Q,I2,0)
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la matriz asociada a esta aplicacién lineal cuando en el espacio inicial ¥ en el final se
consideran las bases candnicas se obtiene de la siguicnte manera:

f@) = f(1,0,0)=(1,0,0)=1-&4+0-&+0-€3
fl@&) = f(0,1,0)=(1,1,0)=1-é1+1-€,+0-&
f(&) = £(0,0,1)=(0,0,0)=0-&1+0-&,+0-¢3
es decir,
110
M{ficc=1{10 10
000
Si se consideran en el espacio inicial la base B = {d;,ds. U3}, donde 13 = (2.0.0).

s = (—1,3,0) y @3 = (0,0,5), y en el espacio final la base canénica se obtiene la siguiente
matriz asociada a la aplicacién lineal:

Fl@) = £(2,0,0)=(2,0,00=2-8+0-&+0-&
Flily) = F(—-1,3,0)=(2,3,0)=2-6+3-8%+0-&
Flis) = £(0.0,5)=(0.0,0)=0-8+0-5+0-&

es decir,

M(f)pe =

S O KD
O W
o o O

Finalmente si en ambos espacios consideremos la base B = {#;, is, U3}, con i, U;. s
dados arriba, tenemos

Fl@) = f(2,0,0)=(2,0,0) = a11 (2,0.0) + cv12 (—=1.3,0) + 013 (0,0.5)

Fl@) = F(=1,3.0) = (2.3,0) = o (2.0.0) + as (—1.3,0) + g (0.0.5)
f(_‘g) = f(OO 5) = (0, 0,0) = Q31 (2 OO) + 32 (—130) =+ Q33 (O 0. 3)
es decir,
=201 — a

0=3a — a1 =1, ap= 0, a3=0

0= 50(13

2=209 — o 3

3:30(22 - (121:3. (\zg:]. (),23:0

0= 56!23 -

0=2as —as

0= 30(32 e Q3] = 0, Qgn = 0, Q33 = 0

0= 5(133
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v entonces
1 .3/2 0
M{fisg=| 0 1 0
0 0 0

Estd claro con este ejemplo que la matriz asociada a una aplicacién lineal depende de las
bases que tengamos en el espacio inicial y en el final. Pero una vez fijadas las bases la
matriz es unica.

Pasamos ahora a estudiar la matriz de cambio de base.

Definicién. Sean A = {d;,ds,...,d,} y B = {51,52, . 5,,} dos bases de un espacio
vectorial (E,+,-) de dimensién n sobre un cuerpo K. Los vectores de la base B se
pueden expresar en funcién de la base A

bl =a1151+a2162+---+an16in
b2=a1251+a2262+-~-+an2&’n

bn = Qp, C_I:] + LIZnC_Lé + T Gpn (_in

La matriz regular (esto es det P # 0), de orden n

a;y a2 ... Qin
G21 Qg2 ... Qop

P=| (8.3)
apl Gp2 ... Qpp

se llama matriz de cambio de base y tiene por columnas las coordenadas de la nueva
base B en funcién de la vieja base A.

Sea ahora Z € E un vector cualquiera; se podré escribir este vector en funcién de las dos
bases como:

T=o1d1+ 2@+ +aply f:ﬁ151+6252+"'+ﬁn5n>

Sustituyendo las expresiones de los vectores de la nueva base en funcién de los viejos,
tendremos

T = 5151+/3252+"'+37LZ_);7=31 (aud'l+a2152+---+a,116n)+
35 (a1261+agg&2+'--—!-angﬁn)+~-~+,3n (a1n61+a2nd'2+--~+anndn)=
= (Bran+Baw+ -+ 8uawm) @+ (Bran + Ban + -+ Brasy,) @+ +
(Bl anl+162an2+"'+,3na7m) 5:71,

¥ como la expresién de un vector en una determinada base es tnica, tendremos

Sran+Bran+ -+ Buam = ain 412 ... Qin B Qi

3yan + Baass+ -+ Bt = Qa1 G ... Qop Ba o
. - . =

31 an1 + '32 Apa + - -+ ,Sn Apyp = Qp anl Qn2 ... Qpn ﬂn Qp
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es decir

P3=a
donde P es la matriz de cambio de base. 3 la matriz columna formada por las componentes
de % en la nueva base, y @ la matriz columna formada por las componentes de ¥ en la
vieja base.

Estudiemos, finalmente, como se transforman las matrices asociadas en distintas bases a
una misma aplicacién lineal.

Sean (E,+,-), dimE = (F +,-), dim F = m, dos espacios vectoriales sobre un
cuerpo K, y sean B; = {u1 Ugy.oosUnt ¥y B2 = {v1 U9, ..., Um} dos bases de E y F.
respectivamente. Sea f: F — F una aplicacién lineal entle dichos espacios vectoriales tal
que, para todo T € E existe § = f (T) € F.

Sabemos que respecto a dichas bases. hay una v s6lo una matriz asociada a dicha aplica-
cién, la matriz (8.2),

M{f)p,.B, =4 tal que AZ =7,

donde # representa la matriz columna formada por las componentes del vector  en la
base Bi, y asi mismo § representa la matriz columna formada por las componentes del
vector ¢ en la base Bs.

De 1gual forma 51 consideramos en E y F dos nuevas bases B, = {&. .. ... )y
B, = {#,,%,,...,0,}, respecta a estas nuevas bases, hay una y sélo una matriz asociada

AM(f)Blr,B?/ =B tal que Bf =¢

Como en E hemos realizado un cambio de base. existe una matriz cambio de base P, ver
—/ —_ . A

(8.3), regular, n x n, tal que P& = Z. De la misma manera, como en F' hemos también

realizado un cambio de base, existe una matriz cambio de base @, regular, m x m, tal que

Q7 = . Luego

8@y

’

A
0F = Qi =AF=APF = Q7Q7=§=QAPF.
P

]| @y @
Il

'

esto implica por la unicidad de la matriz asociada a una aplicacién lineal

fiE—F
B, 2 B,
P 1@
B, = B,

B=Q'AP con un esquema

En el caso E = F, ser4 P = Q, y por lo tanto B =P ™' AP.

Ejemplo. Sea la aplicacién lineal f: R®* — R* dada por f(z1.22.73) = (71 + 2. 22 + x3).
Halla la matriz de f respecto a las bases

'

B ={(1,1,0).(0,1,-1).(1,0.0)} v B, ={(1.2),(0.1)}.
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Solucién:
f:R® = R?
B=0Q AP esquema base canénica - base canénica
- b Pl 1Q
B, 2 B;
£(1,0,0) = (1,0) Lo
o=y = a=(g 1)
1(0.0,1) = (0,1)
(1,1,1) =1-(1,0,0) + 1- (0,1,0) + 1- (0,0,1) 1 0 1
(0,1,-1)=0-(1,0,0)+1-(0,1,0) — 1-(0,0,1) = P=11 1 0
(1,0,0)=1-(1,0,0) +0-(0,1,0) + 0-(0,0,1) 1 =10
(1,2) =1-(1,0)+2-(0,1) (10 a4 (10
{(0,1):0-(1,0)“.(0,1) = @=la = @ ={ )
Entonces
. 1 0 1
B—Q“lAP=<_12(1)) <(1)i(1)> 11 0=
1 -1 0
_ <1 1 0) 1 (1) (1) (2 1 1>
- 2 _ ‘ =\ 2 92 _
2 -1 1 L 1o 2 -2 -2
Ejercicios.

1) Dada la aphcaCién f : (R37 -, ) - (R47+v')7 f(:rlva:?vxfi) = (‘rth,xS - IhI?)v
halla la matriz de dicha aplicacion.

2) Dado el homomorfismo f : R* — R* definido por f(1,0,1) = (1,0,1,0), £(0,1,1) =
(0,1,1,0), f(1,1.0) = (1,1,1,1). Halla la matriz de dicho homomorfismo.

3) Dada la aplicacién f : (R%, +,-) — (R%, +,-) de la cual se sabe que las imagenes
de los vectores (2, —1) y (4, 1) son respectivamente (1,0,-1,3) ¥ (2,-2,3,1). Halla
la matriz que define la aplicacidn, si todos los vectores estdn referidos en ambos
espacios a las bases candnicas.

4) Sea f una aplicacién de R® en si mismo, y B una base de R® formada por los
vectores U1, U, Us. tales que f(@) = 4 + 2%y — 43, f(Uy) = —34; — Uy + 5,
flis) = ~24; + @ + 2U3. Halla la matriz asociada a la aplicacién f respecto de la
base 31 = {ﬁl '52,1_/;3} donde 1?1 = ’172 -+ 'lzg, 172 = ’lIl + 713 y 273 = ﬁl + 122.
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8.4 Suma, producto y composiciéon de aplicaciones
lineales.

Definicién. Sean F y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Al conjunto de
las aplicaciones lineales de E en F se llama Lg(E, F), o bien, si no es necesario indicar
el cuerpo, se representa simplemente por £(E, F). En particular, si £ = F, tenemos el
conjunto de los endomorfismos en E, que se representa por L(E).

Definicién. Paratodas f,g € L(E, F) se define la aplicacién suma de las aplicaciones
lineales f y g: (f+g): E — F, de manera que {f + g)(¥) = f(¥) + g(¥) para todo
vector ¥ € E.

Veamos que (f +g) es también una aplicacién linealde Een F. Vo, 3€ K. VZ,§ < E.

If

(f+ )+ 379 flaZ+89) +glaf+3y) = por definicion
fleD)+ 89 + (ar)*g( )= fvg lineales
a [f(@) + (¥>]+ @) + 9] =

a [(f+9) @)+ [(f +9)(@)], por definicién

il

luego (f + g) es efectivamente también una aplicacién lineal de £ en F.

Se puede demostrar que (L(E, F).+) tiene una estructura de grupo conmutativo.
También se puede demostrar que si M(f)g, 5, ¥ M{g)B, 5, son las matrices asociadas a
las aplicaciones f y g en las bases By y Bo. de E v F', respectivamente, entonces la matriz
asociada a la aplicacién lineal suma (f+g) en las bases By y By, es la suma de las matrices
M(f)3132 Y M(Q)B1Bz: ]\/[<f)3132 + ]w(g)3132'

Definicién. Para todo escalar A € K y toda aplicacién lineal f € L{E, F) se define la
aplicacién producto de una aplicacién lineal f por un escalar \: (A- f): E— F,
de manera que (A - £)(Z) = X [f(Z)] para todo vector ¥ € E.

Veamos que (- f) es también una aplicacién lineal de Een F. Vao,8€ K. VZ.y€ E.

N fllaT+89) = MlaZ+8y) = por definicién
= Afla®)+Af(Iy) = f lineal
= aX[f@+ 81 f(H)]=
= a[A-N@)]+8 (A )], por definicién

luego (X - f) es efectivamente también una aplicacién lineal de £ en F.

Se puede demostrar (pero no lo haremos) que (L{E, F),+,) tiene una estructura de
espacio vectorial.

También se puede demostrar que si M{f)g, 5, s la matriz asociada a la aplicacién fen
las bases By v Bs. de E v F, respectivamente. luego la matriz asociada a la aplicacion
lineal producto por un escalar (A - f) en las bases By v Ba, es el producto de la matriz
M(f)B, s, por el escalar X\: A M(f)z, 5,
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Sean F, F'y H espacios vectoriales sobre el cuerpo K, de dimensién p, n y g, respectiva-
mente. Sean f: E — F una aplicacién lineal de E en F, g : F — H una aplicacién lineal
de Flen H.

Definicién. Para todas aplicaciones lineales f € L(E,F) y g € L(F, H) se define la
aplicacién composicién de las aplicaciones lineales f vy g: (go f) : E — H, de
manera que (g o f)(Z) = g (f(Z)) para todo vector T € E.

Veamos que (go f) es también una aplicacién linealde Een F. Vo, 8 € K, VZ, 7€ E,

(gefilaZ+ By = g(flaZ+F7) = por definicién
= g(fla2)+ f(BY) = f lineal
= glaf(@)+Bf)= f lineal
= ag(f@)+8g9(f@) = g lineal

g
= afgo /)@ +B(go F)(¥), por definicién

luego (g o f) es una aplicacién lineal de E en H.

Tendremos que si M{f)g, 5, es la matriz asociada a la aplicacién f en las bases By y B,
de E'y F, respectivamente, y M(g)g, 5, s la matriz asociada a la aplicacién g en las bases
By y Bz, de F''y H, respectivamente, entonces la matriz asociada a la aplicacién lineal
composicién de las aplicaciones lineales f y ¢ en las bases B y Bs, es el producto de las
matrices M(f)p, 5, por M{g)B,8,: M(9)p,8, - M{f)B, 5,

Ejercicios.

1) Dadas las dos aplicaciones lineales f, g : R? — R? definidas por f(z,y) = (y,z) y
glx,y) = (32,32 +y), calcula la suma f + ¢ y los productos 3 f{z,y) y 9g(z, ).

2) Dadas las dos aplicaciones lineales f,g : R? — R? definidas por f(x,y) = (y,2) v
g(z,y) = (32,32 + y), calcula las composiciones go f y fog.

8.5 Determinante de una matriz n x n. Propiedades.
Un concepto fundamental del dlgebra lineal es el determinante de una matriz n x n. El

unico enfoque que se dard aqui para calcular el determinante ser4 la definicién recursiva.
El determinante de una matriz A se denotard por

aiy a2 ... Qip

Q21 @22 ... dap
det A = [Ai = . .

Anl Gn2 ... Qppn

Definicién. Una submatriz de una matriz A es una matriz estraida de A suprimiendo
algunas filas y/o columnas de A.

Definicién. Si A = (a) es una matriz 1 x 1, entonces det A = |A| = a.
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Definicién. El menor complementario. ¢ sélo menor, Af;; es el determinante de la
submatriz (n — 1) x (n — 1) de una matriz A. n X n, obtenida suprimiendo la 7—¢sima fila
y la j—ésima columna.

Definicién. El cofactor (6 también adjunto del elemento a;;). A;; asociado con A7 se
define como Ay = (—1)"7 Mj;.

Definicién. El determinante de una matriz A. n x n, donde n > 1, estd dado ya sea
por

=1
0 por

n
det A = Z a;;A;;  para cualquier j=1.2,....7n
=1
Es decir, el valor de un determinante es igual a la suma de los productos de los elementos

de una linea o de una columna por sus cofactores correspondientes.

Veamos un ejemplo con una matriz que tiene dos ceros en la cuarta columna y dos en la
tercera fila; por comparacién veremos como resulta mas comodo desarrollar por las lineas
que més ceros tienen. Si desarrollamos por la primera fila tenemos:

2 3 4

(1) 5 _3 1 5 -3 1 0 -3 1
= 1.(-1)"1t0 4 Of=+2-(-1)!"2| 6 4 0]+
6 0 40 {3 2 0 -1 2 0
-13 2 0 - -
0 51 0 5 -3
43 (=)™ 6 0 0 |+4-(~=1)] 6 0 4 =
-130 -13 2
= 1-(-12)—2-(12+4)+3-(18) =4 - (—20— 54 - 60) =

= =12 — 324 54+ 536 = 546:
y si desarrollamos por la cuarta columna obtenemos

3 4

(1) g 51 0 5 -3 1 23

= 4. (=11 6 0 4 [+1-(-1)*| 6 0 4|+0+0=
6 0 40 -1 3 2 -1 3 2
-13 2 0 -

— —4-(—20—54—60)+ (—8 + 54 — 12 — 24) = 346.

Usando induccidén matemética, se puede demostrar que. si n > 1. el uso de las definiciones
dadas para calcular el determinante de una matriz. en general 7 x n, requiere n! multi-
plicaciones / divisiones y de (n! — 1) sumas / restas. Incluso para valores relativamente
pequefios de n, el niimero de célculos puede llegar a ser inmanejable.

Para matrices 2 X 2 y 3 x 3 las cosas son relativamente sencillas.
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- En el caso de una matriz de orden 2 tenemos que el determinante es igual al producto
de los elementos de la diagonal principal menos el producto de los elementos de la
diagonal secundaria:

ay; a2
21 Q22

det A =

= a1 - Q22 — Q12 Q21

Por ejemplo, para las matrices A = ( _21 _75 ) yB= < 411 § )=

det A

i
o
-

=2 (=5) = (=1)-T=-10+7=—3;

det B = l;l =4-3-2-1=12-2=10.

En el caso de matriz de orden 3 tenemos la regla de Sarrus: los términos positivos
estan formados por el producto de los elementos de la diagonal principal y por los
productos de los elementos que constituyen una linea paralela a ella multiplicados
por el vértice opuesto; los términos negativos estdn formados por el producto de
los elementos de la diagonal secundaria y por los productos de los elementos que
constituyen la paralela a-ella multiplicados por los elementos del vértice opuesto.

a1z Q12 Q13

det A= as a2 a3 | = Gu1-0-033+ 01303 a3 + Q13- 21 - dg2 +
31 az2 ass

—agy - Q- Q13 — Q32 - A23 - Q11 — Q33 G21 - A12-

1 3 -2
Por ejemplo, dada la matriz A = 0 3 2
-2 1 4
-2

1 3
detA =| 0 3 2
—2 1 4
=1-3-44+3:2-(=2)+0-1-(=2)—(=2)-3-(-2)—1-2-1-0-3-4

=12-124+0-12-2-0=-14.

Pasamos ahora a enumerar las propiedades generales de los determinantes.
Sea A una matriz n x n:

1. Si cualquier fila o columna de A tiene sélo componentes cero, entonces det A = 0;
por ejemplo
0 0

det A = 1 —1 -3

=0-(=5)=(=1)-0=0;
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en este otro ejemplo, desarrollamos por la fila que tiene ceros

123 > 3 1 Lo
= 0-(-1)*1}5 =3 1|+0-(-1**] 0 =3 1|+
0 0 00 3 2 0 -1 2 0
-13 2 0 N
1 2 4 1 2 3
+ 0-(=1%2%| 0 5 1|+0-(=1)**| 0 5 -3|=0
-130 -1 3 2

El mismo resultado se obtiene desarrollando por cualquier otra fila o columna.

9 Fl valor de un determinante no varfa cuando se cambian ordenadamante sus filas
por sus columnas o viceversa, esto es |A| = [A*|: por ejemplo

2 3 1

detA=|4 —4 0 |=8+4+4—(—8)—0—(-12) =3
2 1 -1
2 4 2

detA'=|3 —4 1 |=8+0+4—(—8)—(—12)—0=32%

1 0 -1

3. Si en un determinante se cambian entre s dos lineas paralelas (filas o columnas)
el valor absoluto del determinante no varia pero cambia de signo: por ejemplo.
considerando la matriz A del ejemplo anterior y denotando con A la nneva matriz
en la cual se han cambiado entre sf la primera v la segunda fila, tendremos

4 -4 00
detA=]2 3 1 |=-12-8+0-0-4-8=-32
2 1 -1

4. Si un determinante tiene dos lineas paralelas (filas o columnas) iguales, entonces su
valor es nulo; por ejemplo

4 -4 4
detA=12 3 2|=24-16+8—-24-8+16=0;
2 1 2

5. Si en un determinante se multiplican los elementos de una linea (fila o columna) por
un escalar o, el determinante queda multiplicado por el mismo valor o por ejemplo

3.2 3 1 6 3 1
detdA = |34 -4 0 |=]12 -4 0 |=
3.2 1 -1 6 1 -1

= 2440412 (—24)—0—(—36) =96 =3-32:
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claramente si queremos multiplicar un niimero por un determinante basta multipli-
car ese numero por los elementos de una linea:

2 3 1 2 3 1
3-14 -4 0 |=13-4 3-(-4) 3:-0]=96=23-32
2 1 -1 2 1 -1

. Si un determinante tiene dos lineas paralelas (filas o columnas) proporcionales, su

valor es nulo; por ejemplo

4 —4 8 4 -4 2-4 4 -4 4
2 3 4/=/2 3 2:2|=2-12 3 2|=2-0=0;
2 1 4 2 1 2.2 2 1 2

La suma de los productos de los elementos de una linea por los cofactores de una
linea paralela a ella vale cero; por ejemplo, en la siguiente matriz hacemos primera
columna por los cofactores de la tercera columna:

1 23
6 0 4
-1 3 2

6
-1

1 2
-1 3

1. (_1)1+3 .

‘+6~(—1)2+3-’ ‘+

Oy s WO

+(—'1)‘(—1)3+3-| §|:1-18—6~(3+2)—1~(—12):

18 -30+12=0;

Si cada uno de los elementos de una linea estd formado por la suma de h sumandos,
entonces dicho determinante se puede descomponer en la suma de h determinantes
que tienen las restantes lineas iguales y en lugar de aquella, otra formada por los

primeros, segundos, ..., h sumandos. Por ejemplo,
34245 —147 5+2+4 3 -1 5 2 7 2 5 0 4
3 -1 2 =3 -1 2|+{3 -1 2 |+|3 -1 2
7 4 5 7 4 5 7T 4 5 7T 4 5
es decir, por un lado
10 6 11
3 -1 2 |=-50+84+132+77—-80—-90=73
7 4 5
v por el otro
3 -1 5 2 7 2 5 0 4
3 -1 2|+(3 -1 2|+|3 -1 2|=
7 4 5 7 5 7 4 5

4
= [~15— 14+ 60+ 35 — 24 + 15| + [~ 10 + 98 + 24 + 14 — 16 — 105}+

+[-25+0+48+28-40—-0] =57+5+11="173;
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Si a un determinante. en una de sus lineas, se le afiade una combinacién lineal
de otras paralelas a ella, el determinante no varia; por ejemplo. en el siguiente
determinante a la primera fila se le afiade dos veces la segunda fila y se le resta la
tercera fila; luego se le aplica la propiedad 8:

2 7 =5 242.(=1)—4 7+2-3+2 —5+2-0—10
-1 3 0| = -1 3 0 =
4 -2 10 4 ) 10
2 7 -5 -2 6 0 -4 72 =10
= (-1 3 0|+!/-1 3 0/|+]|-1 3 0
4 -2 10 4 -2 10 4 -2 10

finalmente los dltimos dos determinantes son nulos por la propiedad 6.

10. Si en un determinante una de sus lineas es combinacion lineal de otras paralelas a
ella, el determinante es nulo; por ejemplo en el determinante que sigue, la tercera
columna es igual a dos veces la primera columna mas la segunda columna

1 —4 =2 1 -4 2.1-4
2 7 11| =2 7 2:247|=
3 6 12 3 6 2-3+6
’ 1 -4 2-1 1 —4 -4
= |2 7 22|42 7 7 |=0+0
3 6 23 3 6 6
estos Ultimos determinantes son nulos por las propiedades 6 v 4, respectivamente.
11. Si A, B € My, luego
det (A-B) =det A-det B.
Por ejemplo,
2 7| _t4 2| _‘1525!_‘
detA—’ 1 _5$——3, detB—; 1 3{—10 det(A-B)—l 9 —17 = —30.
Ejercicio.
Demuestra sin desarrollar que
1 a b+e 3 151
a) 1 b c+a|=0, b) |5 25 0|=0
1 ¢ a+bd 1 5 7
a’> ab b 3 5 6
c) 2a a+b 2b|={a-0bp> d) 7 5 4 ]=0.
1 1 1 10 10 10
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8.6 Calculo de determinantes.

Veamos ahora algunos métodos para desarrollar determinantes de cualquier orden.

1.

Por adjuntos o cofactores. Este es el método que hemos ya estudiado: el valor del
determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea o de
una columna por sus cofactores correspondientes. Ademds de los ejemplos ya vistos,
otro ejemplo es el siguiente, en el cual desarrollamos por cofactores de la cuarta fila.

e i3 Ui
191 1| = VDT ; 1 (1J +1-(=1)* if }) (1) +
1011 -
145
F1 (D)% 13 1 1| =—(4+1-2-5)+
121
—(146-1—-12)+ (1+4+30—5—2—12) = 24.

- Regla de Chio. Se busca una linea que tenga algiin elemento con valor uno, que se

denomina pivote. Mediante combinaciones lineales de la fila o columna en que est4
situado el pivote, se crean ceros en las restantes posiciones de la misma columna o
fila, y luego se desarrolla el determinante por los cofactores de esa columna o fila.
Al ser todos los elementos de esa linea ceros salvo el pivote, el determinante queda
reducido al cdlculo de un solo determinante de menor orden que el inicial.

Si no existe ningin elemento que valga uno, se elige un elemento cualquiera, supon-
gamos que sea el K = q;;, entonces se pueden dividir todos los elementos de la fila
t o columna j por el valor K, convirtiendo el término a;; en uno. No tenemos que
olvidar que procediendo as el determinante quedard multiplicado externamente por
el valor K.

Hagamos por este método el determinante anterior, eligiendo como elemento pivote
el agq = 1y creando ceros en la cuarta columna con los siguientes pasos: se sustituyen
las filas con las operaciones (Ey — Ey) — (E1) y (B3 — By) — (E3). [Nétese que
(Ei + AE;) — (E;) quiere decir que la fila E; se multiplica por la constante ), se la
suma a la fila £;, y se usa la fila resultante en lugar de E;]. Luego se desarrolla el
determinante por la cuarta columna (podria también hacerse por la tercera fila) y
finalmente se desarrolla el determinante de orden dos por la tercera fila.

1
3
1
1

O B = s
== = O
— = O =
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3. Triangulando la matriz (se suele usar para programar con ordenador). Al paso
i cualquiera, se deja fija la fila i-ésima, y tomando como pivote el elemento a;;. se
van haciendo cero todos los elementos de su columna que estén por debajo de él.
Si ocurre que el elemento ay; es cero, se intercambia primero su fila con alguna otra
inferior, sin olvidarse de cambiar el signo del determinante, y si esto no es posible
por ser todos los elementos de su columna por debajo del a,; nulos, incluido este, el
determinante vale cero por tener una columna de ceros.

Volvemos a considerar el ejemplo anterior. Para crear ceros en la primera colunina
por debajo del elemento a1; realizamos las siguientes operaciones:

(BEs—3E1) = (Es), (E3—Ei)— (E3) v (Ei— En)— (Ey);

para anular los elementos de la segunda columna por debajo del elemento ao» hare-

mos 2 4
(B3 — HEZ) = (E3) v (Bs— HEQ) — (Ey);

y finalmente para el nico elemento que nos queda en la tercera columna por debajo
del elemento ass haremos

1451 1 4 5 1 1 4 5 I
3110| |0 -11 -14 -3|_ |0 -11 -14 -3
1211 0 -2 -4 0} |0 0 -16/11 6/11
1011 0 -4 -4 0 0 0 12/11  12/11
1 4 5 1
0 -1 -14 -3 16\ 3
= =1.-(— D) D = 9
0 0 -16/11 6/11 L(=11) ( 11) 2 24
0 0 0 3/2
Ejercicios.
169 111 169
1) Demuestraque |1 8 2 | +|5 6 8|=|1 8 2
0 41 49 2 195
a b ¢
2) Calcula z en la ecuacién | a =z ¢ | =0
a b =z
3) Calcula el valor de los siguientes determinantes:
cta b c 1+z 1 1 1
1 l1—z 1 1
2) @ I:b il L T T
¢ e 1 11—z
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a b b ... bb 3 4291
bab ... bbd -1 5 46 2
¢y |bba ... bbb d) | 8 2531
: : ; 2 20 6 4
bbb ... ba 4 5131

4) Calcula A- B, det A, det B, det (A B) y det (A + B) para

-1 0
3 2 y B=
11

—o W WO =

0 10
2 -1 vy B=120 1
0 01
5) (Es clerto que det (A+ B) = det A + det B? Dar una demostracién o un contrae-
Jjemplo.
6) (Es clerto que (A+ B) (A~ B) = A2 — B%*?
7) Suponiendo cierta la ley det (A - B) = (det A)-(det B), prueba quedet (A- B-C) =
(det A) - (det B) - (det C).
8.7 Tipos de matrices.

Presentamos ahora material adicional sobre matrices.

Definicién. La traspuesta de una matriz A de orden m x n, denotada por A, es una
matriz n X m cuyos elementos son (A')y; = (A);;, es decir, se obtiene cambiando filas por
colummnas sin alterar su orden.

La operacién de hacer la traspuesta de una matriz tiene las siguientes propiedades:

1. La traspuesta de la traspuesta de A es la misma matriz A; ¥V A € Myxn
(At,)t — ‘4;
2. La traspuesta de la suma es la suma de las traspuestas; V A, B € My, xn
(A+ B) = A' + B;

3. La traspuesta del producto es el producto intercambiado de las traspuestas;

¥ A€ M. ¥ B € Mg
(A B)' = B' A"
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4 YNEK, Y AE My
(A A) = 1A%

5. El determinante de la traspuesta coincide con el determinante de la matriz;

YV A€ Muxn
det A' = det A.

Definicién. Una matriz cuya traspuesta es ella misma se llama simétrica.

Para ser simétrica una matriz tiene que ser cuadrada y ademds los elementos simeétricos
respecto de la diagonal principal han de ser iguales. Por ejemplo, la siguiente es una
matriz simétrica de orden 4

1 -13 6
-1 2 5 =2
A= 3 5 3 1
6 -2 1 4
Definicién. Una matriz A se dice que es antisimétrica si se verifica que A = — Al

Para ser antisimétrica una matriz tiene que ser cuadrada, los elementos simétricos respecto
de la diagonal principal han de ser opuestos y los elementos de la diagonal tienen que ser
nulos. Por ejemplo,

0 -1 3 6
1 0 -5 =2
A= -3 5 0 -1
-6 2 1 0

Teorema 8.4 Toda mairiz cuadrada A se puede descomponer como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica de forma tunica.

Demostracién:
Sea A € Myxn. Tendrd que ser A = S+7T con S matriz simétrica y T' matriz antisimétrica:
es decir S =S¢, T = —T". Entonces

A=ES+TV =5 +T'=5-T;

Sumando v restando A con A’, respectivamente

At Al A A
A+ Al=28 = S= J; . A-A=2T = T=25S
Luego, . .
A+ At A-A
= + =S4T,
A== = -5+

es decir, es suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.
c.q.d.
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Ejemplo. Consideremos

2 1 3
A= -1 0 2
3 11
entonces
2 13 2 -1 3
-1 021+l 1 0 2
3011 301 1 2 0 3
S = 5 =10 0 3/2
3.3/2 1
y
2 1 3 2 -1 3
-1 0 2 1 0 2 0 1 0
3 11 3 1 1
T = 3 = -1 0 1/2
0 -1/2 0

Definicién. Dada una matriz 4, m x n, su matriz conjugada, que se representa por
A, es aquella cuyos elementos son los conjugados de los elementos de A.
Por ejemplo,
1 i 1 -1
A= -1° —i = A= -1 i
1+ =3i 1—2¢ 37

Definicién. Se dice que una matriz A, n x n, es no singular o regular si existe una
matriz A7, n xn, tal que A- A" = A~1. A = I. La matriz 4! se llama la inversa de
A. Una matriz que no tiene inversa se llama singular.

Una manera de calcular A7! es relacionarla con el determinante de la matriz y con su
adjunto.

Definicidn. Se define el adjunto de una matriz A, n x n, como la matriz

‘411 .421 A Anl
4= A'12 A'zz o A'n2 ’
Aln A?n “r ‘477,71

donde A;; son los cofactores (menores con signo) de los elementos correspondientes aij
(i.7 = 1,2,...,n). [Nétese que los adjuntos de los elementos de las filas de una matriz
caen en las columnas correspondientes al adjunto, es decir, se verifica la operacién de
trasposicion).

Para encontrar la inversa de la matriz A, se dividen todos los elementos de la matriz
adjunta A¥ por el valor del determinante de A:

1 1 R

“qma
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123
Ejemplo. Sea dada la matriz A= | 1 3 4 |, queremos encontrar su inversa.
143

Solucién:
Empezamos hallando la matriz adjunta. Para esto necesitamos los cofactores Aj;:

3 4 — 1 4 13
A 43.:— Ap=-|] 3|=1 A13:|14 =1
2 3 13 1 2
=— = = = = — =_2
A ,43' 6 Aa ‘13l 0 Ass ]14‘ 2,
2 3 13 1 2
Az = 341=—17 A32——‘14,——11 ABS_llS‘_l'
Entonces tendremos
Apn An As -7 6 -1
A+ = A12 _422 ‘432 = ]. 0 —1
Az A A 1 -2 1
Resulta ademéas que, desarrollando por la primera columna
1 2 3
nm |15 38 4 n |2 8|3 Y ree e
143 ’
Por lo tanto A es invertible y su inversa es
1 1 -7 6 -1 -7/2 3 -1/2
Sl oaqt——Z| 1 0 -1 ]={ 1/2 0 -1/2
det 4 2\l 1 21 12 -1 172

Teorema 8.5 La condicién nmecesaria y suficiente para que una matriz tenga inversa €s
que su determinante seq distinto de cero.

Demostracién:
L Si A tiene inversa, existe la matriz A! tal que A- A7 = A™'- A = I. Entonces

det (A- A™') =det I, es decir
detA - detA™! =det] =1.

Y esto implica que det A # 0.

1
E= Si det A # 0 podemos hallar la matriz Al = oA A™ tal que

A'A_IZA—‘1~A=I_

Es decir, la matriz A tiene inversa.
c.q.d.
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A partir de la definicién se siguen ciertas propiedades de la matriz inversa.
1. La matriz inversa de una matriz invertible es tnica.
Demostracién:

Por ser A™! la inversa de A tenemos A-A™! = A~!. A = I. Supongamos que exista
otra matriz inversa B, luego A- B = B- A = I. Multiplicamos ahora la primera
relacién a la izquierda por B:

B-(A-AY)=(B-A) - At=1-4A1=4A"
pero el término a la izquierda coincide con la matriz B, entonces B = A~
c.q.d.
2. (A=A
Demostracién:

Si A™' es la inversa de A. entonces A-A~! = A= A = I. De la misma manera por
ser (A™1)7" la inversa de A™! tenemos (A71)7' - A7l = 471 . (471)7" = I Luego
por la propiedad de la unicidad de la matriz inversa sigue que (A”l)_1 = A.

c.q.d.
3. (A-B)'=B"1.-A"1
Demostracién:
Siempre por la definicién de matriz inversa tenemos que
(A-B)-(A-BY'=(A-By'-(A-B)=1L

Si ahora consideramos los productos (A-B) - (B7'- A7) v (B7!- A™h) - (A B),
obtenenios

(A-B)- (B A)=A-(B-B ) - Al =A.T- A=A A" =1,
(B'-A™Y).(A-B)=B"'-(A1-4)-B=B'.].B=B"'.B=1

Como antes, por la propiedad de la unicidad de la matriz inversa se sigue que
(A-B)"'=B"1. 4L

c.q.d.
1A =
Demostracién:

Por la definicién de matriz inversa, A* - (AY) 7' = (497" - A* = I. Por otro lado,
usando las propiedades de la matriz traspuesta tenemos

A (A =@t A ='=] vy (A A=(A-aN) ==L
Por la unicidad de la matriz inversa se sigue (A')™" = (A~1)".

c.q.d.
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5. El determinante de la matriz A~ es el inverso del determinante de la matriz A.
Demostracidn:

Usando la definicién de matriz inversa y las propiedades de los determinantes tene-

mos que
det (A- A7) =detA-det A" =det/ =1 = det A™! = ;
det A

c.q.d.

Existen dos definiciones equivalentes de matriz ortogonal.

Definicién 1. Se dice que una matriz cuadrada A de orden n es ortogonal si verifica que
A-A =1

Definicién 2. Se dice que una matriz cuadrada A de orden n es ortogonal si verifica que
A es invertible y cumple que A™! = A,

Veamos que las dos definiciones son equivalentes.
Def.1 = Def.2: Por la primera definicién tenemos que A - A* = I, luego

det (A A") =det A-det A" = det ] = 1.

Como det A = det A, sigue que (det A)2 =1, es decir det A # 0 que implica que la matriz
A es invertible. Ademads tenemos que

AT (AA)=AT I=AT y (AT A) A= A=4 = A=A
Def.2 = Def.1: Inmediato, visto que
A-Al=A- A =1
c.q.d.
Observaciones
e Si A es ortogonal entonces (det A)* = 1 y por lo tanto det A = £1.

e Si una matriz es ortogonal, la suma de los productos de los elementos de la fila ¢ de
la matriz A por los correspondientes elementos de la fila j es nula si i # j v es igual
al, sit=7.

Ccos T sen r

Ejemplo. La matriz A = (
—sen zr Cos x

) es ortogonal, pues:

A4 = cosr senzx cosx —senzxT \ _
o —senz Cos T senx CoS T
2 o2 e n
cos“x + sen” x cOS x sen r - sen x CoS X 10
= 2 2 = .
—Sen r cos T +cos z sen x sen® x + cos* T 01
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Definicién. Una matriz cuadrada U de orden n es triangular superior si todos los
elementos situados por debajo de la diagonal principal son nulos; es decir, si u;; = 0 para
cadai=j+1,7+2,...,n.

Una matriz cuadrada L de orden n es triangular inferior si todos los elementos situados
por arriba de la diagonal principal son nulos; es decir, [;; = 0 paracadai=1,2,...,7—1.
Es evidente que una matriz diagonal es a la vez triangular superior e inferior.

Por ejemplo, L es una matriz triangular inferior de orden 4, mientras que U es una matriz
triangular superior de orden 3

1000
2
2500 123
L= , U=10425
36 80 00 6

4 790

El célculo del determinante de una matriz cuadrada arbitraria puede requerir un gran
nimero de manipulaciones. Sin embargo, una matriz en forma triangular tiene un deter-
minante facil de calcular.

Teorema 8.6 Si A = (a;;) es una matriz de orden n triangular superior (o triangular
inferior o diagonal), entonces
det A = H (27T
i=1

Definicién. Una matriz n x n se llama una matriz banda si existen enteros p y ¢, tales
que 1 < p,g < n, con la propiedad de que a;; = 0 siempre que i+p < j é j+¢ < i El
ancho de banda para una matriz de este tipo se define como w =p+ ¢ — 1.

La definicidn de matriz de banda fuerza a estas matrices a concentrar todos sus elementos
no nulos alrededor de la diagonal. Dos casos especiales de matrices de banda que ocurren
frecuentemente en la préctica son p = ¢ = 2 y p = ¢ = 4. Las matrices con ancho de

banda 3 (que se presenta cuando p = ¢ = 2) se laman generalmente tridiagonales ya
que tienen la forma

an ap 0 0
a1 amp axn 0 0
0 asg asy a0 0
4 0 cee e 0
0 0 Qii-1 Qi Qi1 0 0
0 0
0 0 an—2,n—1 an—l,n—l an-—l,n
0 0 Ann—1 QAnn
Definicién. Se dice que la matriz A de orden n es estrictamente dominante diago-
nalmente en el caso de que satisfaga, para cadai=1,2,...,n,
T
las > lag].
j=1
J#
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Las matrices estrictamente dominantes diagonalmente nunca son singulares.

Definicién. Una matriz simétrica A de orden n se llama positiva definida si Z' A ¥ > 0
para todo vector columna n—dimensional & # 0, es decir si

ai; @12 ... Qin I
n n
St 4 = a1 G2 ... Qo2n T2
TPAT=(21,22,...,Zn) . . . . . =§ E asj z; 5 > 0.
: : : : : Py
Ap1 Up2 -+ Onpp Ty

Aqui, también, si A es una matriz positiva definida, A es no singular.

Ejercicios.
1 -2 1 1 -1 0
1) ;Son ortogonales las matrices A= 0 3 2 | yB=|[2 3 5 {7
1 53 6 1 75
2) Calcula la inversa de las siguientes matrices:
50 1 5 1 0
a) A=110 0 b) A={ 1 1 1
32 -2 3 =2 2
6 3 5 1
0 4 (_21), Q) A_<1_2)
1 0
3) Dadas las matrices A = 2 -2 .B=] -1 2 | vC= 21 ,
-1 0 2 S 2 3

a) Efectiia, cuando sea posible, los productos AB. AC, BC v C 4;
b) Obtén las transpuestas y las inversas de A, By C;
¢) Calcula ABC y ACB.

4) Halla la inversa de la matriz A B siendo

cosz —senz 0 cosy 0 seny
A= senz cosz 0 N B= 0 10
0 0 1 —seny 0 cosy

5) Sea A una matriz con coeficientes en un cuerpo K. Demuestra que las matrices
A. Aty Al A son siempre simétricas.

) Demuestra que el producto de dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal.

. - a b 1 d —b
7) Verifica que la inversa de < . d> S B ( e a >
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8.8 Normas de vectores y de matrices.

Sea R™ el conjunto de todos los vectores columna con componentes reales, que denotaremos
como T = (21, %, ...,1,)" (nétese la notacién de transpuesta). Para definir una distancia
en R", usaremos la idea de la norma de un vector, que volveremos a encontrar en la
seccién 9.2,

Definicién. Una norma vectorial en R” es una funcién || - ||, de R” en R con las
siguientes propiedades.

l|Z]| = 0 para todo ¥ € R™;

- ||F]] = 0siysélosi Z=0;

fla Z|| = | ||7]| para todo a € R y ¥ € R™;
- lE+ gl <12 + 17]] para todo T, 7 € R™.

Definimos tres normas especificas en R*, aunque luego usaremos sélo la norma ls.

Definicién. Las normas l, kv I para el vector 7 = (z1,22,...,2,)" se definen como

JE —Zm

La norma ; se denomina frecuentemente norma Euclideana del vector ya que re-
presenta la nocién usual de distancia al origen en el caso en el que el vector 7 esté en R,

R? o R3.

Y iIRflee = max xi].

Ya que la norma de un vector da una medida de la distancia entre el extremo final del
vector y el origen, la distancia entre dos vectores se puede definir como la norma de la
diferencia de los dos vectores.

Definicién. Si = (r1,zs.....2.) e ¥ = (¥1,%,...,yn)t son vectores en R™, las distan-
cias l, b v I entre T e ¢ se definen como

&~ glh = |z — wil,
i=1
Iz~ m:\jZm—mz v &= Flleo = max bxi — yil

Teorema 8.7 Para cada T € R”,

1]l < 1712 < V2 [} e
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Demostracién:
Sea z; una coordenada de Z tal que ||Z]jx = max |z;| = |z;|. Entonces
<ikn

n m
NE% = laP =22 <> 2l <Y a? = nal =il
=1 =1

Por lo tanto

n

Wil < [ = 1l < VA 17

i=1
c.q.c.

A veces puede ser necesario también tener un método para medir distancias entre dos
matrices n x n, lo cual nuevamente requiere el uso del concepto de norma.

Definicién. Una norma matricial en el conjunto de todas las matrices reales n x n es
una funcién de valores reales || - ||, definida en este conjunto que satisface, para todas
las matrices A y B, n X n, y todo ntimero real ¢, las siguientes propiedades:

Al = 0;

|4 =0siyslosi A=O;
-l Al = lef [[Al];

- A+ Bl < |Al+ 1Bl

- A Bl < |A]l-[1BI].

Una distancia entre las matrices A y B, n x n, se puede definir de la manera usual
como |4 — BJ].

Sil] - || es cualquier norma vectorial en R". entonces
[|A[l = max ||AZ]|
li#li=1

define una norma matricial en el conjunto de las matrices reales n X n, que se llama la
norma natural.

Consecuentemente, las normas matriciales que consideraremos tienen las formas

1Al = Hgix‘aleA.le. norma /.

Al = Hr%aleAfHQ, norma lg,
EAPES

NAlle = Hn\lax |AZll. norma L.
liso=1
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Teorema 8.8 Si A = (a;;) es una matriz n X n, entonces

a) HAlle = 111512;2 )

b) |lAllL = 1§]a§2\a¢ji-

Demostracién:
a) Sea 7 un vector columna n—dimensional tal que su norma I, sea uno; es decir, ||T]]e =
max |zy| = 1. Como AT es también un vector columna n—dimensional,

1<ign

Af = maxl(A o)l =; maleaz, 7] < maxzw max lzj

= @a;j; lass {12]]oc = nslasxgj_l lass]-

Asf que ||AZ]|o < max Z la;;| para todo Z con {|Z]|e = 1. Consecuentemente,
25
e ]

i
1Al = max [JAZ]« < max > ayl.
1<i<n —

18]l =1

Por otro lado, si p es un entero 1 < p < n, con

n n
ap;| = max E Qsj
Z] le i<i<n | 2]!1
j=1 =1
v T se escoge de tal manera que

- 1, si ap; >0,
7 -1, sl ap; <0,

entonces ||7]|eo = 1 ¥ |ap; x5 = lap;| para toda j =1,2,...,n. Ademds,
n n n
148 |oo = masx | Zlaz-j 2] > |Z;apj 2] = Zl |aps] = glag;z: lasgl-
J= j= j=
Esto implica que

1Al = mas (|4l 2 max 3 o,
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Entonces,

| Alloe = max Z 0,

1<ikn

Demostremos ahora la parte b); sea Z un vector columna n—dimensional tal que su

n
norma | sea uno; es decir, [|F||; = 3 |z;] = 1. Como AT es también un vector columna
=1

n—dimensional,

n

1> a Z]IJ‘_ZlZaU ;] <

i=1 =1 j=1

lass] = i jass) 1171 = z .

=1 i=1 i=1

Il
™=
EN
Nl
I
NgE!

1Az}

IA
-tj:
£
M:

n
Asf que ||AZ||; < 3 |a;| para toda Z con ||F]|; = 1. Consecuentemente.

=1
Al = max 47 < as Tw

Por otro lado, si p es un entero 1 < p < n, con

n n
2 lenl = a3 lol
i=1 i=1

y T se escoge de tal manera que

= 1, si J=7p
7710, en el resto de los casos,

entonces |||} = Y |z;{ = 1. Ademas,
=1

Az = Z | Zam z5| 2 Z 1 Zam x| = Zwaﬁpxz 2| = max B lai -

Esto implica que

|AZ)ly = max [|AZ] 2 max me

NZllh=1
Entonces,
|AZ]| = 11;1]?1;; \aijl-
c.q.d.

Ejercicio.
Halla las normas /. b v L para los vectores de las bases canénicas de R2. R? v R™.
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8.9 Autovalores y autovectores.

Definicién. Sea (E, +,) un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Sea L(E) el conjunto
de endomorfismos de E. Dado f € L(E), se dice que un vector £ £ 0y T € E es un
vector propio o autovector, si existe un escalar A € K tal que f (£) = AZ. Al valor A
se le llama valor propio o autovalor asociado al autovector Z.

Definicién. Se llama valor propio del endomorfismo f: F — E a todo escalar A € K tal
que existe al menos un vector Z # 0 que cumple que f (T) = A 7.

Si por ejemplo consideramos
f(@) =37, f(Z2)=-33  f(%h)=-31,

al autovalor A = —3, estdn asociados tres autovectores T, & v Zs.

Ejemplo. Sea f un endomorfismo de R? cuya matriz respecto a la base candnica es

a=(57)

¢ tiene dicho endomorfismo autovectores?

Solucidn:
SiZ = (x1,22) # (0,0) fuese un autovector, existirfa un escalar A € R tal que f (Z) = A 7,

es decir,
ro=(3 V) (2)-(2) e

Este sistema matricial equivale al sistema de ecuaciones

([
oo

II_QIV‘Z = /\Il = (1_)\)1'1—21'2
2r1+122 = Az 221+ (1 — N2

que es un sistema homogéneo cuya tinica solucién es z; = x5 = 0, dado que el determinante
de su matriz de coeficientes vale

I=n -2 —(1=A2+440 VIeR
’2 (1—A)~(_)+7é <

Luego el endomorfismo no tiene autovectores no nulos.

Ejemplo. Sea E el espacio vectorial real formado por las funciones reales olz) q
adimniten derivadas de cualquier orden. La aplicacién f: E — E definida por f (o(z))
©'(2) es una aplicacién lineal y por lo tanto es un endomorfismo.
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. s ’
o la funcién sen z no es un autovector puesto que  f(sen z) ={sen x] =cosz ¥
cos T # A sen . '

Pasamos a estudiar algunas propiedades de los autovectores.

1. Un autovector Z no puede corresponder a dos autovalores distintos A y p.
Demostracion:
Si asf fuese

= AT =put

{ f &) =7
f@)=pt
y como ¥ # 0, por las propiedades de los espacios vectoriales tiene que ser A= p.
c.q.d.
2. Si 7 es un autovector del endomorfismo f correspondiente al autovalor A, entonces
cualquier vector u 7, donde p € K, es también autovector asociado al autovalor A.
Demostracion:

Como T es autovector asociado al autovalor A tenemos que f(Z) = A&; ademds,
siendo f un endomorfismo y por las propiedades de los espacios vectoriales, tenemos

fud)=pf@=pA8) =2 (3.
c.q.d.

Definicién. Un subespacio vectorial F de un espacio vectorial E, se dice invariante por
¢l endomorfismo f: E — E, si f(F) C F, es decir, si la imagen del subespacio F estd
incluida en F.

3. Si F es un subespacio vectorial de E de dimensién uno e invariante por el endomor-
fismo f, entonces cualquier vector no nulo de F es autovector.

Demostracién:

Size FyfZ+#0,siendo F de dimensién uno, se sigue que {T} es una base de F.
Como F es invariante, por la definicién, f () € F, luego f (F) se podrd expresar
en funcién de la base {Z} de F, es decir f(Z) = o7, por lo tanto T es autovector
correspondiente al autovalor a.

c.q.d.

4. Cuando T es un autovector, el espacio vectorial engendrado por ¥ es invariante por
el endomorfismo f.
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Demostracion:

Esto sigue de la propiedad 2. Si £ es un autovector, sabemos que f(Z) = AZ;
ademds el subespacio engendrado por Z serd F = {u % / u4 € R}. Luego un vector
cualquiera del subespacio F' serd del tipo u %, y

flud) =2 (pd)=Ap f=mTeF,

como la imagen de cualquier vector de F pertenece a F, tenemos que f(F) C F.

c.q.d.

Podemos resumir las propiedades 2, 3 y 4 diciendo que los autovectores del endomorfismo
f son los vectores no nulos de los subespacios invariantes de dimensién uno.

>
Teorema 8.9 La condicidn necesaria y suficiente para que \ sea autovalor de f es que
el endomorfismo (f — Ai) no sea inyectivo.
(Néotese que i: E — E es el endomorfismo identidad).

Demostracién:
= Si A es autovalor de f, existe £ € E tal que f(Z) = AZ, pero como i (F) = &,

podemos escribir
f@=XiF) & [f@-2i@=0 & (f-ri)@)=0.

Esto quiere decir que T € Ker (f — Ai). Siendo & # 0, se sigue que Ker (f — i) # {0}
v entonces por el teorema 8.2 el endomorfismo {f — A4) no es inyectivo.

&= Si(f = A1) no es inyectivo, por el teorema 8.2 se sigue: Ker (f — \i) % {0}, es
decir, existe un vector 7 # 0 tal que

(f=2) @) =0 & f@-2i@=0 < (@) =xi(Z) = A7,
es decir, A es autovalor de f.
c.q.d.

Pasamos ahora a definir el polinomio caracteristico.

Sea E un espacio vectorial de dimensién n, sobre el cuerpo K. Sea f: F — E un
endoworfismo de E'y B = {1, Uy, ..., d,} una base de E. Como vimos en la seccién 8.3,
hay una matriz A asociada al endomorfismo f en la base B,

11 Q12 ... Qip

G21 Q22 ... dgqn
A= o

Ani Gp2 ... Gpp
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Ademés, en la base B tenemos

/\’L(ﬁl) = A?Z’1+0272++Ou,7=)\171
)\Z(ﬁQ) = 0@ + AUy +---+0i, = A

Aitl,) = 0@ +08p+ -+ My, = Aty

es decir, la matriz asociada al endomorfismo Ai es

X0 0
0 A 0
M= :
00 ... A

~ Entonces, la matriz asociada al endomorfismo (f — Ai) es

a;;p— A 12 cee G1n
ao1 Aoy — AL Aon
an1 an2 cer Qpp — A

Definicién. Cuando M recorre el cuerpo K, el determinante [A — A I,,| es un polinomio
en A de grado n llamado polinomio caracteristico de A, y se denota con

p(Ay=det{A—\IL,)=]A—- XL,

Teorema 8.10 EI polinomio caracteristico es independiente de las bases elegidas en el
espacio vectorial E.

Demostracién:

Sea By = {iiy, s, ..., U,} una base de E. Sea A la matriz asociada al endomorfisnio
f: E — E enlabase B; de E. El polinomio caracteristico es p;(A) = det(A — A L,).

Sea By = {1, 7s,...,0,} otra base de E. Sea B la matriz asociada al endomorfismo

f: E — E enlanueva base B, de E. El polinomio caracteristico es po(A) = det(B—A1,).
Por lo que vimos en la seccién 8.3, sabemos que existe una matriz P, lamada matriz de
cambio, tal que B = P AP, luego

B-)\,=P'AP-A,=PYAP-AP'I[,P=P ' (A-)],)P
y entonces
|B—=AL,|=|P ' (A= AL) P|=|P7'-|[A=\L|-|P| =
=|A=AL| [P |Pl=|A= AL - |PT'P| =
= A=A L] = 1A= M.

e
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Teorema 8.11 El valor \ es autovalor del endomorfismo f si y sélo si |[A—NI| =0.

Demostracidn:
N. . . . .
= En el teorema 8.9 hemos visto que la condicién necesaria y suficiente para que

A sea autovalor de f es que el endomorfismo (f — Ai) no sea inyectivo, es decir que
Ker (f — A1) # {0}, o sea existe un vector  # 0 tal que (f — \i)(Z) = 0. Pasando a la
matriz que representa el endomorfismo, tenemos (A — AI) ¥ =0, o que es lo mismo

a; — A Q1o AN (2509 z 0
~ aoy aoo — AL Aopn Zo 0 —
(A-2D)z= : , ) ) 1o 1= . [=0
A1 A2 ceo Opn — A T 0

Esta dltima ecuacién matricial representa un sistema homogéneo de ecuaciones lineales,
que, como £ = (1,22, ..., T,) #* 0, admite soluciones distintas de la trivial, y por lo tanto
el determinante de la matriz de coeficientes del sistema tiene que ser nulo, es decir

ay; — A ajn e Q1pn
aoy o9 — AL QAop
A-XI|=]| . , , : =0.
Ayl Gn2 cee Opp — A

Pero este determinante coincide con el polinomio caracteristico.

s. . . . .
= Por otro lado, si |[A— AI| = 0, entonces el sistema homogéneo de ecuaciones

lineales que tiene por coeficientes los elementos de la matriz A — A admite soluciones
distintas de la trivial, es decir, existe 7 # 0 tal que (f — Ai) () = 0, que es lo mismo que
Ker (f — A4) # {0}; entonces por el 8.9 el endomorfismo {f — A1) no es inyectivo, y A es
un autovalor.

c.q.d.

Podemos resumir diciendo que los autovalores son las raices de la ecuacién caracteristica,
es decir la ecuacién obtenida igualando a cero el polinomio caracteristico. En total habrd n
antovalores. Si las raices son distintas se llaman autovalores simples; si algunas raices son
iguales, se llaman autovalores multiples, y tendrén un orden de multiplicidad determinado.

Ejemplo 1. Suponed que al resolver un polinomio caracteristico obtenemos
Alzl, )\2:3, /\3:17 )\4:1, )\5:07 >\6:1

El cero y el tres son autovalores simples (se repiten una sola vez), mientras que el autovalor
uno es multiple, con multiplicidad cuatro.

Ejemplo 2. Supongamos que

I

Il
[l NI
— Lo
R
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y que un autovalor sea A = 5. Calcular el autovector asociado a dicho autovalor.

Solucion:
Para calcular un autovector asociado a dicho autovalor, construimos, para el valor A =5,
el sistema (A — A]) £ =0, es decir

2—A 1 1 T 2-5 1 1 T 0
2 3—)\ 1 . Io = 2 3—5 1 . To = 0
1 1 2— X T3 1 1 2—-5 T3 0

-3 1 1 T 0 -3z +a0+23 = 0
2 -2 1 oz | =1 0 = 201 —2x0+23 = 0
1 1 -3 T3 0 271+1‘2—31‘3 =0

Resolviendo este sistema obtenemos z; = 13 y T2 = 23, es decir el conjunto de au-
tovectores para A = 5 es {(z3,2%3,23)}, 0 también podemos decir que Ker (f —5i) =
{(z3,2x3,73)}. Uno en particular es el autovector (1.2,1).

Ejemplo 3. Sea
1
A= 2
-1

Determina los autovalores y autovectores.

OO
O

Solucién:
Para calcular los autovalores de A consideremos

1-x 0 1
p(A) = det(A—A1I)=det 2 2-Xx 1 =
-1 0 =X
— 2 2
(1=X)-det 20/\ _l/\>+1'det<: B

0
= (1-NE2-N (=N 2N =2-NA2-A+1).

I

[

Los autovalores de A son las soluciones de p(A\) = 0, es decir,

3
A =2, Ag = +—\g——i. Az =

N —

Un autovector ¥ de A asociado con \; es una solucién del sistema (A — A 1) & = 0:

-1 0 1 Ty 0
2 0 1 z | =] 0
-1 0 -2 I3 0
Por lo tanto,
—T1 + X3 = 0,
21‘1 + T3 = O,
-z —2zx3 = 0.
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sistema que tiene por solucién a z; = z3 = 0 y z» arbitrario. En particular, # = (0.1, 0)¢
es un autovector de A correspondiente al autovalor A\; = 2.

Definicién. Sea A un autovalor de un endomorfismo f de un espacio vectorial E definido
sobre el cuerpo K. Definimos E, como el conjunto de los autovectores asociados a A,
junto con el vector nulo, 0. A E, se le llama espacio propio de \.

Teorema 8.12 El espacio propio de A, E\, es un subespacio vectorial de E.

Demostracién:
Por la definicién tenemos

Ey={f e E/ f(&) = 7} U{0} =Ker (f — Ai).

Para todo o, 3 € K y para todo 7.y € E) se tiene que cumplir o ¥ + 347 € E,. Esto es
cierto por ser f un endomorfismo:

fleZ+8g)=af(@)+8f(=a(A2)+8 (A= (aZ+57)

es decir, a Z 4+ 8§ es un autovector con autovalor A, y por lo tanto pertenece a E.
c.q.d.

Teorema 8.13 Propiedad fundamental de los autovalores.

[ de un espacio vectorial E, entonces los autovectores correspondientes {Z1, Ty, Tp}
son linealmente independientes.

Demostracién:

Hagamos la demostracién por reduccién al absurdo. Supongamos que \; # A;jsiendo i # j
y que los vectores {1, 74, ..., &y, Tis1 - - - . Tp} son linealmente dependientes. Supongamos
entonces que los primeros & vectores {Z1,75,...,Tx} sean linealmente independientes.
Entonces, los vectores Zxi1 . ... 7, son combinacién lineal de &, 5, . .., Tk, es decir

k
fﬂ,:aﬂfl%—aigl_“g—f-'-'-f-aikfk: E aijfj, i:k+l,...,p.
=1

Seaw ahora A; los autovalores correspoudientes a los autovectores Zy, con i = k + 1,...,p;
¥ A; los autovalores correspondientes a los autovectores Zj, con j=1,...,k. Entonces,

k k
f(fz) :)\iii :)\i <Zaijfj> =Z/\iaijfj7
=1 j=1
k k k
f@)=f (Z Gy fj) =D au fE) = ay ;.
j=1 j=1 =1
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Los dos sumatorios de la derecha tienen que coincidir. luego

k k k k
E )‘z CYU‘ .Z'j = E 05 /\] l'j = E >\7' Qi Ty — Qg /\] Tr; = E O.,‘j (/\7 - )‘J) .T]' =0.
=1 j=1 J=1 7=l

Hemos obtenido una combinacién lineal de los vectores linealmente independientes 7.
To,...,Tr que nos da el vector nulo. Entonces. sus coeficientes han de ser nulos, es decir

Oéij ()\1 - )\]) = 0, Y 2]

Si aqui fuese a;; = 0, esto implicarfa que Z; = 0. Pero esto no puede suceder porque 7; es
un autovector y por tanto no puede ser nulo. Luego a;; # 0. Entonces tiene que ocurrir
que A\; — A; =0, esto es

)‘1=)‘]~ Z:k+1~'p .]21“]"

Y esta es una contradiccién visto que partiamos de la hipdtesis de que A; # A;, parai # j.
Entonces los vectores {Z1, &s, ..., Tk, Tx+1-. ., Tp} son linealmente independientes.
c.q.d.

Nota. Todo el estudio hecho sobre los autovalores y autovectores de un endomorfismo se
traslada de forma instantdnea a los autovalores y autovectores de matrices cuadradas.

Definicién. Dos matrices A y B se dice que son semejantes, si existe una matriz P. no
singular {esto es con determinante no nulo), tal que B = P"1 A P.

Claramente dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico (la demos-
tracién se hace de la misma forma que demostramos el teorema 8.10). Luego, dos matrices
semejantes tienen los mismos autovalores y con igual orden.

El reciproco de estas propiedades no es, en general, cierto; es decir, dos matrices pueden
tener los mismos autovalores, con igual orden, y sin embargo no ser semejantes. Veamos

un ejemplo:
10 11
A:(01>’ B‘<01>'

Sean las matrices

Las dos tienen por ecuacién caracteristica (A — 1) = 0 y por lo tanto las dos matrices
tiene el autovalor A = 1, de orden 2. Sin embargo, no son semejantes. pues, de serlo.
existirfa una matriz regular de orden 2

d

a a+b a b\ a=0.
PB_(C c+d>_<c d>_AP g {c:().

con lo cual la matriz P seria singular.

P:(Zb> talque B=P'AP = PB=AP

esto es

356



8.10. DIAGONALIZACION DE MATRICES.
Ejercicios.

1) Dado el endomorfismo f: R? — R® cuya matriz asociada es

2 -2 1
2 -8 =2
1 2 2

calcula los autovalores y autovectores.

2) Dado el endomorfismo f: R* — R* cuya matriz asociada es

015 9
216 8
0600 3
001 =2

calcula los autovalores y autovectores.

8.10 Diagonalizacién de matrices.

Definicién. Un endomorfismo f: E — E, donde E es un espacio vectorial de dimensién
finita n sobre un cuerpo A, se dice que es diagonalizable, si existe una base de E en
el que la matriz asociada a f es una matriz diagonal. Diagonalizar f es determinar una
base, en caso de que la haya, en la que su matriz asociada sea diagonal, y calcular dicha
matriz.

Definicién. Dada una matriz A de orden n, diremos que es diagonalizable, si existe
una matriz P no singular tal que D = P~! AP, siendo D una matriz diagonal. A la
matriz D se le llama forma diagonal de la matriz A.

Como una matriz 4 puede considerarse como la matriz asociada a un endomorfismo f,
vamos a estudiar la diagonalizacién de endomorfismos y matrices de forma paralela.
Cousideremos dos casos:

¢ Si los autovalores son simples.

Supongamos que Ay, Ag,..., A, sean autovalores de f distintos dos a dos. Esto
implica que los autovectores correspondientes {Z1,Z2, ..., T, } son linealmente inde-
pendientes, por el teorema 8.13. Como dim E = n, los autovectores {Fy, Zo, . . ., Zn}

forman una base. Ademds

0F + 08+ -+ AZy = A,

o
I
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CAPITULO 8. ALGEBRA MATRICIAL.

luego la matriz asociada a la base {#,T2,.... 05} es la matriz diagonal
A 0 .00 0
0 X ... O
D = : . . N
0 ... 0 X\

Resumiendo, la matriz A era la matriz asociada a f cuando en £ nos daban una
base determinada. Al trabajar con la base formada por los autovectores, la matriz
asociada es D, luego por lo visto en la seccion 8.3 existe una matriz P, matriz cambio
de base, regular, tal que D = P~ A P: luego la matriz A es diagonalizable. Como
veremos en los ejemplos, la matriz de cambio P tiene por columnas las coordenadas
de los autovectores.

e Si los autovalores son multiples.

Dado el endomorfismo f: E — E, supongamos que los autovalores sean Ai, As. . . .. Ap
cada uno con multiplicidad k1, k2. ..., kp. con by +ka+o o+ k, =n. Sea A la matriz

asociada a f en una determinada base. Se puede demostrar el siguiente resultado

Teorema 8.14
A es diagonalizable = dim Ker (f — ;1) = kj.

Resulta entonces que no todas las matrices cuadradas {de elementos complejos en general)
son diagonalizables.

Sin embargo, las matrices reales simétricas (que aparecen con bastante frecuencia en
problemas de Fisica), tienen algunas propiedades importantes por sus aplicaciones.

1. Los autovalores de una matriz real y simétrica A son todos reales.

Demostracién:

Por ser la matriz A de elementos reales, la ecuacién caracteristica JA—-XIl =0
es una ecuacion de coeficientes reales, y por tanto. si tiene una rafz imaginaria
A = o+ 314, tendrd también la raiz imaginaria conjugada Ay = a — 314, Sean
) v T2 los autovectores asociados a A\; v As. respectivamente. Con los mismos
sfmbolos #1 v Fo denotemos las matrices columnas formadas por las coordenadas
del los autovectores. Ademas, por ser simétrica. A = A'. Luego. tendremos que

AT =M7T FEAT = M ILT FEAT) =
{ =aT AT =MT, 01 (%3 12

FLAZy = M Fl s

B

b

H

NS

I

e
81
[V
!
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8.10. DIAGONALIZACION DE MATRICES.

it — =t = -
TtATs=MNMTIT . .
1727 AT o A= = a+fiz=a-f8i =
ztz
1

TEATy = M TLE,
=0 = A esreal

c.q.d.

2. Sila matriz A es real y simétrica y los autovalores son todos distintos, entonces los
autovectores son ortogonales dos a dos.
Demostracién:

Supongamos A; # Ag, entonces como en la propiedad anterior tenemos

U

— — — — —t o - -\t =t =\

z"ll'l = )\] I I;All = )\1 I%Il (fZZéAIl) = /\] .fCQtl'l)

P R S =
Ty = A2 X9 Ty AT = A2 Z{ T2 : P

FYATy = AT

=t - =t =
TLATy =M T To o
AR NI pestando = 0= (A — Ao) &4
Zy Al’z = /\QCEI T2

siendo A; # A; tendrd que ser

como el producto escalar de los dos vectores es nulo los vectores son ortogonales.

c.q.d.
Como consecuencia de las dos propiedades tenemos que

Teorema 8.15 Si la matriz es real y simétrica y los autovalores son todos distintos en-
tonces los autovectores forman una base ortonormal. Ademds, la matriz de paso P, que
tiene por columnas las componentes de los autovectores, es una matriz ortogonal, es decir

P i=pt

(La segunda parte se puede demostrar facilmente, haciendo las cuentas).

Estas Ultimas dos propiedades se cumplen para toda matriz real y simétrica; es decir,
Teorema 8.16 Toda matriz real y simétrica es diagonalizable cualquiera que sea el or-
den de multiplicidad de sus autovalores. La base formada por los autovectores divididos

cada uno por su normae es una base ortonormal. La matriz de paso P que permite la
diagonalizacién D = P~ A P. es una matriz ortogonal.
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CAP{TULO 8. ALGEBRA MATRICIAL.

Ejemplo. Diagonaliza la matriz cuadrada

400
A=1{ 07 3
037

y calcula la base ortonormal en la cual la matriz asociada es diagonal.

Solucién:
Empecemos calculando los autovalores.

4-x 0 0
JA-xIl=] 0 7-Xx 3
0 3 7T-2A

A=NT-X-94-N=

Il

Il

(A= XN (H9-1A+ X -9)=

(4= X)) (A — 14 A +40) =

= A-NP-10)—4)
es decir, los autovalores son
A =10 simple, Ay =4 doble.

Pasamos ahora a calcular los autovectores.
Para A; = 10 tenemos

. 4— A 0 0 Ty 0
(A=) =0 = 0 T-x 3 z | =0 .
0 3 T—A T3 0
-6 0 0 X 0 —6.11:0 0
0 -3 3 nl={0] & { Bzm+3m=0 <
0 3 -3 3 0 320 — 373 =10 2T
Entonces, para A; = 10 podemos escoger 7 = (0,22, Z2).
Para A; = 4 tenemos
000 1 0 3.’E_2+3T3:0
0 3 3 T2 = 0 < 3y - 375 =0 < X3 = —Ta.
033 3 0 2T e

Entonces, para Ao = 4 podemos escoger T = (@1, %2, —T2)-

Queremos ahora formar una base ortogonal: para el primer autovector consideremos
(0,1,1), y para el segundo tenemos que tomar dos vectores linealmente independientes v
ortogonales entre si. Sea el primero de ellos el vector (1,1, —1), buscamos el valor de 1,
tal que el segundo escogido como (=1, 29, —z2) sea ortogonal al primero:

(1,1.-1) - (1,20, —22) =0 & 14 r+1:=0 & 1=

ot =
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8.10. DIAGONALIZACION DE MATRICES.

Ahora normalizamos los vectores

HOLD=vI+1=v2  [[(LL-1l=vVI+1+1=13,

07 %) (Fa5) (5w )
V2' V2 3 V3 V3 V6 Ve Ve
v la matriz de paso es
1 2
Y 5 7
P = S e
vZoVE VR :
%

Se puede demostrar que P* A P = D, es decir que

0 % & 400 0 & -% 10 0 0
= x5 = |- {073 %5 % o |=(0 40
i OB A A W=

B W 037 L 1 1 0 04
NIV I AR

Ejercicios.

1) Encuentra la condicién necesaria y suficiente para que la matriz de coeficientes reales

1 a1l
01
0 0 ¢
sea diagonalizable.
2) Dada la matriz

5 0 0

0 -1 5%

3 0

estudia para qué valores de a y b es diagonalizable y calcula los autovectores corres-
pondientes en el caso de que lo sea.

3) Sea A una matriz de orden 2 con coeficiente reales. Halla la condicién necesaria y
suficiente para que los autovectores sean iguales.
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Capitulo 9

La geometria del espacio euclideo.

9.1 Vectores en el espacio tridimensional.

Definicién. Los puntos P en el plano se representan con pares ordenados (a,b); los
nimeros reales a v b se llaman coordenadas cartesianas del punto P.

Si trazamos dos rectas perpendiculares que se in-
tersectan en un punto 0, que llamamos origen, las
dos rectas son los ejes z, y. A partir de ese origen
0 se miden distancias sobre los ejes, y después de
escoger unidades en esos ejes, podemos determinar
las dos distancias a y b (trazando perpendiculares
de P a los ejes). En particular, a se llama la com-
pounente z de P, o abscisa, y b es la componente
y. 0 ordenada.

Esta es la representacién de los puntos en el plano o R?; en el espacio o R? la representacién
de los puntos es andloga, mediante ternas ordenadas de nimeros reales.

Para establecer un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional par-
timos de un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, o sea Ozy. Por el punto 0,
que seguimos lamando origen, trazamos una recta que sea perpendicular a las otras dos.
A esta tercera recta la llamamos eje z, usando la misma escala que en las otras dos y
asignando la coordenada z = 0 al origen.

Regla de la mano derecha. Por conveniencia, i

orientamos el eje z de tal manera que Ozyz forme

un sistema orientado positivamente; es decir,

que si el indice de la mano derecha apunta en la

direccién de las x positivas y el dedo medio de

la misma mano apunta en la direccién de las y ’
positivas, el pulgar sefialard en la direccién de las
z positivas.
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CAP{TULO 9. LA GEOMETRIA DEL ESPACIO EUCLIDEO.

Definicién. Los puntos P en el espacio se representan con ternas ordenadas (a.b.¢): los
nlimeros reales a, b y ¢ se llaman coordenadas cartesianas del punto P. En particular.
a se llama la componente z (o primera coordenada) de P, b es la componente y (o segunda
coordenada) y ¢ es la componente z (o tercera coordenada). El punto P de coordenadas
Tz =a,y="b z=cse designa por P(a,b,c).

El punto sobre el eje x de abcisa a tiene como coor-

denadas espaciales (a, 0, 0); el punto sobre el eje y .
de ordenada b tiene como coordenadas espaciales ‘
(0,b,0) y el punto sobre el eje z de cota c tiene co- el

Sa Plaha
-

mo coordenadas espaciales (0,0, ¢). Ademds, dado
un punto P(a,b, c), tenemos que el plano perpen-
dicular al eje z que pasa por P corta dicho eje en el
punto (a,0,0); el plano perpendicular al eje y que
pasa por P corta dicho eje en el punto (0,b,0); el
plano perpendicular al eje z que pasa por P corta
dicho eje en el punto (0,0,c).

Un punto esté sobre el plano zy si y sélo si es de la forma (z,y,0). Luego una ecuacién
para el plano zy es z = 0. Claramente, la ecuacién z = zp representa un plano paralelo
al plano zy, z, unidades por encima (si z es positivo), o por debajo (si zy es negativo).
del plano zy. De manera andloga, las ecuaciones de la forma z = o representan planos
paralelos al plano yz y las ecuaciones de la forma y = yo representan planos paralelos al
plano xz.

Por todo lo dicho, podemos identificar la recta con el conjunto de todos los ntimeros reales
R; el plano con el conjunto de todos los pares ordenados {x,y) de niimeros reales R? v.
finalmente, el espacio tridimensional con el conjunto de todas las ternas ordenadas (z,y. z)
de nimeros reales R®. Se puede hablar de todos estos espacios como R*, n =1,2,3.

Veamos ahora como podemos extender la operacidén suma de los nimeros reales de R, a
los pares y las ternas ordenadas de R? y R®. Para R® se procede de la signiente manera
(para R? el procedimiento es completamente andlogo).

Definicién. Dadas dos ternas (z,y,2) € R? y (2., 2') € R® definimos su suma como
la terna de R3 tal que:

(,y,2)+ (2, 2) =@+ 2 y+y 2 +2).
El elemento (0,0,0) se llama elemento cero de R®. El elemento (—z, —y. —2) se llama
opuesto de (z,y, z).
Por ejemplo, dadas las ternas (2,1, —3) y (—2.2. —2)) tendremos

(2,1, -3) + (=2,2,-2) = (2—2,1+2,-3 - 2) = (0,3, -5).

Hay varias operaciones relacionadas con el producto que son importantes en R3. Dos de
ellas se estudiardn con detalle més adelante: el producto interno 6 producto escalar, gue
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asigna un ntimero real a cada pareja de elementos de R?; y el producto cruz 6 producto
vectorial, que asigna un elemento de R® a cada pareja de elementos de R®. Otra operacién
de producto para R? combina escalares (es decir, nimeros reales) con elementos de R?
(ternas ordenadas) para producir un elemento de R3.

Definicién. Dados un escalar o € R v una terna (z,y, 2) € R® definimos el producto
por un escalar como la terna dada por

alz,y,z) ={az,ay,az).
Por ejemplo, dadas las ternas (2,1,-3) y (=2,2,-2)) y el escalar @ = 3 tendremos
@ (2 1, _3) =3 (2~ L, —3) = (67 3, “9)7 o (—27 2, -2) =3 (—2: 2, _2) = (_676> _6)

Como consecuencia de las definiciones de estas dos operaciones para ternas de R? tenemos
las siguientes propiedades:

1. Asociatividad:
(@B) (z,y.2) = [B(z,y,2)].
2. Distributividad:
la+8) (z,y,2) = alr,y,2) + B(z,y,2);

al(z,y,z2)+ @y, =alz,y2) +ald,y,?).
3. Propiedades del elemento cero:

(0,0.0) = (0.0,0) v 0(z,y,2z) =(0,0,0).
4. Propiedad del elemento identidad:

1 (‘1:5 y’ Z) = (x7 y) z)'

Vamos a dar ahora el concepto de vector.

Definicién. Se define geométricamente un vector como un segmento de recta dirigido
que comienza en el origen, es decir, un segmento de recta con magnitud y direccién
especificados. con punto inicial en el origen. Los vectores se pueden asociar a flechas que
comienzan en el origen. Generalmente se denotan con una letra con flecha encima, ¥ 0 en
letras negritas, v.

Usando esta definicién de vector podemos asociar a cada vector ¥ el punto {z,y,z) en
el espacio, donde termina ¢, y, reciprocamente, a cada punto (z,y, z) podemos asociar
un vector ¢. Es decir, podemos pensar los elementos de R3 como ternas ordenadas de
niimeros reales o como vectores. La terna (0,0,0) es el vector nulo 0.

Definicion. Dos vectores 0y = (z1,y1,21) ¥y %o = {Z2,¥2, 22) son iguales si, y sélo si,
tienen la misma direccién y la misma magnitud, es decir si coinciden sus componentes:

v =y — Iy =Ty, Y1 =VY2, 21 =22

365
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Claramente para los vectores son vélidas las definiciones de suma y producto por un
escalar dadas anteriormente. La suma de vectores se puede visualizar como la adicién de
flechas siguendo la ley del paralelogramo: en el planc que contiene los vectores ©7 ¥
¥, formemos el paralelogramo que tiene como un lado a #; ¥ como lado adyacente a .
Entonces, la suma @) + @ es el segmento de recta dirigido a lo largo de la diagonal del
paralelogramo. De manera parecida se puede considerar la suma vectorial en términos de
tridngulos.

¥ ¥

M skl

Los multiplos escalares de los vectores también tienen interpretaciones geémetricas. Si o
es un escalar y ¥ un vector, se define o como el vector que tiene o veces la longitud de
7, con la misma direccién que ¥ si a > 0, pero con direccién opuesta sia <O

—

alf=alzyz) =(az,ay.0z).

Claramente los dos vectores ¥ y U serén paralelos.

«

x |

Veamos ahora cual es la representacién gedmetrica de la diferencia de dos vectores avb
Como a+ (5— a) = 5, resulta que b— & es el vector
que al sumarlo a @ da b. Es decir, serd un vector
paralelo y con la misma magnitud que el segmento
de recta dirigido que comienza en el punto final de
@ v termina en el punto final de b.

b-a trasladado

Si denotemos por 7 al vector que termina en (1.0,0), por J al vector que termina en
(0,1,0) ¥ por k al vector que termina en (0,0.1). tendremos que por la definicién de suma
vectorial y la multiplicacién por un escalar. cualquier vector en el espacio tridimensional
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se puede expresar en términos de los vectores 7, 7y k:

v = (r,y,2)=(2,0,0) +(0,y,0) 4+ (0,0,2) =
z(1,0,0)+v(0,1,0) +2(0,0,1) =
zU+yj+zk

Definicién. Los tres vectores 7, 7y % se llaman vectores coordenados unitarios, o vectores
de la base canénica para R®. Los nimeros z, y, 2 se llaman componentes de 7, 7'y k,
respectivamente, del vector 7.

La suma y la multiplicacién por un escalar se pueden escribir en términos de los vectores
de la base canénica de la siguiente manera:

(zf+yj+zE> + (;c’f-}-y’f—&-z'/?) =(z+2)i+{y+y) i+ (z+2)k

o (m?+yj+zl§> ={azx) 7+ (ay) 7+ (az) k.
Dados dos vectores ¥, %, no paralelos, estos deter-
minan un plano, y ademads cualquier punto de este
plano es de la forma

ot + B, con o, 3€R, 7,7eRE

El plano determinado por ¥ v @ se llama plano
generado por 7y w.

Si 7'y W son paralelos y ambos no nulos, el plano
degenera en una recta.

Si ¥ = & = 0, obtenemos un solo punto.

Hay tres planos particulares que surgen de manera
natural en un sistema coordenado y gue usaremos
muy a menudo: el plano generado por 7'y 7, que se
llama plano zy, el plano generado por 7y k, que
se llama plano xz y el plano generado por 7'y K,
que se llama plano yz. Estos se llaman planos
coordenados.

it o2

Como veremos més adelante, los planos y las rectas
son objetos geométricos que se pueden representar
mediante ecuaciones. Con el material ahora a dis-
posicidn somos capaces de hallar la ecuacién de
una recta [ que pase por el punto final o ex-
tremo del vector d, con la direccién de un
vector .

Por construccién geométrica vemos que la recta [ se puede expresar mediante la ecuacién
dada en forma vectorial
t)=a+tv.
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Decimos que ! estd expresada de manera paramétrica. con el parametro t. Ent = 0.
f(O) = @. Cuando t crece, el punto l( ) se mueve alejandose de & en la direccién de ¢y
cuando t decrece desde t = 0 hacia los valores negativos, el punto f(t) se mueve alejandose
de @ en la direccién de —¢.

Ejemplo. Vamos a escribir la ecuacién de la recta que pasa por el punto @ = (0,1.0) con
direccién del vector ¥ =7

I{t) = 7+t7=(0,1,0) + £ (1.0.0) = (¢,1.0).

Y ahora vamos a deducir la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,—1.2) v es
paralela al vector 27— 37+ k. Aquf podemos poner @ = 2'— 7+ 2 k yo=27=-37+4

luego

(t)=a+t7= (f~f+213) +t (2;- 3j+/3> = (1428)T= (1+307+ 2+ F

o

Visto que en lugar del punto & se puede escoger un punto diferente sobre la recta dada.
resulta que puede haber varias parametrizaciones de la misma recta.

Vamos ahora a deducir la ecuacién de la recta que pasa por los puntos finales de
dos vectores @ y b. Como el vector b — @ es paralelo al segmento de recta dirigido que
vadedab, es lo mismo que calcular la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por @
en direccién de b — @:

t)=a+t (E—a) —(1—t)d+tb.
Conforme ¢ crece de 0 a 1, el vector f(t) se mueve

de la punta de @ a la punta de 5; a lo largo del
segmento de recta dirigido de @ a b.

Ejemplo. Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1.0.0) y (1.-1,2}.

Solucién:
Podemos poner @ = {1,0,0) =7y b=(1,-1,2) =~ j+ 2k. Luego,

)= (1—t)@+th=(1-t)i+t (7—j+2 ) —F— 742tk

En términos de componentes, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1 y1.21)
v (22,92, 22) es

T=a 4+t {ze—71), y=yi+t(y2—3). 2=zt (—z2).
Eliminando # es posible escribir esto como

rT—T Y- _ -2
T2 — X Y2 — U1 22— 2

Obviamente, bastan dos cualesquiera de las tres igualdades. y son todas validas con tal
que xy # Ta. Y1 # Yo. 21 # z2. Si se cumple una de estas igualdades quiere decir que una
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de las coordenadas es constante, y desde el punto de vista geomsétrico esto significa que
la recta pertenece a uno de los planos coordenados. Supongamos, por ejemplo, que sea
21 = z9; entonces las ecuaciones paramétricas escalares toman la forma

z=m+t(re—o1), y=wnu+t{ye—wm), z==z,
v eliminando la ¢, nos quedan dos ecuaciones

I—Tr Y-
T3z Ya—yr

Z=2z.

La recta estd en el plano horizontal z = 2; y su proyeccién en el plano zy es la recta de
ecuacion

r—z - -
L _ Y0 y=y1+y2 yl(z—xl)‘

= <
L2 — %1 Y2 — U1 Ty — I
Hay que hacer notar que cualquier vector de la forma & = \@ + ,ug, con A+ =1, estd
sobre la recta que pasa por los extremos de @ y b, ya que

5=Aa+#5=(1—u)a+u5:a+u(b—a).

Ejercicios.

!

e

1) Dados @) = 27— J+k, @ = T+ 37— 3k, 0y = =27+ 7— 3k y 7 = 37+ 2]+ 5F,
encuentra unos escalares a, b y ¢ tales que 7; = a ¥y + b + ¢ 05.

2) (Qué restricciones se deben tener sobre z, y y 2z de modo que la terna (z,y, 2)
represente un punto sobre el eje y? ;Y sobre el eje 27 ;En el plano zz? ;En el
plano yz7

3) Un ave va volando en linea recta con un vector velocidad ¥ = 107+ 6 7+ k (en
kilémetros por hora). Supongamos que (z,y) son sus coordenadas en tierra y 2z su
altura, expresadas en kilémetros.

a) Si en un clerto momento el ave estd en la posicién (1,2,3), ;dénde estard una
hora después? ;Y un minuto después?

b) ;Cuantos segundos tarda el ave en subir 10 metros?
4) Encuentra la recta que pasa por (0,2, 1) en la direccién de 27— .
5) Encuentra la recta que pasa por (—5,0.4) y (6, -3, 2).

6) Halla los puntos de interseccién de la recta z = 3+ 2 t,y=T7+8t z=—2+1, esto

es, I(t) = (3+2¢,7+8¢,—2 +t), con los planos coordenados.

7) Demuestra que si dos vectores @ y b son paralelos a un tercer vector ¢, entonces
cualquier combinacién lineal de @ y b es también paralela a &
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8) Sean @ = (2,0, -1), b = (1,3,5), ¢ =
2~c“ +4d como combinacién lineal de
d=Ad+Bb+Cc

{(-1.1 1) vd=(1,16). Expresa @ — 30 +

% 7 L. Halla escalares A, B. C tales que

9) Encuentra la recta que es paralela a la recta )= (T—7) +t k y pasa por (3,1.0).
Y una segunda recta que pasa por (1,—1,2) y es paralela a 7{t) =1 (3 -7+ /:)

10) Encuentra el plano generado por @ = (2,7,0) y 2 = (0.2, 7).

11) Muestra que todo punto sobre la recta v{t) = (1,—1,2) + t(2,3.1) satisface la
ecuacién 5z —3y—2z—6=0.

12) Escribe la ecuacién quimica p C3H1O3+¢ Oy = r COy+5 HyO como una ecuacion en
ternas ordenadas con coeficientes desconocidos p. ¢. 7 v s. Halla la menor solucién
entera positiva posibles para p. ¢, r y s.

9.2 Producto escalar.

Pasamos a estudiar el primero de los dos productos de vectores que son muy utiles en
aplicaciones fisicas y tienen interpretaciones geométricas interesantes.

Definicién. Sean dos vectores @ y b en R?, con @ = (a1.as.a3) = @17+ az T+ ask v
b= (b1, ba, bs) = b1 T+ b2 7'+ b3 . Definimos el producto escalar de @ y b, (producto
interno o producto punto), como el niimero real

6-g=a1b1 +02b2+a3b3.
Conviene remarcar que el producto escalar de dos vectores es una cantidad escalar.
A partir de la definicién se siguen ciertas propiedades del producto escalar. Sid. by ¢
son vectores en R? v & y 3 son ntimeros reales, entonces

1.3-@>0, d-d=0 siysolosi a=0;

3. @ (5+a)=a' b+d @y (a+5) =G c+b-&
4. G-b=b-a

La demostracién de estas propiedades es muy sencilla v la dejamos como ejercicio.
Usando el teorema de Pitdgoras, se sigue que la longitud del vector @ = (1. a2, a3) es
a2 + a} + a?. Luego podemos dar la siguiente

Definicién. La norma de un vector ¥ = (v1, v, v3) €s el nimero

7]l = \/m: (7~ 1—,‘)1/2.
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A la norma de ¢ también se le llama longitud o magnitud de ¥. Los vectores que tienen
norma 1 se llaman vectores unitarios. Por ejemplo, los ya usados vectores 7, 7y k
son vectores unitarios. Observad que para cualquier vector no nulo 7, el vector 7/||7]],
obtenido dividiendo el vector dado por su norma, es un vector unitario. Se dice que se ha
normalizado el vector 7.

Ejemplo. Sea dado el vector @ = (1,1,1), ||{7]| = vVI+1+1 = +/3. Sea ahora
- 7 1

L _ 1 (L 1 1
’Ulzm—wl \/g(]-’l*l) (\/g’\/g'ﬁ) =

1] <1>2+<1>2+<1>2 /1+1+1 \/§ )

13 = —_ —_ —_— ES — — - = — = 1.

! V3 V3 V3 3 3 3 3

Por la construccién del vector b — @, resulta que la distancia del extremo de @ al extremo

de bes |[b—a|.

Ejemplo. Halla la distancia del extremo del vector @ = (1,1,1) al extremo del vector
b=(0,2,3).

Solucién:

b-all=v0-12+2-17+(B-12=vI+t1+4d=6

Con el teorema que sigue vamos a dar la interpretacién geométrica del producto escalar:
mostraremos que el producto escalar mide el 4ngulo entre los dos vectores.

Teorema 9.1 Seand y b dos vectores en R? y sea B, con0 <6 <, el dngulo entre ellos.
Entonces

@-b=||al}|bl| cos 6.

De modo gque podemos expresar el dngulo entre @ y b como

< 6 | g >
§ = arccos | ——— 1.
all o]
Demostracién:

Si aplicamos la ley de los cosenos al tridngulo con un vértice en el origen y lados adyacentes
determinados por los vectores @ y b, se sigue que

16— &l @[ + |[Bl* — 21|l |[8]] cos 6
(b—a)-(b—a) G-a+5-5—2||a)]| 5] cos 6.
El término a la izquierda nos da
(b-a)-(F-a)=a-a+b5-b-2aF,
de manera que podemos concluir

a-b=|lal bl cos 6.

c.q.d.
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Corolario 9.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz).
Para dos vectores @ y b cualesquiera, tenemos

@ - 8 < llal) |13l

con la igualdad si y s6lo si @ es un mailtiplo escalar de b. o uno de ellos es 0.

Demostracion: ~

Si @ no es un multiplo escalar de b, entonces |cos 8] < 1y se cumple la desigualdad.

Cuando @ es un miltiplo escalar de b, entonces # = 0 0 6 = m, es decir |cos 0] = 1.
c.q.d.

Ejemplo. Halla el dngulo entre los vectores ©+27 e 7—J+3k

75

Solucidén:
Usando el teorema 9.1, tenemos

T+27) (f—j+3E) — |7 27| |7~ T+ 3K]| cos 6

de manera que

1-2+0=1+5v11cos 8

de donde
cos 8 -1 = f#=arc ( ! > 1.71 radi (97.75°%)
= — = arccos | ——= | = 1.71 radianes (97.75°).
V55 V55

Siday b son vectores no nulos de R? v 6 el dngulo entre ellos, vemos que a - b=0siysdlo
si cos @ = 0. Asi, el producto escalar de dos vectores distintos de cero es cero si y s6lo
si los vectores son perpendiculares, u ortogonales. Los vectores de la base candnica Y
k son ortogonales entre sf, v tienen norma unitaria. por esto se llaman ortonor males. El
vector nulo es ortogonal a todos los vectores.

Ejemplo. Los vectores 7 = (cos §) 7'+ (sen) 7y Jp = — (sen#) 7'+ (cos ) 7 son ortogo-
nales, dado que
Ty 79 =—cos 0 sen® +senf cos 8 = 0.

Vamos ahora a deducir las expresiones para las proyecciones de un vector cualquiera
sobre dos vectores ortogonales. Dados dos vectores avy b ortogonales no nulos. si & es
un vector en el plano generado por @ y b. entonces existen dos escalares o v 3 tales que
C=aid+pj b. Tomando el producto escalar de @ y €. tenemos

i-E=a- (aa‘+ﬁl7> —ad-d+8d-b

v como @ y b son ortogonales, @- b =0, luego
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De la misma manera se obtiene

Y

151

El vector o @ se llama la proyeccién de € a lo largo de @, y 85 se llama la proyeccién
de ¢ alo largo de b. Notar que la longitud de la proyeccién de un vector & sobre un vector
@, donde 8 es el dngulo entre @ y ¢, estd dada por

a-c

I

el cos 8] =

la

Ejercicios.

1) Calcula dos vectores unitarios, no paralelos, ortogonales al vector de componentes
(L,1,1).

2) Calcula el dngulo entre los dos vectores 7 v ¥, si

!
_i_

T
(]
I\Jl
il

|
w
=
+ ey
)
+
©

3) Determina un vector unitario perpendicular al plano que contenga @, = 27— 6 7—3 k
y ’l_‘72 = 4T+ 3j~ k.

4) Encuentra el trabajo hecho sobre un objeto que se mueve a lo largo del vector

T=317+27— SE, si la fuerza aplicada es F= 21—7-k

5) Encuentra la ecuacién del plano perpendicular al vector 4 = 27+ 37+6 E ¥y que
pasa. por el extremo final del vector B =7+ 57+ 3 k.

6) Halla o sabiendo que

—47+4k son paralelos;

7
»=aji— k  tienen la misma longitud;

T+11)7-3k vy Hh=2ar-aj-— 5k son perpendiculares.
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=37—J+2kv &= 47+ 3k. calcula

'*‘1

7) Dados los vectores & =27+ 7. b
a) los tres productos escalares @ b, @- c.b-c
b) los cosenos de los dngulos formados por estos vectores;
c) las componentes de @ en las direcciones debyc
d) las proyecciones de @ en las direcciones de by €.

8) Halla los vectores unitarios 4 que son perpendiculares a la vez a @1 = 1+ 27+ k
y Te=37T—47+2k

9.3 Producto vectorial.

En la seccién anterior hemos definido un producto de vectores que daba como resultado
un escalar. Ahora vamos a definir un producto de vectores cuyo resultado es otro vector.

Definicién. Sean 4 y b dos vectores en R? cond= ay T+ay 7+as k ¥ b= by T+ba 7+ b3 k.
El producteo vectorial de d y b denotado por d x b, esta definido como el vector

axb= al aj ; —i"'? as || o as| s e g
- 1 -2 3| = b b . .
b1 b2 b3 2 b3 bl 3 b1 b“l

Como veremos este nuevo vector tendrd la propiedad geométrica de ser perpendicular
al plano generado por @ y b. Pero antes veamos clertas propiedades algebraicas dcl
producto vectorial que se deducen de su definicion. Si a, b v &'son vectores v o, 3 ¥ 4 sou

escalares, entonces

1. Anticonmutativa:

9. Factorizacién de los escalares:

3. Distributividad: B §
i x (sbﬂa) -y ((7>< b) 4+ (@x3);

(aa+3b>x0’a(ax5’)+3<)><()

Podemos notar que por la propiedad 1. @ x & = —a X G, es decir, @ x @ = 0. En particular.

tenemos

Tx7=0  jxj=0 - kxk=0

|
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Ademés

TxJj=Fk  Jxk=7  kxT1=7
Queremos ahora dar una interpretacién geométrica del producto vectorial. Para hacerlo,
introducimos antes el triple producto o producto mixto.

Definicién. Dados tres vectores @, b vy ¢ en R?, al ntimero real

G gz ds by b b
OIS 1 bs b by
a-(Ex2) =] b b b |=|2 " a+
Cy C3 C1 C3 C1 Co
C1 C2 C3

se llama producto triple de &, Ey c.

Si el vector @ es un vector en el plano generado por los vectores b y ¢, quiere decir que
podemos escribir @ = ab + 3¢ y por lo visto en la seccién 8.5 si en un determinante una
de sus lineas es combinacién lineal de otras par alelas a ella, el determinante es nulo. Por
lo tanto, @ - (b x &) = 0; en otras palabras el vector bx &es ortogonal a cualquier vector
en el plano generado por b y G, en particular es ortogonal tanto a b como a .

Veamos ahora la magnitud del vector bx &

by bs
Co C3
(bg C3 — b3 C2)2 + (bl C3 — b3 C1)2 + (b1 Cy — b2 01)2 =

by b
¢ C3

2
by b
+‘ 1 02
C1 Oy

1B x &

B+ 03 +03) (E+E+G)— (brey +bacoy+bges)’ =

W1~ (5-2)" = B el — 1152 @) cos?d =
B2 12 sen?6

donde 6 es el dngulo entre b y&econ 0<8<7.
Podemos entonces concluir que b x € es un vector perpendicular al plano generado por b
v & con longitud ||b]| ||| | sen 6.

Sin embargo. hay dos vectores que pueden satisfacer estas condiciones, 71 y 7z = —;
con ||y || = || — i || = [[b]] l|c]} | sen6].
Se elige entre los dos el que sigue la regla de la 1.

mano derecha.

Sib y C'son colineales, sen¢ = 0, de modo que b x
c=0.Sib y € no son colineales, entonces generan
un plano, de modo que b x &es un vector perpen-
dicular a este plano; su longitud ||| ||| | sen 6], es
simplemente el drea del paralelogramo que tiene
como lados adyacentes a los vectores b y C.

Resulta ademss que dados tres vectores @, & y € en R? el valor absoluto del producto
mixto @- (b x €) es el volumen del paralelepipedo con aristas adyacentes @, b y €. Sabemos
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que HZ; x ¢}| es el drea del paralelogramo con lados advacentes b v & Ademds sabemos
que |@ - (5 x 2)| = ||| Hg x &| | cos 1], donde 4 es el dngulo agudo que forma @ con la
normal al plano generado por l;y & Y esta iltima expresién resulta ser el volumen del
paralelepipedo: producto del drea de la base |16 % &} por la altura {|al] | cos '},

Ejemplo 1. Halla un vector unitario ortogonal a los vectores 7+ k v+ k.

Solucién:
Por lo visto arriba, un vector ortogonal a los dos dados serd

77k
<_' 7 A T
z+k)><(]+k> é?i =7+ k

Como || —7v— 7+ k|| = /3, el vector unitario perpendicular a T+ ky T+ kserd

()
—— T+ Tk
V3
Ejemplo 2. Halla el drea del tridngulo con vértices en los puntos (1.2), (2.7) ¥ (4.3).

Solucidn:
Sean d=74+27 b=27+7]y¢=47+37
Por traslacién el tridngulo de vértices los extremos de los vectores a
drea que el tridngulo de vértices en 0, b—a y &—d.
|

|

by Ctiene la misma

T
X X

Como el drea de este tridngulo trasladado es la mitad del drea del paralelogramo con lados
advacentes 7y = b—d=7+5]y th =C— @ = 37+ 7. tenemos que el drea buscada es la
mitad de la magnitud del producto vectorial entre estos dos vectores:

1
Area = '2- H;] X T

Ahora tenemos que

S 14
’leﬁg— 1 50 =-14k = Hf’le’gl\:M 4 Area:7:7.
310 -
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Es

Ejemplo 3. Halla el volumen del paralelepipedo con lados @ =7+ 27+ 3
E=27+7

Solucién:

El producto mixto vale

a1 ay as 1 2 3
a-(wa): by by by l=|1 3 0 =H ?’3:3(1—6):—15;
¢ C 3 210

luego, su valor absoluto nos da el volumen del paralelepipedo: V = 15.

Para concluir esta seccién usaremos ahora métodos vectoriales para determinar la ecuacion
de un plano en el espacio. '
Sean P un plano en el espacio, @ un vector que " v
termina en el plano, v 7 un vector normal al plano. ; N

Si 7 es un vector de R?, entonces el extremo de |

7 estd en el plano si, y sélo si, el vector 7" — @ es
paralelo al plano P, y por lo tanto si, y sélo si,

(F—a)-7=0. /

Esta ultima condicién es equivalente a  7- 7
Siponemos @ = a1 7+ as J+azk, 1= AT+ B7+Ck
extremo de 7 estd en P si, y sélo si,

§

y F=xT+yJ+ 2k, se sigue que el

Az+By+Cz=7-fil=d-fi=Aa;+Bay+Ca3=-D

donde D es la constante D = —Aa; — Basy — C a3. Entonces, una ecuacién que determina
el plano P es
Az+ By+Cz+D =0,

donde 7 = A7+ B7+ Ck es un vector normal a P; reciprocamente si A, B 'y C no son
cero simultaneamente, el conjunto de puntos {z,y, z) que satisface la ecuacién Az+By+
C z+ D = 0es un plano con normal # = A7+ Bj+C k. Los cuatro nimero A B CyD
no estan determinados de manera inica por el plano P: estan determinados salvo por un
multiplo escalar, dado que dados A, B.Cy D,y A, B', C' y D', determinan el mismo
plano si. y sélosi, A=a A, B=aB',C=aC’ y D =qaD para algin escalar «.
Finalmente el plano con normal 7 = A7+ B 7+ C k que pasa por un punto R = (20, Yo, 20)
es

A~z +Bly—y)+C (z—2)=0.

Ejemplo 1. Determina la ecuacién del plano perpendicular al vector 7+ 37+ 2 /5, que
contiene al punto (1,1,1).

Solucién:
Usando la ultima ecuacién dada tenemos

(O]

z

il
I

e—-D+3@wy—-1)+2(=-1)=0 = r+3y+
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Ejemplo 2. Halla la ecuacién del planc que contiene a los puntos (1,1.1), (1,3, -1) v
(2,1,-2). '

Solucién:

Método 1. Cualquier ecuacién del plano es de la forma A z+By+C z+D = 0. Como los
puntos dados estén en el plano, sustituyendo en la ecuacién del plano tenemos el sistema

A+B+C+D =0 A = 3C
A+3B-C+D =0 = B = C
2A+B-2C+D =0 D = -5C

Como los nimeros A, B, C'y D estdn determinados salvo por un multiplo escalar, podemos
fijar el valor de uno y asf los otros quedardn determinados de manera Unica. Si fijamos
C=1,tenemos A=3,B=1yD=-5,es decir la ecuacién del plano serd

3z+y+2z=5

Método 2. Sean @, by C los tres vectores con extremos en los puntos dados:

1

G=74+7+k b=1+37-k E=20+7-2

P

Cualquier vector normal al plano debe ser ortogonal a los vectores @ — 5y c— g, que son
paralelos al plano. As{, i = (6‘— b) x (5 - b) es normal al plano. Calculando, tenemos

G—b=—257+2k  e-b=1-27F,

luego
T 7k
<a—5>x<5—5)= 0 292 2 |=67+27+2k
1 -2 -1

Entonces, cualquier ecuacién del plano es de la forma 6z + 2y + 22z + D = 0. Como el
punto (1,1,1) estd en el plano podemos determinar el valor de D:

6+2+2+D=0 = D=-10
entonces la ecuacién del plano seréd
6r+2y+22z=10 < 3r+y+z=>5.

Ejemplo 3. Determina la distancia del punto genérico E(z1, y1, z1) al plano con ecuacién
Az —z0) + By =) +C (2 — 2) =Az+By+Cz+D=0
Solucidn:
El vector .
7= AT+ B7+Ck
VAT BT+ C7
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es un vector unitario normal al plano.
Si bajamos una perpendicular de E al plano y
construimos el tridngulo REQ, resulta que la dis-

i

Eispyy e
|

.

tancia d = |EQ) es la longitud de la proyeccién de !
i = RE sobre 7; asi, ‘

A -z + By —w+C(a—2)| _ JAzi + By +Cz + D
VAT B2+ (7 VAT+ BTy C?

Ejemplo 4. Determina la distancia a una recta { del punto genérico P que no est4 en [.

|-
1

d = [5-7] = | (21 = 20) T+ (U = o) T+ (22— 20) F

Solucién:
Estamos interesados en hallar la distancia d(P,{) entre Py I. 4

Con By y @ como en la figura, podemos tomar
d= POO como vector director de [. Entonces, a

partir de la figura se puede ver que
d(P.1) = l|QP|| = ||PyP]| sen 6.

Dado que ) ) ) )
1RP x d| = ||FyPi|[|d]| sen 6
resulta ) ) ) )
ldl| [ Q||

Esta pequefia y elegante férmula da la distancia de un punto P a cualquier recta ! en
funcién de cualquier punto Py en ! y de cualquier vector director d de I.
Ejercicios.

1) Halla el angulo que forman los planos 2z +3y —2=2yz—y+2z=1.

2) Calcula @ (b x &) siendo G =7~ 27+ k% b=20+7+ky&=37— 7+ 2k
3) Encuentra la ecuacién del plano que pasa por (1,1,1), (2,0,—1) y (0,4, —3).

4) Determina un vector unitario perpendicular al plano que contenga ) =
y iy =47+ 37— k.

7—67-3

5) Prueba que

a) E~<Bx5>=§»<qxﬁ>:é-(ﬁx§>;
b) A (BxC)=(ixB).C.
o) .4”X(“x@):é(5.c*)_é(/i.é);
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6) Halla los vectores unitarios @ que son perpendiculares a la vez a 0, v T2 s

a) T =-5T+97—4k ¥ Ty =T7+87+9k:
b) G =27—47+3k y G=-4T+87-6k

?“1
et
=y
il
[
!
|
hat
+
[N}
o

7) Calcula @+ @, % - @, ||@l, [|17]] y @ x ¥, donde @ = —-27+
8) Halla una ecuacién para el plano que pase por

a) (1,1,1) y sea perpendicular a 7 = (1,2,3);
b) (5,—1,0) y sea perpendicular a la recta f( t)=(5.0.2)¢t+ (3. —1.1):

¢) (1,2, —3) v sea perpendicular a la recta I{f) = (0.-2.1)+ (1, -2,3) &

d) (1,—2,—3) y sea perpendicular al plano 3z —y — 2z+4=0;

e) (2,—2,3) y sea perpendicular al plano zz;

£) (1,4, —3) y sea perpendicular al plano yz;

g) (3,2,-1) y (1,—1,2) y sea paralelo a la recta (1) =(3,2,-2)¢t + (1. —1.0};
h) (2,3,4) vy sea perpendicular al vector 7— 47+ 3 k:

i) (2.1.1) v sea paralelo al plano 32 — 2y +52-2=0.
9) Halla el 4rea del tridngulo PQR, donde P(0,1,0), Q(—1,1,2) v R(2,1,—1}.
10) Halla la distancia del punto (1,2,3) a la recta Tty =742 E+t <f— 2743 l?) y del
punto (0,0.0) a la recta 7(t) =7+t 7.

11) Sea ! la recta determinada por los puntos Py y P, y sea p el plano determinado por
los puntos @y, Q2 y Q3. Encuentra, si existe. la interseccién de ! v p, siendo

a) Pr(1.—1.2). Py(=2.3,1). Q1 (2.0.—4). @2(1.2.3). Qs (- 1.
b) Pp(4.—3.1), Py (2.~2,3), Q1 (2,0, —4). Q2(1.2.3). @3 (~1.2.
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9.4 Coordenadas esféricas y cilindricas.

Un punto de R? viene representado usualmente usando las coordenadas cartesianas o
rectangulares (z,y). Sin embargo, las coordenadas polares en el plano pueden ser muy
utiles.

Definicién. Las coordenadas polares (r,8) estén relacionadas con las coordenadas (z,y)
mediante las férmulas

r=rcosf, y=rsenb, (9.1)

donde usualmente tomamos » > 0, 0 < § < 2.

Vamos a hacer algo parecido con los puntos de R,
Ademds de las coordenadas cartesianas rectangu-
lares {z,y,z) para los puntos del espacio, pode-
IMOs usar otros sistemas alternativos que serdn muy
ttiles mds adelante en el calculo de las integrales.

Definicién. Las coordenadas cilindricas (r, 4, z) de un punto (z,y, z) vienen definidas
por:

z=rcosf, y=rsend, 2=z 9.2)
conr>0,0<0<21y —oc <z < oo; 0, explicitamente,

arctg (y/x) si z>0¢e y>0,
r=y2?+y?  z=z 0={ m+arctg(y/z) si z <0,
27 +arctg(y/z) si >0 e y<O.

Six =0, entonces § = r/2 paray >0y § = 3n/2
para y < 0. Si z =y =0, 6 no esté definido.

Las dos primeras coordenadas, 7 y 8, son las coor-
denadas polares usuales. La tercera de estas coor-
denadas es la coordenada rectangular z, que asume “
todos los valores reales posibles.

Py

En coordenadas rectangulares, las superficies coor-
denadas = xg, y = yo, 2 = 2. son tres planos
mutuamente perpendiculares, esto es perpendicu-
lares dos a dos.

En coordenadas cilindricas, tenemos las tres superficies r = ro, 8 = 6y, 2 = z5. La
primera, r = 7o, representa un cilindro circular de radio 7, con el eje z como eje central;
la segunda, 6 = 6, es un semiplano vertical limitado por el eje z que forma un dngulo
de ty radianes con el eje z; y la dltima superficie es el plano z = zp de las coordenadas
rectangulares.
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Los sélidos mds sencillos de describir en términos de las coordenadas cilindricas son
las cufias cilindricas, que consisten en los puntos (z,y, 2) cuyas coordenadas cilindricas
(r,8, z) estan en el conjunto C = {o; €r<ag, b1 <0< <z e}

Ejemplo 1. Halla las coordenadas cilindricas correspondientes al punto (3,3, —2).

Solucién:
Segtin la definicién de coordenadas cilindricas, tenemos

r=vV3¥+3=3V2 y § = arctg <§>:arctg1=%,

luego las coordenadas cilindricas del punto (3.3, —2) son (3 V2, %, —2).

Ejemplo 2. Si un punto tiene coordenadas cilindricas ( 4, % , ——3) jcudles son sus coor-
denadas cartesianas?

Solucidn:

Otra vez, usando la definicién tenemos

2 1
r =7 cos =4 cos (571')——-4 <-§>=—2

2
y=7‘sen9=4sen(§7r)=4 (@) =23,

las coordenadas cartesianas del punto con coordenadas cilindricas (4,3 7, —3) son
(—2, 23, —3) .

Definicién. Las coordenadas esféricas (p,#, ) de un punto {z.y.z) vienen definidas
por:

z=pcosfisend, y=psenfsend, z=pcose (9.3)
conp>0,0<f8<2ry0<p<m o, explicitamente,
arctg (y/z) si x>0 e y>0, .
p=~/r2+y2+2%, O=1 7+arctg(y/z) si <0, o= arccos <;> .

27 +arctg (y/z) st >0 e y <0,

La primera de estas coordenadas, p, es la distancia
al origen, luego p > 0.

La segunda, 6, es el mismo &ngulo de las coorde-
nadas cilindricas, con 0 < § < 27.

La tercera coordenadas es el dngulo ¢, que varia
entre 0 < ¢ < 7.

REREZ)
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Estas ultimas dos coordenadas esféricas, 8 y ¢, se parecen a las coordenadas geograficas
de longitud y latitud, si consideramos al eje de la Tierra como el eje z.

Sin embargo, hay diferencias: la longitud geografica es |8] y se llama longitud este u oeste,
dependiendo de si & es positivo o negativo; la latitud geografica es |7/2 — ¢| y se llama
latitud norte o sur, dependiendo de si 7/2 — ¢ es positivo o negativo.

En coordenadas esféricas, tenemos las tres superficies p = pg, § = 8y, ¢ = ¢y. La primera,
P = po, representa una esfera de radio pg, con centro en el origen; la segunda, § = 6, es,
como en el caso de coordenadas cilindricas, un semiplano vertical limitado por el eje z
que forma un dngulo de 6, radianes con el eje x; y la ltima superficie, ¢ = ¢y, necesita
un poco més de explicacién. Si 0 < ¢ < 7/2 05l /2 < ¢ < 7, la superficie es la hoja
de un cono que se genera al hacer girar alrededor del eje z cualquier radio que nace en
el origen y forma ¢ radianes con el eje z. La superficie ¢ = 7/2 es el plano zy: la hoja
del cono se ha abierto por completo. La ecuacién ¢ = 0 da el semieje de los z positivos,
mientras que la ecuacién ¢ = 7 da el semieje de los z negativos: la hoja del cono se ha
cerrado por completo.

Los sélidos mds sencillos de describir en términos de las coordenadas esféricas son las
cunias esféricas, que consisten en los puntos (z,y, z) cuyas coordenadas esféricas (p, 6, ¢)
estdn en el conjunto C = {a; < p < as,b; <6 < by, < ¢ < o}

Ejemplo 1. Halla las coordenadas esféricas correspondientes al punto (3,3, —2).
Solucién:

Segiin la definicién de coordenadas esféricas, tenemos

32432 (-2)2 =22, § = arctg <§> =arctg 1 = %

-2
& = arccos (E) = 1.13radianes ~ 64°

lucgo las coordenadas esféricas del punto (3,3, —2) son (\/ 22, %, 1.13).

Ejemplo 2. Si un punto tiene coordenadas esféricas (4, % , % 7r) icudles son sus coorde-
nadas cartesianas?

Solucién:

Otra vez, usando la definicién tenemos

) 3
x = p cos 6 sen @ = 4 cos <:7r> sen (%ﬂ') =4 (—é) <§> =2

y=psen0sen¢:4sen<:ﬁ

w

LWl b
SN
w0
@
=
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[N
5
S
Il
W
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It
(=2}
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7).

-

. . ;. 2
es decir, las coordenadas cartesianas del punto con coordenadas esféricas (4.§7r.

geran (—\/5, \/6, 2 \/5) .

Las coordenadas esféricas se usan en problemas de simetrfa esférica, simetria alrededor
de un punto, mientras que las coordenadas cilindricas se usan en problemas de simetria
cilindricas, simetria alrededor de una recta.

As{ como hay vectores unitarios asociados a las coordenadas cartesianas, también hay
vectores unitarios asociados a las coordenadas esféricas y cilindricas, que veremos mds
adelante.

Ejercicios.

1) Dermuestra que la distancia entre dos puntos P, (r1.81) v P> (r2,62) en coordenadas
polares es

d(P, P) = \/;% + 73 —2r 79 cos (fy — 6a).

2) Representa las curvas que tienen las siguientes ecuaciones en coordenadas polares.

a) 7-——————3 :
" senf —cos 6’
4
b =
)T 4—cos 8’
) r= 3 :
T 2—send’
1
d = —
)T 14+2cos 8’

1
8) T’:g, 0<9S2’/T

3) Halla las coordenadas cilindricas y esféricas de las siguientes superficies que estdn
en coordenadas rectangulares cartesianas.

a) z?+y?—422=16;
b) 2 +y* =9z
¢) z2+yt+22-2y=0.
4) Representa las superficies cuyas ecuaciones en coordenadas cilindricas son

a) rP+z2=09;
b) r=2z

c) r=2cosb.

5) Decribe en coordenadas cilindricas
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a) la regién del espacio de los puntos que estédn a una distancia a del Polo y se
encuentran en el interior del cilindro de ecuacién r = a cos 6;

b) el cono sélido de altura y radio iguales a 4 unidades.

) Representa las siguientes regiones descritas por las siguientes restricciones en coor-
denadas cilindricas.

a) 0<0<7/2 1<2<2 1<r<yz

b) 0<0<7/2 0<r<cosf 1<2<2.

7) a) ; Cuales son las coordenadas cilindricas del punto que en coordenadas esféricas
tiene por coordenadas (p, 8, ¢)?

b) Representa el conjunto de puntos (p, 8, ¢) tales que ¢ = 8 = /2.
8) Describe las siguientes regiones del espacio R® utilizando coordenas esféricas.

a) la interseccién del cono con vértice en el Polo, eje de simetria el eje z y 4ngulo
entre el eje de simetria y una generatriz igual a 7/6 radianes, con la esfera de
radio a y centro el Polo;

b) la regién comprendida entre las esferas centradas en el origen y con radios a y
b, respectivamente d < b.

9) Representa las regiones descritas por las siguientes restricciones en coordenadas
esféricas.

a) 0<8<7/2 0<¢<m/2 0<p<1;
b) 0<80<7/2 0<¢<nm/d 1<p<2secod.

10) Interpreta geométricamente cada una de las ecuaciones siguientes dadas en coorde-
nadas esféricas.

1
a) psen d=1; b) sen ¢ = 1; c) cos¢=—§\/§;

d) tanf =1; e) pcos¢=1; f) p=cos ¢.

9.5 Espacio euclideo de dimensién n.

En esta 1ltima seccién vamos a extender los conceptos de vectores, ya estudiados en R2
v R%. a un nuevo espacio, R™. llamado n-espacio euclidiano. Hemos visto que podemos
pensar B? de cualquiera de estas dos maneras:

i) algebraicamente, como un conjunto de ternas (z,y, z) de mimeros reales;

ii) geométricamente, como un conjunto de segmentos dirigidos, que hemos llamados
vectores.
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La primera manera es mds conveniente para generalizar.

Definicién. Se define el espacio euclidiano n-dimensional R como el conjunto de
todas las n-adas ordenadas (21, Za. . . . , Zn), donde los z; son numeros reales. Los elementos
# = (z1,22,...,T,) Se conocen como n-vectores.

Obviamente, al poner n = 1,2 o 3 recuperamos la recta, el plano y el espacio tridimen-
sional, respectivamente.

Por extensién a lo ya dicho, tenemos en este espacio las siguientes dos operaciones:

1. Suma:
F4+7= (@172 Tn) + (Y1, 92, Yn) = (T4 Y1 T2+ Y2 TuF Yn);
2. Multiplicacién por un escalar:
af=a (T, Tn...,Zn) =(QT1, QT2 ... . GTs).

Los n vectores €1 = (1,0,...,0), & = (0.1,0.....0), ..., & = (0.0,.... 0.1), son los
vectores de la base usual de R”, y generalizan los tres vectores unitarios ortogonales
entre si, 7, 7, k., de la base de R®.

Un vector genérico de R™, ¥ = (1,22, ..., Zn), se puede escribir como
F= (21,20, .., Tn) = L1681 T T2 &2+ + T En-
Dados dos vectores £ = (#1,%2,---,Zn) ¥ ¥ = (1, %2, - Un) € extiende el producto

escalar de la siguiente manera:
I y=miypn+ eyt T Inln

Continuando con la analogia con R?, definimos la norma de un vector ¥ € R” comao

15} = VE- 7

Si T e f son dos vectores en el plano o en el espacio, sabemos que el angulo @ entre ellos
estd dado por la férmula dada en el teorema 9.1

o
cos 0 = ‘~—;y~T
11l
Esto sigue siendo vélido también para vectores de R”. dado que T e 7 estdn en un subes-
pacio bidimensional de R™ (es decir, un plano) vy el 4ngulo entre ellos estd bien definido.

Como en el caso de vectores en el plano o en el espacio, son vélidas las siguientes propie-
dades, para 7,7, Z € R*" vy o, F € R.

- =

1. Z2-y=9-7;
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Nl

Hl

2. (a
3.

+89) -

>0 v “F=0 siysélosi £=0.

al{f-2)+8 (Y 2);

RL

En el caso de vectores de R?, probamos una propiedad mucho m4s interesante del producto
escalar, llamada la demgualdad de Cauchy-Schwartz (ver corolario 9.2), usando la ley de
los cosenos. En el caso de vectores en R™ podemos dar una demostracién algebraica.

Teorema 9.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz).
Sean & e i vectores en R™. Entonces

1z gl < |lZ}[191].
Demostracién:
Seaa=§-§yb=—7-¢. Sia=0,entonces § = 0 y ambos lados se reducen a cero, dando

la validez del teorema. Podemos entonces suponer que sea a # 0; por las propiedades
dadas arriba, tenemos

0 < (@Z+b) (aZ+bf)=0a® (T-3)+2ab (X ) v (g9 =
= FPEH-20-NEDEDH+E PG 17)
= -9 @ H-@ DG,

Y
dividiendo por 7 - ¥ {que es siezﬁpre positivo y supuestamente no nulo), se tiene
0<(-9) @-9-E9 = @EP<G-9E = P29"

Al extraer la rafz cuadrada se obtiene la regla deseada.
c.q.d.

Como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 9.4 (Desigualdad triangular).
Sean T e § vectores en R™. Entonces

1+ gl < [i7]] + lig]].

Demostracidn:
Por el teorema 9.3, -7 < |Z - 4] < ||Z]| l|7]| de modo que

7+ 41> = E+9) I+ =2-T+28-§+§-§ =2l + 277+ 7]
112 N — e > 2
< P+ 212 g1+ HalP = 12+ g1
al extraer la rafz cuadrada se obtiene el resultado. c.q.d.

Por analogfa con R®, podemos definir la distancia en R”. [|Z — || es la longitud del
vector ¥ — ¢ y nos da la distancia entre 7' e /.

Lo que no se puede generalizar es el producto vectorial; este s6lo estd definido para
vectores en el espacio tridimensional.
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Ejercicios.

1) Prueba las propiedades del producto escalar para vectores Z, 7 € R™, esto es que
T-J=7-Z,Z T>0yZ-Z=0siysdlosiz=0.
2) Verifica que se cumplen las desiguaidades de Cauchy-Schwartz y triangular, para los
vectores
b) F=(1,0,2,6) y 7=(3.841);
o) F=(1,-1,1,-1,1) y §=(3,0,0,0,2).
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Capitulo 10

Diferenciacion.

10.1 La geometria de las funciones con valores reales.

Definicién. Sea f una funcién cuyo dominio sea un subconjunto A de R™ y cuya imagen
esté contenida en R™:

frACR' - R™

es decir, a cada elemento T = (x1,22,...,%,) € 4, fasigna un valor f(f) que sera un
elemento de R™. Dichas funciones f se llaman funciones con valores vectoriales si
m > 1, y funciones con valores reales, o escalares, si m = 1. Sin > 1, se llaman
funciones de varias variables en contraposicién a las funciones de una variable real
(n=1): f: AC R — R™ Cuando f: U CR" — R se dice que f es una funcién de n
variables, con dominio U y valores reales.

Las funciones de varias variables surgen de manera natural en contextos muy elementales,

conlo por ejemplo:

1. flz,y) = v/2?+y? da la distancia desde un punto P(z,y) hasta el origen en el
plano;

o

flz.y. z) = /2% + y* + 22 da la distancia desde un punto P(z,y, z) hasta el origen
en el espacio tridimensional;

3. flz,y,2) = zyz da el volumen de un paralelepipedo rectangular de dimensiones
Y, =

4. Para especificar la temperatura 7 en una regién del espacio se requiere una funcién
T: ACR®— R, de manera que T(x,y, z) sea la temperatura en el punto (z,y, 2);

5. DPara especificar la velocidad de un fluido moviéndose en el espacio se requiere una

asociacién V: A c R — R3, de manera que 17(9:, Yy, z,t) sea el vector velocidad del
fluido en el punto (z,y, z) del espacio y en el tiempo ¢.

389



CAP{TULO 10. DIFERENCIACI ON.

Si el dominio de una funcién de varias variables no viene dado explicitamente, se sobreen-
tiende que el dominio es el conjunto de todos los puntos para los cuales la definicién
tiene sentido. Como en el caso de funciones reales de una variable real, decir que la fun-
cién ests acotada es decir que su imagen esté acotada. Asf, por ejemplo, en el caso de

1
flz,y) = se entiende que el dominio esté formado por todos los puntos (z,y) tales
T —

que z # y. Dado que la funcién toma todos los valores distintos de cero, esta funcidn no
estd acotada.

Como ya sabemos, para f: U CR — R, la grafica de f es el subconjunto de R? formado
por los puntos (z, f(z)) en el plano, para T € U. Este subconjunto se puede interpretar
como una curva de R2. Esta idea se puede generalizar para funciones de varias variables.

Definicién. Sea f: U € R* — R una funcién de n variables con valores reales. Defi-
nimos la grafica de f como el subconjunto de R™*! formado por los puntos (Z, f(T)) =
(z1,T2, . -+ Ty f(21, T2, - ,Tn)) de R™L, para T = (21, 22, - - ., ) € U. En simbolos

grafica def = {(z1, 2, .. -, Tn, f(T1, 22, o) R (zze.. .. 2a) € UL

Para el caso n = 1, la grafica es una curva en R2. mientras que para n = 2 es una
superficie en R®. Para n = 3 serfa un subconjunto de R* dificil de imaginar. Para superar
esta dificultad, introducimos la idea de conjunto de nivel.

Definicién. Sea f: U C R* — Ry sea ¢ € R. Entonces el conjunto de nivel del valor
¢ se define como aquellos puntos Z € U para los cuales f(Z) = ¢. Sin = 2, hablamos de
una curva de nivel {de valor ¢); si n = 3, hablamos de una superficie de nivel. En
sfmbolos, el conjunto de nivel de valor ¢ se escribe

Nétese que el conjunto de nivel siempre est4 en el espacio dominio.

Es posible determinar el aspecto de una grafica mediante el método de las secciones; con
més precisién, hablaremos de trazas cuando hagamos la interseccién de la grafica con los
planos coordenados y de secciones cuando se hace la interseccién de la grafica con los
planos en general. Notese que las secciones con planos paralelos al plano zy no son nada
més que las curvas de nivel.

Visto que mas adelante nos encontraremos, una y otra vez, con algunas superficies espe-
ciales, vamos a estudiar con detalle las superficies asociadas a ecuaciones de la forma

Ax2+By2+022+Dmy+Emz+Fy:+H.T+Iy+Jz+K:O.

Tales superficies se denominan superficies cuddricas. Mediante traslaciones y rotacio-
nes convenientemente elegidas de los ejes coordenados, podemos simplificar tales ecuacio-
nes y demostrar que las cuédricas no degeneradas pertenecen a uno de los nueve tipos
siguientes: elipsoide, hiperboloide de una hoja, hiperboloide de dos hojas, cono, para-
boloide eliptico, paraboloide hiperbdlico, cilindro parabélico, cilindro eliptico. cilindro
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hiperbélico. Nétese que excluimos la cuddricas degeneradas como 14+ z2 4+ 3% = —22 y
z?+y? = —2%. Aqui daremos una descripcién de cada una de ellas, junto con su ecuacién
en forma estandar y algunas de sus propiedades especiales. Las primeras a considerar son
las superficies en cuyas ecuaciones en forma estdndar aparecen z?, 3°, 22,
1. El elipsoide

2 g2 g2

; + F + g = 1.
El elipsoide esté4 centrado en el origen y es simétrico
con respecto a los tres planos coordenados.
Corta los ejes coordenados en seis puntos (+a, 0, 0),
(0.£b,0), (0,0, +c), que se llaman los vértices.
La superficie estd acotada al estar contenida en el
paralelepipedo: |z| < a, |y} <b, |z] < e
Las tres trazas son elipses: asl. por ejemplo, la tra-

za sobre el plano zy (hacer z = 0) es la elipse
PE
2 + 5l =1
Todas las secciones paralelas a los planos coordenados también son elipses, por ejemplo,
2
Y

tomando y = yp tenemos — + = =1~ =
772 B2

Los ntimeros a, b, ¢ se llaman los semiejes del elipsoide. Si dos de los semiejes son iguales

tenemos un elipsoide de revolucién: si los tres semiejes son iguales, la superficie es una

csfera.

2. El hiperboloide de una hoja

La superficie no estd acotada.

Estd centrada en el origen v es simétrica con res-
pecto a los tres planos coordenados.

La superficie corta los ejes coordenados en cuatro
puntos (xa.0,0). (0, =b,0).

La traza sobre el plano zy (poner z = 0) es la
B 2

ooty
elipse ) + ﬁ._ 1.
Todas las secciones paralelas al plano zy son elip-
ses.
La traza en el plano zz (hacer y = 0) es la hipérbola

[N

.
<
- -

- =1y la traza en el plano yz (hacer z = 0)
2 ¢

2
g2 22

es la hipérbola = — = = 1.
b ?
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Todas las secciones paralelas a los planos rz e yz son hipérbolas. Si a = b, todas las sec-
ciones paralelas al plano zy son circunferencias y tenemos un hiperboloide de revolucion.

3. El hiperboloide de dos hojas

2 g2 22
—+z- ="
a b ¢
r4
La superficie corta los ejes coordenados s6lo en los /J—T\\

dos vértices (0,0, £c). ‘&\ -
La superficie consta de dos partes: una para la -

cual z > ¢y otra para la cual z < —c.

Todas las secciones paralelas al plano zy son elip-
ses: para z = zg con |zg| > ¢, tenemos

2y B 2
ZTET a2
Las secciones paralelas a los deméds planos coorde-
nados son hipérbolas; por ejemplo, para § = yo,

tenemos
2 _d_ R
¢z a? b2’

La superficie es simétrica con respecto a los tres planos coordenados y estd centrada en
el origen.

4. El cono
2P
a? b '
La superficie s6lo corta los ejes coordenados en el
origen.

La superficie no estd acotada.

Hay simetria con respecto a los tres planos coor-
denados.

La traza sobre el plano zz (y = 0) es un par de

x
rectas que se cortan z = £—.
Q
La traza en el plano yz (z = 0) también es un par

de rectas que se cortan z = ig.

La traza en el plano zy (z = 0) se reduce al origen.

Las secciones paralelas al plano zy son elipses. Si a = b, estas secciones son circunferencias
v tenemos lo que comunmente se llama cono circular doble (o simplemente cono). Las
dos porciones superior e inferior del cono se llaman hojas.
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Pasamos ahora a los paraboloides. En las ecuaciones en forma estdndar aparecen 22, 32,
pero en lugar de 22 aparece 2.

5. El paraboloide eliptico

72 2

;1*2' + % =z.
La superficie no se extiende por debajo del plano
Y.
Ademds no estd acotada. El origen se denomina
vértice.
Las secciones paralelas al plano xy son elipses; las
secciones paralelas a los demds planos coordena-
dos son pardbolas. De ahf el término paraboloide
eliptico.

La superficie es simétrica con respecto al plano zz y al plano yz. También es simétrica
con respecto al eje z. Si a = b, la superficie es un paraboloide de revolucién.

6. El paraboloide hiperbdlico

(¥

Rl Ho
I
g
I
I

Aqui también hay simetria con respecto al plano
rz y al plano yz.

Las secciones paralelas al plano xy son hipérbolas;
las secciones paralelas a los demds planos coorde-
nados son pardbolas. De ahi el término parabo-
loide hipérbolico. Si lo miramos al revés es como
“una silla de montar a caballo”.

El origen es un punto de minimo para la traza en
el plano xz, pero es un punto de mdximo para la
traza en el plano yz.

El origen se llama minimax o punto de ensilladura de la superficie.

El resto de las superficies cuddricas son cilindros, cuya definicién es la siguiente: témese
cualquier curva plana C, todas las rectas que pasan por C y son perpendiculares al
plano de C forman una superficie que se llama cilindro de base la curva C. Las rectas
perpendiculares se conocen como generatrices del cilindro. Si la curva de base estd en
el plano xy, o en un plano paralelo, las generatrices del cilindro son paralelas al eje z:
en la ecuacién de la superficie s6lo aparecen z e y. No hay restricciones en cuanto a la
coordenada z, que puede tomar todos los valores. Claramente estas superficie no estan
acotadas.
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CAP{TULO 10. DIFERENCIACION.

7. El cilindro parabdlico
2=ay.

Esta superficie estd formada por todas las rectas que pasan por la parébola 22 =ay v
son perpendiculares al plano zy.

8. El cilindro eliptico

2 2

x
Esta superficie estd formada por todas las rectas que pasan por la elipse — + y_2 =1y

son perpendiculares al plano zy. Si a = b, tenemos €l cilindro circular recto habitual.

z z
i
ST
~ .
| ! |
| 1 = <;*
. __‘-E-»;./ /
/’/j::::;/;) d KOy L
z 1 - AT ——
1 o U
’/L/ Trs e S
9. El cilindro hiperbdlico
Y
— =1
a?  b?
La superficie c0n25ta de dos partes, cada una de ellas generadas por una rama de la
. T
hipérbola v —36% =1.

Veamos ahora como construir las gréficas de algunas otras funciones interesantes.

Ejemplo 1. Describe la grafica de la funcién

flzy)y =2 +¢°

Solucién:
El dominio es todo el plano R2. La grafica de f es un paraboloide de revolucién del

tipo dado arriba. Esta superficie puede ser generada al hacer girar la pardbola z = z°
alrededor del eje z.

La curva de nivel del valor ¢ no existe si ¢ < 0; para ¢ > 0 es el conjunto de los puntos

del plano {(z.y) € R? | z2+y* = ¢}, es decir un circulo de radio /c con centro en el
origen, que para ¢ = 0 se reduce solamente al punto origen.
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La traza en el plano zz, es decir poniendo y = 0, serd la pardbola z = z2, v la traza en el
planc yz, es decir poniendo z = 0, serd la pardbola z = 3.

Ejemplo 2. Describe la grifica de la funcién

fla.y)=a* -2

Solucidn:

El dominio es todo el plano R?. La grafica de f es un paraboloide hiperbélico del tipo
dado arriba. ]

Estudiemos las curvas de nivel resolviendo la ecuacién z2 — y? = ¢, considerando los
valores ¢ = 0,%1,%4. Para ¢ = 0 tenemos 3> = z2, es decir la curva de nivel esta
formada por dos rectas que pasan por el origen, y = =z. Para ¢ = 1, la curva de nivel es
2 —y* =1 oseay = £v/22 — 1 que es una hipérbola que cruza verticalmente el eje T
en los puntos (£1,0). De manera ansloga, para ¢ = 4, la curva de nivel es 22 — y? =4,
0 sea y = £v/z% ~ 4 que es una hipérbola que cruza verticalmente el eje x en los puntos

{=2.0). Para ¢ = —1, la curva de nivel es 22 —y? = —1, o sea = =+ y¥?> —1 que es
una hipérbola que cruza horizontalmente el eje y en los puntos (0,x1). Y para ¢ = —4,
la curva de nivel es 2% — 32 = -4, 0 sea z = = y? — 4 que es una hipérbola que cruza

horizontalmente el eje y en los puntos {0, £2).

Como no es facil visualizar la grafica de f a partir sélo de estos datos, calculamos las
otras dos trazas. La traza en el plano zz, es decir poniendo y = 0, serd la pardbola que
sc abre hacia arriba = = z%; y la traza en el plano yz, es decir poniendo z = 0, serd la

pardbola que se abre hacia abajo z = —g2.

395



CAPITULO 10. DIFERENCIACION.

Ejemplo 3. Describe la grafica de la funcién

flz,y) = V/r? — (27 + y2).

Solucién:

Esta funcién f: R? — R estd definida en el disco cerrado x% + y* < r?. Estudiemos las
curvas de nivel resolviendo la ecuacién /r? — (22 + y®) = ¢. La curva de nivel del valor
¢ no existe si ¢ < 0; para ¢ = 0 la curva de nivel se reduce al circulo de radio r y centro
el origen, mientras que para 0 < ¢ < 7 es el conjunto {{(z.y) € R? | z?+¢* =2 - *}.
es decir un circulo de radio v/72 — ¢? con centro en el origen. Si ¢ = r la curva de nivel
se reduce al tinico punto (0,0). No hay curva de nivel si ¢ > r. La grafica es la mitad
superior de la esfera.

Ejemplo 4. Describe la grifica de la funcién

flz,y)=z+y+ 1

Solucidn:
La funcién f: R? — R estd definida en todo R?. Tiene como gréifica el plano inclinado
z =x+y-+ 1. Este plano intersecta el plano zy (z =0) en larectay = —z — 1 y el eje

z en el punto (0,0,1). Para cualquier valor de ¢ € R, la curva de nivel del valor ¢ es la
rectay =-z+(c—1)

Ejemplo 5. Describe la grafica de la funcién
flz,y,2)=Az+By+Cz.

Solucién:

La funcién f: R® — R estd definida en todo R®. La gréfica estd en el espacio R* que no
sabemos imaginar; sin embargo s{ podemos visualizar las superficies de nivel, que resultan
ser los planos paralelos Az + By +Cz=c.

Ejemplo 6. Describe la grafica de la funcién

flay,2)=va+y  + 22

Solucién:

La funcién f: R? — R estd definida en todo R®. La gréfica estd en el espacio R* que no
sabemos imaginar; sin embargo s{ podemos visualizar las superficies de nivel, que resultan
ser las esferas concéntricas 22 + ¢2 + 2% = ¢?; tienen centro en el origen (0,0,0) v radio .
para ¢ > 0. No hay superficies de nivel para ¢ < 0. Como ya sabemos se obtiene mayvor
informacién acerca de la grifica de una funcién calculando una seccién. Por ejemplo. si
consideramos el equivalente del plano zy (z = 0) en el caso cuadrimensional, podemos
ver la seccién de la grafica de f: {(z,y,2.t) € R* / ¢t =2+ 3% 2z = 0}, que se encuentra
en R?, v que resulta ser un paraboloide de revolucién.

Ejemplo 7. Describe la grafica de la funcién

2

f(IsyaZ):l‘Z_*_yg_z'
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Solucién:
La funcién f: R® — R esta definida en todo R®. La gréfica estd en el espacio R* que
no sabemos imaginar; sin embargo si podemos visualizar las superficies de nivel, que
resultan ser las superficies dadas por z° + 3 — 2* = ¢. Para ¢ = 0, se trata de un cono
z = ++/22 + 4% Para ¢ > 0, digamos ¢ = @, la superficie de nivel es el hiperboloide
de revolucién de una hoja alrededor del eje z, definido por z = £+/2? + 2 — a?, el cual
intersecta el plano zy en un circulo de radio Ja| y centro (0,0). Para ¢ < 0, digamos
—b2, la superficie de nivel es el hiperboloide de dos hojas alrededor del eje z, definido
por z = =+/22 + y2 + b?, que atraviesa el eje z en los puntos (0,0, £b). Se obtiene mayor
informacién acerca de la grafica de una funcién calculando una seccién. Por ejemplo, si
consideramos el equivalente del plano xz (y = 0) en el caso cuadrimensional, podemos
ver la seccién de la grafica de f: {(z,y,2,t) € R! / ¢t =z? — 2%,y = 0}, que se encuentra
en R®, y que resulta ser un paraboloide hiperbélico, es decir la silla de montar.

Ejercicios.
2t + 222y +

1) Halla el valor de la funcién f(z,y) = T
—x2—y

en los puntos de la circunfe-
rencia 2% + y? = R%.

2) Halla v representa los campos de existencia de las signientes funciones:

a) flz,y)=1+1-(z-y)%

b)  flz,y) = va? -4+ /4 —y%

¢) flz,y) =22 +y?—a?- \/2a2 — 2 — 2 con a > 0
d)  flz.y) = (y sen 2)!/%

e) flz,y) = log(z* +y).

3) Halla los campos de existencia de las funciones de tres variables:

a)  fla,y,2) =loglzy=z); b) flz,y,2) = 1-2> —y* — 2%

¢)  f(z,y,2z) = arcsen x + arcsen y + arcsen z.
4) Identifica las curvas de nivel y dibuja algunas de ellas.

a) flz,y) =exp(zy); b) flz,y) =z -y
o) fley) =2 —y% d) flz,y) =2*y%

o flaw) =g

+y?

5) Identifica las superficies de nivel para las siguientes funciones.

a) fl(r,y,z2)=z+y+z para c=-101
b) flz,y,2) =2 +2¢y*+32> para ¢=0,6,12;
¢) flr,y,z)=x+2y+32z para c=0
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10.2 Limites y continuidad.

En esta seccién veremos de forma superficial en los conceptos de conjunto abierto. entor-
no, limite y continuidad: los conjuntos abiertos v entornos son necesarios para entender
limites, v, a su ez, los l{mites son necesarios para entender continuidad y diferenciabilidad.
Sin embargo, como sucede en el calculo elemental, no es necesario dominar completamente
el concepto de limite para poder trabajar con problemas de diferenciacién, y por lo tanto
no seremos del todo rigurosos. Empezamos con la definicién de entorno y de conjunto
abierto.

Definicién. Un entorno de un punto o € R” es un conjunto de la forma E{Zo,7) =
{(feR"/ ||IZ- Zo|| < 7} donde 7 es un pimero real positivo. Este conjunto se llama
también disco abierto (o bola abierta) de radio r y centro o, y es el conjunto de todos
los puntos de R™ cuya distancia a Zp es menor que r. Diremos que U es un entorno
perforado de Zo si es un conjunto de la forma {feR*/ 0< HE — Zol| < r}ies decir.
se le ha quitado el centro.

En el caso n = 1, el entorno dezp€Resel intervalo abierto (wo — 7 To + r). En el caso
n = 2, el entorno de FoecR?esel interior del disco de radio r con centro en Tp. En el
caso n = 3, el entorno de 7, € R® es el interior de 1a esfera de radio 7 con centro en Zo-

Definicién. Sea U C R™ un subconjunto de R”. Diremos que un punto Tp es un punto
interior del conjunto U, si el conjunto U contiene algin entorno E(iy,7) de Zo. El
conjunto de todos los puntos interiores se llama interior de U.

Definicién. Diremos que un punto Zp es un punto de frontera del conjunto U. sl ¥
s6lo si todo entorno E(Zo, r) de &o contiene puntos que estan en U y puntos que no estén
en U. El conjunto de todos los puntos de frontera se llama frontera de U, y se denota
como OU.

Definicién. U es un conjunto abierto cuan-

do para cualquier punto Fo € U existe un en- Su TN,
torno E(Zo, 1) de Z, contenido en U; en sfmbolos /: %
E(Zy,r) C U. Es decir, un conjunto es abierto si P QA
y sélo si cada uno de sus puntos es punto interior. | ®\ o’
Nétese que la magnitud r > 0 depende del punto L oo )
Zo, en general 7 disminuira conforme Tp se acerca N )

al borde de U.

Ademds, por convenio, el conjunto vacio 0 es abierto.
Definicién. Diremos que ¢l conjunto U es cerrado si y s6lo si contiene su frontera OU.

Ejemplo 1. Sean los conjuntos
Slz{(a:,y)eRzl l<z<21<y<2}

Sy = {(z,y) € R | 3<r<41<y<2)
Sy = {(z.y) € R 5<z<61<y<2}
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Estos conjuntos son superficies cuadradas en el plano. El primero, S, es abierto, ya que
es sOlo el interior del cuadrado y contiene un entorno de cada uno de sus puntos. S, es
cerrado, ya que estd formado por el interior del cuadrado junto con los cuatro lados, es
decir contiene toda su frontera. Finalmente, Sz esté formado por el interior del cuadrado
Junto con sus dos lados verticales; luego S3 no es abierto ya que contiene parte de su
frontera, y no es cerrado por que no contiene toda su frontera.

Ejemplo 2. Sean los conjuntos
Si={(ey.2) R | 2> 2242}

So={(z,y,2) e R*| z>2%+°},

2,2
Ss={(zy2) ek 1224y

La frontera de estos tres conjuntos es el paraboloide de revolucién z = z? + y2.

El primer conjunto consta de todos los puntos por encima de esta superficie y €s un
conjunto abierto. El segundo conjunto es cerrado ya que contiene toda su frontera. El
tercer conjunto, ni es abierto, ni es cerrado. No es abierto porque contiene algunos de sus
puntos frontera; por ejemplo, contiene el punto (1, 1,2). No es cerrado porque no contiene
el punto frontera (0,0, 0).

Una vez introducidos estos conceptos, podemos pasar a definir limites. Vamos a suponer
de aqui en adelante que el dominio de definicién de la funcién f es un conjunto abierto
A. Estaremos interesados en hallar el limite de f cuando z € A tienda a un punto de 4 o
de su frontera. El concepto de limite sirve para: derivadas, mdximos, minimos, asintotas,
integrales impropias, series y sucesiones, etc.

Vamos a dar el concepto de limite para funciones de varias variables. Por la teoria de
funciones de una variable, la definicién de zhrg flz) =lpara f: ACR — Res ya

X0
conocida. Intuitivamente, esto significa que conforme z se acerca a o, f(x) se acerca a [.

Lo mismo sucede con funciones de varias variables. El enfoque mds intuitivo es el enfoque
con entornos.

Definicién. Sea f: ACR* — R™, donde A es un conjunto abierto. Sea Zg un punto en
A o en la frontera de A, y sea E(l,7) un entorno de I € R™. Decimos que f(Z) tiende a .
[ cuando Z tiende a &y, o, en simbolos,

lim f(f) =0 o f(f) —1 cuando & — Zo

T—Ig
cuando, dado cualquier entorno E(Z €) de [, existe un entorno E(Zy,6) de g tal que para
todo & # Fo, ¥ € E(7y.6) y T € A implica que f() € E(l.€).

La definicién € — & es una generalizacién directa de la definicién € — § en el caso de una
variable.
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Definicién. Sea f . A C R* — R™, donde A es un conjunto abierto. Tendremos que

lim f(&) = T'si, y slo si, para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que, 510 < ||T - Tol| < 6.

T—Zo

entonces ||f(Z) — l}| < e

Obsérvese que si el limite [ existe, el valor I'ha de ser el valor limite de f (Z) alo largo de

todos los caminos hacia . Si los distintos caminos que conducen a Zp no dan el mismo

valor limite, el limite no existe.

Ejemplo 1. Usa la definicién para verificar que se cumple el limite obvio lim Z = Zo,
T—Zo

donde 7 y T estdn en R™.

Solucién:

Sea f: R* — R" la funcién definida por f(Z) = Z, y sea E(Zy,71) cualquier entorno de

%o = f(&,). Por la definicién debemos hallar un entorno E(Zy, r2) de T con la propiedad

de que si ¥ # Zp y T € E(Zo, r2), entonces (&) € E(Z.r1). Basta escoger E(Zo,r2) =

E(Zo,71)

Ejemplo 2. Demuestra que no existe el limite en (0,0) de la funcién

zy+y°

z? +y?

flz,y) =

Solucidn:

A lo largo de los caminos obvios hacia (0,0), los ejes coordenados, el valor limite es 0:
- siz=0 = f(z,y)=f(0,y) =y, tiende a 0 cuando (z,y) — (0.0);

- siy=0 = f(z,y) = f(z,0) =0, tiende a 0 cuando (z,y) — (0,0).

Sin embargo, a lo largo de la recta y = 2z, el valor limite es

2272 4+82% 222482 2 8
flzy) = flz,22) = =

2
=—4+-z— 5 cuando (z,y) — (0,0).
Se deduce entonces que f no tiene limite en (0,0).

22 +4z2 = 5zx? 5 5

Como en el caso de una variable, el limite, si existe, es tinico. Este hecho nos propoi-
ciona un criterio muy importante para decidir, en muchos casos, que el limite no existe.

En efecto, considerando s6lo el caso de n = 2, sl queremos calcular el ( 111(n ) Flz.y),
z,y)—(To, Yo

este limite, de existir, debe ser independiente de la forma en que (z,y) se aproxima a

(20,%0). En otras palabras, si g: R — R es una funcién continua tal que yo = g{zo), debe

suceder que si lim  f(z,y) = [ entonces lim  f(=z,g(z)) = l. Este criterio
(z,y)—(z0,0) (z.y)—{z0.30)
nos sirve en muchos casos para probar que no existe el limite. Por ejemplo, si queremos

calcular s o
. oy

lim ————
(@y)—(0.0) 4+ y*
y consideramos todas las rectas que pasan por el punto (0,0), y = max, si existe el limite
de esta funcién, éste debe ser el mismo que
22 m? z?
im ——
P N
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para cualquier valor de m. Sin embargo, en este caso es

1.2 m? x:? m'.Z 1.4 m2 m2

lim = lim = lim = ,
a=bxt+mizt w0zt (1+mt) 25014+m? 1+mt

es decir, para valores distintos de m obtenemos distintos limites. En otras palabras, si el
lfmite depende de los valores de m, entonces la funcién no tiene limite.
A esta forma de proceder se la conoce como célculo de limites radiales.

Debe observarse que puede suceder que todos los limites radiales existan, sean iguales y
todavia la funcién no tenga limite porque si nos acercamos al punto (zg, yo) usando otra
funcién y = g(x) que pase por (g, yo), el resultado del limite sea distinto. Por ejemplo,

. z% L2
lim 5 .
(z.y)—(0,0) T+ Yy

Los limites radiales nos dan

2 2 2 2.2 2 2 2

. + 1 . x m°x o rr{l+m . 1+m

lim y _ lim _)+ = lim —<—) =limz =0 Vm.
@y)=(00) x24+y =0 2+mx =0 z(z+m) =0 z+m

Sin embargo, si escogemos y = z° resulta que

2,2 2 o4 2 2

¢ +y ettt (l4zt) 1, ]
z4)—(00) 22 + _alclil(l)xgﬁ—xz‘i% 22 —111%2(1—,—:16)—2.
(z.9)—(0,0) Y

Como el limite de existir debe ser winico, este limite no existe.

Una propiedad importante de los limites dobles es la siguiente:

Teorema 10.1 St

lim | lim f(z,y)| =1

LI Y—Yo

lim  flx,y) =1 entonces ]
(z.y)—{z0,v0)

lim | lim f(z,y)| =1
Y=Y [T—To

A los limites lim {hm f(ry)} y lim [lim f(ry):} se les llama limites reiterados.
T—Tg | Yyo y—yu | 220

Esta propiedad nos proporciona otra condicién necesaria para que exista el limite doble:

que los limites reiterados existan y valgan lo mismo que el limite doble. Por lo tanto, si

alguno de ellos no existe, o entre ellos el valor es distinto, entonces el limite doble no

existe.
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CAPITULO 10.

Ejemplo 1. Queremos saber si existe y cudnto vale
‘ 22 — ¢

im .

@y)—0.0 22 + y*

Solucién:
Calculamos los limites reiterados

2 9 2
lim [lim =Y | = tim 2 = lm1=1
g0 {y—0 12 + 32 2012 10

y—0 |z—0 2 + y2 y—=0 y—0

2,2 .2
lim [hm”” y } =lim—L —lim-1=-1.

DIFERENCIACION.

Ambos Ymites existen, pero no valen lo mismo, por consiguiente no existe el limite doble.

Otra vez, tenemos que tener cuidado: los lfmites reiterados pueden existir, tener el mismo

valor y no existir el limite doble.

Ejemplo 2. Calcula el limite
Ty

@y)=(0.0) % + Y
Solucién: )
Los limites reiterados nos dan

lim |lim 1=11m£=1'1m()=:0
a0 |y—0 22 + yQJ

=0 T z—0

. . Ty .0 .
Iim |lim 5 S| = lim — = 1m0 =0,
y—0 |z2—0 2 + vy y—0 y* y—0

es decir sus dos valores coinciden.

Pero si calculamos los limites radiales: y = mx

2

zy . z{mz) . ma?

im = lim = lim
@)= 2+ 32  zo0x24+m2z? -0 2%(1 + m?)

Para valores distintos de m, obtenemos distintos valores del limite,

doble no existe.

= lim ——.
z—0 ] +m?

por lo tanto el limite

Hemos visto que la existencia e igualdad de los limites radiales y reiterados es necesaria
para la existencia del limite doble. Veamos ahora una condicién suficiente.

Teorema 10.2 Criterio de la funcion mayoranie.
Si emiste una funcidn g: A C R? — R tal que

i lim .y =1,
/ (Ixy)—’(ro,yo)g( )
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10.2. LiMITES Y CONTINUIDAD.

i) |flr,y) =1 < |glz,y) - 1],

entonces
lim (2, y) = L.
(Ivy)—'(losyO)f( Y)

Demostracién:
En efecto, por la hipétesis i),

Ve>0 36>0 talque 0<||[Z-2ol|<é = |g@) ~-1l<e

Y por la hipétesis ii),
lfzy) -l <lglzy) -l <e
Asi que
lim  flz,y) =1

(z.y)—{zo,y0}

Ejemplo. Calcula
. Ty
lim &—=.
(z)—(00) \ /22 + 12

Solucién:
Empecemos calculando cudnto valen los mites radiales. y = mz

z{mz)

y Ty i y ma? 5 mzx
im = lim = lim =lim ——— =
@y=00) /22 + 42 =022 + m222 =0 /22(1+m?2) =2=0/1+m?

Luego, de existir el limite, éste debe ser cero.
Veamos que existe una funcién g(z,y) tal que

lim  g(z,y)=0 y |flz,y) -0/ < gz, y) - 0.
(2:y)—(20,90)

En efecto,
ry

Y

|f(z,y) - 0| = T | Sl

c.q.d

0.

En otras palabras, poniendo g(z,y) = y, se cumplen las dos condiciones de! teorema 10.2.

Hay otro criterio, a veces 1til, que consiste en pasar a coordenadas polares. Utilizarlo

correctamente no siempre es sencillo, asi que no lo estudiaremos.

Por otro lado, en algunas ocasiones el limite doble puede reducirse a un limite de una

funcién de una variable.
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CAP{TULO 10. DIFERENCIACION.

Teorema 10.3 Supongamos que f: A C R? — R sea una funcidn que se puede poner
como composicion de dos funciones f = hog, siendo g: A C R* = Ry h: R — R.
Supongamos, ademds, que existe el

lim z,y) = ty.
e B I Y =t

Si
flint; A(t)=1
entonces
(z,y)lir(rﬂlvo,yo) o) =1
Demostracién:

En efecto, si tlir{l h(t) =1,
—10

Ve>0 36>0 talque 0<t—t<é = |alt)-I<e

Para este § > 0, como lim  g(z,y) =to,
(z,y)—(z0,30)

36, >0 talque 0<l|(z,y)— (zo,wo)ll <6 = |glz,y)—tol <6
Por lo anterior
iflzy) =< hglzy) —ll<e & [flzy)-l<e

Asi que
lim  flz,y) =L

(z:y)—(=0,30)

c.q.d
Ejemplo. Calcula
) 22—yt +sen{z +y)
lim .
{zy)—(0.0) x4y
Solucién:
En primer lugar notemos que
2,2 .
¢ —y° +sen{xr+ . sen (r + . sen{r +1
y Ery) _ hm (5—y)+ C+y)|_ g, serlty)

i = =
(z.y)—(0,0) T+y (z,9)—(0,0) Tty (zy)—(00) T+ Y
Sea entonces

f(x,y):w7 f=hog con g{z.y)=z+Yy ¥ h(t):sent'
T+Y :
Asf pues, como
(z’y%ig%omg(x’y) B (zyyl)ig%o,mr +y=0 vy lmh(t) =l self,l foa
concluimos que
z* —y? +sen(z+y) y sen (2 +y) _

im
(2,5)—(0,0) z-+Y (zy)—(00) T+Y
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10.2. LIMITES Y CONTINUIDAD.

Para realizar cdlculos prdcticos necesitamos algunas reglas.
Sean f ACR*"—=R"yg: A CR* = R™, con un elemento de A o un punto de
frontera de A. Ademas, si lim f(Z) =1 vy hm §(&) = I, entonces:

T—Iy

e Im [f(f) +g*(:z)} =0+ b

I—vl‘o

. lim {af( )} =«l, donde a€R;

T—Zo

. sl =1, lim [f(Z) g@)]=0L 1
. st m=1, lim {f(:c)} = L con Iy #0;

57, 7 Iy’

g(z)
. si f (fl, foro o fm) con fir A C R® — R las funciones componentes de f
lim f(7) == (I1,L.. ) slysélost,  lim f5(T) =1

Ir—Zo

T—Zo

Ejemplo. Sea f: R? — R definida por f(z,y) = 2° +3? — zy + 1. Calcula

lim z,y).
(z,y)=(0,1) H v)
Solucién:
Aqui f es la suma de las cuatro funciones (z,y) ~ 2%, (z,9) ~ *, (z,9) ~ —zv,
(7. y) ~ 1. El limite de una suma es la suma de los hmltes v el limite de un producto es

el producto de los limites. Usando el hecho de que lim x=uzpy lim  y =y,
(z.y)—(2o,90) (z,y)—(zo,0)
obtenemos

lim flz,y)=0"+1*°-0-1+1=2.
(zy)—(0,1)
En el estudio de funciones de una variable, aprendimos que el concepto de funcién continua
estd basado en la idea intuitiva de una funcién cuya grifica es una curva sin romper. Esto
es, una curva sin saltos, o el tipo de curva que se trazarfa al mover la punta de un l4piz sin
separarla del papel. La misma idea sirve para funciones de varias variables. Formulemos
estos conceptos en términos de limites.

Definicién. Sean f: A CR* — R™ y &) € A. Decimos que f es continua en T si y
s6lo si

que es equivalente a decir

Si decimos simplemente que f es continua, queremos decir que f es continua en cada
punto Iy de A.

Como la condicién lim f(Z) = f(Z,) significa que F(Z) esté cerca de F(Z,) cuando 7 esté
T—Tg

cerca de To. vemos que nuestra definicién corresponde al requerimiento de que la grafica
de f no esté rota.
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CAP{TULO 10. DIFERENCIACION.

Ejemplo. Sea f: R? — R definida por f(z,y) = zy. Demuestra que f es continua.

Solucién:

Usando el hecho de que im z=z0y lim  y = yo, v por las propiedades de
(z.y)—(z0,v0) (z,y)—(zo,y0)
los limites, obtenemos

fh—vrgo @) (Ivy)l—l}go,yo) (=) ((I:y)gr(r;o,yo) I) ((I-y)gr(rllo o) y> Zoyo = f(%o).
Se puede ver, por el mismo método, que cualquier polinomio de varias variables es continuo
en todo punto. En el caso de dos variables, esto significa la continuidad en todo punto
del plano zy; en el caso de tres variables, esto significa la continuidad en todo el espacio.
Las funciones racionales (los cocientes de polinomios) son continuas en todos los pun-
tos exceptos aquellos en los cuales se anula el denominador, que son los puntos que no
pertenecen al dominio de existencia de la funcién.

Ejemplos. Las signientes funciones son continuas en el dominio indicado a lado:

27—
o flz,y) = Z27Y  continua en {(z,y) € R?*| (z.y) # (0.0)} (excepto el origen):

z? + 12
1 .
o flz,y)= o continua en {(x,y) € R? | y# 2°} (excepto la pardbola y = %)
47,3
o [F(z,y,z)= z continua en  {(z,y,2) € R® | x # 2} (excepto el plano x = z).

Una funcién continua de varias variables es continua con respecto a cada una de sus
variables por separado. El reciproco es falso. Es posible que una funcién sea continua en
cada una de sus variables separadamente sin ser continua como funcién de varias variables.

Ejemplo. Determina si es continua en (0,0) la funcién

2
flz.y) = xa—iyy_z (z,y) # (0,0)
0

(z,y) = (0.0)

Solucién:

Dado que f(z,0) = 0 para todo z y f(0,y) = 0 para todo y tenemos que en el punto (0, 0).

la funcién f es continua en las variables ¢ e y. Sin embargo, sl examinamos los valores que

toma la funcién f en los puntos situados sobre la recta y = kx. con k = const., tenemos
2zkzx 2k

floka)= G rms = 1o R

es decir, sobre cada recta que pasa por el origen de coordenadas, la funcién tiene un
valor constante que depende del coeficiente angular & de la recta. Por eso el limite de la
funcién depende del camino que recorra, lo que significa que la funcién no tiene limite.
Por consiguiente, la funcién es discontinua en este punto. Para ser continua f tendria
que tender a f(0,0) = 0. Ademas, esta claro que no se puede modificar el valor de esta
funcién en el origen de coordenadas para convertirla en continua.
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10.2. LiMITES 'Y CONTINUIDAD.

Las reglas dadas para calcular los Hmites permiten deducir las siguientes propiedades
de la continuidad. Sean f: ACR* - R™y g: A C R" — R™, con % un elemento de A.
Entonces:

—

e si fy gson continuas en T también los es [+ §, donde (f—i— §) ()= f(&) + 3@,
e si f es continua en T, también lo es « f, donde af(f) =a {f(f)},
e sim=1, fy gson continuas en %, también lo es f- g, donde (f - g) (%) = f()- g(Z);
o sim =1, fescontinuaen #y y no se anulaen A, tambiénloes 3103 donde (%) (7) = %
. Sj f =(fi,f2,..s fm) con f;: AC R" — R las funciones componentes de f, entonces

f es continua en Ty si y sélo si cada una de las componentes f; es continua en Zo.

Ejemplo. Sea f: R? — R? definida por

2 2
= _ o b T Y
fla.y) = (36 + v 1+IQ>.

Muestra que f es continua.

Solucién:

Para verlo, es suficiente mostrar que cada componente es continua. La primera compo-
nente es continua por ser suma de dos funciones continuas (z,y) ~ 2® v (2,y) ~ v% La
segunda componente también es continua por ser producto de la funcién continua z? + 3>
por la funcién 1/(1 + x2) que es continua porque la funcién 1 + z2 es continua y no nula.

Estudiemos ahora la composicién, otra operacién bésica que puede efectuarse con funcio-
nes.

Definicién. Si § estd definida de A C R*a B C R™, y festé definida de B C R™ a

' C R”, la composicién de § con f o de fen g, denotada por f o g manda A a C
mediante T~ f(F(E)).

Por la composicién de funciones tenemos la siguiente propiedad:

Sean j: ACR* = R™y f: B C R™ — RP. Sea ademss §(A) C B, de manera que fo g
esta definida en A. Si §es continuaen ¥y € Ay f_“ es continua en ¥y = §(Zo), entonces la
composicion fo g es continua en Iy.

Ejemplo. Muestra que la funcién f: R® — R, f(z,y, 2) = (2? +y? +2%)% +sen(zy 2), es
continua.

Solucién:

Podemos escribir f como suma de las dos funciones f: (z,v,2) ~ (2% +¢* +2%)% y
for (ryy.2) ~ sen(ryz), de modo que basta mostrar que cada una es continua. La
primera es composicién de la funcién continua (z,y,z) ~ 22 + y* + 2% con la funcién
también continua u ~ u?, v la segunda es la composicién de (z,y,2) ~ Ty 2 con u ~
seru, que son ambas continuas.
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Ejercicios.

1) En cada uno de los casos siguientes, sea S el conjunto de todos los puntos (z,y) del
plano o (z,v, z) del espacio tri-dimensional que satisfacen las desigualdades dadas.
Determina si S es o no abierto. En los casos de conjunto en el plano. dibuja un
grafico mostrando el conjunto S, explica geométricamente si es abierto o no, e indica
la frontera de S en el grafico.

a) z+yP <L b) 3z% + 2y < 6;

c) xP+y?P<y; d) 1<z?+y2<2;

e) lzl<lylyl<i ) >y

g) lzl<lyfyl<y h) z >y

oz <Lyl <lylel< 1 i) x+y+z2<l,2>0,y>0,2>0.

2) Calcula los siguientes limites.

a lim 28y; b im ey

) (zy)—(0,1) 4 ) (z,y)—{0,1) y

sen® x
c im ; d lim  (2?+¢° +3);
) @y—01) 2 ) <z,y>—(o«o>( v+ 3)
X
e) lim #—; f) lim :
(zy)—(0,0) 2 + y* + 2 (zy)—0.0) T + 1
—1—2x2/2 a2
g) i S8 - z*/ ; h) . (x y} ;
@y-00 iyt (z9)=(0.0) 22+ y?
2

. . ry . . zy

i lm ————; m ——.
) @) -(00) 22 + y?’ D (zy)—(00) (x? 4+ y?)3/?

3) Sea la funcién f: R — R?, dada por z ~ (2%, €7), calcula lim flz).

4) Muestra que  lim w =1.
@n)—00) (rYy)

5) Demuestra que las funciones siguientes no tienen limite en (0,0).

2,2
2 ¢y

a) f(:r,y)=—g%? b) flz.y) = W (z,y) # (0.0)

4

6) Determina si la funcién f(x,y) = ;31124

tiene limite en (1, 1).
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10.3. DIFERENCIACION.

1
zsen — y#0
Y
0 y=0.

Demuestra que f(z,y) — 0 cuando (z,y) — (0,0) pero que

7) Sea f(z,y) =

iy [y 1] # g 0|

2 _ 2
8) Si(z,y) #(0,0), sea f(z,y) = %—% Halla los limites de f(z,y) cuando (z,y) —
4 y-
(0,0) a lo largo de la recta y = mz.  Es posible definir £(0,0) de modo que f sea
continua en (0,0)7

9) Determina para cada funcién el conjunto de puntos (z,y) en los que f es continua.

2
a) flay) =2 +yt - 422y b) f<z,y>=tg%;
. T r+y
, = —_— d R = ‘t‘g .
¢) flz,y) NzEEr ) flz,y) =arc T2y

10.3 Diferenciacion.

Con los métodos vistos hasta ahora para dibujar gréaficas de funciones de varias variables,
a veces puede ser imposible obtener suficiente informacién para comprender incluso las
caracteristicas generales de una funcién complicada. En el caso de funciones reales de
una variable real, sabemos que el concepto de derivada puede ser de mucha ayuda: por
ejemplo, nos permite localizar maximos y minimos. Ya hemos comentado que una funcién
continua no tiene la grafica rota. Una funcién diferenciable de R? a R debe ser tal que su
grafica no esté rota, pero ademds debe tener bien definido un plano tangente a la grafica
en cada punto. Asi, no debe haber dobleces, esquinas o picos en la grifica. Es decir, la
gréfica debe ser suave. Para una funcién de una variable, la diferenciabilidad garantiza
la continuidad (ver teorema 1.1). Como veremos, para las funciones de varias variables,
la existencia de las derivadas parciales no basta para garantizar la continuidad.
Intuitivamente: la existencia de una derivada parcial sélo depende del comportamiento
de la funcién a lo largo de un segmento de recta, mientras que la continuidad depende del
comportamiento de la funcién en todas las direcciones.

Para precisar estas ideas necesitamos algunas definiciones.

Definicién. Sea f: U € R" — R una funcién con valores reales, con U un conjunto
abierto. Las derivadas parciales de f con respecto a la primera, segunda, ..., n-ésima
variable son las funciones con valores reales, de n variables, definidas por

of oy flanme, xR ze) = flan, )
axj(l’la----,In) = }lllil[l) A -
o fEERE) @
h=0 h !
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si existen los lmites, donde 1 < j < n v & es el j-ésimo vector de la base usual.

Claramente la derivada parcial de f con respecto a la variable z;, f;,, es la derivada
de la funcién f con respecto a la variable z;, manteniendo las otras {n — 1) variables
fijas. Si f es funcién de tres variables, con frecuencia usaremos la notacién f, = df/dx.
fy = 0f/By, f. = 8f/0z, en lugar de Of [0z, Of /0. af/dxs. Si f: R* = R™, tenemos
Fflar, 2o, 2n) = (A{z1, 22, Tn), oo fm(21, 72, .. 7)), de modo que podemos ha-
blar de las derivadas parciales de cada componente; por ejemplo 0 fr,/9z,, es la derivada
parcial de la m-ésima componente de f con respecto a T, la n-ésima variable.

Para indicar que una derivada parcial ha de evaluarse en algiin punto en particular. por
ejemplo para denotar la derivada parcial con respecto a z en el punto {0, o) escribimos

of

felzo. vo) o %(I& Yo) o r

(zo.yo)

En el caso de una variable, sabemos que f'(z) proporciona el coeficiente de variacion
instantdnea con respecto a z de f(x) en z = xo.

En el caso de dos variables, f.(%o, %) da el coeficiente de variacién con respecto a x de
fla,y0) en z = 20 v fy(0,y0) da el coeficiente de variacion con respecto a y de f(ro.y)
en ¥y = Yo.

A estos niimeros se le puede dar una interpretacién geométrica. Si representamos la
superficie z = f(z,y) y consideramos la seccién de la superficie con el plano y = y,. que
es un plano paralelo al plano zz, obtenemos que esta seccién es la grifica de la funcién
g(z) = f(z,0). Diferenciando con respecto a z, tenemos ¢'(z) = fo(z.yo) y en = = o
serd ¢'(@o) = fal{xo, yo). Por consiguiente, el nimero f,(x. yo) es la pendiente de la seccién
en y = yo de la superficie z = f(z,y) en el punto P (zq, Yo. f{Zo, yo)). De manera andloga
para la otra derivada parcial, tenemos que el niimero f,{zo.y) es la pendiente de la seccion
en z = zo de la superficie z = f(z,y) en el punto P (zo. yo, f(Zo,%0))-

En el caso de tres variables, f.(Zo,yo,20) da el coeficiente de variacion con respecto a
z de f(z, 0, 20) en T = Zo, fy{Zo, Yo, 20) da el coeficiente de variacién con respecto a y
de f(zo,y,20) en y = Yo v f2(%0, %0, 20) da el coeficiente de variacién con respecto a z
de f(xo,y0,2) en z = 2. Sin embargo. el significado geométrico que hemos dado a las
derivadas parciales de una funcién de dos variables no tiene significado anélogo en el caso
de tres o mds variables.

Ejemplo 1. Para la funcién
fl@,y) = ¥ + In(a® +y)

tenemos

2z of 1

pny i fylz.y) 8y(T,y) A

En la primera derivada parcial con respecto a z hemos mantenido la y constante y hemos
diferenciado sélo con respecto a z; de la misma manera con la derivada parcial con respecto

Jolz,y) = %(I,y) =ye't+
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a y hemos mantenido la z constante y hemos diferenciado sélo con respecto a y. El
ntmero f-(2,1) = €2 + ‘g‘ da el coeficiente de variacién con respecto a z de la funcién
flz,1) = € +In(2® + 1) en ¢ = 2; as{ mismo el nimero f,(2,1) = 2€* + t dael
coeficiente de variacién con respecto a y de la funcién f(2,y) = e*¥ +In(4+y) eny = 1.

Ejemplo 2. Para la funcién
flay,2) =a2y*2°
las derivadas parciales son
felzy,2) =92 2%, fulzy.2) =22y2%,  flz,y,z) =3zy° 2%
Ejemplo 3. Para una funcién de la forma
f@y,2) = Flz,y)Gly. 2)
podernos escribir
fole,y.2) = Folz.y) Gly.2).  felz.y,2) = F(z,y) Ga(y, 2),
fy(@y,2).= Fy(z.y) Gly. 2) + Flz,y) Gy(y, 2).

Vamos a ver ahora un ejemplo que nos aclare como puede ser insuficiente una definicién
de diferenciabilidad que requiera sélo de la existencia de las derivadas parciales. En este
caso no se cumple la regla de la cadena para varias variables.

Sea f(z,y) = ¥/z /Y. Esta funcién est4 definida en todo R?. Por definicién,

af o 0 =000 . 0-0
%(0’0) - ;l,li% h =0 h

v, de manera similar

of . fl0,R)—£(0,0) . 0—0
8—y(00)-hm

B0 h =0 h

Es necesario usar la definicién original de derivadas
parciales. por el hecho de que las funciones ¢z y
¥y no son diferenciables en 0. Consideremos aho-
ra la composicion, (fog), dela funcién g: R — R?,
definida por g(z) = (z,z), con f: R? — R, defi-
nida por f(z,y) = ¥z ¥y. Resulta que la com-
posicién estd dada por (f o g)(z) = ¥22. Cada
componente de la funcién g es diferenciable en z,
v la funcién f tiene derivadas parciales en (0,0),
pero {f o g) no es diferenciable en x = 0, en el
sentido del cdlculo de una variable.
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En contraste con lo que sucede con el cdlculo de funciones de una variable, donde la
composicién de funciones diferenciables es diferenciable, en el caso de funciones de va-
rias variables la composicién de f v g no es diferenciable. Para rectificar esta situacién
tendremos que dar una definicién de diferenciabilidad que nos permita obtener que la
composicién de funciones diferenciables sea diferenciable. Hay otro motivo para no estar
satisfecho con la sola existencia de las derivadas parciales de f(z.y) = ¥z &7 no hay

plano tangente a la grafica en (0,0). Dado que %(O, 0) = 8—(0, 0) = 0, si hubiera plano
: y

tangente, deberia ser el plano zy. Sin embargo. como resulta evidente de la figura. la
grafica tiene una severa arruga en el punto (0,0).

Para motivar la definicién de diferenciabilidad, calculemos cial tendria que ser la ecuacion
del plano tangente a la grafica de f: R — R en el punto genérico (zg,y0). En R, un
plano no vertical tiene una ecuacién de la forma

z=ax+by+c

Si se trata de que sea el plano tangente a la grafica de f. las pendientes a lo largo de los

ejes x e y deben ser iguales a —— , que son las velocidades de cambio de [ respecto

Ox ¥ 3_y
axey. Asi
F) a
o=Fnw) v b=,

Finalmente podemos determinar la constante ¢ a partir del hecho de que z = f(xp. yo).
cuando z = zy, ¥ = Yo!

1o} 1%,
flzo,yo) = gg(xo,yo) zo + %(I()vy()) Yo+c —

c= f(zo,40) — %(xo-,yo) Ty — g‘g(%, Yo) Yo-

Luego. obtenemos

2 = f(z0.30) + Gtz u0) (& = 50)+ . o) v~ o)

ecuacién del plano tangente a la grafica de f en (xg,yg), si f es suficientemente suave.
Nuestra definicién de diferenciabilidad dird que el plano dado por la ecuacién asi obtenida
es una buena aproximacién de f cerca del punto (zg.yo).

Definicién. Sea f: R? — R. Decimos que f es diferenciable en (g, yo) si las derivadas

. f of . .
parciales 3 v By existen en (2o, y0) ¥ si
a 0
f(z,y) - f(ffoayo) - G—i:(xo’y()) (v —20) — 8—f(3?0-, Yo) (¥ — o)
lim L =0.
(z.y)—{z0.30) [z, y) — (0. 0|
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Si denotamos con Df(zg, yo) = <g—f(:ro, Yo, %(%;%)) al vector fila de las derivadas
T

parciales, la definicién de diferenciabilidad afirma que

f(@o, vo) + D f(zo, yo) ( Z B g?j:)) ) = f(zo,%0) + %(xoayo) (z — xo) + g—z(Im Yo) (¥ — %)

es una buena aproximacién de la funcién f.
Antes hemos usado la idea intuitiva, ahora podemos definir el plano tangente a la grafica.

Definicién. Sea f: R? — R diferenciable en (zq.95). El plano en R® definido por

z = fzo,y0) + g%(x(),yo) (z ~x0) + %(Im o) (¥ — ¥o) (10.1)

se llama plano tangente a la gréifica de f en el punto (o, yo).
Ejemplo. Calcula el plano tangente a la gréfica de z = 23 +4° 4+ ¢%¥ en el punto (1,0, 2).

Solucién:

Usamos la férmula (10.1), con 2o = 1, yo = 0, 20 = f(1,0) = 2. Las derivadas parciales
501

af 2 zy af 2 zy of . af(
i = 3y E —(1.0) =3, —=(1,0)=1,
or 3zt +ye*y, y 3y*+zxe = (1 0) 3, ET ,0)

luego, sustituyendo en la férmula (10.1)
z=24+3(z-1)+1{y-0) = 2=3z+y—1.

Podemos ahora pasar a las funciones f de R a R™. La derivada D f (Zo) de la funcién

J
Df (%) se llama matriz de las derivadas parciales de f en i, comtnmente llamada
matriz jacobiana.

Definicién. Sean U un conjunto abierto en R* y f U C R* = R™. Decimos que f es
diferenciable en I € U si existen las derivadas parciales de f en %, (es decir si estd
bien definida la matriz de las derivadas parciales D f(%))) y si

Ejemplo. Calcula la matriz de las derivadas parciales para la funcién f : R® — R? dada

por flz.y,2) = (7, zy2).
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CAP{TULO 10. DIFERENCIACION.

Solucién:
6f of o
Py — A | o By 8z | _ (€T eV 0
Df(z) = Df(z,y,2) = of ?_1{2_ of _<yz vz xy)
oz Oy Oz

Definicién. Si consideramos el caso especial m = 1, f: R* — R, la matriz de las
derivadas D f(¥) es una matriz 1 X n, es decir estd formada por solo una fila.

DD - (f@® 4ol . 5 ).

Al nuevo vector asi conseguido

3]
(L@ L. gH@) =910 =ama i@

se le llama gradiente de f, y viene denotado por grad f 6 \Y f
De la definicién vemos que para f: R? = R,

V@) = <g£( y),%(mvyg:?ﬁnﬂj

y para f: R® — R,

- a -
5@ = (ZLewa Sena Geya) = e gre g E

El significado geométrico lo daremos més adelante.
Ejemplo. Calcula el vector gradiente para la funcién f(z.y.z) =z e?IH 4o gy 2

Solucién:
Podemos escribir el vector gradiente en las dos formas

vV £(Z) = ( (2225739 4 yz2), (3227 42 2), (25700 + Iy))

VA@) = (22" 4 yz2) T+ (3267 +x2) T+ (25539 2 y) k.

Para una funcién de una variable, sabemos que la diferenciabilidad garantiza la contimu-
dad. Més adelante enunciaremos que esto también se cumple para las funciones diferen-
ciables de varias variables. Sin embargo, para las funciones de varias variables, la sola
existencia de las derivadas parciales no basta para garantizar la continuidad. Veamos los
siguientes ejemplos. El primero considera una de las funciones cuya continuidad hemos
estudiado en la seccién 10.2.
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10.3. DIFERENCIACION.

Ejemplo 1. Ya sabemos que la funcién

2zy
fley) =9 22+42
0

—

z,y) # (0,0)

no es continua en (0,0), sin embargo las dos derivadas parciales existen en el origen, dado
que f(z,0) y f(0,y) valen siempre cero:

of - f(h0) = F(0.0) . (2R0)/(R2+0)=0 . 0-0
R R
Bf(o’o):hmf(o,h)—f(O.O):hm(ZOh)/(OJrhz)—O:hmO—O:0

a_y h—0 h h—0 h =0 h
Ejemplo 2. Sea f: R? — R definida por

) [ 1 siz=00siy=0
flz.y) = { 0 de no ser asi.

Como f es constante en los ejes z e y, donde es igual a 1, tenemos que las dos derivadas
parciales existen en el origen:

a-f(o,o) :}I}%f(h,O)—f(o.o) C1-1

Oz h I h
of _ o OB = f00) o 1-1
L

Pero f no es continua en (0,0), pues ( l)ingoo f(z.y) no existe. Para ver este ultimo
z,9)—(0.,0;

resultado, podemos examinar los valores que toma la funcién f en los puntos situados sobre
la recta y = kz, con k = const., tenemos f{z,kz) = 0, si z # 0. Pero si nos ponemos
en uno de los ejes, por ejemplo en el eje y, con ecuacién z = 0, tenemos f(0,7) = 1. No
coincidiendo estos valores, el limite no existe. Por consiguiente, la funcién es discontinua
en este punto. Para ser continua f tendrfa que tender a £(0,0) = 1.

No es diffcil entender cémo una funcién puede tener derivadas parciales y no ser continuas,
si pensamos en el hecho de que la existencia de una derivada parcial depende del compor-
tamiento de la funcién a lo largo de un segmento de recta, mientras que la continuidad
depende del comportamiento de la funcién en todas las direcciones.

Enunciaremos ahora dos teoremas de los cuales no daremos la demostracién por ser al-
go complicada. El lector interesado puede encontrarla en uno cualquiera de los textos
indicados en la bibliograffa.

Teorema 10.4 Sea f: U C R* — R™ diferenciable en Ty € U. Entonces f es continua
en Ty.
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Como ya hemos visto, por lo general es ficil decir si existen las derivadas parciales
usando los conocimientos del cdlculo de funciones de una variable. Sin embargo, re-
sulta mucho mds complicado usar la definicién de funcién diferenciable, y comprobar que

1 1@ = F@) — Dfo) (7 - Z)l
3 ||Z — Zol|
que nos dice cuando una funcién es diferenciable.

= (). Afortunadamente existe un criterio sencillo,

Teorema 10.5 Sea f: U c B — R™. Supongamos que existen todas las derivadas
6 7 e . — - n

parciales Ei de f y son continuas en un entorno de un punto ¥ € U. Entonces [ es
.

j
diferenciable en Z.

Definicién. Una funcién cuyas derivadas parciales existan v sean continuas, se dice de
clase C.

Asi, el teorema 10.5 dice que cualquier funcién C* es diferenciable.

Es interesante constatar la siguiente cadena de implicaciones:

Parciales continuas = Diferenciable ==  Existen las parciales

la primera implicacién es por el teorema 10.5 v la segunda se sigue de la definicion de de-
rivada. Nétese que todos los enunciados reciprocos obtenidos invertiendo una implicacion
no son validos. Un contraejemplo al reciproco de la primera implicacién viene dado por

la funcién s (1))
_ [ #?sen(l/x) siz#0,
f@)‘{o stz =0.

Para esta funcién tenemos

e () ox () (-§) 0 (2) o ()

Como contraejemplo al reciproco de la segunda podemos considerar la funcién

Ty
floy)={ VE2+v Sf (z.y) # (0.0),
0 si (z.y) = (0,0).

Nétese que esta funcién es continua: por el criterio de la funcién mayorante podemos
escribir, para todo (z,y) # (0,0)

Ty Ty

que tiende hacia cero cuando (z,y) — (0,0); luego,  lim flz.y) = f(0,0) = 0.

<[22l <h.

{r.4)—(0.0)
Ademis,
_ VIEE0 - _
Elai(O,D) = lim f(h,0) — £0.0) = lim (h0)/Vh + 0 = lim 0-0 =90,
oz h—0 h h—0 h h—0 h

416
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=lim —— = 0.

9 (0,0) = 1im {QA SO0 _ i) Jim —-

Oy h=0 h h=0

(OR)/VOFRZ=0 . 0-0
)

Asi, las derivadas parciales existen en (0,0). Ademds, si (z,y) # (0,0), tenemos

g(m y) = Y - 'y
o 2y ‘\/—m (22 + 42)3/2

que no tiene limite cuando (z,y) — (0,0): en los puntos situados sobre la recta y = kx,
con k = const., tenemos

?i( ha) = kx B ztkz _ Kk k
o Y T T e B RPE T IR (L R

es decir se obtienen limites diferentes. Luego las derivadas parciales no son continuas en
(0,0) y por lo tanto no podemos usar el teorema 10.5. Podemos ahora intentar demostrar,
que f no es diferenciable, sin embargo, como hemos visto, es continua. Aplicamos la
definicién de diferenciabilidad: decir que

— - -

i 1) = @) - DFE) (F - @l _
7o |17 — Zol|
quiere decir que para cualquier ¢ > 0 existirfa un § > 0 tal que para 0 < ||(hy, ho)l] < &
implique que
h
|| (s, h2) = £(0,0) = (0,0) ( " ) |
- <e€
|1(h1, ha)l|
esto es,
U flhy, Ra) = £(0,0)]] [hy Aol 2, 32
- - <€ = ~ = hy hol < e(hi+ h3).
T o)l W h ruhal < et )

Pero si escogemos hy = hs, queda que % < €, que no seria cierto si escogiéramos € < %
Por lo tanto, f no es diferenciable en (0,0). Si se hace una grafica de la funcién notaremos
que la funcién estd torcida en (0, 0).

Ejercicios.

1) Halla las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

a) z=log(z++/z%+4y?), b) z=2zY,

) u=(xy), d) zzarctg%;

e 2= VaTy D 2=l azy

g ==c’+ysen (), B) 2= —m—, (2,y) #(0,0)
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) z=zt+yt—42% j) z=log (,r:’{-y'z). (z.y) # (0.0):
k) z= z cos z2, ) z= 2 >0

2) Halla el vector gradiente vf (z,y) en cada punto de R?, en el que exista, para cada
una de las siguientes funciones:

a) flz,y)= z? + 192 sen (zy);

b) flzy) =y’ 24
o) flz,y) =22y log(z® +¢%), si(z.y) # (0.0) y f(0.0) =0

9 oy =zysen (ﬁ) si (z.y) # (0.0) ¥ £(0.0) =0.
3) Demuestra que 1‘% +yg—z =zy+ 2, si Z(Jf,y) =2y +Ie(y/ﬂ.
4) DemueStraquea_x'+g_Z+%:l, si U(IUZ):.T-L;:Z

_r?
5) Sea v(r,t) =1t" exp (H) Halla un valor de la constante n tal que la funcion

v(r,t) satisfaga la ecuacién %% = ;15 % (7"2 %)

10.4 Propiedades de la derivada.

En el célculo elemental aprendimos cémo diferenciar sumas, productos, cocientes y funcio-
nes compuestas. Ahora queremos generalizar estas ideas a funciones de varias variables.
con particular atencién a la diferenciacién de funciones compuestas. En el caso de una
variable, la regla para diferenciacién de composiciones, llamada regla de la cadena. nos
da la siguiente férmula

dz dzdy

o dy flg(z)) ¢ (x)

donde f es una funcién de una variable real a valores reales. z = f(y), e y es una funcién
de z,y = g(z), es decir z = f(g(z)). Antes de dar la férmula equivalente al caso de varias
variables, comenzemos con las reglas de diferenciacién para sumas, productos y cocientes.

(1) Regla del miiltiplo constante. Sea f . U ¢ R® — R™ diferenciable en 7 v sea ¢

=

un numero real. Entonces A(Z) = ¢ f(Z) es diferenciable en ¥y v

- —

Dh(#o) = cDf(Zo);
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(2) Regla de la suma. Sean f: I/ C R — R™ vy g: U C R* — R™ diferenciables en
Zo. Entonces h(T) = f(Z) + §(F) es diferenciable en 7; y

—

Dh{#o) = Df (&) + Dyl(Z);
(3) Regla del producto. Sean f: U CR* - Ry g: U C R* — R diferenciables en
To. Entonces h(Z) = f(Z) - g(T) es diferenciable en Z; y
Dh{do) = g(Zo) D (%) + f(Zo) Dg(Zo);
(4) Regla del cociente. Sean f: U C R* = Ry g: U C R* — R diferenciables en T,
con g nunca nula en U. Entonces h(¥) = f(Z)/g(Z) es diferenciable en Fy v
(

9{Zo) DS (&) — f(Zo) Dg(Zo)
l9(Zo))? "

Dh(Zo) =

Nétese que en los ultimos dos casos m = 1, es decir las tltimas dos reglas son vélidas solo
para funciones de varias variables a valores reales.

Ejemplo. Verifica la férmula para Dh en la regla (4) con f(z,y,2) =223 + 33 +32% y
glzy.2) =y + 1.

Solucidn:

Aqul. tenemos

flzy.z) 22% 497+ 328

hz,y. z) =
(#4:2) 9(z,y, 2) v +1
Por diferenciacién directa tenemos que las derivadas parciales son
on 627 oh 927
or P2+ 1 8z 241
Oh _ 39"+ 1) - (22 +4°+32%)2y  y (s +3y— 423 —629)
oy (y* +1)? B (* + 1)
entonces
Oh Oh Ok 622 P+3y—42°—62%) 922
Diz,y.2) = [ 28 9k R _ byl . ), :
oz’ Oy Oz ¥ +1 (¥ +1)2 yr+1

Por la regla (4), obtenemos
Dh(7) = 9(Z)Df(Z) — f(Z) Dg(2)
9@
(v’ +1) (622392922 — (22° +y* + 32%) (0,2y,0)
(¥ +1)?

que es lo mismo que se ha obtenido directamente.

Pasamos aliora a enunciar el teorema que nos da la regla de la cadena para funciones
de varias variables, que si usamos la notacién matricial D se parece a la regla para una
variable.
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Teorema 10.6 Regla de la cadena.

Sean U C R™ y V C R™ dos conjuntos abiertos. Sean, ademds, gGUCR" = R"y
f: V ¢ R™ — RP dos funciones dadas tales que g(U) C'V, de modo que estd definida la
COMPosicion foﬁ. Si § es diferenciables en To y fes diferenciable en o = §(Zo), entonces
fo g es diferenciable en Ty y ‘

D(f o §)(Zo) = Df (%) - DG(Fo).-
No daremos la demostracién de este teorema, pero vamos a considerar dos casos particu-
lares que son importantes por sf mismos.

Primer caso especial de la regla de la cadena. Supongamos que &R — Ry
FiRS - R. Sea hit) = F(@E) = F(a(t), y(t), 2()), con &lt) = (x(t), y(2), 2(t)). Entonces
dh_ofds 0f dy_of d:

G drdl By dt oz dt
Esto es,
dh = ., v
==V an .

Este es el caso especial del teorema 10.6 en el que &= g, f con valores reales, n=p=1
y m = 3. Nétese que ~
V f(@lt)) - (t) = DF(EL)) - D),

donde el producto en el lado izquierdo es el producto escalar de vectores, mientras que
el producto del lado derecho es la multiplicacién de matrices: Df(c(t)) es una matriz
fila y D&(t) es una matriz columna. Los vectores ﬁf(é'(t)) v & (t) tienen las mismas
componentes que sus equivalentes matriciales. El cambio de notacién indica el paso de
matrices a vectores. Como veremos mas adelante (ver seccién 10.7), la funcién ¢: R — R?
describe una trayectoria en R®.

Segundo caso especial de la regla de la cadena. Supongamos que f: R* — R y
7: R — R3, con glz,y,2) = (ulz,y,2),v(2,y,2), w(z,y. 2)). Sea h: R?® — R dada por
Bz, 2) = (3@ y,2)) = f (u(z,y. 2), (.5, 2),w(z, y. 2)). Entonces

Au Ju Ou
or Oy 0z
dh 8k Oh\  (Of Of Of v Bv Ov
fw Ouw Ow
9z oy 0z

En este caso especial del teorema 10.6 hemos considerado n = m = 3 y p = 1. Notese
que se ha escrito explicitamente el producto de matrices. Si realizamos la multipicacion
matricial obtenemos las tres ecuaciones

Oh _0f Ou  0f Ov  Of duw

dr Oudz  Ovdr Ow dz’
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Oh_0f0u 0f v 0f bu
Jy Oudy Ovdy Ow dy’
O _0f du 0 bu 05 fw
0z Oudz 0Ovdz Ow dz

Esté claro cémo se puede generalizar a valores distintos de n, m y p.
Como un ejemplo més consideremos el caso de f: R* — Ry §: R®> — R*, con 7 dada
por §(z,y) = (u(z,y),v(z,y), w(z, y),z(z,v)). Luego, si h: R® — R viene dada por
ha.y) = F(§e,y) = (e, y),0(z,9), w(z, ), 2(z, ), tenemos

Oh _0fou 8f dv  Of o 0f 0

Or Oudr Ovidr Owdzx Iz 0z

Oh _8f du 8f v 8f dw _8f 0z

Gy " Budy Oubdy dwdy  0:dy
Ejemplo 1. Halla du/dt si
u=2z"—y° y r=t>—1, y=3senwt.

Solucién: :

Estamos en el caso de dos variables z e y, que dependen de una nueva variable ¢, luego
du_@udz_l_audy
dt ~ Oz dt ' By dt’

Dado que
ou Ou dx dy
Ox z Ay 4 Y dt ’ dt Teesm
renemos J
d—itl =(2zx)(2t) - (2y) (3w coswt) =4xt—6Bymcoswt

v sustituyendo las expresiones de z e y:

d
_d}tf =4¢>—4¢t— 187 senwt cos 7t.

Se obtiene el mismo resultado escribiendo primero u directamente como funcién de ¢
2 2 _ (42 2 2
u=z'—y*=(*-1)"— (3senmt)

v diferenciando después

- =2 (" —1) (2t) -2 (3sennt) (3mcos wt) = 41> — 4t — 187 sen 7t cos 7t.
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Ejemplo 2. Verifica la regla de la cadena para

flu,v,w) =1 —v* +w

donde
ulz,y. 2) =2y, viz,y,2) =9z, w(z,y,z) = zye’.

Solucién:
Aqui, estamos con un ejemplo del segundo caso especial de la regla de la cadena:

h(z,y,2) = f (u(z,y, 2), (2,9, 2), wlz.y.2)) = 2°y° —y* 22+ a2y e’

Diferenciando directamente obtenemos las tres ecuaciones

Oh h Oh .
azﬁxsyg—i-yez, g—=3x6y2—4y322+xez, &:—2y4z+xye‘.
Y

Por otro lado, usando la regla de la cadena, las dos matrices seran

(ﬂ % ﬁ) = (3’[,[2,—21",1> = (3]‘4 yZ,—Qyz P 1)

ou’ Ov’ dw
ou du ou
O Oy Oz 2xy x? 0
v Ov Ov
- = = = 2 2
dz Oy Oz 0 yz v
ow Jw Ow ye* ze* zyé
Oz Oy Oz
Realizando la multiplicacién llegamos a los mismos resultados:
2zy  z° 0
Oh Oh Oh 4 9
e ir-wiir-wll B —2¢? . 0 2y=z 2 =
(8x’3y'8z> (3z%y*,-2y°21) yz oy

yet xef zye’

= B2y +ye’, 32592 — 4P +re’, 2y 2+ xyet).
Ejemplo 3. Sean f(z,y) = (cos y + z°,e"*Y + ¢%) v Glu,v) = (€*°, u — senv).
(a) Escribir una férmula para f o §;
(b) Calcular D(f o §)(0,0).
Solucién: . .
En este caso tenemos f: R? — R? y 7: R? — R?, luego fog: R? — R? Para la primera
parte tenemos

Fog=f(e"",u—senv) = (cos(u—senv) +e’* exp(e”” +u — senv) + (u — sent)”) .
Para la segunda parte, recordemos que D( f o0 §) ser4 una matriz 2 x 2. Sin duda seréd con-
veniente usar la regla de la cadena, en lugar de realizar la diferenciacion de las expresiones
obtenidas arriba. Por la regla de la cadena,

- =

D(f'0 §)(0,0) = D(F((0.0)) - D((0,0)) = D((1,0)) - D(5(0.0)).
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Ahora
of of
2 _| 0z oy _ (37 —seny (2
D(f(l,O)) = % % = < €Y Tt 42y (£4)=(1.0) “\e e )
0 Oy / lgy-n0
99, 991
- _ Ou Ov o ver uer -(% 0
D(Q(0.0)) - % % - ( 1 —Cos v > (u.v)=(0,0) B ( -1 > .
ou Ov (u,0)=(0,0)
Asi,
- 30 00 00
D(fog)(0,0)=<e e>'(1 —l>:<e —e)'
Ejercicios.

1) Sean las funciones f(x,y) = z° +y, h(u) = (sen 3u, cos 8u). Sea g(u) = f (h(w)).

Calcula Zig en u = 0 de ambas formas, directamente y usando la regla de la cadena.
u

2) Demuestra que la funcién w = f(u,v), donde u = = + at, v = y + bt verifica la
ecuacion d_w =a % + 8—w
ot Oz dy
3) Las ecuaciones u = f(2.y), x = X(t), y = Y(t) definen u como funcién de ¢,
pougamos u = F(t). Calcula F'(t) en funcién de ¢ en cada uno de los siguientes
casos particulares.

D few =i Xt Vo=
b)  flz.y) =eVeos (zy?), X(t)=cost, Y(¢)=sent;

Q) fla.y) = log G—}—) X(t)=¢, Y(O)=c

4) Comprueba la regla de la cadena para % donde h(z,y) = f(ulz.y).v(z,y)) v
z
u? 42

fluw) = — S, con u(x,y) =e v(z,y) = ey,
u? — v?

—z—y

5) Sean f{u,v) =(tglu—1) e’ uw?—v?) v §lz,y) = (e ¥,z —y). Calcula fog
v D(Fo (L 1).

G) Verifica el primer caso especial de la regla de la cadena para la composicién fo&en
cada uno de los casos siguientes.

a) flz.y)=zy. ct)= (e cos t);
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b)  flz,y)=e"Y, &)= (3¢5,
¢) flzy)= (2" +y%) log /a2 +y? &) = (" e7);
d) flr,y)=zexp(a®+y?), )= —t).

10.5 Gradientes y derivadas direccionales.

En la seccién 10.1 hemos estudiado la grafica de las funciones de varias variables con
valores reales y en la seccién 10.3 hemos introducido la definicién de gradiente. Ahora
queremos estudiar las funciones de varias variables con valores reales usando los métodos
del cdlculo y usar gradientes para obtener una férmula para el plano tangente a una

superficie de nivel. En esta seccidn nos restringimos al caso de funciones de tres variables
reales a valores reales. Pero, antes de todo, recordemos cémo se define el gradiente.

Definicién. Si f: R® — R es diferenciable, el gradiente de f en (z,y, z) es el vector en
el espacio R? dado por
af of of )

grad f=V f = (E?zd_y’a
Asi, V f es simplemente la matriz de las derivadas D f, escrita como vector.
Ejemplo 1. Para f(z,y, 2) _ sen(z y*2%) tenemos
of _
Oz

a «
?2% cos (zy?2), o =2zy2’ cos(zy’:’). —L = 3xy? 2% cos(z ).

y %
Luego el vector gradiente sera

V= (42 cos(zy?2%), 20y 2% cos (z°27), 32 y” 2% cos (x1727)) .
que podemos también escribir como

—

V f = cos (z122°) [yz PT+2ry 7+ 32y k]

Ejemplo 2. Sea f(z.y,2) = z sen(ry) + y cos (7 z) . Calcula ¥ f en el punto (0, 1,2).

Solucién:
Empezamos hallando el vector gradiente en un punto genérico (x.y, 2):
Vf= %’ ?—ij of = (sen(my), 7z cos(my) + cos (mz), —7y sen{m z)) .
Oz’ Oy’ Oz

Y evaluando en (0, 1, 2) obtenemos

V £(0,1,2) = (senm, 7(0) cos w + cos (27), —m(0) sen(2 7)) = (0,1.0) <= V f(0.1.2) =7
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Ejemplo 3. Sea f(r,y.z) = /2° + y?> + 22 = r, la distancia del origen al punto (z,y, 2).
Si denotamos el punto con el vector posicién 7 = (x,y, z) tenemos que

=03y

@f_<ﬁﬂ5_f>_ z Y z _
oz’ By’ Oz VT2 T+ 22 Ryt 22

Es decir, V f es el vector unitario en la direccién de 7= (x,y, 2).

' 1 1
Ejemplo 4. Sea f(r,y,2) = —————— = ~. Entonces

/I2+y2‘+‘32 r

6]‘ _ —x —y —z 7
- (22 + y2 + 22)3/27 (22 + 2 + 22)3/2° (22 4 2 + 22)3/° T8

En algunos aspectos, el gradiente se comporta como las derivadas en el caso de una
variable. En particular, si V f(f) y V g(Z) existen, también existen V [f(Z) + g(Z)],
Viaf(@)]y V [f(&) g(T)], y como se puede facilmente comprobar se verifica que

VIF@+g9@] =VE+Vge(@), Vef@=aVf(3)

— -

V(@) - g(@)] = f(F) V g(@) + g() V f(3).

Pasamos ahora a considerar las derivadas direccionales. Supongamos que f sea una fun-
cién a valores reales, es decir. f: R®* — R. Sean 7y £ € R® unos vectores fijos, podemos
considerar entonces la funcién de R a R definida por ¢ — f(Z + ¢ 7). El conjunto de
puntos de la forma &+ ¢ 7, con ¢t € R, es la recta L que pasa por el punto & y paralela al
vector ¢. Por lo tanto, la funcién f(Z + ¢ ¥) representa la funcién f restringida a la recta
L. Podemos preguntarnos: ;con qué rapidez estdn cambiando los valores de f a lo largo
de la recta L en el punto 7 Como la razén de cambio de una funcién esté dada por una
derivada. podemos responder que es el valor de la derivada de esta funcién de ¢ en ¢t = 0,
dado que cuando ¢ = 0, ¥ + t¥ se reduce a F. Podemos formalizar este concepto con la
signiente definicién.

Definicién. Si f: R* — R, la derivada direccional de f en % en la direccién de
un vector ¥ esta dada por

Dof(F) = e+t

Esto es, si existe el limite
lim —f(x +h) - f(x)
h—0 h

Se llama también tasa de cambio de f en la direccién del vector @.
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Teorema 10.7 Si f: R® — R es diferenciable, entonces existen todas las derivadas di-
reccionales. La derivada direccional en T en la direccion ¥ = (vy,vo,v3) estd dada por
= of | of of

Dﬁf(f)zvf(f)ﬁ:vl%—/rza—vaga_'z.

Demostracién:
Sea &(t) = Z+1t 7, de manera que f(Z+t7) = f(c(t)). Ademds, ¢(0) =Zy &'(0) = ¥. Por
el primer caso especial de la regla de la cadena, se sigue que

d - ,

—f(et)) =V f(ed) - ¢

o (t)

y evaluando en ¢t = 0 tenemos

& @+ t0) I CORURAS LR

c.q.d.

En la definicién de derivada direccional, es conveniente escoger ¢ como un vector unitario,
para que el resultado no dependa de la longitud del vector considerado. Notese que si
se considera a7 como nuevo vector con la misma direccién de ¥, tenemos Doz f(F) =
V f(Z) a0 = aDsf(Z).

Esté claro que las propias derivadas parciales son derivadas direccionales:

8 = o of of 0
_aé =D:f(T) =V f(Z) 7= ('&];‘73_3];'5;) -(1,0,0)
as{ mismo P )
a—i =Dyf(#) v 8—f = D;f(@).

Ejemplo. Sea f(z,y,2) = z cos y sen z. Calcular la tasa de cambio de f en la direccion
del vector 7 = 27— 7+ 4k en el punto (1,7, 7/4).

Solucién:
Dado que ||7]] = vZ+ 1 + 16 = v/21, el vector unitario en la direccién de 27— j+ 4k es
el vector
il 21 =
i= 2= Y8 (o g
CETE T 2t ( vy
Ademis,
Qf——cos sen z 9—f————xsen1 sen z —~ =T COS Y COS 2
Bz YRS Gy ysenz. Gy TEEEYEE s
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de manera que

9 2 of
a—i—(l,ﬂ,ﬁ/él) =—§, 5%(1,7n7r/4)=0,

Luego,

y por lo tanto

Def (1,m,7/4) =V f (1,7, 7/4) -G = <l§> <—£> (24+4)= _v4z

2

Por la definicién de proveccién dada en la seccién 9.2 es ficil identificar la derivada
direccional en el sentido de @ como la componente del gradiente de f en esa direccién.
De aqui, podemos dar una interpretacién geométrica del gradiente:

Teorema 10.8 Supongamos que ﬁf # 0. Entonces, ﬁf apunta en la direccion a lo
largo de la cual f crece mds rdpido.

Demostracion:
Sea 4 un vector unitario, entonces por el teorema 10.7 la tasa de cambio de f en la direccién
de ies Daf(F) =V f(@)-7 = ||V f(Z)||||d]] cos § = IV F(Z)|| cos 6, donde 6 es el dngulo
entre ¥ f(Z) y 4. Dado que —1 < cos # < 1, tenemos que para todas las direcciones U,
~IV (D) < D;f(Z) < [V f(Z)]]. Si @ apunta en el sentido de V f(Z), entonces la
derivada direccional es maxima, es decir el coeficiente de variacién vale ||V f(Z)||, y al
contrario es minima si apunta en el sentido contrario, es decir el coeficiente de variacién
vale —||V f(Z)]].

c.q.d.

En otras palabras, si queremos movernos en una direccién en la cual f va creciendo més
répidamente, debemos proceder en la direccién de V f(Z). Anslogamente, si deseamos
movernos en una direccién en la cual f decrece m4és rapido, deberemos proceder en la
direccién de —V f(Z).

Ejemplo. La densidad (masa por unidad de volumen) de una bola de metal centrada en
el origen viene dada por la funcién

Mz,y,2) =k exp [-—(;tz + 3t + 22)} ,

con & constante positiva.

,,,
o~
N

«En qué direccién crece la densidad més rdpidamente a partir del punto (x,y,2)7 ;Cual
es cl coeficiente de variacion del incremento de densidad?

b) ;En qué direccién decrece mas rapidamente la densidad?
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CAP{TULO 10. DIFERENCIACION.

¢) ;/Cusles son los coeficientes de variacién de la densidad en (z,y.z) en las direcciones del
los tres ejes coordenados?

Solucién:

El gradiente para esta funcién sera el vector
= A A A -
TAewd) = P2 T2+ ek

= 2k exp[—(a? + 1% + )] m*+yj+z;3}:
= —2Mz,y,2) 7T,

que claramente apunta desde (., ¥, 2) en sentido opuesto al radio vector. Entonces

a) La densidad crece més rdpidamente hacia el origen.
El coeficiente de variacién del crecimiento de densidad es

IV Mz, g, 2)l] = 2A(z. 9, 2) |71l = 2M(@. 9. 2) Va2 + 12+ 2%

b) La densidad decrece més rapidamente alejandose desde el origen.
¢} Los coeficientes de variacién de la densidad en (,y, z) en las direcciones de los tres cjes
coordenados 7, 7'y k vienen dados por las derivadas direccionales

DNz, y,2z) = VA(z.y.2) - 7= —22 Mz, y.

™
—

Dy\(z,y.2) = V Az,y, 2)
DMz, . 2) = V Mz, 9, 2)

que coinciden con las derivadas parciales de A.

[
~—

k=-2zXz.y,

I
~—

Ahora veremos la relacién entre el gradiente de una funcién f y sus superficies de nivel.
El gradiente apunta en la direccién en la que los valores de f cambian més rdpidamente,
mientras que una superficie de nivel estd en la direccién en la que esos valores no cambian.
Si f es suficientemente suave, el gradiente y la superficie de nivel serdn perpendiculares.

*
S lxg

. superficle fn v )=

Teorema 10.9 Sean f: R® — R wuna funcién de clase C' y (xo,y0.20) un punto en
la superficie de mivel S definida por f({Zo.yo,z0) = k. para k constante. Entonces
6f (20,0, 20) €s normal a la superficie de nivel en el sentido siguiente: si v es el vector
tangente ent = 0 de una trayectoria &t) en S, con &0) = (o, Yo, 20), entonces vV fi=0.
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Demostracidn:
Sea c(t) en S; entonces f (¢(t)) = k. Sea ¥ como en la hipétesis; entonces 7 = &'(0). Asf,
el hecho de que f (c(t)) es constante en ¢ y la regla de la cadena dan

d, = i .
0= Sf@)| =V @) 0=/
=0
c.q.d.
Es entonces razonable dar la siguiente definicién.
Definicién. Sea S la superficie formada por los puntos (z,y,2z) tales que f(z,y,2) =k,
para k constante. El plano tangente de S en un punto (o, ¥, z9) de S est4 definido
por la ecuacion

V £(z0, Yo, 70) - (z— 20,y —10,2—2) =0, (10.2)

. . 0 L -
81 V fzo, v0, 20) = a—i(Iovyo-,Zo) T+ a—i(ifmyoe 20) T+ a—ﬁ(rozymzo) k#Q.

VA Xy Yoo T0)

Xy Yoo 23)
trasiadade £ trasladado de manera
/' paralela de modo que
/ comience en {X0,%0,20)

(s, Fo, 20)

e

Esta es una ecuacién para el plano tangente en notacién vectorial. En coordenadas car-
tesianas, la ecuacion toma la forma

(= = 20) 5L 20, 30.20) + = 90) Zo0,30,75) + 2 = 20) L, 20) 0.

Esto extiende la definicién que dimos antes, ver férmula (10.1), para el plano tangente a
la gréfica de una funcién.

En el caso de una funcién de dos variables, la superficie de nivel se reduce a flz,y) =k,
para k constante, que como va sabemos es una curva de nivel, C. El vector gradiente sera
entonces un vector, en el plano zy. perpendicular a C en (x, Yo), que llamaremos vector

- %) .0 -
normal, V f(zg, ) = —f(ﬂro,yo) Oy 8—1}(%,%)}

oz
La recta que pasa por (zo,yp) ¥ es perpendicular al gradiente es la recta tangente, cuya
ecuacion en notacién vectorial resulta ser

V f(2o.90) - (& — 20,y — o) = 0.
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En coordenadas cartesianas, la ecuacién toma la forma

(@ = 70) 2L (5,00 + (3 = o) o ) =0

V(x5

fecta tangente

(x9)
g ¥

f(ey)=e

recta normal

- 0 ) o .
Por otro lado, el vector t = é—(wo,yg) - 8_£(I0’y0> 7 resulta ser perpendicular al gra-

diente, es decir es un vector tangente a la curva. La recta que pasa por {zo,y0) v es
perpendicular al vector tangente es la recta normal, cuya ecuacién en notacién vectorial
resulta ser

f(xo,yo) (= 0,y — Yo) = 0.

En coordenadas cartesianas, la ecuacién toma la forma
af , af
— 20) 2L (20, ¥0) — (¥ — ¥0) ==(0. Y0) = 0
(z — o) ay (0, y0) — (¥ — %o) o1 (0. %0)

Nétese que una superficie dada en la forma z = g(z,y) puede reescribirse en la forma
f(z,y, 2) = 0, definiendo f(z,y,2) = g{z,y) — 2. Siges diferenciable, también lo serd f.
Ademas

a5 _dg of dg of

—é;(xayvz) - ax(xvy) a—y(xvyﬁz) = 8_y<3:7y)* E(iy'z) =-1

Entonces el plano tangente a la superficie en el punto (2o, yo. z) tiene por ecuacién

(2= 20) 2 z0,30) + (u = ) 0. 20) = (2= 20) =0,

que podemos escribir como

(o = 20) = (@ = 70) Dz, 30) + (y = ) )

Con frecuencia nos referiremos a v f como campo vectorial gradiente. por el hecho dc
que v f asigna un vector a cada punto del dominio de f. Su grafica serfa un subconjunto
de RS, pero se suele representar v f(P), para cada punto P, como un vector que sale del
punto P en lugar del origen.

El campo vectorial gradiente tiene un importante significado geométrico: muestra la di-
reccién en la cual f crece més rdpido y la direccién que es ortogonal a las superficies (o
curvas, en el plano) de nivel de f.
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: VHI’_-‘)
Vit '
4\ ! viy
| | /‘ )
! !
|

Ejemplo 1. Calcula la ecuacién del plano tangente a la superficie definida por 3z +
2222 =5en (1,1,1).

Solucién:

Aqui flz,y,2) =3zy* + 2222y V f = (342 +222 6xy,4x2), que en el punto (L1, 1)
es el vector (5,6,4). Asi, el plano tangente es

(5.6.4) (z—1y—-1.2-1)=0 <  BSzr+6y+dz=15

Ejemplo 2. ;En qué puntos de la superficie 7 = 3zy — z° — v el plano tangente es
horizontal?

Solucién:

La funcién g(z,y) = 3zy — 2® — ¢° tiene como derivadas parciales primeras

d o

%(f~y)=3y~3:c2, a—j(xvy)=3fc—3y2-

Estas se anulan a la vez s6lo en (0,0) y (1,1), Luego la superficie tiene un plano tangente
horizontal sdlo en los puntos (0,0,0) y (1,1,1).

Ejemplo 3. Halla un vector unitario normal a la superficie S dada por z =229y +zxy+
y+ 2 en el punto (0,0, 2).

Solucién:

Sea f(x,y,2) = 2y’ + 2y + y + 2 — 2, y consideremos la superficie S definida por
Sy, 2) = 0. El gradiente estd dado por

_Of . 8f . of -

T+ Tt ==k =22y +y) i+ 22%y+ 2+ 1) -,

de manera que

V £(0,0,2) = 7 k.
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Este vector es perpendicular a S en el punto (0,0,2) y. para hallar una normal unitaria
71, dividimos este vector entre su longitud para obtener '

. Vf(0,02) _ 1. oz
"TIR A0,0.2)] 7 0]

Ejercicios.

p=a¥s

1) Para las funciones f : R®* = Ry g: R — R halla Tfy § yevalta (fogd) (1)

a) flx,y,2)=zz+yz+zy, g(t) = (e cos t.sen t);
b)  f(z,y,2) = exp(zyz), g(t) = (6¢,3¢%.¢%);
o) flzy,z) = @2+ 7 +22) log(x? + v° + 22)V2, g(t) = (eh. e, 1).

2) Calcula la derivada direccional de f en el punto y en la direccién dados.

a) flz.y)=logy/a?+y’ P=(1,0), 1?:%(2%%,
b) faw) e +aty Pe(-2) 7= (+3):
o) flo,y) = e cos(ry), P=(0,-1), ﬁ:_% F-27;

d) flz,y.2z) =z +y° B8 +232, P=(4,-2.-1), 0=

- 1 ~
&) flzy2) =%, P=(ee0), 7= (127+37+4F);

—

f)y flz,y,2)=zy+yz+zz, P=(1,1,2), ©=(10.-1,2):

3) Si h(z,y) = 2exp(—z?) +exp(—3y?) denota la altura de una montafia en la posicién
(z,y), desde el punto (1,1), jen qué direccién deberfa uno a comenzar a caminar
para subir més rapido?

4) Calcula los gradientes de las funciones siguientes.

a) flz,y,2) =z exp(—z® — y* — 22): b) flz.y.2) = 22€* cos y:
¢) flzy.z)= 57%—2 Q) flry.z) =27+ — 2
e) flz,y.2)=(z+2)e"Y; £) flr.y, z) = log(z® +y?+ 2%).

5) Calcula el plano tangente a (1,0,1) para cada una de las funciones del ejercicio
anterior.

6) Halla la ecuacién del plano tangente a z = 2° +2y° en (1.1.3).
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10.6 Derivadas parciales iteradas.

El objetivo principal de esta seccién es probar un teorema que asegura la igualdad de las
segundas derivadas parciales mixtas de una funcién. Recordemos quesi f: R® —» Resde

. . ., Of of . .
clase C! quiere decir que las derivadas parciales 32 307 3 existen y son continuas, y por
z’ Oy~ Oz

el teorema 10.5 la funcién f es diferenciable. Si estas derivadas, a su vez, tienen derivadas
parciales continuas, decimos que f es de clase C2, o que es dos veces continuamente
diferenciable. De la misma manera, si decimos que f es de clase C3, significa que f tiene
derivadas parciales iteradas continuas de tercer orden, y asi sucesivamente.

of of

En el caso de una funcién de dos variables, f: R? — R, si las derivadas primeras —— y =~

Oz~ Oy
son continuamente diferenciables, al tomar las derivadas parciales segundas, obtenemos

las cuatro funciones
OFf_ 0 (of\ Bf_08(0f\ & _ 0 (of\ &f _ 0 (8
9z 8z \0z)’ By Oy\dy)' 0Ozdy oz oy )’ oyoxr Oy \dzr)’

Todas estas derivadas se llaman derivadas parciales iteradas, y las dos ltimas se
llaman derivadas parciales mixtas. De manera parecida, en el caso de una funcién

of o
de tres variables, f: R* — R, si las derivadas primeras 6_f’ a—f y a—f— son continuamente
Oy z

diferenciables, al tomar las derivadas parciales segundas, obtenemos las nueve funciones

Pf B BF BFBf P &f  #F 8
0z’ 9zdy’ 0x0z" Oydzx' Iy’ Bydz' Bz0z 020y’ 922

Ejemplo 1. Halla las segundas derivadas parciales de flz,y) =senz?y.

Solucién:
Las derivadas primeras son
af
% =21y cos %y, a—i = 2% cos 2% y.
Las derivadas parciales de segundo orden son
&*f 2 2
527 =2ycosz°y—42%9° senz Y,
(92
ay{ = —z* senx?y
& f o [of
—_— = =] =2 W 2, 2 3 2 .
iy~ o <0y Z cos Ty z°y senz y
&8 f 9 (0f
- =— <2 =2z cos 2y — 228y senz? .
Bydz a;,(ax vTerysenzy
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Ejemplo 2. Halla las segundas derivadas parciales de f(z.y) = In(z? +3°).
Solucién:
Las derivadas primeras son

ﬁ 2z af 3y

9z~ z2+y¥ By 4y

Las derivadas parciales de segundo orden son

f 2(x*+3¥)-2z(22) _ 2() —2?)

o (@) @+

& (@) @ +9)’
o f 7] <6f>:——3y2(2x)_ 62 y?

8f _ 6y (e +4°) -34°(3y%) _ 3y (222 —¢°)

Ozoy z \ Oy (22+37)° (2247

& f _ 0 (of =223y 6xy?
dydz Ay \dr)

(@ +9%)° (22 +18)

En todos estos ejemplos nétese que los pares de derivadas parciales mixtas son iguales.
Dado que en ninguno de los dos casos f era simétrica en z e y, esta igualdad de las
derivadas parciales mixtas no puede deberse a la simetrfa. En realidad se debe a la
continuidad, y es un hecho bésico. Lo probaremos en el siguiente teorema para funciones
de dos variables, pero la demostracién se puede extender con facilidad a funciones de n
variables.

Teorema 10.10 Si f: R? — R es de clase C%, es decir dos veces continuamente diferen-
ciable, entonces las derivadas parciales miztas son iguales. Esto es

% f O*f

dydzr ~ zdy’

Demostracién:
Consideremos la siguiente expresién

S(Az, Ay) = f(zo+ Az, yo + Ay) — f (zo + Az.yo) — f {70, %0 + Ay) + F(T0. %) -
Si mantenemos 3y e Ay fijos, podemos definir
g(z) = f (2,50 + Ay) — f (2, %0)
como funcién de una séla variable, de modo que resulta

S(Az, Ay) = g(xo + Az) — glxo).-
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Por el teorema del valor medio para funciones de una variable, esta 1ltima expresién es
igual a ¢'(T) Az, para algin T entre xp y 2o + Az. Entonces,

S (Az. Ay) = glzo + AT) = glwo) = ¢ (@) Ar = | 2L @50+ Ay) = 2L (340)] Az

oz Oz
Aplicando nuevamente el teorema del valor medio, obtenemos
O f

S(Az, Ay) = Z.7) Az Ay.

(Az, Ay) B0z (z.7) Az Ay
Como - h es continua, tenemos que

Oydx
0 f . S {Az, Ay)

—— (Z0. %) = lim
yOx (z0- ) (Az,Az)—'(0.0) Az Ay

52
De manera anéloga, se muestra que 250 estd dada por la misma férmula de limite, lo

LOY
cual prueba el resultado.

c.q.d.

Si f: R® — R es de clase %, es decir tres veces continuamente diferenciable en la tres
variables z, y y z, entonces podemos calcular las derivadas parciales iteradas en el orden
que nos plazca dado que las derivadas parciales mixtas son iguales:

63 f 83 f 03 f 83 f 83 f 83 f

Oxdydz ~ Ordzdy - J=0ydx - 02000y ~ Oydzdz  Oydzdx

af

A veces se usa la notacién f,, f,, f. para las derivadas parciales primeras: f, = e etc.
z
82
Con esta notacion, escribimos fo, = ( fm)y = 5o de manera que se invierte el orden
yOx

de 2 e y en las dos notaciones; afortunadamente, la igualdad de las derivadas parciales
nuxtas hace irrelevante esta potencial ambigiiedad.

Ejemplo 1. Verifica la igualdad de las segundas derivadas parciales mixtas para la
funcién
fla oy, z) =ze¥ senmz.
Solucidn:
Las derivadas primeras son

of

— = ¢ senwz, —— =z¢e¥ sennz, — =7mze¥ cos mz.
ox Ay 0z
Entonces para las derivadas segundas obtenemos
&f & f ’ &*f 2
> =0, —5 =xe¥ sennz, ~ = —m-ze¥ sennz,
Ox? Ay? 0z?
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Of =eYsenrwz = '
oyor " b2dy
82 f . o2 f
o207 ¢ B TFT Brar
O*f y f

8@/82_7(—276 coswp—a:ay.

Ejemplo 2. Sea z = f(x,y) con = = g(s.t) e y = h(s,t). Luego se puede pensar en
una nueva funcién k(s t) = f (g{s,t), h(s,t)). Calcula ky usando la regla de la cadena y
comprueba que kg = kis.

Solucidn:
Por la regla de la cadena

ks = fz9s+ fy hs y ko = (kS)t = (fZ)f gs + fz (Q-S)t + (fz/)t hs + fy (h'S)z‘

Aplicando la regla de la cadena a (f), y a (fy), se tiene

(fm)t = fxx Gt + fxy hy y (fy)t = fyx gi + fyy hy

y sustituyendo resulta

(fz:c g + fry ht) gs + fzgst + (fyz gt + fyy ht) hs + fy Rt
f:cmgtgs+fzyhtgs+fxgst+fyz£1t hs+fyyhf hs'f'fyhst
fzzgtgs+fzy <htgs+gt hs) +fyyhths+fzgsf+fyhst‘

kst

i

De la misma manera obtenemos

ke = fag:+ fy hs y ks = (kt)s = (fr)g gt + fa (gf),g + (fy)s hs + fy (hf),s-

Aplicando la regla de la cadena a (f;), ¥ a (fy), se tiene

(fm)szfzzgs+fzyhs Yy (fy)s:fyxgs+fyyhs

y sustituyendo resulta

ks {(fez 9s + fay he) gt + fo s + (fyo 95 + fou he) hs + fy hus
fzz Gs Gt + fxy hs G + fz Gts + fyz gs hf + fyy h«.c hz -+ fy his

faz Gs 9t + fzy (hs gt + gs hr,) + fyy hs by + fo Grs + fy Bis.

Claramente las dos expresiones coinciden si las funciones g(s,t) = z y h(s.t) = y son
funciones de clase C2 (dos veces continuamente diferenciables).

Ejercicios.

1) Calcula las segundas derivadas parciales para cada una de las siguientes funciones.
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1
3 f(@9,5) = exp(z) + 1+ epl-u); b) f(z.y) = cos (¢42);
¢) flz.y) = log(a® +y); 4) f(zy) = zarctan.
2) Muestra que u(z,y) = exp(z) sen y satisface la ecuacién (ecuacién de Laplace)
Pu o
9z ' 9y
. o f .
3) Prueba que si f,, = o etc..., las funciones
72
a) flz.y) =log(z® +1%),
1
b) g(.ﬁU,y,Z) z'ﬁ_)
(22 +y*+2%)2

1
c hiz,y, z,w) = 5———5—5—,
) Mey.zw) 224 y? + 22+ w?

satisfacen las respectivas ecuaciones de Laplace:

a) fot+ foy =0, _
b) Gz T Gyy + Goz = O,
¢)  hea F hyy + haz + Ry = 0.

4) Sean f: R2 — R? y §: R® — R? dos campos vectoriales definidos del siguiente
modo

fla,y) =274 sen 2z +4) 7,
Flu,v,w) = (u+ 202 +3u®) T+ (20 —u?) 7,
a) calcula cada una de las matrices jacobianas Df(:c, y) v DG(u, v, w);
b) calcula la funcién compuesta ﬁ(u,v,w) = f(g”(u, v, w));

¢) calcula la matriz jacobiana DZ(1, —1,1).

5) Sean f:R3 — R? y g:R?® — R® dos campos vectoriales definidos del siguiente
modo

fle,y,2) = (2 +y+2)T+ 2z +y+2%)

Jlu,v,w) = ur? W T+ w? sen v+ ulek

1

oy

—

a) calcula cada una de las matrices jacobianas Df(z,y, z) y Dg(u, v, w);

b} calcula la funcién compuesta Ay, v, w) = f (§lu, v, w));

c¢) calcula la matriz jacobiana Df_i(u, 0, w).
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6) Calcula todas las derivadas parciales mixtas de orden dos y orden tres para las
siguientes funciones. '

2 2
8) flo.y) = ”—;}Z—g (2,5) # (0.0} b) fla.y) =34+ 247
&) lz,y) = sen (2 — 32%); d) Fla.y) = 2297
e) f(x,y, Z) =z’ y+z y2+y ZQ? f) f(r Y,z ) =z y3ﬁ_xs+y4:
g) flz,y,2) = ze"V+y2°a% h) flz,y,2) = €"¥% sen (2z).

7) Verifica que frzw = fruwe PaTA flz,y, z,w) = e*¥% sen (zw).

8) Comprueba que la funcién g(z,t) = 2+ e sen z (que representa la temperatura
de una varilla de metal en la posicién z y tiempo t) satisface la ecuacién del calor
§: = Gzz. Dibuja la gréfica de g para tiempos positivos (t > 0). ;Qué ocurre en el
limite ¢ — c0?

10.7 Trayectorias y velocidad. Longitud de arco.

Con frecuencia consideramos una curva como una linea trazada sobre un papel, tal como
una linea recta o un circulo. Para tratar de manera efectiva con estos objetos, resulta
conveniente pensar en una curva en R™, como el conjunto de valores de una funcién que
manda un intervalo en R a R*. A dicha funcién le lamaremos trayectoria. Una trayectoria
est4 en el plano si m = 2, y en el espacio si n = 3.

Definicién. Una trayectoria en R" es una funcién 7: [a,b] C R — R™ 51 7 es
diferenciable, decimos que & es una trayectoria diferenciable. Si & es de clase C*, 1. decimos
que & es una C! trayectoria. Los puntos &(a) y &(b) se llaman extremos de la trayectmm
La imagen de & se llama curva de &

Es titil denotar 1a variable como ¢ y pensar que &(t) va trazando una curva en R™ conforme
¢ va variando. Si &(¢) es una trayectoria de R®, podemos escribir &(t) = (z(£), y(t). z(t) v
llamamos a z(t), y(t), z(t), funciones componentes de &. De manera similar podemos
formar funciones componentes en R? v en general en R™.
Ejemplo 1. Sean fi(t) = zo+ v1t, falt) = yo + w2t ¥ f3(t) = zo -+ vst, tres funciones
escalares. Podemos entonces formar la funcién vectorial

Ft) = )T+ RO T+ f() E = (2o +v1t) T+ (yo +v21) T+ (20 + v3t) k.

Si v,, v v U3 N0 son todos nulos, el radio vector f ( ) recorre la recta que pasa por el punto
P (0, 0, 20) ¥ tiene como componentes de direccion vy, vz ¥ 3, como vimos en la seccion
9.1.

Ejemplo 2. A partir de las funciones fi(t) = cos t, fo(t) = sen t y f3(t) = 0 podemos
formar la funcién vectorial

Flt) = AW T+ fa(8) T+ f3(t) k = cos tT+sen ¢ .
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Para todo ¢t resulta

IF(#)]] = Vieos2t + sen®t = 1.

Dado que la tercera componente es cero, el radio vector f (t) estd en el plano zy. Cuando ¢

crece, el extremos de f(t) recorre el circulo unidad en el sentido contrario al de las agujas
del reloj, efectuando una revolucién completa cuando t aumenta en 2.

Tl
Pasin

o

Ejemplo 3. A toda funcién real definida en un cierto intervalo [a, 8] se le puede asociar
de manera natural una funcién vectorial f. Haciendo fi(t) = ¢, fot) = f(2), fs{t) = 0
obtenemos la funcién vectorial

fity=tT+ 7)1
Cuando ¢ varfa desde a hasta b, el radio vector f(t) recorre la grafica de f de izquierda a
derecha.

Por lo general, los objetos que se mueven en el espacio lo hacen en curvas suaves, por
ejemplo no desaparecen, ni cambian repentinamente de velocidad. Asi, restringiremos
nuestro estudio a trayectorias suficientemente suaves, digamos C!.
En la seccién 10.3 aprendimos que si & es una trayectoria en R3, es decir, una funcién
vectorial 7: R — R3, su derivada D&(t) es una matriz de 3 x 1:
z'(t)
D&ty = | y(1)
Z(t)

Sea &'(t) el correspondiente vector (fila):

7'(t) = (z'(t). ¥’ (1), 2'(t))
de modo que e

5/(2‘) = lim g (tO + h) -0 (t0>' A 4
h—0 h

Intuitivamente podemos argumentar que el vector & (t5) deber4 ser paralelo a la recta L,
tangente a la trayectoria & en el punto & (fg), y que deberd representar la velocidad del
objeto. En efecto, el cociente

5(t0+h>—5(t0) _E(to-(-h)—(_f(to)

h (to+h) ~to
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representa la velocidad dirigida promedio en el intervalo de tiempo de #g a # + h (despla-
zamiento total entre el tiempo transcurrido). Por lo tanto. cuando h — 0. esta expresion
tiende al vector de velocidad instanténea. Esto conduce a la siguiente definicidn.

Definicién. Sea &: R — R® una trayectoria de clase C*. El vector velocidad en a(t)
esté dado por T(t) = &(t) = (¢/(),¥/(¢),7(t)), v la rapidez del objeto estd dada por
S(t) = ||&" ()], la longitud del vector &'(t).

Como el vector velocidad & (o) es paralelo a la recta L tangente a la trayectoria f ~ a(t)
en el punto 7 (to), una ecuacién de la recta L tangente a G(t) en & (tp) deberé venir
dada en forma paramétrica por la férmula

IX) = & (to) + A" (to)

donde el pardmetro ) varfa entre los niimeros reales.

Ejemplo 1. Si &@: ¢ ~» (cos t,sen t,t), entonces el vector velocidad es #(t) = at) =
{(—sen t,cos t,1). La rapidez de un punto es la magnitud de la velocidad

S(t) = ||5()]] = Veen®t + cos?t + 1 = V2.

Asi, el punto se mueve con rapidez constante, aunque su velocidad no sea constante. pues
cambia continuamente de direccién. La trayectoria del punto cuyo movimiento estd dado
por esta funcién & se llama hélice (circular recta), que estd sobre un cilindro circular recto.

Ejemplo 2. La funcién &: ¢ ~ (t —sen t,1 — cos t) describe la funcién de posicion de
un punto en un circulo de radio 1, que va rodando.

El circulo estd en el plano zy y rueda a lo largo

del eje z con rapidez constante; esto es, el centro

del circulo se mueve hacia la derecha a lo largo de g
la recta y = 1, con rapidez constante de 1 radidn
por unidad de tiempo. El movimiento del punto
#(t) es més complicado; su curva se conoce como
cicloide.

Definicién. Dada una particula moviéndose sobre una trayectoria G(¢). se define la tasa
de cambio del vector velocidad como aceleracién. Asi,

at) = &"(t) = (="(), 4" (1), 2" (1)) -

Si un objeto de masa m se mueve en R3, la fuerza F' que actia sobre ella en el punto &(t),
se relaciona con la aceleracién por medio de la segunda ley de Newton:

F(E) =m-a(t).

En particular, si no actia fuerza alguna sobre una particula. a(t) = 0. de modo que 7°()
es constante y la particula sigue una recta.
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Definicién. Sea &: [a,b] — R™ una trayectoria de clase C'. La longitud de & estd
definida como

1) = [ 15l (10.3)

En R? y R® la férmula se reduce, respectivamente, a

1) - [ VEOFF R,

1(5) = / VEOP T WOP T F 0P d.

Para justificar esta definicién en R?, podemos proceder de la siguiente manera.
Partimos el intervalo [a,b] en N partes iguales,

b—a
]Vr 7
para 0 <7 < N — 1. Después consideramos la poligonal obtenida al unir pares sucesivos

de puntos &(t;), &(ti41), para 0 < ¢ < N — 1. Esto produce una aproximacién poligonal
a ¢ como muestra la figura.

a:t0<t1<"'<t}v:b, con AtZti+1—t1’=

De la férmula de la distancia en R? se sigue que el segmento que une &(t;) a (f;1) tiene
una longitud

15 (tis1) — 3(t)l = \/[f(tz'+1) = 2(ta)]* + [y(ts) — y(t))° + [2(tier) — 2(t))%.

Aplicando el teorema del valor medio a las funciones z(t), y(¢), z(t) en [t;, t;+1], obtenemos
tres puntos ¢, tI7, £, tales que

#(tizr) — 2(t:) = 2'(]) (tipa — 1),

Yltn) —y(t) = y' (&) (tin — 1)
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Luego el segmento que une &(¢;) a &(f;41) tiene una longitud

16 (ti1) = Gt = \/[96/(752‘)]2 + N+ 2] (G = ).

Entonces la longitud de nuestra poligonal de aproximacién es

N-1
Sy = Z \/[x’(t;*)]Q +WEN G (t = ).
=0

Cuando N — oo, esta poligonal aproxima mejor la imagen de la curva &. Por lo tanto
definimos la longitud de arco como el limite, si es que existe. de la sucesién Sy cuando
N — . Como se supone que las derivadas z’, 3/, 2’ son continuas en a, b}, podemos

concluir que el limite existe y estd dado por

b
1) = jim Sy = [ TP+ WP+ FOP

De manera parecida se procede en el caso de R?, y se puede extender al caso de R” para
llegar a la férmula (10.3)

a

Ejemplo 1. La longitud de arco de la curva ¢{(t) = (r cos t,7 sen t), para 0 <t < 27 es

(o) = ” VIZ @)+ [y (@)]2dt = /027 v i—rsen t]? + [r cos t]2dt = 27

0

Si permitimos que 0 < ¢ < 47, hubiéramos obtenido [ (&§) = 47 r, pues la travectoria
recorreria dos veces el mismo circulo.

Ejemplo 2. Halla la velocidad, rapidez y longitud de arco. del punto que traza la cicloide
dada por &: t ~» (¢ —sen £, 1 — cos t).

Solucién:
El vector velocidad es
& (t) = (1 — cos t.sen 1)

v la rapidez del punto es

1187 (8)]] = /(1 — cos £)2 +sen? t = /2 — 2 cos t.

Por lo tanto &(t) se mueve con rapidez variable, aunque el circulo rueda con rapidez
constante. M4s atn, la rapidez de &(t) es cero cuando # es un multiplo entero de 27, En
estos valores, la coordenada y de &(¢) es cero, por lo que €l punto esté en el eje x.

La longitud de arco de un ciclo es

27 27 f1—cost 2w t
(o) = \/Z—QCostdt:Z/ ——Q——dt:‘l/ sen§dt=8.
Jo 0 0
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Ejercicios.
1) Halla &'(¢) y 5’(0) en cada uno de los casos siguientes.
a) &(t) = (exp(t),cos t,sen t);
b)  F(t) = (sen(21),log(1 +#),t);
c) &) = {cos o cos (wt),sen a cos (wt),sen {wt)).

2) Para cada una de las siguientes curvas, determina los vectores velocidad, aceleracién
v la ecuacién de la recta tangente en el valor de ¢ especificado.

a) ) = V2tT+exp(t) T+ exp(—t) Kk, t=0;

b) 7ty =tr+t7+ 2%k, t=9

) 7(t)=2cos(t)T—2sen(t)J+3th, t=n/2;

d) (¢) = (cos a cos(wt),sen o cos(wt),sen (wt)), t=n/4;
e) 7(t) =co ( )z-{—&en( tj+tk, t=2

f) t)=a+tb+i2¢ t=-1

3) Demuestra que 7{t) = at 7+ bt? T parametriza una pardbola. Halla una ecuacién
en z e y para dicha pardbola.

4) Halla

a) los puntos de la curva 7{t) = t 7+ (1 + %) 7 en los cuales #(t) y #(t) son
perpendiculares;

b) los puntos en los cuales tienen el mismo sentido;

¢) los puntos en los cuales tienen sentido opuesto.
5) Halla la longitud de las curvas
a) 7(t) =a cos ti’+a sent7+btk, desde t=0 hasta t=2m;
b) Flt)=t7+= \/_t3/2 thE, desde t=0 hasta t=2;
c) Tt) =13 L+t2j, desde t=0 hasta t=1.
G) Halla la longitud de arco de las trayectorias siguientes entre los puntos indicados.

a) () = (2t,1% logt), definida para t > 0, entre (2,1,0) v (4,4.1log2);
b} &(t) = (t.t sen t,¢t cos t), entre (0,0,0) y (7,0, —7).
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Capitulo 11

Derivadas de orden superior:
maximos y minimos.

En el céleulo de una variable, para saber si una funcién f(z) tiene algtin méximo o minimo
local, se buscan los puntos criticos, es decir los puntos para los cuales se anula la derivada
primera, y en cada uno de dichos puntos se observa el signo de la segunda derivada. Si
esta dltima es negativa entonces hay un méximo local, si es positiva hay un minimo local
y sl es nula el criterio falla. En este capitulo se extienden estos métodos a funciones de
varias variables con valores reales.

11.1 Teorema de Taylor.

Para funciones suaves de una variable f: R — R, el teorema de Taylor (ver secci6n 2.3)
asegura que

f*(a)
k!

f@) = fey+ F@) a0+ L @ —ap s+ L8 oyt R

donde el resto o residuo viene dado por

S (g )k
Ri(z,0a) :/ th)—f(k“)(t) dt.

. .. Rplz,a)y
Para z cerca de «, este error Ri(z,a) es pequefio y de orden k, es decir lim (\——% =
a—a (x—a
Queremos ahora probar un teorema andlogo vélido para funciones de varias variables. Ya
conocemos una versién del primer orden si consideramos la definicién de diferenciabilidad

dada en la seccién 10.3: si f: R® — R es diferenciable en &, entonces

lim ‘—[ Ri(z’fo) |
i—iy |7 — Tol|

=0. donde R, (Z.%0) = f(Z) - f(Zo) - [Df(Z0)] (T~ Zy),

de modo que
(&) = [ (&) +[Df (£0)] (F - o) + Ry (Z.70) .
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Si denotamos con h = T — o y B (&,7) = R, (ino) tendremos

Teorema 11.1 Férmulas de Taylor de primer y segundo orden.
Sea f: U C R® — R diferenciable en Ty € R®. Entonces podemos escribir

f(fo+ﬁ> +Zh af ) + R, (ﬁ.fo), (11.1)

| By (h,20) |
conlm—(A—)—zo
h—D 1Al

Si las derivadas parciales son continuas hasta el tercer orden, obtenemos

f(fo+ﬁ)=f(fo)+2hig Zh/]a e )+Rg(ﬁ,fo), (11.2)
i=1 K
con lim I—}E—(ﬂi— = 0.
= T
Demostracién:

Por la regla de la cadena tenemos

%f(foﬂﬁ) [Df (x0+th> h—Z%

Ahora integramos ambos lados de la igualdad det =0at=1:

(7 +F) - /Za Z

“) hi dt.

1 1 1
dv du
Si ahora integramos por partes, con la férmula general / u— dt = — / v dt +uv
JO i JQ g

0
. . of /- >

en este caso podemos considerar las funciones v =7 -1y u = —()—f (:no +t h) hs. luego

1oy af

= (Zo) hs; ¥ por otro, por la regla de

0 8.77,

jors

por un lado wvl} = (t ~1) gy{ (fo +tﬁ) hs

du_ 5
dt = 6.13181']

la cadena, (:ig + tﬁ) h; hj. Entonces, resulta

n

2/0132” (50_;_15?{) hidt:i h+2/ (1—t¢

i=1 g ij=1

<x0+th> hy b .
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Asi, hemos probado la identidad (11.1)

F(20+B) ~ 1@ =30 2y hov i (7,0)

donde el residuo viene dado por la férmula explicita

R, ha:o Z/ (1-1)

El integrando es una funcién continua de ¢ y por lo tanto estd acotada en un entorno de
Zo. Asi, para una constante M > 0 obtenemos para ||k|| pequefia | Ry (h, fo) |<||h|)2 M
y entonces

<x0+th> hi by dt. (11.3)

Ry (Rda) |
7]

Si ahora integramos por partes la expresién (11.3) para R; (ﬁ, f(;\), considerande las

—1)2 2 .
funciones v = — (t 21) yu= 8:? 0]; (fo +1 h) h; h; obtenemos
UL
t-12% &Ff -
Z —————(Fo+th) hihjhydt +
( Pyl 1/ 2 Oz Oz;0xy, ( )

3 1 82f . B
o 1]2;1 2 dz,8z; (zo Tt h) hihy
de manera que hemos probado la identidad {11.2)
VRS 0 f 1 52 f -
j(xo+h> +Zh EZhvhjaziax (% )+RQ(h )

donde el residuo viene dado por la férmula explicita

- &3 .
(h Fo Z / U 21 = axfé)xk (fo+th) hi by by dt. (11.4)
10

i, 75.k=1

Por el mismo razonamiento hecho para R, (1_7:, i'o), obtenemos | Ry (ﬁ, 5:'0> I< [1A]® M,

para HEH pequefio, entonces

| Ry (ﬁ, fo> |

e <Al M =0 cuando A — 0.

c.q.d.
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Ejemplo. Calcula la férmula de Taylor de segundo orden para f(z,y) = sen (z +2vy),
alrededor del punto Ty = (0,0).

Solucidn:
Empezamos hallando
of of
0 =0, — = 2:0)=1 = = -0) =2,
£(0,0) =0, 52 (0,0) =cos(0+2-0) =1, ay(0,0) 2 cos(0+2-0) :
O f 8 f 3*f

Luego obtenemos
f (E) = f(h1,hs) = hy = 2hy + Ry (E,O‘)

| Ry (E,fo) |
|IR]2

donde — 0 cuando & — 0.

Ejercicio.
Determina la férmula de Taylor de segundo orden para las funciones dadas respecto del
punto dado.

1

a) f(x7y)=m, 20 =10, Yo = O:

b)  flz,y) = exp(—a? —y?) cos(zy), 2z0=0, yo =0;
o) fley) = sen(zy) + cos(zy). 70 =0, 95 = O

d) flz,y)=exp(z®—2z+1)cosy, zp=03=0
e) flz,y)=v°, zm=1lyw=1

11.2 Extremos de funciones con valores reales.

Definicién. Si f: U € R® — R es una funcién escalar dada, un punto o € U se
Nlama minimo local de f si existe un entorno E(Zp.r) tal que para todos los puntos
i € E(Z,7), f(Z) > f(Z). Se dird minimo estricto si f (%) > f (To). De manera
analoga, un punto Tp € U se llama méximo local de f si existe un entorno E(Zy,7)
tal que para todos los puntos Z € E(Zo,7), f (£) < f(%)). Se dird méaximo estricto si
f (%) < f (). El punto & € U es un extremo local o relativo, si es minimo local o
méximo local. Un punto Zo en el interior del dominio de definicion de la funcién es un
punto critico de f si Df (%) = § o si el gradiente no existe. En el caso de gradiente
nulo se dice también punto estacionario. Un punto estacionario que no es un extremo
local se llama punto silla.
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En el caso de una variable, hemos visto que si f tiene un extremo local en z, entonces
o bien f'(z¢) = 0 o bien f'(zp) no existe. En el caso de varias variables, tenemos un
resultado similar.

Teorema 11.2 Si U C R” es abierto, f: U C R® — R es diferenciable y To € U es un
extremo local, entonces D f (Zy) = 0; esto es, Ty es un punto critico de f.

Demostracion:
Consideremos sélo el caso en que f alcanza un méximo local, dado que el caso de minimo
local es completamente andlogo. Entonces, para cualquier A € R", la funcién g(t) =

f (f + t}_i) tiene un méximo local en ¢ = 0. Luego, por el célculo de una variable

¢'(0) = 0, y usando la regla de la cadena se sigue que
§d0)=Df(E) h=0, YVheR* <= Df(&) =0

c.q.d.

Si recordamos que D f () = O significa que todas las componentes de D f (Z;) son “cero”
podemos describir el resultado del teorema 11.2 diciendo que Zy es un punto critico si
cada derivada parcial es nula en Zy. En otras palabras si el gradiente en Z; es nulo:

V f(Zo) = 0.

Estas ideas son muy generales y su aplicacion a funciones de més de dos variables suele ser
laboriosa. La mayoria de las veces nos limitaremos al caso de dos variables, pues ademas de
ser los célculos menos complicados, podemos hacer uso de nuestra intuicién geométrica.
Supongamos que f = f(z,y) estd definida en un conjunto abierto y es continuamente
diferenciable. La gréifica de f es una superficie z = f(z,y). Donde f presente un méximo
local la superficie tendrd un punto localmente de méxima altura. Donde f presente un
minimo local la superficie tendrd un punto localmente de minima altura. Donde f tiene
o bien un maximo local o un minimo local, su gradiente es 0, luego el plano tangente es
horizontal. Un gradiente nulo sefiala la posible existencia de extremos locales, pero no la
garantiza. Por ejemplo, en el caso de superficies en forma de silla (como el paraboloide
Liperbdlico que hemos encontrado en la seccién 10.1), hay un plano tangente en el origen,
luego el gradiente es cero en este punto, aunque en el origen no haya ni maximo ni minimo
local.

Ejemplo 1. Halla los méximos y minimos de la funcién f: R? - R, (z,9) ~ 2% + 3>

Solucién:
Debemos identificar los puntos criticos de f resolviendo las ecuaciones
of of
——{z.y)=0, —(z,y)=0.
5. @y =0, 9 (z.y)
En este caso 9 of
e =20 Lwy-2
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de manera que el tinico punto critico es el origen (0,0), donde el valor de la funcitn es
nulo. Como f(z,y) = x* + 32 > 0, este punto es un minimo relativo. De hecho es un
minimo absoluto (o global) de la funcién f.

Ejemplo 2. Halla los maximos y minimos de la funcién f: R? = R. (z,y) ~ 27 —y°.

Solucidn:

Como en el ejemplo anterior, el tinico punto critico es el origen (0,0), donde el valor de
la funcién es nulo. Sin embargo cerca del origen obtenemos f(z,0) = z* > f(0,0) =0
y f(0,) = —y* < £(0,0) = 0. Como se pueden tomar valores z o y arbitrariamente
pequefios, el origen no puede ser ni minimo ni méximo relativo, serd un punto silla. Por
lo tanto esta funcién no tiene extremos relativos.

Ejemplo 3. Halla los méximos y minimos de la funcién f: R? — R, definida por
flzy) =222 +y" —2y —Ty.

Solucién:
Debemos identificar los puntos criticos de f resolviendo las ecuaciones
of af
—(z,y) =42z —y =0, —(z,y) =2y—ax-T7=0.
B ) y ay( y) =2y
La tnica solucién del sistema es z = 1 e y = 4; por consiguiente el tinico punto critico es

(1,4). Comparemos ahora el valor de f(1,4) con los valores de f en los puntos préximos
(14 h,4 + k), hallando la diferencia f(1 + h, 4+ k) — f(1.4)

f(1,4) = 2+16—-4—-28=—14,
FO4hatk) = 2142+ @+ RP~ (L+h) (A+k) —TA+k) =
= 2R2+k*—hk—14, =

f(l+hd+k)—f(1,4) = 2h2+k2—hk=i—h2—hk+k2+£h2
1 P

Zh—k _h?

(30-%) +1"

que es una cantidad no negativa para todo h y k reales. Se deduce entonces que f tiene
un minimo local en (1, 4).

Ejemplo 4. Halla los maximos y minimos de la funcién f: R? — R, definida por
flx,y) =y —zy+2z+y+1.

Solucién:

Debemos identificar los puntos criticos de f resolviendo las ecuaciones
af of
g5 = —y4+2=0, i y)=2y—r+1=0
(& y) =~y + By (zy)y=20y—z

La tnica solucién del sistema es z = 5 e y = 2; por consiguiente el Unico punto ecritico s
(5,2). Comparemos ahora el valor de f(5,2) con los valores de f en los puntos préximos
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(54 h,2 + k), hallando la diferencia f(5+ h,2 + k) — £(5,2)

f(5,2) = 4-10+10+2+1=7,
FB+h2+k) 2+EP—GB+R)2+k)+2GB+R)+2+k)+1=
) k2—hk+7, =
Fo+h2+k) - f(5,2) = kK —hk=k(k—h)

il

que es una cantidad que no tiene signo constante para h y k pequefios. Se deduce entonces
que f tiene un punto silla en (5,2).

En todos estos ejemplo, las funciones consideradas eran diferenciables en todo su dominio
de definicién. Los unicos puntos criticos eran puntos estacionarios. Consideremos ahora
una funcién definida en todo punto pero que no es diferenciable en el origen. Resulta que
el origen es un punto critico aunque no un punto estacionario. Un ejemplo viene dado
por la funcién

flzy) =1+ 22+ 2

que estd definida en todo R?. Su grifica es la hoja superior de un cono, y evidentemente
el valor f(0,0) = 1 es un minimo local. Sin embargo, las derivadas parciales

Qf(x ) L — ﬁ(xw:__y_

no estan definidas en (0, 0), luego el gradiente no estd definido en este punto y por lo tanto
el punto (0,0) es un punto critico aunque no un punto estacionario. El punto (0,0,1) es
un pico de la superficie y no hay plano tangente.

Pasamos ahora a deducir un criterio que dependa de la segunda derivada, para que un
punto critico sea extremo relativo. Este criterio se reducird a la condicién conocida de
que f"(x) > 0 para un minimo v f”(z) < 0 para un méximo.

Demos previamente unas definiciones.

Definicién. Las funciones cuadraticas son funciones g: R® — R que tienen la forma:

4j=1

para una matriz [a;] (que podemos suponer simétrica), que en términos de multiplicacién
de matrices se puede escribir como

apn 012 Qin A
as; Q2 as 1
22 e 7
g(Ras . k) = (hey . h) .
ha
An1 Qp2 ... dpp

La funcién cuadrética g serd definida positiva si g(k) > 0, para todo s € R” yg(h)=0
s6lo para i = 0 de manera analoga, g serd definida negativa si g(h) < 0, para todo
I € R" y g(h) = 0 s6lo para h = 0.
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¢)
Definicién. Sea f: U C R® — R con derivadas parciales de segundo orden 8T'£T~ (%)

parai,j=1,...,nen un punto o € U. El hessiano de f en I es la funcién cuadrdtica
Hf (Zp) : R* — R, definida por

- L
HfGo)R) =5 Y 5ot

4,=1

Notese que si n = 1, el hessiano se reduce a Hf(zo)(h) = 5 f"(zo) h?, que es definido
positivo si f"(zg) > 0. Podemos entonces enunciar y demostrar el criterio para extrenos
relativos.

Teorema 11.3 Si f: U C R® — R es de clase C*. Ty € U es un punto critico de f y el
hessiano H f{Zg) es definido positivo, entonces Iy es un minimo relativo de f. De manera

andloga, si el hessiano Hf(Zq) es definido negativo, entonces Ty es un mdzimo relativo
de f.

Demostracién:

La demostracién requiere el teorema de Taylor (teorema 11.1) y un resultado de dlgebra
lineal (teorema 11.4) que se da a continuacién.

Sif:UCR® = Resdeclase.C?y T € U es un punto critico de #, el teorema de Tavlor
se puede expresar en la forma

F(&o+R) — f(Zo) = Hf(Za)(h) + Ra(h. To)

Ry(h, % .
donde —-Q—(;ﬂ)— — 0 cuando A — 0. Como H f(F) es definido positivo, el teorema 11.4

lIRl?

asegura la existencia de una constante M > 0 tal que para todo heR®
Hf(Zo)(h) = M ||R]J".

Ro(h, %)

GE — 0 cuando k — 0, existen A >0y § > 0 tal que para 0 < ||i]] < &

Como

| Ra(F, 70)| > A1 1R
Luego, para 0 < ||A|| < 6
0 < Hf(&0)(R) + Ro(h. 20) = f(Zo + ) = f(Z0)
es decir, Zy es un minimo relativo estricto.

El caso definido negativo es analogo.
c.q.d.
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Teorema 11.4 5i B = [b;;] es una matriz real n x 0 y si la funcién cuedrdtica asociada
1 n
HiR' =R, (layha)~ o Zbijhihj
4,5=1
es definida positiva, entonces existe una constante M > 0 tal que para todo heR®

H(R) > M|[R| .

Demostracidn:
Para Hh” = 1 definimos la funcién g(h) = H(h), que es una funcién continua de #, y por
lo tanto alcanza un valor minimo, digamos M. Como H es cuadrética, tenemos

s~ () ) -a () 1A =o (5 ) I = 11

para cualquier R 0.
c.q.d.

Antes de pasar a ver algin ejemplo, presentamos un criterio Gtil para saber cundo una
funcién cuadrética definida por una matriz 2 x 2 es definida positiva.

Criterio.
Sea B = ( Z Zc) > una matriz 2x 2 y H(l_i) = % {hi,hs) B ( Zl >, la funcién cuadrética
asociada a la matriz B. Entonces, H(R) es definida positiva si y s6lo si
a>0 v detB=ac—5 >0.
De manera andloga, H (ﬁ) es definida negativa si y sélo si
a<0 y det B=ac— b > 0.

Hay criterios similares para una matriz simétrica n x n: considerando las submatrices
diagonales. si todos los determinantes de estas submatrices son positivos, tendremos que
la funcién cuadratica asociada con la matriz original es definida positiva. Si los signos se
alternan en el orden negativo-positivo. serd definida negativa.

Este criterio y el teorema 11.3 dan lugar al resultado siguiente.

Teorema 11.5 Sea f{z,y) de clase C* en un conjunto abierto U C B2, Un punto (xg, Yo)
es un minimo local (estricto) de f si se cumplen las tres condiciones siguientes:

(i) g—f (o, o) = % (zo.yo) = 0;
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2

(i) gx_é (z0,90) > 0;

52 2 2 2
(iii) D= (552—) (Z—y{) - <88208fy> > 0 en (zo. Yo)-

Si en (1) tenemos < O en lugar de > 0 sin cambiar la condicidn (i) del discriminante
D, entonces tenemos un mdzimo local (estricto).
Si se tuviera D < 0, entonces tendriamos un punto silla.

Ejemplo 1. Clasifica los puntos criticos de la funcién f: R? — R, dada por (z.y) ~
22— 2xy+2y%
Solucién:

Como en el caso de los ejemplos anteriores, debemos identificar los puntos criticos de f
resolviendo las ecuaciones

0 o]
—f(ac,y)=2$——2y=0. —f(x,y)=—2x+4y=0.
ox dy

La tinica solucién del sistema es x = 0 ¢ y = 0. El hessiano resulta ser

Hf (6) (ﬁ) — B2 2h hy + 2k = (hy — ho)® + B2

es cual es claramente definido positivo. Asf, f tiene un minimo relativo en (0,0}. De
manera alternativa, podemos aplicar el teorema 11.5: en el punto (0,0) tenemos

2f 2f B2f
es decir se cumplen las tres condiciones
. Of _of _
. O f
(Z’L) —a? (07 0) =2>0,

(iii) D= (%) <giy{:) - <38:gy>2 =2-4—(-2)>=4>0en (0,0).

1 .

Ejemplo 2. La grafica de la funcién g(z,y) = — es una superficie S en R*. Halla los
Ty

puntos en S mds cercanos al origen (0,0,0).

Solucién:
La distancia de (z,%, z) a (0,0,0) estd dada por la férmula d(z.y, 2) = /2% + y* + 2%,
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Si el punto (z,y, z) esté en la superficie S. entonces se puede expresar la distancia como
una funcién de dos variables

1 1
d(zy) =d | z,y,— | = /2% + 42 .
(z,9) <xy1y> Ry

Comio d* > 0, esta distancia se minimizard cuando la nueva funcién f(z,y) = [d*(z, )]
sea minima. Calculemos entonces el gradiente de la funcién

fen) = @) =+ ¢+

B} of of 9 9
V flz,y)= (%’87/) = <2I— z3y2’2y_w2—y3>’

que es nulo si y sélo si

2 2 2ty2—-1=0 r==1
Qx— =0=2y — :
2z 0=2y = {z2y4—1=0 < y=+1

serd

Se sigue entonces que f tiene cuatro puntos criticos: (1,1), (1,-1), (=1,1), (-=1,-1).
Para determinar en qué casos sé trata de minimos locales, méximos locales o puntos silla,
aplicamos el teorema 11.5:

o f 6 af 6 o’f 4

=9 = ; , =
012 (Iy) 2+ x4y27 ayg (l’y) 2+ Y 8xay(‘r7y) x3y3'

x2 y4

En los cuatro puntos criticos resulta que

gi{(l = %“: D=s, aizgy(L 1)=4 = D=064-16=48>0,
gié(l’_l):giyé(lfl):& ai?gy(l"l):_4 = D=48>0,

%}é(-u) = gzj’;(—m) =8, aizgy(—l,l) =-4 = D=48>0,

giﬁ(_1=_1)= g:é(—la—l):& %(—1,—1)=4 = D=48>0,

de modo que cada uno de los puntos criticos es minimo local de f y estos son todos los
minimos locales de la funcién f. En estos puntos la funcién f(z,y) asume valor igual a
3. de modo que los puntos sobre la superficie més cercanos al origen (0,0,0) son (1,1,1),
(1.—1,-1), (=1,1,=1), (=1, =1,1), con distancia d* = v/3.

455



CAP{TULO 11. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR: MAXIMOS Y M{NIMOS.

Ejemplo 3. Analiza el comportamiento de z = Py + 9y’ + Ty en sus puntos criticos.

Solucidn:
Las primeras derivadas parciales son
Oz 4 5 4, 4 9z 5 4 4 4
Zosrty+ it ry=y Bt +yt+1), L= +bryrr=2 (z* +5y* +1).
Ox Oy
dado que los términos entre paréntesis son siempre mayores o iguales que 1, el tnico punto
critico estd en (0,0).
Las segundas derivadas parciales son
0%z 8z 8z '
—(z,y) =203y, —(z,y) =20zy* —Z(zy)=5zt+51+ 1
6$2(r ) 77y ayz(»’v Y) Ty y amay(”y) Yy
que evaluadas en (0, 0) nos dan

8%z 8%z 0%z

0,0)=1 y D=-1<0.

Es decir el punto critico (0,0) es un punto silla.

Ast como en el caso de funciones de una variable, el criterio de la derivada segunda se
aplica a puntos zo en los cuales g’ (zo) = 0 pero g” (z) # 0. Si g" (zo) = 0, el criterio
de 1a derivada segunda no proporciona ninguna informacién. El criterio de la derivada
parcial segunda del teorema 11.5 tiene la misma limitacion. Vale para los puntos (Zo. Yo}
tales que i (zo,y0) = 0, pero D # 0. Si D = 0, el criterio de la derivada segunda no
proporciona informacién.

Consideremos, por ejemplo, las funciones

Flr,y) =2+  Glzy) =-2*-y"  Hzy=2"-y"

Cada una de esas funciones tiene un gradiente nulo en el origen y en cada caso es D = (.
No obstante, claramente para la funcién F(x,y) el origen {0,0) es un punto de minimo
local y para la funcién G(z,y) el origen (0.0) es un punto de maximo local. Por otro lado
para la funcién H(z,y) el origen (0,0) es un punto de silla dado que H{0,0) = 0, pero
en cualquier entorno de (0,0), la funcién H toma tanto valores positivos como valores
negativos:

H(z,0) >0 para z#0 mientras que H(0.y) <0 para y#0.

Definicién. Sea f: A — R una funcién definida en un subconjunto AdeR? 6 R Se
dice que un punto Z € A es un punto de maximo absoluto de fsif(F) < f(&) para
todo ¥ € A. De manera similar se dice que un punto Ty € A es un punto de minimo
absoluto de f si f(£) > f (Z,) para todo T € A

En el caso de una funcién f de una variable real continua en un intervalo cerrado (v
entonces acotado), sabemos que (ver teorema 0.11) f (z) alcanza un méximo absoluto ¥
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un minimo absoluto en dicho intervalo. También se cumple una generalizacién a R™ de
este hecho.

Recordemos antes unas definiciones ya dadas en la seccién de limites y continuidad, 10.2.

Definicién. Se dice que un conjunto D C R”?

es acotado si existe un ndmero M > 0 tal que :

||Z|] < M paratodo ¥ € D. Un conjunto es cerra-

do si contiene a todos sus puntos de frontera, que \“
denotamos con 0D. Asf, un conjunto es acotado si

puede estar estrictamente contenido en una bola.

En la figura se muestra el conjunto D = U U 8U. .
Claramente 8D = 9U.

Teorema 11.6 Teorema del mdzimo y del minimo
Sea D cerrado y acotado en R™ y sea f: D — R continua. Entonces, f alcanza sus valores
mdzimo y minimo en algunos puntos Ty y 1 de D.

Lo que este teorema nos dice es que & y Z1 son puntos en D donde f toma el mayor o
el menor valor posible. Como en el caso de una variable, estos puntos no necesariamente
estdn determinados de manera tinica. Una consecuencia del teorema 11.2 es la siguiente

Teorema 11.7 Sea D cerrado y acotado en R", es decir D = U U 8U, con U abierto y
OU su frontera. Sea f: D — R una funcidn continua, y ademds de clase C* en U. Si
f alcanza su valor mdzimo (o minimo) en un punto Ty de U, entonces Ty es un punto
critico de f.

Para hallar el méximo y minimo absolutos de una funcién de clase C!, f: D — R, em-
pleamos un procedimiento similar al del clculo de una variable:

{i) localizamos todos los puntos criticos de f en U,

(ii) hallamos los puntos criticos de f considerada como funcién definida sélo en OU;
(iii) calculamos el valor de f en todos estos puntos criticos;
(iv) comparamos estos valores y seleccionamos el mayor y el menor.

Para acabar esta seccién presentamos unos ejemplos sencillos de cémo manejar el paso
(#1); en una seccion siguiente (seccién 11.3) se presentard otro método, el método de los
multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 1. Encuentra los mdximos y minimos absolutos en el dominio triangular dado
por D={(z,y) / 0< 2 <4, 0<y< 2z} parala funcién f(z,y) =2y -2z —3y.
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Solucién:
Por el teorema 11.6 sabemos que [ alcanza en D un méximo absoluto y un minimo
absoluto. Para ver si algunos de esos valores se alcanza en el interior, consideremos el
gradiente

Vi =@-22-9 = Ciwy-0 = {723
Las segundas derivadas parciales son
& f 8 f o f
—(z,y) =0, ={r,y)=0 vy —I(z.y)=1
55 (V) e (z.y) ¥ 3m8y<x y)
Visto que D = —1 < 0, resulta que el punto critico (3.2) es un punto silla.

Vamos a buscar ahora los valores extremos en la frontera, escribiendo cada lado del
tridngulo en la forma 7 = 7(¢) y analizando f (7(¢)). Con los segmentos C1, Cy, C3 dados
en la figura tenemos

Ci:y=2zx con 0<z<4 ¥ T‘ x
) =t7+2t7 te0,4] i //\
Cy:z=4 con 0<y<8 | o ’
A =47+t te[0.§] . } / L
Cy:y=0 con 0<zr<4 m.m%/ ‘i
M) =7 tel0,4] e :

Los valores de f en estos segmentos de recta vienen dados por las funciones
A =28 -8, te[0,4; flty=t-8, t<[0.8: falt) = =2t te0.4]
cuyas derivadas son

fit) =4t -8, tel0.4]; =1, tel0,8]; falt) ==2. te0.4.

La primera derivada f](t) se anula para t = 2, y dado que f{'(t) = 4 > 0 éste serd un
punto de minimo local para f en el segmento de recta. Su valor es f1(2) = —8.

La derivada de la funcién fa(t) resulta ser siempre positiva. lo que quiere decir que la
f2(t) es una funcidn estrictamente creciente, es decir su minimo absoluto se alcanza en
el extremo izquierdo del intervalo [0,8], f2(0) = —8. mientras que el maximo ahsoluto se
alcanza en el extremo derecho del intervalo {0.8]. f2(8) = 0.

La derivada de la funcién f3(¢) resulta ser siempre negativa. lo que quiere decir que la
f3(t) es una funcién estrictamente decreciente, es decir su méximo absoluto se alcanza en
el extremo izquierdo del intervalo [0,4], f3(0) = 0, mientras que el minimo absoluto se
alcanza en el extremo derecho del intervalo [0,4], f3(8) = —8.

De ello se deduce que el valor méximo de f es 0, mientras que el valor minimo es —8.
Ademss, £(0.0) = £(4,8) =0, f(4,0) = f(2,4) = —8.
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Ejemplo 2. El rectdngulo Ry = {(z.y) / 0 <z < a, —b < y < b} es un subconjunto
cerrado acotado del plano. La funcién

fly) =1+ V22 +47,

al ser continua en todo punto, es continua en el rectdngulo. Luego podemos estar seguros
de que f alcanza un maximo absoluto y un minimo absolutc en ese conjunto. El méximo
absoluto se alcanza en los puntos (a, —b) y (a,b) (;por qué?), y el valor de la funcién en
estos puntos es 1 + +v/a® +b?. El minimo absoluto se alcanza en el origen (;por qué?);
aqui el valor es 1.

Si ahora consideramos el rectdngulo Ry = {(z,y)} / 0 < z < a, —b < y < b}, éste estd
acotado pero no es cerrado. En este conjunto la misma funcién f alcanza el mismo valor
méximo y en los mismos puntos de antes, pero no alcanza un valor minimo, dado que el
origen no esta en el conjunto.

Finalmente, si consideramos la misma funcién en todo el plano, que es un conjunto cerrado
pero no acotado, f alcanza un minimo absoluto en el origen, pero no un méximo absoluto.

Ejercicios.

1) Halla los puntos criticos de las funciones siguientes y determina cuéles son méximos
locales, minimos locales o puntos silla.

a) flay)=2" -y +zy b) flz,y) =2*+y’ —zy;
o flzy) =22 +y* +2zy; d) flzy) =2 +y*+3zy;
e) flz,y)=2-32y+52-2y+64°+8& ) flz,y) = el ¥,
g} flz,y) =y+zseny; h) flz,y) = e® cos y;
e) flz,y) = (a+y)(zy+1); d) f(z,y) = (z—y) (zy—1).

2) Sea f(z,y) = 22 —2zy-+y® Aqui D = 0. ;Qué puntos criticos son minimos locales,
méaximos locales o puntos silla?

3) Dada la funcién f(z,y, z) = 2% +y®+ 22 + zy, determina la naturaleza de los puntos
criticos.

4) Halla los puntos criticos de las funciones siguientes y determina los valores extremos

locales.
a) flz,y) =2z -2 —y% b) flz,y) =2 +2¢° - 4y;
) fley) =2 -3z +y; d) flz,y) =42y -4y

5) Halla los valores extremos absolutos tomados por la funcién en el conjunto D.

1

5

a) flz.y)= pEay

b) f(l‘,y>24l'2—-9y2, D:{(‘Z‘y>/ —].SCBS].},

D={(z,y) /1<2<3, 1<y <4}

5
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o) fly)=(z-y?% D={(zy) /0<r<6 0<y<12-2r):
d) fle.y) =(z-32+y", D={(zy)/0<z<4 2* <y<dak:
&) flay)=zy(l-22-3?), D={(z,y)/0<s<1 0<y<1}

S~y

11.3 Extremos con restricciones y multiplicadores de
Lagrange.

Cuando preguntamos por la distancia que hay desde el punto P (xp.90) & la recta [ de
ecuacién Az + By + C =0, estamos preguntando por el valor minimo de la funcién

fay) =@ -2 + (v —w)*

donde (z,y) ha de satisfacer la condicién suplementaria, llamada ligadura o restriccion.
Az + By + C = 0. De la misma manera. cuando preguntamos por la distancia que
hay desde el punto P (zq, Yo, 20) al plano de ecuacién Ar+ By+ Cz+ D =0, estamos
preguntando por el valor minimo de la funcién

flzy2) = \/(:E —20)” + (g — 90)* + (2 — 20)",

donde (z,y, 2) ha de satisfacer la restriccién Az + By + Cz+D=0.

Ya hemos tratado estos problemas particulares mediante alguna técnica especial. Nuestro
interés aqui es presentar técnicas que permitan tratar problemas mds generales. En el caso
de dos variables, el problema consistird en maximizar o minimizar una expresion flr.y)
sujeta a una restriccién g(x,y) = 0. En el caso de tres variables, el problema consistira
en maximizar o minimizar una expresién f(x,y, z) sujeta a una restriccion glz.y,z)=0.

Empecemos con un ejemplo. Queremos hallar €l volumen méximo de un paralelepipedo
rectangular sabiendo que la suma de las longitudes de las aristas es 12a.
Sean z, y, z las longitudes de las aristas del paralelepipedo. El volumen viene dado por

V=zxyz

y la restriccién sobre las aristas es ¥ ‘

d(z+y+z2)=12a. o
Despejando la z de la tltima ecuacién hallamos ‘ srv=ha
z=3a— (x +y), v sustituyendo en la expresion \
del volumen obtenemos la funcién de dos variables ;

(0.0 \ Gadn

V=zy[3a—(z+y)] 1

Dado que z, ¥, 2 = 3a— (z+y) han de ser positivos, nuestro problema consiste en hallar
el valor méximo de V en el interior del tridngulo mostrado en la figura.

X
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Las derivadas parciales de primer orden son

g ; 4
%:3ay—2xy——yz %:iSaa:—sz—zz.
Igualando ambas derivadas a cero, obtenemos
y(3a—2z—y) =0, z(3a—2y—z)=0

Dado que z e y han de ser positivos, podemos dividir por = y por y obteniendo,
3a—-2r—-y=0, 3a—2y—xz=0.

Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones, hallamos que z = y = a. El punto
(a.a) que estd dentro del tridngulo es el Unico punto estacionario. El valor del volumen
V' en dicho punto es a3. Las condiciones del problema hacen evidente que este valor es
un méximo (confirmadlo usando el criterio de ld derivada segunda).

Este ejemplo es ficil, en parte debido a que la restriccién se podia resolver expresando
una de las variables en funcién de las otras. En general, esto no es posible y por esto se
precisa de un método més sofisticado.

Para que las cosas sean mds sencillas consideremos sélo el caso de dos y tres variables, es
decir a lo largo de la seccién f serd una funcién de dos o tres variables de valores reales
continuamente diferenciable en algin conjunto abierto U. Sea C' una curva enteramente

contenida en U, & = 7(t), con t € I C Ry que tiene en cada punto un vector tangente
no nulo &'(¢). Un resultado bésico es el siguiente.

Teorema 11.8 i Zy mazimiza 0 minimiza la funcién f (Z) en C, V f (Zo) es perpendi-
culer o C en el punto Ty.

Demostracion: ]
Escojamos {o tal que & (tg) = Zp. La funcién compuesta f (5(t)) tiene un méximo o un

minimo en #;. Consecuenteniente su derivada E F(GN] =V F(E(1) - &(t) ha de ser

nula en ty:
S @) = ¥ £ 6) - 5'00) = 9 £ (20) - &(t) = 0.

Esto demuestra que V f (Ty) es ortogonal a ¢’(tg). Dado que &'{t;) es tangente a la curva
C en el punto 7, se sigue que V f (Ty) es perpendicular a C' en Zp.
c.q.d

Estamos ahora en condiciones de considerar el problema con restricciones. Supondremos
que como f, también g es una funcién de dos o tres variables de valores reales conti-
nuamente diferenciable definida en un subconjunto del dominio de f. Lagrange hizo la
siguiente observacién general.
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Teorema 11.9 Teorema de los multiplicadores de Lagrange.

Sean f:UCR* = Ryg: U CR*— R funciones suaves. Sean T € U y g(Zh) = ¢ ¥
sea S={T€R" [/ g(&) =c} el conjunio de nivel para g con valor c.

Suponer que Vg (Zo) # 0.

Si f[ S, que denota a “f restringida a S7, tiene un mdzimo o un minimo en S en el punto
%o, entonces existe un nimero X, que se llama multiplicador de Lagrange, tal que

V f(Zo) = AV g (&0) .- (11.5)

Demostracidn:

No somos capaces de realizar una demostracién completa del caso general; sin embargo
lo podemos hacer en los casos n = 2, 3.

Supongamos que £, maximiza (o minimiza) la funcién f (Z) sujeta a la restriccién g () =
0.8V f(Zo) = 0 el resultado es trivialmente cierto, cualquier vector es paralelo al vector
nulo. Supongamos entonces que V f (Zo) # 0.

En el caso de dos variables tenemos

To = (Zo, Yo) v la restriccién g(z,y) =0.

La restriccién define una curva S = C que tiene un vector tangente no nulo en (o, ¥o)
(ver la definicién dada en la seccién 10.5)

- 3] L 0 o, =
t(xo, Y0) = 5‘5(%‘,3/0) = B—LJ:(IO’yO)] # 0.

Dado que (zo,yo) maximiza (o minimiza) f(z,y) en C, sabemos por el teorema 11.8
que v f (zo,yo) es perpendicular a C en el punto (zg, ). Luego los dos gradientes son
paralelos.

En el caso de tres variables tenemos

Zo = (z0, ¥o, 20) v la restriccién g(z,y,z) =0.

La restriccién define una superficie S = I’ que estd en el dominio de f. Sea ahora C
una curva que estd en I' y pasa por el punto (zo, %o 20). siendo su vector tangente no
nulo en (zo, 30, z0). Sabemos que (Zo, Yo, 20) Mmaximiza (o minimiza) f(z.y.2z) en C' v en
consecuencia (por el teorema 11.8) que v F (zq,yo, 20) es perpendicular a C' en el punto
(z0,%0, 20). Dado que esto es cierto para cualquier curva C, el gradiente vf (2o, Yo 20)
ha de ser perpendicular a la superficie I'. Pero como vimos en la seccién 10.5, también
v g (zo, Yo, 20) €s perpendlcular a T en (zp,¥0, 20). De ello se deduce que los dos gradientes
v fzo,50,20) ¥ Vg (xq, Yo, 20) son paralelos, es decir

6f(fo) = A69(50)~
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Ejemplo 1. Sea § C R” la recta que pasa por (—1,0) inclinada a 45°, y sea f: R? — R2,
(z,y) ~ 2? + 3. Halla los extremos de f1S.

Solucién:

Aqui, § = {(z,y) / y—z—1 =0}, y por lo tanto la restriccién serd g(z,y) = y—z—1 =0
con ¢ = (. Tenemos que ﬁg(r, y) = =7+ 7. Segin el teorema 11.8 los extremos relativos
de f |S deben hallarse entre los puntos en que V f es ortogonal a S, esto es, inclinado a
—45°. Pero ¥V flz.y) = (22,2y), que tiene la pendiente deseada sélo cuando z = -y, 0
cuando (z,y) estd sobre la recta L que pasa por el origen inclinada a —45°. Esto puede
suceder en el conjunto S sélo para el inico punto en el que se intersectan L v S, es decir

11 L.
(—5, 5 . que resulta ser un punto de minimo.
Ejemplo 2. Maximiza y minimiza en la circunferencia de radio unidad la funcién

flz.y)=zy.

Solucién:

Dado que f es continua y que la circunferencia 22 + 3 = 1 es cerrada, por el teorema
11.6 se alcanza el mdximo y el minimo.
Para aplicar el teorema de Lagrange, teorema 11.9, hacemos

glz,y) =2 +¢° -1, con ¢=0.
Entonces queremos maximizar y minimizar
flz,y) =2y con la restriccién  g(z,y) =2 + 4> — 1= 0.
Los gradientes son
Vfley) =yi+a] Volz,y) =227+ 2y,
La condicién (11.5), V f (zo) = AV g (z0) nos da dos ecuaciones, lo que junto a la ecua-

cion que da la restriccién. nos permite escribir un sistema (en general no lineal) de tres
ecuaciones en las tres incognitas x., y, A:

y=2\x v =2)zy 2 _ g2
x=2Xy = =27y = {ZQ_-*_ 2o, = 222 =1 =
2 ryr=1 P4yt =1 v=

1 1 1 1 1 1 1 1 1
T =2x— es decir == ==, {-——=—=), |-——=.——=],
son los dnicos puntos que pueden dar lugar a un valor extremo. En el primero y en el

. T 1
cuarto punto la funcién f toma el valor 5 mientras que en los otros dos toma valor —5

1 . 1 .
Entonces claramente, 5 es el valor méximo y —5es el valor minimo.
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Observacién. Algunas recomendaciones generales son ttiles para problemas de este tipo.
En primer lugar si la curva C o la superficie S estd acotada, entonces por el teorema 11.6
f debe tener un méximo y un minimo. En particular si f sdlo tiene dos puntos que
satisfagan las condiciones del teorema de los multiplicadores de Lagrange o del teorema
11.8, entonces uno debe ser un maximo y el otro debe ser un minimo. Sin embargo. si
hay més de dos de dichos puntos, alguno puede ser punto silla. Ademss, si la curva C o
la superficie S no est4 acotada, entonces f no necesariamente tiene maximos o minimos.

Ejemplo. Halla el valor minimo tomado por la funcién
flz,y) =2+ (y—2)°  enla hipérbola -y =1

Solucidn:

El minimo que se nos pide es sencillamente el cuadrado de la distancia del punto {0,2)
a la hipérbola, luego esté claro que existe. Siendo la curva no acotada, en este caso no
existe maximo.

Para aplicar el teorema de Lagrange, teorema 11.9, hacemos

glz,y) =2>—y* — 1, con ¢=0.
Entonces queremos maximizar»y minimizar
fla,y) =2*+ (y —2)° con la restriccién  g{z,y) =22 —y* —1=0.
Los gradientes son
V flz,y) =227+ 2(y - 2)7, Vglr.y) =2x7-2y7
La condicién (11.5), V f (zo) = A V g (o) nos da dos ecuaciones, que junto con la ecua-

cién que da la restriccién, nos permite escribir un sistema de tres ecuaciones en las tres
incognitas z, y, A

2z =2z T=Azx . A=1
2y-2)=-2xy = y—2=-Xy = y=1 -
22—yt =1 22—yt =1 T==+v2

(39, ().

son los tnicos puntos que pueden dar lugar a un valor minimo. En cada uno de estos
puntos la funcién f toma el valor 3, que es el valor minimo que querfamos.

Nota. Podriamos haber resuelto este tltimo problema de una manera més sencilla,
escribiendo la restriccién como z2 = 1442 y eliminando la z en la funcién f por sustitucion.
Tendriamos que haber minimizado la funcién de una variable real 2 yP—4y+5.
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Observacién. Si una superficie S est4 definida por un cierto niimero k de restricciones,

G @z =a
G (1., 20) = c3
G (15, Tn) = ci

entonces se puede generalizar el teorema de los multiplicadores de Lagrange:

Teorema 11.10 Si f tiene un mdrimo o un minimo en T, € S, y si los vectores
v (Z9) £ 0,. ng (Zo) # 0, entonces deben existir constantes ALy, A tales que

V£ (&) =MV (@o)+ -+ MV ge (20).
Damos un ejemplo de cémo se puede usar esta formulacién general.
Ejemplo. Halla los puntos extremos de la funcién
flo,y,2) =x+y+2 sujetos a las restricciones 22 + =2 vy z+z=1.
Solucién:
En este caso hay dos restricciones
gz, y) =22+ -2=0 y @y =z+2-1=0.

Asi, por el teorema crenerahzado de Lagrange, teorema 11.10, debemos hallar z, Y, 2, A\
v Az tales que . B .

Vf (Z‘Q) =\ Vg (Q?o) + Ao V go (CL‘()) s

gz, y) =2*+y* - 2=0,

@lr.y)y=z+2z-1=0.
Calculando los gradientes

ﬁf(xO):(]‘l*l) ﬁgl ($0)2(22~2y0) y 692(1‘0):(10.1)

¢ igualando las componentes obtenemos un sistema de cinco ecuaciones

13/\1(21‘)+/\21 )\2=1
I=Xx-2y)+ X0 222, =0
24+y2—-2=0 P4y -2=0
r+2-1=0 z+2—-1=0
Como la tercera ecuacién implica que A; # 0, tendremos de la segunda z = 0. Entonces

do=1

r=0

y=2v2 N (0.v2,1) es maximo,

Al 1 1 (0,—v2,1)  es minimo.

2y T 2V2
z=1
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Ejercicios.

1) Halla los extremos de f sujetos a las restricciones dadas.

a) flz,y,2)=z—-y+2 s z2+yi422=2
b) flz,y) ==z, si 22+2y2=3;
O Fay=r-y s 2-y2=2
d) flz,y)=2*—14% si y=cosuz;
e) flz,y2)=22+y2+2% s z>2+z27+y%
f) flz,y) =2*+9y? enlahipérbola zy=1;
g) flr,y)=zy, enlaelipse b22%+ay?=a?b%
_ 2y
L)  flz,y) ==zy? enlaelipse o) + "o 1;
i) flz,y) =zy? enlacircunferencia z?+y*=1;
i) flz,y)=22+1% enlacarva z*+7x%y*+yt =1,
k) flz,y,2)=2x+3y+52 enlaesfera 22+y?+22=19;
1) flz,y,2) =zyz, . en el elipsoide 2 + _y_2 + —ZE =19.

a2 b 2

2) Usa el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los valores minimo y
méximo absoluto en el disco unitario D = {(z,y) / % + y° < 1} de las funciones
siguientes.

a) fleyy) =2+ —z—y+1;
by flz,y) =2 +zy+yt

11.4 Meétodos numéricos de optimizacién con y sin
restricciones.

En secciones anteriores, hemos estudiado el problema de buscar los extremos de funciones
con valores reales. En el estudio de métodos numéricos este problema se conoce con el
nombre de problema de optimizacién, y consiste en minimizar una funcién objetivo
sujeta a algunas restricciones impuestas sobre las variables. Esto es, el problema general
serd del tipo optimizacién no lineal con restriccion:

ONLCR minimizar F(Z) VZeR”?
sujeto a las restricciones \
c;=0,1=12,....m; (11.6)

c>0i=m'+1....m.
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Definicién. Cualquier punto que satisface todas las restricciones del problema ONLCR
(11.6) se dice que es factible.

Sea I un punto factible para el problema ONLCR (11.6); definimos N(z*,6) como el
conjunto de todos los puntos factibles contenidos en un entorno de Z*.

Definicién. El punto Z* es un minimo local fuerte de ONLCR si existe un § > 0 tal
que F'(Z) estd definida en N(2*,6) y F (&) < F (§) para todo ¥ &€ N(Z*,8), con § # &
El punto Z* es un minimo local débil de ONLCR si existe un § > 0 tal que F (Z) estd

definida en N (7°,6) y F (Z*) < F (i) para todo 7 € N (z*,6), con i # T*.

Desafortunadamente, estas definiciones no son satisfactorias desde un punto de vista
numérico: serfa necesario evaluar F (F*) en un conjunto (en general infinito) de pun-
tos factibles. Sin embargo, si F(Z) y las restricciones ¢; (Z) poseen algunas propiedades
particulares, es posible dar otras condiciones més practicas para caracterizar un punto de
minimo.

Consideremos primero el caso del problema de minimizacién sin restricciones en n
dimensiones.

SR minimizar F(¥) VIeR? (11.7)

Usando el desarrollo de Taylor de la funcién F alrededor de 7 podemos escribir

F(F+e) = F(F) + 7' g(F) + 327 G (7" +05) 7

donde 0 < 8 < 1. = es un escalar v ¥ es un vector de R™,
Las condiciones necesarias para que el punto Z* sea un minimo local del problema SR
(11.7) son

N1 |lg(z*){] = 0. esto es, Z* es un punto estacionario;

N.2 G (2") es semidefinida positiva.
Por otro lado, las condiciones suficientes son

1 lg(@)l =0;

5.2 G (") es definida positiva.

{Las demostraciones se pueden hacer por reduccién al absurdo).

Un concepto muy importante en Ja construccién de un algoritmo es la medida del progreso;
esto es, para un método iterativo es importante poseer un criterio razonable para decidir
si la nueva aproximacién es mejor que la anterior.

En el caso del problema de optimizacién sin restricciones, una medida natural del progreso
viene dada por el valor de la funcién objetivo: parace razonable pedir una disminucién de
F a cada iteracién, e imponer la condicién de descenso F' (Tir1) < F (Z) para toda
iteracién £ > 0. Todos los métodos de descenso son de la forma del siguiente algoritmo
modelo:
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Algoritmo modelo para el problema de minimizacién sin restricciones.

Sea Z) la aproximacién actual de z*:

U.1 Chequeo de la convergencia: si las condiciones para la convergencia se satisfacen. el
algoritmo termina con Iy como solucién;

U.2 Céleulo derla direccién de busqueda: se calcula un n-vector pj no nulo;

U.3 Célculo de la longitud del paso: se calcula un escalar positivo a4, la longitud del
paso, para el cual se satisfaga la condicién F (Zy + o ) < F (Zr);

U.4 Renovacién de la estimacién del minimo: se asignan los valores $ge1 — Tk + Qx Pk ¥
k— k+1, v se vuelve al paso Ul.

Es importante hacer notar que el paso U3 del algoritmo necesita de la resolucién de un
problema de una variable (encontrar el escalar ay).
Para estar seguros de que se satisface la condicién de descenso, fy ¥ o tienen que satisfacer
determinadas propiedades. Una manera estdndar de garantizar que F se pueda reducir
a la iteracién k-ésima es pedir que 7 sea una direccién descendente en Ty, es decir. un
vector que satisfaga

gt (f}c) ﬁ}c < 0.
Si P es una direccién descendente, entonces existird a > 0 tal que F (&), + apy) < F (Zx).
Esta ltima condicién por sf misma no es suficiente para asegurar que la sucesién {Zy}
converja a un minimo de F. Si F (% +ape) < F{Z) v la funcidon F estd acotada
inferiormente, entonces claramente la sucesién {F (&)} converge, pero tendremos que
asegurarnos de que converja a F {T*).
Para asegurar la convergencia del algoritmo modelo se necesitan algunas condiciones sobre
la funcién F. Antes de todo definamos el conjunto L(3) para una funcién dada F y un
escalar dado 3: L(B) es el conjunto de todos los puntos 7 tales que F () < 5.
Si se satisfacen las siguientes condiciones:
(i) F es C2, esto es, dos veces continuamente diferenciable,
(i) el conjunto L (F (Zp)) es cerrado y acotado,
(iii) F decrece “suficientemente” a cada iteracién y
(iv) el vector pi. se mantiene no ortogonal al gradiente
entonces las iteraciones del algoritmo modelo satisfacen que

lim lg (#)]| = 0.

Este tipo de convergencia se denomina a veces convergencia global por el hecho de que no
hay ninguna limitacién sobre la cercania de &, al punto estacionario .
Remitimos al lector interesado en estos tipos de métodos a la literatura especializada.

Vamos ahora a considerar el problema de minimizar una funcién suave sujeta a un conjunto
de restricciones del tipo igualdades lineales. Esto es. el problema

IL minimizar F(Z) V&eR?
sujeto a las restricciones (11.8)
AZ =10,
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donde la i-ésima fila de la matriz A, mxn, contiene los coeficientes de la i-ésima restriccién
lineal
i1 Ty =+ F Qin Ty, = b

Como para los problemas anterjores, el punto factible Z* es un minimo local de (11.8)

s6lo si F'(Z*) < F () para todo punto factible ¥ en un entorno de z*. Est4 claro que no
hay ningiin punto factible si las restricciones son inconsistentes, por lo tanto asumimos
que b estd en el rango de A. Si t filas de la matriz A son linealmente independientes, las
restricciones eliminan t grados de libertad de la eleccién de Z*. En dos dimensiones, por
ejemplo, con la restriccién x; + xo = 0, cualquier solucién tendréd que estar en la recta
y = —x. Es relevante notar que es importante el rango del conjunto de las restriccidn,
mas que el nimero mismo de las restricciones. Volviendo al ejemplo anterior, si se afiade
la restriccién 2z + 2 x5 = 0 (que es linealmente dependiente de la primera), no se puede
eliminar ningtin grado ulterior de libertad; al contrario, con la restriccién z; — 2o = 1
(que es linealmente independiente de la primera), las restricciones eliminan dos grados de
libertad, y en este caso se determina la solucién completamente (serd la interseccién de
las dos rectas y = —z ey = — 1).

Dado que las restricciones constituyen un sistema de ecuaciones lineales, las propiedades
de los subespacios lineales hacen posible una caracterizacién de todos los “desplazamientos
factibles” posibles. Si # y & son dos puntos factibles, entonces A (z — %) =0, esto es, el
paso 7 de un punto factible a otro tiene que ser ortogonal a las filas de A:

Aj=0. (11.9)

Cualquier paso desde un punto factible a otro a lo largo de estas direcciones no incumple
la restriccién, dado que A (& + ap) = Az = b.

La condicién (11.9) define un subespacio de vectores cuyos vectores de base forman las
colunnas de una matriz Z con la caracteristica que AZ = 0 y cada direccién factible
puede escribirse como combinacién lineal de las columnas de Z. Luego si § satisface
{11.9), puede escribirse como

F=2Zp; (11.10)
para algin vector p..
Usando el desarrollo de Taylor de la funcién F alrededor de Z* a lo largo de una direccién

factible p'= Z p;, podemos escribir, con 0 < # < 1 y ¢ un escalar positivo

F(T +ep)=F (@ +cZp)=F(F)+epl Zg(z) +

eI ZVG (T + 20D ZP..

NN

Las condiciones necesarias para que el punto £* sea un minimo local del problema IL
(11.8) son

N.1 f =b;

N.2 g(z) =

N.3 G (T7) Z es semidefinida positiva.
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Por otro lado, las condiciones suficientes son

S1 Az =k

82 Ztg(@) =0

8.3  Z'G(F*) Z es definida positiva.
Como ya se ha comentado, la imposicién de ¢ restriciones del tipo de igualdades lineales
v que sean linealmente independientes, reduce la dimensién del problema de optimizacién
an—t Usando la condicién (11.10), el algoritmo modelo dado para el problema de
minimizacién sin restricciones, se puede modificar para resolver el problema IL generando
una sucesién de iteraciones factibles.
Algoritmo modelo para el problema de minimizacién con restricciones del
tipo igualdades lineales.
Sea 7 la aproximacién actual de ™
IL.1 Chequeo de la convergencia: si las condiciones para la convergencia se satisfacen, el
algoritmo termina con &) como solucién;
IL.2 Célculo de la direccién de busqueda factible: se calcula un (n — t)-vector pi no nulo
dado por (11.10)

F=Zp; (11.10)
IL.3 Célculo de la longitud del paso: se calcula un escalar positivo oy, la longitud del
paso, para el cual se satisfaga la condicién F'(Ty + appi) < F (T );

1.4 Renovacién de la estimacién del minimo: se asignan los valores Fxy1 «— Zp + P v
k — k+1, y se vuelve al paso IL1.

Como el lector ya imagina, en la literatura especializada se estudian problemas mas com-
plicados como minimizar una funcién suave sujeta a un conjunto de restricciones del tipo
desigualdades lineales. Esto es, el problema
DL minimizar F(¥) vV ZeR"?
sujeto a las restricciones (11.11)
AT >0
v también los problemas mencionados al principio de la seccién de restricciones no linea-
les, en particular, el problema de minimizar una funcién suave sujeta a un conjunto de
restricciones del tipo igualdades no lineales:
INL minimizar F(¥) ¥V ZecR"
sujeto a las restricciones (11.12)
G@)=0,i=1,....t

y el problema de minimizar una funcién suave sujeta a un conjunto de restricciones del
tipo desigualdades no lineales:

DNL minimizar F(¥) VZ€R"
sujeto a las restricciones (11.13)

Como antes, remitimos al lector interesado en estos tipos de métodos a la literatura
especializada.
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Capitulo 12

Integracion.

12.1 Introduccidn.

b
En capitulos previos hemos estudiado las integrales ordinarias / f(z)dz. Ahora vamos
a

a estudiar las integrales dobles / / flz,y) dz dy y un posteriormente las integrales triples
Q

///1 fz.y. z)dzdydz.

Sea f: R € R? — R una funcién continmia de dos variables, cuyo dominio R es un
rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados, que puede escribirse en términos de
dos intervalos cerrados [a,b] v |¢, d] como producto cartesiano R = [a,b] x [c, d].
Supongdse que f(z,y) > 0 en R, de manera que

la gréfica de z = f(z,y) es una superficie que

estd encima del rectdngulo R. Esta superficie, el e

rectdngulo R v los cuatro planos r = a, x = b,

y = c e y = d forman la frontera de una regién V'

cn el espacio. En la seccién 12.2 definiremos de ma-

nera rigurosa el volumen V' por medio del método

de las sumas de Riemann. Sin embargo, para tener

un conocimiento intuitivo de este método supon- -
ganios que se ha definido el volumen de una regién.

Definicién. El volumen de la regién por encima de R y debajo de la grafica de f se llama
la integral doble de f sobre R y se dencta por

/};f. /Rf(z,y)dA, /Rf(a:,y)dxdy, //Rf(z,y)drdy.

Ejemplo 1. Si f estd definida por f(z,y) = k., donde k es una constante positiva,
entonces

/};f(f,y) drdy =k (b—a)(d— o)
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pues la integral es igual al volumen de un paralelepipedo con base R y altura k.

Ejemplo 2. Si f(z,y) =1~z y R=[0,1] x [0, 1], entonces

/ fle.y)dedy = =,
R 2

pues la integral es igual al volumen del sélido triangular obtenido dividiendo un cubo con
un plano que pasa por la diagonal.

b
Estas ideas son similares a la de la integral simple / f(z)dz, que representa al drea
[#3

b
bajo la grafica de f si f > 0 y continua. Podemos aproximar f(z) dz escogiendo una

Ja
particién P de [a,b] tales que @ = 2o < 71 < 23 < ... < @, = b, seleccionando puntos
c € [Zi,x1j+1] v formando la suma de Riemann (ver la seccién 3.1)

n—1

Zf(ci) (Tipr — ) = / flz)dx.

i=0

Hay un método para calcular voldmenes conocido como principio de Cavalieri.
Supongamos que tenemos un cuerpo sélido y de-
notemos por A(z) el 4rea de su seccién transversal
medida a una distancia x de un plano de referen-
cia. De acuerdo con el principio de Cavalieri, el
volumen del cuerpo estd dado por

b
Volumen = / A(zx)dz,

donde a y b son las distancias minima y méxima a
partir del plano de referencia.

> plana de refermnaa

Si consideramos una particién P de [a,b] tal que a = g < 77 < a3 < ... < z, = D
entonces una suma de Riemann que se aproxima al valor de la integral es

b n—1
Volumen = / Alz)dz =~ Z Ale) (i1 — x1).

=0

Pero esta suma también se aproxima al volumen del cuerpo, pues A(x) Az es el volumen
de una seccién con drea transversal A(z) y ancho Ax.

Ahora usamos el principio de Cavalieri para evaluar integrales dobles. Considerenios la
regién sélida bajo la grafica z = f(z,y) definida en la regién [a.b] x ‘c.d], donde f es
continua y mayor que cero. Hay dos funciones naturales para el drea de seccién transversal:

a) usando planos perpendiculares al eje z,

b) usando planos perpendiculares al eje y.
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La seccién transversal determinada por un plano z = z, del primer tipo, es la regién

plana debajo de la grafica z = f{z,y) de y = c a y = d. Cuando fijamos z = z;, tenemos

la funcién y ~ f(zg,y) que es continua en [c, d]. Entonces, el 4rea de la seccién transversal
d

es A(zp) = / F(zo,y) dy. Asi, la funcién A de 4rea de seccidén transversal tiene dominio
la,b] ¥
d
Ao [ fu)dy

Por el principio de Cavalieri, el volumen V' de la regién debajo de z = f(z,y) debe ser

igual a
:/Rf(x,y)dA:/abA(@dz:/ab Ucdf(x,y)dy} dz. (12.1)

La tltima integral de la férmula (12.1), / / flz,y) dy} dz se conoce como integral

iterada, pues se obtiene integrando respecto a la variable y vy después integrando el
resultado respecto a la variable z.

Si invertimos los papeles de z e y, y consideramos planos perpendiculares al eje y del
segundo tipo, obtenemos

- [ enaa= | ") dy = / ' { / e dm} dy. (122)

La expresién a la derecha de la férmula (12.2) / { / flz,y dx} dy es la integral iterada

obtenida integrando primero respecto a la variable z v después integrando el resultado
respecto a la variable y.
Como veremos mdés adelante en el teorema de Fubini 12.3, las dos férmulas (12.1) y
(12.2) deberdn ser vélidas al mismo tiempo. Como veremos en los ejemplos siguientes,
las integrales iteradas de las ecuaciones (12.1) y (12.2) proporcionan un método poderoso
para calcular la integral doble de una funcién de dos variables.

Ejemplo 1. Sea z = f(z,y) = 2* + 3 y sea R = [~1,1] x [0,1]. Evalia la integral

//R (z* +4*) dz dy.

Solucién:
Por la ecuacién (12.2) tenemos

// x4yt drdy_/ {/_11(302—}—3/2)de dy.

Para evaluar / <l‘ +y° ) dz, tratamos y como constante e integramos respecto a .
-1
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s .
Como F(z,y) = 3+ y? z es una primitiva de f(z.y) = 2% + ¢ (aqui y es considerada

constante) podemos integrar usando métodos de célculo de una variable, y obtener
1 3 1
2
/ (2 +9°) dr = V— +y2:c} =42y
-1 3 4 3

Despusés integramos esta nueva funcién con respecto a y. de 0 a 1. para obtener

1 1
2 ., 2 2 ' 4
Zi2 ) dy=|Sy+ | ==
/0<3+ y> Y {3'“340 3

Para completar, ahora evaluamos la integral / / (12 + yQ) dx dy usando la férmula (12.1)
R

‘/./R(:v%ry?) dycdy=/_l1 {/01 (a* +97) dy} da.

1
Para evaluar / (332 + y2) dy, tratamos r como constante e integramos respecto a y.
0

3
Como F(z,y) = 2y + Y s una primitiva de f{z.y) = z* +¢* (aqui z se considera

constante) podemos integrar usando métodos de célculo de una variable, y obtener

1 y3 1 1
/ (2 + %) dy:{x2y+§} =z2+§.
0 0

Después integramos esta nueva funcién con respecto a z, de —1 a 1. para obtener

! 1 2 2] 4
2
2+ )dr= |+ ==

Ejemplo 2. Calcula / cos z sen ydx dy, donde S es el cuadrado {0, g} X [0,
s L

v =l
L

Solucién:
Por la férmula (12.2) tenemos

2

/2 /2
/cos z sen ydrdy = / / cos T sen ydr| dy =
s 0 0
w/2 /2 T2 A
= / sen y / cos xdx| dy = / sen y [sen xly’" dy =
0 0 0

/2
=/ sen ydy = [— cos 1]8/2:1.
Jo

Compruebe el lector que se obtiene el mismo resultado usando la férmula (12.1).
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Ejercicios.
1) Evalta las siguientes integrales iteradas y luego cambia el orden de integracién

) e
]

wf2

2ty +¢*) dydz; /
0

-

(y cos =+ 2) dy dx;

O\H

/ (zye™™¥) dyda; d) (—z logy) dydz.

“\m O\,

s

2) Evalda las integrales dobles siguientes, donde R es el rectangulo [0,2] x [—1,0].

a) /R“y]cos (W—fﬂ dy dx; b) /IJ—x e” sen (%‘yﬂ dy dz;
c) /R(I2 v+ ) dyda; d) /1;(I2+y2) dydzx.

3) Halla el volumen acotado por la grafica de la funcién f(z,y) en el rectdngulo R
indicados y los cuatro planos verticales del rectangulo R.

a) flry)=1+22+3y, R=[12x[0,1];
b) flz,y)=z'+y*, R=[-1,1]x[-3,-2].

12.2  La integral doble sobre un rectangulo.

Estamos ahora preparados para dar una definicién rigurosa de la integral doble como
limite de una sucesién de sumas. No requeriremos que f(x,y) > 0; pero si f(z,y) toma
valores negativos, interpretaremos la integral como un volumen con signo, como para el
drea bajo la grafica de una funcién de una variable.

Consideremos un rectdngulo R C R?, que es el producto cartesiano R = [a, 8] x [¢, d].
Definicién. Por una particién regular P de R de orden n, entendemos dos colecciones
ordenadas de n + 1 puntos igualmente espaciados {z; }] _o ¥ {Ur}reo; esto es, puntos que
satisfacen

=)< T <2< ... < T, =b, JW

C= < <y<...<yp=d

b—a
Ar=x,.—2;,= . —
T P

d—c¢ I e

Ay = Yppy — Y =
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Sea Ry el rectangulo [z, Z;41] X [Yk, Yr+1], ¥ sea & cualquier punto en Rj. Supongamos
que f: R — R es una funcién acotada con valores reales. Podemos entonces formar la
suma

n—1 n—1
Su=>_ (&) Axiy = f (&) AA,
J.k=0 k=0

donde AA = Az Ay.
Esta suma est4 realizada sobre todo indice j y k de 0 a n — 1, de modo que hay n?
términos. Una suma de este tipo se llama suma de Riemann para f.

Definicién. Si la sucesién {S,} converge a un limite S cuando n — oc y el limite S es
el mismo para cualquier seleccién de puntos Gy en los rectdngulos Rk, entonces decimos
que la funcién f es integrable sobre Ry escribimos

/Rﬁ /fw y)d /fr y)dzdy. //Rf(-r,y)d-rdy

para el limite S; es decir

n—1
/ fxydxdy—th—S—hmec]k } Az Ay.

3.k=0

En la seccién 3.1 se escogieron los valores minimo y mdximo de la funcién f{x) para
obtener el drea del recinto por defecto y por exceso, respectivamente. De manera similar
podemos considerar una particién genérica P del rectdngulo R considerando una particién
de [a,b], Py = {20, 71,....%Tm} y una particién de [c. d}, Py = {y0.31. . .- . Yn}. La particion
P = P, x P, divide el rectdngulo R en m x n rectdngulos que no se solapan, Ry =
{(z,9) / Tj.1 < = < Zj, Ye—1 < Y < Ye}. En cada recténgulo Ry la funcién f(r.y)
toma el valor méximo M y el valor minimo m; ;. Entonces. podemos definir la suma
superior de f relativa a la particion P como

n—1

Up(P) =Y My Az; Ay
3.k=0

y la suma inferior de f relativa a la particién P como

n—1

Ly(P) = mu Az; Ay
4,k=0

Si f(z,y) > 0, la existencia del lim S, tiene un significado geométrico directo. Consi-
n—00
deremos la gréfica de z = f(z,y) como la tapa de un sclido cuya base es el rectdngulo
n~1

R. La suma superior de f, U;(P) = Y Mj; Ar; Ay, representa el volumen del slido
7,k=0
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12.2. LA INTEGRAL DOBLE SOBRE UN RECTANGULO.

n—1 )

circunscrito; mientras que la suma inferior de f, Ly(P) = 3> my Az; Ay, es igual al
J,k=0

volumen de un sdlido inscrito. Seréd entonces

Li(P) < S S Us(P).

Por lo tanto, si existe el limite hm S, ¥ es independiente de los puntos de Ry, se sigue

que los volimenes de los sohdos mscnto v circunscrito tienden al mismo limite cuando
n — <.

Ejemplo. Consideremos en el rectdngulo R = {(z,y) / 1 < 2 <4, 1 <y < 3} la funcién
Como particién de [1, 4] tomamos P, = {1,2,3,4}

v como particién de [1. 3] tomamos Py = {1, = 3} R

La particion P = P, x P, divide el 1ectandulo

inicial en seis rectdngulos. En cada uno de los

rectdngulos Ry, la funcién alcanza su méximo M, ik R

en el punto (:c] Yk), el vértice més alejado del ori-

gen, ]
Mje = flzjoye) = 25+ ye — 2:

¥ asf mismo la funcién alcanza su minimo my; en el punto (z;_1,ye_1), el vértice més
préximo al origen,

ny = f@o0 yr-1) = 2521 + Yo — 2.

Luego

3 /1 3
=313)335)+
Li(P) = Z mjr Ar; Ay =

(3 ()10
S0 ()30 0303

Si usamos las férmulas de las integrales iteradas 1)y (12 btenemos

//J+J—2 dA = // (z+y-— 2dyd$—/ {j(a:—#y—?)dy} dz =

4 4
Y P R s
:/1 [.Iy-&-;—?y} dL—/l(?_r)dz—La:]lAla,
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//R(x-{—y—Q) dA=/3/4(z+y—2) dxdy:/13 ['/14(I+y—2) dx} dy =

3 3
3 3 5, 3
:/1 VQ +xy—2xJ dy = <3y+-2—> dy:byuf_gy}l:la
Como se esperaba, —3Z§15§-821£

Hay un teorema que no demostraremos que garantiza la existencia de la integral de toda
funcién continua.

Teorema 12.1 Cualquier funcidn continua definida en un rectdngulo R es integrable.

También hay otro teorema que garantiza la existencia de la integral de ciertas funciones
discontinuas. Nos interesaremos en especial por funciones cuyas discontinuidades estén
en curvas en el plano zy. Es decir, f es continua en cada punto que esté en R perc no
sobre la curva. Curvas ttiles son las gréficas de funciones y = ¢(z), cona < z < b. o
xz = 9¥(y) con ¢ <y < d, o unién finita de dichas gréficas.

z
corte en la

T s . superficie

g —/(r »
superficie “rota”
z = fix,y)

e

conjunto de discontinuidades de f conjunto de discontinuidades de f

Teorema 12.2 Sea f: R — R una funcidn acotada con valores reales, definida en el
rectdngulo R. Supdngase que el conjunto de puntos donde f es discontinua esté formado
por una unién finita de grdficas de funciones continuas. Entonces f es integrable sobre el
rectdngulo R.

Nota. Recordar que una funcién estd acotada si existe un nimero A > 0 tal que
—M < f(z,y) € M para todo (z,y) en el dominio de f. Una funcién continua en un
rectangulo cerrado siempre estd acotada, pero, por ejemplo, f(z,y) = 71 en (0,1] x [0. 1]
no estd acotada. pues 7! se vuelve arbitrariamente grande para valores z cerca de cero.

Geométricamente, el teorema 12.2 implica que si una funcién no negativa f “no se porta
demasiado mal”. entonces los voliimenes de los sélidos circunscrito e inscrito aproximaran
al “verdadero” volumen bajo su gréfica.
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De la definicién de integral como limite de sumas y los teoremas de limites, se pueden
deducir algunas propiedades fundamentales de la integral doble, que son esencialmente
las mismas que para la integral de una funcién con valores reales, de una variable.

Propiedades de la integral doble.
Las siguientes propiedades elementales de la integral doble son andlogas a las que vimos
en el caso de una variable. Se supone que las funciones f y ¢ son continuas en R.

1) Linealidad.
U@+ sea) aa= [ fayaa+ [ oo aa
R R R
2) Homogeneidad.
/kf(x,y)dA:k/f(x,y)dA, vV keR,;
R R
3) Monotonia. Si f(z,y) > g(z,vy) en R, entonces

_/Rfu,y)dAz/Rg(x,y)dA;

4) Aditividad. Si R;, i = 1,...,m son rectangulos disjuntos entre si, tales que f es
integrable sobre cada R; y si Q = Ri{UR,U---UR,, es un rectangulo, entonces una
funcién acotada f: @ — R es integrable sobre Q v

fenddi=3" [ fay)da
Q o) Y Ri

Demostracién:
Las propiedades 1) y 2) son consecuencia de la definicién como limite de una suma y
los siguientes hechos acerca de series convergentes {S,} v {T,.}, que hemos visto en el
teorema 7.2

lim (S, +7,) = lim S, +7}L1{;Tn,

N—0oC n—oc
lim (¢S,) =c¢ lim S,.
n—=c T~ OC
Para demostrar la propiedad 3) de monotonfa, observemos primero que si A{z,y) >0y
{5} es una sucesién de sumas de Riemann que convergea [ h{z,y)dA, entonces, S, > 0

R
para todo n, de modo que la integral serd también positiva o nula. Si flz,y) 2 glz,y)
para todo (z,y) € R, entonces (f — g)(x,y) > 0 para todo (z,y) y usando las propiedades
1) v 2), tenemos

/R flz.y)dA - /R o(r.y)dA = /R [F(5.9) — 9(z.y)] dA > 0,
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que prueba la propiedad 3). La demostracién de la propiedad 4) es mds técnica v no la
presentamos, aunque es intuitivamente obvia.
c.q.d.

Otro resultado importante es la desigualdad

/R fla,y)dA

Por la definicién de valor absoluto, — |f(z,%)| < f(z,y) < |f(z.y)]: por lo tanto. de la
momotonia v la homogeneidad de la integracién (con ¢ = —1),

- [ i@yl das / fada< [ |feu)lda

que es la férmula anterior.

< /R F(@, )] dA.

Aungue hemos visto la integrabilidad de varias funciones. no hemos establecido ain un

método general para calcular integrales dobles. En el caso de funciones de una variable,
b

evitdbamos calcular la integral f(z)dz como limite de sumas de Riemann, mediante

el uso del teorema fundamental del caleulo integral, teorema 3.2, o regla de Barrow (3.1)

b

/ "y di = Fuﬂ = F(b) - Fla),

a

donde F es una primitiva de f. esto es I’ = f.

Para funciones de dos variables esto no funciona; sin embargo, como hemos visto en
la seccién 12.1, a menudo es posible reducir una integral doble sobre un recténgulo. a
integrales simples iteradas, a las cuales se aplica el teorema fundamental. El teorema de
Fubini, que ya se mencioné en la seccién anterior, justifica rigurosamente esta reduccion
a integrales iteradas.

Teorema 12.3 Teorema de Fubini.
Sea f una funcién continua con dominio rectangulor R = [a,b] x lc.d]. Entonces

/Rf(x,y) dA=/:/Cdf(ac.,y>dydm: '/cd'/:f«c.m dr dy. (12:3)

Demostracién:
Primero demostraremos que

/ b / oy dydr = | fewds

Seac=yp <y <...<yp=d una particién de [c.d] en n partes iguales. Definimos la
funcién

Flz) = / flay) dy.
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Entonces, serd
n—1

Fa)=%" / " ey dy.

k=0 v Uk

Usando el teorema del valor medio integral, teorema 3.3, para cada z fija y cada k tenemos

/yHl flz.y)dy = f 2. Y(@) (Yesr — yr)

Sy

donde el punto Y,(z) pertenece a Yk, yk41] ¥ puede depender de z, k y n. Entonces, se
tiene que

Ao =3 / ey dy = kZ:Of (2, Yi(2)) (e — v0) -

Ahora bien, por la definicién de la integral en una variable como lmite de sumas de
Riemann,

b n—1
/ F(x)drc———/ / flz.y) dy] dl:l!m ZF p;) (Tje1 — z5),

Jj=

donde @ = zy < z1 < ... < x, = b una particién de [a,b] en n _bartes iguales y p; es
cualquier punto en [z;,z;4,]. Haciendo & = (p;, Yi(p;)) € Ry, tenemos

F(p;) = if(pm Ye(ps)) (Y1 — we) = z_:f (Gike) (Y1 — yr)
k=0 pay

v por lo tanto

b pd b n—1
| [ revaga = [ Fayas= Jin 3 F 5) (a5 =) =

n—1n-1

= nlgl;ZZf i) (Y1 — yx) (2501 — 25) =

0 k=0

k»

f(x y)dA.

Con el mismo razonamiento podemos demostrar que
d b ]
/ / fle.y)dedy = / fz.y)dA
4 a R

El teorema de Fubini se puede generalizar al caso en que f no necesariamente sea continus.
Aunque sin demostracién, enunciamos la versién mas general.

c.q.d
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CAPITULO 12. INTEGRACIONX.
Teorema 12.4 Teorema de Fubini.

Sea f una funcién acotada con dominio rectangular R = la.b] x [c.d]

, cuyas discontinui-
dades forman una union finita de grdficas de funciones continuas. Si

d
/ flz,y)dy eziste para cada x € [a,b],

br opd
entonces eziste la integral iterada / {/ flz,y) dy} dz, y ademds
a c

/Rf(x,y)dA= /:/Cdf(x.y)dydx.

De manera andloga, st

b
/ flz,y)dx eziste para cada y € [c,d],

dr b
entonces existe la integral iterada / [/ flz.y) dx} dy, y ademds
< @

[ senaa= | ' / " foy) drdy.

Si todas estas condiciones se cumplen simultdneamente, obtenemos la formula (12.3)

/Rﬂx,y)dh/ab/jfu,y)dydx: /Cd/;f(x.,wdxdy.

Ejemplo. Calcula / (z* +y) dzdy, donde R = [0,1] x [0,1]
R
Solucién:

Por el teorema de Fubini 12.3, por un lado se tiene que

/R(x2+y) dzdy=/01/01(x2+y) dacdy:/o1 [/01 (z* +y) dT] dy.

Por el teorema fundamental del cdlculo, teorema 3.2, se puede ejecutar la integracién en
z manteniendo la variable y fija:

1 3 1
1
/ (12+y) dx:{g——i—ym} §+y.
0

3 -

Ahora, integramos la funcién restante (sélo de y) respecto a y:

1y 1 27 1
2 = = dy = | = | ==
/R(x +y) dzdy /0 [3—}»4 Yy [31/-0— 2}0 3T

1.3
276
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12.2. LA INTEGRAL DOBLE SOBRE UN RECTANGULO.

El teorema de Fubini dice que al intercambiar el orden de integracién en las integrales
iteradas, no se altera el resultado; de hecho

/R(:cz—i—y) da:dy=/01/01(x2+y) dydx=/ol {/01 (z% + ) dy:{ dz.

Nuevamente por el teorema fundamental del célculo, se puede ejecutar la integracién en
y manteniendo la variable z fija:

' 2 2 921 2 1
/0(1 +y)dy=[m yﬂ—?}ozx +§.

Ahora, integramos la funcién restante (sélo de ) respecto a z:

! 1 2 1710 1.1 5
2 = 2 — = | — 4 = = - — = —
/R(z +y)dzdy—/0 {x +2}dz: [3-’_240 3+2 5

Vimos que cuando f(x,y) > 0 en R = [a,b] X [, d], la integral doble /f(x,y) dz dy

se puede interpretar como un volumen. Si la funcién toma también valolges negativos,
entonces la integral doble se puede interpretar como la suma de voliimenes por encima
v por debajo del plano z = 0. Los voltimenes por encima de z = 0 se cuentan como
positivos y los por debajo como negativos. El teorema de Fubini 12.3 segtn se enuncié
sigue siendo vélido en el caso de que f(z,y) sea negativo o cambie de signo en R; esto es,
no hay restricciones en el signo de f en las hipétesis del teorema.

Ejemplo. Sea R el rectdngulo [-2.1] x [0, 1] y sea f definida por f(z,y) =y (z® — 12z).
Calcula la integral

/f(l'.y)dxdy:/y (z* — 122) dz dy.
R R

Solucién:

Esta funcién toma valores positivos y negativos en
el rectangulo R, como se puede ver en la gréfica.
Por el teorema de Fubini,

- SENPS
/f(;r,y)dxdy:/ / Yy (13—121) dxdy =
JR 0 J-2

-1 1 1

/ {/ y (2 —122) dz,] aly:i ydy=5—7.
Jo o LJ=2 4 Jo 3

De manera alternativa. integrando primero respecto a y, hallamos

. S}
/y(x:3—121') dedy = / {/ y (2 —122) dy} dz =
R -2 LJo

1, 1 [zt bos7
-— _12 P — 2 = .
2/_ (z x) dx 5 [ 6x}_2 3

2 4
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

Ejercicios.
1) Halla las sumas inferior y superior de la funcién f(z,y) = = + 2y relativas a la
particién P=P, x Pode R={{z,y) /0 <2 <2 0<y <1}, s
3 1
a) P1:{01'§72} y PQ:{OS].},

1
y=s == 1)
R
2) Halla las sumas inferior y superior de la funcién f(z,y) = z — y relativas a la

particion P=P, x P,de R={{z,y) /0<z <1, 0<y<1}.si

| =
= o

1.3
b) P1={07§717§72} y P2:{O

13 1
a) Pl_{0157171} y P?'{Oil}
113 12
b) PI_{O’Z’?Z’I} ¥ P2—{0,§7§-,1}~
3) Evalia las integrales siguientes, donde R es el rectdngulo [0, 1] x [0,1].
a) / (2% +17) dA; b) /(y €YY dA;
R Jr
c) / (22 y? cos 2%) dA; d) / log[(z+ 1) (y+1)] d&;
R : R
e) /(am+by+c) dz dy; f) /(rmy")dxdy, m,n >0
R Jr
g) /($2+2xy+y\/5) dx dy; h) /sen(x—i—y)datdy.
R R

4) Halla el volumen acotado por la gréfica de la funcién f(z,y) en el rectdngulo It
indicado y los cuatro lados verticales del rectangulo R.

a) flz.y)=22+y* R=1[0,1x[0.1];
b) f(z,y)=seny, R=10,1]x[0,7/2];
¢) flzy)=z24+y, R=[01]x12].

5) Calcula las sigujentes integrales dobles por integracidn sucesiva.
a) // (z*+32%y+4°) dA, donde R=[0.1]x [0.1]:
R

b) //R (Vi+z—3zy’) dA, donde R=[0.1]x [1,3];

]

c) // (sen(z +y)) dzdy, donde R=10. %] x [0,
R L

d) // | cos(x +y) | dzdy, donde R=[0.7]x[0,7].
R
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12.3. LA INTEGRAL DOBLE SOBRE REGIONES MAS GENERALES.
12.3 La integral doble sobre regiones mas generales.

Eu esta seccién vamos a definir la integral doble / flz,y) dA en regiones D mas generales
D

que rectangulos y desarrollaremos una técnica para evaluar este tipo de integrales. A
este fin, definimos tres tipos especiales de subconjuntos D del plano zy, que llamaremos
regiones elementales, y cuya frontera D es del tipo de conjunto de discontinuidades
de una funcién permitida en el teorema 12.2.

Definicién. Sean @;: [a,b] — Ry ®,: [a,b] — R dos funciones continuas con valores
reales que satisfagan ®;(z) < ®,(x) para todo z € [a,b]. Se dird regién de tipo 1
al conjunto D dado por D = {(z,y) / = € [a.b],®1(z) < y < ®y(z)}. Las curvas y
segmentos de rectas que acotan la regién D, forman juntos la frontera 8D de D.

¥4 ¥ T y
| y=000) ! y=, 08 ¥= &0
I |
i D
i
@ [ ) !
‘ Ly ! L e | T
) H : I
i . S « b < a b X

Definicién. Decimos que una regién D es de tipo 2 si existen funciones continuas
Viiied] = Ry s fe.d] — R que satisfagan ¥, (y) < Us(y) para todo y € [c,d], y el
conjuito D viene dado por D = {(z,y) / y € [c.d], ¥1(y) < 2 < Us(y)}. De nuevo las
curvas y segmentos de rectas que acotan la regién D, forman su frontera 8D.

v N ¥
<

gy
=Wy

X ! X X

Finalmente una regién de tipo 3 es aquella que es del tipo 1 v del tipo 2 simultdneamente;
es decir, se puede describir tanto como una regién de tipo 1 como una regién de tipo 2.
Un ejemplo de regién de tipo 3 es el disco unitario para el cual

Oi{z) = ~V1—22, By(x)=+v1— 22 Ui(y) = —v1—y2 Usyy) =+/1—12

¥ ¥
1

NA

-1

x
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

Para poder definir integrales dobles en regiones elementales del plano zy. realizamos lo
siguiente. Sea D es una regién elemental en el plano, entonces escogemos un rectdngulo
R que contenga a D. Dada f: D — R continua (y por lo tanto acotada), extendemos la
funcién f a una funcién f* definida en todo el rectdngulo R como

. flz,y) (zy)eD
f($=y>={o (z.y) €D. (r.y)€R

Dado que la funcién f esté acotada, también la nueva funcién f~ lo estd: ademds [ s
continua, excepto quizé en la frontera 9D de D. Sin embargo, la frontera 9D estd formada
por gréaficas de funciones continuas, de modo que f* es integrable sobre R por el teorema
12.2. Por lo tanto

Definicién. Definimos | f(z,y)dA, la integral de f sobre el conjunto D como la

D
integral sobre el rectdngulo R de la funcién f*:

/Df(lay) dA = /R o y) dA.

Cuando f(z,y) > 0 en D, podemos interpretar la integral doble como el vohuuen de la
region tridimensional entre la gréfica de f y D.

. graph of ¢ = fix. 5} /gruph of 1*

i, i -

s | . |

| :
X ; |

B i f » | » b /[' Y
Y i [ 1#
P . L [
e v 1.7 %4
v D v 0

X clementary region -R

Teorema 12.5 Sea D = {(z,y) / = € [a,b], P1(x) < y < $o(z)} una region del tipo 1.

entonces
b p®a(x)
/f(x,y)dAz// flr.y) dyde. f12.n
D a J&i(z)
Demostracion:

Si R = [a,b] x [c,d] es un rectdngulo cualquiera que contiene al dominio D. podeos nisar
los resultados sobre integrales iteradas de la seccidn 12.2 para obtener

/]Df<x,y>dA=A.f*<x,y>dA=/:/cdf*m)dydr:'/Cd/:f*w.y)dmdy

donde f* esigual a f en D v cero fuera de D. Si D es una regién de tipo 1, las funciones
®,(z) y Bo(x) satisfacen ®;(z) < Do(x) para toda = € [a. b]. Podemos considerar entonces
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12.3. LA INTEGRAL DOBLE SOBRE REGIONES MAS GENERALES.

d
la integral iterada / / f7(z,y)dydz. v en particular la integral interior [z, y)dy
para deducir que como por definicién es f*(z,y) =0siy < ®:(zx) oy > @o( ), luego

d &y () @a(z)
“(z,y)dy = “(z,y)dy = y) dy.
/c [z y)dy A [z, y)dy / flzy)dy

1 () $1(z)
Finalmente, sustituyendo en la expresién anterior

a(z)
/fxydA //fxydyd:v—// flz,y)dydzx.
1(x)

En el caso f(x,y) = 1 para todo (z.y) € D, la 1nteg1al/ flz,y) dA es el drea de D. De

la féormula (12.4) obtenemos

a(z) b
/ / flz,y)dydz 4/ / dy dz =/ [@o(z) — ®1(z)] dz = A(D).
@y () @y (x) a

Nétese que este resultado para el 4rea es consistente con los resultados de céleulo de una
variable para el drea de una regién entre dos curvas.

c.qd

Con una demostracién parecida a la del teorema 12.5 se puede demostrar lo siguiente.

Teorema 12.6 Sea D = {(z.y} / y € [c.d]. U1{y) < = < Us(y)} una region del tipo 2.

entonces
Yoly)
/ flzy)dA = / / flz,y) dz dy. (12.5)
T,

En el caso f(z,y) = 1 para todo (z,y) € D, la integral / flz,y)dA es el 4rea de D. De

la férmula (12.5) obtenemos

Woly) d pYa(y) d
L[ dy= [ [ aray= [ 1)~ 0a(0)) dy = A(D)
Yi(y) Y1 (y) c

Es interesante notar que estas integrales no dependen de la seleccién del rectangulo R.
Ademds, para integrales dobles sobre regiones mas generales valen las mismas propiedades
vistas en la seccién 12.2.

Como propiedad adicional enunciamos, sin demostracion, el siguiente teorema:

Teorema 12.7 Teorema del valor medio para integrales dobles.
Sean f y g dos funciones continuas en una region D C B2, Si g es no negativa en D,
criste un punto (xg.yp) en D para el cual

[t nstaydrds = o) [ glo)deay
D D
Llamnaremos al valor f (z¢,yo) la media ponderada por g de f en D.
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CAP/TULO 12. INTEGRACION.
Si escogemos g{(z,y) = 1 para todo (z.y) € D la férmula anterior se reduce a

/ Fay) dedy = f (0, 10) / dxdy = f (vo.0) - (Area (D))
D D

Diremos que f (o, yo) es el valor medio de f en D.

Ejemplo 1. Sea T el tridngulo T = {(z.y) / 0 < = < 7/2.0 < y < x}: calcula la
siguiente integral doble
/, (2% y + cos x) dA.
T
Solucién:
Considerando la regién T° como de tipo 1 y usando
la férmula (12.4), tenemos

/(xsy—i-cos ) dAz/g/ (2 y + cos ) dydr = N e mm
T o Jo

_:2; 9 z % 5 ‘ V=M%=
/ sz—+ycosx dx:/ L ircosz)de= ;I
0 2 0 0 2

x5 N n 2 b n 1 ‘ t
— + 2 sen cos =_— -1 oo e :
12 ‘ ‘ o 768 e

o] =

Ejemplo 2. Sea D el dominio D = {{z,y) / —1 <z <1.—2> <y < 2%} caleula la
integral doble

/ (7"2 - y) dA.

Jp
Solucién:

Por su propia definicién, la regién D es una regién
de tipo 1. Usando la férmula (12.4). tenemos

1 2?2
/ (x2—y) dAz/ / (.rZ—y) dydzr =
D -1J-z2
1 Y2 z? 1
/ [:UQy——} dxz/ 224 dy =
—1 2 —x2 -1

Ejemplo 3. Halla el volumen del tetraedro acotado por los planos y =0, 2 =0. r =0 ¢
y—x+z=1

Solucién:
El tetraedro dado tiene una base triangular D cuyos puntos (z.y) satisfacen

—1<z<0 vy 0<y<l+mx
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por lo tanto podemos ver D como una 1eg10n de

tipo 1.
Para cualquier punto {z,y) en D, la altura de la
superficie z sobre (z,y) es 1+z~y. Asi, el volumen oo

3 . —
que buscamos estd dado por la integral et

/. {(1+z2—y)dA
Jp

Usando la férmula (12.4), obtenemos

/(1+z— //1+z1+33— dyd:c_/ {:(l—i-x)y_y??}l-kzdz:
L ey

1) Dibuja las regiones de integracién y calcula las siguientes integrales dobles:

Ejercicios.

// z cos(z +y)drdy, S tridngulo de vértices (0,0), (x,0), (=, 7);
s
//(1 +x) sen ydrdy, S trapezoide de vértices (0,0), (1,0), (1,2), (0,1);
s
// (JCQ - yg) drdy. D regién limitada por y = sen z v el intervalo [0,7].
D

2) Calcula por doble integracién el volumen del conjunto de ordenadas de f sobre S:

a) flry)=2>+¢". v S={zy)/|z|<1, [y <1}
b) flzy)=3a+y. v S={(z,y) /42 +9y> <36, 2> 0, y > 0}
¢) flzy)=y+22+20, y S={(z,y)/2*+y> <16}

3) Evalda las siguientes integrales iteradas y traza las regiones D.

1 pa? 3z-+1
/ / dy dx; / / dy dz;
o Jo 2
-1 pe*
J a [ / ydy da:
0 J1 0 3
-2 y? T/2 peosz
/ / (2% +y) dx dy; f) / / (y sen z) dydzx.
-3J0 0 0

4) Halla el drea de la regién del primer cuadrante delimitada porzy = 2,y = 1,
y=ua+ 1
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

5) Calcula por integracién doble el 4rea de la regién acotada por los siguientes pares
de curvas:
a) z¥=4y, 2y-z-4=0; b) y=z. z=4dy—y=

c) y=2z, 49°=12% d) 2+y=5 zy=6.

6) Sea D la regién acotada por el eje i v la pardbola z = —4 y? + 3. Calcula la integral
doble / 2 ydxdy.
D

7) Halla el volumen del sélido limitado superiormente por z = = + y e inferiormente
por el cuadrado unidad 0 <z < 1.0 <y < 1.

12.4 Cambio del orden de integracion.

Si el conjunto D es una regién de tipo 3, quiere decir que es del tipo 1 v del tipo 2 a la
vez, entonces podra expresarse como el conjunto de puntos (z,y) tales que

a<z<h  Pi(z) Sy < Bola)
v también como el conjuntd de puntos (z,y) tales que
c<y<d, Ui(y) <z < Ualy).

Por lo tanto tenemos las férmulas

oz Ya(y)
/fxydA // arydydx—/ / flz,y) dz dy. (12.6)
B ( ¥1(y)

Si tenemos que calcular una de las integrales iteradas. lo podemos hacer evaluando la
otra; esta técnica se llama cambio del orden de integracidn. Suele ser ttil realizar
estos cambios al evaluar integrales iteradas, pues quiza nna de las mismas sea mas dificil
de calcular que la otra.

Ejemplo 1. Calcula
| (Va-v) da
D
con D el dominio de interseccién de las curvas y = z% e y = V.

Solucién:

Al proyectar D en el eje x obtenemos el interva-
lo cerrado [0,1]. Luego el dominio D consiste en
{(z,y) /0 <z <1, 22 <y < 7}, que es una
regién de tipo 1. Usando la férmula (12.4). que
coincide con la primera de (12.6), obtenemos
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También podemos integrar en el orden inverso. Al proyectar D en el eje y obtenemos el
intervalo cerrado [0,1]. Luego el dominio D = {(z,y) / ¢* < z < VY. 0<y <1} oes
una region de tipo 2. Usando la formula {12.5), que coincide con la segunda de (12.6),
obtenemos

‘ A N 119 1VE
Lva-an = [0 E) ey [ [3va-ite] a=
D 0 Jyt 0 ¥ .
L2 - 1 8 2 1 . 1
- o - S S Y o o SRS 4 B
[ Gor-viegv)a- 597 N T

Ejemplo 2. Calcula mediante integracién doble el 4rea de la regién D comprendida entre
las curvas Vz + /f=ayz+y=a

Solucién:
La region D estd representada en la figura. Su drea y
viene dada por la integral doble :

/ dz dy.
JD p Kby=a

Podemos proyectar D sobre el eje z y escribir las
fronteras como funciones de z: Vi

y=(Va-v2)’ e y=a-a. A

Luego el dominio D consiste en {(z,y) /0<z<a, (Va—vz) <y<a- z}, que es
una region de tipo 1. Usando la primera parte de la férmula (12.6), obtenemos

/I;dxdy /Oa/(;iﬁ)zdyd:c:/oa {(a—x)— (\/__\/5)2} dr =
= /Oa(“2l'+2\/-5\/5) dr = {—124—%\/5\/5}::%@2_

También podemos proyectar D sobre el eje y y escribir las fronteras como funciones de y

I:(\/_—\/g)Q y z=a-—y.
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

Luego podemos escribir D = {(z.y) / (Va— \/_) <z <a-y. 0<y<a}, queesuna
regién de tipo 2. Usando la segunda parte de la férmula (12.6). obtenemos

/Ddyd:c /Oa/(;iﬁfdxdy:/o (a-y)- (\/f_\/—(l) ] ay -
/oa(”””ﬁ\/?) dy:{—yﬂ%ﬁ\/ﬂo:—

i

If

Ejemplo 3. Evaliia la siguiente integral cambiando el orden de integracién:

/ / \/—?dedx

Solucién:
Por como viene dada la integral, el dominio de
integracién D estd formado por los puntos (z,y)
tales que

0<z<a y 0<y<ya?-22,

es decir, es el primer cuadrante del disco de radio
a 'y centro en el origen.

‘ tain X

Por lo tanto D también puedé describirse como el conjunto de puntos (z,y) que satisface
0<y<a y 0<z<+/a®>—y> Usando la 6rmula (12.6). obtenemos

a2—y?

// mdydx—// \/mdmh:
G N R e

3 3

Calcular la primera integral iterada directamente es posible pero notablemente més com-
plicado.

El siguiente ejemplo muestra que a veces puede ser imposible evaluar una integral iterada
y, sin embargo, ser posible evaluar la integral obtenida cambiando el orden de integracion.

Ejemplo. Evalia

2 logz
/ / (x —1)V1+e2vdydz.
1 0

Solucidn: N

Por como viene dada la integral, el dominio de 0.5 v = log x

integracién D estd formado por los puntos (z,y) | B
0.5 i 1.5 P

tales que

1<z<2 y 0<y<logx,

es decir, viene dado como recinto de tipo 1.

492



124 CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION.

Sin embargo, D es de tipo 3 v por lo tanto puede expresarse también como
U<y<log(2) v e#<z<2

Asf, usando la férmula (12.6), la integral iterada pedida es igual a

2 logz log(2) 2
/ / (z—-1)V1+evdydr = V14e?y [/ (x—l)dx} dy =
1 o] 4] ey
log(2) 2 2 log(2) 2y
V14 ey FQ——JJ dy = V14 ey (ﬁ-%) dy.
0 “ ev 0 4

Esta 1ltima integral es suma de dos términos. Si en el primero realizamos el cambio de
variable v = e¥ y en el segundo « = ¢*¥ llegamos a

2 1 -4 17 2
/ \/1—i—v2dv—z/ \/1+udu=§ivyl%—v—b—log(\/l-{-v—&-vﬂl—
1 1

_ E\/(TU)JK= (2\/_—\/§+Iog:gii> —é (5\/3—2\/5).

[NeR )

Concluimos esta seccién con algunas consideraciones sobre la simetria en la integracién
doble. :

En el caso de funciones de una variable, tenfamos que si f es continua sobre un intervalo
que es simétrico respecto del origen, digamos [—a, a],

si f es impar = / flz)dz =0,

si f es par = [ flz)de=2 /a f(z)dz.
—a 0

Para las integrales dobles tenemos resultados similares.
Sean D un recinto simétrico respecto del eje y y Dy la mitad derecha, luego

si f es impar en z [f(—l;yj =-flz.y)] = / fz,y)dzdy = 0;
D

deprasfcay=fey] = [ feyey=2 [ feyiad
D Dy
Sea ahora D un recinto simétrico respecto del eje . y D, la mitad superior, luego

s fesimparen y [f(z.—y) = —fla,y)] = /D flz,y)dedy = 0;

si f es par eny [f(z, ~y) = f(z,y)] = Af(z,y) drdy =2 / flz.y)dzdy.

s
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CAP/TULO 12. INTEGRACION.

Ejemplo 1. Sea D la region finita comprendida entre las dos rectas y = x, y = —x. para
—a < z < a. Calcula :

/ (22 —sen z°y) dx dy.
D

Solucién:
La simetria respecto del eje y nos da

/Qxda:dyzo, }
D ;

siendo el integrando impar en z. De la misma ma-
nera, la simetria respecto del eje x nos da

/sen$2ydxdy=0. ‘
D

(B fa-a

siendo el integrando impar en y. Luego {comprobadlo evaluando la integral)
/ (22 —sen z°y) dedy = 0.
D

Ejemplo 2. Calculemos otra vez la integral doble

/D (x* —y) dA,

donde D es el dominio D = {(z,3) / —1<z <1, —2? <y < 2?}
Solucién:

. < 4
Ya vimos que la solucién es —. y ]

Ahora utilizemos la simetrfa del recinto D.
Por simetria de la funcién f(z,y) = y respecto del
eje z, tenemos

/ ydzxdy = 0.
D

Por otro lado la funcién f(z,y) = z° resulta ser simétrica respecto del eje z y también
respecto del eje y; luego

/xzda‘,dy=2/ xzdmdyzal/ a2 dx dy
D J Dy JiDy).

donde (Dy), es la mitad superior de la mitad derecha de D. Finalmente

1 z2 y 1 4
/(IQ_y) dA:4/ xdedyzél/ / I‘dyd.r:-l/ 2idr = <.
D (Da)s 0o Jo 0 2

i
Y=, txp=x 2 ‘
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12.4. CAMBIO DEL ORDEN DE INTEGRACION.

Ejemplo 3. Calcula el volumen de la porcién del cilindro 22 +y* = b* comprendida entre
los planos y +2=a2y 2 =0, con ¢ > b > 0.

Solucidn:
El sélido en cuestién estd acotado inferiormente
por el disco

D={(z,y) /0<2° +¢* <%},
v superiormente, por el plano
z=a?—y.

Entonces el volunen viene dado por la integral
/ (a® —y)dzdy = 0.
JD
Dado que D es simétrico respecto del eje 2 tenemos

/ydxdy=0. .
D

Lu.ego {(comprobadlo evaluando la integral)

/ (a® —y)dedy = / o’ da dy = o / dz dy = a* (drea de D) = 7 a®b%.
JD JD D
Ejercicios.
1) Escribe las ecuaciones correpondientes a los lfmites de los recintos en que estan

definidas las siguientes integrales dobles. Dibuja estos recintos. Inverte el orden de
integracién en las siguientes integrales dobles.

4 12 1 3-y?
a) / / fla,y) dy da: b) / / f(z,y) dz dy;
0 J3a 0 Jy2/2

a (20w —r2y1 T senzx
¢) / / flay) dydx; d) / / fz,y) dydz;
a/2J0 0 0

o/ ;:f(w,y)dydz; o [ [ s vayas
g) /04/;0_yf(x.y)dxdy; h) /_j I:Hf(z,y)dyd:r;
Y ./:,/,jzf(“’“’/)dyd“ i) /0 1 /Oygf(m,y)da:dy;
‘Y fteyjdrdy y /:2 [ )ty

m) /1'4 / " fey) dy o ) / ’ / fle,y) dyda.
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CAP{TULO 12. INTEGRACION.
2) Escribe las ecuaciones correpondientes a los limites de los recintos en los que estan
definidas las siguientes integrales dobles. Dibuja estos recintos. Inverte el orden

de integracién en las siguientes integrales dobles v calcula las integrales de la dos
maneras.

1l
a) //acydydm;
0 z
1 2—y
b [ [ e ytdeay
o J1

1 £/ 9—-22
c) / / 2% dzx dy.
J3J—\fo2
3) Evalda las siguientes integrales dobles.
1 3y 4 NG .
a) / / e“ Y dx dy; b) / / (z* + ) dyda
0o Jo 1)

1,1 0 pVEET

c) // (z+y%) drdy; d) // 22 dr dy:
0 Ji-y J-1J-yFT

e) // vV Vodedy, D={(z,y) /x>0 y>r" y<10-27}
D

f) // e Vdxdy, D = {tridngulo con vértices (0,0),(1,3) v (2.2}};
D

o [[ v @) dedn D={imw)
D

h) // (9:2 +2zy+ 2) dxdy, D eslaregién acotada por el eje z,
JJp

lasrectas z =0y x = 2 y la grdfica de y = —r® +

i) // ($2+3y3) drdy, D={(r.y)/0< 1+ <1}
D

<y<l 2+ y < 1)

DO | =

j) // VZydzdy, D={(z.y) /0<y<l y* <z <yh
D
k) //yezdwdy-, D={(z,y) /0<y <1 0<a<y’)
JD
1) // {z + ) dzdy, donde D es la regién acotada entre y = z° e y = x*. con
JJp

z € [-1,1].

4) Calcula por integracién doble el drea de la regién acotada por los siguientes pares
de curvas.

a) zt=4y, 2y-c—4=0; b) y=z. z=dy-y~
¢) y=ua 4y*=2z% d) z+y=5 zy=60
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12.5. LA INTEGRAL TRIPLE.
12.5 La integral triple.

Una vez familiarizados con las integrales dobles / / flz,y) dz dy, resultara facil entender
D

las_integrales triples
/// flz,y,2)dedydz.
T

Bésicamente, la tnica diferencia serd que en lugar de trabajar con funciones de dos varia-
bles continuas en una regién D del plano, trabajaremos con funciones de tres variables
continuas en una determinada porcién 7' del espacio tridimensional.

Dada una funcién continua f: R C R* — R, donde R es alglin paralelepipedo rectdngular
en R3, podemos definir la integral de f sobre R como limite de sumas, as{ como lo hicimos
para una funcién de dos variables.

El paralelepipedo rectdngular B  R® es el producto cartesiano R = [a,0] x {c,d] x [e, f]-
Definicién. Por una particién regular P de R de orden n, entendemos tres colecciones
ordenadas de n + 1 puntos igualmente espaciados {z:},, {Ui}izo ¥ {2k} heo; esto es,
puntos que satisfacen

a=29 <2 <Tp<...< 2, =b,

C=YP <y <y <...<y,=d 2

e=Yo<z<n<..<z,=f A

b—a
Ar =z — ;= >
n X,
d—c
Ay =y —y; = :
n
f—e Yooy

Az = k1l — 2 =

n
Sea Ry, el ijk-ésimo paralelepipedo recténgular [T, Zir1] X [y5, Y] X (20 20e1] ¥ Gijk

cualquier punto en R;j. Supongamos que f: R — R es una funcién acotada con valores
reales. Podemos entonces formar la suma

n~1n-1n-1 n—1
So=D > fl@w) Ardydz= 3 f(au) AV,
i=0 j=0 k=0 i,7,k=0

donde AV = Az Ay Az. Esta suma de Riemann para f estd tomada sobre todo indice 3,
7 ¥ kde0an— 1. demodo que hay n? términos.

Definicién. Sea f una funcién acotada de tres variables, definida en R. Si existe el limite
S = lim S, (para cualquier seleccién de puntos Cisi: en los paralelepipedos rectangulares

n—0oC

R;ji). lo llamaremos integral triple de la funcién f sobre Ry lo denotamos por

. I;de, /Rj(o:, Y, z)dV, /f.if(z,y,z) dre dydz, ///Rf(x y, z) dz dy dz;
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

es decir
n—1
// flz,y,2)dzdydz = lim S, = § = lim Z F (@) Az Ay Az,
R n—-2c n—oc o

Como en el caso de la integral doble, podemos probar que las funciones continuas definidas
en R C R? son integrables. M4s aun,

Teorema 12.8 Las funciones acotadas cuyas discontinuidades estdn confinadas en grificas
de funciones continuas (tales como z = a(y, z), y = B(x, z) 0 2 =~(z,y)) son integrables.

Esto es el andlogo del teorema 12.2.
También hay un teorema andlogo al de Fubini 12.3 en el caso de integrales triples.

Teorema 12.9 Teorema de Fubini.
Sea f: R C B® — R una funcidn continua en el dominio R = [a.h] x [c.d] x le. f].
Entonces las seis integrales iteradas posibles son iguales.

///fxyZd"dydx_///fxyzd'[dydz——
///fmyzdydzdr—/// ) dydeds =
/// fl’yZd/.drdy—///frz/ 2)dx dz dy.

En otras palabras, una integral triple se puede reducir a una triple integracién iterada.

—
—
[}
~1

S

Para completar la analogfa con la integral doble. consideremos el problema de evaluar
integrales triples sobre conjuntos acotados més generales W~ C R3. Siendo el conjunto
acotado, se puede encerrar en una caja R. Entonces extendemos la funcién f a una
funcién f* definida en todo el paralelepipedo rectangular IR como

. N fay) (zys
flay.2) = { 0 (r.y.2) g W, (r.y.2)€R

Dado que la funcién f estd acotada, también la nueva funcién f* lo estd: ademads f
es continua, excepto quizd en la frontera W de 1V. Sin embargo. la frontera 911" estd
formada por graficas de funciones continuas, de modo que f* es integrable sobre R por el
teorema 12.8. Por lo tanto

Definicién. Definimos / f(z,y,2)dV, la integral de f sobre el conjunto W como

D
la integral sobre el paralelepipedo rectangular R de la funcién f*:

[ sewaav= [ raaw
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12.5. LA INTEGRAL TRIPLE.

Como en el caso bidimensional, estas integrales son independientes de la seleccién del
paralelepipedo rectangular R.

Nuevamente, como en el caso de dos variables, nos restringiremos a regiones de tipos
especiales.

Definicién. Una regién W es del tipo I si se puede escribir como el conjunto de puntos
{(z,y, 2) tales que

a<z<h Pix) <y < Bo(z), mlzy) <z < ply). (12.8)

Aqui. las funciones v;: D — R {con ¢ = 1,2) son funciones continuas en el dominio D
que es una regién bidimensional del tipo 1. La condicién ¥1(z,y) = y2(z,y) implica que
(z.y) € 0D, es decir, si las superficies z = y(z,9) y 2 = 72(z, y) se intersectan, lo hacen
s6lo en puntos de la frontera.

? z = yx,¥) % z = vox,y)

z = 7'('X>y)

Una regién tridimensional también se llamard del tipo I si puede expresarse como el
conjunto de los puntos (z,y, z) tales que

c<y<d, Yy <z <0y, mlzy) <2< ywlny), (12.9)

donde las funciones v;: D — R (con ¢ = 1,2) son como antes y D es una regién bidimen-
sional del tipo 2.

Definicién. Una regién W es de tipo II si puede expresarse en la forma de la ecuacién
(12.8) 0 (12.9). intercambiando los papeles de = y z; W es de tipo ITT si se puede expresar
en la forina de la ecuacidn (12.8) o (12.9), con y y 2 intercambiados.

Flualmente una regién de tipo IV es aquella que es del tipo I, tipo II y del tipo IIT al
mismo tiempo. Un ejemplo de una regién de tipo IV es la esfera de radio r, 22+y%+2% < 2,
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CAP{TULO 12. INTEGRACION.

regién del tipo | regidn del tipo 1 region del tipo 1H
\
‘F:\,_:,_\uv.::‘.‘ﬁ;t
i TN
la tapa ¥ el fondo son el frente v la parte posterior s Jades izquisrdo ¥ derscho
wuperficics z = f(,%) son superficies z = (7. 2] i suprrficies g = f[m,

regicn del frps TV
coma regiin coma yegan .
del tipe T del tipo 31 1 et

En la seccién 12.3 demostramos los teoremas 12.5 y 12.6, para luego dar en la seccién 12.4
la férmula (12.6) valida para regiones bidimensionales de tipo 3. En el caso tridimensional
se deberd llegar a férmulas parecidas. Si W es del tipo I, tenemos

f(z,y.2)dV

So(z)  py2(zy)
Y 2 / / / flr.y.z)dzdyde =
w ~(ry)
ry
/ / flz.y. z)d=\ dydzx,
D | Jnlzy)

Va(y) (zy)
/ / / flr.y.z)dzdxdy =
(z.y
"Q(I y) v
/ / (x.y,z)dz| dzdy.
Yi{z,y)

segiin que W esté definida por la ecuacién (12.8) o (12.9).

i

/ f(ey,2)dv
v (12.11)

Si f(z,y.2z) =1 para todo (z,¥,z) € W, entonces obtenemos
flz,y,2)dV = / 1dV = Volumen ().
w w

Si W es del tipo I y se puede aplicar la férmula (12.10), obtenemos

Do(z)  py2(Ty) Bo(r) )
Volumen (W) = / / / dzdydr = / / —lxoy)] dyde.
. $1(x) v {z.y) P {7)
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12.5. LA INTEGRAL TRIPLE.

De la definicién de integral como limite de sumas y los teoremas de limites, se pueden
deducir algunas propiedades fundamentales de la integral triple, que son esencialmente
las mismas que para la integral doble, vistas en la seccién 12.2.

Propiedades de la integral triple.
Se supone que las funciones f y g son continuas en el paralelepipedo rectangular R.

1) Linealidad.
| v +seuaav = [ fepdv+ [ ey
R R R

2) Homogeneidad.

/kf(z,y,z>dV=k/f<x.,y,z>dv, VkeR;
R R

3) Monotonia. Si f(z,y,2) > g(z,y,2) en R, entonces
[ tevaar [ stwyz)av,
J R R

4) Aditividad. Si B;, i =1,...,m son paralelepipedos rectangulares disjuntos entre si,
tales que f es integrable sobre cada R; y si @ = Ry U Ry U --- U R,,, entonces una
funcién acotada f: Q@ — R es integrable sobre Q y

/Qf(ar,y,z)dv=Z;/Rz fle,y,2)dV.

Teorema 12.10 Teorema del valor medio para integrales triples.
Sean f y g dos funciones continuas en una regién W C R®. Si g es no negativa en W,
existe un punto (zg,yo,20) en W para el cual

[ fe v gte v s dyds = fonam) [ ooy ) dedys
Llameremos al valor f (xq.79, 20) la media ponderada por g de f en W.
Si escogemos g{z.y, z) = 1 para todo (z,y, 2z) € W, la férmula anterior se reduce a
. flz oy, 2)dedydz = f (zo,v0, 20) /w dz dydz = f (20,0, 20) - (Volumen(W)).

W

Diremos que f (zg. yo, 20) es el valor medio de f en W.
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Ejemplo 1. Usa integrales triples para hallar el volunen del tetraedro T de vértices
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) ¥ (0.0, 1). '

Solucién:

Decidir cémo describir la regién suele ser, con frecuencia. el paso més dificil en la eva-
luacién de una integral triple. Una vez realizado esto de manera apropiada, queda sélo
evaluar la integral triple dada usando una integral iterada equivalente.

El volumen T viene dado por la integral triple

/dfcdydz
T 7 A

Para calcular esta integral, podemos proyectar T’ Dot
sobre cualquiera de los tres planos coordenados.
Vamos a proyectar sobre el plano ry. La regién de
base es entonces el tridngulo

B={(z,y) /0<z<1,0<y<1—z}.

(LR

Dado que la cara superior es parte del plano incli-
nado z =1 — z — ¥, tenemos que T es el conjunto A
de todas las ternas (x,y, z) tales que

w

T={(z,y2) /]0<2<1, 0<y<l—2 0<:<1-r—y}

1 11—z l—z—y 1 1—1
/dxdydz=/ / / dzdydmz/ / (1—x—y)dydr =
T Jo Jo 0 o Jo

/01 {(l—z)y—yﬂl_m dz:—;-/o1 1-2z)? dTL‘:—% [(1—1)3};:%

0

Entonces.

14

Ejemplo 2. Verifica la férmula para el volumen de una bola / drdydz, donde S es la
/s

esfera unitaria % +y? + 22 < 1.

Solucién:

La regién S es de tipo IV, y podemos entonces ele-
gir cualquiera de las posibilidades para describirlas
como regién de tipo I, I o III. Si la suponemos co-
mo regién de tipo I, podemos describir la esfera S
como el conjunto de {z,y, z) que satisfacen

—-1<2<1, —VI-22<y<Vi-z%
—/1—z2 =2 <2< /1 —z?—y2

Aplicando la férmula 12.10 y las propiedades de
simetria, obtenemos

v

10.0.1)
/
_N‘m,m
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12.5. LA INTEGRAL TRIPLE.

1- 22—y
/dxdyd / / / dzdydx =
S 1— 1:~—y2

1 VI 1.
2/ \/l—xQ—deyda:=2/ T dz =
- -1

1J—VT=2?

1 371
I IR
W/_l(l—a,)dr-/ {x 3}_1—37“.

En el cdlculo de la segunda integral en la segunda linea, se ha usado el siguiente resultado
obtenido de una tabla de integrales:

t 2 ¢
/\/aQ——tzdt:E\/az——t2+% arcsen —, a >0,
2 a
conag=v1—-x2yt=y.

Ejemplo 3. Sea W la regién acotada por los planos z = 0, y = 0, z = 2 y la superficie
=24+ 220,y > 0. Calcula

V(S)

/ zdzdydz.
W

Solucién:
Si pensamos el sélido como regidén de tipo I, pode-
mos describirlo como el conjunto de (z,y, z) que

satisfacen
)<z <V2 0<y<V2-2,
R (/ <z <2 ﬂ ’
Aplicando la férmula 12.10, obtenemos x \

V2=zZ
/x dldydz—/ / / xdzdydx—/ / 22+y2 dydz =
Ju
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También podemos pensar en W como una regién de tipo II. es decir, podemos describirlo
como el conjunto de (z,y, z) que satisfacen

0<2<2 0<y<vE 0<z<Vz—yo

Aplicando la férmula 12.11, obtenemos

2 oz z—y
/z d:rdydz:/ / / xdrdydz-/ / [
w o Jo Jo
2R 1 VE 1?2
Y Y - 3/2
dydz:—/ {zy——} d~:—/fz dz =
/0 0 2 2 Jo 31, 2 Jo 3

L\D|L3

} dy dz =

Ejemplo 4. Integra f(z,y, 2
determinada por el elipsoide

Solucién:
Si suponemos el s6lido T como regién de tipo I, la
frontera superior de T tiene por ecuacién

z=v(z,y) = —\/a2b2—b212—a2y

Esta superficie corta el plano zy a lo largo de la
curva

y=0o(z) = 2\/(12 — z2.
Podemos entonces considerar la region de base
D={(z.y) /0<z<a, 0<y<ox)} .

Luego podemos caracterizar 7' como el conjunto de los (7, y. z) que satisfacen

b
0<z<a 0<y<olr)==vat-22 0<z<y(zy = —\/a b? — b2 22 — a? y2.
a

Aplicando la férmula 12.10, obtenemos (comprobadlo evaluando la integral)

"J(zw
yz Ydzdydz = dzdydl’——ab2 2
Y

También podemos pensar en T' como una regién de tipo II, es decir proyectando sobre el
plano yz. En términos de y y 2, la superficie curvada tiene por ecuacién

=yY(y, 2) ——-\/bZCQ—c-y — b2 22
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12.5. LA INTEGRAL TRIPLE.

Esta superficie corta el plano xy segin la curva
y=9(z) =-Vc® -2z
Podemos entonces considerar la regién de base
D={(y.2) J0<z<¢, 0<y <g(2)},
y caracterizar T' como el conjunto de los (z,y, 2} que satisfacen
0<z2<ce 0<y<oz 0<z<yY(y2)

Aplicando la férmula 12.11, obtenemos {comprobadlo evaluando la integral)

o 9le) puns) 1
/(yz)dxdydz:/ / / (y2)dedydz = —ab?c2
Jr o Jo 0 15

Ejemplo 5. Usa las integrales triples para hallar el volumen del sélido 7T limitado
superiormente por el cilindro parabélico z = 4 — y? e inferiormente por el paraboloide
eliptico z = 2% + 342

Solucién:

Resolviendo el sistema formado por las dos ecua-
clones. tenenios :

183

{Zzi;_:/gy‘z = d-y*=2"+3y =

2 2 _
x4+ 4 Yy = 4. elipse
ez

Esto significa que las dos superficies se cortan a lo
largo de una curva en el espacio que estd sobre el
cilindro eliptico 2 + 43? = 4.

S

La proyeccién de esta curva sobre el plano zy es la elipse
4y =1

Luego la regién de base D serd el conjunto de los puntos (z, y) tales que

1 1
—2<x <2, —§v4—1'2§y§§\/4—a:2.

Luego podemos caracterizar T como el conjunto de los (z,y, z) que satisfacen
1 1
—3\/4—1’2 <y< 5\/4—932, 3y < <4 -4~

Aplicando la férmula 12.10 y teniendo en consideracién la simetria del sélido, obtenemos
(comprobadlo evaluando la integral)

-2<z

IN

2

Ay Vi=z2/2
/ / / d~dex—4/ / / dzdydr =4m.
=2 J=V4=22/2 S22 432 z2+3y2
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Ejercicios.
1) Dibuja la regién de integracién para cada integral, con su proyeccién en el plano xy.

Expresa entonces cada integral triple como una o maés integrales iteradas en las que
la primera integracién se efectia respecto a y.

1 1-z T4y

a) // / f(z.y,2) dz dy dz;
o Jo 0
1 p/1=22  prty

b [ [ty
—1J—vi=zZ Jo

1 1 224y?
c) / / / flz,y, 2)dzdydz.
o Jo Jo

2) Evalda las siguientes integrales triple
a) / zyzdV, W =][0,1] x [0,1] x [0,1];
w
zydV, W =][0.a}x[0,b] x 0.c);

22dV, W =10,1] x [0,1] x [0, 1]:

s 1M e

(2z+3y+2)dV, W=[12]x[-1,1]x[0,1];

A
A
a) /e—wydv, W =10,1] x [0.1] % 10, 1]
w
A

2" dV, W =1[0,1] x [0,1] x [0, 1];

,h
v
—

g) / z? cos zdV, W es la regién acotada por los planos z =0, z = 7, y = 0,
w
y=1lz=0yz+y=1

a b c 1 . v
h) / / / dz dy dz; i) / / / ydzdy dz:
0 70 JO Jo Jo Jo
1 p2y pz L oler ey
i) // /(x+2z)dzdxdy; k) / / / 4 zdz dydr
0 J1 0 Jo Jice Jo
1 2z x4y
1) / / / dzdydz.
0 Q z24y2

3) Halla el volumen de la regién acotada por z = a? + 3% y 2 = 9 — z°.

1 x Yy
4) Cambia el orden de integracién en la integral / / / flz,y,z)dzdydxr para

Jo Jo Jo »
obtener otras cinco formas de la respuesta. Esboza la regién de integracion.
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5) Sea T un sélido cuyo volumen es igual a V = / / / dx dydz. Dibuja T y rellena los
T
blancos en las siguientes integrales

. o o 0 & o O
a) V=/ / / dydzdz; b) V=/ / / dydz dx;
& SO IO ¢ IO IO
OO PO O o o
c) V=/ / / dxdydz+/ / / dz dy dz;
¢ IO SO S IO IO

29—z r2-g 3 pb—z 2z
) V= / / / dz dy dx; iy V= / / / dzdydzx.
Jo Jo 0 0 Jz 0

12.6 Cambio de variables en la integral multiple.

si

Antes de estudiar la férmula del cambio de variables para integrales miiltiples, es necesario
ocuparnos del efecto de las funciones de R? a R? sobre los subconjuntos de R2. En otras
palabras, primero debemos estudiar:

12.6.1 La geometria de las funciones de R? a R2.

Sea D™ un subconjunto de R? y sea T: D* — R? una funcién continuamente diferenciable,
que lleva puntos de D* a puntos en R%. Denotemos este conjunto imagen por D, entonces

D=T(D*) = {(z.y) € R* / (z,y) = T(z",y") para algin (z*,y*) € D*}.

Una manera de entender la geometria de la funcién T es ver cémo deforma o cambia el
conjunto original D*.

Ejemplo 1. Sea D* C R? el rectdngulo D* = [0,1] x [0,27]. Halla el conjunto imagen
D =T(D"), si T viene definida por T(r,6) = (r cos 8,7 sen ).

Solucidn:

El dominio D* resulta ser el conjunto {(r,§) € R> /0<r <1, 0< 4 <27}, que es un
rectangulo en el plano rd.

Los puntos (z,y) del conjunto imagen D = T(D*) C R? vienen definidos por (z,y) =
(r cos 0,7 sen 8). Dado que de

2 +yt=rcos?O+rPsen? b =7r><1

se sigue que todos los puntos de D estén contenidos en el disco unitario. Ademds, cualquier
punto (z,y) en el disco unitario se puede escribir como (r cos #,r sen §) para algunos
valores 0 <7 <1y 0<6<2nm. Por todo esto, D es el disco unitario.

Es interesante notar que todo valor con r = 0 tiene como imagen el punto (0,0) en el
plano zy.
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

Esta funcién T nos da un cambio de variables a coordenadas polares, ver la férmula
(9.1) dada en la seccién 9.4.

8 13
o’ T(r,8) = (r cos 6,7 sen f) D
= (z,9) .
(r.8)
1 T
Ejemplo 2. Sea D* C R? el cuadrado D* = [-1,1] x [-1.1]. Halla el conjunto imagen
D =T(D"), si T viene definida por T(u,v) = (u ;_ U, u; 1')

Solucién:
Determinemos primero el efecto de T en los cuatro lados del cuadrado. Empezamios
parametrizando los segmentos

y=(t,1) -1<¢<1, F{t) ={(1.t) —-1<t<1,
GE)=(t,-1) -1<t<1, Gty =(-1,8) -1<t<1.

Luego

t+1 t—1
T(&l(t))z(%,—2—> con —1<t<1

es una parametrizacién de la recta
y=x—1 con 0<x<1.

Para verlo eliminamos el pardmetro ¢ del sistema

t+1
r=—

2 t=2zx—-1 _1-—_9 -
il = {t=2y+1 & 2x—-1=2y+1 & y=z-L
V=

ademds, mientras ¢ varia desde —1 hasta 1, la variable = varfa desde 0 hasta 1.
De manera anéloga, los otros tres lados del cuadrado dan como resultado que:

T (72(t)) es una parametrizacién de larecta y=1—-2z con 0=z <1,
T (&5(t)) es una parametrizacién de larecta y=z+1 con —1<z <0

T (54(t)) es una parametrizacién de larecta y=-z~1 con -1<z <0
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Parece entonces razonable pensar que la aplicacién T va a “girar” el cuadrado D para
colocarlo sobre el cuadrado D cuyos vértices son (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1).

Para probar que asf sucede, sea —1 < « < 1 y sea L, una recta fija parametrizada por
a(t) = (a,1), con —1 <t < 1; entonces

es una parametrizacién de la recta

a—1 a+1
y=—r+tua con <z<
2 2
Esta recta comienza, para t = —1, y termina, para t = 1, respectivamente, en los puntos

a-1 a+1 a+1l a—1
2 7 2 2 7 2

que son puntos que estan sobre las rectas T o G3 v T 0 71, respectivamente. Asi, cuando o
varfa entre —1 y 1, larecta L, barre el cuadrado D* mientras que T'(L,) barre el cuadrado
D determinado por los vértices (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1).

v ¥
“1h 3, an /\

5 T :<u—;v7u;v>
= (z,y)

al
-
o

TLg) P

| EN
a

u

[SHN 3 a-n

El teorema siguiente proporciona una anera facil de describir la imagen T(D*).

Teorema 12.11 Sea A una matriz 2 X 2 con det A # 0 y T una transformacion lineal
de R? a R? dada por T(¥) = AZ. Entonces, T transforma paralelogramos en paralelo-
gramos y vértices en vértices. Mds ain, si T(D*) es un paralelogramo, D* debe ser un
paralelogramo.

Definicién. La funcién T es uno a uno (o inyectiva) en D* si para (u,v) y (¢/,v') en
D* T(u,v) =T v implica queu=vy v ="

Geométricamente, esto significa que dos puntos diferentes de D* no van a ser el mismo
punto de D bajo la aplicacion T'.

Ejemplo 1. La aplicacién T(z.y) = (z® + ¢°, y*) no es uno a uno porque
T(l.—-1)=(2,1) =T(1,1), aunque (1,-1) # (1,1).
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Ejemplo 2. Volvamos a considerar la aplicacién que nos da el cambio de variables a
coordenadas polares, T'(r,8) = (r cos 6,7 sen ). Demuestra que 7' no es uno a uno si su
dominio es todo RZ.

Solucién:

Si 8, # 8y, entonces T(0,60;) = (0,0) = T(0,6,), de modo que T no puede ser uno a uno.
Esta observacién implica que si L es el lado del rectangulo D* = [0, 1] x [0.2 7] donde
r=0y0 <8 < 27, entonces T manda todo el lado L a un solo punto, el centro del
disco unitario D. Sin embargo si consideramos el conjunto 5* = (0, 1] x [0, 27), entonces
T:5* — S es uno a uno.

U+v u—v
T2 02
en un ejemplo anterior como aplicacién de D* C R? en R? donde D* es el cuadrado
[—1,1] x [~1,1]. Muestra que como aplicacién T: R? — R? es uno a uno.

Solucién:

Supongamos que T'(u,v) = T(«/,v'); entonces

utv u—v\ (U0 w0 N uwt+v=u+v N u=,
2 7 2 /7 2 2 u—v=u —v v="1
Esto muestra que T' es uno a uno con dominio todo R2. En realidad, como T es lineal ¥

T(Z) = AZ, donde A es una matriz 2 x 2, bastarfa demostrar que det A # 0 (se propone
como ejercicio).

Ejemplo 3. Volvamos a considerar la aplicacién T(u,v) = , que vimos

Definicién. La funcién T es sobreyectiva en D si para cada punto (z,y) € D existe al
menos un punto {u,v) en el dominio D*, tal que T{u,v) = (z,¥).

Asi, si T es sobreyectiva, podemos resolver la ecuacién T'(u,v) = (z,y) para (u,v) dado
que (z,y) € D. Si T es, ademds, uno a uno, esta solucién es 1nica.

En los ejemplos anteriores hemos determinado la imagen D = T(D*) de una regién D*
bajo una funcién 7. Lo que nos interesard en lo que sigue serd, en parte, el problema
inverso: dada D y una funcién uno a uno T de R? a R?, hallar D~ tal que T(D*) = D.

Si tenemos una regién D dada y una funcién T, la determinacion de una regién D* tal que
T(D*) = D sera posible sélo cuando para todo (x,y) € D exista un (u,v) en el dominio
de T tal que T(u,v) = (z,7), esto es T debe ser sobreyectiva. Esto no siempre es posible.

Ejemplo 1. Sea T: R? — R? dada por T(u,v) = (,0). Sea D =[0,1] x [0,1]. Como T
lleva todo R? a uno de los ejes, es imposible hallar D* tal que T(D*) = D.

Ejemplo 2. Volvamos a considerar la aplicacién T'(u,v) = Y ;— U, ke ; Y). Sea Dl
cuadrado cuyos vértices son (1,0), (0,1), (=1,0) ¥ (0,—1). Halla D* tal que T(D*) = D.
Solucién:

Como T es lineal y T(Z) = A7, donde A es una matriz 2 x 2 que satisface det 4 # 0.
entonces T: B2 — R2 es sobreyectiva (demostradlo) v asi, es posible hallar D*. Ahora
por el teorema 12.11, D* debe ser un paralelogramo, luego para hallar D~ basta hallar
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log cuatro puntos que van a dar los vértices de D; entonces al conectar estos puntos,
habremos hallado D*.
Para el vértice (1,0) de D, debemos resolver

u+v u—v u+v=2 u=1,
T(u,v):( 2 ' 2 >_(1’O) = {u—v:() = {v:l.

Ast, (u,v) = (1,1) es un vértice de D*. Resolviendo para los otros vértices, hallamos que
D* =[-1,1] x [-1,1).

Ejemplo 3. Sea D la regién que estd en el primer cuadrante comprendida entre los arcos
de las circunferencias 22 +y* = a® y 22 +y? = b, con 0 < a < b. Sea T la transformacién
a coordenadas polares dada por T'(r,8) = (r cos 0,7 sen #) = (x,y). Halla D* tal que
T(D*)=D.

Solucién:

Los contornos dados tienen, en coordenadas pola-
res. ecuaciones r = a y r = b, respectivamente. La
regién D es tal que a® < 2% + 4% < V%, y como
72+ y? = r?, se sigue que a < r < b. Claramente,
para esta regién el dngulo 6 varfa entre 0 y w/2.

s

Asl, es D" = {a,b] x !LO’ 5 Ademds, T es uno a
uno. -

12.6.2 Cambio de variables en la integral doble.

Pasemos ahora a estudiar el siguiente problema: dadas dos regiones D y D* del tipo 1
6 2 en R?, dada una funcién diferenciable T en D* con imagen D, esto es T(DYY=Dy
dada cualquier otra funcién integrable con valores reales, f: D — R, quisiéramos expresar
Jp flz.y) dA como una integral sobre D* de la funcién compuesta foT.

Supongamos que D* y D son dos subconjuntos de R?, ambos del tipo 1, aunque pensados
¢l primero como subconjunto del plano uv y el segundo del plano zy. Entonces, la funcién
T estd dada por dos funciones coordenadas:

T(u,v) = (x{u,v),y(u,v)) para (u,v) € D*.

Como primera conjetura podriamos poner

/f(a:.,y)dxdl ;/ [z, v), y(u, v)) dudv
D D*

donde f o T{u,v) = f(z(u.v),y(u,v)) es la funcién compuesta definida en D*. Sin
cmbargo. si consideramos la funcién f: D — R, dada por f(x,y) = 1, entonces esto nos
daria .
A(D) = / dody = / dudv = A(D*),
D D-
esto es la igualdad de las dreas de los dominios D y D*. Es facil ver que esto se cumpliria
s6lo para algunos casos particulares y no para una funcién genérica 7.
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Ejemplo. Sea T: R? — R? dada por T(u.v) = (—u® + 4u.v). Restringe T al cuadrado
unitario D* = [0,1] x [0, 1], y comprueba que A(D) # A(D").

Solucién:
Si procedemos de la misma manera que en los ejemplos anteriores. tendremos que la
imagen mediante T del dominio D* es el rectdngulo D = T(D*) = [0.3] x 0,1}, v

claramente A(D) = 1% A(D*) = 3.

v v

i ST |

T(u,v) = (-u*+4u.v)
1 ; ~(,9) =

Lo que se necesita es una medida de cémo la transformacién I': R? — R? distorsiona el
4rea de la regién. Esto estd dado por el determinante jacobiano que se define como sigue.

Definicién. Sea T: D* ¢ R?® — R? una transformacién C' dada por z = z{u,v),
y = y(u, v). El jacobiano de T es el determinante de la matriz derivada D T(x,y)de T:

oz Or
dxz.y) | du v
Ow.v) | 0y Oy
Bu Bv

Si hacemos las restricciones adecuadas a la funcién T, podemos mostrar que el drea de
D = T(D*) se obtiene integrando el valor absoluto del jacobiano sobre D*; esto es,

MM=AW@ZL8WW

Au. v)
Ejemplo. La funcién 7: R* — R? que nos da el cambio a coordenadas polares viene
dada por T(r,8) = (r cos 8,7 sen §). Halla el rea de D = T{(D*) si D* = [0.1] x 0.2 7).
Solucién:
Segiin la férmula 12.12 necesitamos el jacobiano de la transformacién T. Dado que la
funcién que transforma coordenadas polares en coordenadas rectangulares, y viceversa,
viene dada por

h du dv. (12.12)

T =rcos b, y=rsenf,

su jacobiano serd (notar que aqui 7 y & juegan el papel de u y v. respectivamente)

oz Or
dzy) | or 086 |_|cosd —rsenf | o o
3r0) | Oy By | |senf rcos =7 (cos®f +sen’f) = 7.
or 98
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Luego, usando la férmula 12.12 tenemos

/,;dzdy:/[)» 9z, y)

B0, 0 'drd@z/*rdrdﬁz
2% 1 27 7'2 1 1 27 1
rdrd9=/ {—} df = = df==027) =n.
/0 /0 0 2 0 2 4] 2( )

Este resultado concuerda con la informacién obtenida anteriormente: en el primer ejemplo
de esta seccién vimos que D = T(D*) es el disco unitario dado por 2% +%2 < 1, cuya 4rea
es claramente « (drea del disco = 7 7%, con r = 1).

A(D)

No es fécil probar de manera rigurosa la férmula 12.12, es decir, demostrar que el deter-
minante jacobiano es una medida de cémo distorsiona el drea una transformacién. Sin
embargo, visto de manera adecuada, es plausible. Recordemos que A(D) = [, pdrdy se
obtuvo al dividir D en rectdngulos pequefios, sumando sus 4reas y tomando el limite de
esta suma conforme el tamafio de los rectdngulos tiende a cero. El problema es que T
transforma rectdngulos en regiones cuyas 4reas no son ficiles de calcular. Una herramien-
ta 1til es la derivada de T, que como sabemos de la seccién 10.3 es la mejor aproximacién
lineal a la funcién 7.

Consideremos. entonces, un pequeilo rectangulo D* en el plano uv. Denotemos por 77 la
derivada de T evaluada en el punto (ug, vg), de modo que T” es una matriz 2 x 2. Por lo
visto en la seccién 10.3 (ver la definicién de diferenciabilidad), sabemos que una buena
aproximacién a T'(u, v) estd dada por

% T, Ozr Oz
- ou v Ay \ du ov Au
T(u,v) = T(ug, vo) + or, on . ( Aw > = T'(ug,vg) + o . ( A > ,
ou v ou Ov

donde Au=u—ugy Av =10 — .

v

/——_\ & Ty + T

T(ug, vg) = (3?07 Yo)

1 avy D

L

(XY, - -
oY) Au%%i +Aug_g.J

X

Pero esta correspondencia manda D* a un paralelogramo con vértice en T(up, vg) ¥ con
lados advacentes dados por los vectores

o oo o
g | Ou v | (Au e | .o
T (Aut) = dy dy < 0 >-Au ay =AuT,,
Ou Ov Oou
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% Oz ox
3] au % 0 d_z 7 =
T A = . = A 1 = A 'Tl.,
(Av ) by oy ( Av > 1 dy 1
ou Ov v
donde los vectores
= Or_. Oy = Ox_. Oy,
T“~8u1+8u Y TU_E)L‘H_BL'J

estan evaluados en (ug, vg).
Sabemos de la seccién 9.3 que el drea del paralelogramo con lados iguales a los vectores
U1 = ai+ b7y U = cT+ dJes igual al valor absoluto del determinante

a bl _|a ¢
c d| b d

Asi, el drea T(D*) es aproximadamente igual al valor absoluto de

gﬁ Au ? Av ? ? . v)

U v — U v Auldv = t T Y) Au Ay
3y A dy A dy oy Ou, v)
ou ov v du Ov

evaluado en (ug,vg).
Si ahora consideremos una particién de D* en rectangulos pequefios con lados de longitu-
des Au y Aw, las imagenes de estos rectdangulos estan aproximadas por los paralelogramos

- - oz,
con lados T, Au y T, Av, y por lo tanto con édrea aéx’ y; Awu Av. Sumando sobre todos
U, v
10(x,
los paralelogramos y pasando al limite, ]a suma se convierte en / }8&1 y; du dw.
o | Olu, v

v

sy AT
/]
N M
(R [Th
bNAC IS
U ]
Au

Ejemplo. Volvamos a considerar la funcién T: R? — R? que nos da el cambio a coor-
denadas polares: T(r,8) = (r cos 8. r sen ). Sea D la regién elemental en el plano zy
acotada por la grafica de una ecuacién polar r = f(6). donde 6y < § < 6,y f(8) > 0. En
el plano rf consideremos la regién D* del tipo 2 donde 6y < 8 < 6, y 0 < r < f(8). Bajo
la transformacién T, la regién D* va a dar sobre D. Usar la férmula (12.12) para calcular
el rea de D.
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Solucién:

9(z,y)

de dy =

/D i /D 8(r,6)
61 1(8) 61 1,276 6, 2

/ V rdr} d9:/ {%} d=[ L9 4
6o 0 [’ =10 25} 2

que es la misma férmula que vimos en la seccién 3.6.

P
5
I

‘ drd@:/ rdrdf =

i

)
i v
o, /——\ i
|

& T(r,8) = (r cos 6,7 sen d)
8 = (.Z, y)

I : i x

En el teorema 3.4 se di6 la f6rmula (3.2) para el cambio de variable en el caso de una
funcién de una variable

z(b)

/ fla@) ' (u) du = )f(x)dz (12.13)

z(a

vélida si f es continua y la aplicacién que transforma u en z(u) es continuamente dife-
renciable en [a,b]. Queremos ahora reescribir esta ultima férmula para luego generalizar
el resultado a las integrales dobles.
Supongamos que la funcién de clase C' que transforma u en z(u) es uno a uno (o inyectiva)
en [a,b]. Tenemos

dx ; dz
(Nétese que si, por ejemplo, la derivada es primero positiva y luego negativa, la funcién
@ = z(u) crece y después decrece, y asi, no es uno a uno}.
Denotemos por I* el intervalo {a,b] y por I el intervalo cerrado con extremos z(a) y z(b)
(es decir, I = [z(a),z(b)] si la funcién z(u) es creciente y I = [2(b),z(a)] si la funcién
z(u) es decreciente). Entonces podemos reescribir la férmula (12.13) como

| #aw)

Esta es la formula que se generaliza para integrales dobles: el intervalo I* se convierte
en la regién D*, el intervalo I se convierte en D y el valor absoluto de la derivada se
sustituye por el determinante del jacobiano. El enunciado formal de este resultado (sin
demostracion) es el siguiente:

d_ac
du

du = /If(x) dzx.
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Teorema 12.12 Cambio de variables para integrales dobles.

Sean D y D* regiones elementales en el plano y sea T: D* — D de clase C' y ademds es
uno a uno en D*. Mds atn, sea D = T(D*). Entonces, para cualquier funcidn integrable
f: D — R, tenemos

_ Nl o |29
[ fedodr= [ 5 atue) vt G2

du dv. (12.14)

Uno de los propésitos de este teorema de cambio de variables es proporcionar un método
mediante el cual se puedan simplificar algunas integrales dobles. A veces puede ser muy
dificil hallar una integral doble debido a que es complicado el integrando f o la regién
D; escogiendo una aplicacién T adecuada puede ser facil evaluar la nueva integral con el
nuevo integrando f o T en la nueva regién D*. Desafortunadamente. si no se escoge bien
v con cuidado la funcién 7, el problema puede complicarse mds atn.

Ejemplo 1. Sea P el paralelogramo acotado por y =2z, y=2r—-2y=zrzey=z+ L

Evalua
/ zydrdy
Jp

usando T'(u,v) = (u — v, 2u — v), en otras palabras haciendo el cambio de variables

r=u-—"u, y=2u—1.
Solucién: .
La aplicacién T es uno a uno (comprobadlo) v esté diseflada de modo que convierte el
rectdngulo P* acotadoporv =0, v= -2, u=0y u=1en P. Al usar T se simplifica la
regién de integracién de P a P*. Més aln,
Jr Oz
a(z,y) _ ou ov | _ |1
duv) |oy oy | |2

du v

o iy /\

A

(0.-2) 1.2y

Por lo tanto

0yl
/xydrdy:/ (u—v)(Qu—v)\lldudvz/ / (2u? = 3uv+?) dudv =
b P —2.Jo

0 3 2 1 0 370
u U 2 2 3 9 2 3, v -
= Z 3 - c_Z 2 o= |20 =224 — =7
'[2{23 32U+uvhdv /2[3 2’0—%—1:\ v [31 41 +3 . 7
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Ejemplo 2. Calcula

/ (x+y)dxdy
R
donde R es el paralelogramo delimitado por las rectas
z+y=0, z4+y=1 2z-y=0, 2z—y=3.
Solucién:
Las fronteras del paralelogramo sugieren que se haga
u=zc+y, v=21—1y.
Queremos expresar x e y en funcién de u y v. Dado que
u+tv=(+y)+2z—y) =32 - u+v _2u—u
2u—v=_2z+2y)— 2z —y) =3y 3’ 3

Esta transformacién aplica el rectdngulo R* = [0, 1]
Es decir obtenemos la transformacién

(

u+v 2u—v

T(u,v) 5 T3

(z.y).

)

x [0, 3] en el paralelogramo R original.

u+v 2u—v ,/\
T = o R :
() ( 373 ) N
El jacobiano de esta transformacién es
Ox Ox 1 1
Au,v) dy Oy 2 1 3
du v 3 3
Por lo tanto
/(I+y)2dl’dz :/ u? idudvz / / u? dudv =
R R
1 . 1 1. 5 fu 1
_ — d ) d = — ; —_— = -,
3</0 ’“) </o“ “) 3[”0{3}0 3
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CAPITULO 12. INTEGRACION.
Ejemplo 3. Calcula

/ zydzdy
R
donde R es la regién del primer cuadrante delimitada por las curvas

P+yi=4, P+yt=9, P-y'=1 F-yi=4

Solucién:

Las fronteras de la regién considerada sugieren que se haga
u=2+9%  v=2"—y
Como en el ejemplo anterior queremos expresar z e y en funcién de u y v. Dado que
utv=(2*+9°) + (22 —y?) = 22 u+b u-v
u—v= (2 +y%) - (@® — ") =297
Esta transformacién aplica el rectdngulo R* = [4.9] x [1,4
decir obtenemos la transformacién

T(u,v) = ( W\/—“) - (e9)

en la regién R original. Es

o}

4 9" u+v Ju—v x
T(u,v)z(,/—Z—,\/ 5 >

El jacobiano de esta transformacién es (comprobadlo)

Or Oz
ey |Fw | 1
Buv) |8y Oy | AV —2
du O

Por lo tanto

/R:cyd:vdy:/' (\/@) ( “;®> ‘_4\/%__1? dUd“:/f/;%dudv:
= § lirea de ) = ¢ (/14 d“) (ngdu) SHOIOEES
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12.6. CAMBIO DE VARIABLES EN LA INTEGRAL MULTIPLE.

Ejemplo 4. Evalta
/ log(z® + 4*) dz dy
D
donde D es la regién en el primer cuadrante que estd entre los arcos de circunferencias
224y =a? P+t =0 con O0<a<hb

Solucién:

Estas circunferencias tienen las ecuaciones sencillas 7 = a y 7 = b en coordenadas polares.
Ademds, r® = z? 4+ 4/ aparece en el integrando, de manera que un cambio a coordenadas
polares simplificara tanto el integrando como la regién de integracién.

Ya sabemos que la transformacién a coordenadas polares manda el rectdngulo D*, dado
pora<r <b,0<L60<7/2sobre la regién D.

TN

T(r,0) = (r cos 0,7 sen 6) ?

LX)
|

e~

S

i f b [ I a b x

Sabiendo que esta transformacién es unc a uno en D*, el teorema 12.12 nos permite
escribir, sabiendo que

oz, y)
(r,0)

b pw/2
drd@z/ / rlogr?dfdr =
a JO

b b
_r X 2, T ’ T P _ 2 _los
=3 /a rlogr dr—2 /a 2rlogrdr= 5 [b logb—a” loga 2(b a)},

donde se ha usado la férmula

(z,y) =T{r,0)=(r cos §,7r sen §) = 1 ] =7,

Hz.y)
8(r, 0)

/log(x2+y2)dxdy=/ log
D D

logrdr = S 1 2
/l ogrdr=— ogr —
obtenida por el método de integracién por partes.
Notese que, como ya sabemos, la transformacién de coordenadas cartesianas a coordena-
das polares no es uno a uno si consideremos el rectdngulo D* definido por 0 <6 < 2m,
0 < r < a porque transforma todos los puntos con 7 = 0 en el tnico punto (0,0). Sin
embargo el teorema del cambio de variables se cumple en este caso. Bésicamente la razén
es que el conjunto de puntos donde T no es uno a uno estd en un lado de D*, que es
la grafica de una curva suave y por lo tanto, para los propésitos de integracién, puede
despreciarse.
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

Veamos ahora un ejemplo de uso de coordenadas polares, més complicado.

Ejemplo. Evalda
/ Va2 +yrdrdy
R

donde R = [0,1] x [0,1].

Solucién:

Esta integral doble es igual al volumen de la regién
tridimensional mostrada en la figura. Como esta
planteada, es dificil evaluar esta integral. Como
el integrando es una funcién sencilla de r? = 2% +
y?, intentamos de nuevo un cambio de variables a
coordenadas polares

T(r,8) = (r cos 8,7 senf)
Esto nos llevard a simplificar el integrando aun-
que complicaremos la region de integracién. Sin

embargo, la simplificacién es suficiente para per-
mitirnos evaluar la integral.

Consideremos antes de todo las ecuaciones que describen los cuatro lados del cuadrado
R =10,1] x [0,1], para tener una indicacién de donde van a variar las coordenadas polares
ryé.

r=0 v @ cualquiera
T

=0 - ’I"COS@:O = { rcualquiera y 6’:(2]\3+1)2

keZ,

_ _ r=0 y @ cualquiera
y=0 — rsnf=0 = { r cualquiera v O=km, ke€Z,

1
rz=1 — rcosf=1 = r= = sect
cos 8

y=1 — rsenf=1 = r= = cosec .

sen
Visto que las dos condiciones £ = 1 e y = 1 nos dan curvas distintas para la coordenada
polar r, es conveniente dividir el cuadrado en dos tridngulos:

Ty={(z,y)/0<z<1, 0<y<z}, T={(zy) /0<y<1l 0<z <y}

Luego, el primer tridngulo nos daré

0<z<1l = 0<rcsf<l = 0Zr<

0<y<z = 0<rsemf<rcosd = 0<tgf<l = 0<6<
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12.6. CAMBIO DE VARIABLES EN LA INTEGRAL MULTIPLE.

Para el segundo tridngulo obtenemos

0<y<1l = 0<rsemf<l = 0<r< = cosec 8

0<z<y = 0<rcosf#<rsenfd = 0<cotgfd<l = ggesg.

P oraa

La transformacién T es uno a uno excepto cuando r = 0, de modo que se puede aplicar
el teorema 12.12. Por la simetria de z = v/z? + y? en R, podemos escribir

/\/Iz+y2dxdy:2/ vzt 4y dzdy.
R !

Entonces. usando las dos siguientes integrales escogidas en tablas

/sec30d0=w+% /secede,

/sec9d€ = -21— log |sec @ + tg 6|,
obtenemos

/lx/xz+y2d1’dy:2/ Vari+yrdrdy =2 \/ﬁrdrd9=2/ r2drdf =
R T D; D

*
1

. w/4 sec 8 2 w/4
:2/ r:’d7'd9:2/ U r2dr} d0=—/ sec®0df =
Dy 0 0 3 0

V32
5

2 [[s KA B
_ 2| sechtgb +—/ secfdf| = [log|sec9+tg9|]g/4 =
3 2, 2/
{\/5 +log(1+ \/5)] .

ST
[NE
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CAPITULO 12. INTEGRACION.

12.6.3 Cambio de variables en la integral triple.

Asf como en el caso de f: R? — R tenemos el teorema 12.12 que nos permite usar el cambio
de variables para evaluar las integrales dobles, también hay una férmula de cambio de
variables para integrales triples. Antes de enunciar este nuevo teorema, debemos definir
el jacobiano de una transformacién de R? a R3, que es una extensién sencilla del caso de
dos variables.

Definicién. Sea T: W < R® — R® una funcién C' definida por las tres ecuaciones r =
z(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w). Entonces, el jacobiano de T es el determinante
de la matriz derivada D T'(z,y) de T:

dr Ox Oz
du A dw
Oz,y.z) | 9y Oy Oy
A(u,v, w) T Bu Bv ow
0z 0z Oz
Bu dv dw
El valor absoluto de este determinante es igual al volumen (ver seccién 9.3) del para-
lelepipedo determinado por los vectores

- Ox_, Oy_ 0z
T al—\—-a—& +a
-~ Oz, Oy. O
T, 3_1+%3+%
T, = Oz z—!—?ﬁ* 2;:

dw duw’ " B
Asi, como en el caso de dos variables, el jacobiano mide cémo la transformacién T dis-
torsiona su dominio. Para integrales triples, la férmula del cambio de variables toma la
forma dada en el siguiente teorema.

Teorema 12.13 Cambio de variables para integrales triples.
Sean D = T{(D*) y D* regiones elementales en los espacios Tyz y uvw, respectivamente.
Sea T: D* — D, la transformacién que da el cambio de coordenadas

T(u,v,w) ~ (z = z(u,v,w),y = y(u,v.w). 2 = z(w, v, w)).

de clase C* y uno o uno en D*, excepto quizd en un conjunto que sea la unidn de grificas
de dos variables. Entonces, para cualquier funcidn integrable f: D — R, tenemos

/ f(l‘7y',z) dzdydz =
D

) (12.15)

) du dv dw.

— [ f )y ), z<uvu>>‘
N
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12.6. CAMBIO DE VARIABLES EN LA INTEGRAL MULTIPLE.

Antes de ver algln ejemplo, apliquemos la férmula (12.15) para coordenadas cilindricas y
esféricas (ver la seccién 9.4). Para hacerlo necesitamos calcular el jacobiano de la funcién
que define el cambio de coordenadas.
Las coordenadas cilindricas (r,8, z) de un punto (z,y, ), ver la férmula (9.2), vienen
definidas por:

r=rcosf, y=rsend, z=2

conr2>0,0<0<2ry —o¢ < z < oc; luego el jacobiano serd

ar 08 Oz
cos@ —rsenf 0
QEEE&fl:: QE Qﬂ QE = sen § 7Tcz;} 0|=mr
8(7",9,2) (97' 89 3Z 0 O 1
6: 8: 0
ar 98 0z

La férmula (12.15) en ¢l caso de coordenadas cilindricas, se escribe entonces como
/ flz,y,2)dzdydz = frcos@,rsend z)rdrdfdz. (12.16)
D D*

Las coordenadas cilindricas son particularmente Gtiles cuando existe un eje de simetria.
Se suele tomar dicho eje como eje z.

Las coordenadas esféricas (p, 8. ¢) de un punto (z,y, 2), ver la férmula (9.3), vienen
definidas por:

r=pcosfseng, y=psenfsenqp, z=pcosq,

conp>0,0<8<27y.0<0o<m; luego el jacobiano serd

or ox p:

Jp 09 8¢
( cos@sen¢g —psenfsen ¢ pcosfcos g
M = _0_1; @ @ =|senfisen¢g pcosfsend psenfcosad |=
d(p.0,0) Op 06 8¢ cos & 0 —psen ¢

o: 8z 0 |

dp 99 do

= —p’ sen ¢.

La férmula (12.15) en el caso de coordenadas esféricas, se escribe entonees como

[ .2 drdydz =
b : (12.17)
= / f{pcos B sen @,psen & sen ¢, p cos @) p° sen ¢ dpdd do.
JD*
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CAP{TULO 12. INTEGRACION.

Las coordenadas esféricas se usan habitualmente para los problemas en los cuales hay un
centro de simetria, que se suele tomar como el origen.

Para probar la validez de la férmula (12.17), se debe mostrar que la transformacién
S(p,8,¢) = (z,y,2) en el conjunto D* es uno a uno excepto en un conjunto que sea la
unién de un ntimero finito de gréaficas de funciones continuas.

Ejemplo 1. Usa coordenadas cilindricas para hallar el volumen del sélido T limitado
superiormente por el plano z = y e inferiormente por el parabolodide z = 2% + 3.

Solucién:
En coordenadas cilindricas

r=rcosf, y=rsenb, z=z

la ecuacién del plano es z = r sen § y la del para-
boliode es z = r?. Resolviendo el sistema formado
por estas dos ecuaciones, obtenemos r = sen 6. Es-
to significa que las dos superficies se cortan en una
curva que estd sobre el cilindro circular r = sen 6.
La proyeccién de esta interseccidn sobre el plano ) )
zy es la circunferencia de ecuacién r = sen 6. e A

-«

La regién de base consta de todos los puntos de R? con coordenadas polares en el conjunto
0<8<m, 0<r<sen@.

Entonces, el sélido T es el conjunto de todos los puntos {z. y, z) con coordenadas cilindricas
en el conjunto 7™

0<8<m, 0<r<sené, r? <z <7 sené.

Entonces, usando la a férmula (12.16) obtenemos

sen f r sen §
/Tdrd@dz—// / rdzdrdf =
-
sen § 7'3 7’4 sen 8
// rsen@—r3)drd0—/ — gen § — — df =
3 4],

= —/ sen“@d@:i§ —i
12 /,

If

/d;rdydz
JT

12 8 32

Para la tltima integral hemos usado las férmulas

n—1 - _
/sen” fdé = = 6 cos 6 + n-l /sen"‘2 6do

n n

/sen2 midf = L (m6 —sen m6 cos mb).
2m
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12.6. CAMBIO DE VARIABLES EN LA INTEGRAL MULTIPLE.

Ejemplo 2. Sea D la esfera de radio R y centro (0,0,0) en R?. Halla el volumen de D.

Solucién:
El volumen de D es

/ drdydz.
D

Como vimos en la seccién 12.5, esta integral se puede evaluar reduciéndola a integrales
iteradas. También se puede calcular considerando D como un volumen de revolucién.
Pero aquf la evaluaremos usando coordenadas esféricas. Si D* es la regién tal que

0<p< R, 0<f6<2m, 0o,

podemos usar la férmula (12.17) y obtener

T 27 R . RS X 27
/dacdydz = / / / 0% sen qbdpd&dq’):——/ / sen ¢ dfdop =
D o Jo Jo 3 Jo Jo

2x R (T 27 R3 4
= —3 /o sen ¢odo = 7; [—cos ¢jp = gerS,

que es la férmula conocida para el volumen de una esfera sélida.
Ejemplo 3. Evalia »
/ exp (22 + > + 22)3/2 av,
D

donde D es la esfera unitaria en R3.

Solucidn:

Notemos, antes de todo, que no es ficil integrar esta funcién usando integrales iteradas.

Tratemos entonces el problema con un cambio de variables. Dado que el argumento de

la funcién aparece como z* + y? + 22, usando coordenadas esféricas, se puede reemplazar

por una variable, p?. Como en el ejemplo anterior, consideremos D* la region dada por
0<p<1, 0<6<2m, 0<o <.

Podemos usar la férmula (12.17) para obtener

- 37 -1 T 2w
/ exp (172 + 47+ :2)3/" drdydz = / / / e’ 0 sen ¢pdfdedp =
D o Jo Jo

-1 T 1
=27r/ e"g,o2 {/ sen qz’)d@} dp=27r/ e"3p2 [~ cos ¢]g dp =
0 0 0

! 4 4 14
:47r/0 e”gdep:gﬂ/o e’ (sz) dp:§7r[e”3}0:§7r(e—l).
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Ejercicios.

1) Transforma cada una de las integrales dadas en una o més integrales reiteradas en
polares.

Vi—zZ
//fa?ydydx // flz,y) dy de; //fxydydx
1
2) Calcula cada una de las integrales dadas transformandola en coordenadas polares.
2a VZ2az—22 ) 5 1 T 1
z° + y°) dy dx; b / / ————dydz;

/0 /o ( v)dy ) o Jaz 2P+ P

o [z a /= )
/ / Va2 +y? dy dz; d) / / (z? + y*) dz dy:

o Jo

2 pva=z?
/ / \/x2+y dzx dy; f) / / Va2 +y?dydz;
o Jo
VI=Z 3/2 1/2 VI=z2
/ / (22 + %) dyda; k) / / rzyx2+yPdyder.
1/2 0o Jo
1ol
3) Efectia el cambio de variables u = z+y, v =z—yenla integral/ / flz,y) dedy.

o Jo

4) Sea D laregién 0 <y < zy 0 < z < 1. Evalta la integral (xz +y) dz dy haciendo

D
el cambio de variables z = u+v, y = u—w. Verifica la respuesta obtenida evaluando
directamente la integral, usando una integral iterada.

5) Sea T(u,v) = T (x(u,v),y(u,v)) la funcién definida por T(u.v) = (du,2u+37).
Sea D* el rectdngulo [0,1] x [1,2]. Halla D = T(D*} y evalia

a) /xydxdy; b) /(r—y)drdy;
D D

haciendo un cambio de variables para evaluarlas como integrales sobre D”.

6) Sea T(u,v) = T (z(u,v),
Sea D* el rectangulo [0, 1]

a) /xydmdy; b} /(J:—y)dxdy;
D D

haciendo un cambio de variables para evaluarlas como integrales sobre D".

,v)) la funcién definida por T(u,v) = (u,v (1 +u)).

y(u
x [1,2]). Halla D = T(D*) y evalia

7) Sea T(u,v) = T (z(u,v), y(u,v)) 1a funcién definida por T(u,v) = (v — v, 2uw).
Sea D* el conjunto de (u,v) con u? +v* < 1, u >0, v > 0. Halla D = T(D*) v
evalia
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12.7. ALGUNAS APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MULTIPLES.

a) /de dy; b) /D\/—%y? dz dy;
haciendo un cambio de variables para evaluarlas como integrales sobre D*.
8) Integra las dos funciones f(z,y) = cos (22 + y?) y f(x,y) = sen /2% + y2
a) en el disco unidad cerrado; b)en el anillo 1 < 22 + 9% < 4.

9) Calcula las siguientes integrales pasando a coordenadas cilindricas.

a) / (z® +9*)dxdydz, donde S es el s¢lido limitado por el plano z = 2 y la
supserﬁcie o2+t =22

b) / dxdydz, donde S es el sdlido limitado por los tres planos coordenados,
el Slano r+y =1y lasuperficie 2% + 3° = 2;

c) (y* + 2%)dzdydz, donde S es un cono recto de revolucién, de altura h,
base situada en el plano zy y de radio a, y eje en el eje z.

10) Calcula las siguientes integrales pasando a coordenadas esféricas.

a) / dzdydz, donde S es la esfera de radio a y centro en el origen;
s

b) / drdydz, donde S es el sélido limitado entre dos esferas concéntricas con
s

centro en el origen y deradioay b (0 < a < b).

11) Sea S el sélido acotado por las dos esferas 22 4+ y° 4+ 2% = a® y 22 + 97 + 22 = b,
donde 0 < b < a. Calcula:

a) / _dwdydz b) / VET P+ 2 ) g gy de,
g N

(22 + 42 + 22)°*
12.7 Algunas aplicaciones de las integrales miltiples.

Siz1,29,...,2, son n nimeros, su promedio est4 definido por

[17 [ } prom —

T Tat o2, 1o
_—m — Xi.
; w2

Este concepto nos lleva a definir el valor promedio de una funcién de una variable en
el intervalo [a, b] como
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Asi mismo, para funciones de dos variables, la razén de la integral al drea de D es

//fmyd:z:dy

prom =
/ dz dy

v se llama valor promedio de f sobre D.
Ademds, si D es la regién del plano ocupado por una ldmina plana que tiene una densidad
de masa f(z,y) en el punto (z,y) € D entonces definimos el drea de la ldmina como

(12.18)

) =/ dx dy; (12.19)
D
la masa de la ldmina como
D)= [[ fe)doay (12.20)
D

y las coordenadas del centro de gravedad de la ldmina. (Z.%), como

[[ erewdeay [[ vfemdoay
7 =220 g = 2l . 12.21)
(D) v (D) (12.21)

Si L es una recta y 8(z,y) es la distancia del punto (z,y) de la ldmina a la recta L, el
momento de inercia de la ldmina respecto a L es

IL=//D§<:v,y)2f<z,y)dxdy~

En particular los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son

L= // ¥ flz,y)dzdy I, = // 7 flx,y)dzdy. (12.22)
D JD
Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1. Halla el valor promedio de f(z,y) = z sen® (zy) en D = [0,7] x [0,7].

Solucién:
Primero calculamos

T T T GE S (9
// f(x,y)dxdy:/ / ISGHZ(Iy)dIdyZ/ [/ x—izu—zﬁdy] dx =
D o Jo o LJo 2
T T T 2
=/ o |4 _sen Ty dz:/ (:z_w) iz =
D) iz |, , \ 2 1

_ [WJSQ cos(Z:Ey)}7T s " cos (27%) — 1
0

4 87 4 8T
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Usando la férmula (12.18), tenemos

// flz,y)dady W_S+M T cos(27%) —1
{f]prum = D =4 8 == + d ~ (.7839.

2 3
//dxdy 7 4 8
D

Ejemplo 2. Una ldmina tiene forma de semidisco de radio a. Halla la masa de la ldmina
v su centro de masas dado que la densidad de la ldmina varfa proporcionalmente a la
distancia del centro del lado recto de la ldmina.

Solucién:
Coloquemos la ldmina sobre la regién @ @ —-a <z <a, 0<y < Va2-2% la
densidad puede escribirse como

fla,y) =k Vo2 4+ %

Entonces, por la férmula (12.20), y usando el cambio a coordenadas polares, tenemos

m(Q)=/K)f(a:,y)dmdy:_//S;k\/mdxdyz/()ﬂ/oa(kr)rdrdez%k,azw.

Usamos ahora las férmulas (12.21); para la primera coordenada obtenemos

// z flz,y)dzdy //a:k\/xQ—kyzdrdy 0
T = D = D =

m(D)

=0
1 bl
%ka‘%r Zkddw

3

por ser el integrando impar respecto de x; y para la segunda, usando el cambio a coorde-
nadas polares,

// y flz,y)de dy // yk~/a? +y2dzdy / / rsen @ (kr)rdrdd
- D D 0o Jo
y= = = =

1
m(D) gkaaﬂ' %kae’ﬂ
k / sen 0d€> </ 7"3d7“> l 4
- <0 0 _ 3" _sa
- 1. . -1 - :
gka'37r gkaB'r 2

Ejemplo 3. Una ldmina rectangular de masa M, base L y altura W gira alrededor del
lado menor izquierdo. Halla el momento de inercia de la ldmina con respecto al eje si
(a) la lamina tiene densidad uniforme,

(b) la densidad varfa proporcionalmente al cuadrado de la distancia al lado derecho.
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CAP/TULO 12. INTEGRACION.

Solucién:
Situamos la l4mina sobre el eje coordenado como
en la figura, vy lamamos R la regién de base.

(a) Aquf, la densidad de masa es

M
f(mvy) _i—m—/v | ® w

luego usando la segunda de las formulas (12.22) ‘ '

s M Ao
I—//x fmy)dxdy—// LW _LH / /:rdwdy—

W 3 AMLZ
My [ ME ML

(b) En este caso f(z,y) =k (L — )% usando otra vez la segunda de las férmulas (12.22)
obtenemos

Iyz//szf(Z,y)dxdy=‘//Rx2k(L—:E)2 d:rdy=k/0W/OL(L—x)2 i drdy =

L
1
=kW/ (L*-2Lz+2%) 2’ do = kLW
0

De manera muy parecida, para funciones de tres variables, la razén de la integral al

volumen de W es
// flz,y,2)dzdydz
W o

/ / drdydz
w

y se llama valor promedio de f sobre V.
Anslogamente, si W es la regién del espacio R? ocupado por un sélido que tiene una
densidad de masa f(z,y,2) en el punto (z,y,z) € W entonces, el volumen del solido es

///W dz dy dz; (12.24)

[f]pmm =

y la masa de] sdlido es

m(W) = // Wf(:c,y, 2)dz dydz: (12.25)
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v las coordenadas del centro de gravedad del sélido, (Z, 7, Z), vienen dadas por

//[,xf(x’yvz)dzdydz

z

W)
§ = /// y f(z,y,2) dr dy dz .
z = ///szxy, dxdydz.

W)

. M
Si el objeto es homogéneo, es decir su densidad es constante e igual & =, el centro de

gravedad sélo depende de la geometria del sélido y coincide con el centroide (Z.7,2) del
espacio ocupado por el sélido. La densidad resulta entonces irrelevante y las coordenadas

del centroide son
/ / / zdzdydz
W
1%

z
o ///Wydzdydz (12.27)
V= g
/// zdrdydz
_— W
3 = T

Si L es una recta en R® y 6(z,y, z) es la distancia del punto (z,y, 2) del sélido a la recta
L. el momento de inercia del sélido respecto a L es

fr= // u 5z, v, 2)2 flz,y, z) dzdy dz.

En particular los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son

I, = /// (v + 2% flz, v, z) dz dy dz
W

I, = /// (2 + 2%) fz,y,2) de dy dz (12.28)
w

I, = ///’(IQ+y2)f(a:,y,z)d:rdydz.

Si P es un plano en R® y n(x,y, z) es la distancia del punto (z,y, z) del sélido al plano
P, el momento de inercia del sélido respecto al plano P es

Ip = ///”W(xy, 2)? flz,y, z) de dy dz.
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En particular los momentos de inercia respecto a los planos coordenados son

Ly = //A'zzf(:ay,z)dxdydz
I, = ///w 22 f(z,y, 2) dzdydz (12.29)
I, = ///W?f flz,y, 2)dzdydz.

Ejemplo 1. Halla la masa de un cilindro circular recto de radio R y altura A, siendo la
densidad proporcional a la distancia desde una de las bases.

Solucién:
Llamemos T a dicho sélido. Podemos caracterizar T por las siguientes desigualdades

—-R<z<R, VR -2 <y<VvVR?- 22, 0<z2<h.

Suponiendo que la densidad es proporcional a la distancia a la base inferior, tenemos
f(z,y,z) = k z. Luego, usando propiedades de simetria del cilindro o directamente usando
la férmula conocida del érea de un circulo, obtenemos

M= ///kzdacdydz—k/ / / szdydx—k—-/ / dyd:r:
K2 Ko VRI=z%
—k——/ / dydx:k?(éreadebase):4k7// dydx =
2 Jo Jo

R T 2
———2kh2/ \/R2—w2dx=2kh2TR=%wkh2R2.
¢]

Para la ultima integral hemos usado la férmula

2

/\/a2—at2dz— Va —;1:2—{~%arcsenE

Ejemplo 2. Halla la masa de un cilindro circular recto de radio R y altura A, siendo la
densidad proporcional a la distancia al eje del cilindro.

Solucién:

Situemos el cilindro T sobre el plano zy de tal modo que el eje z coincida con el eje de
T. Como en el ejemplo anterior podemos caracterizar T usando coordendas cartesianas,
sin embargo en este caso tenemos que la densidad es proporcional a la distancia al eje
del cilindro, luego, serd f(z,y,z) = k /2% + y%. Resulta entonces conveniente usar coor-
denadas cilindricas y describir T' como los puntos (z,y, z) cuyas coordenadas cilindricas
estén en el conjunto T* descrito por las siguientes desigualdades

0<r<R, 0<6<2m, 0<z<h.
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Luego,

. R p27 ph
M:///k\/:c2+y2dzdyd~=/// (kr)rdrd@dz:k/ / / r?dzdfdr =
JJr T o Jo Jo

R 2
= thk/ rldr = 27 hk RS
o 3

Ejemplo 3. Localiza el centroide del sélido T limitado superiormente por el plano z = y
e inferiormente por el parabolodide z = z2 + y2.
Solucién:

En un ejemplo de la seccién anterior, usamos coordenadas cilindricas para hallar el volu-
men de dicho sélido T, obteniendo

V:/dxdydz:/ Td?"d@dz:iﬂ'.
T T 32

siendo T™ el conjunto de todos los puntos con coordenadas cilindricas
0<6<m, 0<r<sené, 72 < z < r sen 0.

Usamos ahora las ecuaciones (12.27) para hallar las coordenadas (Z, g, Z).
Primero notemos que T es simétrico con respecto al plano yz, y entonces resulta que
7 = 0. Para hallar § calculemos

- 7 psenf prsen @

///yd.rdydz=/// (r sen 9)rdrd9d~=/ / / 2 sen 9drd9dz:—7T—;

. T T~ 0 0 r2 64
/// ydedydz T
JJIT 4

1
luego. por la segunda de (12.27): § = =7 =3
32

[ex}
[ %)

Para la tercera coordenada z, obtenemos

T sen 8 prsen @
///zdxdydsz/// zrdrd&dz:/ / / ZT sen 6drd0dz=i—7£;
T T o Jo 2 384
///zdacdydz E
_ T _ 384 _
Vv

luego. por la tercera de (12.27): 2 = =

5l o

E

w
[N

1 TR A 1 5
Luego el centroide es (7,7, 2) = (0, 3 E)

Ejemplo 4. Calcula el momento de inercia I, del sélido por encima del plano zy acotado
por el paraboloide z = 2 + 4 y el cilindro z* + y* = a?, suponiendo que a y la densidad
de masa son constantes.
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Solucién:

El paraboloide y el cilindro se intersectan en el plano z = a?. Para describir este sélido
es conveniente usar coordenadas cilindricas y describir T' como los puntos (z,y. z) cuyas
coordenadas cilindricas estdn en el conjunto 7™ descrito por las siguientes designaldades

0<r<a, 0<6<2x,  0<z<r?

Dado que se ha supuesto la densidad constante, pondremos f(z,y, 2) = p = constante.
Finalmente, usando la tercera de las férmulas (12.28), obtenemos

a 27 r2
' 1
Iz:/// errdrdé’dz=p// / r¥dzdfdr = —mpadb.
T Jo Jo o Jo 3

Ejercicios.
1) Halla el centro de masa del rectdngulo [0,1] x [0,1] si la densidad de masa es e**v.

2) El cubo [1,2] x [1,2] x [1,2] tiene densidad de masa p(z,y,2) = (1 +2) e’ y. Halla
la masa de dicho cubo.

3) Halla el centro de masa de la regién semiesférica W definida por las desigualdades
22 + 9y + 22 < 1, 2 > 0, suponiendo la densidad constante.

4) La temperatura en los puntos del cubo [—1,1] x [—1,1] x [—1.1] es proporcional al
cuadrado de la distancia al origen.

a) ;Cudl es la temperatura promedio?

b) ;En qué puntos del cubo la temperatura es igual a la temperatura promedio?

5) Calcula la masa M de una esfera sélida de radio 1 sabiendo que la densidad es
proporcional al cuadrado de la distancia a su centro.
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Capitulo 13

Integrales sobre trayectorias y
superficies.

En el capitulo anterior hemos estudiado la integracion sobre regiones en R? y R®. En este
capitulo estudiaremos la integracién a lo largo de curvas y la integracién sobre superficies.
En el nticleo de este tema se encuentran tres grandes teoremas relativos a la integracidn:
el teorema de Green, el teovema de Stokes y el teorema de Gauss (usualmente conocido
como teorema de la divergencia).

Eu dltima instancia, estos tres teoremas estan basados en el teorema fundamental del
calculo integral ¥ todos pueden enunciarse de una forma similar:

“tua integral sobre un conjunto S = a una integral relacionada sobre la frontera de S.”

13.1 Campos vectoriales.

Definicién. Un campo vectorial en R* es una funcién : A C R* — R® que asigna a
cada punto & en su dominio 4 un vector F ().

Podenos ilustrar graficamente F asignando una flecha a cada punto.

v
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Es conveniente trazar la flecha que representa F (Z) de modo que comience en Z. no en el
origen.

De manera andloga, una funcién f: A C R™ — R que asigna un nimero a cada punto
se llama campo escalar. Por ejemplo, un campo vectorial F(z,y,z) en R? tiene tres
campos escalares componentes Fy, Fy, F3. de modo que

Flz,y,z) = (Fi(z,y,2), Ba(z.y, 2). (2.9, 2))

Si cada campo componente es una funcién de clase C*, decimos que el campo vectorial F
es de clase C*. Supondremos que los campos vectoriales con lo cuales trabajeremos son
de clase CL.

Ejemplo 1. Consideremos una pieza de material que se calienta por un lado y se enfria
por otro. La temperatura en cada punto dentro del cuerpo produce un campo escalar
T(z,y,2). El flujo real de calor se puede marcar mediante un campo de flechas que
indiquen la direccién y magnitud del flujo. Esta energia o campo vectorial de flujo de
calor estd dado por J==kVT , donde & > 0 es una constante llamada conductividad
v VT es el gradiente de la funcién con valores reales 7. El calor fluye de las regiones
calientes hacia las frias, pues —V T apunta en la direccién hacia donde T decrece (ver la
seccién 10.5).

Ejemplo 2. La fuerza de atraccién de la Tierra sobre una masa m puede describirse
mediante un campo vectorial en R3, el campo de fuerza gravitacional. De acuerdo con la
ley de Newton, este campo estd dado por

mA

7.3

F=-G

7.

donde 7(z.y, 2) = (z,y,2) y r = ||7]]. F es en realidad un campo gradiente F = -V 1.
m M
con V=-G

de la Tierra.

. F apunta en la direccién en que V decrece, es decir hacia el centro

En general, un campo vectorial no tiene que ser un campo gradiente. Sin embargo, el
concepto de superficie equipotencial tiene sentido sélo si el campo vectorial resulta ser un
campo gradiente.

Nos dedicaremos en el resto de esta seccidn a estudiar los campos gradientes. y a presentar
técnicas que volveremos a usar en secciones sucesivas.
Empezamos mostrando, con algunos ejemplos. como hallar la funcién f(z,y) dado su

gradiente
of . of .

Viey) = 5,7+ 5,7
Ejemplo 1. Halla f sabiendo que

Vflz.y) =7+ 220y —1) 7
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Solucidn:
Dado que of of
Viey =50 507
tenemos
a_f; =2 0_f =2zy—1
or oy =ty

., 0 :
Integrando la primera derivada parcial —i con respecto de la variable z, tenemos

Oz
fle.y) =z + o(y)

donde ¢(y) es independiente de = pero puede depender de y. La diferenciacién respecto

de y da -
% =2zy+0'(y).

of
Las dos ecuaciones para la derivada parcial con respecto de v, 8 , se pueden cumplir

solamente cuando

’

o (y) = -1 luego - @ly) = —y+¢ = flzy)=2y—y+e

Ejemplo 2. Halla f sabiendo que
V fla.y) (f Y Qm) T+ (—3“ \/5+1>I
.Y) = — + - J
2 \/T 2.y

Aqui tenemos que

of — Yy 8_f x
a—xv\/ﬂ 9\/—+~ By 9\/_ - Vz+1.

Solucién:

. L . .. Of
Como en el ejemplo anterior. integrando la primera derivada parcial 0— con respecto de
z
la variable . tenemos

fley) = 2 VG- Vay+a2+ oly)

donde o(y) es independiente de x pero puede depender de y. La diferenciacién respecto
de y da

of z
5 =75 Vito W

. . . Of .
Las dos ecuaciones para la derivada parcial 50 pueden cumplirse solamente cuando
Y

o/(y):l luego oly) =y+c = f(:v,y):z\/@—\/iy+2:2+y+c.

537
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) . af
Nétese que en ambos ejemplos, podriamos haber empezado integrando —— respecto de la

dy
variable y y luego diferenciando respecto de la variable x. Este procedimiento nos habria
llevado al mismo resultado.

Veamos ahora'con un ejemplo, que no todas las combinaciones lineales del tipo

Pla,y)T+ Qx.y) T

son gradientes de alguna funcién escalar f(z,y).

Ejemplo. Demuestra que el campo

no proviene de un gradiente.

Solucién:
Supongamos que se puede hallar mediante un gradiente. Entonces existe una funcién
flz,y) tal que

=

Vizy=yr—xX

Evidentemente seria

of _ af o
’ &*f
Oyox (z.9)=1, 83733/@"1]) =-L

Pero esto contradice el teorema 10.10: las cuatro derivadas parciales en consideracion son
todas continuas, en consecuencia, de acuerdo con el teorema 10.10, hemos de tener

of _ &f

Oydr  Oxdy
Esta contradiccién demuestra que el campo vectorial y 7— z 7 no proviene de un gradiente.
Abordemos ahora el problema de reconocer qué combinaciones lineales del tipo

Plz,y)T+ Qz.y) ] (13.3)

son gradientes de alguna funcién escalar f(z,y).

Es posible demostrar que si P(z,y) v Q(z.y) son dos funciones de dos variables, ambas
continuamente diferenciables en un abierto simplemente conexo Q. entonces la combina-
cién lineal P(z,y) T+ Q(z,y) J; es un gradiente si y s6lo si se satisface la condicion

oP

(o) = X (13.2)

para todo (z.y) en el abierto Q (para una demostracién alternativa ver el teorema 13.7).
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(Se dice que un abierto es conexo si cualquier par de puntos del conjunto se pueden unir
por un camino poligonal que esté enteramente en el conjunto; se dice simplemente conexo
si dada una curva cerrada C contenida en el abierto, todo el interior de la curva estd
también en el abierto).
Es facil ver que si suponemos que el campo es un gradiente

of of

Ple.y)+ Qey) 7=V flz.y) = gol@y) T+ 5. (@4)]

entonces podemos identificar

Pay=FHe) v Q)= g@y).

Puesto que P y @ tienen derivadas parciales de primer orden continuas, f tiene deriva-
das parciales de segundo orden continuas. Luego, de acuerdo con el teorema 10.10 las
derivadas parciales mixtas son iguales y tenemos

oP of Of

—(x.y) = z,y) = ——(z,y) = —(x,y).

La demostracién de la segunda parte es algo mds complicada, y no la presentamos.
Ejemplo 1. Discute si las funciones vectoriales siguientes son campos vectoriales gra-
dientes

—

B - 1
Flz,y) =2z sen yr+z°cosy] y F(x,y):xy7+—2—(x+1)2y2],

Solucién:
Ambas funciones vectoriales estdn definidas en todo punto.
La primera es el gradiente de una funcién escalar definida en todo punto. porque

OP oQ
)Y = p oo 1 = —C (g .
3y (x.y)=2rcosy o {z,v), para todo (z,y).

La segunda no es un gradiente porque
oP 0Q 2
—lzy)=z# —(z,y)=(-1)y"
E)y<"/) # 5y vy =21y
Ejemplo 2. La faucién vectorial
x

— Y » -
Flay) = omsi= s

definida en el disco perforado D = {(z,y)/ 0 < z® + y* < 1} satisface

OP z% —9? aQ
—(r,y) = ——— = —(2.7), D.
T (z.y) EEESTItiir R (z.y), Vi{zye
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Sin embargo, como veremos en un ejemplo de aplicacion del teorema de Green en la
seccién 13.7, F no es un gradiente en dicho conjunto, que no es siniplemente conexo.

Finalmente, sélo nombraremos otro concepto importante. que es el de linea de flujo.

Definicién. Si F es un campo vectorial, una linea de flujo para Fes wa trayectoria
a(t) tal que
F(t) = F(&(1)).

Esto es, F produce el campo de velocidad de la travectoria &(t).

Geométricamente, el problema de hallar una linea de flujo que pase por un punto dado
Ty para un campo vectorial F dado, es el de ensartar una curva por el campo vectorial
de manera que el vector tangente a la curva coincida con el campo vectorial.

Analiticamente, el problema de hallar una linea de flujo que pase por un punto dado 1%
en el tiempo ¢t = 0 implica resolver la ecuacién diferencial con condicidn inicial Ty esto os

&) = F(5(1). F(0) = Fo.

Ejemplo. En el plano. el campo vectorial V definido por

y o r
T2+ g 72 4y

Vizy) =

estd definido en todo R? menos el origen. Este es el campo de velocidad que aproxima
al campo de velocidad del agua en movimiento “circular™ tal como ocurre, por ejemplo.
cuando se quita el tapdn de una tina de agua. Las lineas de flujo en este caso son circulos.

Nétese que campo vectoriales diferentes pueden tener lineas de flujo que sean la misma
curva geométrica.

13.1.1 Divergencia y rotacional de un campo vectorial.
Definicién. Dado un campo vectorial C1. Fen R?

F=(F,F,F)=FT+FEJj+Fk

la operacién divergencia asocia a cada campo vectorial, la funcién de valores reales
div F =V - F definida como sigue:

=V -F=——+ 5"+ 13.3
divF=V-F=— 5 (13.3)
- - o - g d 0
donde el operador V se define como V = % 7+ —a%f—&- R k= <0‘1:' c)*z/ E) . En nota-

cién de operador la divergencia div £ es el producto escalar de V y F.
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Habfamos ya encontrado el operador V operando sobre una funcién escalar f para darnos
el gradiente de f:

k. (13.4)

Definicién. La operacién rotacional asocia a cada campo vectorial F, el campo vectorial
rot F =V x F definido como sigue:

I
<l
X
Tl
il

rot F

(13.5)

_ (OR_9RN . (0K R . (9 0F)
B dy g: ) or 02 )77 oz Ay '

En notacién de operador el rotacional, rot F . es el producto vectorial de v v F.
Nétese que rot F es de clase C¥~! si F es de clase CF.

Supongamos conocidos la divergencia v el rotacional de un campo. ;Qué nos dice esto
acerca de dicho campo? Para una respuesta definitiva, hemos de esperar al teorema
de divergencia (teorema de Gauss) v al teorema de Stokes, pero, como anticipo, podemos
adelantar alguna respuesta. aunque esta no sea la mejor posible. Consideremos ¢ como
la velocidad de un fluido. La divergencia de ¢ en un punto P nos da una indicacién de
cémo el fluido tiende a acumularse en la proximidad de P, si hay divergencia negativa, o a
alejarse de P. si hay divergencia positiva. Es decir, div F representa la tasa de expansién
por unidad de volumen del fluido. Si div F es positivo, el fluido se estd expandiendo:
vsi divE es negativo significa que el fluido se comprime. Si divFE=0en P significa
fisicamente que el fluido no se comprime o es incompresible en P. El rotacional en P
mide la tendencia rotacional del fluido. SirotF = 0 en P significa fisicamente que el
fluido no tiene rotaciones o es irrotacional en P; esto es, no tiene remolinos. Es decir,
si colocamos en el fluido una pequeiia rueda con aspas, esta se movera con el fiuido, pero
no girard alrededor de su eje.

Ejemplo 1. Sea

ey z)=aaxi+ayl+azk
Halla la divergencia y el rotacional v da una interpretacién de los mismos.
Solucién:

Para la divergencia. usando la ecuacién (13.3). obtenemos

= e g Odlr) day)  Oloz)
divir=Vv-F= or dy + Dz =3a,
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v para el rotacional, usando la ecuacidn (13.5). obtenenios

o7k ro7k

otF = OxFo| 2 9 212 9 9 _
Jxr Oy Oz dr 9y Oz
ar oy az y

T z
(82 Oy\ . Jz Oz . dy Ir\ > =
B (ay a> <ar‘5>”<5‘a_y> =0

El campo de este ejemplo
Wz, y,2) = axl+ayi+azk=af

puede considerarse como un campo de velocidades
de un fluido con movimiento radial: hacia el origen
st a < 0 y alejdndose del origen s1 o > 0.

En la figura mostramos un punto (z.y.z). un en-
torno esférico de este punto, y un cono con vértice
en el origen que es tangente a la frontera de este
entorno.

Tenemos que hacer notar dos cosas: o

1. todo el fluido que estd en el cono permanece en el cono,

2. la velocidad del fluido es proporcional a la distancia al origen.

Luego, si la divergencia 3o es negativa, el movimiento se produce hacia el origen v la
cantidad de fluido presente en el entorno crece dado que el fluido que entra se mueve mds
répidamente que el fluido que sale, ademds el drea de entrada es mayor que el drea de
salida. Sin embargo. si la divergencia 3 « es positiva. el movimiento que se produce es de
alejamiento del origen, luego el entorno pierde fluido ya que cl fluido que entra se mueve
mds lentamente que el fluido que sale. y el drea de entrada es menor que el drca de salida.
Dado que el movimiento es radial. el fluido carece de tendencia rotacional. v como cabe
esperar, su rotacional es nulo.

Ejemplo 2. Sea, con « una constante positiva.
Ty, 2) = —wyil+wr]

Halla la divergencia y el rotacional y da una interpretacion de los mismos.
Solucién:

Para la divergencia. usando la ecuacién (13.3), obtencmos

dvE=v F=2"T20 22— =

_ O—wy) Olwr) O
Jy Jz
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v para el rotacional, usando la ecuacién (13.5), obtenemos

7k T 7k
. . - 18 3 @ a b @
otF = $xF=| 2 9 9 |_1 2 9 9 _
o 8 o Ty 7 5z 9y 0z
F1 F, F ~wy u}I 0
L (00) )\ . (80) Owp)) . (Bws) -wy)\ :
= \ oy - a - It Taz 5y ) T

El campo de este ejemplo es el campo de velocidades de una rotacién uniforme (un fluido
o una rueda), con velocidad angular w, en sentido contraric al de las agujas del reloj
alrededor del eje z. Esto se puede comprobar observando que ¥ es perpendicular a 7

T = (—,uy’7+w'1‘]+01:> . <1’F+yf+zl?> =-—wyr+wzy=0

v la velocidad en cada punto es w R donde R es el radio de rotacién:

v =/ wy? + w22 w22+ =wR.

: Qué relacién existe entre el rotacional 2w k v la rotacién realizada? El vector velocidad
angular es & = wk; tal vector se define como el vector de longitud w, paralelo al eje de
rotacién orientado de tal forma que, visto desde el extremo de &, el fluido o la rueda gire
en el sentido contrario al de las agujas del reloj. Luego, en este caso, el rotacional es dos
veces el vector velocidad angular.

Con esta rotacién ni crece ni decrece la cantidad de fluido en ningtin entorno, y como
liemmos visto, la divergencia es idénticamente nula.

Los teoremas siguientes enuncian dos relaciones bésicas entre el gradiente y el rotacional,
cl primero. y entre la divergencia y el rotacional, el segundo.
Teorema 13.1 Para cualquier funcién f de clase C?, tenemos

X (V f) =

esto es, el rotacional de cualquier gradiente es el vector nulo.

Demostracidn:
Por la férmula (13.4) tenemos
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v, por la definicién (13.5) del rotacional tenemos

77k

_ L 8 8 0
rotFF = VXF=|9z a8y 8z |=

of o1 of

ox Oy 0z

_ (B PfN. (Ff _2FN L (8 FFN

T\ Oyoz  8z0y 0200  0x0-) " " \oxby  oyor)
Cada componente es nula debido a las propiedades de simetria de las derivadas parciales
mixtas (ver teorema 10.10).

c.q.d.
Teorema 13.2 Para cualquier campo vectorial F de clasc C2. tenemos
divrot F =V - (\: X ]-:) =10.
esto es, la divergencia de cualquier rotacional es cero.

Demostracién:
Por la férmula (13.5) del rotacional tenemos

77k
ot F = VxF= _(.9. ﬂ _?_ =

dr Oy 0=

R B R

_ (9R 9B\ (R R\ (9n_ 0B\,
- dy Oz dr 9: )77 \or dy '

Entonces, por la férmula (13.3) de la divergencia v por las propiedades de simetria de las
derivadas parciales mixtas, obtenemos

L 9 [OF, OB\ 0 (0B OF\ . 0 (0 OR\ _
d”"”‘éE(ay‘ﬁz_) 5&(%‘&)*0:(0.7, a;,)'o

c.q.d.
Definicién. El operador de Laplace V2. que opera sobre funciones f. estd definido
como sigue

o & 0

ox2 " oy | 9=

V2F=V. (@ f> - (13.6)

Si F' = (Fy, Fa, F3) es un campo vectorial C2. también podemos definir V2 F en términos
de componentes

VEF = (VPF.V2E. V' F). (13.7)
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13.1. CAMPOS VECTORIALES.

Este operador juega un papel importante en muchas leyes fisicas.

Ejemplo 1. Si f(z,y,2) = 2° + y? + 2%, usando la férmula (13.6), tenemos

vif o= P +y* +27) 82(932+y2+22)+B2(m2+zi2+22):
Ox? Oy? 022
= 2+242=6

Ejemplo 2. Si f(z.y.z) = €"¥*. usando la férmula (13.6). tenemos

32 ((ix'y:) +8‘2 (ery:> a’l (ezyz)

Vi o= oz? 8y? - 92
_ Oyzet¥?)  d(xzetv?) +8(:cze”’z) _
B Oz Jy 0z N

= ¢ 7261‘(/2-}-1‘27 ezy2+z222€myz:
22 9 2 2 Yz
= (y‘z'+r'z2+x'z') e"vE.

Ejercicios.

1) Halla la divergencia V-0'y el rotacional V x @ para los siguientes campos vectoriales.

a) Way)=zi+yj b) ¥(z,y) =y7T+27

= T s Y O T =
C) l(l‘7y> $2+y22_’_1‘2+y2 3 d) v<1’y)_x2+y21+x2+y2]’
e) Tlay.z)=2T+2¢y7+3z2k f) dz,y,2) = 72"+zzj'+afyl_c"
g) dlryz)=2yT+y 2T+ ry’k h) o(z, )-xyzz+xzj+ E:
1y T =etq 1) f(_') 27
m) () = e (r— F+ E): n) () = eV T+ e T+ e k.

a) flz,y,z) =z +y* + 24 b) flz,y,2) =zyz;

o) flroyz) =2yl d) flz,y,2) =sen J/a? +y? + 22

13.1.2 Calculo diferencial vectorial.

Alora tenemos a mano estas operaciones bésicas: gradiente, divergencia, rotacional y
operador de Laplace. En la tabla siguiente se resumen sus propiedades v las relaciones
entre ellas. Estas son férmulas generales basicas, ttiles cuando se trabaja con campos
vectoriales en RS,

En lo que sigue, f v ¢ denotan campos escalares: F, G v H denotan campos vectoriales.

Algunas expresiones en csta tabla requieren explicacién.
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CAPITULO 13. INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES.

Primero, en la identidad 7, V= (F ﬁ)thene por definicion, (omponcntes\’ = (fG,)
parai=1,2,3, donde G = (G1.Gy. Gs).
Segundo, en la identidad 13, V?F tiene componentes V2F. doude F = (Fi. Fy. F3).

(

L V(f+9) =Vf+Vy

2. Vicf) = c@f cconst

3. Vifo)=fVg+gVf

4. Viflg) =19 Vi-1Vg)/e, gle)#0

5 div(F+G)=divF+divG

6. rot(F+G)=rotF+rotG

7. V(F-G)=(F- V)G + (G €)F+}:X1oté+éx1otﬁ
8  div(fF)=fdivF+F .Vf

9. div(Fx& =G-ro tF— F-rotG

10. divrot F =

1. rot(fF)= frotF+Vf><F

12, rot(FxG)=FdvG-GavF+ (G- V)F—(F-V)G
13. rotrot F = grad div F—V2F

14. rotﬁf =0

15, V(F-F)y=2(F-V)F+2F x (10t F)

16.  VX(fg)=fVig+gVif+2(Vf-Vg)

17, div(VfxVg)=0

18 V- (fVg-gVf)=fVig—gVif

19 H-(FxG =G (HxF)=F-(GxH)

20. H-(FxV)xG)=(H-V)G)-F—(H F)(V-G)
91, Fx(GxH) =(F -HG-HF G

En la identidad 20, la expresién (F x V) x G, significa que V opera sdlo en G.
Si lo comprobamos en detalle tendremos lo siguiente: empezando con la parte izquierda
de la ecuacién, hallando los términos por separado tenemos

T7 ok ,
e R OB R|_p2 p 0 p8 00 o0
FxV=1% 3 & 7Py Bgi-hg ~hg)ithg —hg)t
dz Oy Oz
luego
a 7 F i
N 5 a a 3] %) d a1 _
(FXV)XG—— F_E—FRE& —F15;+F’4,d—[' Fla[/—Flar =
G1 GQ GS
OG; OG- 9Gy aGsy . OG» 0G5 0G, dG,
prnas bl —_— -_— e - - F>
i bt it a2 e v Ll Ui it b v ML e
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13.1. CAMPOS VECTORIALES.

9G, 9G> 090Gy 8G,

T_FS 6J Y or — 5 81?)

2 s S A 9G: oG GG 0G,

H-(FxV)xG) = —F1—8—~_3H1+F36%H1 8y2H1+F2—8—'H1+
0G} 9Gy 0G, oG,

_ ._()—H) F)“d—H>.F1 a Ho—FQa
C)Gg OGZ 0G, oG,

+F — a7 —F3— By FlTHs F3—5—H3

Pasando a la parte derecha, por el primer término

a o ¢
<(H1.H2.H;5) . (a al a/.,)> (G1 Gz G3)
0G, oG 0G,

= <H1 ‘9+111)03+ma>(c:1 Gs.Gy) = {H1—+H) S T

Hy +

(H -G

5} dy 0z

2 ) G| -
[ oG 0G» 86} Ty {ch?Gd_i_HQOG +H36 3|

Hl—:+H-) H5 a ay a J

Oz S Oy Oz

" oG oG oG oG oG
(H-V)G)-F = R~ H Fl—a—lHﬁFl . Hs+ P 82H~+F28—2H2+
an 803 8G3 0Gj5

7 + Fy —— oz 8 — Hy + F5 — Ep

Ademas. por el segundo término

k

+F, H;

o a9 0

5oy ) (61623 =
8G1 | 9Gy 0G5\ _
T*a—y+a>—

(H-F)(V-G)

{(Hy, Hs Hy) - (F1, F, F3)] [(

= (HF,+H,F,+ Hy F3) <

G oG oG aG oG
= F 81H1+F1 62H1+Fl a3H1+F2 aIIH +F 8;H2+
OG- G dG: oG
+F d‘H)+F3—le3+F382H3+F3 83]—13

Restando estos dos dltimos términos:

(H-V)G)-F—(H-F)(V-G) =

G oG aG oG oG oG
= Fl—alHl F1—81H2+F1 ()1 +F 02 +F 82H2+F2 82H3+
G, dG,i aG5 Gy aGs 0Gs 4
+Fy o Hy + F, e Hy+ Fy =5 Hy = R -7 Hy = Fi— 5 Hy — Fi = Hy +
aG, 0G. 9G, aG1 8G_> 9G,
- -7]‘]#—{‘7& H)“F)a H-g () H} a H; FjE-Hj

547



CAP{TULO 13. INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERF. ICIES.

que coincide con la expresién obtenida anteriormente para la parte izquierda de la igual-
dad. '

Dejamos la comprobacién de las demas identidades como ejercicio.
Ejemplo. Sea 7 el campo vectorial 7(z, y. 2) = (z.y, ). es decir el vector posicidn, v sea

r = ||7]|. Calcular
gradr = Vr v div (r7) =

Solucién:
Dado que 7(z,y, z) = (z,y. ), se sigue que 7 = [|7]] =

- or or Or Ty 2y _ T
gradr =Vr = <5;5553—> = (_____) =

vy
Para la segunda parte. usaremos la identidad 8, y el hecho que
. = ., Or or oOr L= 7ot
divi=V - Ff=—+—+7—=3 v PeNr=f—=—=r,
fx Oy Oz rooor

para escribir
div (rA) =V - (r7) =rdivi+7- Vr=3r+r=4r
Ejercicios.

1) Sea f una funcién diferenciable de una variable v sea el campo vectorial #{x.y. =)
dado por #(z,y, z) = f(x)7. Determina la divergencia V- 7'y el rotacional ¥V x i%.

2) Dermuestra que si §(7) es un campo vectorial diferenciable de la forma (7)) = f(xr) 1+
g(y) 7+ h(z) k, se verifica que V X ¥ = 0.

13.2 La integral de trayectoria.

En esta seccidn se introduce el concepto de integral de trayectoria; ésta es una de las ma-
neras en que se pueden generalizar las integrales de funciones de una variable, a funciones
de varias variables. En el capitulo 12 estudiamos las integrales dobles v triples: en esta v
otras secciones posteriores estudiaremos més generalizaciones.

Supongamos que f: R? s R es una funcién escalar definida cn el espacio tridimensional.
Sera 1til definir la integral de tal funcién a lo largo de la trayectoria 6: U = fa.b) — R,
con G(t) = (z(t), y(t), z(t)).

Definicién. La integral de trayectoria, o integral de flz,y.2) a lo largo de la
trayectoria 7, esté definida cuando &: U = [a.b] — R? es de clase C* y cuando la funcion
compuesta f o &: ¢t~ f (z(t),y(t),z(f)) es continua en I. Definimos esta integral por la
ecuacion

b h
[.fd.e:/ Flalt)oyle) () [F 0 dt = / FUE) 15 d. (13.38)
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13.2. LA INTEGRAL DE TRAYECTORIA.

Nétese que basta que la funcién f esté definida en la curva imagen de &, y no necesaria-
mente en todo el espacio, para que tenga sentido la definicién dada.

Si &(t) s6loes C! a trozos o f (F(t)) es continua a trozos, definimos la integral de trayectoria
rompiendo el intervalo [a,b] en partes sobre las cuales f(&(t)) ||6"(t)|| sea continua, y
sumando las integrales sobre las partes.

Finalmente, si f = 1, estamos simplemente reenunciando la definicién de longitud de arco
de &, que dimos en la {6rmula (10.3).

Ejemplo. Sea & la hélice &: [0,27] — R3, dada por ¢ ~+ (cos #,sen ¢, t), y sea la funcién
escalar definida por f(z,y.z) = % + y% + 2%. Evaltia la integral de trayectoria

/E'fds.

Solucién:
Tenemos

15 (8)]| = \/chf "T) + [dszf tr + [g—ﬂ — /1= sen 7 + [cos £+ 1 = V3.

Sustituimos las expresiones de z, y v z en la funcién f para obtener, a lo largo de &

Fla),yt), 2(6) = f () = cos’ t +sen’t + 2 =1 + 12

Luego, usando la férmula (13.8)

Lfds:/o F (&) HE'(t)Hdtz/O (1+¢%) V2dt =

2\/—2-71'
5 (3+47%).

Para motivar la definicién de integral de trayectoria, consideraremos sumas Sy del tipo
Riemann. Para simplificar, supongamos que & es de clase C! en I. Podemos subdividir el
intervalo I = ‘a, b] por medio de una particidén a =ty < t; < --- <ty = b. Esto produce
una descomposicion de & en travectorias &; definidas en [, t;4], para 0 < i < N ~ 1.

Qt

- .

Gy
amy, ! ! bet B
n ! ' 1 "N N N /

Si denotamos la longitud de arco de &; por As,, tenemos

As = / T E ) d.
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CAPITULO 13. INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES.

Cuando N es grande, la longitud de arco As; es pequefia v f(r.y. 2) es aproximadamente
constante para puntos en &;. Si consideramos las sumas

N-1

Sy=_ flanynz) Asi

=0

donde {z;,y;. 2;) = &(t) para algiin f € [f;.1,11], estas sumas son bésicamente sumas de
Riemann, luego

Jm Se = [ @00 170 = [ gas

Asi, lz integral de trayectoria se puede expresar como limite de sumas de Riemann.

Un caso particular e importante de la integral de travectoria se presenta cuando dicha
trayectoria & describe una curva plana. Si todos los puntos &(t) estan e el plano ay v sl
£ es una funcién de dos variables reales con valores reales, la integral de travectoria de f
alo largo de G es

e

b b
[ s = [ vy i@l = [ o iEor s P

Cuando f(z,y) > 0, esta integral tiene una inter-
pretacién geométrica como el “drea de una valla™.
Podemos construir una valla cuyva base sea la ima-
gende 7y altura f(z.y) en (x,y). Si & recorre sdlo

una vez la imagen de &, la integral de trayectoria qamE My -
representa el drea de un lado de la valla. “}llﬂ|||m|“||nll
Ejercicios.

1) Evalia las siguientes integrales de trayectorias / flr.y. z) ds. donde

a) flr,y,2)=x+y+z y F:rt~(sent.cost.t). para (& 0.27:
b)) flz.y.z)=cosz y G:it~s(sent.cost.f). para #€ 0.2 ot

¢) flr.y,z)=y y &Gt~ (0.0.t), paa t€0.1f

d) flz,y,2)=zcosz y Git~ (t.12.0), para t€0.1]:

e) flz.y.2)=yz y Gt~ (£.31,2t). para t€1.3]

2) Halla [ (&), la longitud de la travectoria dada por &(t) = (#*.1.3). para t € 0.1].
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13.3. LA INTEGRAL DE LINFA.

13.3 La integral de linea.

La nocién de trabajo nos llevard a la definicién de la integral de linea. El trabajo
realizado por una fuerza constante F que actia sobre un punto material que se mueve a lo
largo de una recta es, por definicién. el componente de F en la direccién del desplazamiento
multiplicado por la longitud del vector d determinado por el desplazamiento:

W= (compdl*:> Nl =F-d

Esta nocién elemental de trabajo es 1itil pero no es suficiente. Consideremos, por ejem-
plo, el caso de un punto material que se mueve en un campo eléctrico o en un campo
gravitatorio. En general, la trayectoria del punto no es recta sino una curva, v la fuerza,
en lugar de ser constante, tiende a variar de un punto a otro. Lo que queremos es una
nocién de trabajo que se aplique en estas situaciones mds generales.

Como en el caso de la deduccién de la férmula (10.3) para la longitud de arco y la (13.8)
para la integral de trayectoria, se puede justificar la deduccién de la signiente férmula
para el trabajo realizado por el campo de fuerza F sobre una particula que se mueve a lo
largo de la trayectoria : [0.5] — R*:

’

b
trabajo realizado por F = / F{&@)- -7 (t)dt. (13.9)

Conforme ¢ varfa sobre un pequefio intervalo ¢ + At, la particula se mueve de &(¢) a
G(t + At), con un vector de desplazamiento dado por AF = F(t + At) — &(t) = &' (t) At,
{esta 1ltima aproximacién se obtiene de la definicién de derivada). El trabajo realizado
al ir de (t) a &(t + At) es, por lo tanto, aproximadamente

E(G(t))- AF~ F(&(1) - & (t) At.

Qi

' Al

Si subdividimos el intervalo [a, b en N partes iguales, a = tg < ¢; < --- < ty = b, con

b—
At=tip1—t= Ya

. entonces el trabajo realizado por F' es aproximadamente

—_

n—1 n—

i

’

F(a(t) a5~ F(3@) - &(t) At.

il
<
i
=
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CAPITULO 13. INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES.

Cuando n — oc, esta aproximacién se vuelve cada vez mejor, de modo que es razonable
definir el trabajo como el limite de tal suma cuando n — >c. Pero este limite est& dado

b
por la integral / F(#(t))- & (t)dt. Llegamos entonces a la siguiente definicion.

a

Definicién. Sea F un campo vectorial en R? continuo sobre la travectoria §(t) de clase
C', 3: [a,b] — R®. La integral de linea de F a lo largo de 7 viene dada por la formula

xf-dgz /bﬁ(am) LG (1) dt. (13.10)

Si una masa puntual m se mueve de tal forma que en el instante ¢ su posicidn es F{¢).
segiin la segunda ley de Newton, la fuerza total que actiia sobre dicha masa puntual en
el instante ¢ ha de ser m 7 (t).

Ejemplo 1. Una masa puntual m se mueve desde ¢ = 0 hasta ¢t = 1 de tal forma que cn
el instante ¢ su posicién viene dada por

7lt) = at®T+sen Bt 7+ cos 3tk

Halla la fuerza total que acttia sobre esta masa puntual en el instante ¢ y calcula el trabajo
total realizado por dicha fuerza.

Solucién:
La diferenciacién del campo vectorial 7{(¢) nos da

g

7 (t)=2ati+ 5 cos Btj— G sen Btk F”(t) =2a7— 3 sen 3t7— 3 cos Stk

Luego la fuerza total sobre el objeto en el instante ¢ es

"

F(t) =m7 {t)=m <2aT— 3% sen 37— 3% cos ,dfl?) .
Podemos calcular el trabajo realizado por esta fuerza integrando la fuerza sobre la curva
G: G(t)=7t)=at’T+sen 3t T+ cos 3tk t€0.1].

Esto nos da

1 1 1
/f~d§=/ F(E(t))~5'(t)dt=/ m# (1) F (t)dt =m / da’tdt =207 m.
£ 0 Jo

S0

Ejemplo 2. Sea G(t) = (sen t,cos £,1) con 0 <t < 27, Sea Flo.y.2)=aT+yT+ zk.
Calcula la integral de linea
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13.3. LA INTEGRAL DE LINEA.

Solucién:
Aqul, ~
F(&(t)) = F (sen t,cos t,t) =sen t7+cos t J+ tk

G'(t) = cos t7—sen tj+k,
por lo tanto
F(&()-d(t)=sentcost—costsent+t=t
v entonces, usando la férmula (13.10)

2 2w

/F-dg‘:/oﬂﬁ(&(t))ﬁ'(t)dt:/ tdt =272

G 0

Ejemplo 3. Integra el campo vectorial ﬁ(ly z) =zyri+yz7l+ z 2k sobre la ctibica
alabeada 5(t) = t7+t* 7+ ¥ k, desde (—1,1,—1) hasta (1,1,1).

Solucién:

La curva para la integracion empieza en t = —1 y termina en t = 1. En este caso es

a(t)=t, ylt)=+£, zt)=£ = JH)=1, ¢{t)=2t (t)=3¢

Luego

RE0)-F(0) = (2OyOT+y) ) T+a(0) 20 F) - (0)T+y (1) 7+ (1) F) =
= 2(t)y(t) 3 + Y () ¥ () + 2(0) 2() 2 (1) =

YT+ 2 (8% (26) + £ (%) (312) = ¢° + 545,

T

Finalmente, usando la férmula (13.10)

. 27 1 1
- - . S 10
/ h-d§= / R{G(t))- &' (t)dt = / (t*+5¢%) dt =2 / 5t°dt = =
J& Jo -1 0
Hay otra férmula 1itil para la integral de linea en el caso de trayectorias & que satisfagan
. o 5 (t
G)F0siTE) = % denota el vector tangente unitario, tenemos
a
- - . L F'(t) /
/Fd;:L/mewamw:/{mam”Vﬁmhwwma:
JT a a g\t

(13.11)

I

b
[ [Fewy - 7w] 17wl
Escrita de esta manera, la férmula (13.11) nos dice que la integral de linea / F-d3 es

&
igual a la integral de trayectoria de la componente tangencial F (5(t)) - T(t) de F a lo
largo de &.
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Para calcular una integral de linea en cualquier caso particular, podemos usar la definicién
original (13.10) o podemos integrar la componente tangencial de F a lo largo de &. usando
la férmula (13.11), dependiendo de que sea mds facil o mds apropiado.

Otra forma de escribir la integral de linea es

/f-d;: /F1 dr + Fody + Fadz. (13.12)

JG

donde Fy, Fy, F3 son las componentes del campo vectorial F. A la expresion que aparece
como integrando, Fidz + F>dy + F3dz la lamamos forma diferencial. Por definicién
la integral de una forma diferencial es

dz dy dz =
Fd Fydz = F—=+5F—= B — = - ds.
/5 1dz+ Fady + F3 /5< T F, dt-&-F.z dt) dt /ﬁF‘ ds
Ejemplo. Evalia

/Izd.’r+ﬂ?ydy+d:

si la trayectoria &: [0,1] — R? estd dada por 7(¢) = (£.+2.1).

/

Solugién:

Dado que .
dr dy 2
— =1 =2t ==
dt dt dt 0

se sigue que

5 5, o dr dy dz
d dy+dz = () — + () ylt) — =
/555 x4+ zydy+ /ﬁ T<)df+r()y<1>(lz‘+(h‘, dt

Ja, N
/ (F#+1-12-(21) df:/ (# +2¢) dz‘:l—}.
0 Jo 15

i
N}

Como sucede para las funciones escalares también podemos definir la integral de linea
(13.10) si el integrando F(6(1)) - &'(t) s6lo es continuo a trozos. Analogamente. si una
curva no es suave pero estd formada por la unién de un nimero finito de trozos snaves
contiguos, definimos la integral sobre la curva como la suma sobre los trozos. Diremos
que una curva de estas caracteristicas es suave a trozos. Todos los poligono son snaves
a trozos.

Definicién. Definimos una curva simple C como la imagen de una funcién C! a trozos.
&: I — R®y que sea uno a uno en un intervalo I; & se llama parametrizacién de C'. Asi,
una curva simple es aquella que no se intersecta a s{ misma. Si I = [«.)]. lamamos 7(«)
y &(b) extremos de la curva. Cada curva simple C tiene dos orientaciones o direcciones
asociadas con ella. Si Py Q son los extremos de la curva, entonces podemos considerar
C como dirigida ya sea de P a Q ode @ a P. La curva simple C junto con un sentido de
direccién se llama curva simple orientada o curva simple dirigida.
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13.3. LA INTEGRAL DE LINEA,

Definicién. Por curva cerrada simple entenderemos la imagen de una funcién C! a
trozos, &: I — R3, que sea uno a uno en un intervalo [a,b) y que satisfaga la condicién
F(a) = &(b). Las curvas cerradas simples tienen dos orientaciones, correspondientes a las
dos direcciones de movimiento posibles a lo largo de la curva, en el sentido de las agujas
de un reloj o en sentido contrario a ellas.

Si C es una curva simple orientada o una curva cerrada simple orientada, podemos definir
sin ambigiiedad la integral de trayectoria

/C.fds:'/&.fdg7
/;F-dgz/(;ﬁ.dg,

donde & es cualquier parametrizacién uno a uno que preserve la orientacién de G.

v la integral de linea

Una curva cerrada se puede parametrizar de varias maneras, v tendremos que tener cui-
dado porque es posible que dos funciones & y 77 tengan la misma imagen, e induzcan la
misma orientacién en la imagen, pero las integrales de linea del mismo campo vectorial
no coincidan. Veamos este hecho en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Sean & y 7 dos parametrizaciones de circulo unitaric C en el plano Ty, que
recorren el circulo en la misma direccién

G(t) = (cos t,sen t,0), para 0<t<27.

7(t) = (cos (2¢),sen(2¢),0), para 0<t <27,

Calcula

si el campo vectorial es £ (z,9,2) = (y,0,0) y usando las dos parametrizaciones dadas.

Solucién:
Con la primera parametrizacién (¢) = (cos t,sen t,0) obtenemos

. . "2 . 27 )
/F.d.:z /f~d.§:/ Fy (5(t)) ﬁdf:—/ sen’ tdt = —7.
JC 4] dt o]

v con la segunda parametrizacion 7j(t) = (cos (2t),sen (2t),0) obtenemos

. o 2 dr 27
/F-ds”:/F‘ds“:/ Fl(ﬁ(t))gt—dtz—Z/ sen® (2¢)dt = —27.
i 0 0

La razén para esto es que la primera parametrizacién & es uno a uno pero la segunda 7
no lo es: 17 recorre el circulo unitario dos veces en direccién contraria a la que giran las
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manecillas del reloj; por lo tanto 7 no es una parametrizacién del circulo unitario, como
una curva cerrada simple.

En el problema siguiente integramos sobre un tridngulo: lo hacemos integrando sobre cada
lado y sumando despies los resultados.

/ﬁ-dg
C

si F(z,y) = e¥T—sen (rz) 7'y C representa el tridngulo con vértices (1,0), (0,1), (=1.0)
recorrido en sentido contrario al de las agujas de un reloj.

Ejemplo 2. Calcula la integral

Solucién:
El tridangulo estd formado por tres segmentos de recta. que podemos parametrizar segiin

Ci: AHt)=1-t)7+t7 te]0,1],
n(t)=1-t, wlt)=t am

Co: &(t)=—tr+(1-1)] te01],
za(t) = ~t, plt)=1-t

Cy: G3{t)=(2t-1)7, tel0,1],

333( >:2t—1 yg(t)ZO
por tanto tendremos

-1.00

-

/CIF-ds“ = /F(al(t)).al’(t)dtz/o [ 2 (t) — sen (w1 (1)) yi(2)] dt =

241

= /1 [—et—sen(n(l——t))} ch‘—l—e—2
0 T

/ Foas = [ F@E) 6 d= / [0 24(1) — sem (m 2o(8)) yi(0)] dt
C . J0

=) |I\.’)

= /[—e“’”-{»sen(— ] dt=1-—¢—
Jo

Laﬁ-d§ = / F (G5(t)) - G4(t) dt = '/0 {emm z5(t) —sen (7 23(t)) y4(t)] dt

1
= /2dt=2.
0

La integral sobre el tridngulo es la suma de esas integrales:

L 2 2 4 .
/F-ds: l—e—— l—e—Z)42=4—2e— <=~ —2.71.
C n ™ ™

En este dltimo ejemplo vemos que el trabajo realizado por el campo es una cantidad
negativa. Esto significa que el campo impide el movimiento a lo largo de la trayectoria.
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La integral de linea fi F.dg depende no sélo del campo F sino también de la trayectoria
G: la,b] — R® En general, si & y §son dos trayectorias diferentes en R®, tendremos
JoF-ds# fﬁF - ds. Por otro lado, veremos que [ F - dF = = fﬁF - d§ se cumple para
todo campo vectorial F si g es lo que llamamos una reparametrizacién de &.

Definicién. Sea h: I — I, una funcién de clase C' con valores reales que sea una
correspondencia biunfvoca entre un intervalo I = [a, b] sobre otro intervalo I = [a;, b1].
Sea &@: I — R? una trayectoria C! a trozos. Entonces llamamos reparametrizacién de
¢ ala composicién
p=oh: I =R

Esto significa que j{t) = &(h(t)). de modo que se puede pensar en h como un cambio en
la rapidez con que se mueve el punto a lo largo de la trayectoria. En efecto, resulta que
7 (t) =&  (h(t)) H(t), de modo que el vector velocidad para & se multiplica por el factor
escalar A/(t).

Esta implicito en la definicién que h debe mandar extremos a extremos; esto es, se cumplird

g o h{a) = &(a;) y  Foh(b)=a(b),

Foh(a)=&(b) y  &oh(b)=2d(a).

g

=

s, S MW

¢ d
o

grafica de h

A ab

/ \
/
1

a4 b

foopreserva la orientacion

graficade A

S ——

~
>,

N

A invierte la orientacion

En el primer caso se dice que la reparametrizacién preserva la orientacién, y una

J

particula que trace la trayectoria Foh se mueve en la misma direccién que una particula que
trace la trayectoria &. En el segundo caso, la reparametrizacién invierte la orientacién,
v uua particula que trace la trayectoria & o h se mueve en direccién opuesta a la de una
particula que trace la trayectoria &.
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La trayectoria @, [a,b] — R3, dada por t ~ (a --b —t). es una reparametrizacién de &
correspondiente a la funcién h: [a. 8] — (0. 0], dada por £ ~ a4+ b —t. Llamamos &,, a la
trayectoria opuesta a &. Esta reparametrizacién inverte la orientacién.

La trayectoria g [0,1] — R® dada por f ~ &{a + (b — a)t). es una reparametrizacion de
& que preserva la orientacién, correspondiente al cambio de coordenadas h: [0, 1] — lu.b].
dado por t ~ a+ (b—a)t.

Veamos ahora un teorema, que nos permite concluir que si es conveniente reparametrizar
una trayectoria cuando se evalia una integral de linea, entonces el resultado de la integral
no cambiard, excepto, quizd, el signo, dependiendo de la orientacién.

Teorema 13.3 Sea F un campo vectorial continuo en la trayectoria C' 7: [a1.by] — R?
y sea p: [a,b] — R® una reparametrizacidn de &. Entonces

/f -d§ st p preserva la orientacion.
/ﬁ di=< 7 (13.13)
’ - /F -d§ s pinvierte la orientacion.
2

Demostracién:
Por hipétesis. tenemos una funcién h tal que g= & o h: esto es p{t) = & (h{¢)). Por la
regla de la cadena, :

§(t)y =& (h(t)) h'(t)

de modo que

b
d5= | EF(Fe) -5 () dt = | FE(G(h))-&F (b)) K'(+)dt.
/p s / (F) - 7 (1) / (& (b)) - & (h(t)) W(1) dt

Cambiando la variable con s = h(t) (ver teorema 3.4 v la férmula (3.2) o la (12.13)).
obtenemos

.
(d(s))- 7 (s)ds = "
(a) F (55
/b F(a(s)) -7 /

respectivamente, si 7 preserva o invierte la orientacion.

| /hmﬁ , / F(5(s)) - 5'(s) ds = / a5

e

Ejemplo. Volvamos a considerar uno de los ejemplos anteriores. Calcula la integral

/F-dE
JC

si F(z.y) = e¥7—sen (w ) 7donde esta vez C representa el tridngulo con vértices {1.0).
(0,1), (~1,0) recorrido en el sentido de las agnjas de un reloj.
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Solucién:

Como ya habfamos visto, el tridngulo estd formado por tres segmentos de recta, que
teniendo en cuenta la direccidén habiamos parametrizado usando tres funciones &;, con
i =1,2,3. Ahora, teniendo en cuenta la nueva orientacién, podemos parametrizar los tres
lados definiendo

()=t wlt)=1-1%
Co: Gt)y=0@-17+t5 tei01],

Cy: F3(t) = 1—2t)7 tE[O,l},

)
)
J=t-1 w(t)=t
)
)

[ F.ds = X F(G(t)) - Golt) dt = /0 [e72) zh(t) — sen (7 z2(t)) yo(t)] dt =

2 2
1

Il
o\

(¢t —sen (7 (t—1))] dt:—(l—e—2>;

™

-1

' F(34(t)) - G4(t) dt:/ [0 24 (t) — sen (7 23(t)) v5(t)] dt =

3 0

1
- [ 2ae=-2
0

La integral sobre el tridngulo es la suma de estas integrales:

" 2 2 4 -
/F-d(§':—<l~e—:>—-(1—6——)—‘2:—4—%254——%2‘71 —/ F.ds.
Jo 7 iy T Cop

El teorema 13.3 nos dice que la integral de linea es una integral orientada, ya que ocurre
un cambio de signo si se invierte la orientacién de la curva. La integral de trayectoria
no tiene esta propiedad. Esto se sigue del hecho de que al cambiar ¢ por —t (inversién
de la orientacién) sélo se cambia el signo de & (¢), no su longitud. El siguiente teorema,
que se puede demostrar de la misma manera que el anterior, afirma que las integrales de
travectoria no cambian bajo reparametrizaciones.

Ty
Il
c“\

I
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Teorema 13.4 Sea & una trayectoria C1. &: (ay.b;] — R® y sea 5t ‘a.b] — R cualquier
reparametrizacion de &, invierta o no la orientacién. Sea f una funcion con valores reales
continua definida en la imagen de &. Entonces,

/_f(a:.y,z)ds: /_f(I,y,:)ds. (13.14)

Consideraremos a continuacién una técnica 1itil para evaluar integrales de linea cuando el
campo vectorial dado F es un campo vectorial gradiente. es decir, si se puede escribir
F =V f para alguna funcién de valores reales f.

Teorema 13.5 Sea f: R® — R una funcién de clase C', y sea @ [a.D] — R3 una trayec-
toria C' a trozos. Entonces,

/_ﬁf(x,y,z> 5= F(F0)) — F(Fla)). (13.15)

Demostracion:
Aplicamos la regla de la cadena, teorema 10.6, a la funcién compuesta

Fitof30) =  F#H=(fod) (1)=V[(F0) &'t
La funcién F es una funcién con valores reales de la variable ¢. de modo que por el teorenia
fundamental del célgul@ teorema 3.2 o regla de Barrow (3.1),

b

[ Fae=rFe)| =) - Flo = 1 010) - £ Gl

a

Por lo tanto,

~ b , b
/_Vf-d§=/ V.fw(t))-&(f)dt:/ F'(#)dt = £(5(0)) — ] (5(a).

c.q.d

Lo que nos dice este teorema es que la integral sélo depende de los extremos de la curva
v no de la propia curva C.

Obviamente, si podemos identificar el integrando como un gradiente. la evaluacién de la
integral serd mucho mds fécil. En el célculo de una variable. toda integral es, en principio.
obtenible hallando una primitiva. Sin embargo, para campos vectoriales esto no siempre
es cierto, pues el campo vectorial no necesariamente es un gradiente.

Ejemplo 1. Integra el campo vectorial f(ry) = (2. 27y — e¥) sobre el arco de circun-
ferencia &(t) = (cos t,sen t), con t € [0.7/2].
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13.3. LA INTEGRAL DE LiINEA.

Solucién:
Primero intentemos comprobar si Fesun gradiente. Observamos que F' tiene la forma
Plz.y)T+ Q(x,y) Tcon
Plzy) =y v Qlzy) =2zy—e
Dado que P y @ son continuamente diferenciables en todo punto y que
OP aQ
5;(36-,1/) =2y= %(Jﬁ,y)

usando lo visto en la seccién 13.1, podemos concluir que Fesun gradiente.
Dado que la integral s6lo depende de los extremos
de la curva y no de la propia curva C, podemos o
simplificar el cdlculo integrando a lo largo de cual-
quier segmento C que une los extremos.
Parametrizamos C’ haciendo

C': Fty=(1-t)7T+t7 t€[0,1], |

zt)=1—1t, ylt)=+t. ‘

Tenemos entonces

/;F'dg = /C ﬁ'd§=/:f(5<t))~6’(t)dt:

Il
S—
— L
—
@
[3
P
-
=
H\
P
=
o
+
—
[N
8
=
[
)
«
=N
[
Rt
|
®
&
T
=
=
:Q\
Py
=
=
=
Q,
o
|

It
o\.

2t-3t"-¢€]di=1-e

Una vez comprobado que Fesun campo gradiente, hay una solucién alternativa a nuestro
problema. Determinemos la funcién escalar f(x,y) con los métodos de la seccién 13.1.
Dado que
of _ of
Plz,y)==—=vy" ; r,y)==—=2zy—¢€,
wy=g7=y v Qlzy By y

renemaos af
fle,y) = ey’ +oly)  luego 5y = 2TYTo W)

. af . .
Las dos expresiones para M s6lo coinciden si
)

o' (y) = —ev luego si oly) =—€e'+c
o

Esto significa que f(z,y) = 23> —e¥ —c. Dado que la curva C comienza en (1,0) y acaba
en (0.1). por el teorema 13.5 y usando la férmula (13.15), vemos que

/.}:-d(?:f((),l)—f(l,O)=(—e+c)—(—1+c)=1—e.
Je
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Ejemplo 2. Sea & la trayectoria dada por

o t 5 [Tt
a(t) = <Z,sen3 <—2—> «0> . con t€(0.1]

/yd.r+rdy.

Calcula la integral

Solucién:

Aquf tenemos la integral de una forma diferencial, por lo que podemos reconocer el campo
vectorial F(z,y, z) = (y,7,0) como el gradiente de la funcién f(z.y. z) = ry. Asl usando
la férmula (13.15)

1 o [T 0 5 (0 1
dr +zdy = £(F(1)) — £ (50 :—u»*(—)——-; (2} =2
/ﬁy z+ady = f(F(1) - f(F(0) = 7 sen’ (5] = prsen’ | 5 ) =7
Los campos gradientes son importantes en problemas fisicos. Usualmente, V = — f repre-

senta un potencial de energia (gravitacional, eléctrico, etc.) y F representa una fuerza (si
se usa el signo menos, entonces V es decreciente en direccién de F'; asl. una particula sobre
la que actiie F se mueve en la direccién en la que decrezca el potencial). Consideremos ¢l
ejemplo de una particula de masa m en el campo gravitatorio de la Tierra; en este caso

GmM Fo_ GmM

se toma f como oF = 7, donde G es la constante gravitacional, A/ es

T
la masa de la Tierra y r es la distancia al centro de la Tierra. La fuerza correspondicnte
. GmM_ GmM - . L .
es F = T = — 7, donde 7 es el vector radial unitario (estudiaremos este caso
r 72

més adelante.) Nétese que F no estd definido en el punto r = 0.

Deseamos caracterizar los campos vectoriales que se pueden escribir como un gradiente.
Nuestra labor se simplifica de manera considerable gracias al teorema de Stokes. teorenas

13.14 v 13.15, que estudiaremos més adelante y que ahora damos por validos.

Teorema 13.6 Sea F un campo vectorial C* definido en R® excepto, quizds. en un nimero
finito de puntos. Las siguientes propiedades sobre F son equivalentes:

(i) Para cualguier curva cerrada simple orientada C,

%ﬁ-d?:(}.
«

(i) Para cualesquiera dos curvas simples orientadas Cy y Co que tengan los mismos

extremos ,
/ﬁ-d§:/ F . ds.
1 S

(ii1) F es el gradiente de alguna funcidn f: esto es. F=Vf(ysi F tiene un punto
excepcional donde no estd definido, tampoco f estd definido ahi).
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(iv) V x F=0.
Un campo vectorial que satisfega una (y por lo tanto, todas) de las condiciones (i) — (iv)
se llama campo vectorial conservativo.

Demostracién:
Probaremos la siguiente cadena de implicaciones, lo cual probara el teorema:

(1) = @) = @G = @Gy = 1.
Primero demostraremos que la condicién (i) implica la condicién (#4). Supongamos
que &, y &2 sean parametrizaciones que representan a C; y Cs, con los mismos extre-
mos. Construimos la curva cerrada &, obtenida recorriendo primero &, y después &z, o,
simbdlicamente, la curva @ = @) — J2. Suponiendo que & es simple, la condicién (7) da

/ﬁ-dgz/ F-d§—/ F.d5=0.
g &1 a2

de modo que se cumple la condicién (i1).
A continuacién probaremos que la condicién (it) implica la condicién (iii). Sea C cual-
quier curva orientada simple. que une a un punto como (0, 0,0) con (z,y, z) y supongamos
que C esté representada por la parametrizacion & (si (0,0,0) es el punto excepcional de
F. podemos escoger un punto de inicio de & diferente sin que quede afectada la argumen-
tacion). : :

Definimos f(z,y, z) como la integral | F.ds. ]

Por la hipétesis (#), f(z.y, z) es independiente de 1

la curva C.

Demostraremos que F= grad f.

En efecto, escojamos & como la trayectoria mos-
trada en la figura. de modo que

- y .
flzoy.2) 2/ Fl(t.0.0)dt—i—/ Fz(x,t,U)dt+/ F3(z,y,t)dt
0 0 0

donde F = {(F1. Fy, F3). Se sigue de manera inmediata, que 8f/9z = F3. Permutando z,
y v z. podemos demostrar similarmente que 0f/0z = F} y 0f/0y = F, esto es, 6f =F.
Tercero, la condicién (#i¢) implica la condicién (iv), pues ya se dijo en la identidad 14
dada en la seccién 13.1.2 que
VxVf=0.

Finalmente, sean & una representacién de una curva cerrada C y S cualquier superficie
cuva frontera sea & (si F' tiene puntos excepcionales, se escoge S de tal manera que los
evite). Por el teorema de Stokes, teoremas 13.14 y 13.15,

'/C.'F-d.;':/(?fidg:/s‘(@xﬁ)-ﬁdS.

Como V x F = 0, esta integral se anula, de modo que la condicién (iv) = condicién ().
c.q.d.
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Hay varias interpretaciones fisicas ttiles de fﬁ F . d3 Ya vimos que una es el trabajo
realizado por F al mover una particula a lo largo de C. Otra interpretacién es el concepto
de “circulacién”, que veremos al final de la seccién 13.8. En este caso pensamos en F
como el campo de velocidad de un fluido; esto es, a cada punto P en el espacio, F asigna
el vector velocidad del fluido en P. Si tomamos C' como una curva cerrada, v As es
una pequena cuerda dirigida de C, entonces F.Ases aproximadamente la componente
tangencial de ' por ||As||. La integral Je F-d7 es la componente neta tangencial alrededor
de C. Esto significa que si colocamos una pequefla rueda con aspas en el fluido, girard si
la circulacién del fluido fuera diferente de cero, o [, F.ds+ 0. Asf, con frecuencia nos
referimos a la integral de linea fC Fd5 como la circulacién de F alrededor de C. Por
el teorema 13.6, un campo F no tiene circulacién si v solo si rot F=0. De aqui, que un
campo vectorial F’ con rot F = 0 se llame irrotacional. Hemos probado entonces que un
campo vectorial en R3 es 11rota01ona1 siy sdlo si es el campo gradiente de alguna funcién:
esto es, si y sdlo si F= Vf La funcién f se llama potencial para F.

Ejemplo. Sea Fel campo vectorial en R? definido por
F(z.y.2) = (3, zc0s (y2) + 2.y cos(y =)
Demuestra que F es irrotacional v halla un potencial escalar para F.

Solucién: L
Calculamos V x F:

7 7 Foo
= = = d o ) =
{F=VxF=| L 9 92 .3
o 8 pE By 5=
y zcos(yz)+x ycos(yz)

de modo que F es irrotacional. Podemos hallar un potencial escalar de varias maneras.
Método 1. Con la técnica usada en el teorema 13.6 para probar que la condicién (i)
implica la condicién (#ii), podemos hacer

f(:z?,y.z):/ozFl(t,O,O)dt+/OyFQ(.T,At,O)df+ /:Eg(l‘.y.f)df:

Jo
T Y z
= / 0dt+/ zdt+ / ycos (yt)dt = xy+sen(yz).
Jo 0 Jo
Se verifica ficilmente que. como se requiere, Vf=F:

of ., 9f -

6f:% By’ +_]”—W+($+’COS( 2)) J+ycos(yz) k= F.
Método 2. Como sabemos que existe f, sabemos que es posible resolver
éj
%:y, %:I+z cos(y 2). Tdé:y(‘o‘s(y:)'

para f(z,y, z). Estas son equivalentes a las ecuaciones simultdneas
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() flz,y.2)=zy+hi(y. 2).
{b) flz.y.z)y=sen(yz)+zy+ haz, 2).
(c) flz,y,z) =sen(yz)+hslx,y).
para funciones Ay, he v hs, independientes de z, y y 2z (respectivamente). Para deducir

de manera més sistemdtica la férmula notamos que como

O _ g cos(y2),

flays)=zy+hly.z) v =
tenemos
Ohy (y.
—”;gf’ D yeostyz = hily.z) = /y cos (yz) dz + gly) = sen (y z) + g(y)-

Por lo tanto, sustituyendo esto en la ecuacién (a) obtenemos

flz,y.2) =2y +sen(yz) + g(y),

pero por la ecuacién (b),
g(y) = ha(z. 2).

Debido a que el lado derecho de esta ecuacién es una funcién de z y z y el lado izquierdo
es una funcién sélo de y. concluimos que deben ser iguales a alguna constante C. Asi,

floyzy=2y+sen(yz)+C

v hemos determinado f salvo por una constante.

= - o %) P\ - - o o
SiF=Pi+QJ entonces V x F = <8_Q — 8—) k, de modo que la condicién Vx F =0
r By
g P
se reduce a E)Q = 0_ Asi, tenemos el siguiente corolario
dr Oy

Teorema 13.7 i F es un campo vectorial C* en R? de la forma F=rPi+ Q7 con
( OP - = .
'c)_Q = g— entonces F =V f para alguna f definida en R2.

b3 Yy

Este corolario puede ser falso si F' deja de ser de clase C! incluso en un solo punto. Sin
embargo, en R? se permiten excepciones en varios puntos (ver el teorema 13.6).

Ejemplo. Determina si los campos vectoriales

a) F=eVTqety b) F=(2zcosy)7— (z° sen y) 7,

son campos gradientes.
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Solucién:

(a) En este caso P(z,y) = e*V y Q(z,y) = €*7¥, calculando
O QL.
dy Or

vemos que no son iguales, de modo que Fno puede tener una funcién potencial.
(b) En este caso P(x,y) = 22 cos y vy Q(x,y) = —2” sen y hallando
oP
Oy

5}
=—2zxseny=—.

ox
vemos que F' tiene una funcién potencial f. Para calcular f resolvemos las ecuaciones

0 af

5£=2x cos ¥, 8—y=—12 sen .
Asi,
flz.y) = 2% cos y + Ay (), flz,y) = 2% cos y + ha(x).

Sihyy ke son la misma constante, entonces se satisfacen ambas ecuaciones, de modo que
fla,y) = 2% cos y + C es un potencial para F.

Concluimos esta seccién con un teorema que es bastante parecido en esencia al teorema
13.6. El teorema 13.6 fue motivado, en parte como un, rec1proco al resultado rot v f=0
para cualquier funmon Cl, f:R® = R, esto es, si rot F =10, entonces F = Vf También
sabemos que div (rot G’) = 0 para cualquier campo vectorial G de clase C2. Podriamos
plantearnos la validez del enunciado reciproco: si divF =0 ies F €l rotacional de un
campo vectorial G? La respuesta, afirmativa. la da el siguiente teorema.

Teorema 13.8 Si F es un campo vectorial C' en R con div F = 0, entonces eziste un
campo vectorial G de clase C* tal que F = rot G.

Nétese que a diferencia de F del teorema 13.6, al campo vectorial F de este @ltimo teorenia
no se le permite tener un punto excepcional.

Concluimos esta seccién con

Algunas aplicaciones de las integrales de linea.

Si C es una curva de R3 que representa un alambre muy fino de densidad variable f(z.y, z)
en el punto (z,y,z) € C entonces:

a) La masa del alambre es:

:/fd.s. (13.16)
JC

b) Las coordenadas del centro de gravedad del alambre. (7. 7. Z), son:

/xf(x, y,z)ds /yf(xyz)d% / zfle.y. z)ds
< — =L z=2C - (1317

]

T =
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13.3. LA INTEGRAL DE LINEA.

¢) Si L es una recta en R® v 6(z,y, 2) es la distancia del punto (z,y,2) € C alarecta L,
el momento de inercia del alambre respecto a L es:

I —/ 8z, y. 2)° flz,y. 2) ds.
En particular los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:
L= [0+ ey
¢
y = / (@? +2%) flz,y,2) ds (13.18)
c
I. = /(l2 + %) flz,y, 2) ds.
c

~
|

Ejercicios.

- . =7 -
1) Sea & una trayectoria suave. Supongamos que F es ortogonal a & (¢) en ().
Demuestra que
/ F.d§=0.
]

2) Sea F' = V f para una funcién escalar dada. Sea &(t) una curva cerrada, esto es
G(a) = &(b). Demuestra que
/ F.di=0
&

—

3) Integra los canipos vectoriales F(r.y) = yT+ 27y Glx,y) = 27+ y7 sobre las
curvas indicadas:

a) F(t) =

t7+t27 cont €[0,1);
b) () = Br—2t

Joconte(0,1]
1) Integra los campos vectoriales F(:z’ y.2) =yzi+ 227+ xzky Glz,y,2) = 7T+
e¥ 7+ e* k sobre las curvas indicadas:
a) el segmento que une el punto (0,0,0) a (1,1,1);
b)  F(t) =tT+ 2 J+ 3k con t € [0.1].

[e1}

Calcula el trabajo realizado por la fuerza ﬁ(l y.z)=zTl+zyj+ay
a un punto material que se mueve a lo largo de una linea recta desde (
(1,0.—4).

2k aplicada
0,1,4) hasta

6) Una masa puntual m se mueve desde el instante ¢ = 0 hasta t = 1 de tal forma que
su posicién venga dada por la funcién vectorial #() = at7+ Ft2 7+ vt* k. Halla la
fuerza total que actila sobre dicha masa en el instante ¢ y calcula el trabajo realizado
por esta fuerza en el intervalo de tiempo [0, 1].
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7) Evalda la integral
/ydy+ 3y —x)dy+ zdz
para cada una de las trayectorias 5(t) = (¢,¢",0), para 0 <t <1lyn=12,3.....

8) Evalda la integral de linea del campo vectorial F(z.y) = (z.y) alrededor de la
hipocicloide &(t) = (cos®¢,sen® ¢), para 0 <t < 27.

9) Sea @ un vector constante y F=axr [como siempre 7(2.y. z) = (x.y. 2)]. ‘Es F
conservativo? De ser asi, halla su funcién potencial.

13.4 Superficies parametrizadas.

En las secciones 13.2 y 13.3 hemos estudiado integrales de funciones escalares y vectoriales
a lo largo de curvas. Pasemos ahora a integrales sobre superficies y comencemos por
estudiar la geometria de las superficies.

Ya conocemos un tipo de superficie, esto es, la grafica de una funcién f(z,y) del tipo
estudiado en el capitulo 10 para las cuales sabemos también calcular los planos tangentes.
Sin embargo, no podemos limitarnos sdlo a este tipo de superficies. Muchas se representan
como superficies de nivel de funciones. Por ejemplo. una hoja que se dobla sobre si misia
no es la grafica de una funcién porque para cada (o, yo) € R? debe haber un tinico z; con
(Z0, Yo, 20) en la grafica. De la misma manera un toroide no es la gréfica de una funcién
de la forma z = f(z.,y).

Estas observaciones nos impulsan a extender nuestra definicidn de superficie, vy como
en el caso de las curvas, queremos hacer una distincién entre una funcién, que es la
parametrizacién, y su imagen, que es el objeto geométrico.

Definicién. Una superficie parametrizada es una funcién ®: D C R? — R?, doude
D es algiin dominio en R%. La superficie S correspondiente a la funcidn @ es su imagen
S = ®(D). Podemos escribir

-

O(u,v) = (z{u.v), ylu.v), z(u. v)).

Si @ es diferenciable o es de clase C'. (las funciones componentes x(u,v), y(u. v). z{u.v)
son funciones diferenciables o de clase C'), lamamos a S superficie diferenciable o C'.

Ejemplos.
o La grafica de una funcién y = f(x), con z € ‘a.b] puede parametrizarse haciendo

#(u) = w7+ f(u) 7 De manera parecida, la grafica de una funcién = = f(x.y). con
(x,y) € Q C R? puede parametrizarse haciendo

Flu.v) =ul+ v 7+ fluv) k.
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Si dos vectores @ y b no son paralelos, el conjunto de todas las combinaciones lineales
wi+vb genera un plano que pasa por el origen. Podemos parametrizar este plano
haciendo #(u.v) = ud + v b. con (u,v) € R%. El nuevo plano paralelo al anterior y
que pasa por el extremo de ¢ puede parametrizarse haciendo

Flu, vy =ud+vb+& con (u,v)eR%
Este plano claramente contiene las dos rectas 7(u,0) = ud+ ¢y 70,v) = vb+ &

La esfera de radio a centrada en el origen puede parametrizarse, usando las coorde-
nadas esféricas, como

7(6.0) = a cos 6 sen 6T+ asen § sen ¢+ a cos ok. 0<6<2m0< ¢ < 7.

Pero también puede ser parametrizada haciendo

-

lu,v) =acosucos vi+asenucos vy+asenvk, 0<u<27,—=<v<

] =
NS

Para demostrar esta parametrizacién, notamos que los puntos de latitud v forman
una circunferencia de radio a cos v en el plano horizontal z = a sen v. Esta circun-
ferencia puede parametrizarse poniendo

R(u)=acosv (cos uT+sen uj)+asenvk, con ué€]l027).
Desarrollando esta expresién y haciendo variar v desde —/2 hasta /2 obtenemos
la esfera entera. Es fdcil comprobar que la parametrizacién satisface la ecuacién
cartesiana de la esfera 2% + 3% + 2% = a®.

Consideremos ahora un cono con semidngulo en el vértice igual a o y longitud de
generatriz igual a 5. Los puntos de la generatriz a distancia v del vértice forman
una circunferencia de radio v sen « en el plano horizontal z = v cos a. Esta circun-
ferencia puede parametrizarse haciendo
R(u) =vsen o (cosuT+senuy)+vsenak, con uc€l0,27.
Dado que podemos obtener el cono entero haciendo variar v desde cero hasta s, el
colo estd parametrizado por
Mu.v) =vsen acos ui+uvsen asen uj+vsen ak, 0<u<2r,0<v<s.

Es facil comprobar que la parametrizacién satisface la ecnacién cartesiana del cono
2

T ryt =2t
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Volvamos a la superficie parametrizada por la aplicacién Cf(u.zf). Podemos pensar que
dicha aplicacién @ tuerce o dobla la regién D en el plano para producir la superficie S en
el espacio.

u

Supongamos que $ es diferenciable en (ug,vo) € R Si fijamos la variable v en ug
obtenemos una funcién R — R* dada por £ ~» d;(ug 1). cuya iniagen es una curva sobre
la superficie S.

Por lo va visto en temas anteriores, ver capitulo 10. el vector tangente a esta curva en cl

punto ®(ug, vg) estd dado por

- Oz L Oy L 0Oz -
T, = %(uo,vo) T+ &J—;(uo,l,'o)] + a(uo,vo) k.

De manera anéloga, si fijamos la variable v en vy obtenemos una funcién R — R? dada
por ¢ ~ ®(t, 1), cuya imagen es otra curva sobre la superficie S y el vector tangente a
esta curva en el punto ®{ug, vy) estd dado por

- 0 L O . Oz -
u= 8—32(?1077/0) 1+ a_z(UOsUO).] + a(uo,vo) k.

Como los vectores T, v T, son tangentes a dos curvas sobre la superficie en 5(u0, vg). deben
determinar el plano tangente a la superficie en este punto; esto es, N(u, v) = T, x T, debe
ser normal a la superficie. Al producto vectorial N’(u. v) = T, x T, se le llama producto
vectorial fundamental de la superficie.

° T. 2
[ %
u =constante
x

Definicién. Decimos que la superficie S es suave en ®(up, vo) si N(u.v) =T, x T, # 0
en (ug. vo); esto es, existird el plano tangente. La superficie es suave si es suave en todos
los puntos ®{ug. o) € S. Intuitivamente. una superficie suave no tiene “esquinas”.
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13.4. SUPERFICIES PARAMETRIZADAS.

Ejemplo. Considera la superficie dada por las ecuaciones
rT=ucosv, y=usenv, z=u, v>0

.Es diferenciable esta superficie? ; Es suave?

Solucién:

Estas ecuaciones describen la superficie z = +/z2 + 42 que es un cono. Esta superficie
es un cono con “punta” en (0,0,0); es una superficie diferenciable, pues cada funcién
componente es diferenciable como funcién de u y v. Sin embargo, la superficie no es suave
en (0,0,0), siendo ﬁ(u v) = T, x T, =0

- oz . Oy Oz - - L
TH,—E(O,O)Z—F%(O.O) +a—u—(0 O)k=cos0-T+sen0-7+1-k=7+k,
T}:%(o,o) +?(0 0)7 +%(0,0)E:0~(—seno)-z*+0~(coso)-j+o-13:6.

; (o

Definicién. Siuna superficie parametrizada $: DCR?— Riessuaveen ‘5(u07 Vo), esto
es.si N(u,v) =T, x T, # 0 en (ug, vg), definimos el plano tangente de la superficie en
®(ug. vp) como el plano determinado por los vectores T, y T,. Siendo N(u,v) = T, x T, un
vector normal a la superficie, una ecuacién del plano tangente en (zo, yo, 2¢) a la superficie
estd dado por

(:r—:ro,y—yo,z—zg)-1\7(u0,170) =0 (13.19)
o de forma equivalente
ni{z = zo) +n2(y —yo) +n3(2—20) =0

donde {n1,n2,n3) son las componentes del vector producto vectorial fundamental.

Ejemplo 1. Considera la superficie dada por las ecuaciones
2, .2
T=ucCosv, y=usenv, z=u" +uv.

(Dénde existe un plano tangente? Halla el plano tangente en 5(1, 0).

Solucion:
Calculamos
- O 0 Oz . -
v = a—Z(u )T+ 5%(11,,'0)]—&— Ej-(u@) k=cosvi+senvy+2uk,
- Ox 19 0z - -
.= 0—;—(111) i+ a—i{(u.'z')jﬁ— d—l(u v)k=—~usen vi+ucos vj+2vk.

El plano tangente en CI;(u v) serd el conjunto de vectores que pasan por CI;(u v) y son
perpendiculares a

Nuv)=T, xT, = (——2 u® cos v+ 2v sen v, —2u? sen v — 2v cos v,u) ,
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si resulta ser no nulo. Claramente ;\A"(u..'zr) = 0 en {u.v) = (0.0). esto es no existe
plano tangente en 5(0, 0) = (0,0.0). Sin embargo. en todo punto {u. v} # {0.0) tenemos
N(u v) # 0 y entonces existe el plano tangente. En particular. en $(1.0) = (1.0.1).
usando la ecuacién (13.19), tenemos que

N{1.0)=(-2.0,1) = (r—1.y-0,z-1)-(-201)=0 = =z=2z-1

es la ecuacién del plano tangente.

Ejemplo 2. Sea S una superficie obtenida como grafica de funcién diferenciable f: k R —
R. Demuestra que la superficie es suave en todos los puntos (ug. vo. f {ug. ve)) € R,

Solucién:
Escribamos S en forma paramétrica como

T =u, Y=, 2= flu,v), que es lo mismo que == f(r.y).
Entonces 9 5 9- of
= X = Y z Py -
fu:%(u.l')l—Fau(U 1/j+a—(1[ l)]ﬂ = 0—(?10 Y())]\
- ox - (92/ . Oz e Of 7
T’U = —\u,v + —=(u. )+ = = . 0. v
=) T S ) e ) F = e S )

Para todo (ug, vp) € R? tenemos

= =~ = of of -
N(u,v) =T, x T, = { —=(ug.v0), ——=—{(10. %), 1 0.
(u.0) = T Ty = (=G tun. ).~ oo}, 1)
Luego la parametrizacién es suave en todos los puntos.
El plano tangente en ®(ug.vp) = (To-%o.20) = (g vo. f (ug.7n)) serd el conjunto de
vectores que pasan por ®(uo. 1) v perpendiculares a N (uy. o) = T, X T... esto es. usando
la ecuacién (13.19).

o af
(x — 20,y — y0, 2 — zg) - <—a_£(’11(?~7'(')~ —a;:l'(un- 9). 1> = ()

o lo que es lo mismo

0
s z0= Dty o)z =) = v = )

es la ecuacién del plano tangente. Esta tltima ecuacion coincide con la definicion de plano
tangente (10.1) obtenida cuando la superficie S es la gréafica de una fncion.

Es oportuno considerar el problema de calcular el drea de una superficie. antes de pasar a
estudiar la integracién de funciones sobre superficies. De aqui en adelante consideraremos
slo superficies suaves a trozos que sean uniones de imégenes de superficies parametrizadas
&;: D, — R3 para las cuales D; es una regién elemental del plano. &, es de clase C! v uno
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a uno, excepto. quiz4, en la frontera de D, y S;, la imagen de O, es suave, excepto, quizd,
en un nimero finito de puntos.

Antes de dar la definicién de drea de superficie de una superficie parametrizada y la
justificacién en términos de sumas de Riemann, consideremos el caso més simple del drea
de un paralelogramo. .

Ya hemos visto que una funcién lineal del tipo 7{u, v) = ua@—+v b+ ¢, con @ y b no paralelos,
parametriza un plano p. Las rectas horizontales del plano uv, con ecuacién v = vy, se
transforman en rectas paralelas al vector @, esto es #{u,vg) = u@ + vob + € tiene por
vector director el vector @; y las rectas verticales del plano uv, con ecuacion u = ug, se
transforman en rectas paralelas al vector 5, esto es 7(ug, v) = vb—+uy @+ ¢ tiene por vector
director el vector b. Luego un rectangulo R del plano uv con los lados paralelos a los ejes
uy v, R={(u,v) / u1 < u <us,v; <v < vy}, se transforma en un paralelogramo en el
plano p con los lados paralelos a los vectores @ y b.

El paralelogramo esté generado por los vectores

g, v1) — Fur.v) = (@ 4+ E‘FE) —(wm@+v 5-{-5) = (up — w1 @,
Flug, v9) = Fug,v1) = (W @+ vob+ &) — (w@+v1 b+ = (v2 — v1) b.

UL va) U vl {u).v)) (upv

Ty Tuavy) wy.vy (ug.vy)

Luego el drea del paralelogramo es
(s — ) @ x (v — 01) b]] = |3 X b| (g — u1) (vo — v1) = ||&@ x b|| (drea de R),
que siendo ||@ x b]| constante, podemos escribir como
area del paralelogramo = // 1@ x b]| du dv.
R

Definicién. Definimos el drea de superficie A(S) de una superficie parametrizada por

A(S)=//;Hﬁ(u,v)Hdud@://D[ifuxﬁyldudv, (13.20)

donde ||N(u,v)|| = ||T, x T,|| es la norma del vector producto vectorial fundamental. Si
S es una unién de superficies S;. su drea es la suma de las 4reas de las S,.

Podemos justificar esta definicién analizando la integral ([, [|T, x T,|| du dv en términos de
sumas de Riemann. Por simplicidad, supongamos que D sea un rectdngulo: consideremos
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la n-ésima particién regular de D, v sea R;; el ij-ésimo rectangulo en la particion. con
vértices (us, v;), (Uiv1, i), (ul,vzﬂ) (Uis1, V1), con 0< 1 <n-1,0<j<n-1

Si denotamos los vectores T, y T, en el punto (u;, v;) por Tu N T podemos pensar en los
vectores AuT,, v Av TM como tangentes a la superficie en ®(u;. v;) = (2. vig» 213), donde
Au = w1 — u; ¥ Av = vy — v;. Entonces, estos vectores forman un paralelogramo
P,; que estd en el plano tangente a la superficie en (zy, yi5, 2i5). Tenemos entonces una
“cubierta de retazos” de la superficie mediante los paralelogramos P,;. Para n grande. el
drea de P;; es una buena aproximacion al area de @( ;). Como el area del paralelogramo
generado por dos vectores ¥, v ¥s es ||T) X Th||. vemos que

A(Py) = ||AuTy, x AvT, || = ||To, x Toyl| AuAv.
Por lo tanto, el drea de la “cubierta de retazos” es

4R =33

i=0 7=()

-
-

n—1 n—

1T x T.

@;MH

%

I\
o
<.

Cuando n — oo, las sumas A, convergen a la integral

// T, x To|| dudv.
D

y como A, deberd aproximar cada vez mejor el drea de la superficie, la integral de arriba
es una definicién razonable de el drea de la superficie A(S).

Para estar seguros de que la férmula (13.20) no contradice la nocién de drea establecida
previamente, hemos de comprobar que nos da el resultado esperado tanto en el caso de
regiones planas como en el caso de superficies de revolucién.

Ejemplos.
e Como hemos visto en un ejemplo previo, la funcién
7(u,v) = a cos u cog v+ asen u cos vj+asen vk,

con (u,v) € Q. siendo Q = {(u,v) / 0 < u < 27 —7/2 < v < 7/2}, parametriza
una esfera de radio a centrada en el origen. Para esta parametrizacion tenemos

T, = —asen u cos v7+ a cos u ¢os v J.

T,=—acosusenvi+asenusenvj+acos vk,

Luego ~ L
N{u,v) =T, x T, = a cos v7(u.v),

es decir, como era de esperar el producto vectorial fundamental de una esfera es
paralelo al radio vector 7(u,v). Ademas,

N (u. )] = |Ts, x To|] = |a°] | cos v| = a? cos .
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por el hecho de que —7/2 < v < 7/2.

Entonces, de acuerdo con la férmula (13.20), tenemos

drea de la esfera = // T x T dudv = // a® cos vdudy =
Q Q
2 /2 ) /2
:/ / a’ cos vdv du:27ra2/ cos vdv = 4rwa’
J0 —/2 —T/2

® Sea S la superficie de una regién plana €2; podemos parametrizar S haciendo
Hu,0) =ui+v 7 (u,v) € Q.

Aqui serd

]

N{u,v) = =ixj=Fk, luego || N(u,v)|| = 1.

En este caso la férmula (13.20) se reduce 2 la férmula conocida

Az// du dv.
Q

* Sea ahora S generada al girar la grafica de la funcién y = f(z), con z € {a,b]
alrededor del eje z. Supondremos que f es positiva y continuamente diferenciable.

Podemos parametrizar S haciendo
Fu,v) = v+ f(v) cos uj+ f(v) sen uk,
con {u. v) € Q. siendo el conjunto Q = {{u.v) /0 <u<2ma < v < b}
Para esta paramectrizacion tenenos
T, = —f(v) sen u7+ f(v) cos uk,
T, =7+ f'(v) cos ui+ f'(v) sen uk.
Luego
N(u.v) =T, x T, = —f(v) f () T+ f(v) cos uT+ f(v) sen uk,
con lo que
¥ o)ll = 1T x Toll = £ I (0 + 1

Entonces. de acuerdo con la férmula (13.20), tenemos

dreade § = //\]TxTHdudv—//f@ T T dude —
/ (/f ]+1dv> du_’)ﬂ-/fv )P + 1.

que coincide con la férmula dada en el subseccién 3.6.4.
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Dado que
= =y [0y 1Ty 9.0
lT“XT”]‘\/[a(u.rJ +[8(u.11) + Nt
donde
Oy |ou dv| Oz _|du dv| 9zz)_|ou ov
A(u,v) dy Oy T A(u,v) 9z 92 T O(u,) 9z 8z
Ou v ou Ov ou ov

podemos escribir la férmula (13.20) como

o p® . To.2)]* | [0.2)]
A(S) = : - dudv, 13.21
(5) //Dﬂawv) Ty T B M (13.21)
que a veces puede resultar mds comoda de usar.
I:Zjemplo. Sea D la regién determinada por 0 < § < 27y 0 < r <1, v sea la funcidn
®: D — R? definida por

x =171 cos f, y =1 sen f, =7

una parametrizacién de un cono 5. Halla su drea de superficie.

Solucién:
En la férmula (13.21) tenemos

ox Ox

o(z.y) or 06

cos @ —rsend

— = =T
A(r.6) 9y Oy sen 6 rcosf |
or 0

dy Oy

2 22 son 6 ;|
ay. z) _ | 0r 06 | _|mY TSy —r cos 6,
o(r.6) | 0z oz 1o

or 06

Ox Ox
ow,z) or o0 | b —rsenf =7 sen f
ar6) | 0z 0x | | 1 o |

or 06

asi que el integrando es

||Ts % Toll = VP2 + 72 cos2 8 + 72 sen?f = r V2.
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Tenemos entonces,

1
A(S / / N2drdf =2 27% =27,

=10

Noétese que la norma del vector producto fundamental HT x T, || es nula para r = 0, pero

<I>(O ) = (0,0,0) para culaquier 4, asf que (0,0, 0) no es el tinico punto donde la superficie
no es suave.

Para confirmar que ésta es el drea de §(D) debemos verificar que & es uno a uno para
puntos que no estén en la frontera de D. Sea D° el conjunto de (r,8) con 0 < r < 1 Y
0 <6 <27 Es decir, D° es el Iinterior de D esto es D sin su frontela Para ver que &
es uno a uno, supongamos que &(r, ) = &(r',6"), para (r,8) v (r',8") € D°. Entonces

’ I ' 7 ' ’
recosf@=1 cosf ., rsenf=r senéf r=r = 0=0 +2km.

Pero la dltima igualdad s6lo es posible para k = 0, visto que (r.0) y (r',8") € D°,
esto es, tanto # como @' pertenecen al intervalo abierto (0,2 "r) y no pueden estar a2m
radianes de distancia. Esto prueba que fuera de la frontera, & es uno a uno. En futuros
ejemplos, por lo general no verificaremos que la parametrizacién sea uno a uno cuando
resulte intuitivamente claro.

Si una superficie S viene dada en la forma z = f(z,y). donde (z,%) € D, hemos visto ya
que ésta admite la parametrizacién

T =u, Y=, z = flu,v), para (u,v) € D.

Cuando f es de clase C!, esta parametrlzaaon es suave, y la férmula para el drea de

superficie se transforma en
/ Of\*  (0f\°
//D\/ +<8x> +<8y du dv, {13.22)

habiendo aplicado las férmulas

a—flj T 3f* = __of. of . &
ou e =JT du u' oo '

T.=7+

Ejemplo 1. Calcula el drea de la parte del cilindro parabdlico z = y? que est4 por encima
del tridngulo con vértices (0,0), (0,1) y (1,1) en el plano zy.
Solucién:
Aqui, f(z,y) = y* y D es la regién que se puede expresar como 0 < y<1,0<z<y.
Para aplicar la férmula (13.22). identifiquemos u = z, v = y y calculemos
af 0 af
or dy
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luego

1 Yy )
- =/ \/1+4y2d:cd:/ / V1+4yPdedy =
0
1
/yx/1+4y dy—{ (1+4y )3/1 :i(5\/5—1>.
0

12

Veamos ahora otro ejemplo en €l cual ademas de aplicarse la férmula (13.22), aparecen
integrales impropias que trataremos exactamente como en el caso de funciones de una
sola variable.

EJemplo 2 Calcula el drea de la superficie de la esfera S descrita por la ecuacion
i+ =1

Solucién:
Calcularemos el drea del hemisfero superior ST dado por 2> + >+ 2> =1lconz >0, ¥
luego multiplicaremos el resultado por 2. Por lo tanto tenemos.

= flz.y) =1 —22— 2 Pyt <L
Sea D la regién z® + y? < 1. Para aplicar la férmula (13.22), calculamos

af -z of -y

%_\/1——332—3/2’ @_«/l—xg—yzl

2 2
A(S*) = // \1+ + Y du dv =
1_12_1; i-o-g) "

du dv,

luego

que es una integral impropia. Sin embargo. podemos aplicar el teorema de Fubini en este
caso para obtener la integral impropia iterada:

1 1 y 1-z
= —_——dydr = / {arcsen —_— } dr =
/_1/-\5? 1—22 -2 -1 V1-22| =
1

-

Asi, el drea de toda la esfera es 4 7.

o] R
N}

Ejercicios.

1) Deduce, usando la férmula (13.21), la férmula del drea de la superficie lateral gene-
rada al girar la gréfica de una funcién y = f(z) alrededor del eje x, con z € [a, ]

A=z [ UEIITOF 1o
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[S]
~—

Halla la superficie de la parte del paraboloide hiperbélico z = zy que estd dentro
del cilindro z? + y* = a®.

3) Halla el 4rea de la parte del plano becx +acy +abz = abc que estd dentro del
primer octante (x > 0,y > 0,z > 0).
4) Halla el drea de la superficie z = 1% + y* desde 2 = 0 hasta z = 4.
5) Calcula el drea de las siguientes superficies.
2 2 2 a? 2 2 2
a) z=a"— (2% +y*) con T <z +y <a%
b) 3z2=224+43 con0<z<1,0<y <
) 2+ P+ 22 —4z2=0con0<3 (x?+4y?) < 22 2> 2.

6) Sea la curva y = f(z), con z € [a,}] alrededor del eje y. Demuestra que el drea de
la superficie barrida es

=27 /U]xj V[f’(m)]z-l—ld:c.

7) Halla el rea de la superficie obtenida al girar la curva y = z%, 0 < z < 1, alrededor
del eje 3.

13.5 Integrales de funciones escalares sobre superfi-
cies.

Ahora estamos preparados para definir la integral de una funcién escalar f sobre una

superficie S, que es una generalizacién natural del drea de una superficie, que corresponde

a la integral sobre S de la funcién escalar f(z.y,z) = 1.

Comencemos con una superficie S parametrizada por una funcién &: D — § C R3,
Blu. o) = (w(u.v). ylu.v). (. v)).

Definicién. Si f(z,y.z) es una funcién continua con valores reales definida en S, defini-
mos la integral de f sobre S como

/f T.y.2)dS = /de / |T x To|| du dv. (13.23)

Desarrollando la ecuacién (13.23) se transforma en

firss= et s | [5e8]+ [20a]s (2o

donde el radicando tiene el mismo significado que antes.
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Si f(z,y,2) es idénticamente igual a 1. recuperamos la férmula (13.21).

Podemos obtener un conocimiento intuitivo de esta integral al considerarla como hmlte
de sumas. Sea D sea un rectdngulo partido en n? rectangulos R;;. Sea Sj; = ) (Rij)
la parte de superficie ® (D) correspondiente a R;;, v sea A (Sy;) el drea de esta parte de
superficie. ’

U —

~
X

Para'n grande, f serd aproximadamente constante en S;;: constriuyamos la suma

,_.

n—1n—

£ (Blusr) A(S5).-

Il
o

i=0 7

donde (u;,v;) € Ry;. Usando 1a férmula (13.20) v el teorema del valor medio para inte-
grales, tenemos que

Sis) // \T, \dudl'—iTu ><T HIFAUFAUR
R’]

para algiin (u7,v}) € Ry;. Por lo tanto, la suma se convierte en

,.4

n~1 n-—
f( Uss 1)) Hfu X f‘v]«HAu Av,

1=0

.
il
«

que es una suma aproximante para la tiltima integral en la férmula (13.23}. Por lo tanto

lim S, = /f ds.
n—oc S

Si S es unién de superficies parametrizadas S;. 7 = 1,.... N. que no se intersectan excepto.
p P
quiza. a lo largo de curvas que definen sus fronteras. entonces la integral de f sobre S

estd definida por
N
/de:Z/ fds.
s =17

Por ejemplo, como consecuencia de la férmula anterjor, la integral sobre la superficie de
un cubo se puede expresar como la suma de las integrales sobre los seis lados.
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Ejemplo 1. Calcula la integral / fdS sila funcién f(z,y, z) estd dada por
s

flz,y,z) =22 +y2 +1
y la superficie S es la helicoide definida como &: D — R3 ,
z=rcosf, y=rsend, z=0,

vy Deslaregién donde 0 <6 <27y0<r<1.

Solucién:
Usaremos la férmula (13.23). Por tanto, empezamos calculando
dr Oz
dz.y) | or 30| cos § —rsenf _,
o(r.8) @ dy sen§ rcosf ’
or 08
dy Oy
Ay, 2) ar o8 sen f r cos @ p
a(r6) |0z 9z | | o '
or 09
l dx Ox
Az, 2) or o8 cos  —rsenf ;
560 o= o = . = cos 6,
or 09 1
asl que

|7, x Tyl| = Vr? +sen?0 + cos2§ = Vr2 - 1,

que nunca se anula, de modo que la superficie helicoide es suave.
Ademas, resulta

b (CI;(u,v)) = f(x(r,0),y(r,0),2(r.0)) = f(r cos 0,7 sen 8,8) = Vr2 + 1.

Por lo tanto

/fl Y, z)dS = / ]T x Ty dudv =

27
=/ / \/'r'2+1v7"2+1d7“d9=/ %d@—g
o Jo

0

. ’ . 2 . .
Ejemplo 2. Evalia la integral / z-dS, donde S es la esfera unitaria 2% + ¢? + 22 = 1.
s
Solucién:
Para este problema es conveniente representar la esfera paramétricamente mediante las
ecuaciones
z = ¢os 6 sen ¢, y = sen 6 sen @, z = cos o,

sobre la regién D en el plano o dadapor 0< 9o <7y 0< 0 < 2 7.
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Por un lado, haciendo los célculos, resulta
1Ts x Tyl = | sen ol:

y por otro, de la férmula (13.23) obtenemos

/z2d5=/ cos 0)° ||Tp x T,||df do =
s .

2w
/ / cos? ¢|sen o|d@d6’—/ / cos® ¢ sen ¢odpdf =

2 [* 4
:5/0 [ cos’ o] d@zg'/o d(’-)*g

Si S es la grafica de una funcién C'. z = g(x.y). vimos que podemos paranictrizar la
superficie S por

En este caso

. . 90\ 2
=y () (3]
/fds /f (z.y.g(z. ) \/1+ <g€> + <%>-(1.ch{y. (13.24)

Ejemplo. Calcula la integral / 2dS si la superficie S viene definida por z = 2> +y v D

de modo que

s
eslaregion donde 0 <z <1y -1<y<1.

Solucién:
Usaremos la férmula (13.24); empecemos poniendo

=glz.y)=2"+y
v calculando
_9_ 99 _ 99 _
ou oz o Ay
asf que la férmula (13.24) da

/;rdS /f z,y.9(x.y)) \/l+<gz> + (%)%m;j:

// mdydzj—\/_<\/§—%>.
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Desarrollaremos ahora una férmula para integrales de superficie cuando la superficie se
puede representar como una grafica. Para ello, sea S la grifica de z = g(z,y) y considere-
mos la férmula (13.24). Al describir la superficie por la ecuacién ¢(z,y, z) = z ~g(z,y) =

0, un vector normal es
0
Q= ——g. —@, 1].
oz’ Oy

Consideremos ahora el vector unitario & en el punto (z,y,9(z,y)) v sea 8 el dngulo que
forma la normal 77 a la superficie con el vector k.

<l

AScos§ = ad

Entonces

Al sustituir esta expresion en la férmula (13.24) obtenemos

/fl yooas= [ L4 Igof: ey os@y) ,g (13.25)

Ejemplo. Calcula la integral / xdS donde S es el tridngulo con vértices (1,0,0), (0,1,0)
Js
v (0.0,1).

Solucién: l
Esta superficie es el plano descrito por la ecuacién i
2+ 1y + 2= 1. Como la superficie es un plano, el

angulo § es constante y un vector normal unitario

1 1 -
es 7 = —————> Asi, cos =7 k= -

NEYENYE 7Y

por la ecuacion (13.25),
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Las integrales de funciones scbre superficies son ttiles para calcular la masa de una super-
ficie, cuando se conoce la funcién m de densidad de masa. La masa total de una superficie
con densidad de masa, por unidad de drea. m(x.y. z) viene dada por

M(S) = / m(x.y. ) dS.

4S8

Terminamos esta seccién con

Algunas aplicaciones de las integrales de superficie.

Si S es una superficie de R® que representa una ldmina (no necesariamente plana) muy
fina de densidad variable f(z,y, z) en el punto (z.y. z) € S entonces:

a) La masa de la ldmina es:

= / fds. (13.26)

b) Las coordenadas del centro de gravedad de la lamina. (Z.7.Z). son:

) //Sxf(:c,y,z)ds ) //qyf(x,y,z)ds ) / oy s
B R R

(13.27)

¢) Si L es una recta en R® y §(z, %, 2) es la distancia del punto {r.y.z) € C a la recta L.
el momento de inercia de la ldmina respecto a L es:

I = /qé(r,y.z)gf(.z.y.z)ds.

En particular los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:

L = / / (% + ) f (2., 2) dS
// (z.y.2)dS (13.28)
: // Ly ) dS.

1) Halla el drea de la superficie de la esfera S representada paramétricamente por
& D — S cRdonde D es el rectangulo 0 < 9 <27, 0 < ¢ <7y P estd dada
por las ecuaciones

&~
Il

bt
'
Il

Ejercicios.

7 =cosf seno . v=senfseno . 7 = COS O.
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INTEGRALES DE SUPERFICIE DE FUNCIONES VECTORIALES.

Halla el drea de la superficie definida por v +y+z=1, 22 +2¢* < 1.
Calcula el drea de la superficie dada por

r=rcosf, y=2rcosf, z=06, 0<r<1, 0£6<L2m.
Calcula la integral de z + y sobre la esfera unitaria.
Evalua / / (x +y+z) dS, donde S es la superficie esférica de radio unidad.
s

Encuentra la masa de una superficie esférica S de radio R tal que en cada punto
(z,y,2) € S la densidad de masa es igual a la distancia de (z,y, z) hasta algtin
punto fijo (zo, yo, 29) € S.

Calcula las integrales siguientes sobre la superficie S: 2 = %y2, cond <z <1y
0<y<l

a) //SdS; b) //SdeS;
c) //SBde; | d) //S(m-—y)dS;

e) //S\/Tzds; f) //S\mds.

Halla la masa de una superficie material con forma del tridngulo (a.0,0), (0, a,0).
(0.0.a), sabiendo que la fuucién de densidad es:

a) miz,y, z) =k b) m{z,y,2) = k(z+y); c) m(z,y,z) = kz?

13.6 Integrales de superficie de funciones vectoriales.

En esta seccién nos ocuparemos de integrales de funciones vectoriales sobre superficies.
La definicién que daremos es una extensién natural de la definicidn dada para funciones
escalares estudiadas en la seccidn 13.5.

Definicién. Sea F(z,y.z) un campo vectorial definido en S, imagen de una superficie
parametrizada ®. Definimos la integral de superficie de F sobre ¢ como

/_ f(:c,y,z) dS = / F (@(u, v)) . (fu X ﬁ) dudv, (13.29)
8 D

donde T, v T, se definen como en la seccién 13.4.
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Ejemplo. Sea D el rectdngulo en el plano §o definido por
0<f<2m, 0< o<
y sea la superficie S definida por la parametrizacién &: D — R* dada por

x = cos 6 sen ¢, y = sen 6 sen o, z = Cos 0.

Sea 7 el vector posicién 7z, y,2) =z7+yj+ =z k. Calcula /f(r y.z)-dS.
J&

Solucidn:

Claramente, en este ejemplo. & y ¢ son los dngulos de coordenadas esféricas, v S es la

esfera unitaria parametrizada por ®.
Primero hallamos ’

T
T,

(—sen ¢ sen ) T+ (sen ¢ cos §) T
(cos ¢ cos ) T+ {cos ¢ sen 0) T— (sen ) k

entonces
Ty x Ty = (—sen® ¢ cos 6) T— (sen® ¢ sen §) 7— (sen ¢ cos &) k.
Ahora calculamos
F(ToxTo) = (sv+yi+zk)- (ToxTo) =
7

[(cos 6 sen @)

+ (sen @ sen &) 7+ (cos @) A} .

-{—sen ¢) [(sen ¢ cos 6) T+ (sen ¢ sen #) '+ (cos @) Kl =

Il

(—sen ¢) [sen? ¢ cos® 6 + sen? ¢ sen® 6 + cos® ¢] =
—sen o.

Y finalmente

2

/F(x.y.z)~d§= / —sen o dodf = / (=2)df = —i7.
JD S0

Podemos encontrar una analogia entre la integral de superficie |. sFlry.2)-dS v la
integral de linea [, F(z,y,z) - d5. que es una integral orientada: hemos necesitado del
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concepto de orientacién de una curva para extender la definicién de f(; F (z,y,2)-d§ a
integrales de linea |, c F (z.y, z) - d§ sobre curvas orientadas. Extendemos la definicién de
fq; F (z,y,2)- dSa superficies orientadas de manera similar; esto es, dada una superficie S
parametrizada por una funcién @, queremos definir fs f(z, Y, z) - ds = fq; ﬁ(x, Y, 2) - ds
v mostrar que es independiente de la parametrizacién, excepto, quizd, por el signo. Para
lograrlo necesitamos el concepto de orientacién de una superficie.

Definicién. Una superficie orientada S es una superficie de dos lados, uno de ellos
llamado el lado exterior o positivo. y el otro el lado interior o negativo. En cada
punto (x,y,z) € S hay dos vectores normales unitarios 7y y 7s, donde 7; = —#i. Cada
una de estas normales se puede asociar con un lado de la superficie. Asi, para especificar
un lado de una superficie S, en cada punto escogemos un vector normal unitario 7 que
apunta hacia afuera desde el lado positivo de S en este punto.

Esta definicién supone que nuestra superficie tiene dos lados. Hay ejemplos de superficies
con un solo lado, el més famoso es la cinta de Moebius. La seleccién del lado llamado
exterior, a menudo es impuesta por la superficie misma, como, por ejemplo, en el caso de
una esfera. En otros casos, la denominacién es algo arbitraria.

Sea ®: D — R® una parametrizacién de una superficie orientada S y supongamos que S
es suave en @ {up, vg). con (up, vg) € D; esto es, estd definido el vector normal unitario

— —

Ty X Toyg
[ Tuo % Topl|

St (tf (uo,vo)) denota la normal unitaria a S en @ (uo, vg) apuntando desde el lado

Ty x T, =
positivo de S a ese punto. se sigue que ———="— = * 7 (@ (o, vg)>.
Ty x Ty

T, x T, -
X (q> (u,v))
~ [|Tw x To| -

en todo (u,v) € D para los cuales S es suave en © (u,v). En otras palabras, ® preserva la
orientacién si el vector T,, x T, apunta hacia afuera desde el lado exterior de la superficie.

Se dice que la parametrizaciéon ¢ preserva la orientacion si

Al contrario, se dice que & invierte la orientacién si M— = —7 (5 (u,v)) en
17w x To|

todo (u.v) € D para los cuales S es suave en & (u,v).

Ejemplo. Podemos dar a la esfera unitaria z° + ¢° + 2> = 1 en R® una orientacién

seleccionando el vector unitario 7i{z,y,2) = 7, donde ¥ = 27T+ yJj+ 21;, que apunta

Liacia afuera desde el lado exterior de la superficie (esta seleccidén corresponde a nuestra

concepcién intuitiva del exterior de la esfera).

Volvamos a considerar la parametrizacién del ejemplo anterior: $: D — R? dada por

x = cos 6 sen @, y = sen 6 sen ¢, Z = Cos ¢.
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El producto vectorial de los vectores tangentes Ty v qu esto es. una normal a S, estd
dado por

Ty x T = (—sen o) [(sen @ cos 0) T+ (sen ¢ sen 8) 7+ (cos @) q ='—7"sen ¢.
Como —sen ¢ < 0 para 0 < ¢ < 7, este vector normal apunta hacia adentro desde la

esfera. Asi, la parametrizacién ® dada invierte la orientacién.
Sea ahora S una superficie descrita por z = f(z.y). Hay dos vectores normales unitarios
a S en (xg,vo, f (o, ¥o)), esto es £ 7 donde

3] L0 Lo
—8—£(Io‘yo) T 6—:1{(560,1/0) J+k

\/[% (zo,yo)} E B_g (x07y0)r + 1'

Podemos orientar todas estas superficies tomando el lado positivo de S como el lado
desde el cual apunta 7i; esto es, el lado positivo de dicha superficie estd determinado por
lg normal unitaria 77 con componente k positiva. Si parametrizamos esta superficie por
&(u,v) = (u,v, f(u,v)), entonces & preservaré la orientacion.

—

n =

Teorema 13.9 Sea F un campo vectorial continuo definido en la superficie orientada S,
y sean @1 y ®y dos parametrizaciones, de manera que lo primera preserva la orientacion.
Entonces

/_ F.dS st 52 preserva la orientacion,
/ﬂ F.d§=1{"" (13.30)
& —/_ F.d§ st 52 invierte la orientacion.
&

Si f es una funcién continua con valores reales definida en S, y s1 ®1 y P2 son dos
parametrizaciones de S, entonces

[ fdS= [ fdS (13.31)
J&, &,
Si f =1, obtenemos

A(S):[ ds= | ds.

&, J &
demostrando asi que el drea es independiente de la parametrizacion.

La demostracién de este teorema es similar a la del teorema 13.3.

Podemos usar entonces sin ambigiiedad la notacién

/_F-d§:/ﬁ-d§,
P S
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donde ® es una parametrizacion que preserva la orientacién.
Otra analogia con las integrales de linea es la siguiente: vimos que una integral de linea
j - d§ se puede pensar como la integral de trayectoria de la componente tangencial de

Falo largo de &. Ahora, para una superficie suave orlentada S ' ¥ una parametrizacion
o que preserva la orientacién de S, podemos expresar f SF dS como integral de una

T, x T,
funcién f con valores reales, sobre la superficie. Sea i = ————— la normal unitaria

_ I T x T
que apunta al exterior de S. Entonces

Aﬁ-dk/ﬁf-ﬁ:/f(qxu,m) (Fux 7.) dudo =

-t (g
:/;F AT, x Tl du dz/_/(F 7 dS = /de

donde f = F - 7. Asi, hemos probado el siguiente teorema.

1

‘*}1 '\h

= > [T, x Tyl dudv =
x Tl

Teorema 13.10 / F.dS. Ia integral de superficie del campo vectorial F sobre S, es

wual a la integral de la componente normal de F sobre la superficie; esto es
/F-d§=/ (ﬁﬁ) ds. (13.32)
5 s

El significado geométrico y fisico de la integral de superficie se puede entender expresandole
como un limite de sumas de Riemann. Por sencillez, supongamos que D es un rectdngulo.
Fijemos una parametrizacién & de S que preserve la orientacién y partamos la regién D
en n? piezas Dj;. 0 <7 <n—1,0<j<n-— 1 Denotemos por Au la longitud del lado
Lorizontal de D;; v por Av la longitud del lado vertical de D;;. Sean (u,v) un punto
en Dy v (x.y.z) = ®fu,v). el punto correspondiente en la superficie. Consideremos el
paralelogramo con lados Au T, v AvT, que estd en el plano tangente a S en (z,y,z) y el
paralelepipedo formado por F. AuT, y Av T,. El volumen del paralelepipedo es el valor
absoluto del triple producto

F. <Au T, % A'vﬁ,) =F. (Tu X ﬁ,) AuAv.

El vector T, x T, es normal a la superficie en (x,y,z) vy apunta hacia afuera desde el
exterior de la superficie. Asi. el ndmero F. (’fu % TZ_’;,) es positivo cuando el paralelepipedo
estd en el exterior de la superficie. En general. el paralelepipedo estd en aquel lado de la
superficie desde donde apunta F'. Si pensamos F como el campo de velocidad de un fluido,
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F(x,y, z) apunta en la direccién en la cual el fluido se mueve a través de la superficie cerca
de (z.y, z).

Maés atn, el niimero

‘ﬁ (Au’fu X ALﬁ)I

mide la cantidad de fluido que pasa a través del paralelogramo tangente por unidad de
tiempo. Como el signo de F. (Au Tq‘u X Av ﬁ) es positivo si el vector F apunta hacia

afuera en (z,y, z) y negativo si F apunta hacia adentro, > F. (Au T, x Av fL) es una
?

medida aproximada de la cantidad neta de fluido que ﬂjuye hacia afuera a través de

la superficie por unidad de tiempo (recordar que “afuera” o “adentro” depende de la

parametrizacién escogida). Por lo tanto, la integral [, F-dS es la cantidad neta de fluido

que fluye a través de la superficie por unidad de tiempo, esto es, la tasa de flujo. Por lo

tanto, esta integral también se llama flujo de F a través de la superficie.

En el caso en que F representa un campo magnético o eléctrico, f < F-dS también se conoce
como flujo. El lector quizé conozca las leyes fisicas (como la de Faraday) que relaciona el
flujo de un campo vectorial con la circulacién (o corriente) en un lazo circundante. Esta
es la base histérica y fisica del teorema de Stokes, que estudiaremos en la seccién 13.8.

Las integrales de superficie también se aplican al estudio de flujo de calor. Sea T(x,y. z)
la temperatura en un punto (z,y,z) € W C R?. donde W es alguna regién y T es una
funcién C*. Entonces

~ oT . oT . oT
VT—%Z-FEZ]'%E

representa el gradiente de temperatura, y el calor “fluye” segin el campo vectorial

k

—kVT = F,
donde & es una constante positiva. Por lo tanto fs F.dS es la tasa total de fujo de calor
o flujo a través de la superficie S.

Ejemplo 1. Supongamos que una funcién temperatura estd dada por T(z.y. z) =1%+
y? + 22 y sea S la esfera unitaria 2 + y* + 27 = 1 orientada con la normal exterior. Halla
el flujo de calor a través de la superficie S'si k = 1.
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Solucién:
Tenemos

F=VT(z,y2)=—-22T—2yj—2zFk.

En S, ﬁ(x,y,z.) = zT+yr+ 2k es la normal “exterior” unitaria a S en (z,y.2) ¥
flz.y,z) = F-7 = =22° - 29° — 22> = —2 es la componente normal de F. En el
teorema 13.10 podemos ver que la integral superficie de F es igual a la integral de su

componente normal f = F' - sobre S. Asi,

/Sﬁ-dgz/sfa’,S:/S(F-ﬁ) dS:—‘Z/Sdg:—?A(S):—2(477)2—871

El flujo de calor se dirige hacia el centro de la esfera {;por qué hacia el centro?). Estd
claro que nuestra observacién de que f qﬁ - dS = f ¢ f dS nos ha ahorrado considerable
tiempo de computacién. En este ejemplo, ﬁ(z yz)=-2zx7-2y7-2z k podria también
representar un campo eléctrico, en cuyo caso fs F.dS = -8 serfa el flujo eléctrico a
través de 5.

Ejemplo 2. Hay una importante ley fisica, debida al gran matemdtico y fisico K. F.
Gauss, que relaciona el flujo de un campo eléctrico F a través de una superficie “cerrada”
S (por ejemplo, una esfera o un elipsoide) con la carga neta () encerrada por la superficie,

a saber,
/ E.d5=9
E £

donde ¢ es la permitibilidad del medio donde se encuentra colocada dicha carga.
La lev de Gauss se estudiard en detalle en la seccién 13.9.

QU

-
! \

Suponganos que £ = Efi; esto es, E es multiplo escalar constante de la normal unitaria
a 5. Entonces la ley de Gauss viene dada por

/E~d§:/EdS:E/dS:Q.
JE s S £
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En el caso de que S sea la esfera de radio R. esta 1ltima ecuacion se convierte en

Q. _ @

E= A(S)e  4m R

Supongamos ahora que F estd generado por una carga puntual aislada Q. Por simetria,
se sigue que E=E# i, donde 7 es la normal unitaria a cualquier esfera con centro en Q.
Por lo tanto se cumple la ecuacién

47 R
Consideremos una segunda carga puntual Qg situada a una distancia R de Q. La fuerza
F que actila sobre esta segunda carga ¢y estd dada por

E =

= - - QQ\ —
F=FEQy=FEQyii= ype R;en'
Si F es la magnitud de F . tenemos
_ Q%
47 R%¢

que es la conocida ley de Coulomb para la fuerza entre dos cargas puntuales.

Para concluir esta seccidén deduzcamos las férmulas de integrales de superficie para graficas
de funciones. Sea S la superficie descrita por z = f(x.y) con (z.y) € D, y orientada de
modo que el vector unitario normal

apunte hacia afuera.
Podemos parametrizar S por ®: D — R? dada por ®(xr.y) = (x,y. f (x.y)). En este caso
la integral | ¢ I+ dS se puede escribir de manera més simple. Tenemos

of »

. of -
T, =7 T, =7+ =—Fk.
Dt v=It g,
Asi, 5
fzxfyz——ff—giikk

Or Ox

Si F= (Fy, Fy, F3) es un campo vectorial continuo. obtenemos la férmula
/F ds /ﬁ(f x:f;) dx dy =
P of of (13.33)
F|—=|+F F3| dxdy.
/J(a) <a>+}”

Il
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Ejemplo. Las ecuaciones
2 =12, 2 +y* < 25,

describen un disco de radio 5 que estd en el plano z = 12. Supongamos que 7 es el campo
vectorial

Flay,z) =xT+yj+z k.

R

Calcula / 7 dS.

Solucidn:

Lo haremos de tres maneras. Primero, tenemos
0z 0Oz
dr Oy

pues z = 12 es constante en el disco. de modo que
Mz, y.2) - <fl X fy) =lx.y,z) - @Tx ) =rla,y.2)- k==

v entonces, usando la definicién original dada al principio de esta seccién, la integral se
convierte en

/F-d§: / 3drdy=/ 12 dz dy = 12 (4rea deD) = 12 (257) = 300 7.
S JD D

Una segunda solucién: como el disco es paralelo al plano zy, la normal unitaria exterior
es k. Entonces 7i{z,y.2) = k y 79 = z. Ademds. ||, x T,|| = ||k]l = 1, y del teorema
135.10 se sigue que

/f~d§:/r-msz/zd5:/ 12dx dy = 300 7.
S S S D

Finalmente la tercera manera es utilizando la férmula (13.33), con f(z,y) =12y D el
disco x2 + y2 = 25:

/ 7.dS = / (z-0+y-0+12) drdy = 12 (4rea de D) = 300 7.
JS JD
Ejercicios.

1) Sea F(J y.z) =ity j+z k. Evalta / / F - dS, donde S es el hemisferio superior
s
de la esfera unitaria 22 +¢y*> + 22 = 1,
2) Sea F = 227+ 27+ 2 k. Evalta / / F-dS, donde S es la cara exterior de la
s
> 0.

. 5 . .
semiesfera z° + y') +z*=a*. conz
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3) Evalda / / V x F - dS, donde S es la superficie dada por 22 32 +32> =1, 2 < 0
s
v Flz,y,2) =yiT—z7+ 222y k.
4) Sea el campo de velocidad de un fluido (expresado en m/seg) descrito por F =
74z 74+2z k. Calcula cudntos metros ciibicos de fluido cruzan por segundo la superficie
22+t +22=1,22>0.

5) Sea la temperatura de un punto en R? dada por T(z.y,z) = 327 + 3z%. Calcula el
flujo de calor a través de la superficie 22 + 22 =2, 0 <y <2, sik =1.

6) Determina el flujo a través de S: Z=zycon 0 < < 1. 0 <y < 2 en la direccién
de la normal unitaria superior de los campos vectoriales siguientes.

— —

a) F=-1y2T+27 b) F=rzj—ayk: o) F=r2yi— 22k

13.7 Teorema de Green.

El teorema de Green relaciona una integral de linea a lo largo de una curva cerrada C' en
el plano R?, con una integral doble sobre la regién encerrada por C.

Este importante resultado serd generalizado en las siguientes secciones, a curvas y super-
ficies en R2. Nos referiremos a integrales de linea alrededor de curvas que son fronteras
de regiones elementales del tipo 1, 2 6 3 (ver la seccién 12.3).

Una curva cerrada simple C que es la frontera de una region del tipo 1, 2 & 3 tiene dos
orientaciones -en sentido contrario al que giran las manecillas del reloj (positiva) y en el
sentido en que giran las manecillas del reloj (negativa)-. Denotamos C con la orientacién
en sentido contrario al que giran las manecillas del reloj por C*, y con la orientacién en
el sentido en que giran las manecillas del reloj por C~. La frontera C de una regién del
tipo 1 se puede descomponer en partes superior e inferior, C; y Cs. v (si es posible) partes
verticales izquierda y derecha, By y Bs. Entonces escribimos,

C*=Cf+Bj +C5 + By

donde los signos de suma denotan las curvas orientadas en la direccién izquierda a derecha
o de abajo hacia arriba, v los signos de resta denotan las curvas orientadas de derecha a
izquierda o de arriba hacia abajo.

v '=C; - B} +C; B ;

¢
!
k ¥ = 0,(x)
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Podemos hacer descomposiciones similares de la frontera de una regién de tipo 2 en partes
izquierda y derecha, y partes horizontales superior e inferior (si es posible).

De manera andloga, la frontera de una regién del tipo 3 tiene dos descomposiciones -una
en mitades superior e inferior, la otra en mitades izquierda y derecha.

Teorema 13.11 Teorema de Green.

Sea D una regidn del tipo 3y sea C su frontera. Supongamos que P: D - RyQ: D — R
sean de clase C1. Entonces

/ Pdz+Qdy = / (5@ 8P> dx dy. (13.34)
Sas D aI 3
Demostracién:

Dividiremos la demostracién en dos partes: primero veremos que
/ / — dr dy,

+Qdy—/ dz dy.
c

Supongamos que la regién D estd descrita por

v luego

a<z<bh, ¢1(z) Sy < dal).
Descomponemos C7 escribiendo C* = Cf + By + Cy + B7. Por el teorema de Fubiuni

podemos evaluar la integral doble como una integral iterada y después usar el teorema
fundamental de cdleulo:

/ duo—// J)fodydx—/fm(x,m(x))—P(x,wmda:.

Sin embargo, como C7 se puede parametrizar por z ~ (z,¢1(z)), a < z < b, y Cy se
puede parametrizar por z ~ (z,¢:(z)), a < z < b, tenemos

/bP(.r.Ol(.l,')) dr = / Plz.y)dx v /.bP(:r., o0o(x)) dr = / Pz, y)dx.
Ja Jey Ja Jof

Asi al invertir orientaciones.

- [ P.oute)) de = / P(zy)dr

Por lo tanto
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Como x es constante en By y By . tenemos

/ Pdrx=0= / Pdx
BY BT
de modo que

/dez/ Pda:—i—/ de+/ Pdm+/ Pdrz/ de+/ Pdz.
ot cF B5 y r Jet =

1 ‘1 2
Asi,

/a—dedyz—/ Pd.r—/ Pd,r:—/ Pdx.
Jp Oy Jot e Jo

Probaremos ahora la otra parte intercambiando los papeles de x e y. Supongamos que D
estd dada por
Ui(y) <y < wely), csy<d

Entonces podemos escribir C* = Cy +Bf +C5 +B; . donde C; es la curva parametrizada
por y~ (1a(y),y), ¢ <y < d, vy Cf se puede parametrizar por y ~ (¢1(y),y), c <y < d.

luego,
Qdy :/ Qdy :/ Qd,u»/ Qdy.
c+ JCT+Bf +CF+B; ien e

Aplicando el teorema de Fubini v el teorema fundamental de célculo:

/—dxd —/ /( anxdy—/d[@v (0).9) - Q (¥ (y). )] dy =

'1(y)

/Qdy /Qdy—/ Quy+ [ aay= [ au

La orientacién correcta (positiva) para las curvas frontera de una regidn D se puede
recordar mediante esta regla: si caminamos a lo largo de la curva C con la orientacion
correcta, la regién D estard a nuestra izquierda.

c.q.d.

El teorema de Green se aplica en realidad a cualquier regién “decente” en R*: esto es.
para regiones que no son del tipo 3, pero que se pueden descomponer en partes. cada una
del tipo 3.

Usemos la notacién 9D para la curva orientada C™, esto es, la curva frontera de D
orientada en el sentido correcto. Entonces podemos escribir €l teorema de Green como

/ PdI—O—Qdy:/(?Q—aT—) drdy.
Jap Jp \ Oz dy

El teorema de Green es muy 1til, pues relaciona una integral de linea alrededor de la
frontera de una regién, con una integral de drea sobre el interior de la region. v en
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muchos casos es mds facil evaluar la integral de linea que la integral de drea. Por ejemplo,
sl sabemos que P se anula en la frontera, podemos concluir de manera inmediata que

" OP apP . L
— dz dy = 0 aunque — no necesarianiente se anule en el interior.
p Oy dy

Ejemplo. Verifica el teorema de Green para P(z,y) = z y Q{z,y) = zy donde D es el
disco unitario z% 4+ y° < 1.

Solucidn:
Evaluamos directamente ambos lados en el teorema de Green. La frontera de D es el
circulo unitario parametrizado por

T = Ccos t, Yy = sen t, con 0<¢t<L2x

de modo que

. 2T
/ Pdz +Qdy = / [(cos t) (—sent) + cos ¢ sen ¢ cos ¢] di = 0.
aD 0

/ @—B—P dl‘dy=/ ydx dy
p\dx 0Oy D

que es cero por simetria. Asi, se verifica el teorema de Green en este caso.

Por otro lado,

Consideremos una regién € en forma de corona circular: su frontera consiste en dos curvas
C1 ¥ Cy. No podemos aplicar directamente el teorema de Green a ) pero podemos dividir
2 en dos regiones v aplicar luego el teorema de Green a cada trozo.

A e i ‘ !
Cou 5 v Q5 como en la figura. tenemos

/ <£—O—P> d.rdy:/ Pdx +Qdy.
o, \dr Oy 5

/ <@—95> dxdyz/ Pdz +Qdy.
o, \Oz Oy 90

Cuando sumamos las dos integrales dobles, obtenemos la integral doble sobre 2. Cuando
siwnamos las integrales de linea, las integrales sobre los cortes transversales se anulan y
nos quedamos con la integral sobre Cy, en sentido contrario al de las agujas del reloj v
con la integral sobre C, en el mismo sentido que el de las agujas del reloj. Luego para la
region en forma de corona circular

/ O—Q——d—P d.rd,z:jé sz—é—Qdy-&—f Pdxr+Qdy.
Ja \ Ox dy cf C

2

597



CAPITULQ 13. INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES.

.0 oP . .
Como corolario a esto vemos que si —Q = — sobre  la integral doble de la izquierda

dx Oy

es nula, v la suma de las integrales de la derecha es cero; por lo tanto

f de+Qdy=—j§ de+Qdy:7,[ Pdz + Qdy. (13.35)
ot - c

2

Ejemplo. Sea C; una curva simple que no pasa por €l origen (0.0). Demuestra que

y z 0, si C1 no encierra el origen;
- dx + =
2 2 2 2T on s C) encierra el origen.
¢ T4y T4y , st Oy g

Solucién:
En este caso, como vimos en un ejemplo de la seccidén 13.1.

oP y? — z? oQ

—{r,y) = ——= = —(7.9). except el origen.

5y {z,y) i) - Ox (z.y) pto en el orig

Si el origen no se encuentra en la regién encerrada por Ci, se verifica que

P
g—y T,y) = %%(I-,y)

sobre dicha regién, luego, por el teorema de Green 13.11, la integral de linea es nula.
Si el origen estd en la regién encerrada por Cj, trazamos en dicha regién una pequena
circunferencia centrada en el origen Cyp: 2% + 3% = o®.

19, aP
Dado que — — T = 0 en la regién con forma de corona circular limitada por C; v Ch.

Ox

sabemos por la férmula 13.35 que la integral de linea sobre C; es igual a la integral de
linea sobre Cs. Sélo nos queda por demostrar que la integral de linea sobre Cs vale 2 7.
Para conseguirlo, parametrizamos la circunferencia segiin

7(#) =a cos 87+ asen 67, con 0<80<2m

Tenemos entonces

Y z T 2 2
— dr + — ~dy = sen” 0 +cos® @) df = 2.
7{ 221y 22+ o y /o ( )

Podemos usar el teorema de Green 13.11 para obtener una férmula para el drea de una
regién acotada por una curva cerrada simple.

Teorema 13.12 Si C es una curva cerrada simple que acota una region para la cual se
aplica el teorema de Green, entonces el drea de la region D acotada por C' = 0D es

1 .
AD) = 5 /BDIdz —ydx (13.36)
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Demostracién:

Sean P(z.y) = —y y Q(z,y) = 2: entonces por el teorema de Green tenemos
1 1 { [0z 6(—y)} 1/
= xdy — dxz—/{—— d:l'd=—/2dl’d =/d9:dy=AD.
5 /d Jrdy—y 5 ) loe~ oy v=35 | v= | (D)

c.q.d.

Ejemplo. Calcula el drea de la regidn encerrada por la hipocicloide definida por la
ecuacion z¥3 4+ ¥4 = 0?/* usando la parametrizacién

= qa cos® §, y = a sen® 6,

con 0<8<2x

Solucién:
1
A:—/ zdy —ydr =
2 Jop
12 , : :
=3 / [(a cos® 9) (3 a sen® 0 cos 6) - (a sen’ 0) (Sa cos® @ sen 9)} df =
< Jo
3 2T ) 3 27
=3 a* / (se112 6 cost 6 + sen® 0 cos? 9) df = 5(12 / sen® 6 cos® §df =
2 0 0

2

. [ 3 2T ] —cos 46
=§a'/0 sen’)2€d9=§a2/0 #d&z

27 o
5 [T 3 “n 3
:1—36(1,“/0 dﬁ—ﬁag/o cos49d6’:§a27r.

La forma del enunciado del teorema de Green contenido en el teorema 13.11 no es la que
generalizaremos en las secciones siguientes. Podemos reescribir con elegancia el teorema,
cn lenguaje de campos vectoriales.

Teorema 13.13 Forma vectorial del Teorema de Green.
Sea D C R? una regidn de tipo 3 y sea 8D su frontera (orientada en sentido contrario
al que giran. las manecillas del reloj). Sea F' = P77+ Q7 un campo vectorial C! en D.

Entonces
/ ﬁ-d;:/ (1‘0‘5 F) EdA :/ (6 x F) FdA. (13.37)
JOD D D

Este resultado se sigue facilmente del teorema 13.11 después de interpretar los diferentes
simbolos.

Ejemplo. Sea F' = (x3?. y+x). Integra (ﬁ X ﬁ) -k sobre la regién del primer cuadrante

2
acotado por las curvas y = 2° e y = 1.
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Solucidn:
Método 1. Aqui calculamos

6)(15:(0?0’6]’2 8F1> -

[l B I .
B By (1-2xy)k

Asi, (6 x F) .k =1-2zy. Esto se puede integrar sobre la regién dada D usando una

integral iterada como sigue:

R B " 1 x 1
ckdxdy = —2ry)dydr = —.
//D<V><F) K dz dy /O ./22(1 vy)dydr = -

Método 2. Aqui usamos el teorema 13.13 para obtener

//Ij(ﬁxF').Ed;rdy:./apﬁvdg.

La integral de linea de F alolargo de la curva y = x de izquierda a derecha es
1 1 5
/ Fidz+ Fydy = / (23 +22)dr = ~.
Joo 0 4
A lo largo de la curva y = 22 obtenemos
1 1 4
/ Fide+ Fdy = / 2dr+ (z+22) 2xdr) = 3
0 0 .

Y, recordando que la integral a lo largo de y = = se toma de derecha a izquierda,

= 4 5 i
/ Fods=--2=—
Jon 371712

Ejercicios.

1) Verifica el teorema de Green para el disco D con centro en (0.0) y radio R ¥ las
funciones

a) Plzy)=z+y. Qry =y
by Plz,y)=zy, Qz.y)=7y;
¢) Py =-y, Qly=1"

2) Evalta ¢ (22° — %) dz + (2% + %) dy. donde C es el circulo unitario. y verifica cn

c
este caso el teorema de Green.
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3) Verifica el teorema de Green para la integral curvilinea ¢ 2 (z° + 32 dz + (z +y)? dy,
¢
donde C es el contorno del tridngulo de vértices A(1,1), B(2,2) y C(1,3), recorrido

en sentido positivo.

4) Usa el teorema de Green para calcular }1{ zy?dr + 22y dy, donde C es la circunfe-
c
rencia z2 + y? = a®.

5) Usa el teorema de Green para calcular (1 +10zy+ y2) dz + (ny + 53?2) dy,
donde C es el cuadrado de vértices (0,0), (a,0), (a,a), (0,a).

6) Usa el teorema de Green para calcular % (43?@/ + yQ) dz + (xy + 3962) dy, donde
c
C es la circunferencia (z + 1)2 + (y — 2)? = 9.

Prueba las identidades de Green

~
~

/ j‘@g.ﬁdsz/[f'vgg+ﬁf-ﬁg} dav,
o0 Q

| ¥a-g¥pmas = [119%-gvis av.
o0 Q

13.8 Teorema de Stokes.

El teorema de Stokes relaciona la integral de linea de un campo vectorial alrededor de
una curva cerrada simple C' en R?. con la integral sobre una superficie S de la cual C es
la frontera. En este aspecto se parece mucho al teorema de Green.

Sea S la superficie descrita por z = f(z,y) = f(u,v) con (u,v) € D. Podemos para-
nietrizar S por &: D — R* dada por $(z,y) = (z,y, f (z,y)). En este caso, vimos en la
seeeidn 13.6 que la integral jg F.dS se puede escribir de manera més simple, dada por
la formula (13.33)

- . af of ,
./SF-dS = /D [Fl <-E> +F (—a—y> +F3} dz dy, (13.33)

donde F = (F1. Fy. F3). En la seccién 13.7 supusimos que las regiones D consideradas
eran del tipo 3 para poder dar la demostracién del teorema de Green, pero notamos que
el teorema es valido para una clase méds amplia de regiones. En esta seccién supondremos
que D es una regién cuya frontera es una curva cerrada simple a la cual se puede aplicar
el teorema de Green. Segin se explic en la seccién 13.7, para aplicar el teorema de Green
se necesita escoger una orientacién de la frontera de D: la orientacién que haga que se
cunipla el teorema se Hamard positiva.

601



CAP{TULO 13. INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES.

Recordad que si D es del tipo 3, entonces la orientacién positiva es en sentido contrario al
que giran las manecillas del reloj. Supongamos que &: ja,b] — R2, con &(t) = (z(t). y(t))
sea una parametrizacién de D en direccién positiva. Definimos entonces la curva fron-
tera 9S como la curva cerrada simple orientada que es la imagen de la funcion 7: ¢ ~
(z(t),y(t), f (z(t),y(2))) con la orientacién inducida por 7.

Para recordar la direccién positiva de 0S5, imagi- ;
namos un “observador” caminando a lo largo de la
frontera de la superficie donde la normal apunta
para el mismo lado que su cabeza; se estard mo-
viendo en la direccién positiva si la superficie estd
asuizquierda: esta orientacién de 05 suele llamar-
se orientacién inducida por una normal 77 “hacia )
arriba”. g

Ahora estamos preparados para enunciar y probar uno de las resultados fundamentales
de esta seccion.

Teorema 13.14 Teorema de Stokes para grdficas.

Sea S la superficie orientada definida por una funcidn C? z= flz.y), con(z.y) €D. y
sea F un campo vectorial C' en S. Entonces, si 3S denote lo curva frontera orientada de
S segiin se ha definido arriba,.se cumplird que

/rotf.dgz/(ﬁxﬁ).dgz/ Fods (13.38)
s s Ja8

Debemos recordar que |, 25 F.d§es la integral alrededor de 85 de la componente tangencial
de ﬁ, mientras que fs G-dSesla integral sobre S de G -1, la componente normal de G. Asi,
el teorema de Stokes dice que la integral de la componente normal del rotacional
de un campo vectorial F sobre una superficie S, es igual a la integral de la
componente tangencial de F alrededor de la frontera 95.

Demostracién: .
Si F=F i+ F, 7+ F5 k, entonces

s (0RO . (35 _OR\ _ (Oh OR);
e = Ay o )" a0z )77 on Ay '

Por lo tanto, usamos la férmula (13.33) para escribir

L of (0F, OF\ of (0F; OF <aF2 oF, ﬂ ,
4§ = _of(ess gy Y9 s 2L gra Y A
/SrOtF ds /D [ Bz < 5y 0: ) o\ )t e )

Por otro lado,
F~d§:/ﬁ-d§: /Fld.77+F3({y+F;gd:.
7 7]

S

J 85
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13.8. TEOREMA DE STOKES.

donde 77: ¢~ (x(t), y(t). f (z(t),y(¢))) es la parametrizacién que preserva la orientacién de
la curva cerrada simple orientada 85 estudiada anteriormente, siendo z(t) = f (z(t), y(t)).

Asl,
= b dz dy dz
5= —= = =) dt,
/aQF ds /a <F1 il dt+F3dt> dt,

Pero, por la regla de la cadena

de 02 du 0z dy
dt ~ Oz dt Oy dt

Sustituyendo esta expresion en la ultima ecuacién, obtenemos

R b 0z \ dz 0z\ dy
.d§ = s — | — B+FB—) —|d=
[ 7= [|(rrng) G- (rrrg) %
J& Oz Oy

=/ <F1+F3%> dr + <F‘2+F3g> dy.
oD Ox 9y

Aplicando el teorema de Green a esta ecuacién se obtiene

1o Oz 0 Oz
/D 1:0_7“ <F.Z+F3 a_y> - 8_31 <F1 +F3 5;)} dA.

Usamos ahora la regla de la cadena, recordando que Fy, Fy y F3 son funciones de z, y y
z. v que z es funcion de a e y. para obtener

Jo\ox "0z 9z T ox 8y ' 0z 9z oy | ° dzdy

_/ OF (0RO OF09: 0F0:0: p 072
p\dy = 0z 0y dy dx 0: dydx ’ dyde '

Los dltimos dos términos en cada paréntesis se cancelan entre si, y podemos reajustar los
términos para obtener la expresién que obtuvimos para la integral [, gTot F' - dS, demos-
trando asf la igualdad

/rotﬁ-ds“: F.d3. (13.38)

S as

c.q.d.
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Ejemplo 1. Comprueba el teorema de Stokes para F= —3yT+3x7+ 2t k tomando
. . 1

como S la parte del elipsoide 22 + 2% + 2% = 1 que est4 por encima del plano z = %

Solucidn:

Claramente S es la gréfica de z = f(z,y) = /1 —2(x? +y?) con (2.y) restringidos al

1
disco D: 2?2 +42 < e Ahora

T 7 ok
= = 8 4o 0 d 9 = o
F=| = — —|= |82+ E=6F%.
v 0r Oy 0Oz [01:(3T) 0y(3y)} 0
-3y 3z 2!

Usando la férmula (13.33)
. : 1
/F-dS:/ {Fl (-g> +F <—‘—9i> +F3J dz dy. (13.33)
S JD Ox 32/

/(ﬁxﬁ)~d§:/6d.1'dy=6(é\readeD)=§7r,
s Jp 2

siendo D el circulo 222 + 2y*> = 1, esto es el circulo con centro en (0,0) y radio 1. cuva

dreaes mr? = %ﬁ. Vamos ahora a comprobar el segundo miembro de la igualdad (13.38).

obtenemos

o . . 1
La curva C que limita es el conjunto de todos los (z,y. z) tales que 2° 4 ¢* < T Podemos
parametrizar C haciendo

1 1 1 -
F(0) = 5 cos 07+ 5 sen 07+ —*F, con 6¢€0,2x].

V2

Usando la definicién de integral de linea, férmula (13.10)

/F.dg*: (/ahf(ﬁ(t)) F(1) dt.

obtenemos

, T3 3 - 1 1
/F~d§:/ —Zsenfr+-cos B+ k)| —=sen 07+ = cos 7] di =
Jas 0 2 2 2 2

27 27
3 3 3 3
=/0 <Zsen?9+zcos29> dQ:f./() d9=§7r.

Este es el valor obtenido para la integral de superficie.

.

Ejemplo 2. Comprueba el teorema de Stokes para F=z27—2z7+y ¥ tomando para
S la mitad superior de la esfera unidad 22 + y* + 2% = 1.
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13.8. TEOREMA DE STOKES.

Solucién:

VxF=

“:CMS-’l Q 71

7
g
Ay

-2

9, S’I =y

Usaremos ahora el resultado del teorema 13.10,

2

7

=3y T+227-2

esto es la férmula (13.32)

/;ﬁ-dﬁz/s.(ﬁ-ﬁ) ds.

Usando la normal unitaria superior dada por

obtenemos

= / (Bzy*+2yz—22) dS =27,

(13.32)

donde la primera integral se anula por ser S simétrica con respecto al plano yz y el
integrando impar con respecto a x: la segunda integral se anula por ser S simétrica con
respecto al plano zz y el integrando impar con respecto a y.

Ejemplo 3. Usa el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea

/ —yde + 28 dy — 2P dz,
o

donde C es la interseccién del cilindro 22+ = 1 y el plano z+y+ 2z = 1, y la orientacién
de C corresponde al movimiento en sentido contrario al que giran las manecillas del reloj,

en el plano xy.

Solucién:

La curva C acota la superficie S definida por z =
1—w—y = f(z,y) para (z.y)en D = {(z,y) / 2°+
y? < 1}. Ponemos F = —4 7+2% 7+ 23 k que tiene
rotacional V x F = (322 + 3322 k.

Entonces. por el teorema de Stokes, la integral de
linea es igual a la integral de superficie

'/;<\%XF)~d§.
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Pero V x F tiene sélo componente k. Asi, por la férmula (13.33). tenemos

/(6><I*:>-d§:/ (37° +3y%) drdy.
s Jp

Esta integral se puede evaluar pasando a coordenadas polares. Al hacerlo. obtenemos

. 1 2w 1
3/ (2* +y?) drdy=3 // 72-7‘d9dr:67r/ riidr:in
D v 0 0 0 2

Verifiquemos este resultado evaluando directamente la integral de linea

/ —ytdr + 28 dy — 2B d=.
o
Podemos parametrizar la curva 9D por las ecuaciones
r =cos 6, y = sen 6. z=0. con 0<6<27.
Entonces la curva C estd parametrizada por las ecuaciones
T =cos 0, y =sen 0, z=1—sen § — cos 0. con 0<8<2nm.

Asf, [, —y*dr + 2 dy — 2* dz se transforma en
2
/ [(—sen® §) (—sen §) + cos® § cos § — (1 —sen 6 ~ cos 6)* (sen 8 — cos 8)] dt
0

que con unos calculos un poco laboriosos nos da el valor previamente obtenido.

Para simplificar la demostracién del anterior teorema de Stokes. supusimos que la superfi-
cie S podria describirse como la grafica de una funcién z = f(x,y), con (z,y) € D, donde
D es alguna regién a la que se aplica el teorema de Green.

Sin embargo, sin mucho més esfuerzo podemos obtener un teorema més general para
superficies parametrizadas orientadas S. La dificultad principal radica en la definicién
de 0S. Suponer que &: D — R? es una parametrizacién de una superficie S v &(t) =
(u(t),v(t)) es una parametrizacién de @D. Podriamos sentirnos tentados a definir 95 como
la curva parametrizada por ¢ ~ 7(t) = ® (u(t).v(t)). Sin embargo. con esta definicién.
0S5 podria no ser la frontera de S en ningtin sentido geométrico razonable.

Por ejemplo, llegariamos a la conclusién de que la frontera de la esfera unitaria S paramne-
trizada mediante coordenadas esféricas en R®. es la mitad del gran circulo en S que estd
en el plano zz, pero estd claro que en un sentido geométrico S es una superficie suave {ni
puntas ni cispides) sin fronteras ni lados. Asi, este gran circulo es, en cierto sentido. la
frontera “falsa” de S.

Podemos eludir esta dificultad suponiendo que & es uno a uno en todo D. Entonces
la imagen de 8D bajo &, a saber, (8D), serd la frontera geométrica de S = (D). Si
&(t) = (u(t), v(t)) es una parametrizacién de 8D en direccién positiva. definimos 95 como
la curva cerrada simple orientada que es la imagen de la funcién i ¢ ~ & (u(t). v(t)) con
la orientacién de 95 inducida por 7.
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Teorema 13.15 Teorema de Stokes para superficies parametrizadas.

Sea S una superficie orientada definida por una parametrizacion ®: D — S, uno a uno.
Denotemos por 85 la frontera orientada de S y sea Fun campo vectorial C* en S. En-
tonces valdrd la ecuacidn (13.38)

/1~otf-d§:/ (6xF>-d§: F.ds (13.38)
s S as

Esto se demuestra de la misma manera que el teorema 13.14.
Ejemplo. Sea S la superficie mostrada en la figura, con la orientacién indicada. Sea
F=yr—zj+e¥k Bvalta [ (v x F) -dS.
Solucidn:

Esta es una superficie parametrizada y pudo ser
parametrizada usando coordenadas esféricas. Sin

embargo, no necesitamos hallar explicitamente ¢
para resolver este problema. Por el teorema 13.15,

/S(ﬁxﬁ).ds*: [ Fas

de modo que si parametrizamos 95 por

x(8) = cos 8, y(8) = sen 8, con 0<60<2m,

determinamos

s 2Ty dy 2w 5 )
dF= & _ 4 - —sen? § — cos” 6) df =
/asF ds /U <y " Td@) de /0 (—sen® 6 — cos” 6)

:‘./(._ dG:—_W:/S(ﬁxﬁ)~d§.

Usentos ahora el teorema de Stokes para justificar la interpretacién fisica de V x F en
términos de ruedas con aspas propuesta en la seccién 13.3. Recordando el teorema 13.15,

tenemos .
/(1‘0tf)-ﬁd5=/ (rotﬁ)~d§=/ F’-dgz/ Frds,
s s as as

donde Fr es la componente tangencial de F. Esto significa que la integral de la compo-
nente normal del rotacional de un campo vectorial sobre una superficie orientada S, es
igual a la integral de linea de Falo largo de 98, lo cual, a su vez, es igual a la integral
de trayvectoria de la componente tangencial de F sobre 88.

Supongamos que V representa el campo vectorial de velocidad de un fluido. Consideremos
un punto Py un vector unitario /7. Denotemos por S, el disco de radio p y centro P, el
cual es perpendicular a 7i. Por el teorema de Stokes,

J

roﬂ?-d§:/ rorﬁ-ﬁdS=/ V. ds,
S, Jas,

P
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donde 85, tiene la orientacién inducida por 7. Supongamos. por ejemplo. que V' apunta
en direccién tangente a la curva orientada C.

[vasso fveds <o

[ves w o

Entonces, claramente / V -ds > 0, y las particulas en C tienden a rotar en sentido con-
c

trario al que giran las manecillas del reloj. Si 1% apunta en direccién opuesta, / V.ds<0.
c

Si V es perpendicular a C, entonces las particulas no giranen C'yv [ V. d5=0.
Jo

En general, al ser / V - d3 la integral de la componente tangencial de V. representa la
C
cantidad neta de giro del fluido en direccién contraria a la que giran las manecillas del

reloj alrededor de C. Por lo tanto nos referimos a | V - d como la circulacién de ¥
. Jo
alrededor de C, y el vector rot V es el vector vorticidad.

Ejemplo: Ley de Faraday
Una ley bésica de la teorfa electromagnética es que si E(¢, z.y. 2) v B(t. v, y, z) representan
los campos eléctrico v magnético, respectivamente, en el tiempo ¢. entonces

- = i .0 .
donde V x E se calcula manteniendo ¢ fija v — se calcula manteniendo z. y y 2z constantes.

Usemos el teorema de Stokes para determinar lo que esta ley significa fisicamente. Su-
pongamos que S es una superficie a la que se aplica el teorema de Stokes. Entonces

7[ E‘-d§:/rotﬁ-d§:— Q,E-d”:—,g/é.dsﬁ
Jos s Js Ot ot Js

(La dltima igualdad se puede justificar si B es de clase C'.) Asi. obtenemos

7(1«3-(15:—?—/5.(15.
Jas ot Js

Esta igualdad se conoce como ley de Faraday. La cantidad 7{ E.ds representa la fuerza
Jas
electromotriz (voltaje) en 95, v s1 5 fuera un alambre, una corriente eléctrica fluirfa en
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proporcién a este voltaje. Ademds. | B -dS se llama fiujo de B, o flujo magnético. Asi,

S .
la ley de Faraday dice que el voltaje inducido en un circuito cerrado es igual a la tasa de
cambio del flujo magnético a través del circuito, y se opone al cambio del mismo flujo (de
ahf el signo —, hecho que se conoce como ley de Lenz).

Ejercicios.

1) Aplicando la férmula de Stokes. halla las integrales que se dan a continuacién y
comprueba los resultados calculdndolas directamente.

a) %(y +2) dz+ (24 z) dy + (z + y) dz, donde c es la circunferencia

xg+y2+32 =a’, z+y+z=0-

b) %(y —z)dr+ (z—2z) dy + (x ~ y) dz, donde c es la elipse
m§+y2=1, r+z=1.

c) f y* dx + 2% dy + 2* dz, donde ¢ es el contorno del tridngulo de vértices
C

A(a,0,0), B(0,a,0), C(0,0,a).

2) Sea S la mitad superior de la esfera unidad 2° + ¢® + 22 = 1 y sea 7 la normal
unitaria superior. Halla
/ (Y x7) 7] as
5

(a) mediante un cdlculo directo; {b) aplicando €l teorema de Stokes;
para los campos

) Oy =ai+yi+zk; i) #e,y.z) =yT—aj+zk

iv) #(z,y,2) =6zz7— 27— 342 k.

Il
193
w
=~y
+
[\
i~§
)
|
<
Ll
o

i) a,y.

13.9 Teorema de Gauss.

El teorema de Gauss asegura que el flujo de un campo vectorial hacia afuera de una
superficie cerrada es igual a la integral de la divergencia de ese campo vectorial sobre el
voluuen encerrado por la superficie. Se trata de un resultado paralelo al teorema de Stokes
v al de Green, en el sentido de que relaciona una integral sobre un objeto geométrico
cerrado (curva o superficie) con una integral sobre una regién contenida (superficie o
volumen).

La frontera de una regién tipo I. Il o III en R? es una superficie formada por un mimero
finito (a lo mas seis, por lo menos dos) de superficies que se pueden describir como graficas
de funciones de R? a R. Este tipo de superficie se llama superficie cerrada. Las superficies
que componen dicha superficie cerrada se llaman “caras”. Por ejemplo, el cubo es una
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regién del tipo IV, esto es, es simulténeamente del tipo I II ¥ III; la esfera es la frontera
de una bola sélida, que es también una regién del tipo IV. '

Las superficies cerradas se pueden orientar de dos maneras. En la primera, orientacién
exterior, la normal apunta hacia afuera en el espacio. v en la segunda, la orientacion
interior, la normal apunta hacia adentro de la regién.

Supontfamos que S sea una superficie cerrada orientada de alguna de estas dos maneras
v Fun campo vectorial en S. Entonces. como definimos en la seccion 13.6

Si S tiene la orientacién exterior, la integral f s F-dS mide el flujo total de F hacia afuera
a través de S. Esto es, si pensamos F como el campo de velocidad de un fluido. f < F-dS
indica la cantidad de fluido que sale de la regién S por unidad de tiempo. Si S tiene la
orientacién interior, la integral fqﬁ - dS mide el flujo total de F hacia adentro a través
de S.

Recordemos otra forma comun de escribir estas integrales de superficie. forma que especi-
fica explicitamente la orientacién de S. Sea la orientacién de S dada por un vector nornial
unitario 7(z, y, z) en cada punto de 5. Entonces, tenemos la integral orientada

A/gﬁ-d§:/g<F

esto es, la integral de la componente normal de F sobre 8. En el resto de la seccién. si S
es una superficie cerrada que engloba una regién Q. adoptemos el convenio de que S = 99
tiene dada la orientacién exterior. con norinal unitaria exterior 7i(r.y, z) en cada punto
(z,y,2) € S. Mds ain, denotemos la superficie con la orientacién opuesta (interior) por
8Q,p. Entonces la direccién normal unitaria asociada a esta orientacién es —. Asi.

/mﬁ-dE:/S(F.ﬁ) dsz—/s(ﬁ-(—ﬁ)} dS:—./;QOpF-dS

Ejemplo. El cubo unitario £ dado por
0<x <1, 0<y< 1. 0< =<1,

es una regién en el espacio, del tipo IV. Escribimos las caras como

Sy =0, 0<xr<1, 0<y<L.

Sy: z=1, 0<z<l, 0<y<Ll

S3: x=0, 0<y <1, 0<z<1,

S,: z=1  0<y<l. 0<z<l, '
S5 y=0, 0<z<1, 0<=2<1,

S y=1. 0<x <1, 0<z<1. -
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En la figura vemos que

= -7y, My = V= —ig, g =

?“1

iy =

T
de modo que para un campo vectorial continuo F = Fy 7+ E7+ F l‘;

/a.ﬂﬁdsq:/S(ﬁ'ﬁ) ds =

—/ F3dS+/ F3dS — F1d5+/ FldS—/ FdS+ | FdS.
Si S2 Sa Sy S5 Se

Llegamos ahora al ltimo de los tres teoremas centrales de este capitulo. Este teorema
relaciona integrales de superficie con integrales de volumen; en otras palabras, el teorema
asegura que si {) es una regién en R®, entonces el flujo de un campo F hacia el exterior a
través de la superficie cerrada 00 es igual a la integral de div F sobre Q.

Teorema 13.16 Teorema de la divergencia de Gauss.
Sea Q una regidn en el espacio, del tipo IV. Denotemos por 8Q la superficie cerrada
orientada que acota a Q. Sea F un campo vectorial suave definido en Q. Entonces

/Q(ﬁ.ﬁ) dV=/(d1v )dv /mﬁ.ds?:/m(ﬁ.ﬁ) ds. (13.39)

Demostracion:

Si F=Pr+ Qi+ Rk entonces por definicién, div F = (ZP + 8822 + g}j de modo que
z

/divfd\/z a—PdV+ @d\w/@dv
Q 0O alL‘ 8y Qaz

podemos escribir

Por otro lado, la integral de superficie en cuestién es

/mf~d§= ;Q (F‘ﬁ) dSz/;Q<Pi’+Qf+RE>-ﬁdS=

:/ P7-RdS+ | Qf-@dS+ | RE-ids.
;9] o0

o0
El teorema se demuestra si logramos probar las tres igualdades
. . S © 90
ndS = —dV Qr-ndS = —dV RE-7dS = —dV
(JD a0 an

Probaremos la dltima igualdad; las otras dos se pueden probar de manera anéloga.
Como (2 es una regién del tipo I (asi como también de los tipos IT y III), existen un par
de funciones

Z:f1(l‘,y), z=f2($,y),
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cuyo dominio comin es una regién elemental D en el plano xy. tal que €2 es el conjunto
de todos los puntos (z,y, z) que satisfacen

flz,y) <z < folr.y), con (z.y) € D.

Por la férmula (12.9) de la seccién 12.5, sobre integrales triples. tenemos

2(zy)
/—dV /(/ ?Ed,@ dz dy
. =fi(z,y) 0z
OR

[ av = [ (Rl ola) = Ry flr )] ey

de modo que

La frontera de ) es una superficie cerrada cuya
tapa S, es la grafica de z = folz,y), (z,y) € Dy
cuya parte inferior S) es la gréfica de z = fi(x.y).
(z,y) € D. Los otros cuatro lados de 91 estan
formados por las superficies S, Sy, S5 ¥ Se, cuyas
normales son siempre perpendiculares al eje z.

Nétese que pueden faltar algunos de los otros cuatro lados -por ejemplo, si Q es un bola
sélida y 092 es una esfera- pero esto no afectard el argumento.
Por definicién,

6
/ REk-AdS = RE-ﬁlds+/ Rﬁ.ﬁgds+2/ RE.-#,;dS
aQ S Sz o3 /S

Como en cada una de las Ss, Sy, S5 v S la normal 7; es perpendicular a k. tenemos
k-7 = 0 sobre estas caras, de modo que la integral se reduce a

RE.ﬁdS=/ RE-771dS+/ RE ., dS.
o0 51 J 8,

La superficie S; estd definida por z = fi(z.y). de modo que

3f14 87‘14 -
o +c%: k

ny = = .
f1 : ofht”
V [‘a—] “|a]

(como S es la parte inferior de 2, para que 7; apunte hacia afuera debe tener componente

k negativa). Asi,
-1

T2 -

ny -

ket
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:/DR(:E,y,fl(x_y)) \/Pfl —1% \/{%}: [%%THM:

2 2
%} *M ot

D
De manera ansloga, en la cara superior Sy tenemos

1
af.1%  [0f1
JIET - [

/;_ZR (Zﬁ) dSZAR(xvyafz(I,y)) dz dy.

Entonces, tenemos la cadena de igualdades

i1

o

ﬁQ' v =

/ R;E.ﬁdsz/ RE-ﬁldS-f-/ Rk-idS =
o0 S Sa
R
= [ Riwv o)) dedy = [ Ry, flay)) dody = [ Sav.
D D QaZ
c.q.d.

Nétese que se puede extender el teorema de Gauss a cualquier regién que pueda partirse
en regiones del tipo IV. Esto incluye la regién entre dos superficies cerradas, una dentro de
la otra. La superficie de esta regién consta de dos partes orientadas. Se aplica el teorema
de la divergencia a dicha regién cuando se prueba la ley de Gauss en el teorema 13.17,
(enunciado més adelante pero no demostrado).

Ejemplo 1. Considere F=2z7+y?7+ 22k. Sea S la esfera unitaria, 22 + 32 + 22 = 1.
Evaliia / F.7ds.
g

Solucién:
Por el teorema de Gauss,

/Q (divﬁ) dV:/Sﬁ~ﬁdS,

donde €2 es el volumen acotado por la esfera. La integral de la izquierda es

2/(1+y+z)dV=2/dV+2/de+2/de.
Q Q Q Q
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Por simetria, podemos argumentar que las Wtimas dos integrales son nulas. Asf,

v

w| oo

2 /(1 +y+z)dV=2 / dV = 2Volumen(bola) =
Q Q

Los lectores se convencerdn de lo dificil de intentar el cdlculo directo de / F.7dS
Js

Ejemplo 2. Usa el teorema de la divergencia para evaluar

/ (2® +y + z) dS.
oW

donde W es la esfera sélida 2% + y% + 22 < 1.

Solucién:

Para poder aplicar el teorema de la divergencia de Gauss. debemos hallar algun campo
vectorial F = Fi7+ B+ FgE en Weon Foil = a2+ y + z. En cualquier punto
(x y,z) € OW, la normal unitaria exterior 7 a OW es @ = 27+ yj+ 2 2 k. Por lo tanto, si
Fesel campo vectorial deseado, entonces F.i= Fixz+ Fyy-+ Fy 2. Hacemos Fyz = 27,
Fyy =y, F32 = z y resolvemos para Fi, Fy v F3 para hallar que

F=zi+7+k

Calculando div F obtenemos div F' = 1. Asf. por el teorema de la divergencia de Gauss.

/ (:r2+y+z)d5:/ dV = -
Jow W

El significado fisico de la divergencia es que en un punto P. div F {P) es la tasa del flujo
neto hacia el exterior en P por unidad de volumen. Asi, si div F (P) > 0, consideramos P
como una fuente, pues hay un flujo neto hacia el exterior cerca de P. Si div ﬁ(P) <0.P
se llama sumidero de F.

Un campo vectorial F de clase C! definido en W se llama solenoidal (esto es. sin di-
vergencia) si div F(P) = 0. Si F es solenoidal, tenemos [S}: - dS = 0 para todas las
superficies cerradas S. El reciproco también se puede demostrar rapidamente usando el
teorema de Gauss: si qu dS = 0 para todas las superficies cerradas S. entonces Fes
sin divergencia. Si F es sin divergencia, vemos entonces que el flujo de F a través de
cualquier superficie cerrada S es 0, de modo que si F es el campo de velocidad de un
fluido, la cantidad neta de fluido que fluye hacia afuera de cualquier regién serd 0. Asf. la
misma cantidad de fluido debe fluir hacia adentro de la regién que la cantidad que sale (en
unidad de tiempo). Por lo tanto, un fluido con esta propiedad se llama incompresible.

Teorema 13.17 Ley de Gauss.
Sea M una region en R® del tipo IV. Entonces st (0.0,0) € OM, tenemos

T e [ AT s (0.0.0)¢ 0L
o T 0 si (0.0.0) € AL
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13.9. TEOREMA DE GAUSS.

donde

fz,y,2) =2i+yf+zk  y  rlay:) = |fzy.2)l = Ve + 42 + 22

Ejercicios.

1) Sea F = (z—y)7T+ (y—2) 7+ (2 — 2) k. Evaltia / F . dS, donde Q es el conjunto
80
de puntos (z,y,2) con 22 +y* <z < 1.

2) Sea F = .Z'2 Yy + ZS] - QIyz k. Halla la integral de F sobre la superﬁcie del cubo
S
unitario.

3) Evalta la integral [ fsﬁ -dS. donde F = 27+ yj— 3k vy S es la superficie de la
esfera unitaria.
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